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Основной зависимостью в теории ползучести бетона яв-
ляется взаимосвязь между деформацией и напряжением,
изменяющимися вс времени. В нелинейной теории упруго-
ползучего тела (теория Маслова —Арутюняна) эту зави-
симость обычно 1 представляют в виде

где т момент времени изменения напряжения а(т);
t конечный момент времени, для которого определяется

деформация c(t )
,

Е(Т )
, С ( t,T) .

F [o(т)] функции,
виды которых зависят от деформативных свойств бетона.

Несколько точнее позволяет учесть деформативные
свойства бетона следующая формула;

рых зависят ст деформативиых свойств бетона; R(x)
предел прочности бетона в момент времени т[s] (см.
также [l7]).

Формулы (1а) и (1Ь) являются практически примени-
мыми, но базируются на известных допущениях, которые

См. иапр. [l, 2,3, 4].

Т
° (lb)

где Е(т), C(t,T), / nfr) функции, виды кото-

cm=^ +no(TMTj+}^m.dT+

t T
° ( la )

+ jG(t,T)- d™(r>) -dT,
T c
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в некоторых случаях могут ухудшить точность расчетов.
На совещании по теории расчета и конструированию же-
лезобетона (в Москве 1956 г.) проф. Фрайфельд предла-
гал исходить при составлении теории деформации бетона
из уравнения неравновесного процесса деформации, бази-
рующегося на по возможности общих предположени-
ях [6] 1 . В настоящей статье рассматриваются некоторые
вопросы, которые возникают, если применять такую зави-
симость при приближенных вычислениях.

Поскольку зависимость деформации от напряжения и
зависимость напряжения от деформации являются анало-
гичными, и поскольку аналогичные зависимости действу-
ют также при силе и перемещении и также при явлениях
вне области ползучести бетона, в настоящей статье при-
меняются обобщенные понятия «фактор» и «действие»,
вместо слов «напряжение» и «деформация».

I. ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ ФАКТОРОМ
И ЕГО ДЕЙСТВИЕМ

1. Выражение действия

Пусть: X фактор, Y действие, т момент време-
ни изменения фактора, t момент времени, для которого
определяется действие, т0 момент времени возникнове-
ния фактора; Y,k действие фактора в момент времени t,
когда фактор изменяется в промежутке времени (т„, ik)
по закону Хк(х;) (х 0 <^тк ), в момент времени тк полу-
чает прирост ДХ и тогда остается постоянным до време-
ни t, имея значение Х(тк) (см. фиг. 1)

1 См. также [7]
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Действие Y*k можно представить в виде

зависит от следующих обстоятельств: 1) от вида функции
Xk(xj) (например, деформативные свойств'а бетона зависят
от давления, при котором он тв’ердеет), 2) от значений
фактора X (tk) и Х(тк ) —ДХ и прироста АХ (например,
деформЕтивные свойства бетона являются различными при
сжатии и растяжении, при нагрузке и разгрузке [B]). 1

Рассмотрим случай, когда фактор в промежутке време-
ни (т 0,

х ш ) изменяется ступенчато. В этом случае дей-
ствие Y(t) можно представить в виде

если при функции Y,k функция Х к(Д) соответствует
изменению фактора в промежутке времени (т O , тк ). До-
пустим, что в промежутке времени (т O, t) действует т. н.
закон наложения, т. е. что

Если закон наложения не имеет место, тогда функция
Y* [хк , X, t] является эмпирической. Общий функциональ-
ный вид его можно выбрать по предположению, что имеет
место закон наложения. Значения численных параметров
и постоянных в этом функциональном виде необходимо
определить на основе действия изменяемого во времени

1 В работах П. И. Васильева дается выражение для подсчета де-
формаций ползучести с учетом их частичного восстановления в пе-
риод разгружения [B] стр. 5.

y* t =Yti [Tt ,X(Tt ),t].
Вид функции

К* КЩI, [ц ,x(rk )—AX,t]

Y(t)=Y^[r o ,X(To>. t]+£{Yart,X(zJ,f]-Y^Tt,X(Tj, «},

(2)

K.WV, t]-YjTkMJ,n=Yt[rMÜ fl
(2a)

при каждом значении k (k— 1,2, 3, ..m).
В данном случае Y*[xk, X, t] действие факотра X(t),

если при т0 -< х-< x k Х(т) =Х(тO ) и при tk<x<t X(t) =

— X=const.
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фактора (определенное экспериментальным путем). При
этом изменения фактора в экспериментах ив' расчетах
должны быть приблизительно в соответствии.

Предполагая, что функция Y* является непрерывной,
можем написать: если Дт~*o и т -^00

,
тогда

Рассуждая так же, получим, что приростом действия
А Y ( t ), соответствующим изменению фактора в течение

1 Если Y;i..0 =Y:i; , то формуле 19а в [7] стр. 35 можно придать вид
формулы (4), Но поскольку исходные предположения и физмкаль-
пые сущности функций Y;i: и f+ P* (в [7]) не совпадают, то форму-
лы (4) и 19а в [7] не являются идентичными. При выведении форму-
лы 19а в [7] введено допущение о независимости деформации после-
действия от предшествующей деформации и предположено, что на-
грузка монотонно возрастает. При выведении формулы (4) такие
ограничения не оказались необходимыми.

Обозначая At=Tk — "к-ь; получим от (2) и (2а),
т

Y(t) = Y* O ITO ,X(Tc )J]+Z{Yf [Tk ,X(Tt_^AT),t]-YjTj(Tjii\.
к —1

(3)

Y(t)~ Уь0 1тO,У(т0 ),1]~\-
/

m
+li~o' £ IуЛ,Щ-^^),й-«J-/771уЛ,Щ-^^),й-«J-

/77 —OO

= )^ö
[r

ö ,ATrö ),/]4-
,#

. , £ УЛЛта.М\l]~У^Х(тач\П4- //я? 27 ——

лг—ö *-/ Х(тА_,-\~лт) — X(r
k _t)m —oo ■'

Х(тк _,+ лт) X(rk ,)i_L 2J_ лг =

&T
r’*r ■

= У; о fr o ,ATro )^[r,ATr), / ]•— Mr)dr‘
To

где t-tm, при ПТ- » 00
. (4)
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некоторого промежутка времени (x g-i,
~s ), где действует

закон наложения, является:

Здесь Y.:;g [~, X, t] действие фактора X (~i) , если при
xg_i <t X(xj) = X(x g_,) и при t i X(xi) == X.

Если фактор изменяется по произвольному закону (но
не ступенчато), тогда на основе формулы (5) получим,
что его действие Y(t) можно определить из следующего
выражения-

При применении выражения (6) необходимо обратить
внимание на следующие обстоятельства;

1. Вид функции Y : ::g , применяемой при
а) зависит от процесса изменения фактора Х(т ) до мо-

мента времени т ё-ь
б) может оказаться различным при возрастании и убы-

вании фактора Х{т) (тß _l-<Х<д:§
) и также при отрицатель-

ном и положительном его значении.
2. Промежутки времени (tg _i,

~

ё ) целесообразно вы-
брать так, что фактор Х(т), при tg-i у %, либо моно-
тонно убывает, либо монотонно возрастает.

3. Выражение (6) основывается на допущении, что в
пределах промежутка времени (tg_i, т„) имеет место за-
кон наложения.

О мгновенном изменении фактора

Изменение фактора называется мгновенным, если изме-
нение происходит в промежутке времени Ат~Ю. Экспери-
ментальное определение действия такого мгновенного
изменения фактора и применение соответствующих дан-

1 Отсюда видно, что в [l6] стр. 4 формула (1) базируется на
допущениях, которые там не отмечаются.

- Гд

AgY(t) J У*д\-ТчХ(т), t ]'~j~X(t) di. (5)
Tg-t

Y(t)= У„lтo ,Х(тв );.М..\Ь\П^ХпКll.
Гд-, ,

(6)
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ных в расчетах окажется обычно неудобным. Поэтому
представляет интерес определить наибольший промежу-
ток времени Ат>o, при котором изменение фактора, про-
исходящее в течение времени Ат, можно считать мгно-
венным.

Предположим, что Y.^.g монотонно возрастающая
или монотонно убывающая функция от т и монотонно воз-
растающая функция от X; Х(т) монотонно возрастаю-
щая или монотонно убывающая функция от

тогда на основе принятых предположений

При принятых предположениях в отношении функций
Y* g и Х(т) отсюда следует, что если выполнены усло-
вия (7), то изменение фактора в промежутке времени

(x g_i, xg) можно считать мгновенным.

Если ЛТ =Тд —Tg_j -—О , тогда

* Y(t >
Л г-о~ X (т,), (]-К, [Г 9 ,*(г,. ( Мl.

Если при Ат>o
Ytg [z

g ,X(rg),t]-£Д Г,_,,АГгД.П -О

при
\X<.r g)\>\X(rgJ,

или (7)

] - K g lrs t 1 -О
при

\Ä(rg)\^\X(T9 _ f
)\

>

r,fy'^),t)~Y fg[T,X(T),t] s

Из (5) в этом случае вытекает, что при Ат> О

\Y(tL>O-ПА-*V-«-ПА



2. Выражение фактора

Выражение фактора аналогично выражению дейст-
вия (6):

Если в промежутке времени (tg_i, %) имеет место закон
наложения, то X*g фактор при действии, которое
остается постоянным в' промежутке времени (т, 1),
т Tg — j. В выражении фактора (.8) функции X*g и Y (т)
должны отвечать условиям, аналогичным тем, которые
установлены относительно Y*g и X (т) при выводе фор-
мулы действия (6).

Фактор X(t) можно определить либо из выражения (6),
либо из (8). При этом выражения (6) и (8) могут дать
значения фактора, несколько отличающиеся друг от дру-
га. Причина этого в допущении, на котором базируют-
ся выражения (6) и (8), т. е. принято, что в отдельные
промежутки времени (т8_1,%) действует закон наложения.

Обычно известна только одна из функций X* и Y*.
Если, например, известно только Y*, тогда для определе-
ния фактора X(t), необходимо решить уравнение (6), ко-
тое является нелинейным интегральным уравнением типа
Вольтерра. Методы решения уравнения (6) рассматрива-
ются в следующей главе. Они применимы также при ре-
шении уравнения (8) относительно действия Y(t).

II. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФАКТОРА ИЗ ВЫРАЖЕНИЯ
ДЕЙСТВИЯ

1. Упрощение задачи

Пусть известны следующие функции:

где фактор Х(1) неизвестная функция времени t, Y

9

h
X(t)=XjTO ,Y(r o),t]+r / t]~Y(r)dr.

Tg-1
(8)

Y=Y
и

y*g~y*g[r,X,t] (g=o,l,2t ...,h/.
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действие фактора X(t). Ma основе Первой части, фактор
X(t) можно определить из следующего выражения дей-
ствия:

Решение уравнения (9) можно построить по отдельным
промежуткам в'ремени, продолжительность которых выби-
рается произвольно. Например, пусть известны значения
фактора Х(т) в промежутке времени (т O , %-i). Тогда зна-
чения фактора Х(т) в промежутке времени (тё ._ь %) мож-
но найти из следующего уравнения:

где Yg [t, X (t ) ] известная функция времени t и фактора
X(t), определяемая из следующей формулы:

где t=r .

Решение уравнения (10) сводится к решению уравне-
ния (11):

где т а начальный момент наблюдаемого частичного

Ylt,X(t)]= Y„lTo ,X(r,)ti+

+Д /шг,У*.Х(г),П-£хШт.
T9-l

(9)

Y g[t,X(tn=Yfg lrg.„X(r,_,)} n +

Vд . (10)
+ Y*gk’X(X\t]—X(T) dr .

Tg-,

Yg lt, X(t)]= Ylt,X(tn - y; 0 Гт0,
X(to ),n +

+Y^irg_,.x(Ts
jj)-k f£W)1 V-/

t л d
Y(t)=YJrcn X(Ta\t] +j j—)

YjT,X(TW dr,
Ta

(11)



промежутка времени, Y (t) какая-нибудь целесообраз-
но выбранная функция времени t и

Действительно, на основе уравнения (10) можем напи-
сать;

2. Способ среднего значения

Теорема о среднем значении

Если Х(т) является непрерывной, монотонно возрастаю-
щей или монотонно убывающей функцией времени т и если

является непрерывной, монотонно возрастающей или мо-
нотонно убывающей функцией времени т и Х(т) при лю-
бом значении то всегда имеется такое среднее зна-

11

дХ(т) ),t J

Г l rX(x), 11 - Ytg h, X(t\ tl- Yg f t,X(x)\ +Y(t). (11 a)

Y(V=Ytg lTg4,X(r g.,K t\-Yg lt, X(t)\ +X(t) +

rf = t

+fJ^) Y *’ lT' x(T)
’
t] £ x(r>ctT=

Tg-,

=К/ тя_„Х(тдч), ,]yg [ t,X(T,.,n + +

4~t
+lmr) ( Y*i [T,XM.t\ ~ Yg [t,X(T)]]-jX(T)dT.
Tg-,

(11b)
Имея в виду обозначение (Па) и зная, что

А _ y(f)—Q
дХ(т)

получаем от (11Ь) уравнение (11).
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йение | времени т (т0 -< |■< t), при котором HMeef
место следующее рав'енство:

Доказательство

Рассмотрим случай монотонно возрастающей функции.
Тогда

Из неравенств (13) вытекает (если -—г Y* является
монотонно возрастающей функцией от Х(т), что

На основе условий, установленных в отношении Y*
и Х(т) из неравенств (13) вытекают также следующие
неравенства:

XfTjen. пп, Ггщп
(^3)

f—— Y lr X<r).t]-tzX(t) dr =

JdX(r) *
' dr

. (i2)
= Х(т

O
),П.

Xd: Х(П

/ да YthO .X(T),MX(r)^f
X(t)

<lшг)Х,№т\ах(т)
X(Ta )

или

№д/;у]-^г„лггдп«№да]-гдгдГо >,«^

«ГЛ/.ЖЦЛ-ГДиегД/],
(14)
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Поскольку крайние значения среднего выражения в' не-
равенстве (14) равны крайним значениям среднего выра-
жения в неравенстве (15) иY* является непрерывной
функцией времени т, из неравенств (14) и (15) следует,
что действительно имеется такое т=£, при котором выпол-
няется равенств'о (12).

Аналогично доказывается теорема о среднем значении
при монотонно убывающей функции.

Способ среднего значения 1

Допустим, что длительность частичного промежутка
времени (tg_i,Tg ) такова, что является возможным вы-
брать с достаточной точностью предполагаемое среднее
значение lg, где

1 Предложение применить способ среднего значения (метод Кры-
лова—Боголюбова в линейной теории ползучести сделано Швецо-
вым [9].

* A J

/ш> Г*КШl]&ХШт<
‘о

то
t

Y
*
[t

'
X(T}

’
-

.

ИЛИ

, x(t),t ] —у;[т
0 ,

х(т
0\l l <

<lш)у
*
[т'Ш'

l] &ЕХШг< (15)

rs-t <?,< r9
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Применяя теорему о среднем значении, получим из
уравнения (9), что

Если известны значения фактора Х(т0 ) и X(t g ) (g=l,2,
.. h— l), тогда значение фактора X(t) , (t =th) опреде-
ляется из следующего алгебраического уравнения;

Решая уравнение (9) два раза и принимая при этом
один раз I T g —jи другой раз l g =^g , получаем границы,
в пределах которых находится точное значение фактора.

Пример. - '

Пусть

См. фиг. 2,

YlWOhKb Ut .X(V,t I-Г { Ytg4 ид.„Х(тдч), I] -

Yt g t ]J. (20a)

Y[tM)]=Y„ o [тO,Х(т0),
<]-

-П,и9 Дгн),(]),
(20)

где t= th.

Y[t,X(D]= Y(t)= const = 10, t = 15, т=s.
(21)

На основе (21) уравнение (20) приобретает вид
t—Р. +2W-X(t) =

t-o,2X(t)+s

_y\ £~£g-/+£
Yr f-£ g -4- 2 )Лч-o,2Х(тд_,Нs
X( g ~'

I O,2Х(т,.,)+5Х<Ч '*



Фиг. 2. Этот вид функции Y* можно применять для описания де-
формативных свойств бетона. Если здесь Y—о, Х=е и t=t(z) (z —

время в днях), тогда эта формула позволяет учитывать, что зависи-
мость деформации бетона от напряжения, которая в раннем возрасте
бетона нелинейная, при твердении бетона изменяется почти линей-
ной.

15

Отсюда следует, что
t "Ь5

Ш=
0,2+ Оеа±£_ .

гА
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Для расчетов целесообразно представить Хь в следую-
щем виде

где

г = у f 1 1
"

»-' L t-o,2X(rgJ+s

где

В =5 0,2 X(tg_i), A^ g feg Šg— i*

Пусть to=s, ti=7, t2=9, t3=ll, t4=l3, t5
= 15, —6,

S 2 =B, £,= 10. £*=l2, £ 5 —14.

Дальнейший ход решения окажется следующим.
iЬз

1) Промежуток времени (тO ,
та ):

Х(тo )=2s; тх =7; В х= 5—0,2-25=0; Л£х =l;

Si= уД 25= 3,57;

X(t,)= ДХ+2“ =IBД
0,2 + ■ D+z

10—3,57

2) Промежуток времени (т 1( т2 ):

То =9; В 2=5—0,2-18,0=1,4; А£2 =2;

2 *= Дг 25+ W 18-°=6'2^
9 +5

*(*.)="
02+ 9-8 +2—14,05.

’
+

10—6,24

Аналогично получаем, что X (т3 ) = 12,19, X (т4 ) = 11,30
Х(тs ) = 10,97
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На фиг. 3 средняя линия обозначает полученные резуль-
таты расчетов, остальные нижнюю (£g=t g ) и верхнюю
(lg xg-i) границы погрешности (определенные при по-
мощи того же метода).

Способ среднего значения позволяет определить по-
грешность расчетов. Его применение не требует сложных
математических вычислений и базируется на простых рас-
четных операциях.

3. Способ решения при помощи выражения фактора 1

В том случае, когда уравнение (9) необходимо решать
неоднократно, причем правая его сторона остается неиз-
менной, целесообразно найти сначала решение уравнения
(9) при

1 О применении напряжений релаксации бетона в теории ползу-
чести бетона см. [lo]. ns

Y(t)=Y= const.
Решение уравнения

.r-const ~Yto [To,X(ro ),t]+lf—^ } [r t]
Tg-f

d
*— X(T)dT (23a)
QJ



можно рассматривать как функцию начального момента
времени тo =т, конечного момента времени t и постоянно-
го во времени действия Y. Таким образом получается фак-
тор постоянного действия, т. е. функция X*g [т* Y, t]. При
помощи функции можно определить значение факто-
ра изменяющегося действия, применяя выражение фак-
тора:

Как видим, фактор изменяющегося действия опреде-
ляется из выражения (23Ь) при помощи прямого интегри-
рования.

Никаких затруднений не представляет определение фак-
тора из следующего выражения, базирующегося на теоре-
ме о среднем значении

Вопрос о точном решении уравнения (23а) остается в
настоящей статье открытым. Для приближенного опреде-
ления аналитического вида функции X* (t, Y, t) можно
применять семейство решений уравнения (23а), получен-
ных при помощи способа среднего значения и отвечаю-
щих различным значениям т0 иY. Способ решения при
помощи выражения фактора окажется более эффектив-
ным в тех случаях, когда удается решить уравнение (23а)
аналитическим хотя бы приближенным путем.

1 Если Y=e, Y—а и t=t(z) (z время в днях), тогда эта фор-
мула представляет выражение деформации бетона, широко приме-
ненное при расчетах железобетонных конструкции по линейной тео-
рии ползучести бетона (см. напр. [11„ 12, 13]),

18

h Tg

Ä(t)=XjT0,m0), t]+z f õ ?-X ig

Tg-1
(23b)

X(t)~XjTO ,Y(r 0 ), (]+.Г \Xt,Us ,Y(rg ), t] -

g=l
(23c)

-Xts [tg ,Y(TM ),t]}.

Пример 1.
Пусть y-ft-r+^X?

где Е некоторая постоянная.
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Решением уравнения (23а) является в данном случае

Пример 2.

Рассмотрим решение уравнения (11), если Y* опреде-
лено формулой (21). Для решения уравнения (11) в слу-
чае, когда

В этом случае уравнение (11) имеет следующий вид:

Y^const,
допустим, что

X(t)
_

<p(f[
t~o,2X(t)+s t—o2 (p(ro

)+s

откуда получается, что

__

ср(П
Х<П l+j(- t 25-j l 4>(n ~4>(To ) l <24)

X(t)=Y(T0
) e

(T
°

Отсюда получим, что

XJt,Y(T),t]=Y(T)e T~t)E
,

и решением уравнения (11) является

(т.-ПЕ г (т-/)Е d
X(t)=Y(r 0

) е +dx
Т0

v-_„;
, ~ (1-То +2Ш. г >-т+2 д

~ ,Y—const - н I : w(t)(It
t-o,2cp(To )+s J

To t-0,2(p(rO
)+S дт*

(24а)
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Отсюда при помощи дифференцирования получим ли-
нейное дифференциальное уравнение первого порядка,
решением которого является

Для определения значений фактора при Y (1) ф const.
можно теперь применять выражение (23с), где

Чтобы получить представление об условиях применения
и точности приближенного выражения (24), сравним рас-
четные результаты, полученные при помощи выражения
(24) и при помощи способа среднего значения (см.
стр. 17).

тлЗ-0,2У Isll
,

V(t) =Y(,+ ±

ITwY 6 ’ (25)

Из (24) и (25) вытекает, что

ср (Т
, У, t )

XJt,YJ] =
~

/+—jjWT
-‘ Y ' t)- (P*(T ' Y ’ r)]

’

где

<p
t
[TXt]~Y(i+- 3~°’ 2 1) .

2+0,2 Y

Y(lg), t ]

,+s(l+s) \(рЛд,У(^]- Y(Tg
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Как видно из фиг. 4, разница расчетных результатов,
полученных при помощи этих способов, является незначи-
тельной, когда 15 и Y 10.

4. Способ решения при помощи предполагаемого вида
фактора 1

Способ решения при помощи предполагаемого вида
фактора является эффективным тогда, когда известен при-
близительный функциональный вид фактора, и необходи-
мо лишь уточнить его.

Предположение в отношении функционального вида фак-
тора можно делать прямо или косвенно. В первом случае
предполагается, что в каком-нибудь промежутке времени

т 8 ) фактор выражается в следующем виде

где Ui (т, а,-) является известной функцией т, которая со-
держит неизвестную постоянную ai .

1 Предложение применить такой способ в теории ползучести бе-
тона сделано Будановым [l2].

n
Х(т)=Х(тд.,)+Еи,(т.а,) , (26)



Подставляя выражение (26) в уравнение (И) и требуя,
чтобы последнее было удовлетворено при п различных мо-
ментах времени, получаем п алгебраических уравнений
для определения неизвестных постоянных aj.

В случаях, когда Y* выражено в виде

иногда целесообразно исходить из предполагаемого вида
функции V. Здесь более сложным является случай, когда

В этом случае можно применить следующий прием.
Допустим, что в промежутке времени (t g-i, тё )

где a g известная постоянная, vg (t) целесообразно
выбранная функция и ф(т) решение следующего урав-
нения:

где vo (t)=Vg=o (t). Если удастся решить уравнение (27),
то неизвестные постоянные a g можно определить теперь
из следующего уравнения:

22

УЛт,ХШ= Uit j) VlXfrJ].

или в виде

Y[T,X(T )J]=

V = V[t,X(T> 1.

~V[T,X(T)i=dg Vg (t)£(pp), (26a)

г а
Y(t)=U(t.T o )vo(t>(fi(ro )+JU(t,T)vo (t)^<p(T)CŽT,

Т0

(27)

Y(t)-U(t,ro )■ v0(t)(p(r0 )+

h Tg 1+■£ OgVg (t) ‘fU(tyr) ■ ~rz(p(T)dr .
C ar (28)
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X(t) можно теперь определить из следующего уравне-
ния, вытекающаго из (26а)

Обозначим
г, -

fU(t
'
T) irr

Tg-I
И

Y(t)—U(t
. r0 )v„(t )'<р(тр )=B(t).

При получим из (27) и (28), что

Л-/
; ~Л a, v 9(Th

) Ag(rh )
, .

~
у-' Ц? *£л 7

Л
5Гг Л

) ■- Гг; г\ frA > 4 ■ (29>

Из формулы (29) находим, что

=

В(тг ) У o(т,)
_

У o (т,)
J' В (г,) уД) ц(т,)

В(тг )-^.ц(т)А,(т
2

)
,

,

,

_

VA> ' г ' 2 УЮ _

к/тр
2 B(t 2 ) v 0(t2 )A,(tz ) vz (t2

) vz (t z )
и с небольшой погрешностью

~ Ч,(гЛ )
O h
=—-

. (30)vh

vmo,t]= v\x(ro ),t\ + Г-
g= l VgKlg/

(31)



где a g постоянная, определяемая по формуле (30),

тогда уравнения (24а) и (27) являются идентичными и
ф(т) определяется формулой (25).

Из формулы (25) находим, что

24

Пример.
1) Пусть Y* определено формулой (21), т. е.

гмтп- хак
=Y const = lO и г. -5.

В данном случае

U(t,T)=t-T+2
, ,

*

Vlt ’
X<T)] ~t-o,2X(r)+s ' (32)

Пусть в промежутке времени
а

V[t Х(т)] ~ ÜJ-LL— а (32а)
drLv 't-0,2X(t,)+5

г <l< Х 9 *

Tg-i у

Из (26а) и (32а) вытекает, что

(o=
* t-oy2(f(£g)+s

Принимая

v.(l)= —-—-

= 1
," t-0,2X(T0

) + 5 t-oJ<p(T„)+s

Ф (5) = 25; cp(6) —19,12; ф(7)=15,48;
ф(9) = 12,13; Ф (15) = 10,00.
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Из формулы (24) находим значения фактора в первом

На основании этого возьмем следующие значения:

На основе (31) можно теперь написать (принимая

и из (32) вытекает, что во втором приближении

Разность 2-го приближения и результата, полученного
при помощи способа среднего значения (стр. 16):

III. К РАСЧЕТУ БАЛОК НА ПРОДОЛЬНО
ПОПЕРЕЧНЫЙ ИЗГИБ 1

Как пример применения способов, полученных в преды-
дущих частях, рассмотрим стержень под действием про-
дольной и поперечной нагрузки. Пусть

1 Об этом вопросе см. тоже [l4, 15].

Х(Б O )=2S;Х(Ь)=23; ХЦ2 ) =2O; Х(У = 17,5; Х(У = 14.

приближении: Х(5)=25; X(6) —21,4; X(7) = 18,4;
Х(9)=14,9 и X(15) = 11,78.

t 0 —5; ti=6; 12=7; t3 =9; t4
= 15), что

V[X(l5), Is]= ' -щ- (25-19,12)-

-|' (19,2-15,48) —(15,48-12,13)-

••
- (12,13-10,0) =0,631

vncu 0,631 (15 +5)
_ i i олs) 1+0,2.0,631 ’2O-

- 1-го и 2-го приближений

А= ■ 100= 5,18%!.

A= ' 11,2°10 97
97

‘ 100= 2 > 19%’-

y=y(x,t)
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поперечное перемещение продольной осп балки на ме-
сте х. На основе выражения действия (6) можно, написать,
что

где М(х, т) изгибающий момент поперечной нагрузки
и N (т) продольная сила стержня (фиг. 5); функция
Y

;|; g описывает деформативные свойства стержня.
Ма основе теоремы о среднем значении можно напи-

сать, что

где аь(х, t) является известной функцией, если значения
фактора X(Tj), при т„<; ъ<! xh _! являются известными,

■foi y(*> ti-гЦх, ,)]] -

h T’

X X ' l’
T,X^X

’
Т,у(х ’ Г)^oтХ [x,r } y(xj)\dT.

Vq-t
(33)

Nfr) 1 N(t)
~X

\y
Фиг. 5.

Здесь

Х[х,т,у(х,т)]=М(х,т)+у(х,т)-Мт) ,
(34)

д2

ттг у(х, t)~-Xo {*, /, тo,х[х, Т„,у(х, тOЩ -

ИЛИ

д 2
y (x,t)+Ytll [х уЦь ,Х\х,lу (35)
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Таким образом, решение уравнения (33) сводится к
повторному решению уравнения (35), которое является
дифференциальным уравнением второго порядка.

Учитывая, что продолжительность отдельного проме-
жутка времени (tg_i,

~

g ) выбирается произвольно, и что
нелинейная зависимость между напряжением и деформа-
цией вытекает только из деформации ползучести (см. [l])
возможно применение отдельных промежутков времени,
при которых можно допустить, что

где функция Kg (х, t, т) списывает деформативные свой-
ства стержня.

Из (35) получим в этом случае, что

или, имея в виду выражение (34), что

1 аким образом, решение уравнения (33) сводится кповторному решению линейного дифференциального урав-нения второго порядка.

—

2 y(x,t)+y(x,t)‘N(t)-K h (x,t^ h )-ah (x,t)
dx (36)

-M(i,x)-Kh (x,t^ h y.

a h (x,l)=-Y t 0 {x,i.To ,X[x.T„y(x, ro )]j -

4

- v
’ +Kt{x,l,(t ,X[x,r/l . l ,y(x,T/l J]j.

Kg {*> Uix,T,y(x, r)]]=Kg(x> t,T)-Xix, t,y(x, T)]
,

д2

JJ у(*. V+KA (x,t,tt )-Xlx, t,y (x,J )]=ah (x
,
0,



28

Если поперечное сечение стержня окажется постоян-
ным и материал стержня однородным, тогда

и уравнение (36) сводится к линейному дифференциально-
му уравнению второго порядка с постоянными коэффи-
циентами. Общим видом этого уравнения является

и общим решением этого уравнения является

где Cj и С 2 коэффициенты интегрирования, определяе-
мые из граничных условий.

Заключение

В данной статье приводятся зависимости, позволяющие
более уточненно учитывать деформативные свойства бето-
на. Применение уточненных зависимостей при приближен-
ных вычислениях не представляет особых трудностей. Вы-
веденные в статье расчетные способы применимы и при
других физических явлениях вне области теории ползучес-
ти бетона.

Кл<х,'Ш=К/I,Ь>

дг
„ 4

. (36)
дх2 УМ~\

где

X 2
= -N(t)-Kh (Цл ), f(x)=ah (x,t)-M(t,x)-iqW

л* r -Xx J_ r X I x-u\ .
.y(x)=C t e -\~C2 e +2\ J e * f(u)-du ,
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