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УДК 681.3
НЕКОТОРЫЕ ПРОБЛШЫ ТЕОРИЙ АНАЛИЗА ДАННЫХ

Л.К. Быханду

I. Введение
Хотя методы анализа данных развиваются уже со времен

Гаусса, последние десятилетия привели к революционным собы-
тиям в этой области. Появление ЭШ дало возможность исполь-
зовать весь арсенал статистических и аналитических методов,
который был ранее создан, но ввиду вычислительных труднос-
тей сравнительно мало применялся. Но скоро выяснились пер-
вые трудности. Оказалось, что в теории методов анализа дан-
ных много нерешенных вопросов. Ограниченный объем быстро-
действующей памяти ЭШ делает программы не очень эффектив-
ными, и наконец, ограниченная точность вычислений на ЭШ
вместе с плохой обусловленностью метода наименьших квадра-
тов дают часто результаты с низким качеством.

Практика показала, что много неясного было уже з самих
основах познания - в измерении. Усилия ученых многих стран
были подытожены в элегантной математической форме П. Суппе-
сом и Дж. Зинесом в 1963 году в статье "Основы теории изме-
рения" [l]. Пусть мы имеем конечную последовательность вида
А- = (A,R l ,R 2 ,... > R n‘)

, где А - непустое множество объектов,
R,, Яга ... ,Rn - отношения вА. Такая последовательность на-

зывается системой с отношениями. Относительно объектов и
отношений в принципе ограничений нет. Приведем один пример
такой системы. Множество А - все люди в Таллине, отношение
R<- такое двухместное отношение в А, что для всех а и b из
А отношение aR,b имеет место в том и только в том случае,
если а с b одного пола.

Понятно, что отношения в системе могут быть сколь угод-
но местными.

Система с отношениями 4=CA,RIS ... ,Rn) является сис-
темой типа а для п -элементной последовательности, полохи-
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тельных для каждого о = п отношение R;, есть
местное отношение. Две системы с отношениями подобны, если
они одного типа.

Для теории обработки данных имеет важное значение по-
нятие изоморфизма двух подобных систем с отношениями.

Пусть А- = ( A,R<, ... ,R n ) и ß = (8,54 ,.,5n) подобные
системы с отношениями. & называется изоморфным образом А ,

если имеется f-взаимно-однозначное отображение А в В, такое,
что для каждого ь=И,...,п и каждой последовательности Са<,

. . .
, а элементов из А отношение

место тогда и только тогда, когда имеет место Sj, (f(ch),.. .,

f (a mL )). Мы можем просто говорить, что А и ß изоморфны.
Отсюда вытекает важное для практики следствие. Если

эмпирической системе с отношениями соответствует изоморфная
числовая система с отношениями, то все изоморфные образы
числовой системы являются также моделями эмпирической сис-
темы. В практической работе поэтому надо уметь из бесконеч-

ного числа изоморфных моделей выбирать те модели, которые
легче всего интерпретируемы.

Z, Описание системы многомерных объектов
Множество всех наблюдаемых объектов составляет гене-

ральную совокупность. ,Объекты могут различаться по значени-
ям характеризующих их признаков. Описание объекта - это со-
вокупность значений всех наблюдаемых признаков. Наконец мно-
жество всех возможных описаний составляет пространство опи-
саний.

Для моделирования системы объектов можно рассматривать
изоморфные числовые системы в разных пространствах. Для на-
ших целей лучше всего подходит действительное линейное век-
торное про с тра нство;

Каждый объект описывается как элемент Oi, m -мерного
действительного линейного векторного пространства 0. Все эле-
менты О;, имеют m координат

=С *
,

* ;,£■> • •
* Lm) •

Допустим, что исследователь имеет данные относительно п объ-
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ектов. Тогда все данные можно представить в виде пмп -мат-
рицы

Ä
*2l *22 '’ ’ *2m

\ *m *пг 1 ’ ' *nmI '

Эти объекты можно представить как точки в d -размерном эвк-
лидовом пространстве, где d = пгппСт,п) . Практически во
всех таблицах данных имеется избыточность, т.е, взаимоотно-
шения между теми же объектами можно представить в простран-
стве с меньшей размерностью, чем d. Обычно этот переход со-
вершается так.

1. Вычисляются средние признаков x.j и средние квадра-
тические отклонения S: . Эта работа требует 0(тп) действий.

2. Все столбцы матрицы X нормируются
*с j = Схij- *• j )/sj ’

n,n ~ ,

так что X x lj =°> X Xij = 1 для всех j . Количество дейст-
вий ОСтпр 1 U=l

3, Вычисляется корреляционная матрица R =*.'*, это тре-
бует 0(пт1) действий.

4, Вычисляются главные компоненты и собственные значе-
ния матрицы R С О Cm*) действий).

Янг доказал [7], что если мы имеем дело со множеством
функций распределений объектов

F= (f(x), Е(Х) =O, ECxx) = s],
где матрица 5 имеет собственные значения Я, >• . . т и
собственные векторы u1} ...,u m , то наилучшим представлени-
ем матрицы X будут новые признаки, которые получаются вы-
бором подпространства, соответствующего первым наибольшим
собственным значениям матрицы S.

Метод главных компонент применяют на практике для на-
хождения линейных'комбинаций признаков с большими дисперсия-
ми, Главная компонента, соответствующая наибольшему собст-
венному значению, является такой линейной комбинацией при-
знаков, которая больше всего варьируется на заданной сис-
теме объектов. Последним по величине собственным значениям



соответствуют линейные комбинации признаков, которые имеют
малые дисперсии.

По существу переход к главным компонентам сводится к
повороту координатных осей. Именно для нормированной матри-
цы X существует ортогональное линейное преобразование 11 =
=Е/Х, такое, что ковариационная матрица для U будет

Е(ии') = diag , Х т),

где собственные значения матрицы X , а столбцы

матрицы В являются собственными векторами, соответствующе
ми собственным значениям^].

5. На основании полученных собственных векторов и соб-
ственных значений выбирается из них такое их количество,что
они с .достаточной для практики точностью описывают систему
признаков.

6. Для каждого объекта вычисляются значения собствен-

ных векторов ОСпт) операции, которые анализируются методами
факторного анализа (в интерпретационном смысле) или метода-
ми регрессионного анализа на главных компонентах ИЗ].

Хотя эта методика принципиально решает задачу анализа
данных, препятствием ее широкого применения является трудо-
емкость вычислений и большой объем требуемой внутренней па-
мяти ЭШ.

3. Двойственность матрицы данных
Матрица данных X=U L j), L =HOn, j=U*) m дает нам

в руки не только информацию о системе признаков через матри
цу х'х , а также о системе объектов. Так как собственные

значения у матриц Х*Х и XX 1 одинаковые [2], то для нахожде-
Iния собственных векторов матрицы XX остается только помно-

жить равенство
(х'х) г = Кг

слева на X ;v
XX'Xi = A,Xi,

т.е. вектор Xi является собственным вектором матрицы XX 1 .

Это простое свойство очень полезно в практической работе.

б
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Найдем ту матрицу х'х или XX.' , порядок которой меньше. Для
этой матрицы вычисляем собственные значения и векторы, а по-
том легко получить дуальное представление для другой матри-
цы (дуальное, потому, что например, знание собственных век-
торов для признаков дает нам сразу и собственные векторы
для объектов). Другими словами, собственные векторы дают
нам новые координаты объектов. Если ограничиться первыми
координатами, то в этой системе объекты, похожие по своим
значениям признаков, находятся близко друг к другу.

Но как было сказано, классический метод подходит здесь
только в случае не очень большого количества признаков.

4. Новая стратегия анализа структуры таблицы данных
Обычные методы исследования таблиц данных X сводят

проблему к матрицам х'х или ХХ‘ . С другой стороны, из теории
экстремумов квадратичных форм известно следующее. Пусть D-
симметрическая матрица порядка m*m, %&. ••.>Хгп - ее собст-
венные числа и dp--- ,d m соответствующие им собственные
векторы. Тогда имеют место простые соотношения

В = Л», d, d, + + A m dm d m ,

I = did, -t- •••-t- d m d m •

Дальше имеет место теорема [2];
Пусть С - какая-либо матрица порядка к, тогда

inf IID-СЦ^Л*
С

и inf достигается, если
С = Ä» 4 d,dJ + ... -bXKd K d'K .

Другими словами, среди всех матриц фиксированного ран-
га к лучшим приближением в эвклидовой норме для матрицы D
является именно матрица С, составленная из собственных зна-
чений и векторов D .

Нам требуется еще доказать факт, что векторные прост-
ранства, порожденные пит - матрицей X и матрицей XX 1 -сов-
падают. Действительно, если а - вектор-столбец такой, что
а'Х =O, то а'хх 1 =0 . Обратно, если

и а'Х =O. Следовательно, каждый вектор, ортогональный X,
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ортогонален также KK . Отсюда следует, что векторные прост-
ранства, порожденные столбцами К и ХК’ , совпадают.

Это естественное совпадение векторных пространств К и
XX 1 и особенно стоящая перед нами задача исследования струк

I Iтуры матрицы К, а не КК или КХ заставляет нас задумывать-
ся, нет ли более прямолинейных путей к результату.

Оказывается, такие варианты имеются и они очень эффек-
тивные.

Матрица данных Х=(Х[,р, I=И(.О п, j=UOm описывает
точки вгл-мерном пространстве заданных признаков. Геометри-
ческое истолкование метода главных компонент состоит в на-
хождении такого ортогонального поворота системы осей, чтобы
оси располагались вдоль направлений наибольших разбросов
объектов.

Вместо того, чтобы сразу найти оптимальный поворот осей
(это требует 0(п т) + 0(птг ) +■ ОСт' 1) операций), постараем-
ся подойти к оптимальному повороту итеративным путем. Спер-
ва совершаем какой-либо постоянный поворот всего простран-
ства, потом выбираем кандидаты на собственные направления
и уточняем эти направления до нужной точности. На первый
взгляд здесь трудно что-нибудь выиграть в количестве вычис-
лений. Поворот осей в пространстве означает умножение мат-
рицы данных А на mum -матрицу поворота Р, что требует
0(птг ) операций. Если мы уже заранее знаем, что поворот

будет неоптимальным, тогда возникает вопрос о целесообраз-
ности такого подхода. Здесь очень полезным оказывается по-
лученный И.Гудом Гб] в 1958 году результат о разложении ор-
тогональных матриц одного заданного класса на прямые произ-
ведения. К этому классу относятся т.н. быстрый метод Фурье,
преобразования Адамара - Уолша, Хаара и др.

Матрица Адамара порядка Н г к определяется так Сs],

нг - с м
\ I -il,

I Н,к Н,к\"»Нн,. -Д
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Эти матрицы играют важную роль в теории оптимального плани-
рования эксперимента [4], но там возможностью прямого раз-
ложения не пользуются. Легко заметить, что

Простая структура каждого элемента разложения предлагает
нам очень эффективную схему вычислений. Если требуется най-

А

ти произведение хН гк, используем к раз схему хН и общее
количество операций будет вместо O(mxm) только OCm-log 2m)=
= ОСтк). Для всей матрицы данных ХН требует o(nmLog2m)
операций. При больших матрицах выигрыш будет ощутимым (напри-
мер, при т = 500

, количество операций уменьшается m/Log 2m««
«4 50раз). Кроме того эту схему очень легко запрограммиро-
вать.

Выбирается строка матрицы данных X и дополняется ну-
лями до ближайшей степени двойки. Приводим схему для т=B

Аналогичным образом производим преобразование для всей мат-
рицы данных:

fl 1 1 М м 0 1 °\
2

II<*X 1 -1 1 -1 1 0 -1 0
1 1 -1 -1

=■

0 0 1
И -1 \1 \0 1 0 -<

>

г 0 о .. • 0 0 • .
. 0\ к

/ 1 0 0 . • 0 н 0 . о\
0 1 0 . • 0 0 1 • 0

11%X 0 1 0 . • 0 0 -1 • 0 =(Ю К

\ 0 0 0 . . 1 0 0 • 1 1\ 0 0 0 • • 1 0 0 .-1 /

Xl *1 + x? = Zi + z* = g< 9i + Sü = f 1
*г *3 + *4 = т-г 4 + Za= 9г 9з + 94 = fi,
*3 Xs + x 6 = 4 z 5 + Zfe = 9 3 g 5 + ge = f 8

x 7 + x 8 = 4 1 7 -+- z 8 = 9i) 97 + 98= fit
*5 x t - x 2 = Z 5 Z ( - i 2 = g s 5i ~ 9г = f 5
Хб *3- x 4 = z* z 3 - Z-4= g6 g 3 - 94= fe
*7 X 5 ~ *6 = Z 7 Z 5 — ii = g 7 9s-94 = f 7
*8 *7 “ *8 = *8 1 7 - Z 8 = 9 8 97 - 98 =f ö



F = IX ; 0 ) Н •

Геометрически это означает постоянное вращение под углом
45°. Вычисляем для всех столбцов сумму квадратов элементов

ь =1

и упорядочим f: в порядке убывания. Отношения fj / fj
„ „ „

j ='lпоказывают относительным вклад каждой оси в общую сумму
квадратов .

То, что столбцы матрицы F . после нормировки будут

сравнительно хорошими приближениями к собственным векторам
матрицы X , следует из следующего рассуждения. Пусть А -

симметричная матрица порядка пп*гп ••• т -её собствен-

ные числа и а,,...,ат - соответствующие им собственные

векторы. Мы знаем, что А = •• • . Справедливо
следующее утверждение

G'AQ \
• г Q ; AQ \

Sup —7т , inf r i r А'т•
G
r GG G GG

Так как любой вектор, О можно записать в виде с,а 1 + ••• +

+ с т а т , то

Q A G
_W “

cJ+...+сй,
Очевидно, супремум и инфимум этого выражения относительно
векторов Ccn -.- j Cm) равны соответственно Я,, и , при этом
супремум достигается при G = , а инфимум - при Q = а т .

Если учесть, что в нашем случае А = х'х ив качестве G мы
взяли один из столбцов Hj матрицу преобразований Н , то
из отношения

HjX'XHj (XHjV(XHj)max —=Ц = max)—J , J '

j H J H i j Hj Hj

следует, что вектор XHj с максимальной нормой является
первому собственному вектору. Упорядочение

по норме всех векторов fj дает нам приближение к системе
собственных векторов матицы XX , т.е. векторы fj будут
новыми координатами объектов.

10
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5. Уточнение полученных приближений.
Для оценки точности полученных векторов или если тре-

буется дальнейшее их уточнение, можно использовать следую-
щий простой прием. Мы ищем матрицу такую, чтобы

FT = В,
/ I 2-ггде В ортогональная по столбцам матрица. Тогда BB=TF Т

является диагональной матрицей и на диагонали будут квадра-
ты собственных чисел матрица F (и одновременно, матрицы Xi
Вместо того, чтобы сразу попробовать найти матрицу Т , вы-
бираем два столбца р и п матрицы F , такие, что

п, п ,I pi >?>!-

Теперь преобразуем только эти два столбца так, чтобы в
новых координатах УР[ стала еще больше, a умень-
/*п п ошилась (конечно, ввиду ортогональности Z. р-1 + 21 r i =

П О УУ О •_. П Г"“. *

-ZPi+Z,RI)-
этого найдем поворот

Г cosf - s!nf
\ sin f /

п
такой, чтобы q=Z Р| была максимальной. Найдем произ-
водную от g по 'f ;

*1 -гу р.Д*.
(If t, df

Так как
P L = pi cos'fsin 1?

Rte —Pisinf + rj( cosf.
то

dP’ Pilin'? + p tcosf=Rl,

так что
(г)

Это выражение должно равняться нулю. Таким образом максими-п 2. •* 1
зация Z_ p i, достаточна для ортогонализации двух векторов.
Если подставить в (2) Р;, и и приравнять выражение нулю,
получим 2.7 рпч

. tg 2f = -----

u—t
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n 1
Нас интересует максимизация X р, ь ПР И предположении,
что • Поэтому~знак 'f выбираем равным зна-
ку x'piPl • При помощи найденного угла <f можем соста-
вить~матрицу преобразования и выполнить его.

Но в практике лучше сперва оценить эффект определенно-
го только что преобразования:

п 2. п 1 п 2. 2. по,? п П 9Z Pi -X Pi =XPL CoSlf +^ pi sin f -b,LPbr i Pl=
u—l i —1 l—i l—i и=л

= ZPlp lsin2H>-X(p--r-)si nZ 4>
=

I=4

-t(pf-rl)-[* *
- sinNHI—l

На такую величину увеличивается сумма квадратов первого
столбца и соответственно уменьшается вторая сумма, послед-
няя формула дает нам возможность оценить, стоит ли вообще
использовать столбец р для усиления столбца р . Если эф-
фект меньше заданного относительного уровня (напр. О,ol),то
лучше не проводить поворот.

В методе преобразования двух столбцов нетрудно увидеть
вариант метода вращений Якоби для симметрической матрицы.

П

Скалярное произведение Л Р Lр I дает элемент ковариацион-
t=<

ной матрицы, который методом вращений и преобразуется в цуль,
Если бы мы провели попарно повороты для всех признаков, то
по существу пришлось бы практически найти ту же ковариаци-
онную матрицу, которую мы вначале постарались избежать. По-
этому можно здесь предложить следующий прием, который учи-
тывает, что мы имеем дело с матрицей данных. Обычно данные
как измерения являются положительными величинами. Если это
не так, или если ввиду различных единиц измерения нам необ-

ходимо провести нормирование данных, тогда для наших целей
выгодно использовать следующий вариант

J Xj moii Xjmin
который дает О $ X-tj 1 •

Если это предположение выполнено, тогда во время вы-
числения сумм квадратов элементов матрицы F найдем и сум-
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Производим нормировку I и 111 преобразованного призна-
ка (как имеющих наибольшие Xfj2 ) и получим;
I : 0,288; 0,343; 0,130; 0,324; 0,390; 0,263; 0,140;

0,440; 0,432; 0,238
III: 0,478; 0,303; 0,218; 0,343; -0,305; 0,068;

-0,206; -0,395; -0,236;
С другой стороны, два первых собственных вектора матрицы XX’
такие:

мы элементов столбцов,.Наибольшие по абсолютному значению
суммы и показывают нам порядок испытания признаков f .

6. Пример.
Пусть мы имеем после нормировки следующие начальные

данные
100 0 9 II 95 100 0 0
88 75 19 8 30 82 56 17
39 2 3 0 37 56 5 0
94 84 0 26 27 71 43 9

6 100 81 87 19 0 71 62
98 I 12 4 75 86 5 6
35 16 0 24 3 42 22 II
24 48 100 79 100 9 65 56
0 30 50 100 61 31 100 100
4 53 90 25 0 5 24 59

После преобразования Ддамара получается матрица .

315 93 275 97 -75 ЮЗ - ■115 107
375 II 175 -89 5 37 97 93
142 26 126 10 -54 54 -50 58
354 -26 198 -42 54 -6 106 114
426 -72 -176 -78 122 -128 52 -98
287 93 233 79 -57 117 -67 99
153 -33 39 -7

’ -3 23 15 93
481 97 -II9 37 21 -ЮЗ -95 -127
472 -50 -228 50 - 112 -но -12 -10
260 -24 -136 -84 84 56 20 -143

If; 3265 115 387 -27 -15 43 -49 186
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0,299; 0,349; 0,134:, 0,331; 0,382; 0,271; 0,140; 0,439;
0,423; 0,227
0. 0,237; 0,224; 0,247; -0,405; 0,425; 0,094; -0,254;
-0,329; -0,271;
Как видно, полученные приближения к собственным векторам
довольно хорошие.

Проверим потребность использования стратегии уточнения,
изложенной в предыдущем пункте. Наибольшие суммы в столбцах
1,3, 8 и 2. После вычисления величины нужного угла поворо-
та для пар (1,3), (1,8) и (1,2) найдем относительную долю
улучшения суммы квадратов первого столбца:

(1,3) - 0,0019; (1,8) - 0,0002; (Т,2) - 0,001.
Если учитывать обстоятельство, что относительная точ-

ность графика не превышает половины процента, то первая ось
(собственный вектор) найдена с достаточной для практики точ-
ностью. Для уточнения второго собственного вектора можно
использовать пары (3,8), (3,2) и т.д.

Программы для этой методики постепенного улучшения опи-
саний объектов составлены на языке МАЛГОЛ и успешно исполь-
зуются в ВЦ ТПИ.

7. Заключение.
Описан один подход к анализу данных, эффективно исполь-

зующий совпадение векторных пространств матрицы данных и ее
ковариационной матрицы.
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Some Problems of Data Analysis

Summary

In this paper a strategy of data analysis based on the
equivalence of the vector spaces of data matrix and its
covariance matrix is given.
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Т.Й. Микли

ОБ ОДНОЙ МЕТОДИКЕ СОСТАВЛЕНИЯ ПРОГРАММ

В настоящей статье рассматривается проблема составле-
ния рабочих программ из модулей в рамках одной системы мо-
дульного программирования. Описание этой системы и диспет-
чера найти в С2]. Диспетчер этой системы не позволяет
работы с разделением времени. Задачами диспетчера являются:

- составление рабочих программ,
- включение модулей в систему,
- исправление модулей,
- дублирование и другие работы обслуживающего характе-

ра.
Данная работа описывает реализованную в рамках этого

диспетчера методику составления рабочих программ из моду-
лей, записанных на магнитной ленте, которая обеспечивает
линейное движение ленты во время составления рабочих про-
грамм.

Хотя в данной статье используются общеизвестные поня-
тия теории графов Ql], в интересах компактного изложения
материала, остановимся на некоторых из них.

Пусть X - конечное множество. Всякое RESUX называется
бинаршм отношением на множестве X. Каждому бинарному отно-
шению можно поставить в соответствие граф, вершинами кото-
рого являются элементы множества X и дугами всевозможные
пары (d,b)eß. Если отношение R симметричное, T.e.(a,b)eß—-
(b,a)eß , то соответствующий граф называют неориентирован-

ным, в противном случае - ориентированным. Произведением
двух бинарных отношений R( и R 2 называется отношение

R,R z={(a,bV(3c)[(a,c)eß t Er Cc,b)eR 2 }.
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Степень отношения определяется так:

R 1 =R , R n+<
= R 1R n (n=H)-

Еще определяем следующие понятия:
Транзитивное замыкание отношения R :

R
+=|(a,b)/(3 а)[(а,Ь) 6 Rn J } •

Рефлексивное транзитивное замыкание отношения R :

R*= R+ u[(a, а)/а ех|.
Обозначаем множество всех модулей в теке через

А =[аl ,...,Ьп }

и пусть они находятся в теке на ШЛ в порядке возрастания
индекса.

Определение I. Мы говорим, что модуль a-L предшествует моду-
лю Qj , если в модуле аj, имеется обращение к модулю aj (обо-
значаем через a-t < aj ).

Теперь можно представить схему обращений в некоторой
системе модулей при помощи ориентированного графа (А,<), где
А - множество модулей и < - отношение предшествования.

При помощи отношения предшествования определяем три
подмножества А.

1. Множество промежуточных модулей.
к, = {b /Ь£А2чСЗ о)[а <Ь]\[3 с)[Ь < с]|.

2. Множество висящих модулей
к г = <c]J.

3. Множество корневых модулей
к 3 ={ а) [а <Ь]}.

Составление программы начинается всегда с модуля, при-
надлежащего к третьему классу. Остальные модули, которые
входят в состав рабочей программы, являются модулями перво-
го и второго класса. Множество модулей S(a} (нужных для со-
ставления рабочей программы, начинающейся с некоторого мо-
дуля ae. Kj) определяем как рефлексивное транзитивное замы-
кание соответствующего графа, т.е,

S =[b/a <*b}.
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Далее рассмотрим, как реализовать составление рабочей
программы. Здесь имеются следующие возможности:

1. Нам заранее известен граф предшествования в виде
списка для теки модулей и для каждого модуля индекс упоря-
дочения.

2. Граф предшествования заранее не известен и список
требуемых модулей накапливается прмяо в процессе составле-
ния программы.

В первом случае можно добиться линейного прохождения
магнитной ленты путем нахождения требуемого множества моду-
лей через транзитивное замыкание графа предшествования и
его упорядочения по индексам. Во втором случае во время со-
ставления программы явно не хватает информации для упорядо-
чения индексов требуемого множества.

Часто для нахождения транзитивного замыкания использу-
ется техника булевых матриц, но в нашем случае с вершинами
графа тесно связана дополнительная информация и целесообраз-
нее отображать граф в виде списка и составить соответствую-
щий алгоритм, работающий на этих списках.

Исходя из сказанного в данной реализации граф предшест-
вования представлен следующим путем. Каждой вершине сопо-
ставлен вектор

A I =(.NIMI,A,P,TP,TPA > TSNR, SA, AL, NR J) ,

где nimi - название модуля,
А - начальный адрес перед загрузкой,

Р - длина модуля,
ТР - число рабочих ячеек,

ТРА - начальный адрес рабочих ячеек,
TSNR - номер зоны, где модуль находится (индекс),

SA - относительный адрес модуля в зоне НМЛ,
NR - порядковый номер модуля,
AL - указатель на список LOET , где отмечены все

порядковые номера модулей, непосредственно за-
висящих от модуля ,

Т - признак для контроля. В начале работы диспет-
чера всегда Т = 0. При генерировании программы, если модуль
включается в ее состав, Т = I.



20

Из расположенных в ряд векторов составлен список
NIM . К каждому вектору Aj, мы можем обратиться при помощи
его порядкового номера.

Четверка ( NIMI , А, Р, ТР ) служит начальными данными для
работы диспетчера (заказом) при добавлении нового модуля в
систему. Остальные данные диспетчер формирует автоматически,
в том числе и список непосредственно зависящих модулей LOET.
При корректировке модулей модуль записывается на старом мес-
те, если не следует корригировать данные в списке NIM. в
другом еду чае список корригируется и модуль записывается в
новое свободное место на НМЛ. Конечно, приведенные здесь
данные списка NIM зависят от конкретной ЭШ и вообще от опе-
рационной системы. Мы не будем анализировать эти данные.
Земетим, что алгоритм реализован для ЭШ Раздан-3.

Далее опишем реализованный в нашей системе модульного
программирования алгоритм для нахождения упорядоченного
транзитивного замыкания и составления рабочей программы.

В соответствии с определением I мы составляем список КN I и
(соответствующий множеству S) из объектов списка NIM . в ка-
честве начальных данных используется еще модуль с порядко-
вым номером I. KNIM является списком типа очередь ИЗ]. Раз-
ница лишь в том, что данные не удаляются. Список имеет для
указателя PVIIT и Will

. При помощи PVIIT в список добав-
ляются объекты, а WUT показывает, какие объекты списка
просмотрены. Для представления алгоритма мы используем ме-
тодику, использованную в монографии [3], т.е, используются
основы предложения языка АЛГОЛ. Различием является то, что
запись вида А (В) означает переменную А с адресом В. Триви-
альные части алгоритма оцускаем. Для упрощения принимаем,
что объект помещается в одной адресуемой единице. Пустой
указатель называем NIL. Заметим, что пустой указатель имеет
модули второго класса.

Алгоритм;
S 1 ; Составление опека К N I М ,
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PV I IT О ;

WUT Oi
KNIM CP V 1IT) —— NIM (L) *,

PVIIT —PVIIT + 1;
N; V—AL(VViiT);

3 F V = NIL THEN 6OTO S i
M: 3 F LOET(V) =0 THEN 60T0 S;

L LOET (V);
3 F T(l) =1 THEN 60T0 L*.
KNIM (PVIIT) NIM Cb)*,
PVIIT PVIIT + \ ;

tcD \;

L: V V-H ;

6 ОТО M;
S; WUT-— VVIIT-И;

3 F VVIIT> PVIIT THEN Ъl\
60TO N.

Алгоритм заканчивает работу, так как предполагается,
что среди модулей всегда имеются модули второго класса и
это приводит к ситуаций, что WUT будет больше, чем PVUT .

S 2 : Используя данные Р и А вычисляются действительные
адреса модулей в памяти ЭШ.

; Сортировка списка KNIM в возрастающем порядке призна-
ка TSNR. После сортировки объекты в списке находятся в том
же порядке, как и модули на НМЛ.
S4; Чтение модулей с НМЛ. Для чтения используется сортиро-
ванный список KNIM , что обеспечивает прохождения НМЛ в ли-
нейном порядае.
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n - признак копирования.
Параметры deg и Loe определяют некоторый массив слов (яче-
ек) [loe, loc+deq ] , который будем называть набором кодо-
слова К. В системе STEX набор любого кодослова К содержит
либо только кодослова, либо только данные, В первом случае
в кодослове К вид р = О, во втором - вид р = I. Будем гово-
рить, что кодослово вида р= I определяет атом. В зависи-
мости от типа cj,, соответствующее атому кодослово определяет
либо некоторое поле данных, либо, атом "внутри" кодослова
(двоичный элемент, указатель и т.д. C2J ).

В системе STEX выделено одно главное кодослово системы
ROOT. Структура кодослов системы SТЕХ имеет следующие свой-
ства (см. также [l] ):

1) все кодослова, за исключением главного кодослова
ROOT, принадлежат по крайней мере одному набору некоторого
кодослова;

2) любое кодослово достижимо из главного кодослова
ROOT.

Последнее свойство нуждается в пояснениях. Пусть К -

некоторое кодослово. Обозначим l-тый элемент (слово) набо-
ра кодослова К через "К-l". Если этот элемент, в свою оче-
редь, является некоторым кодословом L , то j -тый элемент
набора кодослова L можно обозначить через " L-j " или же че-
рез В общем случае, выражение вида

К- ц • ь2, Ь«
называется [2] составным именем с базой К.

Свойство достижимости можно теперь выразить так. Если
К - некоторое кодослово, то существует составное имя с ба-
зой ROOT :

ROOT. ьo *ц ь к , (I )

которое определяет кодослово К.
Следует-за метить, что составное имя "К-l" имеет смысл

лишь при выполнении следующего условия:
О ss I - \ $ deg(K).

При работе с системой STEX- пользователь не имеет непо-
средственного доступа к элементам структуры данных. Доступ



к любому кодослову осуществляется только с помощью состав-
ных имен вида (I). Это, конечно, создает определенные труд-
ности, но в то же время позволяет системе корректно прово-
дить такие операции, как гашение и "сборка мусора".

2. Описание системы

Будем считать, что система STEX оформлена как программ-
ный сегмент. Обмен информации между системой и пользова-
телем осуществляется некоторым стандартным способом (напри-
мер, через общую область). Для защиты структуры данных весь-
ма существенно, чтобы системные параметры (включая главное
кодослово ROOT) были бы скрыты от пользователя.

Система STEX непосредственно не занимается вопросами
распределения оперативной памяти, возлагая эти функции на
специальную подсистему НЕМ, которая осуществляет динамиче-
ское распределение памяти по принципу "кусочно-свободной"
памяти [3,4]. Отметим, что такая система для ЭШ "Минск-32"
описана в СЗ].

Кодослово К, в котором параметры р = I и О, будем
называть кодословом типа NIL (пустое кодослово). В системе
STEX принято следующее правило; структура может продолжать
свой "рост", начиная только с кодослов типа NIL ,

Набор главного кодослова системы ROOT будем называть
массивом BASE .

Если К - некоторое кодослово, то значением имени К бу-
дем считать адрес местонахождения этого кодослова.

Теперь рассмотрим некоторые основные операторы системы
STEX.

Оператор START .

Исходные данные: формат кодослова, длина массива BASE-
m.

Действия. Активируются системы STEX иМЕМ. в ROOT за-
сылается кодослово типа NIL , К кодослову ROOT применяется
оператор DECL (при N =m, р' = fy' = О),

Оператор DECL.
Исходные данные: кодослово К типа NIL, натуральное чис-

ло N , вид р 1 , тип fy 1 .
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Действия. На место кодослова К формируется новое кодо-
елово К 1 = Ср» а', О, N-1, loe) . Системой MEM активирует-
ся участок памяти с длиной N слов, начальный адрес которого
засылается в кодослово К 1 на место параметра loe . Если р 1 =O,
то набор кодослова К 1 заполняется кодословами типа NIL .

One ратор LEVEL .

Исходные данные: составное имя с базой ROOT.
Действия. Проходится "путь", соответствующий исходному

составному имени, и в результате выдается местонахождение
(адрес) кодослова, определенного'этим именем. Оператор LEVEL
применим только к таким составным именам, которые определя-
ют кодослово. В остальных случаях возникает ситуация ERROR
(ошибка).

Оператор PERM.
Исходные данные: кодослова К и L,
Действия. Кодослова меняются местами.
Оператор СОРУ.
Исходные данные: кодослово К типа nil , кодослово L (от-

личное от ROOT).
Действия. Кодослово L пересылается (копируется) на мес-

то кодослова К; при этом признак копирования п(К) : ■ 2. Ес-
ли p(Ü = 0, то берется r(L) : = I.

Оператор EULER .

Исходные данные: составное имя с базой ROOT; некоторая
процедура обработки ко дос лов.

Действия. Пусть К - кодослово, определенное заданным
составным именем. Оператор EULER поочередно выдает заданной
процедуре местонахождение (адреса) всех кодослов, достижи-
мых из кодослова К.

Ниже приведено описание оператора EULER на псевдоалго-
ле [4], Просмотр кодослов осуществляется с помощью двух-
трактового магазина. Параметры кодослова рассматриваются
как функции от местонахождения адреса кодослова, В процеду-
ре используется булевая процедура EQ.UALS (К ьКг)

, значе-
ние которой равно true, если кодослова Ki и К 2 равны с точ-
ностью до параметра р

.
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Процедура осуществляет защищу от зацикливания просмот-
ра.

Массив Index. [О ■ к] состоит из индексов исходного со-
ставного имени.

Заметим, что осуществляемое оператором Euler движение
по структуре кодослов фактически является прохождением не-
которого эйлерово пути графа, который соответствует рас-
сматриваемой системе кодослов.

procedure EULEE (k, Index, PROG) ;

Integer к; Integer array index; procedure PEOC;
begin j:=0; B;=ROOT; A:= loe (B);

for is =0 step 1 until k-1 do begin

t: = index [i] -1; if t < 0 then EEBOS;
if t>deg (B) then ESEOE; A: =A + t;

if p (A) = 1 then ERROR;

if г (А) Ф 0 then begin nr [j] : =0; track[j] s=A;

j s =j+l end;

В s =A; A: =loc (A) end i;

LAST: nr[j] := 0; track[j] s =A + index [k]?- 1;
ВОТТШ: ss = j; new: = true;

DOWN: As = track [j] ;

if p (A) = 1 then go to EXIT;
if r (A) = 0 then go to INSTACK;

for i ;= 0 step 1 until j-1 do

if EQUALS (A, track[i] ) then begin

if i>s then go to EXIT;
j s= i; go to BOTTOM end;

INSTACKs j;= d+l; nr[j]:= deg (A);

trackfjj s= loc (A); go to DOWN;

EXIT: PEOC (A, new); new s=* false;
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NEXT: nr[j] := пг[з] -1; if nr [.il С 0 then ко to UP;

track[j] := track[j] +1; go to DOWN;

UP: j <a j-1j if d> s then begin

A := track[j]; go to EXIT end;

end EULER

Оператором EULER можно "просмотреть" все кодослова сис-
темы ST EX , Для этого следует в приведенный алгоритм внести
незначительные изменения.

Оператор DELETE.
Исходные данные; составное имя с базой ROOT,

Действия. Оператор DELETE освобождает (через систему
ИЕК> память из-под всех кодослов и полей данных, достижимых
из кодослова К, определенного исходным составным именем.
Освобождение памяти гашением подструктуры производится с
помощью оператора EULER .

Одновременно с гашением во вспомогательный список Гсо-
бираются все кодослова, в которых признак копирования Р О.
После полного гашения подструктуры просматриваются с по-
мощью оператора EULER все сохранившиеся кодослова. Если при
этом просмотре обнаруживается кодослово L, у которого в спис-
ке Г имеется копия (т.е. кодослово L! , которое отличается от
кодослова L не более чем по значению признака копирования г),
то на место кодослова L засылается кодослово типа NIL. Одно-
временно с последним просмотром выполняется оператор GARCOI.

Оператор GARCOL .

Исходных данных нет.
Действия. Оператор GARCOL осуществляет "сборку мусора"

в подчиненной системе мем памяти. Алгоритм соответствующей
процедуры описан в ИЗ].

При реализации оператора GARCOL возникает следующая
проблема; как с помощью оператора EULER просмотреть все ко-
дослова системы STEX так, чтобы каждое кодослово обрабаш-
валось ("внутри" оператора EULER) ровно один раз? Введем еле-
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дующее простое правило: все кодослова с признаком копирова-
ния Р = 2 рассматриваются оператором EULER как конечные, т.е,
как кодослова с видом р = I. Можно показать, что соблюде-
ние этого правила гарантирует (при данном списке операторов
системы STEX) именно такой просмотр.

Вышеприведенный список основных операторов системы мо-
жет быть расширен в зависимости от целей использования сис-
темы в конкретной задаче. Например, в статье Cil описан опе-
ратор DECLPL, предназначенный для. отображения в памяти струк-
тур языка PL/1 по их описанию.

Заключение

По мнению авторов настоящей статьи система SJEX удов-
летворяет тем требованиям, которые предъявляются системам,
предназначенным для отображения и обработки хиерархических
структур данных. Накладные расходы, связанные с генерацией
структуры и доступом к отдельным частям структуры (операто-
ры DECL и LEVEL), сравнительно небольшие. Наличие более "до-
рогих" операторов DELETE и GARCOL обеспечивает полноту сис-
темы операторов и достаточно гибкую тактику динамического
распределения памяти.

Отметим, что один вариант системы STEX был реализован
на ЭШ "Раздан-3" в 1972 г.

Система ST ЕХ. взята за основу при построении автоматизи-
рованной информационной системы ТПИ на базе ЭШ "Минск-32".
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Transforms of Data Structures in Core Memory-

Summary

There is a low-level nonformal language described to
handle data structures in core memory. The operators of
the language are able to create and to delete hierarchical
data structures.
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США НЕМАГАЗИННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОПЕРАТИВНОЙ
ПАМЯТИ ЭШ "МИНСК-32"

В настоящей статье описывается система МЕМ, предназна-
ченная для динамического распределения оперативной памяти
ЭШ "Минск-32". Система МЕМ является расширением операцион-
ной системы, с помощью которой осуществляется немагазинное
распределение памяти. Такая стратегия распределения памяти
необходима при решении целого класса задач обработки инфор-
мации, в которых использование блочного принципа построения
программ Си магазинного распределения памяти [l] ) нежела-
тельно или просто невозможно. Отметим, что система МЕМ не-
зависима от диспетчера [2], т.е, одновременно с работой сис-
темы МЕМ можно пользоваться и обычными для "Минск-32" спо-
собами динамического распределения памяти. Тем самым сис-
тема МЕМ обеспечивает "мирное" сосуществование двух различ-
ных принципов распределения памяти - магазинного и "кусоч-
но-свободного".

При использовании системы МЕМ область памяти [А 0
* 4, Вс ]..

выделенная программе, разделяется на две части: S - поле
[А о + l 5 с] иD - поле [С+l,В O ] .D - поле полностью подчиня-
ется диспетчеру и его заполнение происходит обычным спосо-
бом (два магазина, растущих навстречу друг другу [2] ).Сво-
бодный участок D -поля определен указателем заполнения па-
мяти А 0 (в ячейке А0 хранятся адреса A l и ВО.

Распределение S -поля осуществляется системой МЕМ, в
общем случае, в S -поле имеется некоторое число активных
(занятых) участков VK и некоторое число m неактивных Сво-

бодных; участков Uj = [Qj , Hj] , j = i ~.., m .
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Свободные участки Uj объединены в цепочку; звенья свя-
зи этой цепочки хранятся в ячейках Hj (последняя ячейка сво-
бодного участка Uj). Звено связи имеет следующий вид (за-
пись (х) означает "содержимое ячейки х");

(Hj) = <длина Uj ,
указатель на Uj+l >.

Точнее,
(Hj 1) = <Hj-Gj Hj-и >; j-l» •••, т-i;
(H jn) = < H m —Qmj o>.

Системный параметр FL указывает на начало (ячейку Н 1 ) этого
списка.

Система МЕМ обеспечивает постоянность следующих свойств
цепочки свободных участков:

1) Hj < Hj +l ; Qj <Hj ;

2) Qj+i -Hj > 1. (I)
Отметим, что такая "кусочно-свободная" структура памя-

ти подробно рассматривается в монографии [4].
Главной особенностью описываемой схемы распределения

памяти является то обстоятельство, что граница между S -по-
лем и D -полем не фиксируется раз и навсегда, а может быть
сдвинута в одну или другую сторону за счет уменьшения объе-
ма свободной памяти в одном и увеличения этого объема в дру-
гом поле. Дело в том, что индексное поле [0 +l, А- 0 ] можно
перемещать в памяти, не нарушая работы программы. Система
нем, осуществляя такой сдвиг, выполняет следующие действия:

1) исправляются значение системного параметра FSR, ко-
торый определяет размер и местонахождение S- поля, и цепоч-
ка свободных участков bS- поле;

2) содержимое индексного поля переносится на новое мес-
то, исправляется базовый адрес индексного поля АБИ в ячейке
уровня [2];

3) исправляются значение указателя заполнения памяти в
ячейке А 0 и его предыдущие значения, которые, как известно
[2], объединены в связанный список.

а системе МЕМ имеются две процедуры LEFT и Right, с
помощью которых система или пользователь может сдвигать гра-
ницу между полями: в первом случае - к ячеек влево, т.е. в
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сторону начала S-поля; во втором - к ячеек вправо. Также
предусмотрена возможность максимального сдвига границы в од-
ну или другую сторону.

Положение границы между S -полем и D -полем, а также
степень "сжатия" активных участков в S-поле, описывается
специальшми индикаторами, доступными пользователю.

Описываемая схема распределения памяти выдвигает сле-
дующее ограничение: перед загрузкой очередного сегмента не-
обходимо применить процедуру LEFT.

Стратегия "кусочно-свободной" памяти не может быть эф-
фективной без возможности "сборки мусора", т.е. собирания
свободных участков [l,4]. Но так как "сборка мусора" подра-
зумевает и одновременное собирание активных участков в S-по-
ле, то для обеспечения корректности этой операции система
обязана как-то извещать пользователя о том, что местораспо-
ложение его массивов изменилось. Следовательно, параметры
массивов пользователя должны быть объединены в некоторый
список, к которому система МЕИ имеет прямой доступ. Струк-
тура такого списка зависит, конечно,, от задач пользователя
системой МЕИ. В статье СЗ] описывается одна весьма общая

списочная структура, которая удовлетворяет налагаемым сис-
темой МЕИ требованиям,

Опипвм коротко алгоритм процедуры QARCOL ("сборка му-
сора"). Процедура "уплотняет" S -поле путем линейного сдви-
га всех активных участков влево (в сторону начала S-поля.).
Алгоритм описываемой процедуры в принципе совпадает с алго-
ритмом, приведенным в [s], и состоит из четырех этапов:

1) двигаясь по цепочке свободных (неактивных) участков
для каждого активного участка Vj определяется величина сдви-
га Aj ;

2) в списке массивов пользователя изменяются на соответ-
ствующие Aj значения указателей на начало этих массивов;

3) содержимое всех активных участков пересылается на
новое, ранее запланированное место;

4) исправляются цепочка свободных участков и значения
индикаторов.
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В результате применения процедуры GARCOL S - поле со-
стоит из двух частей - одного активного и одного свободного
участков.

В заключение остановимся на двух основных функциях сис-
темы МЕМ- активации и деактивации участков памяти в 5-поле.

При поступлении в систему запроса на активацию а яче-
ек памяти, система действует следующим образом. В цепочке
свободных участков находится первый свободный участок Uj =

= [Qj, Hj] , длина которого не меньше п . Системой активиру-
ется участок памяти [Qj, Gj +n-1] , начальшй адрес кото-
рого Gj является ответом на запрос. В ячейке Hj игменяется
на п значение длины свободного участка Uj . Если участок Uj
активируется полностью, то согласно свойствам (I) перестраи-
вается цепочка свободных участков.

Если в S-поле нет свободного участка с длиной а ячеек,
то система предварительно применяет или процедуру RIGHT ,

или производит "сборку мусора", или выполняет оба указанных
действия.

Действия системы МЕМ при поступлении команды об осво-
бождении некоторого участка в S -поле тривиальны, однако
весьма трудоемкие из-за необходимости сохранения свойств
(I).
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К. Allik, Т. Mlkll, К. Tedersoo

Honstack Dynamical Scheme for Memory Allocation

Summary-

Some possibilities of dynamical memory allocation for
"Minsk-32” computer are described. The system guarantees a
peaceful coexistence with a memory allocation given by
"Minsk-32" OS.
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ОТОБРАЖЕНИЯ МЕЖДУ АЛГЕБРАМИ ОГРАНИЧЕНШХ
НЕПРЕРЫВНЫХ А-ЗНАЧНЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть А - комплексная банахова алгебра, X - топологиче-
ское пространство и С*(Х,А) - множество всех ограниченных
непрерывных функций из X в А. Как известно (см. [l,2] ),мно-
жество С*(Х,А) образует банахову алгебру, если алгебраиче-
ские операции над функциями определить поточечно и норму
через sup— нормы.

Пусть Аи В - банаховы Xи У топологиче-
ские А—В - ограниченное непрерывное ото-
бражение, у : У—X - непрерывное отображение и f е С*(Х,А).
Тогда функция У—В непрерывна на у, как композиция,
непрерывных функций f,f и Поскольку

(У) || в £ И ttifllc*CX,A)
для всех уеу, то функция ограничена. Поэтому fofoYe
6С (У,В).

Пусть F( f , у); f— of *у . Отображение ото-
бражает алгебру С*(Х,А) в алгебру С*(У,В), При этом ядро

кег F (vf ,у) ={f е С*(Х,А): f , (У)}.
В случае, когда у - сюръективное отображение,

кег F = С*(Х, кег ).

Пусть теперь А - коммутативная банахова алгебра с еди-
ницей и £ А преобразование Гельфанда алгебры А, Тогда

£а(А) <=с*(ЛХ (А], С), где 3TL (А) - пространство максималь-
ных идеалов алгебры А и I - поле комплексных чисел. Как из-
вестно (см. [3], с. 33-34), совпадает с радикалом

Здесь и всюду в дальнейшем вместо комплексной банаховой
алгебры будем коротко говорить банахова алгебра или ал-
гебра.
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Rad А алгебры А, Поэтому, если отображение -у - сюръективно,
¥= и В=С*(Ж/(А), С), то

KsrF(f , y) = C*(X,Rad А).
В настоящей статье изучаются свойства отображения

F(vf ,
y) относительно свойств отображений f и ■4'. В§ I най-

дены условия для инъективности (теорема I), гомеоморфности
(теорема 2), морфности (теорема 3) и изоморфности (следст-
вия 3 и 4) отображения , y). В § 2 (теорема 4) найдены
условия для замкнутости подалгебры F(Y,Y) [С*(Х,А)I в ал-
гебре С*(У,В), В§ 3 (теорема 6) рассматриваются условия
для наполненности подалгебры F ( <f ,Y ) [ С*(Х,А)] в С*(У,В).

§ I. Свойства отображения F(Y,V)
В монографии [B] рассматриваются свойства отображения

F(*f ,y) в случае, когда y является тождественным отобра-
жением на А. Окажется, что аналогичные свойства остаются в
силе и в случае, когда Y не является тождественным отобра-
жением. Действительно, справедливы следующие свойства:

Теорема I. Пусть А и В - банаховы алгебры, X и У - то-
пологические пространства, Y ; А—В-ограниченное непрерыв-
ное отображение иf : У—X - непрерывное отображение. Для
того, чтобы отображение F(Y

, Y );С*(Х,А)—С*(У,В) было инъ-
екцией достаточное в случае, когда X - вполне регулярное
пространство, то и необходимо, чтобы отображение являлось
инъекцией, а отображение Y удовлетворяло условию ®

С' х - X. (I)
Доказательство. Необходимость. Пусть отображение Y не-

инъективно. Тогда в алгебре А существуют элементы а и b с
a 4 такие, что = Пусть fи g - функции, удов-
летворяющие условиям f (,x}s а и q(x) = b на X. Функции
f

?
g еС*(Х,А,), причем Так как Y[f [y (у)]} = f(a) и

Т{д О(у)]} = fCb) для всех у еУ, то F(Y,YXf ,у;(д).
Значит, отображение F(f ,Y) не является инъекцией.

Через с! ХА обозначается замыкание подмножества Ас-Х отно-
сительно топологии пространства X.
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Пусть теперь X - вполне регулярное пространство, ото-
бражение инъективно и ci Df СУ)] /X. Тогда существует
такая непрерывная функция q , которая удовлетворяет услови-
ям (j gJ)= “t и g (х) 0 на cl^C^OO]*

Пусть ае A ca=£Q A и f - функция, удовлетворяющая ус-
ловию f(x)sg(x)a на X, Тогда feC*(X,A) и f
Кроме того, f [-4» (у)] =бд на У. Учитывая теперь инъектив-
ность отображения имеет место равенство FC'f , чОС? )

= ®С Ч СУ В)* Значит, для инъективности отображения F( f , у)не-
обходино выполнение условия (I).

Достаточность» Пусть и f* - такие функции из ал-
гебры С*(Х, А), что F (f,4, )(fi) =F (

, Y)CfO. Тогда
- >f{fi[y<S)]}

для всех уе У, Так как f - инъективное отображение, то
fi(x)= fiCx) на f(y)» Учитывая теперь условие Cl),fi=f2*
Следовательно, отображение FCf ,ч0 является инъекцией.

В случае, когда А=В= I,в частности, известна
Сем. [B], с. 96).

Следствие I. Пусть А и В - банаховы алгебры, X и У -

компактные хаусдорфы пространства, 'f : А—В - ограниченное
непрерывное отображение и у : У-гХ - непрерывное отображе-
ние. Для того, чтобы отображение FCf» -^)1 С*(Х,А)—С*СУ,В)
было инъекцией, необходимо и достаточно, чтобы отображение

являлось инъекцией, а отображение y являлось сюръекцией.
Доказательство следует из теоремы I, учитывая то, что

7(,У) - бикомпактное подпространство в X.
В случае, когда А=В=С, следствие I известно (см. [B],

с. 128, или [s], с. 42).
Теорема 2. Пусть А и Б - банаховы алгебры, X и У - то-

пологические пространства, : А—В - аддитивное гомеоморф-
ное отображение на В и -у ; у-~Х-гомеоморфное отображение наХ.
Тогда отображение F(f ,чО: С*СХ,А) С*(У,В) является го-
меоморфизмом .

Здесь и всюду в дальнейшем нулевой элемент алгебры А обо-значается через OА.0А .
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Доказательство. Пусть g е C*U,B). Тогда
причем F(f , 4ОС Чн 0 д°М" и ) =д . Поэтому СС*СХ,А)] =

= С*(У,В). Так как отображение РСчs »"'*’) по теореме I и инъ-
ективно, то F(4>,4») является биекцией. Кроме того,

l|FCf,V)(f)|l c4^B)^lhs llllfl( c4XiA) (2)
для всех f вС*(Х,А; и

(д)|| с * (х
,
a) =I|FCrW) С9)|| с*Сх,А)^

< 11 9 11 c4v,b)
для всех д £ С*СУ,В). Следовательно, F ( 'f , -у) и FCf ,vp)" не-
прерывны как ограниченные аддитивные операторы. Поэтому ото-
бражение F(f

,
ц>) является гомеоморфизмом.

Теорема 3. Пусть А и В - банаховы алгебры, х и У - то-
пологические пространства, д>: А—В-ограниченное непрерыв-
ное отображение и У—~Х - непрерывное отображение. Для

того, чтобы отображение С*(Х,А)—С*(У,В) было мор-
физмом, необходимо и достаточно, чтобы отображение явля-
лось морфизмом.

Доказател ьс тво. Необходимость. Пусть - мор-
физм из С*(Х,А) в С*(У,В), элементы a,beA, в f и g - функ-
ции, удовлетворяющие условиям f Сх)=а и g(x)sb на X. Тог-
да f , g в С*(Х,А), причем
ф(а + Ь) =[F(f ,Y)Cf + g)] Су) ;] Су) +

+[f (ч> , f)(g)](y) = Со) + сь),
tCob) =[рсч> , Y)Cfg;]Cy)= [fci’ ,4, )cf )]Cy)-[FC‘f,'vXg)}cy)=

H 5 cay ‘-f Cb),
fCba; = ЧЧЮЧЧ O )

и
'f - MCa)
для всех XeC и у &У. Следовательно, Ч5 является морфизмом
из А в В.

Достаточноеть. Пусть Ч* - морфизм из А в В. Нетрудно
проверить, что отображение F C'f ,40 является морфизмом из
С*СХ,А) в С*(У,В) для любого непрерывного отображения

V :У —X.
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Следствие 2. Пусть А - банахова алгебра, В - коммута-
тивная полупростая банахова алгебра с единицей, X и У - то-
пологические пространства, А—В - морфизм и н* - не-
прерывное отображение. Тогда отображение F(f ,т): С
—~С*(У,В) является непрерывным морфизмом.

Доказательство. Так как алгебра В коммутативна и полу-
проста, то морфизм непрерывен^(см. L7], с. 75). Кро-
ме того, непрерывный морфизм ограничен. Поэтому, по теореме
3, отображение F(f является морфизмом из С*(Х,А) в
С*(У,В). В силу коммутативности и полупростоты алгебры В, ал-
гебра С*(У,В) также коммутативна и полупроста (см.[2], с.
153). Следовательно, морфизм F С'-Р ,чО является непрерывным.

Следствие 3. Пусть А и В - банаховы алгебры, X и У
топологические пространства, ; А—В - непрерывный изомор-
физм и -ф; У—Х - непрерывное отображение, удовлетворяющее
условию (I). Тогда отображение F(f является непрерыв-
ным изоморфизмом из С*(Х,А) в С*(У,В).

Доказательство. По теоремам I и 3 отображение F(«f ,t)
является изоморфизмом из С*(Х,А) в С*(У,В). В силу справед-
ливости неравенства (2) для всех f еС*(Х,А), изоморфизм
F ( 'f ,‘*y) является непрерывши.

Следствие 4. Пусть А и В - банаховы алгебры, X и У
топологические пространства, - взаимно непрерывный изо-
морфизм алгебр А и В и - гомеоморфизм пространств У и X.
Тогда отображение является взаимно непрерывным изо-
морфизмом алгебр С*(Х,А) я С*(У,В).

Доказательство следует из теорем 2 и 3.
В случав, когда А и В - коммутативные поду простые ба-

наховы алгебры с единицей, следствие 4 известно (см. [2] ,

с. 154).

§ 2. Замкнутость множества F(vf , у) [С*(Х,А)]
Для решения многих проблем важно узнать, когда множе-

ство F( >f ,
-у) [С*(Х,А)] является замкнутой подалгеброй в

С*(У,В). Ответ на этот вопрос дает
случае, когда алгебра А также коммутативна, непрерыв-ность морфизма vf доказана, например, в СЗ], с. 34. Ус-

ловия непрерывности морфизма f : А—В в случае, когда В
не является полупростой алгеброй, найдены в Сб].



Теорема 4. Пусть А и В - банаховы алгебры, X и У - то-
пологические пространства, ; А-НЗ - непрерывное изоморф-
ное отображение и у : У—X - непрерывное отображение. Для
замкцутости подалгебры F( [С*(Х,А)] в С*(У,В) доста-
точно, а в сдучае, когда ц> удовлетворяет условию (.1), то
и необходимо, чтобы 'f(A) была замкнутой в В.

Доказательство, Необходимость. Пусть подалгебра
F(f j ЧOСС*(Х,А)] замкнута в С*(У,В). Тогда [С*(Х,А)I
является банаховой алгеброй относительно топологии алгебры
С*(У,В), Кроме того, по теоремам I и 3, отображение F(f

,
-у)

представляет собой изоморфизм из С*(Х,А) на F(M> ,-ф.)[С*(Х,А)].
Поэтому (см, С4], с. 30) существует такая постоянная вели-
чина С, не зависящая от f , что

Ilf llc*cx,A) <c ll F(vf ,Y) ИсЧу,в) (3)
для всех feC*(X,A).

Пусть теперь аеА и f - функция, удовлетворяющая ус-
ловию f(x)=a на X. Тогда feC*(X,A), причем ||f|| (X,А) =

=II 0 II а 0 II FС* ,чОС f) II с*(У,В) = Н (а ) II В* Поэто,l{У»
учитывая неравенство (3), изоморфизм 'f удовлетворяет ус-
ловию

« аII А
< С 11-fCa )llB . С4)

для всех а еА, где С - постоянное, не зависимое от о. Сле-
довательно, 'f CA) замкнута вВ.

Достаточность. Пусть подалгебра f (А) замкнута в В,
3= (f еС*(Х,А): fCx) =0 А на W)]

; C*(X,A)/3-~F(vf ,чО[с*СХ,а;] - сюръективное отобра-
жение, определенное равенством

YCf+ 3) = F(vf,4V)(f)
для всех fec*(X,A). Так как, по теоремам I и 3, отображе-
ние F(f ,-vf) есть морфизм, то и отображение ¥ является
морфизмом. При этом (см, [B], с. 49), || ¥|| =IIF ( ¥ , 11.
Поэтомуll ¥ 11= sup HF(f ,4>)(f )L sup imilf| -№

ifW/44' ■ M

Учитывая последнее,
С*(Х|А)/3 •

Следовательно, для всех f еС*(Х,А) справедливо неравенство
42
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(5)

Пусть теперь

А 0
= { а£ А ■• II аИ А $ M(f) }

и
А, =jа£ А; |а || д > МCf) J,

где
M(f) = C||Ft*NOCf)| cW)i

a С - постоянное, определяемое изоморфизмом <f , которое в
сиду замкнутости подалгебры 'f (А) вВ, удовлетворяет для
всех а6 А условию (4), Тогда AQ и Aj являются замкнутыми
подмножествами алгебры А. При этом А = AQ

U Aj. Пусть тг; A—Aq
- непрерывная сюръекция, определяемая равенством

(о , если а£ А.
, если ае Атlal.’ 1

и h = TTof. Тогда h£CI'(X,A) при каждой фиксированной функции
feC*(X,A). Учитывая неравенство (4),

sup IfCx) i - sup HCf.fXylL M(fi-
xere:/) A уеУ

Поэтому fcx)eAQ для всех при каадой функции
feC*CX,A). Так как h(x)-f(x) на -у(У), то bef + G и

(б)

Следовательно, по неравенствам (5) и (б)

b"lf +3 ll с•«.*)/:** W)s|Wlf+%,*W (7)

для всех f € С*(Х,А), где С удовлетворяет условию (4). В си-
лу замкнутости подмножества 3 , факторпространство С*(Х,А)/3
является полным пространством. Учитывая теперь неравенство
(7), алгебра F(*f ,f) [£*(Х,А)] образует полцу.ю подалгебру
в С*(У,В). Поэтому F( f , чО[С*(.Х, А)] замкнута в С*(У,В).
Теорема доказана.

Следствие 5. Пусть А - коммутативная полупростая бана-
хова алгебра с единицей, X и У - топологические пространст-
ва и f ; У—-X - непрерывное отображение, удовлетворяющее
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условию (l). Для замкнутости подалгебры F( ) [С*(Х,А)]
в С*(У»С* (Ш-СА), )), необходимо и достаточно, чтобы
была замкнута в ® ).

Доказательство следует из теоремы 4 при В=С*СпТ-(А),в) и
А*

Следствие 6. Пусть А и В - банаховы алгебры, X и У
топологические пространства, f ; А—В - непрерывный изомор-
физм и У ;У-~Х - непрерывное отображение, удовлетворяющее
условию (I). Для того, чтобы отображение F ( 'f ,f) было изо-
метрией, необходимо и достаточно, чтобы являлось изо-
метрией.

Доказательство. Необходимость. Изометричность отобра-
жения следует из изометричности отображения F('f,4'),
если функцию fе. С *(Х,А) определять условием f(x)=a, где
О £А.

Достаточность. Пусть f является изометрией. Тогда
S4A) замкнута в В с ||f || = 1, а в силу теоремы 4 подалгеб-
ра F(

,
-у) [С*СХ, А)] замкнута в С*(У,В). Поэтому, учитывая

неравенство (3) при С = i и неравенство (2), отображение
F(f ,

vf») является изометрией.
В случае, когда А=В=С, следствие 6 известно (см. LB],

с. 78).
Следствие 7. Пусть А - коммутативная полупростая бана-

хова алгебра с единицей, X и У - топологические пространст-
ва и у ;У— X - непрерывное отображение, удовлетворяющее
условию (I). Для того, чтобы отображение F( чО отобра-
жало алгебру С*(Х,А; изометрично в С*(У,С * (Ж(А), (L )), не-
обходимо и достаточно, чтобы алгебра А удовлетворяла усло-
вию

I qI II a =l a Ид, С8)

для всех о & А,
Доказательство следует из следствия б при «f =

скольку отображение Х> изометрично тогда и только тогда,
когда алгебра А удовлетворяет условию (8) для всех а в А (см,
[3], с. 33).
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Следствие 8« Пусть X - вполне регулярное
во иА - банахова алгебра. Тогда алгебра s'С*( р. Х,А; изомет-
рически изоморфна замкнутой подалгебре алгебры С*(Д,А).

Доказательство. Пусть £-тождествеиное отображение на
А и тг;XX взаимно непрерывное инъективное отображение,
удовлетворяющее условию с I Х= р» X. Тогда отображение

F(&, л):С*СР>Х,А -)--С*СХ,А)является изометрическим изоморфизмом,
по теоремам I и 3 и следствию 6. Кроме того, в сиду теоремы
4, подалгебра Г(Л,тс) [С*С[ЬХ,А)] алгебры С\х,А) замкнута.

§ 3. Наполненность подалгебры ,-у) [СЧХ,А;]
Пусть А - алгебра с единицей. Подалгебра ВсА с едини-

цей называется наполненной (см. [3l, с. II), если каж-
дый элемент из В, обратимый в А, отратим в В. Следующая тео-
рема решает вопрос о наполненности подалгебры
F (Ч» в С*(У,В).

Теорема 5. Пусть А и В - банаховы алгебры с единицей,
Xи У - топологические пространства, ; А—-В - взаимно не-
прерывный изоморфизм и ч» ; У-—Х-гомеоморфизм на Х.Для того,
чтобы F(«f ,4) [С*(Х,А)] была наполненной подалгеброй в
С*(У,В), необходима и достаточна наполненность подалгебры
4>(А) в В.

Доказательство . Необходимость. Пусть F(vf , чО[С*(Х,А)]-
наполненная подалгебра алгебры С*(.У,В). Тогда из обратимос-
ти функции F ( vf , fXf )е. Г(ц> ,чО [С*(Х,А)I в С*(У,В) сле-
дует, что ГР (vf f )] и еF(f

,
ч)[С*(Х,А)] . При этом

функция f обратима в С*(Х,А) и[F ,f) ( f )]= FCf» "HOC f H ).

Действительно, пусть he.C*(X,A) - функция, удовлетворяющая
у слов ию

FCvf.xf y(h)-

Вейлу изоморфности из равенств
{(f h )I>(у)]} = { F С "f ,YXf )• F(f

, fXh)} Су) =ев
и

=[F(f ,YXh).F(H>,vXf )}(У) =e ß
следует, что

Через ftX обозначено Стоун-Чеховское расширение простран-
ства X.
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(fh)[Y(y)] - (hf )[Y(y)] = e д
для всех у£ У, Так как Y - гоиеоиорфное отобракениена, то

Cf h )(х)= ( hf )(х)= еА
на X« Следовательно, функция f обратима в С*(Х,А) и h=f' 1

.

Пусть функция fе. С*(Х,А) удовлетворяет условию f(x)=a
на X, где о£ А и f(a) - обратима в алгебре В. Тогда
[F(f ,f)( f )] Су) = i ( Q ) и ОЧН>, "fX f )Г* Су) s

на у, причем [F С ,
чО( f Я-1 e С*(У,В). В'Силу наполнен-

ности подалгебры F(f ,4О Сс *СХ,А)] функция [F( f ,
чО( f )]4

£

е. Г( vf , f)LC*(X,A)], Следовательно, функция f обратима в
С*(Х,А) и f \х) = а" 1 на X, где сГ ( £А. Поэтому, в силу
изоморфности отображения f , элемент *f С 0 )" 1 ='f( a " I ) £f С А).
Значит, 'f (А) является наполненной подалгеброй в В.

Достаточность. Пусть СА) - наполненная подалгебра в
В, функция f е С*(Х,А) и функция F(f ) обратима в
С*(У,В). Тогда [F(vp ,

*£С*(У, Ч3 (А)), так как на У
ГС? ,Y)(f )]"' (y) = {[F(t,Y)(f)] (У)}’-

Покажем теперь, что в данном случав
С*СУ, S>(A)) = F(vf ,чО[С*СХ,А)]. (9)

Если f £ С*СХ,А), то всегда F СН> ,fXf )&С*(У, (А)).Пусть
теперь g е С*(У, Ч*(А)). Тогда, в силу непрерывности отобра-
жений и и ограниченности отображения f" 1

,
функ-

ция F(f-( )(д ) £ С*(Х, А) .Так как F(f
, g)]=9»

то справедливо равенство (9). Поэтому [p(f ,'4; )Cf)] 6-

eF(f , y)[C*CX,A)]. Значит, [C V (X,A)] является
наполненной подалгеброй в С*(У,В). Теорема доказана.

Следствие 9, Пусть А - равномерно замкнутая ®
банахова

алгебра с единицей, аXи У - гомеоморфные топологические
пространства с гомеоморфизмом "ф . Тогда F( [С*(Х,А)I =

СЧу, SaU)) являетвя наполненной подалгеброй
в С*СУ, ■ сКлгЧА),®)).

Доказательство следует из теоремы 6 при f = и В=
= C*Oft(A),€), учитывая равенство (9) и наполненность под-
алгебры £д(А) в С*(ЛI(А),С).
“-'Коммутативная полупроста я банахова алгебра А называется

£авномерно_замкцу той алгеброй, если £. (А)явдяется замк-
нутой подалгеброй алгебры с*ОтчА),С), А
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Следствие 10. Пусть В - банахова алгебра с единицей,
А - замкнутая подалгебра алгебры В с единицей и X - топологи-
ческое пространство. Тогда алгебра С*(Х,А) является напол-
ненной подалгеброй алгебры С*(Х,В) тогда и только тогда,
когда А есть наполненная подалгебра алгебры В.

Докаэа тельство. Пусть - каноническая инъекция алгеб-
ры А в В. Тогда ф взаимно непрерывно и изоморфно отобра-

жает А на А. Поэтому по теореме б получаем требуемое.
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M. Abel

The Maps of Algebra of Bounded Continuous

А-valued Functions

Summary

Let A be a complex Banach algebra, let X be a topolo-
gical space and let C*(X,A) be the set of all bounded con-
tinuous functions from X into A, With the pointwise algebraic
operation and sup-norm the set C (X,A) forms a Banach al-
gebra.

Let A and В be Banach algebras, let X and У be topolo-
gical spaces, let :A — В be a bounded continuous map and
let у sY X be a continuous map. Since the function
4> ofo4l £C*(y,B) for any f£C*(X,A) then P( у , "у ) sf-

maps C*(X,A) into С*(У,В)*
In the present paper the properties of map , у )

with respect to the properties of maps and лу are consid-
ered. In §1 the conditions that the map P( 'f ,у ) be in-
jection, morphism, homeomorphism and isomorphism are stu-
died. The conditions when the subalgebra P( 4* ,Y)CC*(X,A)] is
closed in C*(Y,B) are found in §2. The conditions when from
[P(f ,y) (f)]'I £C*(Y,B) with f£C*(X,A) concludes that

(f)] -1e- P(f,Y)[C*(X,A)] are considered in §3.
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TALLINNA POLÜTEHNILISSE INSTITUUDI TOIMETISED

ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
№ 366 1974

УДК 519.1

Г.А. Вейнер

ДВЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ОПТШАЛЬНОГО
ПРИБЛИЖЕНИЯ ГРАФА ПОЛНЫМИ ПОДГРАФАМИ

I. Постановка задачи и основные понятия

Пусть на конечном непустом множестве S определены би-
нарное симметричное отношение Rc.SxS и отношение эквивалент-
ности EcS*S. Определим расстояние между отношениями следую-
щим способом:

= | R-E| + |E-R|,
где IА I обозначает число элементов множества А.

В дальнейшем рассмотрим проблему отыскания отношения
эквивалентности Е 0 такого, что

E 0 = (I)
Назовём это отношение Е 0 оптимальным разбиением.

Выразим теперь отношение R в виде графа G=(S,U) со
множеством вершин S и множеством ребер U , При этом пред-
полагаем, что ребро (а,Ь)б,и тогда и только тогда, когда
пара (a,b) еR . Свойство рефлексивности в дальнейшем не-
важно, поэтому на графе G опускаем петли. Граф Q-l= (Sl

,
U-t )

назовём здесь подграфом графа G , если
1) Si с S,
2) U-t -(Si х Si) ПU -

Подграф назовём полным, если

Ui = Si х S L -{(a,a) I aeSi}-
Полный подграф Qi будем называть максимальным, если не
найдётся другого полного подграфа Gp , чтобы выполнялось ус-
ловие Vi с Vp .

Назовём здесь вилкой подграф
К = ({o.b.c }, {(a,b),Cb,c)})



графа Q . Ребро соответствует вилке К.
Ясно, что нахождение оптимального разбиения - это прос-

то потеря вилок при помощи удаления или введения ребер так,
чтобы выполнялось условие Cl).

2. Функции оценки

Определение I. Назовём здесь максимальные полные под-
графы Q'i=CV-b> Ui) и Gj = ( Vj , Uj ) графа Q инцидент-
ными, если Vi ПVj Ф ф •

В дальнейшем предполагается, что граф G содержит, по
крайней мере, одну пару инцидентных подграфов Gj, и Gj. , та-

которые удовлетворяют условиям;
1) {[Vi-VjjxjVj-Vi}} пи -0;
2) если = (GiK jк = ~р j множество всех

подграфов графа G , инцидентных графу Q■ ,
исключая Gj , и

6 j* = I Gim Im = 1,2,.. ~cy| множество всех подграфов графа G
,

инцидентных графу Qj, исключая G , то при каждой паре
Gi*eQ]4 CjmeSj

ViK n V jrn = ф.
Может случиться, что одно или оба множества и Gj

пу с тые.

Определение 2. Функцию

=

Liv^-Vl|-|VinVj| + |V;-VJ|.|Vj-Vl|
|Vv nVj|.|Vi-Vj|

= I Ч -Vjf'-I^V u-Vi, l + | VinVj f'. |Vj-Vil
будем называть функцией оценки на графе G относительно Gj.

Конечно, существует в графе G множество таких вилок,
рёбрами которых являются элементы множества {ViflVjj х [v,,-Vj]-
Мы можем эти вилки графа превратить в треугольники, добавив
соответствующие рёбра. Обозначим это множество через ,

Ясно, что для числителя первоначального вида функции f(Q I,j)

выполняется условие I U ViK~ v lM V- t nVj | + |Vi-Vj |*|Vj-Vi| =*|ü v|.
K=l

50
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Определение 3. Функцию

Г ггг . rv- '= 5 при S3H,
Л

fCGj.bj
f(Gi,Sj) =

J в противном случае

будем называть функцией оценки графов G-b и Gj •

Функции, которые здесь определяются, обобщают в какой-
-то мере функции, определённые в статье [l].

Мы моавм связать, по аналогии со статьей [l] понятие
последней функции с понятием вектора так, чтобы этот вектор
был направлен от Qi в Qj , если fCQi,Gj)>l ив обрат-
ном направлении, если fCG i-, Qj) = \ •

3. Функции оценки в одном частном случае
Теперь допустим, что граф Q имеет вид:
1) граф G состоит точно из одного максимального пол-

ного подграфа G 0 со множеством инцидентных подграфов
т = {<П I 1= •„

2) при каждой паре G p выполняется условие V p DV^=
= Ф-

Обозначим ещё Knvo|=tfi , | Vi |-\)ч =пгг,, при и = <,2,...,к и
I VO l = лД 0 .

Теорема. Если граф G
а) удовлетворяет условиям (I) и (2);
б,) векторы функции f(Gi, Q o') направлены в подграф ß 0 .

К К К-4 К

в) "j»
‘ в-'

тогда не существует такого разбиения Е 0 , который имел бы

классы V,,Vb ...,VK и V 0 - U V-„.
Доказательство. При удалении ,Q K разрушаем

соответственно
*4 ( о-V, ) ,

Л с - V-4 -
*г ),

(Vо - -Л- •••

*кС*в - - лГг -УГ К)
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рёбер подграфа G 0 и всего
I = Z_ -Т *ьГ Vj

L=ll=l j = Ь +1
рёбер. Конкретное выражение функции f(Qi,,G e) вшолняет
условие

(^o-'ir02 :[m l(V'o-Ui)+\rl(m l+...+m IH -bml+l + ... >l-

Перепишем последнее неравенство следующим образом

<+...+m._l
+rn 1+1+...4-m K) > (I)

Суммируя неравенства (l) при 1 = 1,2,...,к, получим

ZL mI • С2)
i=i L=i J L=i

j’’£t

Заметим, что правая сторона неравенства (2) - число рёбер,
которые надо было удалить, если принять V e одним классом
эквивалентности. Условие (Ь) позволяет выписать неравенст-
во I> J m ; V; , что и доказывает теорему.

t=i
Для примера можем рассмотреть граф Q ,

если
лГ0 = 10, ■O-4=2, o*2=2, 1714= 4 и m 2= 5 .

Следствие. Если граф G L имеет подграф G , который
выполняет условия теоремы, то для Q можно применить рас-
смотренную теорему.

Литература

I. Г. Вейнер. О двух функциях оценки при аппроксима-
ции симметричного бинарного отношения отношением эквива-
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G. Veiner

Two Auxiliary Functions for Optimal Approximating

Graph by Complete Subgraphs

Summary

This paper deals with the problem of finding an equi-
valence relation E, which best approximates a given sym-
metric relation R in the sense of minimizing the number
of the elements of (E - R) U (R - E). Two auxiliary func-
tions, which are both applied to one special case, are de-
fined.



СОДЕРЖАНИЕ

1. Л.К. Зыханду. Некоторые проблемы теории анализа
да иных 3

2. Т.Й. Микли. Об одной методике составления про-
грамм 17

3. К.К.-Э. Аллик, Т.Й. Микли. Отображение структур
данных в памяти ЭШ 23

4. К.К.-Э. Аллик, Т.Й. Микли, К.Й. Тедерсоо. Схема
немагазинного распределения оперативной памяти
ЭШ "Минск-32” 31

5. М.А, Абель. Отображения между алгебрами ограни-
ченных непрерывных А-значных функций 37

6. Г.А. Вейнер. Две вспомогательные функции опти-
мального приближения графа полными подграфами.. 49





Таллинский политехнический институт
ТРУДЫ ЭКОНОМИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА ХУ
Редактор М,Томбак, Техн. редактор В. Ран ник
Утвержден коллегией Трудов ТПИ 22/04 1974
Подписано к печати 17/10 1974
Бумага 60x90/16
Печ. л. 3,5 + 0,25 прилож. Уч.-изд. л, 2,6
Тираж 350
МВ-05298
Ротапринт ТПИ, Таллин, уп. Коскла, 2/5
Зак. № 622
Цена 28 коп.



1

tallinna polOtehnilise instituudi toimetised
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

Б 366 1974

ТРУДЫ ЭКОНОМИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА
ХУ

ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ
Функциональный анализ

УДК 681.3

Некоторые проблемы теории анализа данных. Выханду
Л.К, "Труды Таллинского политехнического институ-
та", Г 366, 1974, с. 3-15.

Описывается один подход к анализу данных, эффективно ис-
пользующий совпадение векторных пространств матрицы данных и
ее ковариационной матрицы.

Библиографий 7.

УДК 681.3.01.
Об одной методике составления программ. Микли Т.Й.
"Труды Таллинского политехнического института",
If? 366, 1974, с. 17-22.

В данной статье описана проблема организации модульной
системы программирования. Схема обращений рассматривается
как ориентированный ациклический граф (А,<),гда А - множе-
ство модулей и •< - отношение предшествования. Множество мо-
дулей SСсО, принадлежащих рабочей программе, определяется как
рефлексивное транзитивное замыкание (*) графа, начиная с не-
которого модуля a, S(a') = -[Ь/ Q <*Ь) . Граф представляется на
ЭВМ в виде списка, В статье дается алгоритм нахождения тран-
зитивного замыкания этого списка. Методика гарантирует ли-
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нейное прохождение магнитной ленты при составлении рабочей
программы из модулей.

Библиографий 3.

УДК 681.3.01
Отображение структур данных в памяти ЭШ. Аллик
К.К.-З., Микли Т.Й. "Труды Таллинского политехни-
ческого института”, № 366, 1974, с. 23 - 30.

Дается неформальное описание языка низкого уровня, пред,
назначенного для отображения и обработки структур данных в
оперативной памяти ЭМ. Описаны операторы генерации и гаше-
ния хиерархических структур данных.

Библиографий 5.

УДК 681.3.01.

Схема немагазинного распределения оперативной па-
мяти ЗШ "Минск-32". Аллик К.К-Э., Микли Т.Й. Те-
дерсоо К.Й. "Труды Таллинского политехнического ин-
ститута", £ 366, 1974, с. 31-36.

Описывается одна система динамического немагазинного
распределения оперативной памяти ЗШ "Минск-32". При распре-
делении памяти описываемая система и ОС "Минск-32" находятся
в "мирном" сосуществовании,

уйгур I, библиографий 5.
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УДК 517.948:513,8+519.4

Отображения между алгебрами ограниченных непрерыв-
ных А-значных функций. Абель М.А. "Труды Таллин-
ского политехнического института", К 366, 1974,
с. 37 - 48.

Пусть А и В - банаховы алгебры, X и У - топо-
логические пространства, >f :А —В - ограниченное непрерыв-
ное отображение, ч • У-**Х - непрерывное отображение и
FCfjNO 1 f —■отображение от алгебры С* (Х,А) в ал-

гебру С* (У,В). Относительно свойств отображений fи f изу-
чаются алгебраические и топологические свойства отображения

и свойства подалгебры [С*(Х, А) ] алгебры
С*(У,В), обобщая известные результаты проф. 3. Семадени.

Библиографий 8.

УДК 619 Л
Две вспомогательные функций оптимального приближе-
ния графа полными подграфами. Вейнер Г.А. "Труды
Таллинского политехнического института", № 366,
1974, с. 49 - 62.

В статье рассматривается проблема аппроксимации симмет-
ричного бинарного отношения R отношением эквивалентности Е
при условии, что сумма

IR - Е I + I E-R I
минимальная. Определены две вспомогательные функции. Эти
функции использованы в одном частном случае.

Библиографий I.
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