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ТАЕЕIША РOШТЕНЫIЫSЕ ШBТГШШI ТOIМЕТIBЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 624.041.6

И. И. Ааре

О ВЛИЯНИИ ЖЕСТКОСТИ КОНТУРНЫХ РЕБЕР НА
СЖАТИЕ НА НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ УПРУГИХ

ПЛАСТИН ПРИ ПОПЕРЕЧНОЙ НАГРУЗКЕ

А. Постановка задачи

Как известно, работа пластины, опертой прямоугольным
контуром (поясами или ребрами), в значительной мере зави-
сит от жесткости контура. Поэтому вопрос о поведении гиб-
ких пластин при больших нагрузках и реальных краевых
условиях (т. е. с учетом фактической жесткости контура)
представляет большой практический, а также теоретический
интерес.

В связи с этим в настоящей статье рассматривается влия-
ние жесткости ребер на сжатие на напряженное состояние
пластин, нагруженных поперечной нагрузкой р, перпендику-
лярной к ее срединной поверхности.

Б. Решение задачи

Рассмотрим плоские перекрытия, подкрепленные некото-
рым количеством поперечных и продольных ребер (фиг. 1).



При расчете средних полей (а) можно предполагать, что
при поперечном изгибе контур пластины в своей плоскости
не искривляются.

Состояние разновесия пластины определим решением
'■уравнения Кармана

где
Р{х г у) функция напряжений,

№(Х]у) прогиб пластины.

Функция напряжений Р{х,у) определяет цепные напряжения

д2Р
__

д2Р д*Р
ду2 ’ дх2 ' Т дхду ' ■’

Изгибные напряжения находим из выражений
< ■ Её 1 д2 хя' , д2 ы) \
~ ±

2(1 —фП \ дх2 М ~ду 2~1 ’

-
_

. Ег / , д 2 хю \7 2(1--2)ц2 ) ( ду2 М дх2 )’ (4>

_

Е( д2т;
ху ~ 2(1 д 2 ) дхду

. Компоненты деформаций срединной поверхности пластины
находим из выражений;

_

ди , 1 / дни V2
_

1 , . 1"дх'+ Т| дх), “ ~Е~ {а
*

дс , 1 / дш' \ 2 1 , ч

Ту• у I ду ) 1 < 5»

, (Зу , дгш дт
_

1д- ц
'XV. —ду + ~дх 7(7 ду ~ 1 ~ЁГ~

~

ху •

■ • I

Из уравнений (1), (2) можно получить исходные диффе-
ренциальные уравнения для различных частных случаев.
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Выбирая форму изогнутой поверхности пластины в виде

V* V • гплх . пли , г .

& = 2* 5 ш ——(6)
т п

( т-\-п ■ — четное число).

выражаем функцию напряжения в виде

Г -IIГшсп ер -вр^ср/св ер.

/77 П

ер/*lсоз ер[АрС 1> ер *врт ер- ср >св

П)

где Ртп определяются из уравнения совместности дефор-
мации (1) через о)ц,.ш l3 , ш3l ,

щ 3з,..
Ар, Вр , ... Ру, Р%

-г- постоянные интегрирования.

Задаваясь определенными численными значениями жест-
р р

кости ребер на сжатие (ф = ,(ф = (где Р рб пло-
щадь поперечного сечения ребер, I толщина пластинки),
определяем неизвестные постоянные АР , Вр,... Рг , Р 2 из усло-
вий сопряжений ребра и пластинки.

Неизвестные параметры функции прогиба (6) Шц, ш l3 ...

определяются вариационным методом Б. Г. Галеркина.
Для упрощения дальнейших выкладок рассмотрим в на-

стоящей статье только квадратные пластинки.
В таком случае

Ар =Ар,Вр = В р ~.. ит. д.

Выбирая выражение для прогиба

их . ли , • лх • Злу ,
Ш = Ы)\ 18Ш 51П -- Ч- Ш )3 51П 81П --ф11 а а ' а а '

I • Зял • Л// I Злх • ЗЛ/1/ /л.-4- щ 3 , 81П 81П —4- Ш 3 3 8Ш 5Ш —, (8101 а а а а ■ 47

получаем в виде алгебраических полином второй сте-
пени ОТНОСИТеЛЬНО Шц, пу 13, ...

При а 4 :
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рог = (К/ + -2К, -18щ .

У* = * УЧ/2 * ~ 2*" *и ~ ,B *<з *зз)

Е ж*’
~щ) +л 1)1(- 32*чми +8*н *з> *8 *и мч)

~

32(X 2 /у МИ %+ У •

=уу<* у7 +у Кз

= з&Гг(тЦ} + *зУ‘
?ьо= уу<*У№ + *,]].

Еа 1
Р 24 =

5 У*"" "*
*» "У •

Ъг = Щ4^Т)llми„ча *тщнз,~ 4щ*и) ■
С 144Е* г
л«“ б4а+9*ч г Щз *** ’

г _

/44&* 2
2 *»*и>

Г /6Е» г
256Ц** 1) 1 *П*ЗП-

г ЗбЕс<2

41 ~
~

Б4(4 +9*Ч г *
,} '

г ЗбЕск 2 /л\р*~~бчр&Г* *>•**-
'

Как известно, решение задачи получается тем более точ-
ным, чем больше членов ряда (8) учитывается. Численный
анализ показывает, что в данном случае получаем достаточ-
ную точность при сохранении только первого члена ряда (8)

* ЗГА- • .ТГ 2] /1 /л \10 =ШпSШ - -51П —■- . 10)1 а а у ’

Тогда
Рс2 = зУ ш"

2 ’

К 2 0
= ---и>п 2. (9а)



Граничные условия для определения Ар , В р , Ср , Ор сле-
дующие:

1) Относительные удлинения ребер и пластины должны
быть одинаковыми:

х = оч а ]
(И)

У = о,а грх6 = еп/. )

2) При прогибе пластины ее края остаются прямолиней-
ными:

д 2и пх = о,а К-. О,дц2

-

(12)
V = о, а г- = О,дх2 .

Используя граничные условия согласно фиг. 2 находим
выражения продольных удлинений пластинки:

С = = ТI'll(т2-/ пгlтг -А)Р,-
I**o с С / т п

-II +тФ5 "-г "

о П:1, п

-вНСрпСОЗ С ро /, ПЗ)
р п=l, р Р 1

где 1] А п =оА'п ; В п = аВ' п , (14)

г) Ар сЬ +Вр +СрусЬ № + oрузЬ0р узЬ =

-Оро +IОрпСO3~; 05)

■ 3) ~г[АрМ 1Г + Ср(

+oр(рр&Ь = Рро +1 СрП Ш ■ (16)

Берем конкретное значение р —2, тогда:

О2O =Л. (133,872445Л 2’+ 133,373380В2
’

+ 112,645497С.2 +
я

+ 112,567045/+); (17)

ц 22 -ВВ (133,87244/+’ + + 133,87244С2 +

4-133,8734002); (18)



С 2O =
~ (535,48973Л 2

’

+ 533,49352Я 2 ’ + 790,21426С2 +

+ 791,171148Д+, (19)

С22 =—- (535,48973Л 2
’

+ 533,49360Я2
’

+ 705,30608С 2 +

+ 705,945201+). (20)

Относительные удлинения ребер при х = 0:

е у
б

Ж ~~ЁР
~

6 \ тх = о с[У = §" тг 'ЁГ^^(ппВ п +

о п

+' С,.) соз - V (штВД С„). (21)
п

Приравнивая е^6 = ъпл по (13) и (21) и сравнивая коэф-
фициенты при косинусах одинаковой кратности, получаем:

0) п гж г[(и/з)А п + ±Оп!-1 -2 Орп -^аlСрп = I~{п 1-рп 1)Рт *

р Рт

122)

© 125)
т грдп р 1 р

Аналогично при х= а, получим изуслобия ЕУ = Еу,*и*о

п г яг l(l+уи]сlюл:А Iп+(l+уl)sПпягВ 1п +(1+у1)$ПпягВ ,

п +[(и-уи)сРпж+ —sРпж]Сг, *

+[(l+уl}зПпк+ сРпж]о п -IЕ1Ег
(- 1] порп -раК~<] пСрп =

=7Д[- 0 т(т 1-/ип 1}Р тп - ~ \пЖ&ЬпжА‘п +пксПпlГВп л
/77 ГрЦ *

+(пжзРпж*сРпж) Сп -г (пжсПпж+зПпж]йп ] (24) '

Граничноеуел обие при х=о, а - дает контактное ураб нени е
д lи ,/ д 3Г д3Г] п т)
ду* Е Г ЭхЭу2

* Эх1/

Откудаполучаем.
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0) х - О

(/ +у)пкВп -( 1-/1) Сп =o, (26)

5) х =0

0-уи)з(lпяА‘п +(lу)сЬпгВ'п *[о*р)Мпл-И-м!—г]оп *

+[(lу)сПтг- (ч-р) ]oр . 0 (27)

Решая уравнения (22), (24), (26) и (27), находим при
/г = 2, р = 6,3:

где А'п = X Ртп (т2 - рд2 );
т

при п —2, == —0,0375 Шц 2 .

Дополнительные уравнения для определения р х и полу-
чаем из.условия равновесия ребер, а именно (см. фиг. 2)

= 0:

2Р| = /;Д+2'Ч.-. (28)
Грб р Грб

Решая уравнения (23) и (28) при д = 2, р —0,3 находим

=o, Л= 0; (29)а?

= о,5, Л - 0,0685 Яя2 -~)
2

; (30)

9

Ррб
а1

1
М2 Аг ’ А/2 В*

_1 г'
N2 °2 °2

0,25 0,029889 —0,030465 . —0,355495 0,356122

0,50 0,022265 —0,023020 —0,268521 0,269413

1-0 0,020122 —0,020819 —0,242926 0,243686

2,0 0,018918 —0,019523 —0,227807 0,223466

ОО 0,018156 —0,018913 —0,220697 +0,221523



Фиг. 2

= 1,0, Л = 0,10038 Ял2 (^)
2

; (31)

= 2,0, /д = 0,1310 Ел 1 (^)
2

; (32)

= 5,0, /д = 0,15625 Ел 1 \ (33)

РпЛ ( И»ц \2-$■ =

<*>, ?1= 0,1895 Ел 2 [ ~а~ ] • (34)

Неизвестные параметры функции прогиба ттп определяем,
интегрируя уравнение (2) методом Галеркина. Для квадрат
ной пластинки имеем следующие зависимости функции проги-
ба от нагрузки (при р = 0,3);

р
,

1 \ РО
• 1)

22.0 + 28,97 = р*; (35)

2.) -% = 5,0' а1 ■ ■

22.0 Д- + 26,8 |-~-)
3

= Р*;
*

(361

3) = 1,0’ а1 ’

10
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22.0 + 19,8
3

= р*; (37)

4) 0,5

22.0 —+ 15,6 (—-)
3

= Р*; (38)

5) = 0
' а1

22.0 - + 7,5 (-у 1-) 3
= Р*, • (39)

где р*

Зависимости (35) (39) представлены графически на фиг. 3.

Фдг. 3

Напряжения в срединной поверхности квадратной пластин-
ки находим из выражений:
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„ п 1Яг г . я,-тЯ* ,л. пЯу Г- П гкг
гп , ПЖл /.! . пЖу=~П Ъп СОЗ + 1-д-соз—А п +

''Утл п

-I"Т™ Т .в>7<гс*7^4*77-^
~ 3 2Ж г V т гК 1г тК/ _лл лл> г /7*Г* ПКХ (.' . /7ЛУ*У =М = -Ц-йГ Гп>пМ ~Ш У-I (АП СЗ +

т п

*в4Ф47*В. 1* +2 *

п

п‘ пи ПКК г/X и ПКХ I . ПЖХ I л/ X / /7Лх г^ПЮС)!.В„$Ь-ч-.С„(IсВ . ш зИ-г).0п[-&sН—.-т-гll-
- , , (41)

<7

г - - $ --1177^7™Ф*1ф*Ъ'■№?*
■I т п п

**>7 *Щ*7 : 7*77
4 •*?*,Щl[А47«<7*7*Г* с*7l *

47*7*7*7-1] т

Фиг. 4
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Как видим из (35) — (39), прогиб квадратной пластинки
можно определить из кубического уравнения

22,0 + Д (-—-)
3

= р*. (43)

Численные значения коэффициента Д в зависимости от жест
кости ребер на сжатие находим из графика фиг. 4.

На фиг. 5 даны эпюры напряжений в срединной поверх-
кости пластины ох и г при = 1,0.

Кривые фиг. 6 дают зависимость максимальных цепных на-
пряжений в середине пластины и по ее краям от жесткости
ребер на сжатие. Таким образом, используя графики фиг. 4 и
6, сможем сравнительно просто определить прогиб пластины
и максимальные напряжения ее срединной поверхности. Мак
симальные напряжения изгиба находим из зависимости

л2Е I I \ 2 ш п ...20ТГйг(—) Т ■ (44)

Фиг. 5
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Фиг. 6

В. Заключение

Приведенные в настоящей статье формулы и графики поз-
воляют непосредственно определить цепные и изгибные напря-
жения, а также деформации квадратной пластины при боль-
ших поперечных нагрузках. При этом явствует, что поведение
пластины в полной мере зависит от жесткости на сжатие кон-

р?
туриых ребер. Кроме того видно, что при соотношении р>s,
ребра можно считать бесконечно жесткими.
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ТАЫЛША РОЕОТЕНМIЕIBЕ IНSТIТНШI ТOIМЕТIBЕН
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 624.04.001.24

И. И. Ааре

ИЗГИБ ГИБКИХ ПЛАСТИН, ШАРНИРНО ОПЕРТЫХ ПО
РЕБРАМ, ЖЕСТКОСТЬ КОТОРЫХ НА СЖАТИЕ И ИЗГИБ

ИМЕЕТ КОНЕЧНОЕ ЗНАЧЕНИЕ

А. Постановка задачи

При проектировании металлических конструкций часто
встречается необходимость расчета упругих плит, нагружен-
ных поперечной нагрузкой,* с учетом податливости контурных
ребер. В связи с этим в настоящей статье рассматривается
задача определения напряженного и деформированного со-
стояния упругих пластин при конечной жесткости контурных
ребер.

Так как решение указанной задачи сравнительно сложно
и требует много вычислительной работы, здесь рассматрива-
ются только квадратные пластины, контурные ребра которых
имеют конечную жесткость на изгиб и на сжатие.
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Б, Решение задачи

При исследовании напряженного состояния пластины при
общих краевых условиях оказывается целесообразным ре-
шить задачу в перемещениях (фиг. 1).

При отсутствии объемных сил основные уравнения теория
упругости принимают вид

г)т Зо., Л-?-

*
+ Ту“ Ж+ Ж = () -

Подставляя в уравнения равновесия значения напряже-
ний:

<7, = № + // + 1(8*1Ч И/Л*.} Ч
./ ЧГЦЪх г\дх) * г (ду) /'

л- =
_А_ (й* . „Ни . < Р /ды]l]Ту<[lу /'аГ *7!}у)* г1 37/ / •

г = IЛЯ Л1 дн дн]
2(1-/ РI )[ду + дх + дх Ъу\- (2)

приходим к системе дифференциальных уравнений

м , 1М Л!! .дх г I Ьу г *2дхду
дм д 7м 1-р дм д г м ир дм д гм /п

дх Iх* г‘ дх дуг ~2ду Шу ’ и1

д2 У 1-11 д 2 У I+р д2идр + г Ш + г Шу =

_дм ЛЛЯ _
ЛИ ЛЧц. !И (а '

ду ду 7
~

2 ду ~дх 1~~Ждхду ' ‘

Апроксимируя функцию прогиба срединной поверхности
пластины выражением

\Т \1 . тях . пЛ у
. **= 2/ 2.^ 51п — sПl ~г~> шт п ' ’'

можем решение уравнения (3), (4) написать в форме:



" ■ тР *«- 1" —' *С
т . сЛЩ-Ш О™ *гт сь ™?

*

Л сЛ !Ь !Щ.
>ро^/мл*р.в,!*Щ*.стеная. ,

+ -2 сЬ~)+Й п/*гьlЕ? уIт. ь 0 и Р** )/ „.,* ь] мр(*сп ь ррЗ/1-р-]l+»х,(Ьl

> - -1ш »� етсl,т.ст т _

- г Щъ* !?Н.Ь* в?-'Ъsl l'*зр)]*
*ls:п -^-[стсЬ~ *Гт sь~- .sт^сЬШр *

*Ы*“*&Ф)l*lл*sХ&ф.вгаф .

*М* Дй IТ-гтsщ^

* 5Л ~)1*ру <6)
�

Здесь II(х,у) и V(х,у) частные решения уравнения (3),
(4), Лот ,

Вт , Ст ~... —l6 постоянных интегрирования, ко-
торые определяются из граничных условий;

— постоянные.
Для определения частных решений подставим функцию

прогиба пластинки

"V1 Х7 ■ тих ■ пт/
&= 2; 2/ 81п 81п

/я л

в уравнения (3), (4). Тогда получим:

172 Строительные конструкции. . .



д*и 1-уи&и I*Р д г у гг. гз\га?* гIЩаМв*'т ’

.^
+ ЫРll + ИЛ V" =7у г гпч т**Х!п пзг *

др* г ~кп™ш а™ь {Ь}

Не трудно видеть, что функции перемещения должны
иметь вид

V X7 • пт х пкуи=2у2у Ц тп BШ (9)

V* V тп х . ппу ~ А .

V = 2у ——BlП— . (Ю)

Подставляя (9) и (10) в уравнение (7), (8), получим (при
р = 0,3) систему уравнений:

(т гл 1 „угП*# 3)" пгс тпл\, пIуг + ~уг / +?/» Утп - ~0тп , I !■

гсг тпж* гп г яг п ,гЛ2яг \„ о , АП \

0' аЬ тп < ~ьг ~аТ ~ С/м' (<2)

откуда и находим параметры Vтп и Vтп •

Принимая например
• лх ■ лиШ Шц 5Ш 51П ,“ а а

•

получим;

%о = —0,04375 —■ ха)и 2
,

«22 = + 0,06250 ш и2
,

! ( ,з)
= —0,04375 Шц 2

.

1 22 = +0,06250 - ши 2
.

Здесь следует отметить, что при частных решениях

18



тп и О

*« 11*т ЯП 8/п —^. (14)тп и О

мы приходим к свободно опертой прямоугольной пластине с
ребрами, имеющими бесконечно большую жесткость на изгиб
и на сжатие. Для исследования работы гибкой пластины со
свободно смещающимися краями {1рб

= счэ. Р р6
= 0), част-

ные решения уравнений (3) и (4) должны иметь вид

/77/7 и 0

И = Т Т У тп 005 B,п +р, (15)
/77/7 и У

где аир определяются из условий, что сумма нормальных
напряжений в любом вертикальном и горизонтальном сече-
нии должна быть равна нулю.

Как было сказано выше, неизвестные коэффициенты Ат ,

Вт , Ст , .. . находим из условий сопряжения ребра и пласти-
ны (фиг. 2).
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1) х o,а = е™, (16)

е/„5 (17)

2) у = O,Ь 8?й =е“, (18)

< l9 >

Таким образом мы получим 8 контактных уравнений для
определения коэффициентов;

А.В а , С„, О п ,Еп , /■„.О., Я.;

4. 4. С„. д. 4. 4. ё„. 4-
При исследовании работы квадратной пластины, задача

значительно упрощается. В таком случае
А_ = Е ; Вп Р ;.

. .

Л л 5 п п

и в системе (16) (19) имеем только 8 неизвестных.
Для упрощения выкладок в дальнейшем рассматриваются

только квадратные пластины.
Контактные уравнения для определения коэффициентов

АП ' Вп >■■’ « и (Ф получаем из следующих условий:

л
_

, ш
I

! °*/х-о
У .

г- а ——

к
Фиг. 3

1. х= 0, еР б = г п
у

Л .

Деформация удлинения ребра определяется из формулы
у

<=-*Г—/%/ г
* = о <2°)

О

20



Подставляя в формулу (20)

..

--т^У/нъ * Т$Яа, Ш 5Л *г *

* 4»ЛШ).вт(lсЬ'!!В.
(21)

и разлагая в ряд Фурье член;

т сьШ

■ (22)

получим
С* А ЯГ 1-// г/д' . 2// //. ] Г„.Ц*У_ й±лЕ)

ш ~l*Щн?l' в°*ТушЧт а & <-/'•'

/ * п т (24)

Подставляя в ряд Фурье (22) т = 1, находим;

1„ =—12,59195 Л,' 11,54874 В/ 13,28846 С,
. 13,39899О и

Выражение продольных удлинений для пластинки имеет
вид:

С. -ш * тф г
%<*7

• (тлгА'т *Вт) ~Е(РяАр *й'р)зтЩХ- *<* • (25)
Р

Используя разложение в ряд Фурье:
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-”*/**?■4*Т *СтЦ*,ф.2(,. г I*}.

'■‘"ФЫ***?*!*м 0)* ФЦ-

= sто * СO5 —~ . 26)

При т =.2 находим:
520 = 267,74489 Л 2

' 266,74676 В2 Г 222,025115 С2

221,85591 Д>; (27)

322 = 267,74489 Л/ 266,74676 В/ 264,47920 С2

264,46880 Я2 . ’ (28)

Приравнивая грб
= гу

л и сравнивая коэффициенты при коси-
нусах и синусах одинаковой кратности, получим следующие
уравнения;

Ч/ Лл 1Г +Ту Ш Вп )>. (29)
Г

тфl^l^тп^'п+^^^~/п^'п^п^0, (30)

У 13™+* = -т~^тф(В "*Т%?иг Спl- (^

Используем теперь граничные условия (17):

х=o Е1рб
~ *ах/х =о- (32)

д*иВнося и ах в уравнение (32), получим;

11(итпп V*т + а+р)* +lтжЦц^Ат сЬЩХ- *

В Ст^Ы! + Т~]5Ь *

(1 1зЬ+ Ц-1[(-
- 0Vа - пк ш. *

г * т п гп п

22
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*пш*т% Ч - Чг ■го пр ф и тпру и

■Ш/Л.у%■*уяр-м!Ц -У-й,/»?- -

1?п‘[в„-2 —С„)-Iр‘[В’р 5,) ип р~ ■

*0?И !» Е!г*Чс,’ егll} 051

долее используем разложения 6 ряд Фурье
» г ГПЯ /. ; /г- г- 2 г* ~ г-« • ПрГХ

) ~ +(I+р)<* *~4 I.Е + = п SIП -у •
т тп
При п«/ имеем-

я,- Цlит +l*т*т№)
шттп “ 1

г/ руЛрсьф*В^^*Ср [{сьНр*Лsьдр)*
сз s'

При п*l, р= 1 инеем'

°п » 4,00610А', +3,67607в', + 8.68867С, *B. 77940 6, ;

3) тярl-р)А'т сЬ^+(l-р}В^Ь^*Ст/(<-р) +

- 3-^№^]}~ Кт*2*тпСos (36)

При т = 2 имеем:

К20 = 178,4214 Л 2
’ + 186,72273 В2'+ 201,13812 Сг +

+201,19075 02;
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К22
= 187,4214 Л/ + 186,72276 В 2

' 230,85594 С2
+

+ 231,01979 й2.

Приравнивая в уравнениях (33) коэффициенты при
плх -■ плусоз и 31п - найдем:а а

итп т */,утп п) -д *l.Ктп - ПЛ(I-^)А п + Вп~Ц*рч *

т т И о % ~

+
- =

1* Р 'к-ч-.п ‘ « Ч.,.*

от.

Остальные уравнения для определения А п , Вп ... поду-
чим из граничных условий:

х— а гр
у

б = е"а
,

г, 1 ,х а Е1р б 1ах

или из условий

и'у-о = иуяв> (39)
и*:о

ш -V*.а- (40)
из услобий (39) (40) находим:

01 ,сш-'м"*!***'тс^с,
йт* -,ку/сш-ф^о!
I) sЬп^(сш.,)Ь'„фЬпк.^±l№т^ т

+lсШ-гуу±зЬгиг)о„,о. (45)
И ЛюАп *(01М.1)В'„ фш-г’ф ±lашlгфс„ *

*lсШ-г^ф!Ьпж)оп = о. (щ
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Далее из условия равновесия ребер (см. фиг. 3)

2А = 0 2/?,/> =ll а х]х =0 йу
о •-

получим

Ц*-Р г) Т = Тх {^и™ 1Г *тп +

с грд { т V тп

В результате имеем достаточное количество уравнений
для определения неизвестных констант решений дифференци-
альных уравнений (5) и (6). Как видим, постоянные А п ,
В'п , .. . зависят от жесткости ребер на изгиб и на сжатие.

Наконец, применяя метод Галеркина, определим неизвест-
ттпные параметры функции прогиба —и параметры нагрузки

р* из уравнения равновесия пластины.
Напряжения в срединной поверхности квадратной пластин-

ки находим из выражений:

Д=—г Це 1гит o 003 Т из +l%тит+^тп)
' 11 т т ГПж!, П*!у

■ sсозОрса гр„08 ф*иктт ш &
-

П П)-.1
1 П:>,

-М“т//М<ЙТ
. [Ь~ - -1 от5Й [ц-Ш-зЬ -

I'^,г
а тя I+р 5П о У "тЦ 1 Яам а тК /+//

. сЬ—ll+±Уу!^н г соз 2 —-А ууШ!1г н г со*г -ШЕ*а у/ 4К д о 2 тп а 4 /2. а г ттп№ аIтп т п

т 1Штп р ц

т п

*71111^ да- да ш —

уда /га-

да Уг {l'-мlАрМтг*ll-/зIВрЗЬУр+сф-/!) {сП-Вр.
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Ф*мЩк-М)**СИ *Ц'-Р)±си -

-Щ
(*тп I (46)

>l!шгзш™/^^.ВтСьгт.Стlх +
и и о I+и тгг

ТАV/ Д2/д> •

:~.М7’/Г11 тг г‘б*>1вт,”т8 й7)

Максимальные напряжения изгиба находим из зависи-
мостей

л 2Е / I \ ? а' и ~0 ,
™«,„= / ■ И8)

С тем, чтобы выяснить влияние жесткости ребра на напря-
женное состояние пластины, произведено расчет ряда квад-
ратных пластин при разных краевых условиях. Результаты
расчета следующие;

1. = 0; />5 = 0.

Л; -—0.009356148 л2 (- ®“ )
2

,

в! = -+-0,008870198 л2 ( )
?

,
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С2 - —0,12075690 я2 [-® м~\2
,

\ а I

02 = + 0,12120882 я2 ( ,

а = —0,125я 2 " )*; р { =0;

22.01 ®
+ 4,94 [™"-У=р*;

таха х . = 0,122Ея >? ( р- |
2

.

х =аlг
У а[г

2. Iрб "=:
, Ррб =оо .

л; - —0,0040185я 2 [-® 1-)
2

,

В\ = +0,0040001 я2 I-®" )
2

,

С2 - +0,02333802 я2 ( -® l--)*,

Я2 - —0,02334711я 2 (-
2

,

а = —0,00700769я 2 [ )
2

,

22.01 -® l
-

1
- + 28,2 [-® 11 )

3
=р*,

таха = 0,287я 2 Я (--а
“

; та*а х/
= 0,296я (

х = о *=2
-V -9 ау =

3. sрб == рс> о

а=. —0,125л2 (-® 11 )
3

,

22.01 ®“- + 7,51 = р*,
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тахо . тахо . = 0,125я 2Е ( -
аУ —)

/а\ а !

х=o Х~~2ау= ~ а■2у=

4. //,6 =O, р=иг) у

А'2
- —0,02336095я 2 ( -® ll ]

2
,

5; = +0,02304433я 2 [ )
*

С2 ’= -0,06145392я 2 [
® ll -)

2
,

Я2 = +0,06168387я 2 (
® м -)

2
,

Л', = 0,0186124я2 )’,

В\ = +0,0125384я2 (
® ц-)

2
,

С, - —0,0537128я2 ( ®"-)',

- 4-0,0584720я 2 (-® 11-)
2
,

а = —0,06715я 2 )
2

.

22,01 + 9,45 (-7 )
,

=р*>

таха 1 =0,162я2Е (
-®п - )

2
,

ау=т

5. = />б = I,oа*.

Л'г = —0,00328584 я2

5'
2
= + 0,00326947 я2 [та'-) 0

’
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С2 = -1-0,01907541 я2 | )
2

,

02 =—0,0190754 я2 ]",

-= 0,04847 я 2 У',
а = —0,052246 я2 ( )

2
,

22,01 т
® 11

+ 20,03 |
а’ п ]

3
= р*.

тахо . = 0,21 я2 Е ( ) ; таха = 0,236 я2 С ( ) .х /х = о \ а I /* =
- ' а '

а
у= а2 *= Т

6. -ф-г 1000, />=l,oаЛ
* рб

Л'2 =—0,0108878 я2 ( ]
2

,

= Л-0,0106531 л2

Со =—0,0108266 я2 | ];

С2 =4- 0,0110008 я 2 ]2 ,

л; - 0,0255559 я 2 [ |
2

,

в; = +0,01632155 я2 {
2
,

С, =—0,0821948 я2 ( ]\

О, = +0,0896196 я2 ( я
11 )

2
, I

а = —0,0544545 я2 (
н -)'

2
,

0,01023 я2 ( и ) 2
,
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таха. = 0,0626 я2Е (- Шп ) 2
,х/х = о \ а I

а
У =l

тахох а
= 0,165 п*Е ( '““" У,

/х=

2
' /

а
У~2

22,01 + 10,46 (-^)
3
= р*.

Фиг. 4
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На фиг. 4 даны эпюры напряжений в срединной поверх-
ности пластины о х й т = 3,0, р

— = 1000.

В. Заключение

Полученные результаты дают картину работы о поведении
упругой пластины при больших поперечных нагрузках. При
этом оказывается (это подтверждается опытом), что напря-
женное состояние пластины существенным образом зависит
от жесткости контурных ребер на изгиб и на сжатие. Особен-
но относится это к цепным напряжениям между пластиной
и ребрами. Полученные результаты, конечно, полностью не
охватывают проблемы создания практического метода рас-
чета для проектировщиков, но представляют собой решение
первого этапа указанной задачи.
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ТАЕЕШМА РOЕOТЕНШЕISЕ ШBТIТШOI ТOIМЕТIBЕВ
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 624,04.001.24

Л. А. Алликас

О РАСЧЕТЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННЫХ
БАЛОК-СТЕНОК

3 работе представляется приближенный расчет упругой
однопролетной предварительно напряженной балки-стенки.
При предварительном напряжении плита балки-стенки сжи-
мается или непосредственно через опорные ребра (фиг. 1а)
или через стрингер (фиг. 16).

При решении задачи используется метод Кастильяно-
Ритца. Для упрощения расчетной схемы предполагается, что
1) коэффициент Пуассона р— 0; 2) силы сдвига, нагружа-
ющие опорные ребра или стрингер, приложены к их осям;
3) жесткость стрингера при изгибе равна нулю; 4) напряже-
ния в ребрах и стрингере по поперечному сечению распреде-
лены равномерно.

Балка-стенка без стрингера

Потенциальная энергия всей системы (рис. 1а):
+3-5 "Ь 1 2

и . Ы/к- г/:чЩ/М/ (1)

Л -» у

где первый член выражает потенциальную энергию плиты, а
второй член —потенциальную энергию изгиба опорного реб-
ра. В уравнении (1) / момент инерции поперечного сече-
ния опорного ребра.

Выражая компоненты напряжения функцию напря-
жения ф

х )
ду2 ’

|
у д 2ф I /«\у

у ~д&\ 1 (2)

X дхду ’ )



Фиг. 1
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получаем вариационное уравнение Кастильяно в виде;

1-а*с

-а-ь

■ь г х ‘~а ;

Функция напряжения ф выбирается в виде;
I

ф = Фо+2 я.ф,.,
1

Iдег=!, 2, 3 ... иа. = (а. -1- | 2Л.).

Нулевой член ф 0 функции напряжения берется в виде

Применяя безразмерные координаты х = и у = бтр по-
лучаем

Ч*о и—Зт]). (3)

Из приведенного видно, что нулевой член ф 0 дает линей-
ное распределение напряжения. Контурные условия при
У = "1: удовлетворены.

Члены ф г- выбираются с учетом, чтобы непрерывность на-
пряжения на контактной линии ребра и плиты (х = + а) была
удовлетворена. Из названного условия

ь
ТгЛф/*л <*У=\%хх\ ( 4)

“
*== -)- о х + а

определяются коэффициенты А
{

.

Коэффициенты а(
определяются из условия минимума

потенциальной энергии:
" =о.да

(
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Таким путем получаем канонические уравнения Кастильяно-
Ритца

Я1613 сцб2l -|- &3631 -\- ■■■ Арх

"Т 622 Т" Ч~ •• • “ А/?2
Ффз -(- 4- Озбзз Т-

•• ■ ~— Ар й [ (5)

где множители при коэффициентах и свободные члены
Арк определяются из уравнений;

*o*o

‘ ”■ [ 'Р'нх ‘Ркху * Р(уу Ф'-УУ * Рхху) *

-а-ь
*Ь *Ь ■'к

-Гу- х‘~° у ' 1
■>o *й

~ ( ’Ркхх * 'т’оуу Рхуу + ? Р’оху Ркху)ру +

0 *ь *ь +ь
+ (6)

-О у' К"'° У х*'°

Приводим численный пример, где в качестве исходных
г 1,1 1данных взяты: п=9oа, а = а и с—- а согласно кото-

рым Н : 5 : а и 2Н ; / = 12000 : а3 .

Функция напряжения, удовлетворяющая уравнение ' (4),
избирается в виде:

V- Ъ-*ЪП—sг(l-*чl*
+ {г + в$ г -3$ 4)а*(l-т1гуь*а,+
+(1 -8$г

+3а 4(1-г? г) г т[ь*аг +

+ (5$ г
- $ 6)а6(1-т1 г)г т) гЬ 6а3 +

(3$ г -$в)а6(1-л 2 ) 2 г/ 3Ь\ +

+ -7,5^+4^ 6)С 6(1-Л г 1 г Л^^ вO5 +

Р + з^ г
-^

а)а B[l-г] г) г л вд 9а 6 . (7)
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Принимая а = Ь и вычисляя множители и свободные члены
системы уравнения (5) по уравнению (6) и решая систему,
получаем для множителей ряда (7) следующие значения:

Щ= - 0,03457 а2 = _ 0,07808 -Л ;

аз = -0,10581 -Л -Л; о,'=- 0,00802

и5 =+0,00841 -Л-Л; = 4- 0,04863 -Л -Л.1 а l3 Н ’ ° а l7 /г

Подставляя найденные значения о. в выражение функции
напряжения (7). получаем компоненты напряжения;

- 0,13828 (2+д$г-3s*)(-I*злЧ -

- 0.31232 (1 -в4 г +3s*)[-ЗП*5Т}3) -

- 0.21162(5$г
- $ 6)(1~12т? г ~

- 0,01604 (3$ г-$ в )(3т?-20г]3 +21 п*l +

4- 0,03364 (4 - 7,5$ 4+4$ 6 1(ЗГ1г -15л*+14п6)-к +

4- 0.19452 (1 * 8$ г-s°][sГ1 3 -21Г1 5+ Щ l} ,

Уу = - 0.13828 (4 -9$ г)(1-2П г 4Ч*) ~ь~
- 0.31232[-4 49$ г

-

- 1,058Ю( 1-3s*l( Ц г ~2т[ 4 +т1 6 }

-0,04812 (1-5 $4l П 3 -2П 5+П 7)~ь +

4-0,25230(-3$ г*4s“)(тl*-2т1 6+Г1в 1 +

4-0.38904 ( 2 - 7^Кп 5-2П 7*Л 9) »

Х у = 4- 0.55312(45-3$3 )(-П + Л3 ) +

4- 0.31232 [-4s+3$ 3)( 1-6г\г 4sп*} +

40.21152[55~35 ! 1(Г1-4Т13 +Зт1 5 )-1п +

4 0,04812 ($ - $4(3 Л 2 -10 Ц 4 4-7г? 6) -

- 0,20184 (-5$3 +4$ 5К л3 -3л s+?л 7)ш~
- 0,38304 ( 2s-$ 7)(5П*~ НЛ 6 +

8)^-



Компоненты напряжений в сечениях, наиболее характеры
зующих балку-стенку, приведены на фигурах 2, 3 и 4. На фи
гуре 5 приведена траектория главных напряжений.

Фиг. 2

Фиг. 3
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Во втором численном примере рассматривается балка-
стенка без опорных ребер, т. е. Р = I = 0. В таком случае
условие непрерывности (4) принимает вид:
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+ 6
к II Ьх, I а'у■' 11 или | ?,•«, | =(8)
—йх=+ я ± Я

Это вполне понятно, так как при отсутствии ребра на вер-
тикальном крае плиты должны отсутствовать и сдвигающие
усилия.

В данном случае функция напряжения ср, удовлетворяю-
щая условие (8). принимается следующей:

У*' %

+ (I+4$ 1-2 s*) а 4(1-Т} г )гЬ 40, +

+ (0,5-8Ь 1~4$“)<]<(1-Пг) I ГIЬ*аг *

+ (3$ г-6ь 6)о 6()-1 г 1 г п г й 6о3 +

■ + {3$г -8$6)а60-п г) г г13Ь 7с1 4 +

у-[-0,5- 7.5?+5Ь*)а6(М г) г г}*Ь в аs +

+ [-0,5 *8Ь 1-41. а)с3 (!-Г? г)гГl*Ь да6 <■

+ {0,5+4Ь 6 -з$ в)ов(1-г? г) г г} 6Ь'0ат - (9)

Из вариационного уравнения (1) исчезает первый инте-
грал и уравнение принимает вид:

;Г)
-■Ь У

' К= ~°

Согласно уравнению (Т'‘) изменяются также множители
к свободные члены системы канонического уравнения (5),
принимая в данном случае вид:

- (у -у -у')УМу,
■» У- *л±а у- «■« /

С *ь

ЛР да
-6 [У' Хж

~ а х.*а 1
Вычисляя множители системы уравнений (5) по форму-

лам {6) при а ~ Ь, и решая систему уравнений, получаем для
множителя а { значения:
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а, =-0,08255 -Ф ф; а2 = - 0,07020 ;

аз =
— ; «4 = + 0,05732 ;

“5 = —0.01655 ~-С ; а, =-+0.16604

о7 = -.0,34286

Компонент напряжения А х выражается-

- 0,33020 (I+4^-2^l+Зт? 1 -

- 0,2Ш0(0.5-В^+Ц 4 )Йп*sп3 ~

- 0,29940(Н г -$ ()(1-12Г1 г +15г1 -

- 0,11464 (3+ г-$6](3г/ - 20т? 3 * 21 т} 5 -

- s№бгб(-о,5-щ*+sьв )(зпг чsп4*нпв)ъя +

+ 0,66216(-0,5*8^-2^)(s^-гl^*lвч7 ) я ~

-0,68572(4Ь г-Ь в Юsтl*-560в +4sг1 в) щ •

Компоненты напряжений и А" представлены на
фигурах 6 и 7. По сравнению с первым численным примером
отмечается характерное увеличение напряжений под на-
грузкой А/ 0 .

Фиг. 6
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Фиг. 7

В следующем примере при — I оо множители и сво-
бодные члены системы канонических уравнений принимают
вид:

+а +Ь

=I / (ф/** Укхх + Ф,>, фкуу + 2ф
,ху ц>кху ) СlхЛи,

—я —&

+, +.
(6")

=./ / + Фоут фкуу + 2(Роху фкху ) йх(1 У-
—а —Ь

Отсюда следует, что система уравнений (5) имеет три-
виальное решение, т. е. что минимум потенциальной энергии
системы в данном случае удовлетворяется только нулевым
членом функции напряжения. В рассматриваемом случае на-
пряжения Хх на контактной линии ребра и плиты распреде-
ляются линейно согласно уравнению (3).

Из приведенных численных примеров вытекает, что кон-
центрация напряжений на квадратных балках-стенках тем
больше, чем меньшей является жесткость ребра при изгибе.
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Предлагаемый метод расчета применим при любой высоте
приложения предварительно напряженной арматуры в стенке-
балке.

Балка-стенка со стрингером

В случае схемы балки-стенки, представленном на фигуре
16, потенциальная энергия системы состоит из потенциальных
энергий плиты и стрингера. В данном случае вариационное
уравнение Кдстильяно - принимает вид:

»• ф&чеи&Ь'’-
-а-ь

о *

где

(II)
X У*-Ь

является усилием, действующим в любом сечении х стрин-
гера. Уравнение (И) получено из условия равновесия однойг
части стрингера (фиг. 16).

Нулевой член аппроксимирующей функции Ф=фо +

+ 1!«/ ф. определяется из условия непрерывности на контакт-
ной линии плиты и стрингера, которое при равенстве коэффи-
циента Пуассона нулю выражается в напряжениях следу-
ющим образом:

+а
-| Й(Ч>.>, I =

->- +р I К-Ф/*, I <Ьс. (12)
у=-Ь * * ./ у=-Ь

X

В уравнении (12) а. = а. 4- г( 2 .4 . . Тем самым при опреде-
лении неизвестных множителей Л. из условия контакта (12)
получается нулевой член. Остальные множители а. находим
из условия минимума потенциальной энергии системы;
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*а *ь

%и *Ъ**) %** * 2-а’- Ч>lуу)Ч>куу *

-о-д
+ I{% Ху+lo, 4>иу) 4>кж,lМУ*

га *а *с

- -[(% ху * Гиу)4у йх-о, (13)
Он. х

согласно'чему множители и свободные члены системы уравне-
ний (5) выражаются формулами;

>0 -Ь

*//&» + Ъуу * 2 *

-а -о

Ф г<4)
; <? ■{ 1

-о *д

Ч!*"%и + %п%п + г%*уЧ>ыу)Щ +

-о-Ь
П

0-х ох У"* У"

В нижеприведенном численном примере принимается;
Ь а : 20; /ф = /0 Н2 а2 : 40; а = Ь. согласно которым вели-
чины (2Аф); Н) =(1600 Дф): а3 и 2; /ф = 80 : а2 .

Выбирается следующая функция напряжения

Ф = 2а/ ф, =—(l §2 ) 2а4 ( — 14-г)+т]2л3 )[(а(4-г1 2Л 1 ) -ф

Н- (^г-гЛ 2 |2т] + (Сз4г'п 4 г| 2]. (15)

При использовании условия непрерывности (12) в отдель-
ных дискретных точках х=o; х 4-0,5а; х— ± 0,75а для не-
известных А. получаются выражения:

-4,= -4-1,25 Лф — 0,5 а у
Ао— 0,4229 Аф — 0,6а 2 и

А3 — 11,7651 Лф — 0,6666 а3.
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Тем самым функция напряжения выражается;

=[-1,2500(1-$ 2) г а 4(-л 2+Л 1+Л 4 -П*]Ь 5
-

- 0.4229(1- $ V *4 г ° V- О 3 * Л* + ЧЛв ) Ь6 -

- II,7551(1 - 4 г) г$4а*(-Л 4+Л !+Лв -Л7)Ь 7 +

+0,5(1-$г) г а4(-2*2л*Зл 2-ЗЛ г -Л 4+Л!)Ь sа,*

- (I- 4 г )‘24 l а 6 (- л*т]l+ (5Г) 3 -(6 л *■- 0,6 лs* 0,6 у9 ]5 10 2 +

- 0,3333[1-4 2) г4 4 а*(-Зг?г*3^sг?' 1-5г; г -2г7‘*2г/ ? Л! 7Оз ■ ( ,б'

Продолжая расчет получаем тля неизвестных множите-
лей а,, следующие значения:

а, =4- 6,05722 ; а2 = 7,94481 4т : а3
= —65,55798

•а ll а l3 а‘ е

и компоненты напряжении выражаются:

* х~-(1-$ г) г (+15,6716-47.0/48Л - 21,3432Лг+35,5720 Л3 ]+

-(1~4 г 1г4 г (-15,Ш-78.8075Г1+157,6150Т7 г +ЮЗ,795бl? 3-155,б93ет?4 +

- (1~4 г) 14*(131,460-393,3460Г} -1452,3412л 2+2420,5584Л 3+

* 1664, ИЗО л 4
- 2329,7562 л*) ,

Уу = (1-3 $ г)(- 24,2288 + 24,2266л+31,3432 л г-31.3432 л 2-7,1144л 4 +

+11144Л 5)р +(-I*l2$ 2-Г5$4 )(15,8896Л-15,6696л - 26,2692Л3
+

* 26,2692Г} 4+Ю,3796Л 5-Ю,3796 Л 6) ~г +(~3s г+lss 4 -14$ 6)

■ (+262.2314 л2 - 262,2314л3 -464, И27Л 4 +484,1127Л5+ 2218613 Л6 ■

- 221,8813 л 7)~г >

Ху- (4 - $ г)(+24,2286 + 62.6664Л-94,0296Л г -26,4Пбл'+35,5720Л 4)-кг +

+ (-s+44 3 -35!)(+7,9448 -15,6896 Л - 40,6724л 2 + 54,2299 Л3 +

+ 26.0634 л 4 - 28.6761 Л5) +(-$ 3+3$ }-2$ 7)(+524,463?Л -

- 786,6940 л 2 -1937.0625 Л3 + 2420.5632 Л4 * 1331. 26 76Л 5-

- 1553,169/Л 6)

Некоторые компоненты напряжений приведены на фигуре
8.

Из приведенного выясняется, что в случае балки-стенки
со стрингером достигается более приемлемое -распределение
напряжений Хх в плите.
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ТАЕЕШЫА РOШТЕНМIIЛBЕ ШBТIТШOI ТOШЕТIBЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 624.042.5

В. Р. Кульбах

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ТОНКОЙ УПРУГОЙ
ПЛАСТИНЕ ПРИ НАЛИЧИИ ИСТОЧНИКА ТЕПЛА НА

КОНТУРЕ ПЛАСТИНЫ

Быстрое развитие тонкостенных сварных металлических
конструкций ставит в повестку дня вопросы прочности и ус-
тойчивости тонких металлических пластин при воздействии
температурных напряжений. Это требует изучения напряжен-
ного состояния таких пластин при их неравномерном нагреве.
Само собой разумеется, что сварочные напряжения связаны с
местными пластическими деформациями пластины, поэтому
изучение температурных напряжений упругих пластин пред-
ставляет собой только первое приближенное решение задачи.

Вопросам изучения напряженного состояния и устойчи-
вости пластин, при их неравномерном нагреве в литературе
уделено весьма мало внимания. Имеются лишь некоторые
приближенные решейия для круглых пластин [l] и наиболее
общие решения для изучения напряженного состояния прямо-
угольных пластин [s].

В настоящей статье рассматривается напряженное состоя-
ние тонкой упругой прямоугольной пластины, на контуре ко-
торой действует источник тепла, а на боковых поверхностях
происходит теплоотдача в окружающую среду. В I части ра-
боты решается соответствующая температурная задача и во
II части задача* определения температурных напряжений.
В 111 части работы производится анализ полученных решений
и'рассматривается пример определения температурных напря-
жений.

1. Температурная задача пластины

Рассмотрим установившийся тепловой процесс в тонкой
прямоугольной пластине, градиентом температуры по тол-
Шине которой можно пренебречь. Далее принимаем, что на
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всем контуре пластины или на его части действует интенсив-
ный источник тепла, а на боковых поверхностях происходит
конвективный теплообмен с окружающей средой. Для вывода
дифференциального уравнения теплопроводности выделим в
пластине элементарный параллелепипед (см. фиг. 1), объем
которого равен 6йхйу.

В рассматриваемый элемент за единицу времени посту-
пает по закону теплопроводности количество тепла

=~ Л (дх йу + Мах) 6>

а через противопололсные грани выходит количество тепла

= [/- (*+ -

д
д[- й*) ау+ ( б, ■

где 5 толщина пластины,
4 температура рассматриваемого элемента.
А теплопроводность материала пластины

(ккал/м. час. град).

На боковых поверхностях пластины по закону конвектив-
ного теплообмена выделяется тепловой поток

<7з = 2к{{ *
с ) Ахду.

Уравнение теплового баланса дает

а , —р2—рз =К |
д
д

-

2 +
дд*2 1 Ыхйу ~2х (/ - (

с) сlхсlу = О

или
д 2( .дЧ 9/ + + . ,т \(1)



где температура окружающей среды,
х коэффициент теплоотдачи (ккал/м2

. час. град.),
ш 2 = безразмерный коэффициент остывания.

Дифференциальное уравнение (I) не теряет общности,
если принимать 1С =O, а под понимать разность температур
пластины и окружающей среды. В таком случае уравнение
(1) превращается в эллиптическое уравнение Гельмгольца

от .а*/ 2 9)дх* ду*

которое при заданных краевых условиях может быть решено
с помощью рядов Фурье.

Для определенности задачи предполагаем, что контур
пластины имеет постоянную температуру /о, т. е. для уравне-
ния (2) имеем краевые условия (см. фиг. 2)

я
(= и при X = ±а, |
( при у= ±Ъ I

Задаваясь функцией температуры пластины в виде

‘ = ‘.(l-1 < 4 >
'

/= 1 к= 1

и разложив свободный член в двойной тригонометрический
ряд

, ь Iлх кпу
ОО с/О !_±2 СOB “

0т СO5 ~си.
‘о- <«2 «о2: 21 Н) 2 —.%■■■* < s>

/=1,3 //=1,3
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получаем из уравнения (2)
- , V , Ч:_к у

'■а- М). 2
дз)А* / С2 п2 к2л2 ,

‘

, . ■ я*\ l + 4ш 2а2
~
+ Ат 2 Ь2 /

. :В результате получаем решение дифференциального урав-
нения (2) В виде;

1 . 1 • ДЬ* • и
/; V, ~~Г~ «ЯХ кяу

I=,,_Щ, V V (~П : 005 2а сов 2 ■110 ■ г 2 I Рл2 к2л2 \
■ ( >

1=1,3 А = 1.3 Иг 14-- |
. [ . 1

\ ‘\к>2а 2 ' ' 4а>26 2 I _

В качестве примера найдено распределение температуры
в стальной пластине с размерами а== o,B м, Ь ОДя, 6 =

о 2х=3 мм при от =- - ■== 100 (см. фиг. 3). Сравнение резуль-
татов с решением полученных методов конечных разностей
показывает, что удовлетворительное совпадение получается
при сохранении в формуле (7) 8 членов ряда. Конечно, воз-
можны и общепринятые методы улучшения сходимости ука-
занного ряда, но при определении температурных напряжений
численные значения температуры нас непосредственно не
интересуют, ввиду чего вопрос улучшения сходимости указан-
ного ряда не рассматривается.

11. Температурные напряжения пластины

I. Общие зависимости
г

Для решения задачи определения температурных напря-
жений исходим из уравнений равновесия

Ла
±. д_ Лх*у_ .

= ()дх > ду и’

... Г (8)д?у_ _l_ Л?*У. = Аду дх Л

условия непрерывности деформаций
д2ех д 2е д2у

- 1 Л ГА > (9)
' ду2 ДД дх2 дхду »

и соотношений между напряжениями и деформациями



=* ~Е~ К - ф/,.
■. •

'

' ■ ■

: , ' , 1ВУ
= ~Е~ {ау ~~(Шл-) +№- 1 (10)

_

2(IН-|х)
_

Уху "ХIГ

Используя функцию напряжений, ф так, что

2Ф ■ 2Ф „ у _

<*2 ф ,1 Иа * ду 2 ’ °у дх2 и Х*У дхду ’ ■ ll l

можем уравнения (10) представить в виде

= .1. ( _?Ч> \ .д. ф/ . |ь * е \ ау2 *
- ах2 /г1 ’ |

1 I а2Ф а 2 <о \ | , ,

е
>

— ~е \ ах 2 (( ау2 )"Ь V . (12)

•) '■■', '
_

2(Н у) д\ _

У*у “

Е дхду ) л Ч .■с; ;

I • •

Подставляя значения деформаций из (12) в условие сов-
местности деформаций (9), получим уравнение

> Ч . . ■; л ' ' '

4- О ■ -4. \ в одх4 дх 2 ду2 ' ау4 .• \ дх2 ' ду2 I
или . ЧЛср.ф- Ф ЕА( —O, (13)

лз



где А = дх2 4- д представляет собой оператор Лапласа.

Функция напряжений может быть задана в виде

ф = ф'+ф", (14)

где ср' представляет собой решение бигармонического урав-
нения

ДАф = 0, (15)

аф" решение дифференциального уравнения второго поряд-
ка

Аф = —фЕ7. (16)

Краевые условия для уравнения (15) получим из решения
уравнения (16). Когда решение уравнения (16) удовлетворя-
ет заданным краевым условиям, то это решение является и
решением уравнения (13).

2. Решение уравнения Дер =

температуры

Исходим из основного температурного уравнения (2)
М = (йЧ

и подставляем значение фЕТ = -

2
- А/ в уравнение (16).

Тогда имеем

4» = --У'-М (17)

или с точностью до постоянных интегрирования

ф’ = --*г'- (18)

Соответствующие напряжения получим из уравнений (18),
(11) и (7) в виде

, сКх кКу
А г Н) -Г—- СОЗ .

А- ГГ- Ю
*

* и lаЬ с-1- 1й (<+. ЕК г к lкl
4и 1а 1

и)
} аЬ 1-1— *а /, Дл -1 ж 1

1ч) 4и гсI 1 4и 1 (] г

54



55

. сЯк . /слу
* Н}т зт 5//7 тгг' - - т У гб (19)

*У сДЯЙ 1-1- С
гЯ 1 /с г 7Г 1

‘=и 4ы Iа l
+ 4игЬ 1

Из уравнений (19) явствует, что грани пластины свобод-
ны от нормальных напряжений, но касательные напряжения
предполагают наличие специальных связей.

3. Решение уравнения ЛДср = 0 для свободно опертой прямоугольной
упругой пластинки

Для решения уравнения (15) при отсутствии граничных
напряжений задаемся функцией напряжений

.. Ч l-аЧЬ'-ьГи ,
*' г У‘,l -отУ - Т*lД—Дй ТчГ + -рр—(с,*сг^l*с, . ао)

Соответствующие напряжения определяются зависи-
мостями

SУ~ 5У~ щ Iу-ьТ[гlС'*с,^llзх‘-11'1,с1^1(1!*‘.1гу‘а‘*11‘11-<г;.
г" ш-Шкl*l(х г..а г)кг.ьЧПг+Г Г (20V и> Iаь о^ 1' а/,у °'(< с'*сг а г щ~у/' гг ■ 1

и удовлетворяют граничным условиям.
Коэффициенты с ь с 2 ис3 определяем из условия минимума

потенциальной энергии. Потенциальная энергия для рассмат-
риваемой пластины может быть представлена в виде

а Ь •

И=Д- / / !(ар 2+(а;;) 2 +2(т;Д2]йл:йг/, (22)
—а —Ь

а условия ее минимума в виде

4г (Х+У+22) = 0.

( х+у+зг)~ о, - (23)

- (Х4-У4 =.o,
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где *■ 1
а Ь

Х== ] ] К~ 2о +о'х) ШУ>
—а — Ъ

а Ь

г~ //(<тч»;н’ ,(М»' (24)
—а —Ь

а Ъ

1= ].l ( Хlу ~2Гху Гху +Ьу ) <* Х<*У>
—а —Ъ

а напряжения

« *

5>- Шг'Ш -с> $Х3*'-°Ч'С‘

V'... с, . «Я

представляют собой решение уравнения (13).
Подставляя значения напряжений по формулам (25) и

(19) в (24), а затем в (23), получим для определения неиз-
вестных с л> Су и с3 следующую систему алгебраических урав-
нений

~V- тз 1" ■ ' 7 у 1 7 4'> ,т5* ррЛ'г *Ы(4 ~ 7* 7 Р >с' 1* *"Р/0 - - ~ЕШГ7 '

1 ~4иЧ 1 4'.о 10Ч
4

»4*l*4 ,s6 <**оц,!г ]

Г7 _г .г,. ./•* гг ,г „;/,,/м. ' "025 у [5 тИ' ЛЙ I<л*Д'~кЧ[Ч
(7Г* У* /41 * 3РМп* 1 м М х *«х« ,

:

ии/«.(65, /2 I/, /35 /445 I, 1 1 .Чг //и , г 2/ г / кдН ЛГ</' лl#l *4^</
<! ' и"} 4и)га 1 +

4и гЬ г!

а а Ьгде а -- ир = соотношения размеров пластины.

Итак, решение | поставленной в данном пункте задачи
дается формулами (21) при использовании. формул (19) и
(26). По существу указанное напряженное состояние соот-



ветствует нагружению пластины сдвигающими силами рас-
пределенными по третьей формуле из группы (19).
4. Температурные напряжения в тонкой прямоугольной свободно опертой^

упругой пластине

Выше было указано, что температурные напряжения в тон-
кой прямоугольной пластине должны удовлетворять диффе-
ренциальному уравнению (13) и заданным граничным усло-
виям. Для пластины, грани которой свободны от напряжений,
а распределение температуры дается уравнением (7), напря-
женное состояние' характеризуется формулами* (25), пара-
метры которых определяются системой (26).

111. Прикладные вопросы
1. Преобразование двойных рядов формул (26).

Для вычисления параметров си с 2 ис3 в зависимостях (25)
для определения компонентов напряжении имеем систему
уравнений (26). Правые части этих уравнений представляют
собой двойные степенные ряды, которые могут быть представ-
лены в виде

,‘кЧl‘ГИ , *г**Ч

14*11*ГА* 1

* ,-Йо с'кЧи-ГА^Г** 1?

|

_

я2
где у 4

-

2
-

6

При малых значения у эти ряды сходятся сравнительно
медленно. Анализ показывает, что подавляющую часть сумм
эти* рядов образуют члены с индексами /= 1 и к= 1, а осталь-
ные (причем несущественные) части рядов сходятся доста-
точно быстро. Учитывая это, преобразуем ряды (27) следу-
ющим образом

Г * -р) г? ГГп - 1) *?)
Гп / & '
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<-§*%?
•

г ‘/*4 ,
~ 1

*

л> ,й*У^7рГ
(**/й'к-тМI-Ш*тг ?г ‘^-■§/'*ф

\l+Г(*+А) 1*К6[l+Г/И г +Г*к 1}

-

= 'ТЁIЖ !-&?№№-%
3

/» *л> Д, *•/*■� ьр/
Г» уз/У'- V Г -йг- §*'* да

* I+Г(**р) 1 6*Ч1*ГА1 г*Г*к 1}

%

В первом приближении двойными рядами в формулах (28)
можно пренебречь и соответствующие суммы можно предета
вить в виде

о ь/'Г/ / Л, В', С, |5' * К + 7(71Н7) * 7* * I*l*
<■(3

К ‘у, < А
" В,

,
С,) (Ь+р>) г[l--кИ г

•ак&*рцг*пч с 4 ■ 1*у(9- � /ь]

о К• Г / /
+3* К '2.Чг*т 1 1 1(1 г +тг) с 4 7 I*'

,

1»(3

» „» <■ /. . л 12/у /2 г/. /55 . /445 1
к'г В, В, С, I (*■ 7 "~Ю-Н ~Ш Ж 4 '

г^ з
' ГО + «V* *'?*!*' I*г(*+р>]

л 'Г- / 1 А4 В< С, I
• s’ в **2/ * + IТ<-I*Г

Г*, ' Аг * с: Ог } (Л~

I*o '

. /г /г . /55 //45 . /55 , 1Ш
те к;. Да., кг - Сда—да, к-. ~тг ж,

' /V ' ГР ГО- ГР

т‘. ИЛ. „‘.ИШ.гр г*
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Ы'Ур-% />‘-с:1.
п . 1440** г-

, ,28В0* г т*4 п ; 0-I,* зп* 1 040 ...°г - жлт г '
~

т г!~~тс*~ ~пг ~°г '' °г =тгГ ж1 + 7Т*' Сг''

о" мор* г". ЧlBдОРг №%'; я'.lМ 3ЛА\т° г"1°2 ~ рпг’ Ч'пЦ К* кг'иг'- аг- п г(/* ~кг ж*

А г = г*‘-§-В{,А\.г?.!s-В1 .

оо СО Сп
Бесконечные ряды , X-- , XIГ и X Шр+^С

1= 1,3 1= 1,3 1= 1.3 1 г = ).3 1^^т;
оо

быстро сходятся и имеют конечные суммы, ряды же X
сходятся медленнее, но для определения их сумм можно
пользоваться готовыми таблицами [3].

2. Пример определения температурных напряжений в прямоугольной
тонкой пластине

Пусть имеем пластину с размерами (см. фиг. 3) а = 0,8 м,
о = 0,6 м. 6 = 3 мм, на контуре которой сохраняется постоян-
ная температура б)=loo°,а теплоотдача в окружающую среду
характеризуется коэффициентом остывания о,) 2 = 1001 /м 2 .

Распределение температуры в такой плите было рассмот-
рено в I главе.

Вычисление параметров пластины дает а = 4/3,

-

4 1т-0.0514,,
т? = 27,72, п2 - 15,15,
Л/ = —3,150, /(" = _5,599, К2

' --0,3385.
А/ = 2,3766, Ву' = 0,0369'!. С/ = —0,13863,
/4" =—0,02315, 5/' = - 0,06770, СД' = —0,02539,
4/ = 10,8690, Д 2

'
= 1,3814. С/ = 0,03322,

Л2
"

= 14,4546, В 2
" 0,22640, С2

"
= 0,74729.

/<2
"

= —0,6018, 02
'

= 1,6856, Я2
"

= 0,30876,



(а+(s) 2 ( 1 -

/ 12 \ / 156 1440 \

(а+(3) 2 (1 —-

2-|( 1—- 2
- + —

4 -)
—....?. + '

... щ + I ~ О 0^43
! —,у(а+Р) . ’

Значения основных сумм приводим в таблице 1.

.'V I

При учете соответствующих множителей получим из урав-
нений (29)

5, = —0,946, 52 = 0,221, 53 - —0,205.

Система уравнений (26) в рассматриваемом случае при-
нимает ВИД ' 1

20,38 с, ч- 1,694 с 2 +.2,136 с 3 = 1,673,

1,694сг ,-Ь 2,3! 2 с2 .+ 0,2127с 3 = 0,391,
I

2,136с, 0,2127с 2 + 5,780 съ = 0,362.

Отсюда находим :

. С! = 0,06904, с 2 - 0,14550, с 3 - 0,03294.

Формулы., (25) для определения температурных напряже-
ний можем представить в виде

Г I . .. '■ ! О ' . -*

Ъ ш^ф№(l-пг) г[(г% *г г̂ s(Цг-I)*т*~пб г*l)]. .

Г*У = ~ ’ШаО° sч/(^~ сг уу))
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Таблица 1

с/~>

V
/= 1,3

1 1 ' 1
1 4.

1 ! 1 1
р-гт 2 12 + П2

1
12 {12 +т2) | 12(1 2 +п2) / 4 I' 6 I» .

0,153 0,185 0,0391 ' 0,0681
1

1,0147 1,0014 1,00016
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Фиг. 4

где | =

, г) =
——- безразмерные координаты.

После подстановки значений параметров с ь с2 ис3 форму-
лы (30) принимают вид

= -68,Ч511-Ь 11г[(4.192 + 7 1012$ г/[ЗГ1 1 -11+115Г1*-Iггlг*l]] 1
СГу=- 136,0(1- ? 195 + 0.5704 т/ У(3s *-/(+(/$$<-12(■ С

*ху- - 65.065Т1(1-Ьг )[ 1-т] г 1(33,43$г *9,442г7 г
- 1) (31)

Соответствующее распределение напряжений представ-
лено на фиг. 4.
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ТАШША РOЕOТЕНШЕISЕ ШBТIТШOI ТOIМЕТISЕП
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 624.04.001.24

В. Р. Кульбах

УПРОЩЕННЫЙ РАСЧЕТ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО
НАПРЯЖЕННЫХ ВИСЯЧИХ ПОКРЫТИЙ

ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ

Введение
Одним из наиболее перспективных способов перекрытия

большепролетных зданий является применение легких ванто-
вых покрытий с системой пересекающихся тросов (фиг. 1).
Несущие тросы воспринимают нагрузки от покрытия и пере-
дают на обрамляющий контур. Вспомогательные тросы под-
вергаются предварительному натяжению й тем самым обеспе-
чат необходимую жесткость покрытия. Сетка предварительно
напряженных тросов представляет собой статически неопре-
делимую систему с количеством статически неопределимых
величин, равным суммарному количеству тросов (не считая
статической неопределимости контура).

Фиг. 1

Вопросам расчета предварительно напряженных висячих
покрытий с системой пересекающихся тросов с современной
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литературе посвящено весьма мало внимания. Имеющиеся
работы, как правило-, исходят из теории мембран, работа-
ющих только на растяжение и мало удобны для получения
простых численных результатов. Некоторые данные для прак-
тического расчета висячих покрытий приводятся в инструк-
циях, разработанных институтами НИИЖБ и ЦНИИСК [l],
но без учета изменения предварительного напряжения сис-
темы при приложении внешней нагрузки.

В настоящей работе рассматривается конкретная задача
приближенного расчета системы пересекающихся тросов на
базе изучения геометрических и статических характеристик
рассматриваемой системы. Расчет может быть распространен
на конструкции, в которых покрытие не участвует в работе
системы тросов. Поверхность покрытия принята в виде гипер-
болического ’параболойда, обрамленного двумя наклонными
плоскими кривыми. Кроме того, предполагается, что соотно-
шение стрел провисания / тросов и их пролетов / находятся в
таких пределах, чтобы, с одной стороны, можно было прене-
бречь горизонтальными составляющими нагрузок, а с другой
стороны, смещения узлов были малыми по сравнению со стре-
лами провисания. Практически это означает, что схема рас-
чета может быть распространена на системы с соотношением

1 .
40 ( 4

1. Общая схема расчета сетки предварительно
напряженных тросов.

Рассмотрим сетку предварительно напряженных тросов,
геометрия которой, а также усилия предварительного натя-
жения заданы. Ставим задачу раскрытия статической и гео-
метрической неопределенности указанной схемы при воздей-
ствии вертикальных узловых' нагрузок. При этом предпола-
гаем, что смещения узлов вертикальны и малы по сравнению
со стрелами провисания тросов, а провисания малы по срав-
нению с пролетами..

Фиг. 2 •
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Пусть сетка (см. фиг. 2) состоит из т основных и п вспо-
могательных тросов, каждый из которых имеет соответствен-
но или Хк прямолинейных участков. Тогда общее количе-
ство узлов сетки составляет

т п

2(к/-ч=2 (ч--ч-
-/=1 к= l

Предварительное натяжение тросов обусловливает взаим-
ное воздействие между несущими и вспомогательными тросами
р виде контактных узловых нагрузок Р° к . При приложении
в узлах сетки системы внешних сосредоточенных нагрузок

к усилия несущих тросов, а также стрелы их провисания
увеличиваются. Тем самым уменьшаются стрелы выгиба, а
соответственно и усилия вспомогательных тросов. В резуль-
тате такого воздействия контактные узловые нагрузки умень-
шаются от начального их значения Р° к до Р { к = Р°к АРIк .

Для определения неизвестных смещений узлов А/А к и раз-
ностей контактных нагрузок АР. к рассмотрим деформации
системы при приложении внешних нагрузок. В исходной схе-
ме имеем следующее количество неизвестных:

т

а) (х, — 1) смещений узлов А/А к ,

1 = 1
п

б) 2 (■Аа — 1) разностей контактных нагрузок АР. к ,

к = 1
т

в) х. удлинений Д5. к отдельных участков несущих тро-
г==l сов,

П

г) Хк удлинений Аик • отдельных участков вспомога-
*=l тельных тросов,

Ш

д) разностей усилий АТА к отдельных участков несу-
'= 1 щих тросов,

П

е) У}. \разностей усилий АТк . отдельных участков вспо-
к= х могательных тросов.
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Фиг. 3

Для решения задачи имеем (см. фиг. 3).
т

а) (х. —1) уравнений равновесия узлов несущих
/==l тросов вида

Л г =
№l.кьр l,к) СosаЛА-1

*•* B> п К*_l Нк) ’

Л

б> 21
(Я А —1) уравнений равновесия узлов вспомога-

*= 1 тельных тросов вида

т _

-ДР^созсу..
*•* 8ш (аМ-1 а Л>/ )

’ '

/Я

в ) Х 1 зависимостей между упругими удлинениями
1= 1 и разностями усилий отдельных участков

основных тросов вида
АТг ьй; у

Аз, к (3)соз аI } ьЕР(
4 '

п

г) К зависимостей между упругими удлинения-
к ~l ми и разностями усилий отдельных участ-

. ков вспомогательных тросов вида

АТ к { ак •
Л5

*- ‘~~ СOSЩ {
’ (4)



т

д) 2 х;. геометрических зависимостей удлинений ос-
1= 1 новных тросов от смещений узлов вида

Ч»“К* + СЛ.*+ д/а+. - д Д*)а -У«ц +/,% ~

&и,/г+\Д/
,г ,

~ ’ (0)
/2

е) 2 геометрических зависимостей удлинений
к=l вспомогательных тросов от смещений узлов вида

(6)*'■ У«4/±Д<
Поставленную задачу целесообразно решить в следующем

порядке:
1) Разности усилий из формул (1) и (2) подставить в фор-

мулы (3) и (4).
2) Приравнивать удлинения по (3) и (5), а затем по (4)

и (6). Тогда получим систему алгебраических уравнений от-
носительно первых степеней неизвестных Д/, й и АР. к . Коли-

т п

чество уравнений составляет 2- к--I)+2 (V- 1 )-
/=1 к =l

3) Подбирать начальные контактные нагрузки так, чтобы
контактные нагрузки

р = р° дРГ I,к Ги к IЛГ I,к

при заданных максимальных внешних нагрузках были поло-
жительными. Тем самым обеспечивается необходимая жест-
кость покрытия.

4) Определить усилия тросов по формулам

(Ор к +^^-АР,д)со^и-1
ик

~

8Ш (а м _| аик )

гг (р lк- хрг,к) СO3 ,оч
" ГМ= *

(8)

и проверять максимальные напряжения в тросах

тахТ;

сг = <*.
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11. Расчет покрытия имеющего форму гиперболического
параболойда

1. Геометрическая характеристика покрытия

Поверхность покрытия пусть будет задана уравнением
\см. фиг. 4)

г = Л(-гГ- Ь(тГ. (9)

Фиг. 4

Считая, что все несущие и вспомогательные тросы распо-
ложены в вертикальных плоскостях, получим уравнения несу-
щих тросов в виде

.
г'-Мт)’- (Ш)

а вспомогательных тросов в виде

г"=—ММ2
- (И)

где г' = г+/г{--] ,

г" = г —/, (^)
2

,

хк расстояние плоскости &-того вспомогательного тро-
са от плоскости симметрии покрытия,

у1 —расстояние плоскости /-того основного троса от
плоскости симметрии покрытия.

Обрамляющие арки, определяемые уравнением

*а У2 к
_

1 (/а-М* - П9 ч
и2 Ь 2

~

4

68
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представляют собой дуги гипербол с пролетом
/=2Ь (13)

и стрелой
И = ]А5ч- (Л+М=. (14)

Пролет несущего троса, плоскость которого определяется
координатой у у

{ , составляет

2
>

< l5 )

а стрела провисания

I,- +'■(?!'-»'+ыуш’-му)’-
(16)

Для вспомогательных тросов имеем соответственно

/
4 =2б|/ - (17)

(18)

Углы наклона тросов относительно горизонтали при входе
в обрамляющий контур составляют

(B а. = А±Й---Ь]/ед2 ()
2

+{{г-и)>, (19)

{ ё а н =--Ь-]/\ 1-Д)( 1 Д -/’■) • (2°)

2, Определение усилий, передаваемых на контур покрытия

При определении усилий натяжения тросов предполагаем,
что все действующие на тросы нагрузки (включая контакт-
ное давление между несущими и вспомогательными тросами)
вертикальны и равномерно распределены по горизонтальной
проекции покрытия. Рlз теории гибких нитей известно, что за-
данной комбинации нагрузки соответствует одна, определен-
ная форма провисания нити. И наоборот, каждой форме про-
висания соответствует одна комбинация внешней нагрузки.
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Так например, параболической форме нити соответствует вер-
тикальная равномерно распределенная нагрузка.

Поскольку в рассматриваемом случае согласно формулам
(10) и (11) имеем параболические тросы, то в стадии предва-
рительного напряжения контактное давление между двумя
системами тросов должна распределяться равномерно. Пред-
полагая, что смещения покрытия малы по сравнению с прови-
саниями, можем считать, что параболическая форма тросов
сохраняется и после приложения равномерно распределенной
внешней нагрузки. Тогда распор каждого троса как до, так и
после приложения единичной внешней нагрузки соответствен-
но составляет

".•=Ж < 2»

илн /■/, = -—. (22)

Подставляя значения 1.
,

Iк,1к , /. и1к из (15), (16), (17)
и (18) в формулы (21) и (22), находим

н‘Чг=ж. (23 >

< 24>

Из формул (23) и (24) видно, что распоры тросов распре-
деляются равномерно по пролету обрамляющего контура.
Усилия, передаваемые на контур экрана в стадии предвари-
тельного напряжения.и после приложения внешней нагрузки,
приводятся в таблице 1 и на фиг. 5.

Таблица 1

Тросы

До приложения
внешней нагрузки

После приложения
внешней нагрузки

Нагрузка Распор Н Нагрузка Распор Н

Несущие Ро
Ро1\ 2

8/, Я + Р
{Я + Р)1 12

8/!

Вспомогательные Ро
Р0^2 2

8Ъ Р
р/2 2

8Д
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Фиг. 5

В таблице 1 приняты следующие обозначения:

р внешняя нагрузка (вес покрытия, снега и т. д.),
р контактная нагрузка, приведенная на 1 м2 по-

крытия,
р 0 начальная контактная нагруз-ка,

/ь /у пролет и стрела провисания среднего несущего
троса,

к, к пролет и стрела выгиба среднего вспомогатель-
ного троса.

Когда вертикальные нагрузки от контура передаются на
стены здания, то в плоскости контура действуют нагрузки,
получаемые разделением усилий таблицы 1 на соз а, где а
угол наклона контура.

3. Деформации покрытия при воздействии равномерно распределенной
нагрузки

Поверхность покрытия до приложения внешней нагрузки
определяется уравнением (9). Пусть равномерно распреде-
ленная внешняя нагрузка вызывает в середине покрытия сме-
щение АД Это смещение представляет собой увеличение
стрелы провисания наиболее длинного несущего троса йодно-
временно уменьшение стрелы выгиба наиболее длинного
вспомогательного троса.

Учитывая параболическое распределение смещений, полу-
чим изменение стрелы провисания /-того несущего и к-тото
вспомогательного троса в виде

Д/,. = Д/, (' (25)

А/,= Л/2 (26)
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где у
( расстояние от плоскости 1-того несущего троса

до середины покрытия,
хк расстояние от плоскости *с-того вспомогатель-

ного троса до середины покрытия.
Смещение узла I, к покрытия при /1 = /2 может быть оп-

ределено, с одной стороны в виде (см. фиг. 6)

<н>
а с другой стороны в виде

д/м=л/*( ! )
2

' <2B)

Подставляя А[. и Аlк из (25) и (26) в формулы (27) и
(28), имеем

4.* = (I—Г-ТгГ ( 29>

= у]2(30)

Начальная длина троса определяется зависимостями

* ■

о

5* [*/и/и Т7?
о
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Удлинения тросов вследствие увеличения стрел их прови-
сания на А/. или А}к при смешении опор троса (в связи с
деформацией контура покрытия) на А/, = 2 (Н'Ь'{ + //"б|') или
А/а = 2{Н'Ьк -\-Н"Ь‘к соответственно будут

". - - I г№ > Н'Ь'l -

. # М
-

Щ-тй,г
. Л_ ~,,з ЩТТЩр гг. 1 '

,

01

л,. --2 . шл
+

г а?‘ *Р 1

где б- горизонтальное смещение опоры /-того несу-
.щего троса под воздействием равномерно рас-
пределенной единичной нагрузки Н' 1
(фиг. 5,а),

б'.' то же, под воздействием нагрузки Н" = 1,
6‘к смещение опоры &-того вспомогательного троса

под воздействием равномерно распределенной
единичной нагрузки, Я" = 1 (фиг. 5,6),

6к то же, под воздействием нагрузки Я' = 1.

Упругие удлинения тросов можем представить в виде;

!1-‘р11!(1 * * s>. О»У ( 11/ 1 BЕР&
о

8ЕРК Г,

Приравнивая удлинения Аз. по (31) и (33), а затем Д5
/г

по (32) и (34). имеем для наиболее длинных тросов

' да
128ЕР; р/ 5
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‘ Гг ‘ Шй’— ( 1

4. Определение контактной нагрузки между несущими
и вспомогательными тросами

Контактные нагрузки определяем из условий совместно-
сти деформаций несущих и вспомогательных тросов. Для
узлов I, к это условие имеет вид

Д/,* = Д/м- (37)
т

Для всего покрытия сможем написать уравнений
/ 1

типа (37). Согласно формулам (29) и (30) эта система пре-
вращается в одно уравнение

А/1 = А/ 2) (38)

где А/1 изменение провисания наиболее длинного несу-
щего троса.

А/? изменение стрелы выгиба наиболее длинного
вспомогательного троса.

Это значит, что при соблюдении условия совместности де-
формаций наиболее длинных тросов, условия совместности
деформаций всех остальных тросов соблюдаются автомати-
чески. При /2 ф Л указанное положение действительно лишь
приближенно.

Подставляя значения А/1 и А/2 из (35) и (36) в уравнение
(38), получим формулу для определения контактного давле-
ния в виде

*Р’

хХ\Т ,4’-
1 + у 11 —Аш Д : (№

«V ТV * ЩгН'Ц
где 6/ и 62

" смещение замка арки соответственно под воз-
действием единичных нагрузок Н' = 1 и Я" =

= 1 (см. фиг. 5),
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6/ и б 2
" смещение опоры арки под воздействием на-

грузок Н' 1 и Н" 1.
Положительное значение б соответствует уменьшению

пролета соответствующего троса.
Полученное уравнение для определения изменения кон-

тактной нагрузки предполагает, что смещения арки распреде-
ляются в пределах ее пролета так же, как соответствующие
пролеты тросов (см. формулы (15) и (17). Это хорошо соот-
ветствует действительности, когда распор арок передается не
на фундаменты, а на вспомогательные тросы. В случае за-
щемленных арок под б следует понимать величину

6~1,5 (V.
О

которая в большинстве случаев несущественна и может не
учитываться.

Для предварительного подбора размеров обрамляющих
арок изменение контактной нагрузки может определяться по
упрощенной формуле

Лр ~ _П/\2У_' (40)
1 + №й4

полученной из формулы (39) для пологих тросов без учета
деформации обрамляющего контура.

5. О выборе конструкции обрамляющего контура покрытия
и влиянии его жесткости на работу системы тросов

При рассмотрении работы системы тросов контур покры-
тия был принят в виде двух наклонных гиперболических арок,
заданных уравнением (12). Эта форма контура была полу-
чена совместным решением уравнения покрытия (9) и урав-
нения наклонной проскости г 0 (см. фиг. 4). Анализ ста-
тической работы указанных арок показывает, что ввиду их
пологости (кроме области замка) эксцентриситеты нормаль-
ных сил существенны. Тем не менее, действующие изгибаю-
щие моменты легко могут быть восприняты арками нормаль-
ных размеров. Сконструипование защемленных в фундамен-
тах арок облегчается еще тем, что единичные усилия несущих
и вспомогательных тросов вызывают в арках одинаковые из-
гибающие моменты (см, фиг. 7).
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Фиг. 7

Арки, которые могут быть изготовлены как железобетон-
ными, так и стальными, целесообразно анкеровать в стенах
здания. В таком случае они должны воспринимать только
нагрузки, действующие в их плоскостях, и отсутствуют труд-
но воспринимаемые крутящие моменты.

При /| =/2 (фиг. 4) контур покрытия (формула (12))
превращается в ломаную прямую. В таком случае контур
можно сконструировать в виде четырех сегментных ферм
(см. фиг. 8), образующих две трехшарнирные арки. Растя-
нутые пояса таких ферм целесообразно анкеровать в стенах,
а сжатые пояса могут быть оперты на кронштейны, высту-
пающие за плоскости стен здания.

Влияние деформаций контура на контактные нагрузки
тросов зависит в первую очередь от жесткости и статической
схемы контура. Опытный расчет покрытий с металлическими
арками показывает, что деформации контура существенны,
когда контур имеет подвижные опоры. В случае же защем-
ленных арок смещение оказывает на контактные нагрузки
ограниченное влияние. При этом деформации изгиба и сжа-
тия играют примерно одинаковую роль.

6. Пример расчета покрытия
Пусть имеем покрытие с максимальными размерами

в плане (см. фиг. 4) 1\ = 46,5 м, /2 = 60,0 м. Максимальные
стрелы провисания тросов = 2,0 м, /2 = 4,0 м. Расчетная
нагрузка на покрытие = 150 кг/м 2 .
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Несущие тросы 0 38,5 мм (ГОС'I 7675-55) расположены
шагом 3,0 м, а вспомогательные тросы 0 30,5 мм (ГОСТ
3090-55) шагом 4,0 м. Соответствующие площади попереч-
ного сечения Р\ = 3,33 см2/м, Р2 1,49 см 2/м.

Обрамляющие арки пролетом I = 60,0 м и стрелой
и 24,0 м имеют размеры поперечного сечения Н = 1840 мм
и Ъ = 800 мм (см. фиг. 9). Площадь поперечного сечения арки
Р 1360 см 2 , 1х

= 7,36 • 106 см\ №х =7B 300 см ». Арки
имеют неподвижные опоры и жестко защемлены в них. •

Поверхность покрытия согласно формул (9) определяется
уравнением

- ;= _*2 У2
-. (4П

“ 270 225
* К '

Обрамляющие арки образуют дуги гипербол (см. фиг. 4)

х= V 1,28 у2 + 144 . (42)

Длина дуги составляет 5 78,24 м.
Смешения от единичных нагрузок Н' 1 и Н" 1 соот-

ветственно будут

б/ = 4,5 см2/т, б/' = 5,8 см 2/т,
б 2

'' = 5,6 см2/т, б2
"

= 7,2 см 2/т.
По формуле (39) находим изменение контактного давле-

ния
Ар = 0,40 д.

По упрощенной формуле (40) имеем

Ар = 0,39 д.
Из условия необходимости обеспечения жесткости покры-

тия принимаем
ро = 0,55 д.
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Тогда до приложения внешней нагрузки на основные и
вспомогательные тросы действует контактная нагрузка

р 0 = 0,55 д. = 82 кг/м 2 .

Нагрузка после приложения внешней нагрузки д = 150кг/м 2

составляет для основных тросов
д + 'ро Ар = 1,15 д 172 кг/м2

,

для вспомогательных тросов
ро Ар = 0,15 д = 22 кг/м2 .

Учитывая, что

= 20,25 т/м и - - 16,87 т/м.

получим распор в стадии эксплуатации покрытия
Н' = 23,3 т/м,
Н" = 2,5 т/м,

до приложения внешней нагрузки
Н o
' 11,1 т/м,

Н0
" 9,3 т/м.

В плоскости арки действует равномерно распределенная
нагрузка

—— = 24,1 т/м иН" =2,5 т/мсоз а

или соответственно

———
= 11,5 т/м и Н 0

"
= 9,3 т/мсоз а

Максимальные усилия арки
шах М - 43,0 • 24,1 + 54,0 • 2,5 = 1036 + 135= 1171 тм,

М= 34,26 • 24,1 8,74 • 2,5 = 826 22 = 804 т.

Соответствующие напряжения

тах o=-Ш + +oo° = °- 59 + Г5O = 2,09



Максимальные усилия тросов

Г, тах Н л 1 /'
= г ■— 24,1 т/м, ■соз а

гг,, тах Н" р. г\ ,тах Т = ■=- = 9,9 т/м.соз а

Соответствующие напряжения
94 1тах а' = —у = 7,24 т/см2

,

тах а" = = 6,65 т/см 2
.

г
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ТАЫЛША РOШТЕНМIЫSЁ ШBТIТШШ ТOIМЕТISЕП
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 624. 04. 001. 24

Э. Ю. Соонурм

РАСЧЕТ ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ ЗАМКНУТОГО
СЕЧЕНИЯ НА КРУЧЕНИЕ

I. Напряженное и деформированное состояние
тонкостенного стержня

1, Постановка задачи. Схема решения

Рассмотрим снабженный стрингерами однопролетный
призматический стержень, имеющий в поперечном сечении
замкнутый прямоугольный контур с двумя осями симметрии.
Предположим, что стрингеры жестко соединены пластинками
с постоянной вдоль стержня толщиной (фиг. 1).

Наличие ребер у стержня будем учи-
тывать приближенно: различную жест-
кость в продольном и поперечном на-
правлениях оценим различной толщиной
стенки. Приведенную толщину для сече-
ний, в которых действуют продольные
усилия, определим из условия жестко-
сти при растяжении-сжатии, а для сече-
ний, в которых действуют поперечные
изгибающие моменты из условия
жесткости при изгибе. Так полученный
ортотропный стержень будем рассматри-
вать как тонкостенную конструкцию.

Предположим, что к стержню приложена распределенная
нагрузка, действующая перпендикулярно оси стержня и из-
меняющая вдоль образующей по произвольному закону. При
этом однако полагаем, что равнодействующие нагрузки для
каждого поперечного сечения лежат все в одной продольной
плоскости. При необходимости снятия такого ограничения на-
грузку следует представлять несколькими слагаемыми, каж-
дое из которых отвечало бы сделанному ограничению.

Цель данной задачи определить все усилия (кроме кру-
тящих моментов) и соответствующие им напряжения, а так-
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же перемещения точек контура стержня и угол поворота об-
разующей.

Исходя из гипотез полубезмоментной теории тонкостенных
призматических оболочек В. 3. Власова [l], пренебрегаем
влиянием крутящих и продольных изгибающих моментов
и растяжения-сжатия в поперечном направлении на распре-
деление усилий в стержне. Существенными будут деформа-
ции растяжения-сжатия в продольном направлении и из-
гиба в поперечном направлении. Некоторое значение
имеют деформации сдвига. Но, как показали проведенные
в Институте механики АН СССР в 1952 г. эксперименталь-
ные исследования [2, стр. 297], деформации сдвига играют
второстепенную роль и ими можно при расчете пренебречь.

Приложенную к поперечному сечению стержня внешнюю
нагрузку представим в виде суммы симметричной и обратно-
симметричной нагрузок. Так как возникающие в тонкостен-
ном стержне'нормальные напряжения при симметричной на-
грузке и пренебрежении влиянием деформаций сдвига вы-
числяют по элементарной теории изгиба балок, то этот слу-
чай в дальнейшем не затрагивается.

Обусловленное обратносимметричной нагрузкой (крутя-
щим моментом) напряженное состояние определяем в два
этапа. За исходное состояние примем состояние стержня, рас-
сматриваемого как обычная балка. К исходному состоянию
прилагаем т. н. самонапряженное состояние, характеризую-
щее статическую неопределимость стержня [3, стр. 243]. При
рассматриваемой задаче целесообразно выбрать в качестве
самонапряженного состояния самоуравновешенную систему
продольных напряжений ох в стержне, причем ох переменная
вдоль стержня и по поперечному сечению. Эпюра неизвест-
ных напряжений ах в поперечном сечении задается, закон
изменения их вдоль стержня получается решением дифферен-
циального уравнения.

2. Исходное состояние

Хотя относительно расположения внешней нагрузки в по-
перечном сечении стержня принципиально никакого ограни-
чения не делается, рассмотрим для ясности дальнейших
выкладок наиболее часто встречающуюся конкретную задачу:
изменяющаяся в продольном направлении обратносиммет-
ричная нагрузка приложена в плоскостях вертикальных гра-
ней стержня (фиг. 2а).



Фиг. 2

Итак
тх

= т(х) ~ Вр(х). (1)

В дальнейшем считаем как внешнюю нагрузку тх и кру-
тящий момент Мкх , так и погонные касательные силы дх по-
ложительными, если, смотря от начала координат по оси х,
они действуют по ходу часовой стрелки.

Если исходным состоянием выбрать состояние чистого
кручения, то при любой нагрузке тх продольные напряжения

о° = 0 (2)

и приращение касательных сил (независимо от условий за-
крепления концов стержня)

V»' = ( Мкх ] = (3)Я* йх \ 2ВН / 2Я *
*

.

Например, нагрузка, изменяющаяся по закону квадратной
параболы

тх =2ВРх =7Т (1 х)Вр

вызывает в стержне с жестко заделанными концами крутя-
щий момент

l+е —- 4 —),

откуда следует;
ао‘ _2д

.
_х_ {1 _х) =Ях Н Ь2 Х ) <уН'

6* • ‘ яз
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Из фиг. 2б явствует, что под влиянием внешней нагрузки
р х и приращения касательных сил с]°' возникают в элементар-
ной поперечной полоске 6.x = 1 изгибающий момент, попереч-
ная и продольная силы. Вследствие симметрии очевидно
(фиг. 2в).

г 1 г» .= (п Но°').1 2 у х х ■

На основе (3)
РхН = Г2 - Т

и поперечный изгибающий момент в углу элементарной рамки

М°
= 4' l= чН- (4)

Эпюры, возникающие в исходном состоянии усилий М°
,

и N° , представлены на фиг. 3.

3. Самонапряженное состояние

Предположим, что в деформирован-
ном состоянии прямолинейные эле-
менты контурной линии поперечного
сечения, выходя из плоскости х=
= сопзl., будут оставаться прямыми
[l]. Теперь задаем самоуравновешен-
ную систему продольных напряже-
ний а х в виде, представленном на
фиг. 4 [4]. Вследствие симметрии рас-
смотрим в дальнейшем только поло-
вину поперечного сечения. Необходи-
мые обозначения приведены на фиг. Ь



Координату 5 отчитываем от начала каждой грани против
движения часовой стрелки.

Продольные напряжения в пластинках выражаются через
максимальное напряжение шах ох

= оа , возникающее в узло-
вой точке контура:

2 1С'х\ ~ в Л аа ’

■ да
а хЗ

= (~в 5~ 1)“о’

Ч=Д.<т„.

Добавление эпюры продольных напряжений ох является
причиной появления в стержне и соответствующих касатель-
ных напряжений т. Из условия равновесия элемента
йхйз получим

_

’

Т - + т °' (6 )

• о

где т 0 -- касательное напряжение в месте 5 = 0.

Имея касательные напряжения, можно получить и погон-
ные касательные усилия д = тб, приходящиеся на единицу
контура. Следовательно,

- 8 2 , \

~в 6зсга + б2т 0 1 ;

(5 —--) б10а Ч- бlТа2 ; [ (7)

дъ— [~В~' 5 ) Я'а + Й2Т O3 •

Для определения постоянных интегрирования можно ис-
пользовать два условия непрерывности деформаций и одно
условие равновесия.

1) В месте соединения верхнего стрингера пластинками
1 и 2 (фиг. sа).

85
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дМа
-дхйх + д } с(х д2с!х =О,

откуда следует при 62 = «61;

Г “

-

( аВ I 1 -тO2 ат0 1 - \-4-+ б~/ Оа .

2) Аналогично в месте соединения нижнего стрингера пла-
стинками 2 и 3

~

_

Ра .

ТO2 аТоз , ст ■01 а

3) Из условия равновесия 2/Иг
= 0 следует, что

ат0 1 + 2то2 + ат 0з = н \' а -

Решая эти уравнения, получим при помощи выраже-
ний (7):

41 = [-Г 52 -12 \2аВ +н + )| б10
«

;

= [_4 +5 + ■ (8)

+ |

Из фиг. 56 видно, что на вырезанную из стержня элемен-
тарную рамку единичной длины действуют погонные каса-
тельные силы

да —,

Ж= ? •
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Эти касательные силы вызывают в элементарной рамке
изгибающие моменты поперечные силы и нормальные
усилия М3 .

Для определения усилий в элементарной рамке найдем
(аналогично исходному состоянию)

я ,

й -й =
-- I д-2 аз =

И
~а'а , (9)

о

где Р = 4- аб \В + бР а . (10)

Максимальные изгибающие моменты возникают в узловых
точках рамки:

тГл ВНР п
,л .тахМ

.
= ~Ж*а ■ (И)

Соответствующие самонапряженному состоянию эпюры
СД и представлены на фиг. 6.

4. Деформации стержня

Введем для перемещений контура поперечного сечения
следующие обозначения; о перемещение в направлении
оси у, т то же в направлении оси г. Перемещение контура
складывается из трех слагаемых, например, в рассматривае-
мой точке

V = V* + V 0 + V ;

где: V* перемещение элементарной рамки, вычисляемое
из задачи обычной балки;
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н° искривление контура в исходном состоянии, вызы-
вавшееся изгибающими моментами М° ;

V искривление контура в самонапряженном состоя-
нии за счет Мз .

Так как стержень нагружен только крутящими момента-
ми, то его поперечные сечения транслаторных перемещений
не получают. Возникающие перемещения можем по фиг. 7
выразить через угол закручивания @:

V* {Н СOB 0— В 51П 0—- И) -[-5 • SШO;

1
(12)

Ш* = -у- {В СO5 © НSШ 0 В) + 5 ■ 81П 0.

Пренебрегая эффектом стесненного
кручения 1), вычисляем по формуле сво-
бодного кручения [6, стр. 43]

/ X

н
,

< l3 >

о

где !□ = 2ВН .и О модуль сдвига
материала; знаком /

5
обозначен кон-

турный интеграл поперечного сечения.

Например, в том случае, когда оба конца стержня жестко
заделаны и нагрузка изменяется по закону квадратной пара-
болы, формула (13) приниамет вид:

О !-Врх I ч Iо х2 х3 \ ГА 9
ЗОЯ2 \ 1 г/д 13/ I е '

н° найдем при помощи эпюры изгибающих моментов М° .

Например, для определения искривленной формы пластинки
а а получим уравнение

Е1 ■= М°,

1 Учитывая влияние стесненного кручения, следует при определении
Ох прежде всего решить дифференциальное уравнение угла закручива-
ния стержня с недеформируемым замкнутым контуром [5, стр. 67].



где

Отсюда вытекает, что

Еl
,

»° =А(Д - {в) р++ о.
Постоянные интегрирования С и О

определяются при помощи перемеще-
ния узловой точки а (фиг. 8)

■ ЕlХ^Щ{а?Н +

где Е1 г —-Ь б, 3 Е .

Теперь перемещения контура в окончательном виде;

Vе = —Я? (~ -

2
- 5з + 3,2 + ..

а*н:'- вя. 5 _

48а*Е1а В Н- +В- 5 '

ВН 2 а*Н + Я\2' ‘ Я2 + В2 ) ’

(14м
о =

/_2_ з з_ з , . +
о»Я»-Д»Ш 48авЕ1 3 \Н а 5 6п 5 1 Я2 +Я2 5 '

. б-’Я _а 3 Я_+ Я\
' 2 Я2 +”Я 2

/

Перемещения нищ вызываются изгибными моментами
Исходным уравнением будет

Е1 = М .

Аналогично нахождению о0 и ку° определим уравнения
искривленного контура при помощи перемещения Д узловой
точки а поперечного сечения

"

_
ВНР /2 „8 а3 Я3 -Я3

с и
"

/ 288 а 3Ы5 у В ' Я2 +В-
, ВН 2 а^Я_+б\

2 Я2 + Я-’/ 0(2 ’ '

89
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ВНР / 2 03,032 «
3Н 3 В3

ж = ШсЩ {-ТГ “353 +За 5 “ нчГв? 5 -

ВН‘ а»Н +В\ ... , IС,—*-•-№+!?) и.- (15)

Путем суммирования выражений (12), (14) и (15) полу-
чаются полные перемещения

V=П*4- V 0 +V; ]

ш т* + ш° 4- т. ]

5. Изгибающий момент М х и поперечная сила С} х

Через деформацию контура можно выразить и угол пово-
рота образующей относительно продольной оси <?х и кривизну
хх . Для этого следует взять соответственно первую и вторую
производные выражения (16) по продольной оси х. Например,
па горизонтальных гранях стержня (фиг. 1)

ду
у дV*у ' ду° ду

у „

= ~д7 + ~дГ + = +Ч* +

, 8
(17)

х —- 5 - - г= х* 4- х° 4- х .

X дх2 х 1 X 7 X

Выражение (17) позволяет определить изгибающий мо-
мент Мх и поперечную силу Л

. вдоль образующей:

Мх
= -Е1ху.х-

дМ_х (18)
Чх— дх •

Рассмотрим порядок величины отдельных слагаемых хх в
выражении (17).

При постоянной и изменяющейся по линейному закону на-
грузках х° = 0. Как показывают сравнительные вычисления,
в этом случае величина к* ничтожна по сравнению со сла-
гаемым хх и поэтому достаточно взять в выражении (18)

X К» ’

Если интенсивность внешней нагрузки изменяется по зако-
ну параболы второго порядка, то х° фO. Чтобы достигнуть
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конкретных результатов, рассмотрим более подробно стержень
со свободно опёртыми торцевыми диафрагмами.

5. 1. Слагаемое кх

На основе (12) возникает максимальное перемещение кон-
тура о* в узловой точке поперечного сечения (5 = 0 или 8 —В)
и поэтому

*
д2l> Х 1 (гг (Р п п сР .

„ Л
= = “й?" 003 51П 0Д

Для упрощения вычислений перенесем начало координат
(х =0) в середину стержня. Тогда, при 6 = б<=сопзl;. и В—И
(квадратное поперечное сечение)

«* = - '-«йгАяг (5^ 4 -

и в узловой точке контура

* 2р [ . Ы2р , ЪЬ2р \

"ОВбТ (8Ш 1 С 120В2б, ) '

При встречающихся в практике стержнях

Ы2р А 5 Ь2р
,5111 12СВ2ЙI

~0 и СOS 120В2 б7
"

‘

Итак

х^~Т?вбГ‘

5. 2. Слагаемое х х

На основе выражений (15) в узловой точке контура
-

_
( В 2Н*Р аг Н+В \

..

~

576а 3 ' Н 2+В2 /
*

Из-за 61= сопз(. и В— Н следует, что а=l и Р~2В6\, вслед-
ствие чего

В 5 и
У

*

~

~

24В6,2 °а ‘
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Теперь получим

Г _

=__

В5
_

[у
дх2

!
2 аа ‘

Формулы возникающего в самонаиряженном состоянии
продольного напряжения аа и его производных представлены
в табл. 8. Из этой таблицы видно, что при шарнирно опертом
по концам стержне

~НРйГ ( 1+ =

ВЧ. 2ЬГ ( 1 +/г°) •

Следовательно

х
*
~

Е! 2,(.з •( 1+ яо), (б)

где {С|-л0 ) зависит от коэффициента' кЬ. характеризующего
геометрические размеры стержня.
В данном случае

*=lГ
В табл. 1 приведены коэффициенты кЬ. для различных тол-

щин стенок и длины стержня.

Соответствующие величины (Н-п 0 ) приводятся в табл. 2.

Величина коэффициента кЬ
Таблица 1

б,
I В 1 1 1

~В 100 50 10

3 0,558 0,789 1,764
5 0,930 1,316 2,94

10 1,860 2,63 5,88
20 3,72 5,26 11,77



5. 3. Слагаемое х°

На основе (14) в узловой точке контура

_ В 2 Н2 а3 Н+ВV—— . ! п
* 96а3Е], Н2 -\-В2 и *

При б( = сопBl. и В= Н это выражение упрощается;.

О В3

Ъ = -ЩГРХ -

Теперь, для нагрузки, интенсивность которой изменяется по
закону квадратной параболы, получим

0 X В 3 В 3р , ,

дх2
~ ЪЕЬ?Рх— ЕВ 26? ‘

При сопоставлении выражений (а), (б) и (в) выясняется,
■ что

** , '4 2Е12Ь\2
ч о I+ Ло их о •

Применяя для стали Е = 2,Ъ О , получим

.4. = с 44 44
ч° ' ’В2 В 2

‘

Результаты сравнительных вычислений приведены в табл. 3.
\ /
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Величина 1 т п0

Т.аблица 2

к1 0,558 0,789 0,930 1,316 1,764
-

1,860

1+по 0,9950 0,9801 0,9623 0,8611 0,6396 0,5829

к1 2,63 2,94 3,72
'

5,26 5,88 : 11,77

1+по 0,1656
.

0,0548
. -

—0,0947 —0,1257 —0,1033 0.005!
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Как видно из этой таблицы, при вычислении кривизны х х
по (17) следует учесть влияние всех трех слагаемых.

И. Ход решения задачи

0. Вывод вариационного уравнения Эйлера

Из предыдущей главы вытекает, что для вычисления пол-
ных усилий и деформаций стержня надо прежде всего опре-
делить величину продольного напряжения таха х оа , возни-
кающего в самонапряженном состояний. Воспользуемся для
этого т. н. энергетическим методом.

Поскольку эпюры продольных напряжений р поперечных
изгибающих моментов при рассмотренной внешней нагрузке
прямолинейные (фиг. 3 и 6), то выполняем дальнейшие вычис-
ления при помощи наибольших ординат эпюр

тахо х
= тахо°х -\-таха х =O -\-оа

= аа ;

В ВНР М l9)
тахМ

$

=тахМ° тахМ
5
=—— р х -]— а'а .

Всю потенциальную энергию можем представить в виде
суммы трех слагаемых.

а) Потенциальная энергия растяжения-сжатия стенок и
стрингеров

X X

и'~l(l.жар+ 2-&/*.**■ (20)
о о

б) Потенциальная энергия изгиба стенки и поперечных
рёбер

Таблица 3

В

В—106, В—506, В—1005,

X*
хо"

*_

X»
X*
х°

X

х°~
X*
х°

X

X5"

3
5

10
20

0,450
1,25
5,00

20,0

0,640
0,055
0,103
0,005

0,018
0,050
0,200
0,800

0,980
0,861
0,166
0,126

0,0045
0,0125
0.050
0,200

0,995
0,962
0,583
0,095
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л; х

и*=!!,-§,; ***- ж 11, {М° +"№**■ <2l >

о о

При рассматриваемой внешней нагрузке

-12ЩГ/Ц~Р* + ~Г< )'ШХ:=
о 5

О

в) Если концы стержня снабжены диафрагмами в виде
рамы или поперечного ребра, то потенциальная энергия из-
гиба диафрагмы, например, в месте х=o

гм-()

(22)

причем М5O =М°0 -\-М3 о определяется как М
3 . Потенциаль-

ная энергия изгиба диафрагмы другого конца стержня [х=Ц)
определяется таким же образом:

Г МЬи*-I.ък йа- (22)

Итак, полная потенциальная энергия системы
д:

_О= + ( Удo + Удl
)-= [“^” СГа'Ь ■о

+ [-Р.+-Ц- ) **+V* + • (23)

Если оа (х) является минимизирующей для И, то она
удовлетворяет уравнению Эйлера, которое в данном случае
имеет вид [7, стр. 211]:

«ЭФ , й2 (дФ \ А /гмч

I*7 + <24>



96

При помощи выражения (23) уравнение (24) примет вид:

".-■--К в )р:

пли
= СР;, (25)

где
и—— ]/ 48а 3б! 3 /оо 1)к \ В 2Н 2Р {а3 Н-\-В) У ’

И

е= ~иг- < 27)

Выражение (27) получено в предположении, что внешняя
нагрузка действует в вертикальных гранях стержня. Очевид-
но, что при какой-либо другой комбинации нагрузок общий
вид уравнения (25) сохраняется, но изменяется только вели-
чина умножителя р.

Уравнение (25) впервые получено В. 3. Власовым исходя
из общих восьмичленных диференциальных уравнений своей
теории складчатых систем. В. 3. Власовым дано решение
однородного уравнения в случае шарнирного опирания тор-
цевых диафрагм стержня [B, стр. 147].

7. Решение дифференциального уравнения

При нагрузке р х =р = сопзl. уравнение (25) становится
однородным;

аl/+4/г4 оа =O. (28)

Так как естественные граничные условия вариационной
задачи строительной механики соответствуют из возможных
граничных условий лишь одному частному случаю, то для
интегрирования уравнения (28) применяем метод начальных
параметров [9, стр. 340].

Искомая функция аа иеё производные будут выражаться
следующим образом;
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[Вх ,
сх „ охАх а«0 +Т°Л+(Г"л+)Г °оО >

= аЛ+ Ж»;

Вх } (29)
К = а»о + т°л“44!с

«
I,«о- 4№х оя;

а.а 4 "л - 4* 2С
,

4 °»о ■:

»1г
= -44‘»„

где
= сЬ кх соз кх;

Вх
= (сЬ кх 5Ш кх -ф- зЬкх соз кх);

1 (30)
Сх — ~2~ зЬ Алгзш кх;

Ох— (ей кх зш кх зЬ кх соз кх).

При внешней нагрузке, изменяющейся вдоль образующей
линейно или ступенями (а также при ступенчато переменной
толщине стенки стержня), могут быть использованы выра-
жения (29) при условии, чтобы они были связаны с внеш-
ней нагрузкой. С этой целью введём понятие обобщенных де-
формаций. Обобщенные смещения ьх , угол поворота и кри-
визну образующей к х получим через потенциальную энергию
системы:

~ ди в 2НР ,
, гг , / , НР „\ »

до‘а
~ ( а Н В) \ р х

+
6 ая ) ;

_

д I дСГ\_ В 2НР , Bгг , т / . , НР ... \
9х 48 н+в) (-0 + (31)

д 2 Iди \ В2НР . о гг . т I п . НР \

Отсюда следует, что
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1

(32)

= -4 к" ®в = Р^'»
где -

-,_ 288-Еа3 б1 3
/оо\ь В 2Н2Р2 (а3 Н+В) ‘

Подставляя выражения (32) в формулы (29), получаем
решение однородного уравнения (28) через обобщенные де-
формации.

Если интенсивность нагрузки меняется вдоль образующей
непрерывно по какому-либо закону, при котором второе про-
изводное грузового члена отличается от нуля, то самонапря-
Женное состояние стержня описывается неоднородным урав-
нением (25).

При нагрузке, изменяющейся по закону квадратной пара-
болы, получаем решение уравнения (25) в виде;

°а Ах а аo + У ааo + То +

+ + +-щт(Ах~- 1)р:

= К <,„ + <Я+ %-С?. - 4 ааo +

+ -Т-РРо+%РРо—-Ш°хР’
~ В - } (34)

+ АхР Ро+ т Р Ро~

°а= Ах'Го~ 4тх
-

м - 4 а; 0 4кОх с Д
4АО*Р рс + Ах?Р о-г Вхр-,

ап —_ 4 к \г, .а а



Для возможности постановки граничных условий дадим и
выражения для обобщенных деформаций;

С = А
Х
С*

0
+ - 4 к2Сх ом - 4 кОх ом+

I л I х ' 8 9Лх РРо + "]Г РРо~~ р Рх Р2Х СхР’

С?,= С - 4тх оа0
- 4 а аo -4Юх С -

Л 8 о (35)
-АкОх? Ро +Ах? ро -9Рх --1!тВхр-

~Ть* *х = а ап +ДГ ааo+ дК '°о +ДТ +

+ -I )Р'

7. 1. Граничные условия

В табл. 4 приведены граничные условия для четырех важ-
ных комбинаций закрепления концов стержня. При симмет-
ричной нагрузке и закреплении концов стержня начальное
сечение принято в середине пролета (в этом случае 1=2/).
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Таблица 4

Нагрузка постоян- Нагрузка изме-
ная или изменяется ияется по линей-
по закону параболы ному закону

Оба конца связаны с о'ао = аа1=° &а0 — 0аЬ —

жесткими диафрагмами
■§
1

11 п с о11***II№

Оба конца жестко <0 = 0 11 н5
*

11 О .'

закреплены фо = ф, = у1 = 0 — 0

Один конец свободный, а я0 = аа0 = 0 °а0 = аа0 = 0
другой — жестко закреп-

, _ ,

леи (консоль) о1111э- Ф/, = = 0

Один конец связан с жест- Оао = 0 °а0 = 0
кой диафрагмой, другой —

жестко закреплен —V 0 — 0 О11IIо11еь
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7. 2 Номограммы

Формулы для вычисления продольного напряжения оа и
его производных представлены в табл. s—B5—8- При помощи этих
величин определяются усилия и деформации в самонапряжен-
ном состоянии. Окончательные, расчетные усилия и перемеще-
ния получаются суммированием соответствующих величин
исходного и самонапряженного состояний. Для упрощения
вычислений продольных напряжений и поперечных изгиба-
ющих моментов, как наиболее важных усилий, составлены
соответствующие номограммы (фиг. 9—32). На номограммах
графически показано изменение аа и Мза в зависимости от ве-
личины кЬ. На основе (26) к зависит только от размеров по-
перечного сечения. При постоянной к графики на фиг. 9—32
показывают влияние длины стержня на распределение внут-
ренних сил: чем больше кЬ, тем больше сосредоточиваются
продольные напряжения к жестко закрепленным концам
стержня и тем больше приближается эпюра АД к эпюре
М° , возникающей в исходном состоянии.

При применении номограмм следует иметь в виду, что
коэффициент .

р
° =0- +

’ ( 36)

где Р\ = 61И иР2 ~ 62В аЬ\В.
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ТАЫЛША РОШТЕНМНЛBЕ ШSТIТНШI ТOIМЕТISЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 624. 04. 001. 24

А. А. Сумбак

РАСЧЕТ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК
С ПРЕДВАРИТЕЛНО НАПРЯЖЕННЫМИ

СТРИНГЕРАМИ

Рассматривается цилиндрическая оболочка с торцевыми
диафрагмами и предварительно напряженными стрингерами
(фиг. 1).

Фиг. 1

Соответственно обозначениям, приведенным на фиг. 1,
усилия и перемещения оболочки могут быть выражены фор-
мулами (1), изложенными В. В. Новожиловым [l].

Тт=~^т[в<т р ,таСos(с/, та* Îт *^)-Вгтв Сгт СO5/Вг п/**Ргт~ l,т (
■' УГП I"

З т --
Е o[В1т е<' т*зlп&т* +р,т-%)+В!те Сгт *сos(Вша^т + %)]+Зт г
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Огт‘ -Щ4[в lте с,тлBlп(сlт№ *р,т ч. гт е<г^соз(сl гта^гт -§)]'

ит-'-р[В,а е<‘ яЛсoB(с/ 1та т* ~)-Вгте<*т*соз(сl гт а +р г т-Ц+ и*
>

Ут—ш те'с' т*созМIГ р*р, т+§)-В2т е Сггг*зlп(дгтыргт - %)]+ С
мт=В,т е С/”лсоз(В,та+р, т)+В, те с*т*соз(с12та*р гт) * >

уМ т е'С}тЛзlп(дг^ уда
*

М)
где
\т = ( (т-1; 2;3;...)

,

С,т =Вгт =Щ^ ] =Ут СO3- ,

= Ут s'Пт . (7)

В2т > Р lж , s2т постоянные интегрирования, опре-
деляемые при помоши таблицы ]. Звездочкой обозначены
усилия и перемещения, заимствованные из безмоментной
теории.

Таблица 1

ит = 1

Пт
=о

я =0

и т —

®т •-
1

»т =°

**«=0

ит = 0

«'т = 1

Я*«=0

и т =0

'°т =0
= 0

№т г=\

ит = 0
'

= 0

~
0

я =о

в1ш С05 01т 0.00 —0,924 у от —0,707 0,924
'*т .



В таблице 1

0,. = 0,924 у„ ут 4 0,707 шт + К .

ут

•V 2 9 39
В2т = 2,41 -1 ат + 4,08 V* + 4,12

Лот я/

(3)
Оз„ = - 0,924 1,707да, ТЩ- Н .

т

Г\
*т ООО 1 7Л7 0,383 ,

от г йот 2,23 9 /и Vт 1,707 "ЙУ/л ~7? .
л от 7 от

Ввиду относительно малого поперечного сечения стрин-
гера можем пренебречь его жесткостями на изгиб и на кру-

, чение. В этом случае на контактной линии оболочки и стрин-
гера должны соблюдаться условия

Г 2 =O, (?2 =O, М2 —O, иоб ис . (4)

Рассматриваем стрингер как отдельностоящий- элемент, к
которому приложены сдвигающие усилия 5 и предваритель-
ное напряжение N (фиг. 1). Разложив 5 и N в ряд Фурье,
определяем перемещения стрингера. Получаем:

_ у 4НУЩ
..

($-^Ьl)Сoз\т s .I тгт-Ч ЁЯЛ*/ *

п (5>
-.0. *т *о. Гт =o.
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В\т 5|п Р|т
V 2

—2,41 у— -4,08 —4,12 2,32 В>2т

В2т с03 $2т 0,00 0,924 у от ■ 1,707 0,924
ут

т

В2т з1п $2т
V 2т
*
т

2.23 1,707 0,383
V

В>Ат
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Далее для решения контактной задачи на линии сопряже-
ния оболочки и стрингера воспользуемся таблицей жесткостей
края оболочки [l] и формулами (4) и (5). В результате по-
лучаем систему уравнений, состоящую из четырех линейных
алгебраических уравнений, которую целесообразно предста-
вить в виде таблицы 2.

В таблице 2

А >т= тда т ут у т со

А гт - 3,414
да '/л От? ш со

= Ш^Ри„-5,829 +6,308 $»;+3.414 ,
/77 гр 'т т

А 4т=- *3.414 фмт +2,6/3 Гб)
. , Л» 777 л? 'Л

/с = s2_у
,т

*$ Ат

г = *2»с,т*2/71 *У2/*-0 s'п% •

,с =

_Ш)т*' Мо тзда 7/3/77- // с</*г»*

Таблица 2

ит 4 1 гп =к

>42.613— +Р Шт

X*т3,414 -а— 2,613 ~т-у ш

;
3

Агп
4
\г

А\т +р \т

х3
тт

3,414 — 2—

%

кт6,308 —г~
V

х4
Кт5,829 —г-
V

2,613 -г-
7 ш

А2т + +

х3
тт

2 613 з
ут

х*т
5,829 -г-

\п
С

6.308 -г-
Ут

3.414 4-
V

+ +

х3
Ат

4
Vт

X*
2,613 -т-

V ,т

X*ТП3,414 —

V

х4

2,613 -

7
-

\п



139

,
=

41-1 .Лфд,т х(гт-и е5~
с- _4НГ// Лт ■ а

кцт-1) 2ЕКS Ы^ ’

• 4(~дт *' а 2

тг12т-1! гЕЯ!’^ПСO*'Я (7)

Табл'ица 2 применима также при расчете оболочек без
предварительного напряжения. Различие состоит лишь в том,
что в этом случае отпадают Р[т . Р‘2т и Р'гт выражающие
влияние предварительного напряжения.

Решая систему уравнений, получаем перемещения кон-
тактной линии, при помощи которых и таблицы 1 определяем
постоянные интегрирования, входящие в формулы (1).

Численный пример
Рассмотрим железобетонную цилиндрическую оболочку

(фиг. 1) с предварительно напряженными стрингерами, имею-
щую следующие характерные размеры и нагрузки:

1 =25,0 м, О = 0,3 0,3=0,09 м2
,

Н =9,3343 м, l5O г,
Фо=4o°, д—0,325т/м2

,
} (8)

6 = 0,07 м. <7о =0,215 т/м,
=300.000 кг/см 2.

В численном примере учитываем только первый член ряда
Фурье (т= 1), чем обеспечивается достаточная для практи-
ки точность.

Вначале определяем усилия и перемещения на контактной
линии начальной задачи. Воспользуемся формулами безмо-
ментной теории;

Т.l~-2Я'IГТ1 Лг соBГ' = тМт СO3Г>

Тг ;— СО,Г. С -^ Ч* г,
3

а- - гнЯ" X™*. Р/'* &}**?,



со

т $
т=l

л (. 4 )Пl+l
-ЧЮ

Получаем:

-Л- ЛГ= -394,47 Л. в,*= 1311,90-Л,
Л 5,»= 564,65 Л

; шГ = —1957,77 Л, | (11)

«,*= .448,81 Л, чг,*= —35,46 Л.
Далее, воспользуясь (11), заполним таблицу 2, т. е. соста-

вим систему уравнений, определяющую перемещения кон-
тактной линии. Результаты приведены в таблице 3.

В таблице 3 свободные члены в последнем столбце отно-
сятся к системе уравнений для оболочки с предварительно
напряженными стрингерами, а в предпоследнем к оболочке
без предварительного напряжения.

Решая системы уравнений, представленные в таблице 3,
получим для предварительно напряженной оболочки:

«1= 3 028 -р—, = 151 592 --,

(12)
п, =2O 675 -р- , ОТ, = 387 393
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Таблица 3

и, »1 =к\ —

0,906 0.219 0,0333
-

0,00254 6,89 -1-Е
13207,25 Е

0,219 0,0943 0,0174 0,00155 614.32 -

Е 575.54 -!г
0,0333 0,0174 0,00374 0,000403 3,52 -1-Е 49,73 1-Е

0.00254 0,00155
• - ■

0,000403
-

0,0000615 2,47 Е 2,47 -

Е



Фиг. 2.

и для оболочки без предварительного напряжения;

Ы\ = —l3 507 , щ =—9oo 397

I
(13)

= 165964 1 315331-—-.

Для поределения постоянных интегрирования В и ,
В 2\, (Зц

и |32 1 составим две системы уравнений, воспользуясь пере-
мещениями (12) или (13) и таблицей 4.

Так например, применяя (12). определяем для оболочки с
предварительно напряженными стрингерами:
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Таблица 4

и х—1 ■ У 1=1 ГУ 1=1 -№=1

В п соз р„ 0
•

—4,639 —0.707 —0,184 15205,84 *-

Е

В и 5Ш рц
'

—51,795 —20,486 —4,120 —0,462 43 585,26 *-
Е

В21 СОЗ р21 0 4,639 1,707 0,184 —2683,41 ~
Е

В 2 1 ЯШ Р21 21,492 11,197 1,707 0,0763 —21830,27 4"Е
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Фиг. 3.

Ви

• =—s4 808 -д- ,

Вп зш р„= (—156 841—423 541 +624 559 l7B 975 +

+ 43 585) 4“ = —9l 213 ~,

(14)
В2Х СOB р2 | =(0 +95 910 258 768 +

+7l 280 2683) 4“ -—94 261 4“ ,

В2l 5Ш р2 ,
= (65 082 + 231 494 258 767 +29 558

2l = 45537 1Г •

Решая системы уравнений (14) получаем:

В Л] = 106400 4“ , Рп = 239°00',
(15)

В2Х = 104 700 4“ > Р2l = 154° 12'.

Совершенно аналогично получим для оболочки без пред-
варительного напряжения:

Ви = 554400 р„ - 181°48',
(16)

В2l = 390 900 4“ . В2l - 151 °36'.
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Далее, воспользуясь постоянным интегрирования (15) и
(16), при помощи формул (1) определяем усилия и переме-
щения предварительно напряженной оболочки, а также обо-
лочки без предварительного напряжения. Некоторые резуль-
таты вычислений приведены на фигурах 2—5.

Заключение
Из численного примера явствует, что изложенный метод

расчета достаточно нагляден и .не требует большой вычисли-
тельной работы. Метод применим для практического расчета
цилиндрических оболочек с предварительно напряженными
стрингерами, а также со стрингерами без предварительного
напряжения. Следует отметить, что учет предварительного
напряжения не увеличивает объема расчета.

Из сравнения результатов численного примера (фиг.
2—5) следует, что предварительное напряжение существенно
изменяет усилия и перемещения оболочки.

В эпюре Т\ у края оболочки ликвидирована зона доволь-
но больших растягивающих усилий, при этом в остальной
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части оболочки 1\ существенно уменьшается (фиг. 2). Пред-
варительное напряжение уменьшает также сдвигающие уси-
лия 5 (фиг. 3)

Особенно большие изменения возникают в изгибающих
моментах М2 (фиг. 4) и в перемещениях ю (фиг. 5). Оба они
уменьшаются в среднем примерно в 5 раз. Следует отметить,
что рассматриваемая в примере железобетонная оболочка
осуществима лишь с предварительно напряженными стринге-
рами, поскольку в случае без предварительного напряжения
в середине продольного пролета у края оболочки перемеще-
ние ш = 29Д см ина коньке оболочки изгибающие моменты
/И 2 = 1,863 тм/м. Для оболочки с предварительно напряжен-
ными стрингерами имеем соответственно т = 5,1 см и М2 =

= 0,399 тм/м.
Из вышеизложенного следует, что предварительное напря-

жение стрингеров оказывает на напряженное состояние обо-
лочки весьма благоприятное влияние, являясь даже более
эффективным, чем применение предварительного напряжения
в бортовых элементах [3, 4].
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ГИДРАВЛИЧЕСКИЕ ДИНАМОМЕТРЫ НОВОЙ
КОНСТРУКЦИИ

Введение

В целях улучшения техники измерения горного давления
на рудниковые крепи автором статьи были сконструированы
и внедрены в практику новые гидравлические динамометры
пятидесятитонный для сжатых стоек и пятнадцатитонный для
анкерных болтов. Эти приборы пригодны также для измере-
ния силы при испытании сооружений, строительных конст-
рукций и в других целях.

Созданные динамометры значительно отличаются от при-
меняемых до сего времени и обладают многими преимуще-
ствами перед ними. Оригинальной чертой является примене-
ние тонкой диафрагмы, благодаря чему достигается полная
непроницаемость прибора наряду с его высокой точностью и
прочностью. К динамометру присоединены специальные вен-
тиль и компенсатор высокого давления, которые позволяют
при необходимости убрать манометр и его вновь поставить
на нагруженный прибор.

*

Измерение давления на шахтные.крепи происходит в ис-
ключительно сложных условиях. В первую очередь заслужи-
вают упоминания следующие характерные черты.

Давление на рудниковое крепление появляется в основном
как следствие медленного перемещения горных массивов и
поэтому оно значительно зависит от податливости элементов
крепления. Те стойки, которые обладают меньшей податли-
востью, принимают на себя большую нагрузку. Если для из-
мерения давления под элемент' крепления подставляют дина-
мометр, то измеряемая сила остается неизменной только при
условии сохранения податливости элемен-

14510 Строительные конструкции. .
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та. Так как все динамометры в той или иной мере податли-
вы, то они нарушают условия нормальной работы руднико-
вого крепления и вызывают соответствующую ошибку в ре-
зультатах измерения. Для умеьшения ошибки следует при-
менить динамометры с меньшей податли-
востью. Податливость применяемых в настоящее время ди-
намометров (особенно механических, которые в Советском
Союзе наиболее распространены) велика. Например, для ан-
керного крепления применяются динамометры с сжатием в
пределах от 2 до 9 мм при силе 10 т, в то время как удлине-
ние анкерного прута при силе B—98 —9 т составляет лишь
1,0—1,5 мм. Такие динамометры явно искажают действитель-
ную работу анкера в такой степени, что теряют свое значе-
ние как силоизмерительные приборы при данных условиях.

Другим фактором, усложняющим определение горного
давления, является продолжительность измерений, колеблю-
щаяся в пределах от нескольких дней до нескольких месяцев
и даже до нескольких лет. Следовательно, к динамометрам
предъявляют большие требования по устарению
измерительной способности. Применяемые до сего
времени динамометры часто недостаточно удовлетворяют
этим требованиям. Основным источником изменений в дина-
мометрах под действием длительной нагрузки являются пол-
зучесть и релаксация металла в пружинных элементах, а так-
же в других деталях. В некоторых гидравлических динамо-
метрах имеет место кроме ползучести еще утечка рабочей
жидкости из гидравлической системы. В борьбе с устарением
в механических динамометрах следует в первую очередь огра-
ничить величину напряжений. В гидравлических приборах
необходимо обеспечить полную непроницаемость и сократить
время нахождения манометров под давлением.

Следующим важным требованием при конструировании
динамометров под рудниковое крепление является сопро-
тивление к разрушающему действию взрыв-
ных работ. Часто приборы находятся на расстоянии

I—21 —2 м от груди забоя и подвергаются многократному дейст-
вию взрывов, а иногда остаются под завалом породы. В то
же время все известные нам из практики динамометры неудо-
влетворительно переносят взрывные работы.

Кроме вышеприведенных факторов усложняют работу ди-
намометров в рудниках еще грязь, влага, корродирующие га-
зы и т. д. Для обслуживающего персонала представляют
большие неудобства недостаточное освещение и теснота.



Само собой разумеется, что динамометры для шахтных
условий должны быть компактны и небольшого веса ввиду
необходимости переноски их иногда на большие расстояния.

Общие конструктивные соображения

Из изученных нами вариантов силоизмерительных прибо-
ров под рудниковые крепи наиболее удачными оказались гид-
равлические динамометры. Неустранимым недостатком меха-
нических динамометров можно считать различие характерис-
тик при нагрузке и разгрузке. Обычно указанное обстоятель-
ство при измерениях не мешает, так как нам известно направ-
ление изменения нагрузки. Если же оно неизвестно (как это
часто бывает при измерениях в шахте), то применение меха-
нических приборов ведет к большой погрешности. У механи-
ческих динамометров также очень трудно уменьшить прояв-
ление устарения без чрезмерного увеличения веса прибора.
Кроме вышеуказанных они обладают еще рядом других не-
достатков.

Автором предлагается гидравлический динамометр с.
тонкой стальной диафрагмой (см. фиг. 1). Гру-
зовая пластйнка, заменяющая поршень, упирается на' диа-
фрагму и имеет диаметр меньше (на 15—20 мм) диаметра от-
верстия в кольцевой гайке. В зазоре между грузовой пластин-
кой и внутренним краем гайки находится волнообразная
складка диафрагмы радиусом выпуклости s—B мм. Такая
диафрагма толщиной 0,3 —0,7 мм из мягкой стали работает
главным образом на растяжение и разрушающим для нее яв-
ляется давление в полости динамометра не менее 500 ат. Мак-
симальным рабочим давлением принимаем 250 ат, которое
достаточно для построения гидравлических динамометров.
Применение предложенной диафрагмы позволяет обеспечить
герметичность полости внутри прибора и таким образом
устранить основной недостаток динамометров поршневого
типа. Кроме того, динамометр с тонкой диафрагмой лишен
недостатков, присущих динамометрам с толстой плоской
мембраной: большой погрешности, чувствительности к изме-
нению температуры окружающей среды и необходимости та-
рировки после каждого ремонта или открытия гидравличе-
ской системы. По сравнению с динамометрами, имеющими
тонкие резиновые или стальные мембраны, прибор с диа-
фрагмой обладает тем преимуществом, что он допускает от-
носительно большие и неравномерные осадки грузовой пла-
стинки. У тонкомембранных динамометров небольшое откло-
нение поршня от нормального положения вызывает обрез
мембраны или же задевание поршня о цилиндр.
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Применяемые в настоящее время гидравлические дина-
мометры. хотя и менее податливы чем механические, всё же
слишком деформативны, особенно для измерения силы ан-
керной крепи. Исследование этого вопроса показало, что
податливость гидравлических динамометров зависит глав-
ным образом от количества жидкости и воздуха в гидравли-
ческой системе. Для уменьшения податливости необходимо
ограничить объем полости, соединительных каналов и трубок
для жидкости до минимальных размеров, а при заполнении
и использовании следить, чтобы в системе оказалось мини-
мальное количество воздуха. Еще выяснилось, что обычно
много воздуха попадает в систему при соединении (отсоеди-
нении) манометра или других узлов с динамометром из-за
утечек жидкости из штуцеров.

Для повышения сопротивления к разрушающему дейст-
вию взрывных работ, а также для устранения устарения ма-
нометра у наших гидравлических динамометров предусмат-
ривается возможность установки манометра
или самопишущего устройства на динамо-
метр для каждого отсчета и возможность после-
дующего удаления прибора от нагруженного динамометра.
Многократный обмен манометра вел бы к большим потерям
жидкости, если бы применялись обыкновенные масла, глице-
рин или ртуть. Устранение утечек было достигнуто с примене-
нием солидола в качестве рабочей жидкости.
Преимущество солидола состоит в том, что ввиду большой
вязкости он не вытекает из соединительных каналов и трубки
манометра во время соединения или отсоединения штуцеров.
Для замены манометра динамометр снабжен вентилем высо-
кого давления.

Перед устанавливаемым на динамометр манометром или
самописцем находится компенсатор давления. Дело в том, что
в трубке установленного манометра вначале отсутствует дав-
ление и поэтому при открытии вентиля нагруженного дина-
мометра небольшое количество солидола перемещается из ди-
намометра в трубку манометра. После отсчета, когда закро-
ют вентиль, манометр остается под давлением и выходящее
из полости динамометра масло не возвращается обратно.
Если снять манометр с динамометра, то давление в трубке
падает, масло выходит из манометра и часть его теряется. Эти
потери при многократных установках манометра составляет
значительный убыток для гидравлической системы и являют-
ся недопустимыми. Поэтому при помощи компенсатора дав-
ление в трубке манометра должно подняться перед открытием
вентиля примерно до ожидаемого давления в полости дина-
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мометра. Тем самым устраняется в значительной мере пере-
мещение масла между полостью динамометра и трубкой ма-
нометра. Небольшой переход масла все-таки имеет место из-
за некоторой разности давлений. Компенсатор должен вер-
нуть и эту часть потери масла в ту или другую сторону, в за-
висимости от того, где давление оказалось большим. После
закрытия вентиля разгружают трубку манометра с помощью
компенсатора из-под давления и снимают манометр
без потерь жидкости. Конструктивное решение
компенсатора может быть разное, однако наиболее удачным
оказался простой поршневой насос с высокой степенью непро-
ницаемости.

Возможность замены манометра создает благоприятные
условия для применения точных манометров, например,образ-
цовых. При большом количестве динамометров требуется
только некоторые или далее, в крайнем случае, один мано-
метр с компенсатором.

Динамометр BК-50
Конструкция показана на фиг. 1.
Динамометр предназначен для установки под металли-

ческие забойные стойки, под железобетонные стойки, а также
под деревянные диаметром до 230 мм или под верхняки. При
установке динамометра под деревянные стойки диаметром
более 150 мм, на грузовую пластинку прикрепляется наклад-
ка. Сферические нижние опоры металлических стоек уста-
навливаются в углублении в центре пластинки. Динамометр
рассчитан на максимальную нагрузку 50 г и не может пере-
-Iружаться более чем на 20 т. Вес динамометра без накладки
13 кг, с накладкой 17 кг. Предельный угол наклона грузовой
пластинки относительно корпуса доставляет 4° и предельный
угол наклона стойки относительно нормали корпуса 4° при
силе 50 т (8° при силе 25 т.).

Корпус, грузовая пластинка и кольцевая гайка изготов-
лены из стали Ст. 5. К корпусу приварен штуцер для соедине-
ния динамометра с вентилем, или непосредственно с мано-
метром, или самописцем. Диафрагма спрессована из мягкого
стального листа толщиной 0,5—0,6 мм, разрывное удлинение
не менее 20%'. Уплотнительное кольцо вырезано из бензо-
стойкой резины. Винт воздушного вентиля изготовлен из ста-
ли 45 с закаленным коническим концом. Остальные детали
из стали Ст. 3. Динамометр покрыт нитроэмалью. Сборка
корпуса, кольцевой гайки, диафрагмы и уплотнительного
кольца производится привинчиванием гайки на корпус при
помощи специального ключа длиной не менее 2500 мм.
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Фиг. 1. Гидравлический динамометр SК-50:
1 воздушный вентиль; 2 уплотнительное кольцо; 3 грузовая пластинка;
4 корпус; 5 полость, заполненная солидолом; 6 диафрагма: 7

, кольцевая гайка; 8 штуцер; 9 накладка к грузовой пластинке

Заполнение динамометра . производится горячим (70—

80°С) солидолом через штуцер в предварительно нагретый
прибор (40 —50°С). Особое внимание обращается на полный
выход воздуха через воздушный вентиль. Потребность соли-
дола для динамометра примерно 140 см3

. После заполнения
динамометра грузовая пластинка устанавливается на диа-
фрагму, щель между пластинкой и кольцевой гайкой слегка
набивается паклей, затем заливается нагретым техническим
вазелином. Набивка щели защищает диафрагму от коррозии
к обеспечивает удерживание грузовой пластинки на своем
месте.

Составной частью динамометра является вентиль высо-
кого давления, конструкция которого изображена на фиг. 2.



Фиг. 2. Вентиль высокого давления:
1 шпиндель; 2 нажимная втулка; 3 гайка; 4 гайка; 5 уплотне-
ние; 6 прокладка; 7 корпус; 8 защитный колпак; 9 штуцер для при-
соединения манометра: 10 штуцер для присоединения к динам'ометру;

11 соединительная муфта

Корпус вентиля изготовлен из стали Ст. 5, шпиндель из
стали У8 с закаленными коническими частями, уплотнитель-
ная прокладка —из красной меди. Остальные части изго-
товлены из стали Ст. 3. В качестве уплотнения (5) заклады-
вается вокруг шпинделя графитный шнур. Вентиль регули-
руется при помощи специального ключа. Камеру и соедини-
тельные каналы вентиля следует заполнять горячим солидо-
лом. Вентиль прикрепляется к динамометру при помощи
соединительной муфты на медной или паронитовой проклад-
ке. При эксплуатации время от времени необходимо подтяги-
вать гайку ( 3) для обеспечения герметичности вентиля. При
открытии вентиля под давлением следует шпиндель развин-
тить до отказа с небольшим натягом, чтобы коническое рас-
ширение на средней части шпинделя плотно прижималось
к гнезду на конце гайки ( 4). Необходимо учесть, что откры-
тый вентиль уплотняется в основном именно на конической
поверхности шпинделя. Уплотнение (<5) не способно обеспе-
чить длительной непроницаемости вентиля при высоких дав-
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лениях. Его задача состоит во временном уплотнении вентиля
в момент открытия, когда коническая часть шпинделя еще не
уплотнилась.

Для измерения давления предусмотрен образцовый мано-
метр типа ОМВ (ГОСТ 6521-53) с классом точности 0,20 или
0,35 и верхним пределом давления 250 ат. Могут быть исполь-
зованы также манометры с другими верхними пределами
давления с таким расчетом, чтобы и верхний предел изме-
ряемой силы соответственно понизился (см. табл. 1) . Диаметр
таких манометров составляет 180 мм. Погрешность динамо-
метра зависит в основном от применяемого манометра и при-
водится в таблице 1.

Таблица I
Верхние пределы измеряемой динанометром BК-50 силы, цены деления
и погрешности в зависимости от максимального давления и класса

точности применяемого манометра

К манометру принадлежит компенсатор давления (фиг. 3).
Компенсатор соединяется с манометром при помощи
резьбы (/). Муфта ( 9) служит для присоединения компенса-
тора вместе с манометром к вентилю динамометра. Схемати-
ческое расположение принадлежностей динамометра пока-
зано на фиг. 4. Наиболее существенными частями компенса-
тора являются цилиндр и поршень диаметром 16 мм, рабочие
поверхности которых пришлифованы с диаметральным зазо-
ром 0,0010—0,0015 мм. Такой зазор обеспечивает достаточ-
ную герметичность цилиндра, если в качестве рабочей жид-
кости применяется солидол. В рабочем состоянии поршень
компенсатора поднят на 3—4 см и камера в цилиндре запол-
нена солидолом. Солидолом заполняются также трубка мано-
метра и соединительные каналы в компенсаторе. Положение
поршня в цилиндре регулируется поворачиванием ручки. Для
фиксации положения ручки она снабжена штопорной кноп-
кой (на фиг. 3 не показана).

Макс, давле-
ние маномет-

ра, в ат

Макс, сила
динамомет-

ра, в т
Цена деле-

ния, в кг

Погрешность, в кг
с манометром
кл. точности

0,20

с манометром
кл. точности

0,35

250 50 167 100 175
160 30 105 64 112
100 20 67 40 70
60 12 40 24 42
40 8 27 16 28



Фиг. 3. Компенсатор давления:
1 резьба для присоединения к манометру; 2, прокладка; 3 корпус
компенсатора; 4 цилштдр; 5 ручка; 6 поршень; 7 корпус, 8 шту-

цер для присоединения к вентилю; 9 соединительная муфта
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Фиг. 4. Общая схема расположения динамометров и их принадлежностей:
1 динамометр типа ЗК; 2 сила сжатия стойки; 3 стойка; 4 вентиль
высокого давления; 5 сила растяжения анкера; 6 кровля; 7 динамо-
метр типа ЗКА; 8 гайка анкерного болта; 9 анкерный болт; 10 мано-

метр; 11 компенсатор давления; 12 почва

Манометр может быть присоединен также непосредствен-
но к вентилю (без компенсатора) или штуцеру динамометра,
если условия измерения это позволят. Однако мы не рекомен-
дуем пользоваться динамометром без вентиля даже в лабо-
раторных условиях.

Динамометр BК-50 может соединяться с регистрирующим
манометром (самопишущим прибором). При помощи таких
динамометров, применяя гибкие шланги высокого давления,
можно производить дистанционные измерения силы.

При измерениях для перехода от отсчета по манометру к
силе /V, действующей на грузовую пластинку динамометра,
следует пользоваться графиком или таблицей. Они состав-
ляются при помощи формулы:

где О диаметр гребня складки диафрагмы и
р давление по манометру.

Для динамометра BК-50 множитель перед давлением р
в вышеприведенной формуле составляет примерно 200 см 2
(О 159,6 мм).

Если манометр обслуживает только динамометры одной
марки, то можно на циферблат манометра нанести новые де-
ления, выражающие непосредственно силу N.

М =-\В2р,
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Динамометр BКА-15
Конструкция показана на фиг. 5 и общий вид несколько

видоизмененного образца на фиг. 6.

Фиг. 5. Гидравлический динамометр SКА-15:
1 воздушный вентиль; 2 наружная кольцевая гайка; 3 диафрагма;
4 грузовая пластинка; 5 опорная плита с шаровой опорой; 6 внутрен-
няя кольцевая гайка; 7 уплотнительное кольцо; 8 полость, заполненная

солидолом; 9 корпус; 10 штуцер для соединения вентиля

Прибор предназначен для измерения силы натяжения
анкерных болтов диаметром до 20 мм. Динамометр по своему
устройству сходен с описанным выше типом. Он состоит из
корпуса, в котором помещены аналогичные детали, как в
корпусе типа SК, и опорной плиты с шаровой опорой. Вне-
иентренная нагрузка на динамометр, которая возможна при
перекосах болтов, устраняется шаровой опорой. Динамометр
устанавливается на выступающую часть болта и крепится
гайкой, которая одновременно осуществляет и затяжку болта
до требуемой величины (см. фиг. 4). Динамометр рассчитан
на максимальную нагрузку 15 т и не должен перегружаться
более чем на 5 т. Вес динамометра 7 кг. Динамометр SКА-15
без опорной плиты может быть установлен также под сжа-
тые стойки.
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Фиг. 6. Вид динамометра SКА-15 вместе с вентилем, компенсатором и
манометром (на снимке показаны опытные образцы, внешний вид кото-
рых немного отличается от описанных в тексте и на других фигурах)

Основным конструктивным различием динамометра
BКА-15 по сравнению с типом SК-50 является отверстие в
центре прибора для анкерного болта. Отверстие обуславли-
вает применение кольцевой диафрагмы, двух кольцевых гаек
и двух уплотнительных колец. Толщина диафрагмы здесь
0,3—0,4 мм; она спрессована из мягкой стали (разрывное
удлинение не менее чем 35%). Потребность солидола для
динамометра 50 см 3

.

Для динамометра SКА-15 предусмотрены такие же вен-
тиль, манометр и компенсатор, как для BК-50. Характери-
стики динамометра с различными манометрами приводятся в
таблице 2.



Фиг. 7. График сжатия динамометра ЗКА-15

Таблица 2
Верхние пределы измеряемой динамометром BКА-15 силы, цены

деления и погрешности п зависимости от максимального
давления и класса точности применяемого манометра

Сжатие динамометра при номинальной силе составляет
0,452 мм (фиг. 7). Из графика сжатия видно, что податли-
вость является переменной величиной; с увеличением нагруз-
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Макс, давле-
ние маномет-

ра, в ат

Макс, сила
динамомет-

ра,, в г
Цена

деления,
в кг

Погрешность в кг
с манометром
кл. точности

0,20

с манометром
кл. точности

0,35

250 15 50 30 50
160 10 32 20 35
100 6 20 12 20
60 3,5 12 7 12
40 2,4 8 5 9
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ки она уменьшается. При малых нагрузках податливость при-
бора примерно 0,060 мм.-т, при больших 0,016 мм/г, в
среднем она составляет 0,030 мм/г.

Сила /V, действующая на грузовой пластинке динамомет-
ра, и давление рабочей жидкости Р связаны следующей фор-
мулой:

где О и й диаметры гребней соответственно наружной и
внутренней складки диафрагмы.

Испытание динамометров

Динамометры подвергались разностороннему исследованию
в лаборатории сопротивления материалов Таллинского поли-
технического института. Приводим основные результаты ис-
следований.

Испытание динамометров на прочность провели под сто-
тонным прессом. Экспериментальный образец пятидесятитон-
ного динамометра (несколько отличный по сравнению с фиг. {

конструкции) вышел из строя под силой 75 т, эксперимен-
тальный образец типа SКЛ-15 под силой 22 г. Оба образца
отказались работать при давлении выше 400 ат. При испыта-
ниях поломок деталей не происходило, но появились остаточ-
ные деформации в кольцевой ганке и на краях корпуса,
вследствие чего уплотнение нарушилось и жидкость вышла
за резиновое уплотнительное кольцо. По приближенным рас-
четам наиболее слабым местом оказалась диафрагма, однако
она выдержала давления больше расчетного.

Запас прочности динамометров составляет 1,5. Предпола-
гается после накопления соответствующего опыта на шахтах
несколько уменьшить запас прочности для таких динамо-
метров.

Вместе с динамометром находились под давлением 400 ат
вентиль и компенсатор, у которых никаких повреждений не
появилось. Утечки солидола из вентиля и компенсатора не
наблюдалось.

Непроницаемость динамометра испытывалась под пяти-
десятитонной механической машиной при давлении 250 ат.
Первое испытание производилось над пятидесятитонным ди-
намометром, который был снабжен вентилем, компенсатором
и манометром (номинальное давление 250 ат, класса точно-
сти 0,20). Прибор стоял под давлением в течение 30 минут.
При втором испытании динамометра SКА-15 вместе с вен-
тилем и манометром (без компенсатора) находился под дав-

лг =
-- (П*-Ф)



лением в течение 12 часов. При обоих испытаниях проникно-
вения жидкости, понижения давления по манометру, а также
движения рычага не наблюдалось.

Пригодность солидола в качестве рабочей жидкости про-
верялась при нормальной и пониженной до —25°С темпера-
турах. Для сравнения испытывали параллельно динамометр,
заполненный тормозным маслом. Следя за стрелками мано-
метра на параллельно нагруженных и разгруженных
динамометрах, разницы в показаниях манометра не заметили
даже при низкой температуре. В течение полугода проявле-
ния признаков устарения солидола в полости и каналах дина-
мометра не наблюдалось.

Динамометр BКА-15 подвергался еще испытанию на по-
датливость. О результатах этого испытания было сказано в
описании прибора. Податливость динамометра BК-50 специ-
ально не изучалась, однако известно, что сжатие при номи-
нальной нагрузке не превышает 0,2 мм, так что средняя по-
датливость составляет примерно 0,004 мм/т.

Погрешность динамометров исследовалась на пятидесяти-
тонновой механической испытательной машине при помощи
прецизионных динамометров и образцовых манометров из
класса точности 0,16 и 0,20. Машина и манометры были про-
верены перед испытаниями. Испытания проводились в виде
тарировки гидравлических динамометров с применением
манометров при различных максимальных давлениях (см.
табл. 1 и 2). Из испытаний можно было заключить, что между
силой и давлением существует линейная зависимость в пре-
делах точности манометра. Характеристики динамометров
при загрузке и разгрузке совпадают с погрешностью в пре-
делах допускаемого разброса отсчетов манометра. После
разгрузки стрелка манометра возвращается на нуль. Из вы-
шесказанного следует, что класс точности динамо-
метра совладает с классом точности приме-
няемого манометра (если манометр не точнее клас-
са 0,16). Приведенные в таблицах I и 2 погрешности полу-
чены с учетом погрешности только манометра.

Величина площади, которая получается делением нагруз-
ки на давление жидкости, имеет постоянное значение и для
динамометра SК-50 с Достаточной точностью для измерения
совпадает с площадью круга яК2

, где К представляет радиус
гребня складки диафрагмы и для динамометра SКА-15 пло-
щадью кольца я (Я2 г 2), где Янг радиусы гребней
соответственно наружной и внутренней складок диафрагмы.
Следовательно динамометры типа 8К и BКА истре-
буют тарировки, а рабочие характеристики можно
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составлять расчетным путем. Динамометры рассчитываются
но схеме поршневого гидравлического прибора без учета
трения. При этом условным диаметром расчетного поршня
является для типа 8К диаметр гребня складки диафрагмы,
а для типа BКА площадь поршня, равная площади полосы
между гребнями внешней и внутренней складок диафрагмы.
Возможность обойти тарировку значительно облегчает при-
менение динамометров на шахтах и на других предприятиях,
где отсутствуют соответствующие испытательные машины.

При некоторых испытаниях динамометр BК-50 находился
в испытательной машине с наклоненной относительно корпуса
грузовой пластинкой. Пластинка отклонилась до_4°, что соот-
ветствует относительному наклону примерно 1 : 15 Отметим,
что большего уклона пластинки не позволяет конструкция
динамометра. Данные испытаний показали, что наклонное
положение грузовой пластинки незначительно влияет на
погрешность динамометра. Однако при этом следует иметь
в виду, что значительный уклон пластинки усложняет усло-
вия работы диафрагмы, особенно при больших отклонениях
от нормального положения последовательно в разные направ-
ления. В интересах продления срока службы диафрагмы же-
лательно ее не заставлять работать в сильно деформирован-
ном состоянии.

Ряд испытаний проводился таким образом, что для каж-
дого отсчета манометр был вновь установлен при помощи
компенсатора 'давления на загруженный динамометр. Эти
испытания показали, что удаление манометра от динамометра
после каждого отсчета влияет несущественно на точность
измерений и податливость прибора.

Динамометр BК-50 испытывали также на совместное дей-
ствие нормальной и боковой силы. При нормальных силах
от 3 до 50 г были приложены к грузовой пластинке еще бо-
ковые силы 1, 2 и 3 тонны. Влияние боковой силы на погреш-
ность прибора не замечалось, но при боковой силе 3 тонны
появилась значительная деформация диафрагмы.

Кроме специальных исследований динамометр BК-50
использовался при лабораторном испытании стоек крепления
кровли и был применен в шахте № 10 (г. Лхтме) для изме-
рения силы- в стойках М 53-Д. Динамометром BКА-15 поль-
зовались в той же шахте работники горной лаборатории
института сланца. Он был установлен под гайкой анкерного
болта кровли примерно 1 м от груди забоя в камере. При-
боры подвергались действию взрывных работ. Оба динамо-
метра успешно выдерживали производственное испытание.
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На Таллинском машиностроительном заводе изготовили
динамометр типа 5К номинальной силой 120 т для проверки
прессов, выпускаемых заводом. По данным завода прибор
работает нормально.

В ближайшем будущем намечается сконструировать
динамометр типа 8К с номинальной, силой 30 т и типа 8КА —

8 т. В этих приборах предполагается повысить предельное
давление гидравлической системе и применить легкие сплавы.

* *

- ;г.

Все экспериментальные образцы динамометров и их при-
надлежности были изготовлены в экспериментальной мастер-
ской Таллинского политехнического института.
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ТАЕЕIША РOШТЕНШЫSЕ ШSТIТШOI ТOIМЕТISЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
СЕРИЯ А № 200 1963 .

УДК 534. 3

X. А. Орувеэ

ИССЛЕДОВАНИЕ
АКУСТИКО-СТАТИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК

ИСПОЛНЕНИЯ КРУПНОГО ВОКАЛЬНОГО
АНСАМБЛЯ

Введение

Проектирование зеленых театров или певческих площадок,
а также крупных концертных зал и сценических помещений
связано прежде всего с одной проблемой возможно ли вы-
ступление массового инструментального или вокального
ансамбля. В отличие от простого естественного источника
звука массовый ансамбль является комплексным по всей
сложности различных проблем. Комплексный источник звука
представляет собой крупную звучащую массу, распределение
энергии в которой практически равномерно, но разности в
путях звуковых волн от различных элементарных источников
создают многократное запаздывание основному сигналу от
самой близкой к слушателю части ансамбля. Расчет или даже
практическое измерение плотности энергии вблизи комплекс-
ного источника связано с большими трудностями из-за на-
личия интерференционных эффектов. Вообще вопрос об
условии когерентности натуральных звучаний требует особого
подхода, т. к. иногда наблюдаемая интерференционная кар-
тина весьма переменна. Если интерференционные эффекты
чередуются быстрее инерционной способности человеческого
уха, то обычно результаты взаимного усиления более за-
менты, чем результаты ослабления. Это приводит к полезному
усилению уровня, т. е. усредненный уровень интенсивности
звука не соответствует энергетическому сложению интенсив-
ностей, но ощущается большая громкость.

Большой интерес для проектировщика представляет пре-
дел допустимых габаритов размещения большого источника,
глубина и ширина подиума. Пределы определяются извест-
ным образом синхронностью исполнения. Последнее обстоя-
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тельство связано также со слуховым аппаратом человека,
т. е. «памятью» органа слуха и в связи с этим допустимым
интервалом запаздывания звуков от удаленных рядов испол-
нителей. Последний определяется временным сдвигом, при
котором человек не ощущает помех, имеющих прямое дей-
ствие на разборчивость или четкость исполняемой про-
граммы. По данному вопросу имеются относительно недавние
экспериментальные данные для речи и некоторых видов
музыки [l, 2,3, 4, 8]; что же касается вокальной музыки, и в
частности, исполняемой крупным ансамблем, то таких дан-
ных до сих пор в литературе нет.

В архитектурно-акустических задачах качество передачи
должно оцениваться также некоторыми статистическими
характеристиками таких случайных звуковых процессов, как
речь и музыка, для того, чтобы определять оптимальные
условия их восприятия. В этих целях целесообразно, напри-
мер, анализировать не кривую прямой сигнальной функции,
а некоторых более медленных, но все же связанных с ней
функций времени, соответствующих интеграционной способ-
ности органа слуха. В качестве одной из таких функций
обычно выбирают среднюю за некоторое время мощность
сигнала или, в логарифмических единицах, достаточно
долговременное среднее значение текущего уровня. Для ис-
следования применяется логарифмический самописец, кото-
рый способен вследствие своей инерционности интегрировать
напряжение. Получаемые уровнеграммы при записи различ-
ных речевых и музыкальных звучаний показывают, что веро-
ятность наличия различных динамических уровней, подчи-
няется определенной закономерности в течение определенного
времени исполнения, удовлетворяя в большей или меньшей
степени закон нормального распределения Гаусса. Из более
ранних работ известно, что уровни, встречаемые в синфони-
ческой музыке, хорошо следуют кривой нормального распре-
деления, однако речевой сигнал не дает хорошего приближе-
ния. Что же касается вокального исполнения, и в частности,
хорового пения, то это представляет собой комбинацию ре-
чевых и музыкальных звучаний, с заметной неоднородностью
при умеренных темпах исполнения. Можно предположить, что
распределение динамических уровней во времени несимме-
трично относительно наиболее вероятного уровня. Это под-
тверждается в данной работе результатами эксперименталь-
ного исследования.



1. Статистический анализ динамических уровней
а) определение степени интеграции

Многие авторы исследовали время интеграции органа слу-
ха независимо от амплитуды колебаний. Некоторые авторы
рассматривали способность интеграции уха в зависимости от
субъективного мешающего действия запаздывания звука.
При определенном интервале времени запаздывание не имеет
мешающего характера, а создает полезное усиление звука.
Таким возможным интервалом считается различными авто-
рами 10—15 мсек. Достаточную ясность в данный вопрос при-
несла работа Низе [s], из которой следует, что при опреде-
ленной скорости следования коротких импульсов можно до-
биться ощущения беспрерывного звучания. Из опыта выясни-
лось, что «память» уха, т. е. время чистой интеграции уха
составляет 15 мсек. Свыше 15 мсек были у всех наблюдателей
до некоторой степени обнаружены потери беспрерывности
сигнала, однако, в зависимости от мощности оригинальных
и эхо-сигналов, границы интеграции могли расширяться до
50 мсек в идеальном и 35 мсек в общем случае, (фиг. 1).

Фиг. 1. Предел интеграции человеческого слухового органа
по данным Низе [s]

Таким образом можно считать установленным, что отно-
сительная длительность сигнала — полная длитель-
ность сигнала) ниже 35 мсек, в течение которых динами-
ческий уровень сигнала меняется, с точки зрения архитектур-
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ной акустики не имеет значения. Достаточно, чтобы в учет
принимались условия распределения динамических уровней,
наблюдаемых при усреднении в интервале времени 35 мсек.

б) Динамический диапазон хорового исполнения

Разницу в децибелах минимальных и максимальных (пи-
ковых) значений уровней интенсивности источников звука
обычно называют динамическим диапазоном сигнала. Дина-
мический диапазон для данного источника величина непо-
стоянная и зависит главным образом от характера исполняе-
мого произведения и от акустических условий помещения, в
котором измеряют уровни звука. Реверберация расширяет
динамический диапазон, обычно достигая максимального
значения в помещениях, имеющих максимальный удельный
объем и минимальное звукопоглощение. При выступлении
на открытом воздухе необходимо несколько повысить средний

Фиг. 2. Интегральный закон распределения динамических уровней в син-
фонической и легкой музыке, исполняемой небольшим оркестром
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уровень исполнения, уменьшая при этом контрасты мини-
мальных и максимальных относительных уровней. С другой
стороны на открытой эстраде отсутствует реверберация. В ре-
зультате динамический диапазон сокращается на 10—15 дб,
по сравнению с диапазоном в концертном зале. При записи
или непосредственной передаче хорового концерта электро-
акустическими средствами хоры представляют большие труд-
ности. Например, при ГогШзптю требуется в первую очередь
срезание высоких частот, примерно 5 дб на 1 кгц начиная от
1 кгц, а общий динамический диапазон нередко сокращается
до 25—35 дб по причине, что чрезмерно низкие уровни могут
маскироваться фоном, а слишком высокие неизбежно вызы-
вают искажения и перегрузку звукового тракта.

Для практического измерения динамического диапазона
хоров различного типа и состава мы записали в логарифми-
ческом масштабе характерные отрывки, а также целые про-
изведения в исполнении смешанного, мужского и женского
хоров во время генеральной репетиции дня песни города Тал-
лина на певческой эстраде. Далее были зарегистрированы
уровни исполнения обычных хоров в условиях студийного, а
также концертного исполнения.

Данные о динамическом диапазоне хоров приведены
в таблице 1. *
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Таблица 1

Вид и состав хора Место выступления
Динамиче-

ский диапазон
в дб

Смешанный хор, 140 чел.. Певческая эстрада 40—46
то же Концертный зал «Эстония» 55—60'

Смешанный хор, 60 чел. Большая студия .дома
радио 35—40

Сводный смешанный хор,
1500 человек Певческая эстрада 46—49

то же 5000 чел. „ м 48—52
Мужской хор, 80 чел. Концертный зал «Эстония» 50—55

то же Певческая эстрада 43—48
Сводный мужской хор.

500 чел. 44—50
Сводный женский хор,

800 чел.

1 ■I 42—45
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в) Распределение динамических уровней во времени

Интегральный закон распределения динамических уров-
ней в обычном графическом изображении представлен на
фиг. 3—6: по оси ординат отложена относительная величина
уровня, по оси абсцисс относительное время (в %), в те-
чение которого соответствующий уровень превышается.

На фиг. 2 показан интегральный закон распределения
динамических уровней симфонической и легкой музыки и за-
кон нормального распределения. Симметричность функции
в случае легкой музыки немного искажена оносительно нуле-
вого уровня (57% соответственно совпадает с нулем), други-
ми словами, вероятность уровня, приближающегося к макси-
мальному уровню, немного превышает соответственно неболь-
шие уровни, приближающиеся к уровню фона.

На фиг. 3 дано распределение уровней во времени для
речи (мужской и женский голос). В качестве звукового мате-
риала была использована дикторская речь эстонского ра-
дио *. Несмотря на большую «сквазность» речевого сигнала,
он все же характеризуется достаточной однородностью, т. е.
минимальная длительность сигнала небольшая, достаточная
для выявления характерных для него статистических характе-
ристик. То же самое нельзя сказать относительно хорового
исполнения, т. к. различные произведения характеризуются
значительной неравномерностью структуры. В тех пределах,
когда они являются однородными, предел однородности со-
ставляет 1,5—4 мин.

В качестве основного звукового материала нами были
статистически обработаны самые различные по своему харак-
теру, т. е. темпу исполнения, динамической структуре и музы-
кальной стили (классические, народные и современные) во-
кальные произведения в исполнении 'хора эстонского радио
(а сареПа). Далее были проанализированы песни в массовом
исполнении во время концерта дня песни города Таллина в
1961 г. Соответствующие уровнеграммы были сняты непо-
средственно на выходе главного микшерного пульта радио-
вещания при фиксированном рабочем режиме без регули-
ровки звукорежиссера. Результаты анализа представлены на
фиг. 4 и 5. На фиг. 6 изображены результаты опытов со сме-
шанным хором Эстонского радио при исполнении песен раз-
личного характера. Выяснено, что кривые, получаемые по
отдельным отрывкам разных песен, отличаются друг от друга
значительно больше, чем интегральные кривые для данного

* Порченные кривые вполне аналогичны Кривым, описанным в лите-
ратуре [lo].



Фиг. 3. Интегральный закон распределения динамических уровней в речи
(мужской и женский голос)

произведения в целом. Это говорит о том, что хоровые музы-
кальные произведения исполняются в среднем с достаточной
закономерностью наиболее вероятного уровня, т. е. ком-
плексные интегральные кривые различных произведений по
своей форме достаточно близки друг к другу. В зависимости
от расширения общего динамического диапазона повышается
лишь наиболее вероятный уровень, принятый как нулевой, но
сама кривая соответственно мало изменяется, т. е. расхожде-
ние небольшое. Для всех характерно еще одно: наблюдается
большая вероятность более высоких уровней чем низких, при-
чем небольшие уровни имеют очень малую длительность; из-
за этого кривая асимметрична относительно нулевого уровня,
а также вертикали 50%, и не дает хорошей аппроксимации с
нормальным распределением.

г) Распределение уровней по спектру частот
Более детальной характеристикой временной структуры

музыкального сигнала является анализ динамических уров-
ней по полосам основных частот. Используется обычно для
этой цели спектрометр с 1/3-октавными или октавными филь-
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Фиг. 4. Интегральные кривые распределения динамических уровней в ис-
полнении сводного смешанного хора в составе 2000 человек

трами. Полученные уровнеграммы статистически обрабаты-
вают и строят графики интегрального распределения всего
спектра звуковых частот.

Распределение в уровнеграммах спектральных составляю-
щих в случае исполнения хора эстонского радио представ-
лено на фиг. 7.

Кривые характеризуются большим расхождением в на-
чале координат, однако, при определенной частоте отдель-
ные произведения не дают заметного расхождения. Кривая
распределения уровней при средней частоте 1/3-октавы 500 гц
отличается наибольшей крутизной и достаточно хорошо аппро*
ксимируется симметричной функцией. Более низкие и высо-
кие частоты имеют меньший динамический диапазон и по
своей форме приближаются к общему распределению.

На основе полученных кривых можно определить макси-
мальные и средние значения уровней по полосам всего спект-
ра исследуемого сигнала или т. н. спектры сигнала. Спектр
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Фиг. 5. Интегральные кривые распределения динамических уровней в хоро-
вой музыке, исполняемой сводным мужским хором в составе 500 человек

максимальных, а также наиболее часто встречаемых уровней
хоровой музыки в исполнении смешанного хора в интервале
времени 1 мин. представлен на фиг. 8 (обе кривые имеют раз-
ные значения делений по оси ординат). Спектрограмма
снята в большой радиостудии на расстоянии 5 м до ансамбля.

Хотя приводимые здесь результаты являются лишь пред-
варительными и требуют исследования значительно большего
количества звуковых образцов, все же они позволяют сде-
лать ряд практических выводов.

Выводы
1. Интегральное распределение всевозможных уровней

исполняемых хором массовых вокальных произведений под-
чиняется определенной закономерности, но не удовлетворяет
т. н. закону нормального распределения.

2. Общая кривая распределения динамических уровней
мало зависит от величины ансамбля, но акустические условия
места выступления имеют исключительное значение.
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Фиг. 6. Интегральные кривые распределения динамических уровней в ис-
полнении смешанного хора эстонского радио в составе 60 человек

3. Для акустического проектирования важен как средний,
наиболее вероятный уровень, так и наименьшие уровни, так
как все динамические нюансы начиная от рlашззшю вплоть
до !ог!е Гогllззlто во всех точках зала должны быть выше
уровня собственного шума. Практически наименьший уро-
вень музыкального сигнала около самого исполнителя должен
превышать фон не менее чем на 25 дб.

4. При строительстве больших зеленых театров и эстрад
для массовых представлений необходимо добиться повыше-
ния общего уровня исполнения при помощи естественного
или искусственного звукоусиления, т. к. снижение уровня от
расстояния может быть значительным.

2. Условия запаздывания сигнала от комплексного
источника

а) Обзор более ранних исследований

Применяя субъективно-экспериментальные методы, раз-
ные авторы исследовали эффект нарастания звуковой энер-
гии в зависимости от интервала времени между прямым зву-



Фиг. 7. Интегральное распределение спектральных составляющих в дина-
мических уровнях хоровой музыки, исполняемой смешанным хором

эстонского радио

ком и первым отражением (однократное эхо) или между
прямым звуком и соседними эхо-сигналами (многократное
эхо). При этом основной интерес представляет вопрос о том,
в каких пределах площади возможно размещение ансамбля
и какие предельные расстояния возможны между инструмен-
тами или вокалистами в ансамбле.

Еще в ранней стадии развития архитектурной акустики
Петцольд исследовал мешающее влияние задержанного сиг-
нала различных интервалов, причем для музыкальных зву-
чаний предельное время запаздывания отраженного звука,
еще не вызывающее неразборчивости, составляло от 35 до
63 мсек, в зависимости от характера музыки.

Далее, Цвиккер рассматривал как полезный звук звуко-
вую энергию, которая приходит к слушателю с большой ин-
тенсивностью и непосредственно вслед за прямым звуком с
разрывом во времени не более 1/16 сек = 63 мсек. Вермейлен
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Фиг. 8. Спектр максимальных (7) и наиболее вероятных (2) уровней хоро-
вой музыки в интервале I мин., исполняемой смешанным хором эстонского
радио. Спектр снят в большой радиостудии сТ = 1,3 сек. Уровень 85 дб

на расстоянии 5,0 м

указывает на интервал 59 мсек (разницу в пути 20 м), при
превышении которого разборчивость снижается, не указывая,
однако, на сравнительную интенсивность запаздывающих от-
ражений [o].

Дальнейшие опыты показали, что степень нарушения
акустического качества зависит не только от интервала за-
паздывания, а также от сравнительной интенсивности его.

Так, Мэзон и Мойр установили, что для неискаженной пе-
редачи естественного звучания, каким по существу является
речь и музыка, можно допускать интервал до 70... 100 мсек
при условии, что задержанный звук имеет силу на 10 дб мень-
шую [7]. В 1951 г. на сессии, проведенной в обществе «sосlеlу
о! МоИоп Рlсlиге апб Теlеуlзlоп Епрдпеегз», они считали верх-
ний предел допустимым для речи при'условии, что запазды-
вающий звук имеет уровень на 20 дб меньше. Хаас исследо-
вал влияние различных видов однократного искусственного
эха на воспроизводимые речевые сигналы и показал, что при
запаздываниях свыше 40 мсек ощущаются заметные помехи
при соответствующих уровнях запаздываний (запаздыва-
ющее повторение имеет равный или повышенный уровень с
основным сигналом), так например, при равногромких эхо-
сигналах запаздывание 68 мсек было замечено до 50% слу-
шателей [B].

Вслед за Хаасом данную проблему исследовали Никсон,
Дюбо и Мюнси, обращая внимание не только на речевой, но
и музыкальный сигнал (каменная и органная музыка) [l, 2].
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Им удалось показать, что условия восприятия запаздыва-
ющих звуков в заглушенном помещении отличаются от усло-
вий обычных помещений с определенным временем ревербе-
рации, так как в отсутствии реверберации мешающее действие
эхо-сигналов сильнее. По сравнению с данными для речевого
сигнала Хааса их аналогичные опыты показали более строгое
условие, но только в случае заглушенного помещения (сниже-
ние уровня запаздывающего сигнала до —10(56 при задержке
50 мсек для медленной речи и 15 дб при 50 мсек для быст-
рой речи). В помещении с нормальной реверберацией допусти-
мо более значительное запаздывание с более высоким уров-
нем (50 мсек с равногромким уровнем и 100 мсек при сниже-
нии уровня 4 дб). Было установлено также, что снижение
уровня задержанного звука относительно основного
35.. дб допустимо при любом запаздывании.

Для инструментального квартета (быстрый темп) были
найдены следующие предельные значения (при заметности их
20% слушателей, как обычно); 50 мсек при 7 дб и 150 мсек
при 20 дб в заглушенном помещении и 100 мсек при 10 дб
и 200 мсек при 25 дб в реверберирующем помещении. За-
медление темпа исполнения.уменьшало вероятность ощущения
эха, и наоборот. Для органной музыки в заглушенном помеще-
нии при запаздывании сигнала до 100 мсек соответствующий
уровень не должен превышать 12 дб по отношению к пер-
вичному сигналу и в реверберирующем помещении 100 мсек
и 4 дб (при 50 мсек соответственно -]- 3 дб).

Большой интерес представляет для нас и работа Мейера и
Шоддера [3]. Их опыт заключался в применении последова-
тельно нескольких отражений (эхо-сигналов), а это давало
возможность устранять заметность эха даже со значительным
запаздыванием и уровнем. Например, было установлено, что
введением между основным сигналом и эхо-сигналом 9 проме-
жуточных эхо-сигналов при запаздывании последнего из них
в 50 мсек уровень задержки может быть выше оригинала на
7.. .8 дб. Чтобы устранять маскировки первичного звука, уро-
вень задержки должен снижаться при более длительных за-
держках, но эти условия совершенно иные по сравнению с
опытами с однократным эхом.

На основе результатов этого исследования можно предпо-
ложить, что ощущение эха совершенно не зависит от того,
создается ли запаздывание искусственно с помощью специаль-
ного магнитофона смещением звука в одном канале, или не-
посредственно путем соответствующего отодвигания эхо-гром-
коговорителей.
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Дальнейшими исследованиями Фигвера (применением це-
лого ряда громкоговорителей для распределения запаздыва-
ющего звука) [4] было установлено, что при стереофоническом
восприятии даже короткого сигнала изменение угла прихода
мешающего сигнала в пределах 50° до 90° не сказывается на
его восприятие. Аналогичные исследования Низе [9] (громко-
говорители расположены в пределах o—lBo° вокруг наблю-
дателя) показали, что в пределах 60 —105° чувствительность
уха к эху максимальна. Эхо под азимутом —3o° до -|-30 о не-
критично, и кажется на 7...8 дб слабее, другими словами, для
равногромкого эха мешающий эхо-сигнал, приходящий из на-
правления 90° и o°, должен иметь уровень на 7—B дб меньше.

б) Теория ансамблевого исполнения

При рассмотрении вопроса .об оптимальных условиях вы-
ступления большого ансамбля в свете современной теории и
практики применения искусственных эхо-сигналов выясняется,
что крупный музыкальный ансамбль представляет собой ком-
плекс музыкальных инструментов или вокалистов с опреде-
ленной разностью интервалов между собой, следовательно
созданные этим ансамблем музыкальные сигналы восприни-
маются и различными временными сдвигами относительно
первичного сигнала. Может ли восприятие звуков, особенно
коротких, излучаемых всем ансамблем с определенными интер-
валами времени, создавать эхо? Предположим, что при увели-
чении расстояний между участниками ансамбля и размеров
всего ансамбля элементарные источники представляют собой
целую цепь эхо-сигналов по сравнению с- самым близким к
слушателю источником звука. Приход к приемнику прямого
сигнала и его запаздывающих «повторений» от следующих
участников или групп участников (в пределах интеграции
слухового аппарата) является последовательным процессом,
в котором происходят явления энергетического суммирования,
а также превышающие результаты энергетического суммиро-
вания;, маскировки эхо-сигналов, а возможно, также и пер-
вичного сигнала. Уровень «эхо-сигналов» в среднем убывает
по мере нарастания времени запаздывания и до определенной
разницы расстояний, т. е. в определенных пределах разности
времени и интенсивности эхо-сигналов «сливаются» с первич-
ным звуком и пространственная удаленность отдельных групп
не будет заметна, даже при увеличении мощности задних
групп по сравнению с передними, т. к. каждое время запазды-
вания не превышает критичной величины, соответствующей
порогу заметности эха от одного и того же направления или в
определенных пределах угла. В отличие от условий открытого



воздуха (или заглушенного помещения) в реверберирующем
помещении до слушателя доходят еще отражения по различ-
ным направлениям, имеющие различную задержку и интен-
сивность из-за поглощения в границах помещения, а также
характеристики направленности слухового восприятия. Не ос-
ложняя данную проблему условиями закрытого помещения,
ограничимся рассмотрением условий открытого воздуха и по-
лузакрытого сооружения, в котором истинные источники и мни-
мые источники эхо-сигналов локализованы в одну зону. В та-
ких условиях максимальная глубина ансамбля определима
безискаженным восприятием сигнала от первого и последнего
ряда исполнителей, а также интервалами между участниками
внутри ансамбля. В данном случае безискаженное восприятие
сигнала определяется на основании того простого условия, что
время запаздывания не превышает величины, соответствующей
порогу заметности многократного эха равного уровня. Нельзя
■упускать из виду и того факта, что допустимое время запазды-
вания не может не зависеть от характера исполняемого музы-
кального произведения. Это значит, что ансамбли, не дающие
очень коротких сигналов, могут располагаться на более ши-
рокой площадке.

в) Исследование влияния искусственного эха на восприятие
ансамблевого исполнения

С пониманием всех упомянутых выше факторов нами про-
ведены соответствующие субъективно-статистические опыты,
применяя как однократное, так и повторяющееся искусствен-
ное эхо. В качестве звукового материала использовались зву-
козаписи хоровых выступлений, специально записанных при
помощи одного микрофона. Большая часть была записана с
концерта сводного хора на певческом празднике города Тар-
ту в 1959 году. Были также анализированы записи студийного
концерта смешанного хора эстонского радио (в составе 60 че-
ловек) .

В отличие от принятой до сих пор методики создания ис-
кусственных эхо с помощью специального магнитофона, мы
получили запаздывание эхо-сигналов тремя фильм-фоногра-
фами, работающими синхронно при скорости движения ленты
456 мм/сек. Достоинством широкопленочных фонографов яв-
ляется то, что здесь скольжение ленты доведено до минимума,
включение нескольких постов может быть организовано авто-
матически с пульта управления и установка временного сдви-
га может быть любой.

Перед испытанием была произведена соответствующая про-
верка аппаратуры. Было установлено, что аппаратура по тех-
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кическим параметрам и частотной характеристике может
обеспечить высокое качество магнитной фонограммы, удовле-
творяя предъявленным здесь требованиям.

Экспертные прослушивания звукового материала происхо-
дили в студии звукозаписи киностудии «Таллинфильм», име-
ющей малое время реверберации (0,4 сек при 500 гц) при
объеме 810 куб. м. и по условиям диффузности мало отлича-
ющейся от акустических условий открытого воздуха. На про-
слушивание были приглашены эксперты звукорежиссеры и
операторы студии «Таллинфильм» и телецентра. Критериями
было принято 20% и 50% слушателей, которые при данном
уровне и времени запаздывания ощущали его мешающее дей-
ствие. Для получения сведений, непосредственно характеризу-
ющих маскировку первичного хорового-музыкального сигнала
однократными и несколькими эхо-сигналами, были проведены
два принципиально различных опыта:

1. Воспроизведение отрывков из концерта, записанного на
открытом воздухе, при различных временных сдвигах второй
и третьей ленты, соответственно изменяя и уровень их воспро-
изведения. Оригинал был монофоническим и представлял со-
бой песни с темпом исполнения 1; 1,25 и 1,9 слогов в сек.

2. Воспроизведение двухканальной звукозаписи с искусст-
венным эхом. Звукозапись делалась в радиостудии при вы-
ступлении хора эстонского радио с тремя различными по тем-
пу произведениями.

Вначале были прослушаны оригиналы без искусственного
эха. Затем применяли одно искусственное эхо включением
второго фонографа с временным сдвигом 20...500 мсек. При
достигнутом максимальном запаздывании уровень звука от
второго запаздывающего фонографа регулировался отдельно
одним из звукооператоров до тех пор, пока не показалось, что
эхо незаметно. Затем было увеличено время запаздывания и
вновь отрегулирован уровень его. Отзывы на вопросы 1) за-
метно ли эхо, 2) имеет ли оно мешающее действие и3) оценка
звучания были поданы в письменном виде. Уровень воспроиз-
ведения был на всех местах примерно одинаковый, достигая
максимально 75—85 дб.

Необходимо отметить, что при запаздывании однократного
эха начиная от 50 мсек было получено впечатление приобре-
тения определенного гулкого тембра той звукозаписи, которая
делалась на открытом воздухе. В то же время первоначальная
фонограмма хорового концерта отмечалась известной сухо-
стью, характерной для выступления на открытом воздухе.
При временном сдвиге второго фонографа 50... 100 мсек в сред-
нем для всех видов программ наблюдалось заметное улучше-



ние объемности звучания, если даже уровень запаздывающего
звука соответственно превышал первичный звук на 3...5 дб.
Наступает такой критический момент, когда улучшение звуко-
вого качества достигает своего предела и дальнейшее увели-
чение временного сдвига нежелательно.

Наибольшее превышение уровня запаздывающего повто-
рения было зарегистрировано всеми слушателями при интер-
вале 20...50 мсек (до Ю дб). При запаздывании 100...300
мсек требуется снижение уровня однократного эха до —ls дб,
или же уменьшение темпа исполнения до 1 слога в сек при
уровне —4... —6 дб, чтобы эхо было незаметным.

Введение другого, повторяющегося эхо значительно улуч-
шает качество воспроизведения и расширяет временные интер-
валы. В результате могут быть найдены оптимальные и пре-
дельные значения временного сдвига и уровня, или, как при-
нято ранее, могут быть рассчитаны кривые равной неприят-
ности эха, при заметности его 20% и 50% слушателей при из-
менении параметров времени и уровня. Некоторые характер-
ные моменты применения двухкратного эха представлены в
табл. 2 (для средней скорости исполнения).

Выводы по применению монофонического
воспроизведения

1. Характер звуковой программы имеет исключительное
'значение на результаты субъективно-статистической экспер-
тизы.

2. Результаты зависят также от динамического диапазона
программы, т. к. при повторении слабых эхо-сигналов неко-
торые слушатели не могут ощущать наличия эха.

3. Появление дополнительного эхо-сигнала между ориги-
налом и эхом, в частности при значительных временных сдви-
гах последнего, делает незаметным его мешающее действие.

12* 1 70

Таблица 2

Запаздывание 1-го эхо-сигнала, в мсек 60 60 120 120 200
Уровень его, вдб 0,0 4-1,5 —5 —5 —-10
Запаздывание 2-го эхо-сигнала, в мсек 100 100 300 300 500
Уровень его, вдб 0,0 4-3 —l3 —7,5 —lB
Процент слушателей, ощущающих ме-

шающий эффект эха ' 20 50 20 50 20
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г) Результаты маскировки двухканальной звукозаписи искусственными
эхо-сигналами

При выступлении хора мужские и женские певческие груп-
пы были размещены необычно в разных концах радиосту-
дии. Для записи были использованы два самостоятельных ка-
нала с микрофонами кардиойдной характеристики, ввиду
того уровень противостоящей певческой группы был на
—16...—20 дб ниже прямого уровня. Было исполнено и запи-
сано три песни различного темпа исполнения (1,0; 1,17 и 3,17
слогов в секунду). Затем звукозапись дублировалась на ши-
рокую магнитную ленту и воспроизводилась фильм-фоногра-
фами аналогично описанному выше опыту. С целью исследо-
вания маскировки от мужских или женских вокальных групп
было создано одно- и двухкратное искусственное эхо с различ-
ными интервалами и уровнями.

Как показали опыты, при медленном и среднем темпе ис-
полнения и при создании двух искусственных эхо с интерва-
лами соответственно 50 и 75 мсек уровень обоих эхо-сигналов
может быть повышен по отношению к прямым сигналам до
+5 дб. При быстром темпе исполнения эхо ощущается (но не
мешает) даже при временном сдвиге 40 и 80 мсек и при уровне
±0 дб. Результаты в виде критических величин запоздания
эхо-сигналов, заметных 20% или 50% слушателей, показаны
в табл. 3 и фиг. 9. На фиг. 9 даны также кривые равной непри-
ятности мешающего однократного эха по данным Никсона и
Дюбо. Наша .кривая для однократного эха в хоровой музыке,
записанной на открытом воздухе, почти совпадает с кривой для
речи в реверберирующем помещении, другие же наши кривые
лежат выше кривых Никсона, и это вполне понятно для двух-
кратного эха. Разумеется, что при увеличении количества эхо-
сигналов (кратности эха) критические величины запоздания
могут быть увеличены при тех же уровнях запаздывающих
сигналов.

Таблиц а 3

Запаздывание 1-го эхо-сигнала, в мсек 50 60 100 100 120
Уровень его, в дб +5 ±0 —3 ' —3 —4
Запаздывание 2-го эхо-сигнала, в мсек 75 120 220 220 300
Уровень его, в дб +5 ±0 —5 —7 —И
Процент слушателей ощущающих ме-

■ шающий эффект эха 20 20 50 20 20



Общие выводы

1. При субъективной оценке мешающего действия эха на
музыкальный сигнал при временном сдвиге второго эха до
100 мсек в зависимости от уровня запоздалых сигналов воз-
можна;

а) маскировка первичного звука, если уровень эха выше
+ 10 дб-

б) кажущаяся равная громкость первичного и .эхо-сигнала,
если уровень эха на 3...5 дб выше;

в) маскировка эха, если уровни его настолько малы, что
эхо не слышно.

2. При временном сдвиге второго, повторяющегося эха
более 100...200 мсек происходит:

а) маскировка первичного звука, если уровень эха на
0...5 дб выше;

б) равная громкость первичного сигнала и эхо-сигнала, но
лишь в случае, если запоздание имеет уровень на 0...5 дб
ниже первичного звука или

в) маскировка эха, если эхо на 15... 20 дб слабее первич-
ного звука.

3. Эксперименты доказывают, что также в случае хоровой
музыки, как и в других нестационарных звучаний, в извест-
ных пределах разности времени и уровня эхо-сигналы инте-
грируются ухом энергетически, или даже нескольким превы-
шением энергетического сложения, если громкость отдельных
звуков достаточна.

4. При строительстве эстрад для выступления хора или
других видов крупного ансамбля, предельными размерами
ее являются такие, при которых запоздалые звуки от задних
и боковых рядов не имеют уровня, достаточного для ощуще-
ния их мешающего действия при соответствующем временном
интервале.

5. При подвеске акустических рефлекторов для ансамбле-
вых выступлений возможна значительно большая высота
подвески, чем известно по рекомендациям различных авторов,
считающих предельной высотой 6—7 м над подиумом,
а именно 15—20 м.

3. Субъективная оценка временной структуры
исполнения крупного сводного хора

Настоящая работа была выполнена еще до строительства
таллинской и вильнюсской певческих эстрад (см. [11]). Боль- ,

шой интерес представляла проверка полученных результатов
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е применением натуральных звучаний на законченном соору-
жении в условиях хорового концерта. Надо отметить, что
кроме соблюдения больших размеров в плане сооружения
(100 на 30 м) пришлось создать большой акустический отра-
жатель в виде висячей вантовой конструкции общей высотой
передней части в 32 м. Такой отражатель может служить
естественному звукоусилению ввиду некоторой концентрации
отражений при максим-альном временном сдвиге последних
до 0,1 сек. Такой же величиной определяется интервал между
первыми и последними рядами при максимальном заполнении
трибуны (20 тыс. человек).

Для убеждения в том, нет ли где заметного ухудшения
акустического качества при передаче программы, были про-
ведены записи пробных концертов при помощи одного един-
ственного микрофона. Микрофон располагался в нескольких
«звуковых планах», т. е. расстояниях от эстрады. Хор разме-
щался на эстраде нормальными интервалами, а также уве-
личенными интервалами между участниками. Увеличение
этих интервалов несколько уменьшало общую мощность зву-
чания, что вполне понятно по двум причинам;

1) певцы не так хорошо слышны друг другу, что приводит
к некоторому уменьшению силы звука и

2) увеличение общей глубины расположения ансамбля
связано и с физическим снижением плотности звуковой
энергии.

Наилучшие результаты были достигнуты при расположе-
нии микрофона на оси симметрии певческой эстрады на рас-
стоянии до переднего края ее в 50 м. Однако качественные
звукозаписи возможны и с других звуковых планов. Хор зву-
чит прозрачно и сбалансированно, синхронность выступления
удивительна. Уже этот факт, что концерт большого сводного
хора с фронтом около 100 м можно передать лишь одним
микрофоном (при оговорке, что нет сильного ветра), говорит
о некотором положительном качестве нового сооружения.
Необходимо отметить, что объемность звучания, достигаемая
одним микрофоном, значительно уменьшается при располо-
жении микрофона ближе чем 25 м. К сожалению во время
певческого праздника в 1960 г. из-за сильного ветра такое
близкое месторасположение микрофона было неизбежно.
Более-менее качественная передача по радио при этом дости-
галась посредством трех микрофонов, располагаемых около
переднего края эстрады.

Звукозапись с одного асимметрично расположенного
микрофона характеризуется достаточной синхронностью,
однако неправильным соотношением уровней отдельных



184

групп исполнителей. При непосредственном слушании этого
не замечалось. Маскировки первичного сигнала запаздываю-
щими сигналами действительно не ощущалось даже на самых
близких к эстраде местах слушателей. Все критики сходятся
в мнении, что слышимость была одинаковой по всему фронту
певческой эстрады.

Месторасположение дирижерского пульта соответствует
такой точке на эстраде, где разность в путях звуковых волн
при максимальном заполнении трибуны составляет 50 мсек.
Субъективная оценка качества звучания на этом месте, ввиду
того, что оно расположено весьма близко к исполнителям, не
сравнима с данными, полученными с оптимального звукового
плана, однако, синхронность исполнения и здесь превосходна,
и это очень важно для управления хором.

Результаты наблюдений привели к вопросу, является ли
уровень исполнения хора и его задних групп критическим для
появления маскировки запаздывающими звуками. Как мы
указали выше, этот фактор имеет существенное значение.
Ответ на этот вопрос мы получили, когда на эстраде высту-
пал сводный духовой оркестр в составе более 1500 оркестран-
тов. Размещение оркестра на трибуне было таким, что самые
мощные медные инструменты были на заднем плане.

В таком случае уровни убывают с возрастанием расстоя-
ний лишь в среднем, отдельные же запаздывающие сигналы
могут иметь повышенные уровни за счет, например, совпаде-
ния времен прихода нескольких прямых и отраженных звуков.
В действительности никакой маскировки исполняемой про-
граммы не было, а если в партитуре были сольные партии
задних инструментов, то и это не маскировалось передними
инструментами.

Весьма примечательно еще одно обстоятельство. Певчес-
кое поле в г. Вильнюс по своим акустическим качествам отли-
чается от таллинского тем, что вокруг него на расстоянии
200 ... 300 м расположен высокий сосновый лес, будучи при-
чиной возникновения заметного эхо, если вызывать короткие
звуковые импульсы с последующей паузой. Таких же явлений
во время хоровых и оркестровых выступлений не замечалось,
таким образом условия в поле приближаются к условиям
реверберации в помещении.

Впрочем, как на таллинской, так и на вильнюсской эстра-
дах громкая речь, в частности, если оратор обращен лицом
к трибуне, ощущается с повторяющемся эхом. При выступле-
нии даже небольшого ансамбля таких впечатлений нет, но
чувствуется отзвук. Практикой уже установлено, что нор-
мальная слышимость достигается по всему певческому полю
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при выступлении хора в составе 100—150 человек, но в основ-
ном эстрада рассчитана на массовые хоры и оркестры.
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ТАШША РOШТЕНШIЛSЕ ШSШНШI ТOIМЕЦSЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 534. 8

X. А. Орувеэ

ТЕОРИЯ И ПРАКТИКА ПРИМЕНЕНИЯ АКУСТИЧЕСКИХ
ЭКРАНОВ ДЛЯ МАССОВЫХ АНСАМБЛЕЙ

Введение

В 1960 году было закончено строительство двух огромных
эстрад на певческом поле г. Таллина и в парке Вингис
г. Вильнюса. Выполненные в основном по одному и тому же
проекту сооружения - певческие эстрады представляют
собой ступенчатую трибуну вместимостью до 20 тысяч певцов
с подвесным акустическим экраном-рефлектором. Количество
слушателей в зеленом поле-амфитеатре достигает до 100 ты-
сяч; лишь приведенные цифры говорят о сложности акусти-
ческого проектирования. Ввиду отсутствия в литературе дан-
ных об оптимальных условиях выступления массовых ансамб-
лей, параллельно практическому проектированию проводи-
лись соответствующие исследования на макетах различной
формы сооружения. На основе этих исследований выяснилась
непригодность для выступления массовых ансамблей приня-
тых ранее полузакрытых эстрад подобных раковине, внутрен-
няя поверхность которой представляет собой полусферу,
полупараболоид, эллипсоид и т. д. Раковины такой формы
могут быть применены для небольшого ансамбля, размещен-
ного в фокальной зоне. При выступлении более крупного
ансамбля распределение звуковой энергии по площади мест
слушателей становится менее равномерным и нарушается
музыкальный баланс исполнения.

Теоретический анализ показал преимущества выбранного
по конструктивным и архитектурным соображениям гипербо-
лического параболоида, что и подтверждалось на практике.

1. Расчет уровней комплексного источника

Обычно комплексный источник звука (хор или оркестр)
характеризуется дискретным размещением элементарных
источников на горизонтальной или поднимающейся эстраде.

При сохранении условий некогерентности средняя интен-
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сивность результирующего сигнала ансамбля равна сумме
средних интенсивностей суммируемых сигналов, т. е. полу-
чаемая мощность суммарного сигнала есть сумма мощностей
каждого из них в отдельности.

Результирующая объемная плотность звуковой энергии

8 =

4ы

где Р. акустическая мощность 1-то источника, отнесенная
к единице объема ансамбля *,

расстояние до точки приема.

Поток звуковой энергии (интенсивность звука) через 1 см 2

определяется как

' (2)

Оценивая снижение уровня интенсивности звука (или
плотности звуковой энергии) с расстоянием в случае одиноч-
ного точечного источника или ансамбля, состоящего из не-
большого количества участников:

Лl= 10 1е—= 10 Ц— = 20 1!?-|((5б). (3)

где /?0 расстояние от источника до точки приема, при ко-
тором интенсивность соответствует условно выбираемому
нулевому уровню.

При дискретном комплексном источнике соответствующие
расстояния до каждого элементарного источника (характери-
зующие пространственное расположение ансамбля) изменя-
ются в достаточно больших пределах. Расчет уровня интен-
сивности по принципу ненаправленного точечного источника
может оказаться приблизительно верным только для прием-
ника на таком расстоянии, при котором можно пренебречь
разностью в значениях Р! .

В действительных условиях места
слушателей в зеленых театрах располагаются на расстоя-
ниях, превышающих наибольший размер ансамбля лишь в
2—4 раза. В этих случаях пространственным характером рас-
положения ансамбля пренебречь нельзя, в частности распо-
ложением участников в ширину.

* При применении единиц системы СГС для Р 1 получим число эргов
в секунду, а для е .

см 3
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Перейдем к установлению тех величин, которые характе-
ризуют выступление больших ансамблей. Акустическая мощ-
ность внутри ансамбля зависит как от индивидуальных спо-
собностей участников, так и от.акустических условий места
выступления. Не считая индивидуальных различий голосов,
а также динамических различий отдельных групп по испол-
нению программы, можно предположить, что энергия ан-
самбля распределена внутри определенного объема равно-
мерно. Практически это обеспечивается в тех случаях, когда
звуковая энергия на месте выступления хорошо перемеши-
вается, сохраняя при этом прозрачность и репродуктивность
ансамбля, т. е. при выступлении ансамбля в сооружении типа
раковины. Такой объемный ансамбль может рассматриваться
как звучащая «масса», имеющая постоянную поверхностную
плотность мощности (удельную мощность) Ру | С мЗсек\ '

Применительно к случаю наличия акустического экра-
на, границы звучащей «массы» распространяются еще на
поле мнимых источников, мощность которых зависит от поте-
рей на отражение. Считая эти потери на отражение ничтож-
ными, поток звуковой энергии в точке приема может рассмат-
риваться как интеграл, ограниченный пределами всего звуча-
щего «объема».

Выбирая полярными координатами звучащего элемента
ф при условии -Р =ЦР, 0, ср) элемент объема (IV—-

=Р2 зш содержит мощность сIР=ЦР, 0, ср) •

■Я 2 ЗШ 0С?/?^0^ф.
Интенсивность звука в точке приема будет

®> Ф)-^2 s *п

или
Яг

/=
4л 1[ s *п 0, (р)сШ. (5)

Ях

Яг
Линейный интеграл I{Р,@ц>)сlР характеризует распо-

Ях
ложение отдельных единиц ансамбля в пространстве, а пре-
делы интегрирования в общем случае являются функциями
направления радиуса-вектора (ср и 0) (фиг. 1) .

Интеграл по поверхности // зш2 представляет собой
телесный угол, под которым виден данный «звучащий» объем
из точки, принятой как начала координат. Назовем этот угол
со. В случае объемного источника ненаправленного действия
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Фиг. 1. Геометрическое соответствие уравнению (5)

звуковое поле в точке приема зависит только от Я{ , а линей-

ный интеграл I{Я, & у)сlЯ можно заменить функцией рас-
/?1

стояния Р(Я) . Следовательно
/?2 = сопзl

У с!Я —Я2 Я1 АЯ,
/?1 = СОЛ.УС

где А/? выражает в общей форме глубину ансамбля.

Учитывая, что распределение звукового потока в телесном
угле со равномерно, средняя интенсивность звука одинакова
с интенсивностью в любом направлении в пределах этого
угла

о • Ру. -ДЯ
4я ' , <6 >

В данном выражении телесный угол со напишется как

Р
М » (О

где У площадь, которую он вырезает на поверхности сфе-
ры, описанной из его вершины,

Я радиус этой сферы.

Согласно (7) уравнение (6) приводится к виду
Р-Ру- ДЯ

4л Я2 '
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Величину снижения суммарного уровня (в децибелах) в
зависимости от расстояния до точки, принятой как нолевой,
можно оценить как

М= Ю18 -К- = (9)
*п Ко -г п

где Го, Г п площади сфер, описанных соответственно из но-
левой точки, и /г-гой точки;

Яо, Яп соответствующие радиусы сфер.

При применении для определения телесного угла единич-
Р Р

ного радиуса (/?= 1- =Р 0
' и— =Г‘п ,

т. е. со представляет собой проекцию выражаемого участка
сферической поверхности на сферу радиуса 1, описанной из
одной и той же точки (фиг. 1).

Следовательно

М=lo1В -%-.(10)гп

Согласно (5) и (9) Г o', Гп представляют собой проекцию ви-
димой поверхности ансамбля и его мнимого отображения на
сферу радиуса 1, описанную от начала координат, принятого
соответственно для сравнений уровней.

Телесные углы быстрее изменяются в ближней зоне, т. е.
снижение уровня происходит быстрее, чем в дальней зоне.

Для сравнения уравнения (10) с (3) логарифмируем выра-
жение (9):

М= Ю18 + 2018 (11)

где Яп и Я0 являются радиусами видимых телесных углов,
т. е. не равноценны с Я в (3), за счет того, что ансамбль имеет
достаточную глубину. Применение формулы (3) для расчета
интенсивности звука большого ансамбля как функции от рас-
стояния может оказаться сколько-нибудь верным при пра-
вильном определении расстояния до точки, являющегося
«средним» для всего ансамбля. При применении же форму-
лы телесных углов (10) результаты зависят от величины пло-
щади, занятой исполнителями и от акустических свойств
эстрады.

Все это указывает на то, что звуковое поле крупного ис-
точника ненаправленного действия отличается от поля оди-
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ночного источника главным образом большей интенсивностью
в ближней зоне. Повышению интенсивности звука я этой зоне
содействуют еще следующие факторы:

1) определенный панорамный эффект, создаваемый как
прямыми, так и отраженными звуковыми волнами из различ-
ных направлений,

2) реверберация, имеющая место и в полузакрытых соору-
жениях, содержит некоторую долю диффузной энергии, и

3) отсутствие, как правило, поглощения за счет отсутствия
публики, т. к. места для публики обычно дальше от круп-
ного ансамбля.

Важно, чтобы на всех местах слушателей была достигнута
приемлемая интенсивность при возможно более однородном
ее распределении, поэтому надо рассматривать как основной
фактор размеры и форму поверхности певческого сооружения.

Формулы (10) и (11) могут применяться для расчета от-
носительных уровней ансамблей, излучаемых в свободное про-
странство по принципу сферических волн, т. е. имеющих не-

Фиг. 2. Два варианта плоского акустического экрана,
показывающие трансформацию диаграммы направлен-

ности



направленное действие. Для расчета интенсивности звука
комплексного источника направленного действия, которым по
существу является массовый хор, выступающий на полуза-
крытой эстраде, необходимо вывести / {Я, 0, ср) в зависимости
от факторов 0 и ф, т. е. от углов видимости звучащего «объе-
ма» в горизонтальной и вертикальной плоскостях. Обычно
размещенные на эстраде ансамбли не имеют чрезмерно боль-
шой протяженности по глубине, и получаемые вертикальные
утлы видимости малы по сравнению с углами раскрытия в
горизонтальной плоскости. Опыт измерений показывает, что
перед фронтом протяженного источника характеристика на-
правленности в горизонтальной плоскости в хорошем прибли-
жении О (ф).= 1.

При наличии осевой симметрии направленности в верти-
кальной плоскости интенсивность звука под углом 0 к акусти-
ческой оси будет;

/е = -г!-=т-, 02 (в) ш)

и формула (6) напишется в виде

/«= —

4я
-

• 43)

Переходим к децибелам:

А /_ IЛ/ 1 П /
- рO-°4®)од 10 8 (/(,)„

■~ 0 /у -ОЧв)„

I ' =ю;й /у+2o (14)

Первое слагаемое в (14) представляет собой известное от-
ношение видимых проекций звучащей «массы», второе по-
правку, обусловленную различной возможной высотой распо-
ложения точки приема. Так как в случае размещения слу-
шателей на наклонной плоскости (амфитеатр) О (0) я (0)о,
а Р' п <Яо, то эта поправка имеет отрицательный знак (т. е.
точка приема располагается выше точки, принятой как ноле-
вая) и ДТ уменьшается. Этим еще раз подтверждается пре-
имущество амфитеатрального размещения публики, причем
желателен как можно более крутой подъем мест.

С другой стороны, в этой поправке выражается характер
распространения различных звуковых частот, т. к. П(o) га не
может не зависеть от частоты. Для низких частот П(0) о=

19313 Строительные конструкции.
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(10), рассматривающий характер сферической волны. Для
более высоких частот О(©),г >О(©) o и общее снижение
уровня с расстоянием происходит медленно. Начиная с
1,5. ..2 кгц необходимо дополнительно рассчитывать возра-
стающее с частотой поглощение в воздухе как функцию от
температуры и влажности последнего.

Формула (14) имеет практическое значение лишь в том
случае, если можно определить /)(©).. В действительности
определение массового источника является затрудни-
тельным и зависит от взаимного действия прямого звукового
поля и отражателя-экрана (фиг. 2).

Дальнейшее исследование данной проблемы и создание
для массового ансамбля необходимой направленности носит
экспериментальный характер, при применении для этой цели
как моделирования, так и измерения в натуре.

2. Исследование распределения уровней на моделях
а) Оптический метод

Формулы (9) и (10) дают возможность построить не-
большую объемную модель, внутренние поверхности которой
являются оптически отражающими. Источники звука заме-
няются источниками точечного света в виде большого количе-
ства электрических лампочек, равномерно распределенных по
всей площади имитируемой трибуны.

Исследование акустических свойств сооружения и его «на-
стройка» посредством модели .может осуществляться двумя
путями:

1) при помощи фотографирования с различных точек рас-
положения зрительных мест при светящей модели и определе-
нием площадей по контурам, в пределах которых видны ис-
точники света и их мнимые отображения. Определение пло-
щадок, входящих в выражение (10) выполняется посредством
обычного планиметра;*

2) непосредственным измерением освещенности в верти-
кальной плоскости с помощью фотоэлементов, расположенных
в разных точках модели амфитеатра. ■ В этом случае закон
снижения уровня звука выражается следующим образом:

= (15)

* По формуле боковой площади шарового сегмента (s=я(а2 -}-/1 2))
планиметрирование дает яа2 , причем Н дополнительно определяется гра-
фическим построением.



где РO , Р п фототоки, измеренные микро-амперметром в
соответствующих точках.

При проектировании певческой эстрады были построены
две модели в масштабе 1 : 100. Первая из них имела экран
ь виде наклонной плоскости, другая поверхности двоякой
кривизны. Анализ двух вариантов показал, что второй ва-
риант имел следующие преимущества; 1) лучшая осевая кон-
центрация звука, 2) более высокий общий уровень по всему
полю, 3) более равномерное распределение уровней по местам
слушателей, 4) возрастающая эффективность акустического
экрана (отношение уровней интенсивностей отраженного зву-
ка к прямой) к задним рядам, как желательно. Таким обра-
зом результаты предварительного моделирования оказались
настолько убедительными, что было решено продолжать аку-
стические опыты только по второму варианту.

б) Акустический метод

Двухстадийное моделирование было вызвано некоторыми
известными соображениями, которые всегда имеют место,
когда идет речь о достоверности результатов, получаемых на
оптических моделях [6]. Прежде всего могут быть сомнения
в том, что картина распределения уровней должна зависеть
от Д а следовательно на оптических моделях могут рассмат-
риваться только условия распространения высоких частот. Во
вторых, источники света неполностью имитируют соответству-
ющий массовый источник звука. В третьих, масштаб модели-
рования 1 : 100 не дает возможности точного соблюдения
формы акустического экрана.

Для объемно-акустических моделей, как известно, необхо-
димо соблюдать в основном два условия:

1) как можно полная имитация формы всех ограждающих
поверхностей,

2) обеспечение аналогичного для помещения акустическо-
го импеданса для всех этих поверхностей при данной звуко-
вой частоте.

Моделирование крупного источника звука в условиях его
выступления на открытом воздухе выдвигает еще некоторые
дополнительные требования к методике исследования. Преж-
де всего эти требования относятся к характеристике направ-
ленности источника и к размерам его, кроме того требуется
дополнительный учет микроклиматических факторов.

Для имитации ансамблей до сих пор всегда предпочита-
лись ненаправленные источники [3, 4]. Правильность такой
концепции подтверждается при распространении низких
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Фиг. 3. Снижение уровня- звука с расстоянием в результате измерений
на оптической модели

частот {сl<^'%). При более высоких частотах ( сl>Х ) излучение
звука становится более направленным, а волновой фронт
приближается по форме к плоской волне. Таким образом, на-
правленность источника наблюдается начиная с средних
частот речи и музыки (400.-. .500 гц) и ее нужно на модели
соответственным образом учитывать.

Исходя из вышеуказанного была поставлена задача о раз-
работке такого источника уменьшенного масштаба, который
бы по своей характеристике был близким к действительному.
Однако, моделирование массового хора представляет боль-
шие технические трудности, так что приходится довольство-
ваться приближенным решением. Это означает, что на моде-
ли предусматривается ограниченное количество излучателей,
причем каждый ряд распологается на таком интервале, что-
бы сохранились условия некогерентности шумового сигнала
и не было заметных искажений волнового фронта в ближней
зоне.

Разработанный автором групповый секционный излуча-
тель состоит из десяти миниатюрных динамиков, смонтиро-
ванных в специальной коробке и закрытых с акустически не-
прозрачными плитами, имеющими по одному отверстию в
центре каждого динамика. Всего таких секций было принято
три. Целью специального экрана является достижение незна-
чительной направленности воспроизводимых частот до полосы
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Фиг.
4.

Пространственная
характеристика

направленностимодели
свод-

ного
хора

7,5—15 кгц. На фиг. 4 показана пространственная характе-
ристика направленности, снятая при одновременном излучении
трех секций «в глубине» посредством полосы белого шума при
испытании модели па открытом воздухе (на расстоянии 80 см
от переднего края первой секции).

В качестве акустической модели певческого сооружения
была использована изготовленная ранее в масштабе I :25
конструктивная модель, с дополнительной акустической обра-
боткой [7]. Все элементы акустического экрана были сделаны
из аналогичных к действительной конструкции материалов.

Профиль певческого поля был отменен лишь условно при
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Фиг. 5. Схема аппаратуры для проведения изме-
рений на модели певческой эстрады:

1. модель эстрады: 2. источник звука; 3. выходной
каскад; 4. октавные фильтры; 5. ген'ератор шума:
6. звуковой генератор; 7. микрофон; 8. усилитель
микрофона; 9. терц-фильтры; 10. ламповый вольт-
метр: И. осциллограф с репродукционной установ-

кой

помощи соответствующих высотных отметок на местах пере-
лома профиля. Вся установка была расположена на озеле-
ненной площадке на участке ТПИ.

Аппаратура, принятая для проведения измерений, пока-
зана в блок-схеме на фиг. 5.

Поглощение в воздухе была учтено по данным Э. Ивенса
и Э. Везли [2].

Особый интерес для нас представляло сопоставление ре-
зультатов измерения уровней по всему полю с результатами
расчета (планиметрирование площадей /V и Р' п ). Соответ-
ствующие данные показаны на фиг. 6. Надо отметить, что
применение на той же модели группового излучателя с откры-
тыми динамиками не давало сравнимых с полученными фор-
мулами (10, 14) результатов.

3. Проверка теоретических выводов и результатов
моделирования в натуре

а) Особенности акустики открытого воздуха
Распространение звука на открытом воздухе подчиняется

ряду случайных и редко элиминируемых явлений, так что при
натурных измерениях поставленные нами задачи значительно
усложняются.

До настоящего времени в литературе достаточно много
сведений о влиянии следующих микроклиматических компо-
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Фиг. 6. Снижение уровня звука с расстоянием в результате измерений на
акустической модели

центов; 1) состав свободной атмосферы, 2) температурные
градиенты, 3) градиенты ветра, 4) колебания ветра (поры-
вистость) и 5) влажность воздуха. Эти компоненты часто
колеблятся не только по высоте, но и по расстоянию. Условия
передачи звука в непосредственной близости земли зависят
кроме того еще от поглощающей способности поверхности
земли (растительности) и в случае зеленого театра пуб-
лики. Из всех атмосферных факторов наибольшее влияние
на затухание звука в воздухе имеют ветер и градиенты вет-
ра [s]. В действительности действуют одновременно как гра-
диент температуры, так и градиент ветра. При наличии ветра
влияния температуры и влажности становятся минимальны-
ми, т. е. незначительные градиенты ветра компенсируют зна-
чительные градиенты температуры. Ветер изменяет форму
волнового фронта в случае, если звуковые волны распростра-
няются против ветра или попутно с ветром (отклоняясь кверху
или загибаясь вниз), и только в случае совпадения направле-
ния ветра с огибающими кривой фронта волны ветер не имеет
влияния на распространение звука.

При отсутствии ветра или при слабом ветре (0, .. 2 м/сек)
основными факторами, влияющими на распространение зву
на, являются температурные градиенты, влажность воздуха
и поглощение публикой.
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б) Контрольные измерения на таллинском певческом поле

В конце июня 1960 г., сразу же после завершения строи-
тельства певческой эстрады, были проведены предваритель-
ные измерения с участием известных хоровых коллективов
(Госуд. Акад. мужской хор, смешанный хор «Раудам», хоры
ТПИ и др.), но ввиду небольшого состава этих хоров приш-
лось ограничиваться только некоторым качественным анали-
зом полученных данных.

Для дальнейших, более систематизированных измерений
была разработана методика с учетом всех метеорологиче-
ских факторов и применительно к генеральным репетициям
таллинских сводных хоров (от 5 по 15 июля 1960 г.).

Время для этих репетиций было вечернее Влажность и
температура воздуха измерялись самописцами на тоех
уровнях (0; 10; 20 м ), ветер на двух уровнях (5; 15 м). На-
правление ветра было преимущественно с востока (со сторо-
ны амфитеатра к эстраде), сила ветра относительно слабая.

Уровни звука зарегистрировались одновременно в двух
точках на отметке, считаемой как нолевой, и поочередно во
всех кардинальных точках певческого поля. При этом уровни
были записаны как при исполнении !огllззlшо, так и при
шеххоГоНе и р!апо.

Для сравнения практических и теоретических результатов
были рассчитаны величины, входящие в выражения (10) и
(И).

Несмотря на полученные хорошие результаты, проведен-
ные измерения не давали полного основания того, чтобы оце-
нить максимально достижимое усиление массового выступле-
ния, т. к. не было достигнуто максимального заполнения три-
буны. Стало ясным, что полная картина акустики нового
сооружения открывается лишь при полной его «нагрузке».

Такой момент наступил 18 и 19 июля 1960 г., когда в Тал-
лине собрались все участники очередного 15 певческого
праздника.

Пробные концерты были организованы в дневное время
(с 9 до 16 часов). Все микроклиматические факторы содей
ствовали проведению опыта (например, скорость ветра была
лишь 1,3—1,6 м/сек) и при дешифровке полученных данных
удалось элиминировать все основные факторы, влияющие на
затухание звука на свободном воздухе.

Очередной эксперимент был предусмотрен в день празд-
ника песни, 21 июля. Основной задачей была поставлена ис-
следование влияния фактора поглощения звука зрителей на
снижение уровня звука на зрительных местах. К сожалению
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метеорологические условия ко дню концерта сильно изменя-
лись. После проливного дождя в предыдущий день поднялся
ветер со скоростью 4 —6 м/сек, с направлением юго-запада
(перпендикулярно к акустической оси поля). Несмотря на
удачное направление ветра, измерения оказались невозмож-
ными из-за маскирующего эффекта шума (50 —70 дб), т. к. за-
щитные сетки микрофонов были бесполезными. Качество сде-
ланных звукозаписей от концерта получилось невысокое, т. к.
вещательные микрофоны также не получили защиты от ветра.

К счастью ветер не мог испортить субъективных впечат-
лений слушателей и критиков, которые, судя по дануым пе-
чати, были весьма хорошие.

Повторение предлагаемых измерений оказалось возмож-
ным в июне 1961 г., когда на певческом поле состоялся день
песни города. Ввиду того, что в предыдущем году нам не
удалось измерять уровней в присутствии публики, а также
уровня шума от публики и спектральных уровней, то про-
грамма измерений была достаточно широкой.

Методика исследования была немного изменена с тем,
чтобы получать записи уровней для трех звуковых частот
(250; 500; 2000 гц) при выступлении сводного хора, а также
для таких же частот при применении искусственного сигнала.

Метеорологические условия оказались в этот раз положи-
тельными как в день репетиции (8 июня), так и во время
концерта (9 июня). Концерт состоялся во второй половине
дня, когда градиенты температуры практически не имели
влияния на распространение звука. Ветер с максимальной
скоростью 2,5 м/сек с юго-запада был перпендикулярным к
акустической оси и не имел влияния на волновой фронт. Уро-
вень собственного шума от публики составлял 50—60 дб (во
время паузы в исполнении). В таблице 1 даны средние зна-
чения всех измерений в натуре и сравнение с результатами
моделирования, а также теоретических расчетов.

В связи с тем, что ряд мешающих факторов был элими-
нирован , сравнение данных измерения 8 июня (без пуб-
лики) и 9 июня (с публикой) дало возможность рассмотреть
поглощение звука вдоль мыслимой поверхности слушателей.
На фиг. 7 изображена поглощающая способность в дб/\ooм
на профиле певческого поля, а также кривые равного уровня
в зависимости от заполнения площади зрителями.

В зависимости от особенностей продольного профиля Тал-
линского певческого поля затухание за счет «скользящего»
поглощения не пропорционально расстоянию до источника,
т. к. зависит от уклона поверхности, занятой слушателями и
наименьшее затухание обнаруживается в тех участках про-



202

Таблица 1

Точки на осевой |
линии 2 3 4 5 6

Расстояние в ж от
нолевой точки 42 73 103 130 156

■

180
Теооетическое снижение

уровня по (14) на сс-
—5,48
+ 0,1

—9,11
+0,15

—11,13
+ 0,22

— 12.94
+ 0,30

— 14,21
+ 0,42

— 15,91
+ 0,60

нове акустической
дели (для 500 гц )

мо-
—5,38 —8,96 — 10,91 — 12,64 — 13,79 — 15,31

Измеренное снижение
уровня на модели на
полосе белого шума
1/3 окт. (среди, час-
тота 12,5 кгц) —6,36 —9,13

.

— 11,31 — 12,83

•

— 14,84

■

— 15,45

То же на чистом
12,5 кгц

тоне
—6,98 —9,30 — 10,58 — 13,90 — 14,60 —16,06

Теоретическое снижение
уровня по (14) на ос-

-6,86
+0,1

—9,18
+ 0.15

— 10,80
+ 0,22

— 12,63
+ 0,30

— 14,01
+ 0,42

— 15,17
+ 0,60

нове сооружения в
натуре (для 500 гц) —6,76 —9,03 — 10,58 — 12,33 — 13,59 — 14,57

Измеренное снижение
общего уровня в днев-
ное время 1960 (без
публики) —5.8 —8,7 — 10,4 -12,5 — 13,5 — 16,0

То же, вечернее время,
сводный хор, 1961 —5.37 .8,50 — 9,92 — 11,57 — 12,58 — 15,02

Общий уровень в вечер-
нее время 1961, при
наличии публики — 10,4

.

— 12,5 — 13,4 14,9 —15,3 — 16,8

Спектральное сни- 250 — 12,0 -13,5 — 14,1 — 15,0 — 16,6 — 17,7
жение уровня
при заполнении 500 — 11,5 — 11,8 — 12,2 — 13,7 — 14,8 — 16,6
поля публикой,
1961 2000 — 10,7 —14,8 — 16,3 — 18.5 -19,9 —21.0

250 —6.8 -8,8 — 10,5 — 12.5 — 14,7 — 17.2
То же, без публи-

ки, 1961. 500 —5,3 -7.2 — 9.6 —11,1 — 13,0 — 15,5
X

2000 —6,1 —8,3 — 10,6 — 13,4 — 16,0 — 18.0
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Фиг. 7. А. Поглощающая способность публики, измеренная в таллинском
певческом поле. Б. Кривые равного уровня в зависимости от заполнения

площади мест зрителями

филя поля, имеющих наиболее крутой подъем. Резкое сни-
жение затухания на участке 5—6 объясняется также незна-
чительной плотностью слушателей в этой зоне во время кон-
церта.

Выводы
1. Распределение разных звуковых частот по расстоянию до

источника не одинаково. Снижение уровня низких частот
близко квадратичному закону распространения, средние и
высокие частоты имеют известную направленность, кото-
рая хорошо описывается выражением (14).

2. Количество выступающих участников ансамбля практи-
чески не влияет на относительный уровень в певческом
поле. Это указывает на то, что акустический экран дает
одинаковую поддержку для всех выступающих, независи-
мо от места расположения под экраном.

3. Каждое удвоение количества участников повышает абсо-
лютный уровень примерно на 3 дб. Это говорит о досто-



верности принципа энергетического сложения (некогерент-
ности рассматриваемого сигнала).

4. Поглощение звука по наклонной поверхности мест для
слушателей ниже поглощения горизонтальной поверхности
и составляет 4,4—15,2 56/100 м при 250 гц, 4,5—16,5
дб/ 100 м при 500 гц и 7,2—20,0 56/100 м при 2000 гц, в
зависимости от уклона поверхности.
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ТАЕЕIША РOЕOТЕНМIЕIBЕ ШSТГШШI ТOIМЕТISЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 534. 84. 001. 57

X. Л. Орувеэ

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТА АКУСТИЧЕСКИХ
ЭКРАНОВ НА АКУСТИЧЕСКИЙ БАЛАНС ПОМЕЩЕНИЙ

Введение

За последние годы в практике строительства больших за-
лов стали более широко применяться такие акустические
конструкции, как отражатели-экраны, диффузоры, комбини-
рованные резонансные поглотители и др. Эти средства при-
меняются либо для естественного усиления прямого звука
путем добавления отражений от поверхностей зала, либо для
достижения акустических условий, в которых статистический
подход более оправдан, и, следовательно, гарантировано
экспоненциальное затухание звуковой энергии.

Несмотря на широкое применение акустических экранов,
теоретическая сторона этого вопроса освещается только од-
носторонне. Между тем применение экранов не всегда оправ-
дано и не всегда приводит к улучшению акустики залов. С
этой проблемой связана, с одной стороны, однородность зву-
кового поля при переходе от одной точки к другой и, с другой
стороны, акустический баланс (в отношении энергии ревер-
берирующего и прямого звука). Ниже будет показано, в ка-
ких пределах возможно искусственное перераспределение час-
тей звуковой энергии при введении в зал эффективных-аку-
стических конструкций типа экранов-козырьков, а также, в
каких пределах это перераспределение оправдано с эстетиче-
ской точки зрения. В связи с тем, что положение в звуковом
поле всегда носит статистический характер, в первую очередь
следует применять соответствующий метод.

Обозначения:

А общее звукопоглощение (—а-5);
а средний коэффициент звукопоглощения (= 1 Р);
Р средний коэффициент звукоотражения;
5 общая поверхность помещения;
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Р мощность источника звука;
с скорость звука;

Ет суммарная плотность звуковой энергии в помещений;
Е% плотность отраженной звуковой энергии;
Е0 плотность прямой звуковой энергии;

г расстояние от источника до точки приема;
Г стандартное время реверберации;
V объем помещения;

Й7(() энергия звука, излучаемая за время I,
I, / средний свободный пробег звуковой волны;

т время среднего свободного пробега;
то критический интервал времени, характеризующий длительность

полезной части отзвука;
(2 акустическое отношение в случае точечного источника;

С)а то же в случае ансамблевого источника;
Эo расстояние от источника.до слушателя при условии, что Р— 1.

1. Теоретические соображения

Согласно статистической теории в стационарном диффуз-
ном поле ненаправленного источника распределение звуко-
вой энергии в зале равномерно в любой момент.

Сумма статистически усредненных плотностей всех отра-
жений (= плотность энергии диффузного звука) зависит
только от акустической мощности источника и от общего по-
глощения;

__4Р(Щ-и)
Я Ас *

{ '

Плотность энергии прямого звука в точке приема на расстоя-
нии г от источника может быть выражена как;

р 1Е -
•
-- тП 4лс Г2 • '

В случае дискретных музыкальных ансамблей участники
размещены на достаточно большой площади эстрады, яв-
ляющейся эффективной звукоотражающейся средой, поэтому

2лс ‘ г2

В идеальном диффузном поле величина считается по-
стоянной по всему помещению, поэтому общая плотность
звуковой энергии на расстоянии г от источника равна сумме
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(4)

Из формулы (4) следует, что Е 0 изменяется от точки к
точке, поэтому и Етф сопB{.

Отношение
ф-■ <5lсо

принято называть акустическим отношением, которое, исходя
из формулы для точечного источника (2), выражается как

<?= (б»

или, переходя к стандартному времени реверберации Т

Ч = 100 тт ■ ■ (?)

Для источника, излучающего на полусферу (ансамбль);

у- s„л 7;:. ( 8)

Переходя к децибелам;

10 Iост р= 20 Iо§ г -( 10 Iо§ 1
-- -(- 17 дб, (9)

10 1о& =2O Iо§- г+ Ю фl4 дб. (10)

Ниже будут рассмотрены некоторые случаи, когда аку-
стическое отношение известно и требуется определить рас-
стояние до источника, на котором оно действует:

а) д= 1, т . е. ЕoЕд.
Расстояние с10 , на котором плотности прямой и диффуз-

ной энергии равны, может быть легко найдено по уравне-
нию (4);

Ф I—а Р
сЯ а 4л^о2с ’

,и4I IПД- I
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Так как А— ®

—, то при значениях а, мало отличаю-

щихся от нуля,
4=0,141 =0,057 |/~■ (12)

Соответственно, в случае ансамбля;

4/=0,2]АД-- = (13)

= 0,2 I/— 5
" =°-°8 |/ф- (14)

\ ГЛ 1o)4=—. т. е.

В случае сферического излучения:
Р 4Р 1 а

_

4я82 с ‘ с5 а а>

,

(15)
а=о;l4

-

В случае ансамбля:

7 С.- < l6 )

Еов ) Т~пг =а-г-п т с /?

Для сферического излучения:
Р

_

Рос , 4РД —а)а 1
4тсй-с \тс с ' сsа ’

*

, (17)
4=0,141/8. I

Для ансамбля:
oа' =0,21/5. (18)

В действительности в залах, имеющих специальные уст-
ройства для направления звука, т. е. в залах, где распреде-
ление энергии не носит случайный характер, количество от-
ражений не очень велико. Это означает, что в таких случаях
диффузный режим нарушается и серьезная оценка по фор-
мулам (4)...(18) не является возможной.



2. Зависимость акустического баланса
от архитектурного решения зала

Работы последних лет [l, 2,3, 4, 5] показали, что понятие
«прямой звук» необходимо рассматривать как совокупность
воздействий прямой звуковой энергии и первых отражений
с запаздыванием, не превышающим некоторой предельной
величины То, характеризующей длительность полезной части
реверберации в помещении. Здесь следует отметить, что по
сей день еще мало изучены необходимые соотношения пря-
мой (полезной) и реверберационной (диффузной) энергии,
в частности, применительно- к музыкальному сигналу. В по-
мещении, предназначенном для слушания музыкальных про-
изведений, доля диффузной энергии в смысле полноценного
восприятия столь же важна, как и энергия прямого звука и
первых отражений. Ввиду того, что с помощью отражающих
устройств на слушателей можно направить немало полезных
отражений в пределах интервала т0 после прихода прямого
звука, то акустическое отношение должно изменяться, так
как общая плотность звуковой энергии остается постоянной.

Для качественного анализа целесообразно различать в
совокупности реверберирующего звука три компонента:

1) непосредственный звук т. е. звук, дости-
гающий слушателей без каких либо отражений от поверх-
ности помещения;

2) эффекти вны' й звук приходящий отражения-
ми вслед за непосредственным звуком с запаздыванием, не
превышающем предельную величину тO , зависящую от харак-
тера сигнала;

3) диффузный или реверберирующий звук,
приходящий за эффективным звуком и замирающий с уров-
нем до фона помещения.

Сумма непосредственного и эффективного звука назы-
вается полезным звуком, т. к. плотность полезной энергии в
разных точках помещения больше всего характеризует зву-
ковое поле.

Энергия эффективного звука отпадает от диффузного,
т. к. в течение интервала т0 отражения сливаются с прямым
звуком. Чем больше энергии отпадает от диффузного звука,
тем больше закрытое помещение приближается к случаю по-
лузакрытой эстрады на открытом воздухе. Этот предельный
случай является далеко не идеальным с музыкальной точки
зрения, т. к. ценность музыкального восприятия опреде-
ляется не столько интенсивностью, сколько множеством мало-
мощных звуковых отражений. Опыт строительства новых за-

20914 Строительные конструкции. .
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лов с большой вместимостью показывает, что добиться аку-
стических условий, сравнимых с условиями старой стройки
удается не всегда [6, 7], что объясняется односторонностью
проектировщиков, игнорирующих всю сложность музыкаль-
ного восприятия. Такие факты имеют место при некоторых
формах зрительного зала, как например, яйцеобразной или
трапецеидальной, т. к. при этих формах залов наряду
ными отражениями не может обеспечиваться также и оогат-
ство диффузных отражений.

При стационарном режиме доля энергии непосредствен-
ного звука в случае диффузного поля определяется в любой
момент как энергия, излучаемая источником за время сред-

него свободного пробега =
» отнесенная к общей

энергии:
Щт) = Р т,

При установившемся режиме отношение прямой энергии к

общей энергии ( №(/) = :

=а (19)
1Р(0

Эргодический принцип* и физиологические особенности
слуха позволяют развить следующую мысль. Скопление энер-
гии за промежуток то равно Р • То, и в тот же момент прибав-
ляется к энергии непосредственного звука. Таким образом
общее повышение энергии за некоторый небольшой Интер-
вал может рассматриваться не как результат скопления во
времени, а как повышение мощности источника.

Если учесть, что потери на отражения являются ничтож-
ными, то полезная энергия и общая энергия соответственно
равняются:

УЫ=Р • То,

4 ру

и отношение полезной энергии к общей энергии

* Эргодический принцип предположение о том, что усреднение по
времени, выполненное для какого-либо одного отражения и усреднение по
совокупности всех отражений приводит к одним и тем же результатам.



№(т„) Тосаs .ТосА /от
У (Г)

~

4V ~~ ~~4У '

Например, в зале объемом 5400 м3 (30Х1&ХЮ ж), имею-
щем средний коэффициент поглощения 0,2 и 5 = 2043 м2 при

lOO мсек
Щто)__ 34,2.408

_ = 644%V? (I) 21600 ’ /0 ‘

Эта доля будет тем больше, чем больше аср . При нали-
чии публики нередко аср >■ 0,5 и доля диффузной энергии
значительно уменьшается.

т0 принимается нами как промежуток времени, в течение
которого эффективные отражения от акустических экранов и
др. близких к источнику поверхностей используются пол-
ностью.

Пусть О будет той долей мощности Р', которая излучается
на полусферу ансамблевым источником и доходит до слуша-

/ 4V \теля в пределах интервала тO l то>-5 1 в виде всего полез-
ного звука.

В случае непосредственного звука, как было показано
выше, отношение его энергии к общей энергии равняется а.
В случае всего полезного звука (см. 20), соответствующее от-
ношение равняется Доля повышения энергии непосред-
ственного звука за счет полезных отражений от специальных
отражателей:

Тос4 Тосs Тос /л, ч

~4У~• “ = = ~1~(21 >

где средний свободный пробег.

Кажущееся повышение мощности звука:

-у- = . откуда Р' = Р ■

. (22)

Так как звуковое поле в помещении характерузуется плот-
ностью полезного звука, то для нас прежде всего представ-
ляет интерес прирост плотности за счет эффективных отра-
жений.

Повышение плотности энергии звука в данном объеме
прямо пропорционально мощности, из чего следует, что
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В определенном объеме энергии звука относятся друг к
другу как плотности энергии на соответствующих расстояниях
(т. е. за время соответствующего пробега). На расстоянии от
источника сlа , т. е. там, где отношение плотности энергии не-
посредственного звука к общей энергии равно а, плотность
энергии полезного звука, отнесенная к энергии первичного
звука, равна

Плотность полезной энергии будет:

В' - о =
р—

■ -т°s-
- 2яг2 С и 2пг2 4V '

На расстоянии от источника с1а | <ll = 1
р‘ __

Р • Bятрs ХрР (ОА\
2я5 4 V

~~ V ’

Аналогичным выражением для точечного источника яв-
ляется

р’ ТрР
о~~ 2 V -

Прирост плотности прямой звуковой энергии АЕв (по
сравнению с первоначальной плотностью) на расстоянии
(1 а ( =0,2 ]/ 5) (или на любом расстоянии, при условии, что
экраны дают полезные отражения равномерно по всей пло-
щади пола) будет равняться:

Л р тO .Р РBк т OР 4Р /ГIСЛАЕо =-у-~-ШГ= -у—BГ- <2s >

Вместе с тем АЕп является долей плотности энергии, на
которой плотность диффузной энергии снижается по всему
залу, так как

Ет +Ец =Ев •

Здесь нетрудно заметить, что уравнением (25) определяет-
ся интересная с точки зрения статистической акустики вели-
чина, зависящая от нового подхода к структуре плотности
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звуковой энергии. Формула общей плотности звуковой энер-
гии примет вид (для ансамбля сигналов):

р. Р тOS .4Р 1— а ТоР , 4Р_
_

т 2лг2 4У ' с5 а V ' 5с
Р | 4Р ТоД_ /осч

~

2лг2 ' 4У сßа У ' 1 '

Новое акустическое отношение:

/у_
Е_Р_ __

/4Р ТOР \. I Рх0 8 \

4 Е ъ‘ I сsа У I• \ 2пгЧУ 1~~
4 У хOАс 8яг2

/07^
Ас Тоs~* ф '

Для точечного источника:

4 У хOАс 16лт 2
/оо\(Э= Ас То5

— ‘ (2Ь)

При равных г:
16яг2 (1 —а)

(29)
г\г

__ Г) .

4V ХoАс^

Уравнение (29) показывает, насколько акустическое от-
ношение уменьшается при соответственном усилении непо-
средственного звука, т. е. за счет эффективного звука.

Расстояние О O , на котором <3'=l, может быть исчислено,
исходя из равенства

Р угos_ 4Р х OР
2лО 0 2 ~4У ~ сßа V ’

. (30)
= 0.25

или для точечного источника:

Л»'= 0.145

Сравнение уравнений (30) и (13) показывает, что Оо>сlо.
Это отличие вносит некоторые существенные особенности в



Фиг. 1. Формирование баланса уровней звуковой энергии в хороших кон-
цертных залах различной вместимости

оценку акустических свойств помещений, имеющих соответст-
вующее решение в архитектурном и техническом отношениях.
На ,фиг. 1 приведен график формирования уровней звуковой
энергии (диффузной за х= оо и полезной за То=so мсек) в
хороших концертных залах различной вместимости, в зависи-
мости от расстояния от источника до слушателя. Расчет вы-
полнен при условии, что время реверберации Т исходит из
т. н. объемного оптимума для музыки (по формуле Т=
=0,33 • Vl

'*).
На фиг. 2 приведен график изменения акустического отно-

шения в зависимости от устройства акустических экранов в
прямоугольном зале 30X15X10 м ( ПР И условиях: а = 0,2;
То= 100 мсек) в случае выступления небольшого хора.

На практике распространено применение экранов, расчи-
танных на однократное отражение на более удаленные места
для публики или в определенную зону, где уровень звука не-
достаточно высок. Однократность отражений вызвано формой
экранов и большой поглощаемостью поверхности, на которую
эти отражения направляются. Тем самым уровень полезной
энергии значительно повышается за счет диффузной энергии.
Таким образом может быть нарушен привычный акустиче-
ский баланс, характерный для старых залов без отражателей,
в частности, если форма зала заметно отличается от прямо-
угольной. Дело обстоит несколько лучше в тех залах, где
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Фиг. 2. График изменения акустического отношения в пря-
моугольном зале в случае выступления небольшого хора до

и после введения в зал акустических экранов

форма всего сценического пространства и зала обеспечивает
многократные отражения. Для того, чтобы добиться полно-
ценного звучания музыки, необходимо более длительное вре-
мя реверберации, чем применяемое сейчас.

3. Экспериментальные исследования на моделях
Звуковое поле как точечного, так и ансамблевого источни-

ка рассматривалось в небольших моделях, имеющих различ-
ную конфигурацию стен и разные акустические устройства
(масштаб 1: 25 и 1:50). Измерения уровня интенсивности
звука в зависимости от расстояния проводились при помощи
воющего тона и октавных полос белого шума на модели пря-
моугольной и трапецеидальной формы (в плане и разрезе),
а также на модели сложной формы (реконструируемого Тал-
линского радиотеатра).

Миниатюрный конденсаторный микрофон перемещался
внутри модели ог точки к точке с постоянной скоростью
10. ..12 мм/сек, а соответствующие уровни записывались са-
мописцем.

Уровень непосредственного звука измерялся вне модели
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Фиг. 3. Формирование уровней на модели трапецеидального зала при при-
менении акустических экранов
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в заглушенной камере при прочих равных условиях, а уро-
вень диффузного звука был исчислен исходя из уровня об-
щей плотности энергии, измеренной на моделях и уровня не-
посредственного звука, измеренного для того же источника в
заглушенной камере.

Рассмотрены были также условия как «пустого», так и за-
полненного помещения. Поверхность, занятая слушателями, *

имитировалась на модели слоем поролона, имеющего высо-
кий коэффициент поглощения при тех частотах, которые при
переходе в натуральный масштаб имеют большое значение
для слушания речи и музыки (500, 1000 гц).

Результаты испытаний на модели трапецеидальной формы
графически отображены на фиг. 3. Кривые показывают, что
применение лишь одного акустического экрана дало повыше-
ние прямого звука в «пустом» зале на расстоянии на 1,2 дб.
Снижение уровня плотности диффузной энергии за счет аку-
стического экрана на том же расстоянии также равняется
1,2 дб. Однако сниженный уровень диффузной энергии не яв-
ляется постоянным по всему помещению, что свидетельствует
о том, что в реальных условиях при введении в зал эффек-
тивных отражателей диффузность несколько нарушается.
Увеличение расстояния равных плотностей прямого и диффуз-
ного звука \Вб>сlо) указывает на некоторое ухудшение аку-
стического баланса, однако в данном случае не является су-
щественным недостатком.

Уровень плотности общей энергии в данном случае вслед-
ствии акустического экрана не изменяется. Расстояние с10 соот-
ветствует исчисляемому по формуле (11) дO . Так, например,
на расстоянии д0 уровень суммарной плотности энергии на
3дб выше уровня прямого звука, ана расстоянии суммар-
ный уровень на 7 дб выше уровня диффузного звука.

Влияние конструкции и формы потолка на общий уровень
в определенной точке помещения показано на фиг. 4.

Более детально были исследованы условия заполненного
зала. Эти условия рассматривались вначале при различной
высоте микрофона от поверхности поглотителя (пола). Было
установлено, что дополнительное снижение измеряемого
уровня звука вызывается как при приближении микрофона
к поверхности поглотителя, так и при увеличении площади
поглотителя.

Условия реального восприятия звука в случае горизон-
тальной или наклонной поверхностей пола требуют, чтобы
микрофон был размещен в одной плоскости с поглотителем.

Отдельно исследовалось влияние излучателя на снижение
уровня звука при изменении его высоты над поверхностью
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Фиг. 4. Влияние конструкции и формы потолка на уровень плотности
звуковой энергии

слушателей (при различной направленности источника, при
применении акустических экранов и при изменении уклона
пола). Основные результаты этих измерений приведены на
фиг. 5. Из представленных кривых явствует, что максималь-
ное снижение уровня наблюдается при действии ненаправ-
ленного источника, находящегося на одном уровне с прием-
ником, независимо от уклона поверхности. При этом дополни-
тельное звукопоглощение составляет примерно до —4 дб при
каждом удвоении расстояния*. При большей высоте располо-
жения источника и увеличении подъема пола имеется воз-
можность приблизиться к условиям квадратичного распро-
странения звукового давления, постепенно уменьшая потери
на скользящее поглощение.

5. Экспериментальные исследования в натуре
Целью исследований в натуре являлось не столько уста-

новление идентичности акустических параметров в зале и в
модели (которые доказаны неоднократными экспериментами
ряда авторов [9, 10, 11, 12, 13]), сколько субъективная оценка
влияния акустических экранов, применяемых в помещениях.
Такая оценка возможна также на модели (путем применения

* Сверх 6 дб, получаемых по теоретическому закону обратных
квадратов.
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Фиг. 5. Зависимость распределения уровней от направленности и высоты
источника и подъема мест для слушателей

метода транспонирования частотного спектра), однако это
требует совершенную технику, оставаясь все же монофониче-
ской.

В качестве объектов исследования были выбраны зритель-
ный зал театра оперы и балета «Эстония», большая студия
звукозаписи киностудии «Таллинфильм» и большая концерт-
ная студия Таллинского радиодома.

Первоначальный анализ акустических свойств помещений
производился на основе измерений частотной характеристики
времени реверберации в пустом и заполненном зале, импуль-
сных исследований и измерений меры диффузности «Л» по
[l4].

Измерения времени реверберации для каждых 1/ 3 октавы
показали, что полученные данные не могут служить доста-
точным материалом для выявления акустических недостатков
помещений. Импульсные измерения дали возможность уста-
новить локальные особенности звукового поля и показали,
что форма огибающей отраженного импульса может оказать-
ся различной и не всегда согласована с субъективной оценкой
по т. н. контуру неудобств. Наши опыты показали, что в музы-



Фиг. 6. Примеры осциллограмм
импульсных картин акустиче-

ски неудачных помещений.

кальном зале акустиче-
ские дефекты выражают-
ся в импульсных карти-
нах не в виде отдельных
дискретных «пиков», за-
паздывающих в некото-
ром интервале времени, а
значительно большими
иррегулярностями, как
например, «размытостью»
отражений и заметной
группировкой отражений
(с глубокими провалами)
(фиг. 6).

Измерения меры диф-
фузности («с?») показали,
что в двух случаях (зри-
тельный зал театра «Эс-
тония» и студия звукоза-
писи «Таллинфильм») ус-
ловия в зале близки к
условиям бегущей волны,
являющимся причиной

неудовлетворительной
акустики, а в одном слу-
чае (большая радиосту-
дия) показали сравни-

тельно хороший результат. Несмотря на это и здесь
акустические условия признаны нехорошими. Причина этого
может крыться в том, что при частотах ниже 250 гц в данном
помещении картина затухания импульсов иррегулярна. При-
менение там же стационарного режима для непосредственно-
го измерения диффузности дало менее наглядный результат.
Этот эксперимент указывает на то, что в реальных залах сле-
дует рассматривать отдельно два вида диффузности
диффузность во времени (при затухающем процессе) и
диффузность направлений (при стационарном процессе).

Опыты, подтверждающие полезное действие акустических
экранов, были проведены в зале театра «Эстония». Плохая
слышимость этого зала объясняется главным образом недо-
статочным уровнем звука и большой неравномерностью рас-
пределения энергии в зале. Импульсные измерения показали,
что на места в партере поступает преимущественно прямой
звук и более поздние отражения, поскольку все поверхности,
расположенные вблизи портальной арки, ориентированы так,
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Фиг. 7. Результаты измерений уровней в зритель-
ном зале театра «Эстония» при проведении опы-

тов с акустическими экранами

что они не могут направлять звука в публику. Доля отражен-
ной энергии несколько возрастает, приближаясь к задним
местам партера и балконов (за счет отражений от потолка и
планшета сцены). Путем применения деревянных жестких
щитов для формирования временного акустического экрана
вокруг сценического портала нам удалось не только повысить
уровень полезного звука на местах с плохой слышимостью,
но также добиться повышения субъективного времени ревер-
берации.

Для оперы большое значение имеют четкость ревербери-
рующего сигнала и соотношение силы звуков солистов к силе
звуков оркестра. Поэтому плотность диффузной энергии игра-
ет здесь второстепенную роль. По этой причине применение
акустических экранов является вполне реальным и было
включено в предложение для реконструкции данного зала.

Эффект акустических экранов исследовался также на сту-
дни звукозаписи «Таллинфильм». Измерения меры диффуз-
ности также как и картины, снятые с экрана осциллографа
при коротком сигнале, показали весьма слабую диффузность
данного помещения. Вначале имеется крутой спад плотности
энергии (приход отражений с уровнем до —2O дб происходит
в течение 50.. ..150 мсек). Причиной этого явления оказалось
неравномерное распределение звукопоглотителей и отсутствие
рассеивающих элементов. По проекту реконструкции в по-
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Фиг. 8. Зависимость субъектив-
ного и физического времени
реверберации от эффекта аку-

стического экрана

голке зала предусмотрены диффузоры и акустический экран.
При исследованиях в зале применялся временный экран раз-
мером 1,8 на 3,2 м на нескольких высотах подвеса. Были про-
ведены субъективные наблюдения с участием звукорежиссе-
ров. Было организовано прослушивание звука записей дик-
торской речи при нескольких положениях диктора. Харак-
тер спада кривой затухания без экрана и с экраном виден на
осциллограммах, представленных на фиг. 9. С помощью экра-

Фиг. 9. Осциллограммы им-
пульсных картин, полученных в
студии звукозаписи «Таллин-

фильм»

на удалось ликвидировать провал между начальным и завер-
шающим участком кривой спадания и несколько повысить
уровень полезного звука (около 2,5 дб). Такое повышение
уровня на начальном участке благоприятствует удовлетвори-
тельной артикуляции. При записи речи субъективная ревербе-
рация настолько увеличивается, что при более быстром темпе
исполнения стало заметно некоторое мешающее влияние.

Выводы

На основании теоретических соображений и данных пря-
мых измерений можно рекомендовать исходить дри проекти-
ровании из следующих основных принципов, касающихся при-
менения акустических экранов в закрытых помещениях.
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1. Акустический экран (козырек) путем получения зер-
кального отражения прямого звука является звукоусилива-
ющим устройством и применяется главным образом для
создания равномерного уровня на площади расположения
мест слушателей.

2. Применение в зале акустических экранов и др. близких
к источнику отражающих поверхностей требует комплексного
решения всего зала, учитывая роль прямого и диффузного
звука.

3. Уровень плотности диффузной энергии в реальных усло-
виях зрительных залов не является постоянным по всему по-
мещению. Предположение, что уровень постоянен, является
идеализацией, принятой в статистической акустике.

4. Спадание плотности непосредственной звуковой энергии
на уровне голов слушателей (в тех случаях, когда источник
звука находится на высоте, немногим превышающей плос-
кость уровня слушателей) примерно обратнопропорционально
кубу расстояния до слушателя.

5. В концертном зале, имеющем средний коэффициент
звукопоглощения аср > 0,4 (с публикой) и время ревербера-
ции, близкое к оптимуму (по Т= 0,33 • У"*), применение
эффективных отражателей вызывает чрезмерное снижение
диффузной энергии, что нежелательно для звучания музыки.

6. В случае применения экранов из расчета максималь-
ного использования полезного звука для музыкальных залов
требуется большее время (примерно на +25%) реверберации
по сравнению с т. н. объемным оптимумом.
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ТАЫЛША РOШТЕНШЫSЕ ШBТIТШOI ТОЩЕТISЁр
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 534. 84. 001. 57

X. А. Орувеэ

ИССЛЕДОВАНИЕ АКУСТИКИ ЗАЛОВ
С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ

Введение

В настоящее время единственными и решающими показа-
телями, характеризующими акустические качества проекти-
руемого зала, являются время реверберации и его частотная
характеристика, исчисляемые с помощью соответствующих
расчетов. В основу расчета времени реверберации положен
ряд упрощений и идеализаций физических процессов, глав-
ным из которых является представление о полной диффуз-
ности звукового поля, т. е. предположение, что в течение дли-
тельного времени и в любой момент звуковая энергия рас-
пространяется по всем направлениям одинаково.

В практике эксплуатации залов диффузность помещения
редко гарантируется в мере, необохдимой для экспоненциа-
ального спадания звуковой энергии. С другой стороны, в ин-
женерной практике пока еще не известны способы для коли-
чественной или качественной оценки диффузности проекти-
руемого помещения, что дало бы возможность сделать вывод
о том, сможет ли принятая форма помещения обеспечить не-
обходимые предпосылки для стандартной реверберации.

Парадоксальным является тот факт, что залы проекти-
руются исходя из акустических условий «пустого» зала, при
которых ход затухания звуковой энергии в большинстве слу-
чаев хорошо апроксимируется обычным статистическим
усреднением. При этом вопросам эксплуатации залов, т. е.
условиям заполненного зала, внимания не уделяется.

Ошибочными являются выводы, сделанные для заполнен-
ного зала на основе акустики в зале без публики, также как
и выводы, сделанные, например, на основе помещения пра-
вильной формы, для помещений сложной формы.

Влияние аудитории в зале не только отражается на сокра-
щении общего времени реверберации, но дает также и качест-
венно различную картину затухания звуковой энергии. При
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этом особую роль играет начальный участок затухания,
имеющий меньшую или большую крутизну спадания в зави-
симости от формы поверхностей помещения (и в некоторой
степени от общего поглощения). Завершающий участок
имеет обычно небольшой уклон и зависит от общего погло-
щения. От геометрии помещения завершающий участок за-
висит в незначительной мере.

Основное внимание в данной работе уделено част-
ному случаю акустически необработанному залу, в кото-
ром на полу сосредоточено максимальное звукопоглощение.
Рассмотрение такого помещения помещения массового
типа несколько упрощает поставленную задачу. Акусти-
ческая оценка возможна на основе геометрического подхода
к рассмотрению отражения звука в помещении, а результаты
легко могут быть проверены на моделях.

1. Сопоставление условий «пустого»
и заполненного зала

Для анализа пространственной и временной структуры при-
хода звуковой энергии ниже будет рассмотрен процесс ревер-
берации с геометрической точки зрения в зале, имеющем
форму параллелепипеда. При условии, что коэффициент от-
ражения звука (Р) достаточно велик для любого ограждения
помещения (соответствуя условиям «пустого» зала), картина
мнимых источников звука равномерно распределяется по
трехмерной решетке, размеры которой отвечают размерам
помещения. Общее количество мнимых источников N действи-
тельного точечного источника, действие которых доходит до
слушателя в течение времени I, определяется путем деления
объема сферы - яс3/3 ) на объем одной ячейки решет-
ки мнимых источников, соответствующей объему помещения*.

4 яс3/3
~,

(>)

Усредненное количество отражений, падающее на точку
приема в течение интервала 1 сек, исчисляется при опреде-
ленном допущении, что интервалы, разделяющие какие-либо
два отражения, постоянны:

ёМ .... 4яс 3/2

~йГ > V ' ; '

* Принятая величина I достаточно велика, что позволяет пренебречь
детальным расположением источника и приемника в помещении; с ско-
рость звука.



Знак равенства соответствует случаю, когда все мнимые ис-
точники дискретны и отражения приходят в плавной после-
довательности, исключая неслучайные совпадения моментов
прихода нескольких отражений. В этих условиях количество
отражений в течение т секунд

йИ 4яс3 /2
/оч

"= аГ х=~у~ т < 3 )

и средний интервал времени Ат в промежутке Х\. . .тг равен

,
т V ...хср п ~4Ясз/ 2' • (4)

В этом случае путь, проходимый между двумя отражениями;

кй—с х ср
= —

лсЧ2 -. (5)

Вышеприведенное основывается на грубых упрощениях и
при применении на практике часто приводит к большим не-
точностям. Дело в том, что ранние отражения попадают в
приемник через большие и неравные интервалы (в зависи-
мости от размеров и формы помещения) и их количество на
практике в ряде случаев резко сокращается. В частности, при
некоторых формах, сильно отличающихся от параллелепи-
педа, количество вторых, третьих и даже четвертых отраже-
ний является недостаточным для статистического усреднения.
Еще более сильное сокращение происходит при заполнении
зала людьми.

Согласно классической теории общее поглощение публикой
принимается в расчет пропорционально количеству слуша-
телей Следовательно, время реверберации
должно приблизительно быть пропорциональным удельному
объему зала. Однако, при сопоставлении результатов измере-
ний -большого количества залов с данными удельного объема
этих залов, выяснилось, что эти две величины только слабо
коррелированы. Из-за расхождения данных о времени ревер-
берации некоторые исследователи пришли к выводу, что вре-
мя реверберации должно зависеть либо от формы помещения,
либо от влияния формы помещения на величину коэффициен-
тов поглощения одних и тех же материалов.

Недавно Беранек [2] показал, что поглощаемость публики,
хора и оркестра увеличивается пропорционально площади
пола, занимаемой ими, причем это почти не зависит от числа
мест, при условии, что площадь слушательских, мест занята
равномерно. Таким образом, в заполненном концертном зале,
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Фиг.
1.

Сопоставление
картинмнимыхисточниковв

случае
«пустого»и
запол-

ненного
помещений

где аудитория и исполнители занимают основную площадь
пола, на полу сосредоточено максимальное звукопоглощение,
что исключает все мнимые источники ниже плоскости пола,
а следовательно, исключена и большая часть мнимых источ-
ников выше потолка, кроме источников, расположенных в
первой плоскости над потолком (фиг. 1). В тех случаях, ког-
да пол эстрады остается свободным, до некоторых слушате-
лей доходят еще и вторые и т. д. отражения от потодка, но
общее количество отражений изменяется лишь незначи-
тельно.

Ниже рассматривается случай, когда в прямоугольном
зале весь пол имеет коэффициент поглощения, близкий к



единице ((Зл =0). Мощность всех мнимых источников ниже
плоскости пола также равна нулю и картина мнимых источ-
ников распространяется лишь в двух плоскостях: на уровне
действительного источника и на высоте к, 2 раза превышаю-
щей высоту от источника звука до потолка. Это означает, что
звуковые волны, исходящие из мнимых источников, распре-
деленных в плане, отражаются от стен многократно, а от по-
толка один раз.

В случае точечного источника количество отражений N
приходящих в точку приема за некоторое время /, опреде-
ляется по аналогии с (1), путем деления объема диска
( У=лсЧ 2к) на объем помещения:

М[== м_ (6)

Среднее количество отражений, попадающее на точку
приема в течение интервала = . будет

п
(
=

~

аг -~ у—(7)

и средний интервал времени Дl-ср

___

V
*ср сИ 2лсЧН ■

По сравнению с условиями «пустого» зала (см. 4) этот ин-
-2с{

тервал возрастает Р аз и количество мнимых ис-
31г т,точников сокращается - раз. Такое существенное сниже-

ние количества мнимых источников свидетельствует о некото-
ром качественном различии условий закрытого («пустого») и
полузакрытого (заполненного) залов. Ввиду того, что сокра-
щение количества мнимых источников происходит неравно-
мерно и лишь за счет более мощных источников (образую-
щихся в пространстве на оси 2Г, где расстояния между источ-
никами минимальны, т. к. высота помещения обычно меньше
других размеров), то кривая затухания сильно деформи-
руется. В начале уровень плотности звуковой энергии резко
снижается за счет быстрого рассеивания в связи с попада-
нием на интенсивно поглощающую поверхность пола, а затем
ход затухания замедляется за счет многократных отражений
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от стен.* Нарушение нормированных условий процесса ревер-
берации настолько существенно, что говорить о каком-либо
определенном времени реверберации нет основания. Анало-
гичные случаи известны из практики, когда вместо равномер-
ного имеет место концентрированное расположение звукопо-
глотителей. Это явление особенно ярко выступает в тех слу-
чаях, когда звукопоглощение концентриоуется на домини-
рующие по площади ограждения (пол, потолок). Качествен-
ная сторона данного явления еще недостаточно исследована,
однако имеющиеся наблюдения позволяют придти к выводу,
что отклонение от экспоненциального хода затухания ощу-
щается недостаточной четкостью затухающего сигнала, су-
хостью, недостатком субъективной реверберации.

В случае дискретного ансамблевого источника количество
отражений увеличивается пропорционально количеству инст-
рументалистов-хористов. Это происходит за счет прироста
мнимых источников, т. е. уплотнения решетки их распростра-
нения, многократно повторяющей форму расположения ан-
самбля в помещении (фиг. 2). Локализация отдельных инст-

Фиг. 2. Картина распространения мнимых источников
ансамбля при правильной форме помещения

рументов и групп инструментов очевидно происходит за счет
прямого звука и первых отражений от ближайших поверхно-
стей помещения и с помощью акустических экранов (отража-

* Таким образом кривая снижения плотности звуковой энергии пред-
ставляется в первом приближении в виде ломаной прямой, имеющей два
наклона.
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телей) может быть значительно усилена. Таким образом диф-
фузность помещения при возбуждении звукового поля ан-
самблями повышается и затухание звуковой энергии происхо-
дит в связи с этим более равномерно, чем при точечном ис-
точнике.

2. Расчет затухания звуковой энергии в заполненном зале

На основе многочисленных геометрических построений
картин мнимых источников для наиболее типичных конфигу-
раций помещений, удалось выяснить, что существуют опре-
деленные закономерности, которые могут быть использованы
для расчета затухания, а именно:

1) отношение количества мнимых источников к расстоя-
Nнию до точки возрастает после первых и вто-

рых отражений до практически постоянной величины, т. е.
пропорционально общему пробегу звуковой волны;

2) количество отражений N порядка п в случае паралле-
лепипеда определяется на основании формулы

М={п— 1)8 + 4.

В случае сложной формы общее количество мнимых источ-
ников возрастает, однако в их числе имеется целый ряд источ-
ников, действие которых не доходит до каждого слушателя;

3) средний свободный пробег звуковой волны, исчислен-
ный исходя из условия, что

_
2/ общий пробег за время I
п среднее количество встреч с поверхностями помещения •

I? • Vчисленно равен Т = (где V объем, в мг , 5 общая

поверхность, в м2
, /с=6. ..8 для практически применяемых

форм помещения), т. е. превышает средний свободный пробег
в пустом помещении | 1,6. ..2 раза. От этой величи-
ны заметно отличается лишь средний пробег первых отраже-
ний (Т^;*

4) средний свободный пробег звуковых отражений, пре-
терпевших 5 и более отражений, приближается к среднему
свободному пробегу в случае т. н. двухмерной реверберации,

я • Р писчисляемому по формуле Ь"= —р— , (где г п площадь
горизонтального сечения зала, Р периметр зала).

* Средний пробег первых отражений определяется на основе графи-
ческих построений.
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Приближенный-расчет времени затухания звуковой энер-
гии до принятого стандартного уровня требует аппроксима-
ции функции спадания несколькими экспоненциальными функ-
циями. Условие стандартной реверберации может быть опре-
делено как

Р ЧIА >

1 \ П п Тх

2) =

с • ~?1 с - 1-1

3>-|-V
с •

где р7l = 10-*,
Е 0 плотность звуковой энергии в момент выключения

источника,
Еп плотность звуковой энергии в конце начального уча-

стка затухания,
Е средняя плотность звуковой энергии,и и отрезки времени двух участков,

Ь] Ь2 свободные пробеги для соответствующего отрезка
времени,

(3 средний коэффициент отражения.

Начальный отрезок времени определяется исходя из усло-
вия, что вероятность попадания звуковых волн на все поверх-
ности помещения примерно одинаково, а количество отраже-
ний, претерпевших одно, два или п встреч с поверхностями
помещения, достаточно велико, чтобы на этом основании
приобрести для помещения значение среднего коэффициента
отражения (3. При точечном источнике и, в частности, в боль-
ших помещениях усреднение длины отражений на участке
0.. .50 мсек является условной операцией. В случае ансамбля
и при наличии в зале акустических экранов количество отра-
жений на этом участке достаточно велико для того, чтобы
функция спадания звуковой энергии могла быть в среднем
аппроксимирована экспоненциальной функцией.* В дальней-
шем, по мере возрастания порядка отражений, продолжитель-
ные отражения наблюдаются лишь в горизонтальной проек-

* Расчеты показывают, что в залах средних и больших размеров пер-
вый участок совпадает со снижением уровня примерно на —2O дб, что
дает п 10 ... 15.



шш объема. Это становится особенно заметным в помещениях,
имеющих небольшую высоту по сравнению с их другими раз-
мерами. Процесс затухания дополняется отражениями от бо-
ковых и торцевых стен, приближаясь к т. н. двухмерной ре-
верберации. В данном случае нет основания учитывать сред-
ний коэффициент отражения для всей общей поверхности, а
лишь коэффициент отражения для стен. Таким образом мож-
но получить два средних коэффициента отражения, участву-
ющих в общем процессе замирания звука и два качественно
различных процесса затухания. Поэтому в данном случае фор-
мула (10) примет следующий вид:

с ■ 1х с » /г

~Е~ = * '

С ■ <1
где = 10-2

с_^_к
и = 10-6,

следовательно
С ■ /х С ■ /о

X = 100 рТ рГ (12)

На фиг. 3 приведено графическое изображение кривых за-
тухания звука для зала 10X20X5 м (в заполненном виде)
при различных значениях sст .

Фиг. 3. Теоретические кривые затухания звука в прямо-
угольном помещении (10X20X5 м) в зависимости от

коэффициента отражения стен р
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В литературе можно найти немало высказываний о том,
что конец процесса затухания практически особого интереса
не представляет и решающее значение имеет, якобы, только
первая часть процесса затухания (первые 20—25 дб). В ра-
боте [3] показано, что субъективная реверберация может в
значительных пределах колебаться вокруг физической в зави-
симости от разности уровней полезного сигнала и собственно-
го шума помещения. Так как в конце реверберации уровень
сигнала соизмерим с собственным шумом, восприятие звука
зависит от скорости спадания уровня звука в начальной ста-
дии затухания. Большая скорость затухания в начале отзвука
создает у наблюдателя впечатление, будто общее время ревер-
берации невелико. Для достижения полноты музыкального
звучания необходимо, чтобы кривая спада уровня звуковой
энергии на начальном участке имела бы небольшую крутизну.
Для этого необходимо, чтобы звуковая энергия, падающая на
потолок, акустические экраны и заэкранное пространство,
приходила на пол после нескольких отражений. В результате
этого возможно некоторое уменьшение общего (фактического)
времени реверберации вывод, соответствующий субъектив-
ным наблюдениям.

3. Учет степени диффузности заполненного помещения на
основе начального периода отзвука

В целях проверки формы проектируемых помещений в
плане и разрезе Помещения до настоящего времени приме-
няется эскиз звуковых траекторий первых отражений, исхо-
дящих от точечного источника в произвольных направлениях,
находящегося в одном из возможных положений на эстраде
или сцене. Определение формы ограждающих поверхностей
лишь исходя из первых отражений является принципиально
неверным, так как значение имеет весь начальный участок за-
тухания, когда отражения имеют еще достаточно высокий уро-
вень.* Этот начальный период отзвука охватывает не менее
3.. .6 отражений, в зависимости от размеров помещения. Для
помещений, предназначенных для исполнения музыкальных
произведений, основное значение имеет полнота и сочность
звучания и поэтому необходим учет дополнительных отраже-
ний (10 и более), причем определяющим фактором является
высокая степень диффузности направлений. Степень диффуз-

* По уровню отражений диффузность направлений может делиться
на диффузность мощных и слабых отражений. Диффузность мощных от-
ражений достигается удачной формой отражающих поверхностей, диффуз-
ность слабых отражений равномерным распределением звукопоглоти-
телей;
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ности направлений определялась некоторыми исследователя-
ми экспериментальным или расчетным путем. Косвенным по-
казателем диффузности является и форма кривой спадания
звуковой энергии. Для оценки диффузности направлений для
различных интервалов времени (например 0.. .50 мсек,

0.. .100 мсек, 0. . .150 мсек, 0.. .200 мсек и т. д:) ниже предла-
гается графоаналитический метод, на основе которого можно
сделать вывод об акустическом качестве проектируемого по-
мещения. По сути дела предлагаемый нами метод соответст-
вует экспериментальному методу, предложенному Тиле [4] и
принятому Мейером на модели '[s]. Упомянутые авторы из-
меряли потоки звуковой энергии, приходящие в точку наблю-
дения по различным направлениям в стационарном режиме.
Результаты были ими наглядно изображены в виде простран-
ственной диаграммы стержней (т. н. ежа).

Измерения в натуре, предложенные Тиле, в настоящее вре-
мя еще мало применяются, так как другие экспериментальные
методы дают гораздо большие возможности для анализа зву-
кового поля (например, импульсный метод). Однако возмож-
ность применения такого анализа при проектировании создает
предпосылки для достижения необходимой диффузности зву-
кового поля и может значительно дополнить наши сведения о
проектируемом помещении.

Для применения графоаналитического метода необходи-
мы следующие упрощающие предположения:

1) сложение отражений происходит энергетически (без
интерференционных эффектов);

2) коэффициент отражения пола соответствует или близок
к случаю его максимального заполнения, т. е. Р я ?«0;

3) поверхности стен и потолка обработаны одинаково;
4) расчет диффузности направлений производится в гори-

зонтальной плоскости и для тех частот, для которых размеры
помещения и его архитектурных элементов достаточно велики
по сравнению с длиной волны {й > 4.. .SЯ);

5) при исследовании формы помещения и отдельных по-
верхностей, на звуковое поле в разных местах опускаются ар-
хитектурные детали помещения.

Основой для анализа является чертеж двухмерной решет-
ки мнимых источников (до 5-го порядка). Отражения, попа-
дающие на какое-либо место в помещении, имеют направле-
ния, соответствующие картине мнимых источников. Все отра-
жения, приходящие в точку приема после однократного отра-
жения от потолка, повторяют соответствующее направление
в плане, и должны самостоятельно учитываться.
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Первой операцией после изображения на чертеже карти-
ны мнимых источников является выяснение источников, дей-
ствительно посылающих отражения в данную точку приема.
В простейшем случае в случае помещения прямоугольной
формы действие всех мнимых источников доходит до любой
точки слушательских мест. В случае трапеции или других
более сложных форм в данном направлении действует только
часть этих источников. Путем соединения полученных точек
мнимых источников с точкой приема составляется диаграмма
распределения отражений в виде стержней для анализируе-
мого промежутка времени (в пределах круга радиусом с ■ т,
где с скорость звука, т время).

Следующим этапом является определение длины стерж-
ней, которая пропорциональна квадрату звукового давления
или обратнопропорциональна квадратному корню расстояний
до соответствующего мнимого источника. При этом необхо-
димо учесть порядковый номер мнимого источника и средний
коэффициент отражения:

где I длина стержней, р средний коэффициент отра-
жения стен и потолка, п порядок мнимого источника, г
расстояние от мнимого источника до точки восприятия.

Третьяя операция заключается в определении процентного
числа отражений, поступающих в точку приема с разных сто-
рон. Все пространство помещения может быть разделено на
четыре квадранта, в пределах которых суммируются потоки
отраженной энергии. В случае идеального диффузного звуко-
вого поля в конце достаточно небольшого промежутка вре-
мени все отражения равномерно распределены вокруг точки
приема, т. е. количественно все квадранты равноценны. Ухуд-
шение диффузности направления выражается, прежде всего, в
отсутствии или в уменьшении отражений в каком-либо на-
правлении, например, по бокам, что особенно заметно в ин-
тервале 0.. .50 мсек. Требования диффузности начинают удо-
влетворяться с определенного момента, после которого коли-
чество приходящих отражений в единицу времени заметно
возрастает. Таким образом интервал времени, на основе ко-
торого можно сделать вывод о степени приближения к равно-
мерному распределению потоков отраженной энергии по раз-
личным направлениям ее прихода, является в некоторой сте-
пени критерием акустики помещения.

,= й тг’
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На фиг. 4 в качестве примера изображены картины рас-
пределения до 5-и отражений, причем расчет выполнен для
симметричной точки, находящейся на постоянном расстоянии
от источника звука и от торцевых стен в залах с одинаковой
площадью пола (600 ж2), но с различной формой в плане
(прямоугольной, трапецеидальной и более сложной), при ус-
ловии, что все поверхности, кроме пола, гладкие (отражаю-
щие).

Результаты анализа диффузности направлений по разным
квадрантам приведены в сводной таблице, данные которой
показывают, что в интервале 0.. .150 мсек форма прямоуголь-
ника дает относительно равномерное распределение для всех
вариантов соотношения сторон, принятых в архитектурной
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практике. При трапецеидальной форме (в случае угла рас-
хождения боковых стен более чем на s°) большая часть мни-
мых источников дает отражения лишь в переднюю часть зала.
На задние места отражения поступают только с передней по-
ловины боковых стени и с торцевых стен. Неудовлетворитель-
ная диффузность становится особенно заметной в интервалах
0. ..100 и 0. ..150 мсек. Форма двоякой трапеции (6 Улуч-
шает диффузность за счет боковых отражений. При помощи
излома передней и задней стены (7) прибавляется еще ряд
отражений с передней и задней стены. В начале затухающего
процесса (первые 50 мсек) возможно его более диффузное
формирование, как при форме, близкой к квадрату, так и при
форме двоякой трапеции и многоугольника. В интервале же
0. ..150 мсек

, характеризующем конец первой стадии форми-
рования затухающего процесса, форма квадрата менее при-
емлема, чем прямоугольная и комбинированная формы.

4. Экспериментальные исследования
а) Форма кривой затухания

Влияние формы помещения на распределение плотности
звуковой энергии было рассмотрено нами с статистической
точки зрения, с применением на моделях стационарного режи-
ма. Исследования с точки зрения геометрической акустики
позволяют наблюдать кривую затухания также и при нерав-
номерном распределении общего поглощения (случай запол-
ненного зала). Применение сигнала небольшой длительности
(импульсов) позволяет анализировать подробности кривой на
экране осциллографа при любых изменениях формы ограж-
дающих конструкций помещения, причем желательно иметь
логарифмическое усиление. Поглощение в воздухе сверхвы-
соких частот учитывается с помощью соответствующих по-
правок. Сравнение полученной кривой с кривой стандартной
реверберации дает возможность оценить акустические каче-
ства зала (или его модели).

Опыт показал, что получаемая кривая снижения звуковой
энергии тем больше отличается от экспоненциальной кривой,
чем ближе микрофон расположен к плоскости, имитирующей
слушателей, и чем больше коэффициент поглощения этой
плоскости отличается от коэффициента поглощения осталь-
ных поверхностей помещения. Основной задачей для улуч-
шения акустики залов при их эксплуатации является прибли-
жение к условиям стандартной реверберации, являющейся
своего рода эталоном. Следует отметить, что вероятность
удовлетворения изложенных условий при большем подъеме
площади мест для слушателей больше, нежели в случае
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горизонтального пола, и-при большей высоте зала. Кроме
того, целесообразно иметь расчлененные поверхности верти-
кальных ограждений.

Результаты исследований на моделях различной формы
для двух вариантов заполнения приведены на фиг. 5. В ка-

Фиг. 5. Кривые затухания звука для моде-
лей различной формы в случае аналогии

«пустого» и заполненного зала

честве аппаратуры применялись: генератор импульсов собст-
венной конструкции, точечный излучатель, спектрометр типа
2111 (Брюль и Къер) с конденсаторным микрофоном типа
4133, осциллограф Сl-4 с фотоприставкой.

б) Диффузность
Для проверки графического метода изучения отражений

по направлению их прихода на модели, измерения с помощью
остронаправленного микрофона проводились в стационарном
режиме. Для повышения направленности микрофона на его
капусль прикреплялось параболическое зеркало диаметром
5 см. В качестве сигнала применялись 1/з-октавные полосы
белого шума со средней частотой 8, 12,5 и 16 гкц, в качестве
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Фиг. 6. Примеры результатов исследования моделей на диффузность на-
правлений в стационарном режиме. На диаграммах направленности стерж-

ни показывают результаты соответствующего графического анализа

измерителя спектрометр типа 2111. Масштаб моделирова-
ния 1 :25. Поверхность, занятая слушателями, имитировалась
на модели слоем поролона.

Сравнительные результаты измерений для моделей с плос-
кими поверхностями стен соответствуют условиям графиче-
ского анализа (см. фиг. 6). На диаграммах направленности
приведены также теоретические результаты для интервала
0. ..150 мсек. Диаграммы показывают, что для исследования
диффузностп направлений в залах средней вместимости до-
статочно рассмотреть 5. . .6 отражений, так как энергия более
поздних отражений уже невелика и практически на общее
распределение почти не оказывает влияния.

Опыт подтверждает, что форма прямоугольника в плане
отвечает требованиям диффузностп направлений тем больше,
чем менее вытянуты ее пропорции. Форма трапеции дает хо-
рошие результаты лишь при весьма небольшом угле расхож-
дения стен (0.. .s°). Увеличение угла расхождения приводит
к ликвидации значительной части эффективных отражений с
боковых стен около азимута 90°. Условия диффузностп за-
метно улучшаются при более сложных формах, базирующих-
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ся на форме трапеции, причем в данном случае угол расхож-
дения стен может быть значительно больше. Отражения как
первых, так и высших порядков распределяются хорошей
равномерностью не только в тех случаях, когда задняя часть
зала представляет собой зеркальное изображение передней
части. Возможны также асимметричные решения (например,
прямоугольник с обрезанными передними углами, форма из
двух трапеции разных углов расхождения стен и т. д.).
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ПРАКТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА КВАДРАТНЫХ
В ПЛАНЕ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ОБОЛОЧЕК ВИДА

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ПАРАБОЛОИДА

Введение
Расчет железобетонных оболочек вида пологих гиперболи-

ческих параболоидов производится, как правило, по безмо-
ментной (так назыв. мембранной) теории,’результаты которой
не согласуются с истинными величинами усилий и распреде-
лением их в сечениях оболочки [4].

Применение методов теории упругости в настоящей за-
даче оказывается затруднительным при таком неоднородном
материале как железобетон.

Необходимо отметить, что появление трещин в растянутых
зонах оболочки (характерна и допустима железобетонным
конструкциям) и распространение краевого эфф.екта на всю
криволинейную часть (так как оболочка рассматриваемого
типа имеет прямолинейные, т. н. асимптотические края) пере-
распределяют усилия. По указанным причинам не разработав
до настоящего времени точный метод, который нашел бы ши-
рокое применение в практике.

В настоящей статье делается попытка изложить прибли-
женный инженерный метод расчета, основой которого яв-
ляются общеизвестные законы строительной механики и;
теории железобетона.

1. Метод расчета
Рассматривается квадратная в плане пологая железобе-

тонная оболочка вида гиперболического параболоида, урав-
нение срединной поверхности и основные геометрические дан-
ные которой приведены на фиг. 1. Оболочка опирается на че-
тыре опоры (под углами А, В, С, О) и несет нагрузку: ■—

интенсивность которой на 1 м2 горизонтальной проекции мож-
но принять постоянной, и д 0 собственный вес 1 м горизон-
тальной проекции бортового элемента.
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Фиг. 1. Конструктивная схема оболочки

Основой расчета принимается предельное состояние
разрушение оболочки. Учитывая результаты эксперимен-
тальных исследований [4]. оболочка рассматривается в на-
правлении х как «большая» арка, а в направлении у статиче-
ской схемой является консоль.

а) Задача «большой» арки АОС

В расчет вводятся следующие упрощения;
1) в предельном состоянии опорные реакции обращаются

Яв =/? (из опыта);

2) напряжение аЛ- в криволинейной части воспринимается
бетоном;

3) «большая» арка АОС рассматривается трехшарнирной;
4) так как главные параболы пологие, метрика оболочки

может быть заменена метрикой плоскости.
Из схемы трехшарнирной арки (фиг. 2), которая несет

нагрузку, распределенной по оси АОС от интенсивностей кри-
волинейной части и бортовых элементов следующим образом:



Фнг. 2. Статическая схема «большой» арки

у'=*2уo ]/2, (1)

д" =ад ]/2;. (2)

определяем усилие Н0 в затяжке;

/7 =

у' l2 д /3)
8г'0 12г'0

’

Из (3), учитывая (1) и (2), получим:

Но —а |/2 +

,

3
, (3')02 о

где г o' расстояние между центрами тяжестей поперечного
сечения «большой» арки и затяжки (фиг. 3). Величина го',
определяется из условия статического момента относительно
оси у:

1.33/о у6]/ 2 +6 0 бо ( 27,- -2° ) Р 6ого
г
—

а 1 Д (--у- (4)
2

- б У2 +6060 1/2
Далее определяется максимальное усилие Л/0 в бортовом

элементе, пользуясь условием равновесия в углах оболочки
Л или С, т. е.:

Фиг. 3. Поперечное сечение «большой» арки
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где а см. фиг. 1.

б) Задача «большой» консоли ОВ

В направлении ОВ возникают в оболочке максимальные
растягивающие усилия и происходит разрушение приблизи-
тельно по дуге АОС. Поэтому в направлении у нужно преду-
сматривать расчетную арматуру.

В расчет вводятся следующие допущения:
1) оболочка работает трещинами в растянутой зоне;
2) в опасном сечении АОС растягивающие усилия прини-

маются только арматурой;
3) сила арматуры Та на единицу длины поперечного сече-

ния распределяется по закону квадратной параболы, с мак-
симальным ординатом тахТа —в точке О; т. е.;

4) опорные реакции Яв =Яо =o]
5) предполагается, что поперечное сечение АОС остается

плоским.
Схема консоли, которая является основой расчета, при-

Фиг. 4. Статическая схема «большой» консоли

ЛГо=(s)
соз а \ I

Та = шах Та —^2—;
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ведена на фиг. 4. Максимальное усилие в арматуре тах Та на
единицу длины выражается:

пр
Г 1Ха 1 а / п \

а = ~~и—’ ( 6)

где К а расчетное сопротивление арматуры,
Ра площадь поперечного сечения одного арматур-

ного стержня,
ч и шаг стержней арматуры.

Введя ~~ =Ра , (7)

получим
тахТ —тахР /? . (6')а а ка * V /

Из условия равновесия внутренних сил на ось у, т. е.
2У=O, следует;

2~-тах Та 8 Х =Ыo соs а]/‘2 . (8)

Учитывая, что

и
А/ 0 соз а ]/2= ЯO , ' (s')

выражение (8) принимает вид;

тахТа = . (8')

Расположение нулевой линии (фиг. 5) определяется из
гипотезы плоских сечений;

Фиг. 5. Схема определения нулевой линии
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•о ( Iо+ ~2 )
. *

'

* +*в 1 (9)

где гд относительное удлинение арматуры
так Т„

= (10).

• относительное укорочение бортового элемента в
направлении у,

Н0 ~

ЕобЕб
~

ЕO6Е6 ’

Еа , Еб
~ модули упругостей соответственно арматуры

и бетона,

И /=■„„ =2бойо У2.(12)

Учитывая (10), (И), (12), (6’) и после некоторых преоб-
разований из выражения (9) имеем:

1= . (9')
2+п /г>М'l

где
Еап— ~

.Еб

Величина хO , которую содержит условие (8'), определяется
из уравнения срединной поверхности оболочки

г=/о~ (*2-</2)'- (14)

Приняв
У~ 0, х= /о и х-=х0 ,

получим:
(15)

Разумеется, усилия в поперечном сечении АОС должны
принимать момент М0 внешних сил «большой» консоли.
Таким образом должно быть выполнено условие
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Фиг. 6. Схема определения г 0". К равнодействующий усилий Т

Мo^тг0"Н о, (16)

где т коэффициент условия работы конструкции (обыч-
но т= 1),

г0
" плечо внутренних сил (фиг. 6).

Момент «большой» консоли определяется (см. и допуще-
ние 4)

«.= - -д+-^- Чо]/2(17)

Пользуясь выражением (15) и приняв

|=|’- **=■*-*»•
имеем

< lB>

Теперь можем найти

го" /оН ~2 ■ ' • (19)

Так же можно определить распределение усилий и в дру-
гих сечениях с нормалей в направлении у.

в) Величины изгибающих моментов плиты

В настоящей статье не решаются теоретически вопросы
определения величины изгибающих моментов тх . ту .
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Из результатов экспериментальных исследований [4] сле-
дует, что тх и ту имеют одинакового порядка величины и
они почти по всей поверхности оболочки положительны.

Величину момента можно приблизительно выразить в виде

тах Яд, (20)

где Я радиус кривизны срединной поверхности

( 21 >
„

' а

Такум образом

6. (20')

Наилучшее совпадение' получим с моментами, измерен-
ными в моделях, если примем

к = 0,24.

Окончательно можем написать

тах т =0,12 д 6. (20")
Лг

Весьма важно отметить, что при содействии изгибающего
момента ту , продольная сила Та перемещается на уровне ра-
бочей арматуры, которая располагается в нижней поверх-
ности оболочки (см. пример вычислений). Следовательно,
количество арматуры в криволинейной части определяется
только от растягивающей усилия Та .

В направлении х растягивающие напряжения, вызван-
ные изгибающими моментами тх , как правило, покрывают-
ся сжимающими напряжениями оЛ. или воспринимаются кон-
структивной распределительной арматурой.

г) О бортовых элементах
»

Усилия сжатия в бортовых элементах обычно принимают-
ся бетоном, а растягивающие усилия, возникающие около
точек В и О при прохождении упругой стадии, конструктивной
арматурой.

В районах А и С возникают в криволинейной части значи-
тельные отрицательные изгибающие моменты заделки тх от
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Фиг. 7. Усиление опорного узла

внецентренного сжатия силы затяжки относительно центра
тяжести опорных сечений. Поэтому в этих районах нужно уве-
личить толщину оболочки и предусматривается конструктив-
ная арматура в верхней поверхности оболочки (фиг. 7).

Предлагаемый метод применим и в случаях, если действу-
ющие нагрузки сосредоточены более к гребню оболочки (на-
пример, вследствие накопления снега, фиг. 8а), или более к
опорам В я О (фиг. 86). Очевидно первый вариант нагрузки
принимается главным образом «большой» аркой и поэтому
значительно увеличивается усилие затяжки. В направлении
у усилия Та ничтожны из-за малости момента «большой»
консоли.

Во втором случае нагрузки (фиг. 86) повышаются усилия
Та.

Но все же нагрузка должна располагаться симметрично
относительно линий главных кривизн.

Ход вычислений иллюстрируется нижеприведенным чис-
ловым примером.
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Фиг, 8. Варианты снеговых нагрузок

2. Пример вычислений

а) Геометрические и расчетные данные

В качестве примера приводится расчет оболочки, пред-
ставленной на фиг. 1. со следующими данными:

плановые размеры а— 12 м\
стрела подъема углов 1а =2,4 м\
стрела подъема конька Д, = 1,2 м\
общая толщина оболочки 6=0,06 м\
толщина бортового элемента 60 =0,20 м;
высота бортового элемента 6 о =0,40 м.

Пользуется:
бетон М200;
арматура Ст — 3, На =2lOO кг/см 2 (в криволинейной час-

ти оболочки) и А —IV (25Г2С) —/?
д =3400 кг/см2 (в затяж-

ке).

б) Расчетные нагрузки
А

Нагрузка оболочки (собственный вес, утепление, кровля
и снег);
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<у =410 кг/м2;

нагрузка в части бортового элемента (собственный вес);

<7о=22o кг/м.
}

в) Задача «большой» арки АОС

Определим плечо внутренних сил «большой» арки (см.
фиг. 2 и 3).

По (4) имеем

1,33/о—6У2 + ЬоЬо ( 2/0 |°- ) 1/2 Ьо
2'о =

а : + -у- =

~бУ2 + Ь OЬоТ2

12 7 0,4 \IЛ--1,33 1,2у 0,06 V2 + 0,4 0,2(2 • 1,2 04
=

- “12 Ь'ТГ ==1 ’ 91 ж-
-2-0,06 \2 + 0,4 ■ 0,2 У‘2

Из (3') определяем усилие затяжки

Яo=а|/2 ■■

д\
+

?а<7° =l2 ]/2 —=99,4 г.

Назначим арматуру в затяжке

5И27 ЯЛ=28,65 сж2.

.3атяжко й воспр инимается

-3,400 28,65=97,5 99,4 г.

Максимальное усилие в бортовом элементе

Яo = -\=- =—

99 ’4—- =71,7 г.
соз а ]/2 0,981 1/2

Л/0 воспринимается бетоном, так как

Ц Рб
- 100 • 20 • 40 =80000>71700 кг.
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г) Задача «большой» консоли ОВ

Положение нулевой линии находим по (9') (см. и фиг. 5)

>= 2к± Ь °
=

2-120 + 40
= П4BЯ0 99400 И4,й °

'
2+ п ~ 2 + 10,5

/?а бобо 12 2100 -20-40 У 2

из (15) находим

хo =а Щ/а
= 1200 =829,9 см.

Формула (8") дает

т 3Н0 3-99,4 о по7 /тал 7„ )До =8,987 г/ж

По (20") можем найти:
л2 192

тахту =0,12 д 6=0,12 410=_г- 0,06=177 кгм/м.
}а -4.4

и теперь
тахт 177<?о= - = = 1,97 еле.и отах 8987

Таким образом тахТа перемещается как раз на уровне
нижней арматуры.

Из (6') определяем требуемую площадь расчетной арма-
туры на пог. метр сечения оболочки

тахТ 8987шах +« =— —
=

_

2loo
=4 ’ 28

т. е. 9 0 8 = 4,5 см2/м.
Для проверки выполнения условия (16) определяем па

(18) (см. фиг. 6)

Г = 64- 4- *»2 = 8’ 2"2 = 0.16

и по (19) плечо внутренних сил

го" =/о = 1,2 - 0,16 + ?’ 4
- = 1,24*.



Изгибающий момент внешних сил в оболочке из задачи
«большой» консоли (17)

м„= + V 1/2 =

6',| 0.41 +-2 0,221/2=105,9

а момент внутренних сил
Яo2<," = 99,4 • 1,24=123 тм > Мо.

Таким образом условие (16) выполнено.

3. Заключение

В настоящей работе предлагаемый инженерный метод
расчета имеет ряд особенностей, а именно:

1) Метод учитывает специфику железобетона: его стати-
ческую работу трещинами в растянутых зонах, исходя из
предельного состояния разрушения.

2) Напротив безмоментной теории, учитывается в расче-
тах влияние содействия и нагрузки бортовых элементов и
приблизительно оцениваются величины изгибающих момен-
тов в криволинейной части оболочки.

3) Настоящий метод позволяет расчитывать и оболочки,
несущие нагрузки, отличающиеся в некоторой степени от рав-
номерного распределения, если только нагрузка остается
симметричным относительно главных парабол оболочки.

4) Расчеты просты, так как пользуемся общеизвестными
законами строительной механики и теории железобетона.

5) Получается экономия в расходе стали, особенно в за-
тяжке, где понижение количества стали до 20% (напомним,
что количество арматуры затяжки составляет приблизитель-
но 50% от общего расхода стали на всю конструкцию).

Дальнейшего исследования требует уточнение определе-
ния изгибающих моментов плиты оболочки. Распространение
предлагаемого метода расчета на прямоугольные в плане
оболочки требует также дальнейших экпериментов и иссле-
дований.
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ТАЕЕIША РОШТЕНМIЫSЕ ШSТIТНШI ТOIМЕТISЕO
ГРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
СЕРИЯ А № 200 1963

УДК 624, 04. 001. -57

М. X. Лейбур

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
КВАДРАТНЫХ В ПЛАНЕ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ

ОБОЛОЧЕК ВИДА ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО
ПАРАБОЛОИДА*

Введение

В настоящее время большое распространение получили
оболочки покрытий, срединная поверхность которых очерче-
на по поверхности переноса отрицательной гауссовой кривиз-
ны. С точки зрения архитектурной выразительности й прос-
тоты возведения особый интерес представляют прямоуголь-
ные и квадратные в плане покрытия вида гиперболических
параболоидов. I [ ;

Расчет названных конструкций производится, как 'прави- ( С
ло, по безмоментной-мембранной теории, результаты которой !
вызывают по отношению к железобетонным оболочкам неко- | с 0 <
торые сомнения. Также недостаточная экспериментальная иЦд, МИ
изученность работы таких оболочек требует проведения экс-
периментальных исследований.

Особо остро поднимаются вопросы расчета и конструиро-
вания таких оболочек с точки зрения пригодности их для раз-
резки на одинаковые элементы, а также выявления харак-
тера их статической работы для упрощения стыковых соеди-
нений.

Для оценки результатов безмоментной теории нами были
моделированы две квадратных в плане железобетонных
оболочки вида гиперболического параболоида и произведено
их экспериментальное исследование.

Разумеется результаты испытаний не могут быть крите-
рием оценки пригодности мембранной теории, но все же хотя
бы качественно можно судить о характере работы таких обо-
лочек.

�Работа выполнена под руководством
проф., докт. техн. наук X. X. Лауля.
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1. Моделирование

а) Геометрические характеристики модели

При моделировании мы исходили из равенства напряже-
ний модели и действительной конструкции, учитывая при том
изменение деформаций линейной и сосредоточенной нагруз-
ки, вызванное масштабом моделирования, которое было
выбрано 1 : 10.

Основные размеры и общий вид модели представлены на
фиг. 1 и 2.

Фиг. 1. Конструктивная схема модели оболочки

б) Опалубка и бетонирование

Для бетонирования моделей приготовили сборную дере-
вянную опалубку (фиг. 3 и 6).

Основой опалубки являются четыре направляющих'дере-
вянных треугольника, на которые закрепляются два пакет-
ных щита криволинейной части и доски опалубки бортовых
элементов.

Вся опалубка опирается на несущую крестообразную
раму.
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Фиг. 2. Общий вид модели

Фиг. 3. Опалубка модели в процессе сборки

259



Фиг. 4. Графики укорочения образцов:
X, 2 образцы криволинейн'ой части соответственно первой

и второй модели, 10, 20 образцы бортового элемента

В целях защиты от увлажнения древесины, опалубка про-
питывалась олифой, а щиты криволинейной части дополни-
тельно покрыли шпаклевкой и лаком.

Бортовые элементы бетонировали вибрированием. Были
оставлены отверстия для затяжки и забетонированы прово-
локи для передачи нагрузки на бортовой элемент.

Криволинейную часть бетонировали по маякам, а уплот-
нение провелось трамбовкой и заглаживанием.

Распалубка модели не представляла никаких трудностей.
Для лучшего обнаружения трещин все поверхности моде-

ли были выбелены.
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Фиг. 5. Графики удлинения образцов;
1, 2 образцы криволинейной части соответственно первой

и второй модели, 10 , 2 0 образцы бортового элемента

в) Раствор

Модели изготавливались из цементного раствора 1 ; 2,5
(портланд-цемент марки «400» и песок, не содержащий
частиц диаметром более 2,5 мм). Водоцементное отношение
раствора в бортовом элементе 0,44, а в криволинейной
части 0,38.

Одновременно бетонированием моделей были изготовле-
ны образцы: призмы сжатия 4X4X16 см и балочки растяже-
ния поперечным сечением 0,6X2,0 см, твердение которых про-
исходило в одинаковых условиях с оболочками. В день испы :

тания модели были определены напряжения и деформа-
ции образцов (фиг. 4,5).

Представленные графики при помощи сравнения дефор-
маций моделей с деформациями образцов дают возможность
определить напряжения в оболочках.

г) Арматура

Криволинейная часть модели армирована сеткой из про-
волоки 1,0 мм (а„ =7650 кг/м2 ), которая располагается
в срединной поверхности оболочки (фиг. 6); бортовые эле-
менты снабжены каркасом из 402 мм (о>=B6oo кг/см2 ) и
хомутов 04,0 мм, шаг которых 5 см (фиг. 1).

Углы модели Л и С соединяются затяжкой из Ст —5
012 мм.
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Фиг. 6. Опалубка с арматурой

2. Испытание моделей

а) Загружение

Модель опиралась на четыре опоры и была установлена
на специальный стенд испытаний, где проводилось загру-
жение.

Сила, развиваемая динамометром, передавалась при по-
мощи рычажной системы на поверхность модели, где ее 32
рейками распределили на всю криволинейную часть оболоч-
ки (фиг. 7 и 8).

Линейную нагрузку, соответствующую собственному весу
бортового элемента оболочки (учитывая, конечно, масштаб
моделирования), передавали подвешиванием тяжестей на
заранее забетонированные в бортовой элемент проволоки.

б) Измерение деформаций
Продольные деформации измерялись проволочными дат-

чиками сопротивления с базой 25,0 мм, сопротивление
(119,0&Ч-120;5й), наклеянными на верхнюю и нижнюю по-
верхность криволинейной части модели (52 штуки), на бор-
товой элемент (10 штук) и на металлическую затяжку (2
штуки) (фиг. 9).
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Фиг.
7.

Схема
загружения
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Фиг. 8. Общий вид испытания модели

Фиг. 9. Схема расположения измерительных приборов



Регистрация деформаций (относительное удлинение, уко-
рочение е) производилась при помощи специального при-
бора ЭИ Д (электрический измерительдеформаций) (фиг. 8).

Прогибы в плоскостях главных кривизн и бортовых эле-
ментов, а также возможные вертикальные перемещения опор
измерялись индикаторами (10 штук) (фиг. 9).

Для определения опорных реакций иЯ с была сконст-
руирована из полосовой стали в статической схеме простой
балки установка, на которую в середину пролета приклеили
проволочный датчик сопротивления (фиг. 9 и по 1— 1). После
тарировки, измеряя при загружении модели е по ЭИД, оп-
ределяем величину реакции.

Общий вид модели на стенде перед испытанием см. фиг. 8.

3. Результаты испытаний

В настоящей статье можем изложить только некоторые
результаты испытаний (нагрузка модели д= 355 кг/м2 -, у0 =
= 18,7 кг/м) двух оболочек (фиг. 10, 11, 12, 13, 14).

На фиг. 10 и 11 видим, что распределение напряжений в
криволинейной части резко отличается от напряжений без-
моментной теории. Изменяется и нормальное усилие борто-
вого элемента.

Полученные из экспериментов соотношения величин опор-
ных реакций =ДС яь? 0,43(Д и Вв 0,07 (/)

г , где
общая нагрузка оболочки С,} г а2у 4ау0 , остаются в упру-
гой стадии постоянными. Этот весьма важный результат по-
казывает, что значительная часть нагрузки передается по
направлению х, т. е. статической схемой работы оболочки яв-
ляется арка ЛОС переменным поперечным сечением с за-
тяжкой.

По направлению у можем рассматривать оболочку как
консоль ОВ нагрузкой у, у0 и Вв . Суммарный изгибающий
момент Му консоли (фиг, 11 заштрихованный) меняет знак.
Этим объясняется растягивающие усилия в бортовых эле-
ментах (фиг. 10) и напряжения сжатия оу в криволинейной л
части в сечениях II и 111 (фиг. 11). Нулевая точка М у =0 е

хорошо совпадает с точкой N=o и районом, где в криволи-
нейной части оболочки о> меняет знак.

Исследование моделей показывает, что в криволинейной
части появляются значительные изгибающие моменты
тх иту (фиг. 12 и 13), которые нужно учитывать при ар-
мировании. Изгибающие моменты в бортовых элементах
оказались ничтожными.
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Фиг. 10. Распределение продольных усилий в сечениях модели
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Фиг. 11. Распределение продольных усилий и изгибающего момента
консоли в сечениях модели
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Фиг. 12, Распределение изгибающих моментов плиты в сечениях модели
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Фиг. 13. Распределение изгибающих моментов плиты в сечениях модели
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Фиг. 14. График усилий затяжки модели

Фнг. 15. Схема трещин модели
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Фиг. 16. Общий вид разрушения модели

Безмоментная теория дает увеличенное значение растяги-
вающей усилия Н затяжки (фиг. 14).

До нагрузки <7= 355 кг/м2 удлинение бетона криволи-
нейной части оболочки меньше предельного. С возрастанием
поверхностной нагрузки (линейная нагрузка осталась д0=

СОПBI. — 18,7 кг/м) проявляются трещины (см. фиг. 15.
Цифры отмечают нагрузку в кг/м2 ). Первые из них были об-
наружены при 7 =600 кг/м2 .

Важно отметить, что с возрастанием нагрузки не проис-
ходит раскрытия трещин, а в связи с перераспределением
усилий появляются новые трещины. Оболочка покрывается
почти равномерно распределенными трещинами. Само-собой
разумеется, что распределение трещин сравнительно на боль-
шую площадь не ухудшает эксплуатационные качества обо-
лочки.

Когда напряжения в арматуре достигают предела проч-
ности на растяжение, оболочка разрушается и одновременно
раздавливается свод.

Трещины разрушения представлены на фиг. 15 жирными
линиями (см. и фиг. 16).

Несущую способность оболочки можно характеризовать
коэффициентом запаса



—?Р 1140I140 _о ?Кр ~ дН— 310 6' '
I

где д идн соответственно разрушающая и нормативная
(собственный вес, утепление и снег) нагрузка, в кг/м 2 .

Экспериментальное исследование моделей квадратных в
плане железобетонных оболочек дало следующие результаты
и выводы:

1) безмоментная теория не может быть основой расчета
исследуемых оболочек;

2) выявилась основная схема статической работы обо-
лочки;

3) учитывая обстоятельство, что оболочка продолжает
успешно работать после возникновения трещин в растянутой
зоне, основой расчета нужно принимать предельное состоя-
ние разрушение оболочки.

Практический метод расчета приведен в [4].
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	Фиг. 1. Гидравлический динамометр SК-50: 1 воздушный вентиль; 2 уплотнительное кольцо; 3 грузовая пластинка; 4 корпус; 5 полость, заполненная солидолом; 6 диафрагма: 7 , кольцевая гайка; 8 штуцер; 9 накладка к грузовой пластинке�⸰〠㐶ㄮ㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〲〲晦〲晦〳〳〰㄰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㔴‰⸰〠〮〰‹⸳㔠ㄴ⸰〠㐵〮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昳〲昶〳〳〳〲〳〳〲昳〳〴〲昶〳〳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㔷‰⸰〠〮〰‱〮㜷‶㈮〰‴㔰⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㔰㉦㘰㉦愰㌰㈰㌰㌰㉦㌰㉦㤰㌰㌰㉦㘰㉦挰㌰搰㉦攰㉦昰㌰㈰㌰㌰㉦㤰〰显⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸸㈠〮〰‰⸰〠㤮〷‱㔳⸷㈠㐵ㄮㄳ⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晢〲晦〲昴〲昵〲昱㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㠸‰⸰〠〮〰‹⸳㔠ㄸ㐮㜲‴㔰⸹㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㄰㉦㄰㌰㈰㌰〰㉦昰㌰ㄾ⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸷㔠〮〰‰⸰〠㤮㌵′㈲⸷㈠㐵〮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昱〳〱〲晦〲晢㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㈱‰⸰〠〮〰‱〮㐹′㐹⸰〠㐵〮㈷⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〰〲昶〳〱〲昶〲昵〲昱〲昶〳〳〳〲〳㄰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮㠲‰⸰〠〮〰‹⸰㜠㌰㔮〰‴㔱⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦攰㉦㘾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸸㈠〮〰‰⸰〠㤮〷‱㐮〰‴㐰⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦攰㉦ㄾ⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸶㈠〮〰‰⸰〠㄰⸲〠㌱⸰〠㐴〮㈷⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〵〳〴〲晥〲昵〲昱〲晤〲昶〲晥〳〳〳っ〰て㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮〶‰⸰〠〮〰‹⸰㜠㤹⸰〠㐴〮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昱㸠呪ഊ䕔ഊ儍਀���឴�갈ఛ﷬柕옐袆��壭⽰Fƀ䌇�����������═�갈ఛ㼀�园⥰��焠焍਱‰‰‱‰‰⁣洍ਲ਼㜰‰‰‵㠷‰‰⁣洍ਯ䥭慧攰⁄漍ੑ⁑ഊ㌠呲ഊ⽆潮瑕‱⁔昍ੱഊ䉔ഊ㠮㠸‰⸰〠〮〰‹⸶㐠㔰⸲㠠㐹⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰〱戰〱㔾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸲㜠〮〰‰⸰〠㤮〷‵〮㈸‵㐹⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㜰㉦㘾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਱〮〸‰⸰〠〮〰‹⸳㔠㘹⸰〠㔴㠮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〰〲昶〳〱〲昶〲晤〲昶〳ち〲昶〲晥〲昹〳㄰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㠲‰⸰〠〮〰‹⸰㜠ㄳ㘮〰‵㐹⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㌰㉦昰㌰㠰㉦㘰㉦戾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਱〮〴‰⸰〠〮〰‹⸳㔠ㄶ㘮㜲‵㐸⸹㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦戰㉦昰㉦攰㌰㌰㌰㐰㌰㄰㉦ㄾ⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸷ㄠ〮〰‰⸰〠㤮㌵′㄰⸰〠㔴㠮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〲〳〳〲昶〳〱〲昷〲晥〳㄰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮ㄳ‰⸰〠〮〰‹⸶㐠㈵㐮〰‵㐹⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㤾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸹ㄠ〮〰‰⸰〠㤮㌵′㘴⸰〠㔴㠮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〴〲昴〲晦〲晣㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㠲‰⸰〠〮〰‹⸳㔠㈹ㄮ〰‵㐸⸹㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰〰㉦昰㉦㌰㉦昰㌰㄰㉦昰㌰㌰㉦ㄾ⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸱㤠〮〰‰⸰〠㠮㜹″㌹⸰〠㔴㤮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晦〲昲〰㄰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㤸‰⸰〠〮〰‱〮㜷‵ㄮ㜲‵㌷⸲㜠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㄰㉦㄰㉦㠰㌰㐰㌰昰㌰愰㉦㘰㉦愰〱ㄾ⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名਱〮ㄱ‰⸰〠〮〰‱〮㜷‶㜮〰‵㈴⸴㈠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉤㤰㌰㈰㌰㘰㉦昰㉦㔰㌱〾⁔樍੅名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸵㐠〮〰‰⸰〠㤮〷‱〷⸰〠㔲㔮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昹〲昸㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㐶‰⸰〠〮〰‹⸰㜠ㄲ〮〰‵
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	Фиг. 4. Интегральные кривые распределения динамических уровней в исполнении сводного смешанного хора в составе 2000 человек�尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㐀戀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㐀㔀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀昀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㌀愀尀甀　㐀㌀　尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㐀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㐀昀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀挀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㐀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀㤀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀㜀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㤀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀㐀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀挀尀甀　㐀㐀戀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㈀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㐀㜀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀㔀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㌀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　　愀戀尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㌀尀甀　㐀㌀攀尀甀　　戀戀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㌀尀甀　㐀㌀攀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀　Ā�﷿�������㤀㄀∀ 圀䤀䐀吀䠀㴀∀㌀㔀㘀∀ 䠀䔀䤀䜀䠀吀
	Фиг. 5. Интегральные кривые распределения динамических уровней в хоровой музыке, исполняемой сводным мужским хором в составе 500 человек�㐀㌀愀　　　　　　　　　　　㐀　㈀　　　　　　　　　　挀　　　　　　　　　　　　　㐀㘀　　　　　　　　　㔀　　　　　　昀搀　戀㈀搀㌀愀挀㠀㄀搀　戀㠀㤀　挀㠀愀愀挀㤀挀㤀㈀㘀㤀㘀挀㔀愀　㜀昀㠀　㌀　　愀挀　㠀　挀㄀戀㔀昀戀攀㘀　搀愀㌀攀㌀㐀戀㈀　㌀　　　　　　　　　　　　　　　　㔀㔀㜀㌀㘀㔀㜀㈀㔀㔀㜀㌀㘀㔀㜀㈀㔀㔀㜀㌀㘀㔀㜀㈀　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　昀昀昀昀昀昀昀昀　　　　　　　　　　　　　　　　昀昀昀昀昀昀昀昀　　　　　　　　　　　　　　　　昀昀昀昀昀昀昀昀　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㌀㄀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㄀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀㠀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㌀㔀㈀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㘀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㄀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀㈀㈀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㘀㘀㈀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㌀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㌀㄀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㌀㄀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㘀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㌀㔀㈀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㐀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㈀㌀㄀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㌀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀㄀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㘀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㄀㌀㔀㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀
	Фиг. 6. Интегральные кривые распределения динамических уровней в исполнении смешанного хора эстонского радио в составе 60 человек�尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㌀挀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㐀挀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀㐀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀昀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀㤀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㐀戀尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㐀戀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀㜀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㌀愀尀甀　㐀㌀　尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㐀尀甀　㐀㐀愀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀挀尀甀　㐀㌀　尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀挀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㐀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㐀昀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀㄀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㐀㠀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀㤀Ā�﷿�������㍥屵〴㍤屵〴㍤屵〴㍥屵〴㌹⁜田㐴㍜田㐴ㅜ田㐴㉜田㐳ぜ田㐳摜田㐳敜田㐳㉜田㐳慜田㐳敜田㐳㤀⁽ഊ
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