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ТАШША РOШТЕНШЫBЕ ШSТIШШI ТOIМЕТISЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИНА № 256 1967

УДК 62ТЮЗ I
624.04

И. И. Ааре

К ВОПРОСУ РАСЧЕТА МЕТАЛЛИЧЕСКИХ
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

А. Введение

В современном строительстве все чаще применяются метал-
лические цилиндрические оболочки, усиленные продольными и
поперечными ребрами.

Фиг. 1



4

При проектировании металлических ортотропных оболочек
основная трудность заключается в отсутствии подходящих ин-
женерных методов расчета. Имеющиеся методы, как правило,
приспособлены для расчета железобетонных оболочек в пред-
положении равенства нулю коэффициента Пуассона и не под-
ходят для оценки работы металлических оболочек. В предлага-
емой работе предлагается метод расчета металлических оболо-
чек в перемещениях, с учетом приведенных толщин, т. е. с
учетом жестокостей продольных и поперечных ребер. Следует
отметить, что полученные теоретические результаты находятся
в хорошем соответствии с проведенным экспериментом как в
части напряжений, так и в части перемещений.

Б. Расчет цилиндрической оболочки,
свободно опертой по торцам

Для цилиндрической оболочки дифференциальные, уравне-
ния, выраженные в перемещениях, имеют вид:

д*и [гР * 9*ы I+р 1 рдн
дхг * г г'п яЖ •

1 I+р { Ь ги / дн 1-рг
, ч[1)

дУ &пр(у)/в д 4& .2 ЗУ 1 ЗУ ] Н(!-Рг )

ОХ гВЪу Я &12 I Я Я3 дЯ 4 ' ЕР ’

где Чу-цзт?,

Чг -ЧСO3 Т-

Зависимости между компонентами перемещении и компо-
нентами усилий и моментов даются формулами:
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ди дч IV Ъи №х " дх IЬу яд? я ’ яд?
4' дх ’

у/
_

Е&пР(х)/дц х! дУ им
х 1-/иг Чх Яд? я1 }

Т =

/ _&/_ 1
2 (/+/4 ‘ дх У’

и Еsпрм (д 2*. М д ги )

х ~ I?Одх 2 яг д?Ч’

и . Е6пр(уl (д*# #У )

па-рг]^Ш?г

п Е5 3

I у д 3н / Э 3и/ ) *

,и*~ !2(г-/уг)lя дх 2д?
+ я3 д?Ч‘ -

121

Рассмотрим случай цилиндрической оболочки, опертой по
торцам и подвергающейся, как показано на фиг. 2, действию
равномерно распределенной вертикальной нагрузки д.

Опорами для оболочек служат жесткие диафрагмы по кон-
цам. В практических задачах обычно можно считать, что кри-

Фиг. 2



волинейные края оболочки оперты так, что на этих границах
имеет место:

х=о, а; т у = М х —Мх— 0.
Граничные условия на прямолинейных краях могут быть

произвольными.
Система (1), совместно с граничными условиями, опреде-

ляет перемещения оболочки и, V и ш. Из (2) получим искомые
усилия.

Возьмем компоненты смещения и, V, ш в виде рядов:

** *' slпт в,ччьч>). 5 )

o(Тозначим: и'~ л'1 а *• Т *

У' ~ 1 Й ''а' в ' 1’
У. 1

, Г' &
*' а' С'~Т’

где
1) и,СOB~ШГ: Ц3IП 3/П?; чш—шу

частное решение уравнений (1), а

2) ...у_
функция, удовлетворяющая уравнением.

5л 2 2 2 ядхдч>~ и >

. *-// Уу / -а// 0 2и
/?’^ г 2 Эл 2

~
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3) А, В., постоянные интегрирования, находим из усло-
вий сопряжения контура (ребер) и пластины.

Проекции нагрузки на оси у иг (фиг. 2);

У - ~р!п ~-шу
,

СОВУ » ~Г OЛ/7~ .

Подставляя ряды (3), (4) и (5) в уравнения (I), мы полу-
чим следующую систему уравнений;

-Жг и',СOВ? ~ | дгк/шу» -

- у+в[_ узн ч>); (?)

- чЫп'-р- ~ хУ!вю<? + ~яи]тф -

=» —ЩB/П9 +[А',sЬу°+В',[?С,Ьф+зН*)]■- — (рз/п уs
,

(8)

сдс Я к *

Умножим (7) на функции созф, (8) на функции BШф и бе-
рем интегралы, получив таким образом систему алгебраиче-
ских уравнений для вычисления коэффициентов ш\ ш 1 :

а <ро

§X 1 совф сlх йу—О, (7 1 )
о о

а «г о

I Х2 зищ сlх сйр =O. (8 1)
о о

Продольные края оболочки подкрепляют обычно гибкими
бортовыми элементами стрингерами. В данном случае при-



ходим к такой системе граничных условий:
ф —Фо а) =O,

б) М 9 =o,
в) < 9 >

г) е°б =е*. ,

(Удлинение е° б оболочки ,на краю ф=фо должно быть равно
удлинению борта).

Таким образом получим следующие уравнения при ф =ф 0 :

а) м?~0.

-

,(А'I с/7^,+В',%зН'/>.) -0 М!

6} N^o-
-тИ-

- [ саз%-~(А,сМ>.+В'l%зЬ^,]-
/

(«)

У ш>*1г ~^!1Ш?"

н'I sюъ+А^Ьг,*В' l(ксЬl> o +ЗзпкЫ2-и)угл\'Цll'п%-

-[А!sЬ%+в',[%сЬs+зВ%Ш - О- И

I) С =^Г-

■сЬ--]В,~[-ш%+ -

,
(15!

8



В результате имеем 4 уравнения для определения констан-
ты ЛЛ В\ х

, С\ и o\.
Теперь остается лишь определить параметр из уравне-

ний) (1 в). Подставляя найденные значения и' и г/ ь Д’ ь ... в
(1в), получим

-

I соsг-%-(Аlс/?Г*в;?зЬг!~ § *lтУ
■ *;шч>+(l - гр * <-[(/-2 пь ч>-{^~

-*^-4 ]сЬ?]в;l- -рсоз?. (14)

Умножая (14) на соз ф и проинтегрируя
а <е0

У3соз ф сlх сlц) —0, (14а)
о о

мы получим уравнения для вычисления параметра шЛ
Напряжения ог х , а у и т находим из выражений:

,

+ Ц(% М Т* Г сЛ (А<*Г* В '< (й)

с, -

{l6l

Л ли. ±ц,Я)ll. ■ (171
I+р к а'!]
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Расчет показывает, что напряженное состояние оболочек су-
щественным образом зависит от жесткости контурных стринге-
ров на сжатие.

Пример расчета

В качестве примера применения уравнений (1) рассчиты-
ваем стальную оболочку, подкрепленную по продольным краям
стрингерами (фиг. 2).

Выбирая

и/ - м,slп~соsу+щ™(А,сЬу>+Вl '{зЬ'р) l

и подставляя в уравнение (7 1
-, 8 ! ), находим при р=o,3;

12,35724гг, 1 + 5,44406^1 1 = 2,512646т') 1 + ,

+ 3,23076Л, 1 +0,777254В, 1 ;

0,765763», 1 —1,48576щ 1 = + 1,1845ш, ’ + 1,1845Л, 1 +2,56497В, 1
—

—0,375д*,

где ——--- (параметр нагрузки).
Л

Из краевых условий (Ю-ь-13) получим следующие уравне-
ния при ф=фо:
а) Л4<р 0.
0,854083л, 1 +3,50310В , 1 = 0,848788ш 1 ,.
б) А\ = 0.

3,657348С, +0,3902847), = —1,598107^, 1 + 1,598107а; 1 , +
| + 3,89873Л, 1 + 2,63993В, 1 + 0,56467», 1 .

й) яЦУ3 * ъъж'ъу
=°‘

1,44815л, 1 + 1,155845В, 1 = 2,68713Ш, 1 .
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ч об сшг) е, .

35,14692С, + 20,55144К, = 5,79673 и\ 9,04977о',.
Из этих уравнений получаем;
и, 1 =— 1 4-0,1 *;

V , 1 = 1,160357^1 1 + 0,326553^7*;
Л, 1 = 2,062298а»! 1 ;

5, 1 ——0,2598250л 1;

С, = 3,365021га, 1—0,134363?*;
/),= —5,592937га,! + 0,126575?*.

Умножая (14) на созф и интегрируя, получим соответст-
венно (14а):

2,6666а, I—o, 1—0, 4- 2,969524С,—0,1918357)1—2,666га, 1 —
—3,4202Л,0,82283645, 1 + 1,000?* =0.

Подставив сюда и, 1, а,’, Л, 1
, 5, 1

, С, и5, получим
га, !

= 4,282 ?*.

При ?=l5O кг/м2
, ?*=31,1.

Напряжения и т представлены на фиг. 3.

Полученные теоретические результаты хорошо совпадают
с экспериментальными исследованиями, проведенными в ТПИ.

ЛИТЕРАТУРА

1. С. П. Тимошенко и С. Войно в с к и й-К риг ер. Пластинки и
оболочки, Москва. 1963.
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ТАШША РOЕOТЕШIЫBЕ ШBТIТШOI ТOIМЕТISЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
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РАСЧЕТ ВЫСОКИХ ТОНКОСТЕННЫХ
МЕТАЛЛИЧЕСКИХ БАЛОК

I. Постановка задачи

Расчет высоких тонкостенных металлических балок входит
в число наиболее актуальных вопросов теории упругости. В
настоящей работе рассматривается расчет высоких тонкостен-
ных металлических балок при равномерно распределенной на-
грузке, приложенной на верхней или на нижней грани балки.
Данный метод решения учитывает реальные жесткости нижне-
го и верхнего пояса, а также жесткости торцевых ребер. При
решении задачи легко определяются величины деформации.

Во второй части настоящей работы, рассматриваются вопро-
сы устойчивости стенки балки.

11. Изгиб высоких тонкостенных металлических балок

Рассмотрим составную балку, свободно опертую по концам
и подвергающуюся действию равномерно распределенных вер-
тикальных нагрузок, приложенных на верхней или нижней гра-
ни балки (фиг. 1).

Каждый из элементов (стенка, поясы и опорные ребра) мож-
но рассматривать как систему, находящуюся в условиях Плос-
кого напряженного состояния. Влиянием жесткости изгиба
тонких полок можно пренебречь. Взаимодействие между стен-
кой и полками выражается в возникновении касательных уси-
лий по линии примыкания. Эти усилия определяются из усло-
вия тождественности деформаций удлинения стенки и полок
в соединении.

Интенсивность внешней нагрузки может быть представлена



в виде тригонометрического ряда

ч =

П

Данную задачу решаем в перемещениях.
Подставляя значения напряжений

_ е /ди Э/|

[ ди )бу - ,-рг (5у •V' ЭХ/’

Г _
-Д--/М ги+рпчуиг

в дифференциальные уравнения равновесия

-

я
+ = 0,ох ау

дЛ+Рl= оа» а*

получим систему из двух дифференциальных уравнений с не-
известными функциями и, V

д ги дги 1 д*у п ...

№ 2 Щу т0 (1)

o*у
+

д гу [+и д ги г (0 <

У г Г гм (2'

Как видно из предыдущего, для определения напряженного
и деформированного состояния балки достаточно решить си-
стему из полученных двух дифференциальных уравнений, при-
нимая во внимание граничные условия задачи.

Функции и и V целесообразно подобрать таким образом,
чтобы уравнения равновесия были автоматически удовлетво-
рены. В случае симметричной нагрузки задаемся перемеще-
ниями и я V в виде

и



, (4)

При помощи функции перемещений (3) и (4) выражаем
напряжения;

Фиг. ]

15
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•^‘г-^ж’-ои-
« - Ытг'Ш-

•щ*ч>-1 % ж»фн4*ч“

•ИЧ*9~ т^жат>ll‘
“и^й)[§+ РСO3 { *&' -

*llмф&Iт*г;аIт*Щ*въ* ут*^

™*Г%-*,=#-
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_Имея величины коэффициентов А\ , В'р , Ср , Ор , Ёр , Рр Ср
и Нр , сможем определить напряжения и перемещения в любой
точке стенки балки.

Указанные коэффициенты определяем из краевых условий

Иприх-а-.

~’■№ _7_ п_
_

Р I+/Г яр Р 7Р Ш

1) При *-[}■■ €у =еее

Разложи и 6 ряд фуры

При р— 1 и п 1 имеем;
/',, =. 2,734903А ! ,+ 3,670785,',+ 1,886447с, 1 + 1,9283007)0;

при р 1 и п = 3:
/,з = 2,012303а, 1 + 2,20564750 + 1,695441с, 1 + 1,407644/У, 1 ;

при р 3 и п —1:
/з, 393,22883А + 294,438425 + 251,426065 + 251,695677);

при р = 3 и п —3:
[зз = 657,07904А + 657,397345 + 474,969145 + 475,012437) 3.
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Уравнение (б) с учетом разложения принимает вид;

=■ - Iз'тШ[ря%ч.тн,].
Такие же уравнения составляем для остальных трех граней

стенки балки. В результате получаем линейную систему из
8 уравнений, из которой находим неизвестные А', Вр} Ор , Ор ,

Е‘\ В. О', Н'Р Р Р Р
Далее приводим примеры приложения данного метода на

конкретные случаи.
Пример 1.

Соотношение жесткостей;

а1
_

а( 7
Iсребро Д-.ояс ’

Нагрузка приложена на грани х а.

Решаем случай р= 1 и п—\. В результате имеем;

А;= + 0,087464 ЦА7 ЕЯ
- 0,120744 0/(15“ .

* ЕЯ

С', = ~ 0.468022 (}/( 151,

Д'= 0,510299 нП 15Я,

+ 0,024456 п,/1 Ел
Г,= + 0.305955 0/1 Ш/.

ЕЯ

0!^-0.40655/ ОА7 ЕЯ
Я;= +O/42684 п/{ IЖ. .

7 ЕЯ
Эпюры нормальных напряжений а у и касательных напряжений т ху да-

ны на фиг. 2.



Фиг. 2

Пример 2.
а1 а1 а

—р ~~ ~р ==2; :==: \■1 ребро пояс

Нагрузка 27 приложена на верхней грани *=0.
С учетом первого и третьего членов в разложении получим коэффи

диенты;

а: - -V- о,пип и,п а: - + о,оши аАг/ с Л : ' с К

В',- - О,1616.!в у1 Щ,В',-- 0,0118919 Ц/1
Г,'- - й 719860 0/1Ь". Г; - - 0,20 757} 0/2' ЕIГ * ЕЯ

■ В;~ *O, 784599 у\ ■ О,- * 0,2075/7 д/2
- 0,705255 у I!0-.- 0,0906112

г;= * 0,55(555 у! Щ ■ - 0,0906195 у2 ■— ■

- 1,897534 0/2 • s;= - 0,850/25 ?/2
22/- + 2,858785 • Щ~ + 0.890121 у{ Щ.

19



Эпюры нормальных напряжений а у и касательных напряжений х пред-
ставлены на фиг. 3 и 4.

20
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111. Определение критической нагрузки д
для тонкостенной металлической балки

Выделяем одну панель из балки, представленной на фиг. 5
и рассмотрим ее как пластинку, шарнирно опертую по контуру;

Решение данной задачи базируется на основном диффе-
ренциальном уравнении для прогиба т тонкой плоской плас-
тинки под действием сил, приложенных в ее серединной плос-
кости (уравнение Сен-Венана);

п /д\/
,

д4м\ I{~ д 2 */
~

д 2м ,
, а .°'Ъх* ч' г нгl)у* 4'ду4 ' бх г ду г 2Г*У охду)' (8/

Выражения нормальных (5), (6) и касательных напряже-
ний (7) найдены во второй части настоящей статьи. Прогибы
серединной поверхности панели выражаем функцией

V* X1 • Р лх ■ плУ /п\

Р П

удовлетворяющей граничным условиям.
Выражения нормальных напряжений (5) и (6) и касатель-

ных напряжений (7) и функцию прогиба (9) подставляем в
уравнение Сен-Венана (8). Применяя метод Валеркина, полу-
чаем линейную систему из к однородных уравнений, где к
число членов в функции прогибов (9). Система однородных ли-
нейных уравнений с постоянными коэффициентами имеет ну-
левые решения Шц = а>l2=

•■• —0 в случае, если детерминант Д,
составленный из коэффициентов этих уравнений, не равен нулю.
Следовательно, уравнение является условием устойчивости
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стенки балки. Раскрывая детерминант А, получаем алгебраиче-
ское уравнение к-то порядка. Наименьший положительный
корень уравнения А= 0 является критической нагрузкой

При помощи данного метода определены критические на-
грузки <7кр для нескольких случаев, приведенных в таблице 1.

IV. Заключение
Вышеуказанным методом решен ряд численных примеров

При решении частично была использована электронная вычи-
слительная машина МИНСК-2.

Напряжения в высоких балках, имеющих соотношение раз-
меров у < -у , могут быть определены по формулам сопротив-
ления материалов без существенной погрешности. Когда же
соотношение размеров --> ---

, формулы сопротивления мате-
риалов не пригодны: нулевая линия значительно передвигается,
приближаясь к месту приложения нагрузки. Зона максималь-
ных нормальных напряжений а уже не находится на краях
панели, а перемещается в сторону нулевой линии.

При проектировании высоких тонкостенных балок следует
считывать скопление касательных напряжений в районе пере-
дачи опорных реакций.

Жесткость торцевых ребер оказывает значительное влияние
на напряженное состояние балки.

Кроме того, следует отметить, что критические нагрузки
отдельных панелей высоких балок существенно зависят от рас-
пределения нормальных и касательных напряжений.
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Ю. К . Энгельбрехт

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ РАБОТЫ
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННЫХ ВИСЯЧИХ

ПОКРЫТИЙ

Введение

В течение последних лет исследования по висячим покры-
тиям ведутся в направлении разработки методики инженерных
методов расчета. Исследование работы висячих покрытий отри-
цательной кривизны ведется и на кафедре строительных конст-
рукций ТПИ. Параллельно с теоретическими исследованиями
ведутся экспериментальные работы на моделях висячих покры-
тий. По программе экспериментальных работ первого этапа,
одной из задач которого была разработка методики экспери-
мента, проведено исследование работы элементарной системы
висячего покрытия с одним узлом. После этого проводятся
испытания систем с большим числом тросов. Проведено испы-
тание системы с 3 несущими и стягивающими тросами. Контур
для этих систем был спроектирован «абсолютно» жестким. На-
стоящая статья дает обзор результатов проведенных экспери-
ментов.

Основы расчета таких конструкций, разработанные в ТПИ,
изложены в [l, 3,4, и s]. Задачей экспериментальных работ
была проверка предпосылок и алгоритмов, используемых в на-
званных работах. Наибольшие усилия на первом этапе были
приложены исследованию элементарной системы. Особое вни-
мание было обращено на выяснение характера изменений пред-
варительного напряжения. Как известно, жесткость висячих
покрытий отрицательной кривизны достигается благодаря пред-
варительному напряжению, которое должно сохраняться и при
самой невыгодной комбинации внешних нагрузок. Предвари-
тельное напряжение реализуется при помощи т. н. контактного



24

усилия, воздействующего в узлах несущих и стягивающих тро-
сов. Так как предварительное напряжение составляет довольно
большую часть всей нагрузки, исследование изменений его
является весьма важной проблемой. По данным автора, экспе-
риментальное исследование данной проблемы раньше не было
проведено. Общая жесткость системы оказывает влияние и на
смещения, что также являлось предметом исследований. При
испытании системы с тремя тросами обращали главное внима-
ние па несимметричную нагрузку- Параллельно статическим
загружениям провели и испытания при динамических нагруз-
ках. Целью их было выяснение частоты собственных колебаний
висячих конструкций. Результаты динамического испытания бу-
дут приведены отдельно.

1. Изготовление и испытание моделей
1, 1. Использованные материалы

Тросы моделировались стальной проволокой из высокопроч-
ной стали. Для элементарной Системы была использована про-
волока диаметром 3,5 мм (ор = 17000 кг/см 2 =\668 Мн/м 2 ) и
диаметром 1,6 мм {ар 18000 кг/см2 1766 Мн/м 2). Для систе-
мы с тремя несущими и стягивающими тросами была исполь-
зована проволока диаметром 1,6 мм. Ранее был определен мо-
дуль упругости для обеих проволок, среднее значение которого
составляло 1,9 • 106 кгс/см 2 =\,86 Гн/м2.

1. 2. Изготовление моделей

Жесткий контур был образован из двух сваренных швел-
леров № 10 в виде четырехугольной пространственной рамы
(фиг. 1), длина одной стороны которой по осям была равна
120 см. Углы рамы были осуществлены при помощи стальных

листов и болтов диаметром 14 мм. Для обеспечения жесткости
рама была снабжена затяжкой. Такая пространственная рама
обеспечивает висячему покрытию форму гиперболического па-
раболоида, если стрелки главных несущего и стягивающего
тросов одинаковы.

Анкеровка проволок моделирующих тросов осуществлена
при помощи натяжных головок. Проволоку диаметром 1,6 мм
анкеровали в простой головке, изготовленной из плит толщиной
5 мм. Конструкция натяжной головки для проволоки диамет-
ром 3,5 мм дана на фиг. 2. Натяжные головки были заранее
испытаны, что позволяло оценить податливость их как нулевую.
Натяжение проволок осуществлялось при помощи простого
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Фиг. 1. Общий вид элементарной системы

приспособления (фиг. 3), состоящего из гильзы, снабженной с
фазой гайки и болта с отверстием. Ход одного приспособления
равнялся 2,5 см.

Фиг. 2. Анкеровка и натяжение проволоки диаметром 3,5 мм:
л контур; 2 гильза; 3 гайка; 4 болт; 5 анкеровочное
устройство; С проволока



Фиг. 3. Элементарный узел. Расположение индикатора

1. 3. Измерительные приборы

Вертикальные смещения регистрировали индикаторами
(цена деления 0,01 мм). Для контроля измеряли и смещения
контура, которые равнялись нулю, как и было запроектировано.

Измерение усилий в проволоках было произведено датчи-
ками сопротивления. Использовали датчики сопротивлением
120 П и длиной базы 25 мм. Датчики были заклеены прямо на
проволоку по два в каждую точку, соединенные последователь-
но. В каждой точке датчики находились на противоположных
сторонах проволоки. При проволоке диаметром 1,6 мм они бы-
ли сдвинуты на длину базы. Для измерений деформаций был
использован измеритель деформаций ЭЙД-3, цена делений ко-
торого была 0,5 • 10~5 единицы относительной деформации.

Для измерения контактных усилий использовали т. н. изме-
ритель контактных усилий. Проволоки в узлах были соединены
не непосредственно, а при помощи натянутого стержня (фиг.
4). Расположение проволоки было зафиксировано винтиками.

2 Г
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Фнг. 4. Измерители для контактных
усилий.
1 отверстие для несущей проволоки;
2 отверстие для стягивающей прово-
локи; 3 болты-фиксаторы; 4 мес-
то для приклеивания датчиков

Для измерений деформаций стержней на них были приклеены
датчики, на каждом измерителе по два, соединенных последо-
вательно. Загрузка узла производилась по тому же стержню.
Ранее измерители были затарированы и график е=ср (Р) был
использован для определения контактного усилия.

1. 4. Загрузка и испытание

Модель находилась на специальном стенде. Для элементар-
ной системы часть работы провели с нагрузкой при помощи
динамометра. Сила, измеряемая динамометром, передавалась
на узел с рычажной системой. В качестве основной нагрузки
для обеих систем были использованы чугунные противовесы,
весом 25 кгс (245,3 н). Загрузку элементарной системы произ-
водили этапами, а системы с тремя несущими и стягивающими
тросами за один этап.

Испытание элементарной системы произвели двумя частями;
1) систему из проволоки диаметром 3,5 мм испытывали при
семи различных контактных усилиях всего 16 раз и 2) систему
из проволоки диаметром 1,6 мм при двух начальных контакт-
ных усилиях всего 5 раз. Систему с тремя тросами испытывали
при постоянном контактном усилии на симметричной и несим-
метричной нагрузке, обращая внимание и на определение вли-
яния загрузки одного и одной проволоки.

2. Анализ результатов
А ЭЛЕМЕНТАРНАЯ СИСТЕМА

2. 1. Теоретические основы

Контактное усилие от предварительного напряжения обозна-
чаем Р O . При приложении на узел внешней нагрузки С} умень-
шается контактное усилие на АР и обозначено Р. Индекс I обо-
значает несущий, индекс 2 стягивающий тросы. Остальные обо-
значения: I пролет, I провисание троса, А/ изменение
провисания, Р площадь сечения троса.
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Усилия в тросах от предварительного напряжения находим
из равновесия усилий в узле:

т =

р 0
_

. / п1 2511Ш1 4/1 ’ ' /

7’ = _

И)V/2 2 + 4Ь2
/ 9 ,

2 2зша2 4/2 '
“

Фиг. 5. Вид системы с 3 несущими и стягивающими тросами

При приложении нагрузки Р на узел вычисляем усилия:

Т=- 3+ р
=

(®-г р ) У/П + 4(7, +Д/)Т
.

1 25Ш (си +Дсп) 4(^l+ Д/) , 5

т = ...

Р
=

Р У/22 + 4(Ь-д7)^
2 зш(а2 —Да2 ) 4 (/ 2 —Д/) *

' '

Изменение провисания А/ вычисляется по формуле
.. <д + р-р°) (У/>Н4Ь 2 ) 3 /г\



Контактное усилие при приложении нагрузки

Р=. А, —. 3 (6)
.. П Г. 2 /|//22 + 4122 \ 3 *

/2 2 \>
/

/. 2 + 4[ 1 2 /

При вычислении контактных усилий прёдставляет интерес
вопрос об отношении максимальной внешней нагрузки С} и на-
чального контактного усилия Р O . Его можно вычислить из фор-
мулы (6), принимая Р=0:

х = Г 1 (7)д /ШШУ' к
1 Р2 ЪЛ* /ё + 4/!2 /

При помощи этого т. н. коэффициента нормальной жестко-
сти можно оценить способность конструкции воспринимать
внешние нагрузки. Предельные значения коэффициента опре-
деляются o<х<l. Практически значения х колеблются от 0,1
до 0,7. Конструкция способна воспринимать тем большие на-
грузки, чем меньше значение х.

2. 2. Расчет испытываемой конструкции

Пользуясь вышеизложенными формулами вычисляем тео-
ретические смещения и усилия.

Для иллюстрации результатов проводим здесь расчет при
регистрировании начального контактного усилия Р0 = 197,5 кгс
= 1937, sн. Нужные данные о геометрии конструкций: О
182,5 см; /2= 197 см; I\=l2 —22 см; /Г l=/ ,2=0,096 см 2 .

Усилия в проволоках при предварительном напряжении:

Г, =

2 19 3̂4
= 422 /сгс = 4139,8 к;

Г2 =

2 197
2У =455 кгс=4463,6 к.

Контактное усилие при любой внешней нагрузке 0, вычис-
ляем:

Р= Ро .

0 =Ро - 0,447 а.
1 0,096 - 222 /1/ 182,52+4 • 222 г1 0,096 • 222 []/ 197,52 +4 • 222 /

При этом коэффициент х равен 0,447. Изменение провиса-
ния вычисляем:

лг—№ ~г Р Ро)(УlB2,52 |+ 4-222 ) /л | п п\ . о ПГИ 50Л/ Гб". 1794". 106 .0,096 7 222
“ ( IИ[]) °4Ю4 ° 9-

29



Результаты расчетов приведены в таблице 1 вместе с экс-
периментальными данными.

Как видно из таблицы, экспериментальные величины совпа-
дают довольно точно с расчетными. Самые большие, и при
этом тенденциозные расхождения видны в величинах усилия

30

Таблица 1

X
ТО К

О)

Внешнее усилие С в кг ( н )

к о-
= о»§■2
щ к

0 100
(981)

150
(1472)

200
(1462)

250
(2453)

300
(2943)

Контактное
усилие Р

“(»> 197,5
(1938)

152,8
(1499)

130,4
(1279)

108,1
(1061)

85,7
(841)

63,4
(622)

Усилие несущего
троса ТI

кг (н) 422
(4140)

534
(5239)

585
(5739)

644
(6318)

696
(6828)

749
(7348)

О
2
ЖН

Усилие} стягиваю-
щего троса Т2

кг (н) 455
(4464)

355
(3483)

305
(2992)

255
(2502

204
(2001)

151
(1481)

0)
хо
ТО

0ч
Смещение Л/ см 0 0,254 0,381 0,507 0,634 0,762

Р кг (н) 197,5
(1938)

157
(1540)

130
(1275)

115
(1128)

90
(883)

62
(608)

0)
2г
л

*=зто

Т\ кг(н) 426
(4179)

524
(5140)

577
(5660)

625
(6131)

678
(6651)

731
(7171)

ья0)

к
о-

Т2 кг (н) 459
(4503)

381
(3738)

342
(3355)

294
(2884)

252
(2472)

201
(1972)

о;
са
«

СЪ А/ см 0 0,241 0,388 0,530 0,679 0,820

Р % — —2,75 +0,31 —6,36 —5,01 +2,21

Т\ % —0,95 + 1,87 — 1,37 +2,95 +2,58 +2,41

Xно
Т2 % —0,88 —4,87 — 12,К-15,30 -23,50 -33,10

ож
СО
ТОси М % — —2,75 -[-0,31 —6,36 —5,01 +2,21
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натягивающей проволоки Тг. Здесь на результаты влияет из-
гибная жесткость проволоки и при уменьшении усилия влия-
ние увеличивается.

2.3 Анализ результатов

Графики изменения усилий в тросах при разных начальных
условиях и внешней нагрузке приведены на фиг. 6. Расчетные
усилия несущего троса тем лучше сходятся с экспериментальны-
ми, чем больше усилия стягивающего троса. Как указано, здесь
оказывает влияние изгибная жесткость проволоки и нелиней-
ность задачи.

Фиг. 6. Графики изменения усилий в проволоках
\
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При разработке опытных данных выяснилось, что рост уси-
лий в тросах при разных начальных контактных усилиях не
одинаков и уменьшается, когда увеличивается начальное кон-
тактное усилие, т. е. повышается жесткость конструкции. При
данном ~ уменьшение составляет 2—3% от роста кон-
тактного усилия. Теоретические расчеты подтверждают этот
факт.

Величины смещений при разной внешней нагрузке приве-
дены на фиг. 7. Использованная методика расчета не учиты-
вает жесткости системы при расчете изменений провисания.
Как видно из графика, приведенная формула соответствует
максимальному возможному предварительному напряжению.
В данном случае этому соответствует Р 0= 300 /сг = 2943н. При
приложении <3=500 /сг=49os н усилие несущего троса еще
больше допускаемого, равняясь 0,7Р. Выясняется, что при уве-
личении начального контактного усиления в 3 раза смещения
уменьшаются на 25—30 процентов. Это определяет влияние на-
чального контактного усилия на величины смещения.

Для нахождения изменения контактного усилия из опытных
данных был сконструирован график е=ф {Р+С}) и так измеря-
лись суммы контактных усилий и внешней нагрузки. Изменение
контактных усилий дано на фнг. 8.

■ По фигуре видно, что коэффициент жесткости х, вычисляе-
мый по формуле 7, определяется как I§а.. Используя изменяю-

Фиг. 7. Графики смещения узла. I проволока диаметром
1,6 мм; II проволока диаметром 3,5 мм:
I—Ро = 100 кг (981 н); 2 Р0 = 150 кг (1472 к); 3 Р0

= 200 кг
(1962 П); 4 Ро.'т». 250 кг (2453 К); 5 Ро = 300 кг (2943 Н)



щиеся контактные усилия до такого предела, когда сохраняет-
ся 25% от первоначальных усилий,-получаем довольно точное
совпадение с расчетными данными. Таким образом полученные
максимальные величины внешних нагрузок (3 отличаются на
4% от расчетных. При меньших величинах, чем 25% от началь-
ной контактной силы, влияет на результаты изгибная жесткость
проволоки.

Фиг. 8. Графики изменения контактных усилий

Б. Система из трех несущих и стягивающих тросов

2.4 Теоретические основы

. Расчет проводится по методике, изложенной в [3 и s]. На
основе этих работ составлена система уравнений для определе-
ния неизвестных контактных усилий и смещений. Алгоритм учи-
тывает и горизонтальные смещения.

При равномерно распределенной нагрузке система уравне-
ний состоит из 12 уравнений. Соответственно [s] используем

.линейные уравнения. Для нагрузки в каждом узле 25 кг =

зз
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Таблица
2

№

Р
13

Ри
Р

23

Р2
4

А/]3

А/и

А/гз

А
/24

Ах
14

1

АХ
2
4

1

Аг/гз

А#24 '

Ь

1

1

0

0

0

—18,479
+

18.479
0

0

+

153,365
0

0

0

—5,0

2

0

1

0

0

—12,162
-И
0,089

0

0

+

191,706
0

0

0

0

'3

0

1

0

0

+

3.125
—37,362
0

0

—115,223
0

0

0

0

4

0

0

1

0

0

0

—20,032
+20,032
0

+153,365
0

0

0

5

0

0

0

1

0

0

—5,252
—2,556

0

+

115,024
0

0

—6,3

6

0

0

0

1

0

0

+

3,896
—55480
0

—219,052
0

0

—6,3

7

I

0

0

0

+

18,479
0

—18,479
0

0

0

+

153,365
0

+20

8

0

0

1

0

+

12,126
0

—10,089
0

0
■

0

+

191,706
0

+25

9

0

0

1

0

—3.125
0

+37.362
0

0

0

—115,223
0

—1—25

10

0

1

0

0

0
.

-1-20,032
0

—20,032
0

0

0

+

153,365
+25

11

0

0

0

1

0

+

5,252

0

+

2,556

0

0

0

+

115,024
+

18,7

12

0

0

0

1

0

+

3,896

0
•

+55,180 »

0

0

0

—219,052
+

18,7
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245,3 я матрица системы в виде АХ = В приведена в табл. 2.
Обозначения соответветствуют фигуре 9, индекс обозначает
узел. Начальные данные уравнение поверхности 2 = —

20 ( Тоо) ’ начальные контактные усилия: Рщ 0 =2O ягс=l96,2я;
Р 14°

=Р2з o:=2s /сгс = 245,3я; Р 24°—18,7 ягс=lB3,4я.
Решения системы; Р]з = 7,50 кгс = 73,6 н; Р l4= 13,56 кгс =

= 133я; Р 23 =П,44 ягс=ll2,2я; Р2 4= 6,20 /сгс = 60,1 я; А!\г=
—0,875 см\ Д/ 14 =0,576 см\ А/г3 = 0,576 Суч; А/ 24—0,543 сж; Ахl4=
=—0,0455 Суч; Ал: 24= —0,0703 см\ Аг/ 23= +0,0455 Суч; Аг/24=

=0,0703 сж.

Фиг. 9. Система с тремя несущими и
стягивающими тросами

2.5 Анализ результатов

Система составлена из проволок диаметром 1,6 мм, что
позволяет реализовать значительно меньшие контактные уси-
лия, чем для проволок диаметром 3,5 мм. При натяжении си-
стемы наблюдали по значениям контактных усилий. Выясни-
лось, что чувствительность измерителей контактных , усилий
была слишком маленькая, поэтому не удавалось реализовать
точно запроектированные усилия. Натяжение проволок прово-
дилось по одному, и контактные усилия, учитываемые с воз-
можной точностью, были реализованы с максимальной погреш-
ностью 20 %• Самое большое отклонение было в узле 24, и этим
объясняются расхождения в усилиях отрезков системы в непо-
средственном соседстве данного узла.

Расчетные и экспериментальные усилия приведены в табли-
це 3.

Среднее отклонение расчетных усилий от эксперименталь-
ных величин составляет 13%, причем расхождения при раз-
ных комбинациях нагрузок остаются такими же как при на-
чальном состоянии. Большую роль играет здесь малая чувстви-
тельность измерителей, что учитывается в дальнейших опытах.
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Для сравнения можно обратить внимание на таблицу I, где
усилия больше, чем в таблице 3. <

Величины смещений средних несущего и стягивающего тро-
сов приведены на фиг. 10. Среднее отклонение составляет 10%•

Разности смещений при загружении срединной точки превы-
шают эту величину, что обусловлено и тем, что расчет смеще-
ний проведен с линейными уравнениями.

Анализируя результаты опыта видно, что загрузка отдель-
ной проволоки приводит к изменениям усилий, не отличаю-
щихся существенно от изменений, вызванных равномерно рас-
пределенной нагрузкой той же интенсивности. Регистрированные
разности составляют 5%. Только в одном случае разность до-
стигла 25% при загрузке стягивающей проволоки. Из этого
следует, что в других проволоках эта комбинация нагрузок не
должна вызвать существенных изменений усилий. Так вызвала

Таблица 3

Н° Нагрузка Н°
троса

Отре-
зок

троса
Вычисленное

усилие, кгс(н)
Усилие из

эксперимента,
кгс(н)

Раз-
ность,

%

1 Предваритель. ' 1 0—14 129,8 (1273) 118 (1158) + 9,1
2 ное напряжение 1 14—13 125,4 (1230) 114 (1118) + 9,05
3 2 0—24 159 (1560) 152 (1491) + 4,4
4 2 24—13 157 (1540) 134 (1315) + 14,61
5 3 0—13 129.8 (1273) 137,8 (1352) 4- 5,81
6 3 23—13 125,4 (1230) 132 (1295) — 5,36
7 4 0—24 159 (1560) 105 (1030) 4-33,8
8 4 24—14 157 (1540) 127,2 (1248) + 18,9

9 Равномерно 1 0—14 188 (1844) 180 (1766) + 4,45
10 распределенная 1 14—13 199 (1962) 187 (1834) + 6,41
11 нагрузка 2 0—24 194 (1903) 206 (2021) — 6,18
12 О 24—13 232 (2276) 194 (1903) + 16,32
13 3 0—13 75 (736) 79 (775) — 5,33
14 3 23—13 38,5 (377) 44 (432) —14,27
15 4 0—24 67.2 (659) 71 (697) — 5,65
16 • 4 24—14 85,6 (840) 94,5 (927) — 11,60

17 Нагрузка 1 0—14 176 * (1727) 159 (1560) + 9,64
18 в срединной 1 14—13 146 (1432) 144 (1413) + 1,37
19 точке 2 0—24 157,4 (1544) 151 (1481) + 4,06
20 2 24—13 151,3 (1484) 132,5 (1300) + 12,4
21 3 0—13 105 (9030) 113,8 (П16) + 8,37
22 3 23—13 78,5 (770) 89 (873) —13,39
23 4 0—24 159 (1560) ПО (1079) +30,8
24 4 24—23 169 (1658) 138 (1354) + 18,35



такая загрузка отдельной проволоки изменения усилий в несу-
щих проволоках до 2%-, в стягивающих до 9%.

Фиг. 10. Смещения отдельных узлов, в см:
1 равномерно распределенная нагрузка; 2 нагрузка тойже интенсивности в среднем узле

Загрузка отдельного узла влияет существенно на усилия
проволок, пересекающихся в этом узле. В остальных проволо-
ках зарегистрировали изменение усилий в среднем до 3%, и
только в одном случае l2 %•

Очень важным является то обстоятельство, что усилия стя-
гивающей проволоки могут при несимметричной нагрузке пре-
вышать усилия от предварительного напряжения. Хотя увели-
чение было зарегистрировано только до 3%, при некоторых
комбинациях нагрузок следует обратить внимание на то обсто-
ятельство, например, когда при весьма невыгодной нагрузке для
стягивающих тросов отсосе ветра приходится учитывать
и несимметричную снеговую нагрузку. С другой стороны, не-
симметричная нагрузка может исчерпать предварительное на-
пряжение, если последнее было определено только из равно-
мерно распределенной нагрузки. Испытания не дошли до исчер-
пания предварительного напряжения, но 'зарегистрировали
большее влияние несимметричной нагрузки на изменения кон-
тактных усилий. Можнр полагать, что такое местное исчерпа-
ние предварительного напряжения не влияет существенно на
общую жесткость системы и может представлять интерес с
точки зрения динамики.

Следует отметить, что влияние несимметричной нагрузки на
смещения больше, чем на усилия. Так, смещение узла может
при несимметричной нагрузке превышать на 30% смещение при
равномерной нагрузке той же интенсивности. Были регнстриро-
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ваны и смещения в отрицательном направлении, максимальная
величина которых составляла до 35% от смещений при равно-
мерной нагрузке.

Приведенные замечания применимы и на общий случай с
большим числом тросов. Следует отметить, что приведенные
величины соответствуют отношению провисания к пролету

и могут измениться при других отношениях.

Выводы

Проведенные опыты составляют первый этап в запланиро-
ванной исследовательской работе по висячим покрытиям отри-
цательной кривизны. Можно оценить на результатах опытов
обоснованность предпосылок и алгоритмов теоретических рас-
четов, приведенных в (3) и (5). Результаты позволяют развивать
названную методику на сймые общие случаи. Опыты дали воз-
можность определить влияние несимметричной нагрузки на
конструкции такого вида и указать на некоторые детали, су-
щественные при оценке несущей способности тросов.
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ТАШША РОШТЕНМIЕISЕ ШSТIШШI ТOIМЕТISЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
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УДК 624.074
624.04

В. Р. Кульбах Ю. К. Энгельбрехт

РАСЧЕТ ВИСЯЧИХ ПОКРЫТИЙ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ
КРИВИЗНЫ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ ТРОСОВ

Введение

Определение усилий и деформаций висячих покрытий отри-
цательной гауссовой кривизны (фиг. 1) представляет собой
сравнительно сложную задачу строительной механики. Реше-
ние этой задачи привлекло внимание исследователей сравни-
тельно недавно около 10 лет тому назад в связи с внедре-
нием указанных конструкций в практику строительства.

Все способы статистического расчета висячих покрытий от-
рицательной кривизны можно разделить на две группы:
Г) способы расчета висячего покрытия как пространственной
сетки из конечного числа тросов (дискретная схема), 2) спосо-
бы расчета висячего покрытия как своеобразной безмоментной
оболочки (мембраны), в которой тросы заменяются непрерыв-
ными элементами, сопротивляющимися только растяжению
(континуентальная схема). В данной статье приводится схема
расчета, относящаяся к первой группе способов расчета. Несу-
щие элементы покрытия разделяются на две системы: а) систе-
ма несущих тросов и б) система .натягивающих тросов. Взаим-
ное воздействие между этими системами осуществляется кон-
тактными усилиями, передаваемыми в узлах сетки. Контактные
усилия обеспечивают предварительное напряжение системы и
изменяются при приложении внешней нагрузки.

В качестве исходного состояния рассматривается состояние
предварительного напряжения системы. Начальная геометрия
системы и начальные контактные усилия в узлах принимаются
за известные. При составлении расчетной схемы приняты сле-
дующие допущения:

1) тросы упругие и состоят из отдельных прямолинейных
участков между узлами;

2) несущие тросы неподвижно соединены в узлах с натяги-
вающими;

зе
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Фиг. 1. Схема висячего
покрытия отрицательной
кривизны

3) нагрузка передается только в узлах.
В основном рассматриваются случаи вертикальной нагруз-

ки, но распространение полученных результатов на случаи
любых сосредоточенных в узлах нагрузок не представляет
трудности.

При составлении уравнений равновесия и геометрических
уравнений учтены как вертикальные, так и горизонтальные
смещения узлов. Анализ показывает, что учет последних может
оказать существенное влияние на результаты расчета.

Приведенные в данной статье уравнения обобщают резуль-
таты, полученные в предыдущих работах [3].-Они позволяют
более точно определить деформации и усилия системы, а вво-
димые упрощения, обоснованные в каждом конкретном слу-
чае, не вносят существенной погрешности в результаты расчета.

1. Уравнения равновесия

а) Несущие тросы.
Рассмотрим равновесие г-того несущего троса (фиг. 2).

Пусть в узле I,к в состоянии предварительного напряжения дей-
ствует контактное усилие Р°, к- При приложении внешней на-



грузки Р к систем а деформируется, а контактное усилие пре-
вращается в

Р l, к —РI, к Н“' АР1, к •

Из многоугольника усилий для узлов I, к и I, к-\-'\ (фиг. 2)
находим усилия отдельных участков тросов;

1) в состоянии предварительного напряжения из условия
равновесия узла I,к:

гг\o
_

Р л, к • со§а 1, к—l
___

к . (\)’’ к ~

51П(а к —1 —а l.к к _Г СOBСС I, к —SШ к ’

из* условия равновесия узла /, к -р 1:
рО Р^

уО _

к+Г Сosа 1, к 4-1 М, к+l
. ,~\к _

s > п (« ).к а /.к +1) "" slп а!. к соза ; к -^аlк +1
’

Фиг. 2. а) расчетная схема 1-го несущего троса; б) многоугольник усилий.
Пунктиром обозначено деформированное очертание тросса
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2) при приложении внешней нагрузки имеем соответ-
венно:
р __

к + к /дчик ~

Iд(а }>к _ l +ЛаIк_ l ) ■ соз(а 1(к + Аа,)к ) зш(а ] к + Да, lк )’'

и
р __

к 1 | Ф), кЬI '(4 )ьк 5Ш («| к4* Аа к) —сO5 ( а |,к +ц,к) (аI,к+l ■Ь^ а l,к+l)’

Фиг. 3. а) расчетная схема к- го стягивающего троса; б) многоугольник
усилий

б) Стягивающие тросы.
Из многоугольника усилий (фиг. 3) для /с-го троса находим

усилия отдельных участков тросов также из равновесия двух
узлов;

1) в состоянии предварительного напряжения;
Р°

К .■ = т ; (5)ак, ,_1 • созак-! - sшакl ;’
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р°
~ Т° к, 1-И .И Iк, 1 ; т' ——

, (6)
5ШакЫ соsак , 1 • Iдак , I+ l

4

2) при приложении внешней нагрузки:
р

7 к . ‘ ~

’’

1-1 Двк,l-1) • СoB ( а к, | Дак, П~!8Ц (

( а к,|— Да к,.),
’

7’к . _ /о\
зш(а к , 1 Дак ,;)—соз(а кl .- —Дак ,;) ■ Iд(ак , | + I— Дак , ! +1 )

’ ’

2.
/
Геометрические зависимости

Рассмотрим зависимости деформаций отдельных участков
тросов от смещений узлов. Исходим из наиболее общего слу-
чая (фиг. 4а), а затем вводим упрощения обычного характера
приводящие к незначительным погрешностям.

Изменение угла наклона отрезка троса определяется за-
висимостью (фиг. 4а):
СO5 А ос— а 2 + аЛх 2 а\х х + Р + ! • Д/г / ■ ДО

Vа2 4-/2 •V(а + Дх2ДхО 2 + (Дг/2 — Д/Л) 2 + + ДО — Д/0 2

Пренебрегая малыми величинами второго порядка под
знаком квадратного корня, мы избавляемся от смещений Ау\ и
Аг/2 - Получаем плоскую схему (фиг. 46), а для изменения угла
наклона троса находим:

81П Да =* *вЛ-а = -—(Д/2 —ДЛ)—(Лх2 Алд). (9а)

Численный анализ показывает, что влияние горизонтальных
смещений Аду и Аду на изменение угла наклона отрезка троса
также несущественно. Пренебрежение величинами Аду и Ах2 в
зависимости (9а) приводит к максимальной погрешности в
усилиях на 0,2% при соотношении ~тг ~1ф~)-

После указанных упрощений имеем (фиг. 4 в) ,. используя
обобщенные индексы:

s\п(аик ±Аа. к )зг вшсу к ±

соз2а: >,±lг===л%г-“' О)
\ ОКк+ 1 М, к) ' а l. к

соB(а ) к ±Аа ( к +

81па; к • созсу к с
+ Т/гг• -я •• ( Л/ «.к+l- д/пк); ( 10)

у (I I, к+ 1 О, к) к
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Фиг. 4. Схемы смещения узлов отрезка троса для вычисления изменения
угла между начальным и деформированным состоянием; а) общий случай,
б) без учета поперечного горизонтального смещения; в) без учета гори-
зонтальных смещений

*еК к ±А^, к )=l&аМ{ ±4- • (А/ I%к + 1 —А/,. к ). (II)

Удлинения отдельных отрезков, тросов должны определять-
ся с учетом горизонтальных смещений. При неучете горизон-
тальных смещений невозможно удовлетворять условиям сов-
местимости деформаций, а разница в усилиях отдельных участ-
ков тросов может достичь ~20 %( при 7 = При вычисле-



нии удлинений пренебрегаем малыми величинами второго и
высших порядков, вследствие чего поперечные горизонтальные
смещения в формулы не входят.

Согласно фиг. 2 имеем для несущих тросов:

5 1,к
== к + 1 к Гк) 2 ( а

!, к

+АлI,к+l
- УД.к+l Ш) 2+ЙЬ, ■

Принимая во внимание вышеуказанные предпосылки, полу-
чаем после разложения подкоренных выражений в ряд Макло-
рена:

к-М к) (ДДк-И~' АА,к) + а l,к(Ах l, к-И ~~~Д*l,к^
I,к

+l -
2 + а/.к

Для отрезка натягивающих тросов получаем:

\
1/к,l+1 ~~ /к, 1) ( А/'к, 1+ 1 ~ к, 1) +Чк, 1 ( А#к, 1~~ 1+ 1)

Ч -‘ УЛ.I + 1-?к.1), + »к, .|
(13)

3. Уравнения упругих деформаций и система разрешающих
уравнений

Упругое удлинение для отрезка несущего троса;

=-щЪ.ь-П*)У• С4)

для натягивающего троса соответственно:

л**,;=х1т.,г К .) У(д,+,-/м) !! +4 1 ■ < l 5)

Подставляя в зависимости (14) и (15) значения усилий по
формулам {!)... (8) и применяя выражения для угловых
функций по (9) ... (11), мы сможем выписать систему разре-
шающих уравнений.

Пусть висячее покрытие состоит из т несущих и п натяги-
вающих тросов, имеющих соответственно х; или \ прямоли-
нейных отрезков.

Общее количество узлов будет:

(14)
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т п

21
(х, -0= 2’ (4-1)- (16)

I=l к = 1

В каждом узле имеем 4 неизвестные величины; контактное
усилие Р. к , вертикальное смещение А/; к и горизонтальные сме-
щения к и Ау к {

.

Общее количество неизвестных
Ш 11

<1(«-1)=4 2'(11 -1)., ' (17)
I=l

' к =1

Для решения задачи имеем, следующие уравнения;
Ш

1) 2 (’х. —1) уравнений для несущих тросов;
I=l

П

2) 2 У} (Хк —1) уравнений для стягивающих тросов).
к =I

Общее количество уравнений:
ш п т п

2 А (х,-I)+2 21 (Ч'-I)=4 А’К -1)=*1 (Х-1)-
I=lк=l 1 = 1 к = 1

(18)

Получим систему алгебраических уравнений относительно
вышеупомянутых неизвестных. Учитывая контактные усилия и
смещения из решения данной системы, находим максимальные
усилия в тросах и проверяем сечения тросов. Следует отметить,
что в общем случае получим нелинейную систему уравнений.
Однако нелинейностью, связанной с количественным'измене-
нием нагрузки, можно пренебречь при сравнительно малых ве-

. Оправдано употребление линейной системы при
равномерно распределенной нагрузке на всей или на большей
части площади покрытия. При загрузке отдельных узлов или
небольших участков покрытия линейной системы могут быть
существенные погрешности. В таком случае следует учитывать
нелинейность системы, решая соответственную систему нели-
нейных уравнений или решая линейную систему, прикладывая
нагрузки небольшими ступенями; при этом каждое предыду-
щее состояние принимается за исходное для следующей ступе-
ни. В таком случае решение системы нелинейных уравнений
сводится к многократному решению систем линейных уравне-
ний с переменными коэфициентами.



При симметричной нагрузке уменьшается число неизвест-
ных и соответственно уравнений. Так, например, при равномер-
но распределенной нагрузке уменьшается число уравнений до
4 раз в зависимости от числа тросов и от симметрии покры-
тия. Для системы, представленной на фиг. 1, число уравнений
для произвольной нагрузки составляет 148, а для равномерно
распределенной нагрузки 44. Следует отметить, что нерав-
номерность распределения контактных усилий не позволяет
уменьшить число уравнений до минимума.

4. Вывод отдельных уравнений

а) Общие уравнения

1. Рассмотрим отрезок я. к /-го несущего троса, вычисляя
усилие из равновесия узла с меньшим номером последователь-
ности. Отметим, что нумерация начинается с края.

Приравниванием удлинений по уравнениям (12) и (14) полу-
чим после простых преобразований;

Т-,Л~Т°Л=ж, к+ , -/|, к ) г+<к
[ 0,, к+1 Й, к ) (Д/,, к + !—/,,„) +

+ а|,кЧКк+ 1 —'ЧкП; С 9)

Усилия вычисляем при помощи уравнений (1) и (3), прини-
мая во внимание зависимости (9), (10) и (11). Получим:

к + Ф;, к
к— 1 • к кТ"бм• А/ к -(- Сг • А/;

5 к 4"Сз • к _|_ l

Р°,к
1)к_1 ‘ СO3СЧ к -51па}, к к+l - к ) 2 +а\к ' '

КД к+l Дк) (АД к+l АД к) “Ь" к (А**Ч,к+l к)]» (20)

где С ь С2 , С3 константы. Пренебрегая величинами второго по-
рядка малости, имеем после преобразований линейное уравне-
ние.

Уравнение имеет вид:
Р и к+Дк~ Р 1к+ Д Д Ч, к—l + Д А/,, к+ С3 А/;, к+l +

+ С4Дл^ к + Сб • Ал'! к+l —0, (21)

(19)
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где С\ = Тдк • Сь
4 - {[.

к+l -1. к )-Т1 к - С2 ;

Сз =--4(/

С4=С 4 • а. к ;

С*s “ С*4 ' _к з

СosаькС] ;а l, к—l
= + Сз);

д
51Па { к -созад -^а I.к—l + со52 аг к .

У(Ак+l —и,к) 2 + а?,к
_

{ (\§аик_ l -соsаик -зша Кк)
.9 9 •

(Д к+l ~Д к) + аГ, к

2. Для отрезка а. к 1-го несущего троса находим из условия
равновесия узла с большим номером последовательности:
Рl,к+l + Рьк +l

р°к+l + ; , к +с7А^ к+l
+ СB А^ к+2

+

+ С9 • Ал*. к -г Сю • Дл: 1)к+1
=O. (22)

где С6=С9 (/, к+l -^ к )_Г° к -С6 ;

с7=—с9 (/\ к + 1 -Д к )~Г° к --7 ;

СB =-Г° к -С8 ;

С9=С9 • а
l>к ;

СlO ——С9 • к ;

С6 =

Сos2а
», к +5 - С05 «1.к- *B«,.к+l

У 1, к+l —l, к 1) 2
+ к

С,7 = (С6 + С8 );

_

Сo*л кс 8 ;а l,к+l

С =

Ер{ (s ‘п а{
' к ~С08(Н к•*B «ик+l)
к+l “А, к) + аГк



3. Для отрезка як ,, /с-го стягивающего троса вычисляем
усилие из условия равновесия узла с меньшим номером после-
довательности:

■ Рк,lРк,l +СиАД |_,
+ С|2Д/к,,+ С,3ду I+ ,

+С,4 • Д</к ,,+
+ С,5 - Д%, |+l =O, (23)

где; С] 1 = —Гк,l ■ Си;
С]2~ —Си (/к,н-1 —/к,l ) — 7'кд Сl2;
С]3 = С] 4 (/к, I+l—lк, 1 ) Тк, 1 ’ Сl3;
С14 = С14 • ЙкЛ ;

С ls= —Си • Окд ;

_

соз ак _
41-т ;

акД 1
Сl2— — (С„ + С1з);
с =

51,1 «к.l • Сosа к,l • -Г Сos2 «кД

1/Ск,l+ 1 /к, х) 2 “Г' ак, I

_

ЕГ к (I§аки_ l .шам -sтак||)
И Ск.l+l -Дд) 2 +< I

4. Для отрезка як ,l к-го стягивающего троса вычисляем
усилие из условия равновесия- узла с большим номером после-
довательности:

РМ+l Р кЛ+l
+^ l6 ■ Д/к,l +^l7^кЛ-М '

к|l+ 2 +

+ Сl9Дг/ к>|
+ С2OДг/ к , + ,

=O, (24)
где: Сl6 =—С\д (/к)l+l ^к|l ) ~Т'к>l -С\ 6;

С.7=Сl9 ([ к>l +1
- Гц )-^.-Сl7 ;

С,B=-ГкЧ - с 18;

Сl9 =С l9 • ак)1 ;
С 2о =—С)9 • а к>) ;

С _

соs2а к,l+sша к,l -соза к>l • 1§ак<< +1

У Ск,l + 1 Д,l ) 2 + акД
С]7= — (С 16 +С18 );

_

соза к> ,

lB а к. 1 +1
Г =

ЕРк ( s!па кД ~сosа к,l + Д
’l9

~

(Д.l+l-/к. l )
2+а 2ки
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б) уравнения равновесия отрезков при срединной точке тросов

Уравнениям отрезков при срединной точке следует уделять
особое внимание, так как для простоты составления уравнений
за положительное направление горизонтальных смещений при-
нято направление к срединной точке троса. Такое положитель-
ное направление оправдывается также при учете деформаций
контура.

Принятые нами положительные направления смещений
указаны для несущих тросов на фиг. sа, для стягивающих тро-
сов на фиг. 56. Учитывая вышеприведенное, не представляет
трудностей составить уравнения для отрезков при срединной
точке.

Фиг. 5 Расчетная схема смещений узлов вблизи срединной точки тросов;
а) несущий трос; б) стягивающий трос



5. Влияние деформации контура

Следует различать податливый, сравнительно, жесткий и
абсолютно жесткий контуры. Податливый контур образуется,
например, мощным тросом, отдельные точки которого могут
смещаться по направлениям х, у и 2. Сравнительно жесткий
контур представляет собой оптимально проектируемый жест-
кий контур, опертый колоннами или массивной стеной и сме-
щающийся в направлении х и у. Хотя эти смещения малы, они
оказывают довольно большое влияние на смещения и усилия
вантовой сетки. Абсолютно жесткий контур не смещается в та-
кой мере, чтобы оказать существенное влияние на смещения и
усилия вантовой сетки.

Геометрическое удлинение первого от контура отрезка на-
ходим из (12) и (13), принимая:

а) при податливом контуре Д/д к , ДлДк, Д/дл и сме-
щения контура;

б) при сравнительно жестком контуре Д/дк = Д/дл =0 и ДлДк,
Аукл за смещения контура;

в) при жестком контуре Д/д к = Длд к =Д/дл ~Аукл=o.
Рассмотрим общую схему для учета смещений сравнительно

жесткого контура. На контур действует гориознтальная нагруз-
ка (фиг. 6).

Я|,o = Т\, о ■ соз «I>o . (25)

Фиг. 6. Участок контура
с горизонтальной нагруз-
кой

Состояние предварительного напряжения принимаем за из-
вестное. Вычисляем смещение точки 1,0 контура, когда в каж-
дой точке действует единичная сила:
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л.;.-««�
Ш /» Пл Ш л

действительные нагрузки в каждой точке и АЯк>o :

АЯ|,O =Н\,O —Я- о = Я,о -соз (а,-,о + Аа,- )0 ) — Т°гo ■ соз (ш, O ;

(27)

77к, о Як .о Я|<. о Т'к, о ' СОЗ С(к , о о) о ' СОЗ СЦ, о-

(28)
Величину Я(, O можно вычислить из условия равновесия

узла 1, 1;

И
( р

' сOS К. о +Аа;, о)
*’ °~

[ 31П(а,- о +Да l>o ) соз(а Ко + Аак 0 ) • Iд(сх l 0 +ЛаК 0 ) ]

Р; 1+0: I
= ЯЯ

, (29)
С2O +О2l ■ + С22 • А/у 2

где С2O, С2l и С22 константы, вычисляемые с учетом уравнений
(9), (10) и (11). Аналогично:

/Ук.„ =
..

Ркл . (30)
+ 1 +О2S • А/к 2

Используя принцип независимости действия сил, вычисляем
действительное смещение точки 1,0:

Ч.= 2щ. . «) +

а"

Разности усилий АЯ; , 0 и Як , o вычисляются из уравнений (27)
и (28). Следует отметить, что эти уравнения не линейные отно-
сительно неизвестных. Как видно, в уравнения войдут верти-
кальные смещения приконтурных точек. Поскольку величины
их сравнительно малые приконтурные точки смещаются ма-
ло можно этими величинами пренебречь. Такое пренебреже-
ние дает максимальную погрешность на 2—3%. Следовательно,
в уравнениях (29) и (30) можно считать С2l С22 = С24 = С2s :=o.

(27)

(28)

(29)



В уравнении смещения о имеем неизвестные контактные
усилия Ри \и Рк, 1- Эти величины включаем в систему разреша-
ющих уравнений.

В общем случае такой прямой ход решения может оказать-
ся очень трудоемким. Вторая возможность учесть смещения
контура это итерационный способ. Первоначально ведется
расчет с абсолютно жестким контуром. Затем вычисляются
смещения контура по найденным усилиям, а потом смещения
подставляются в уравнении системы и ведется расчет снова.
Следует отметить, что изменяются только некоторые уравнения
и процесс сходится быстро.

Пример расчета

Имеется висячее покрытие с 3-мя несущими и 3-мя стягивающими
тросами (фиг. 7). Начальная контактная сила Р { к = 150 кгс— 1471,5 н,
внешняя нагрузка 50 кгс<= 490,5 н в узле, ЕР 2,268 • 105 кгс = 2,225 Мн.

Фпг. 7. Схема расположения тросов. Размеры даны в см
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Таблица
1

№
Л
3

Л
4

Рг
з

Р
34

А/и

А/гз

А/+

Ах
и

А.^24

Аг/гз

А
У

24

Ь

]

1

о-
0

0

—199,421
+

199,421
0

0

+

1384,959
0

0

0

+

100

2

0

1

0

0

—159,353
+

144,353
0

0

+

1384,959
0

0

0

+

100

3

0

1

0

0

+

15,0

—465,124
0

0

—1163,618
0

0

0

+

ТОО

4

0

0

1

0

0

0

—199,421
+

199,421
0

,

+

1384,959
0

0

+

100

5

0

0

0

1

0

0

—159,353
+

144,353
0

+

1384,959
0

0

+

100

6

0

0

0

1

0

0

+

15,0

—465,124
0

—1163,618
0

0

+

100

7

1

0

0

0

+

199,421
0

—199,421
0

0

0

+

1384,959
0

+

150

8

0

0

1

0

+

159,353
0

—144,353
0

0

0

+

1384,959
0

+

150

9

0

0

!

0

—15,0

0

+

465,124
0

0

0

—1163,618
0

+

150

10

0

1

0

0

0

+

199,421
0

—199,421
0

0

0

+

1384,959
+

150

11

0

0

0

1

0

+

159,353
0

—144,353
0

0

0

+

1384,959
+

150

12

0

0

0

1

0

—15,0

0

+

465,124
0

0

0

-1163,618
+

150



Поверхность покрытия гиперболический параболоид, уравнение ко-
х у

торой; г 20(-^) 2 20(^) 2 . Требуется вычислить смещения узлов и
найти максимальные усилия. Так как нагрузка равномерно распределен-
ная,_общее число уравнений равно 12. По вышеизложенной схеме выпишем
систему разрешающих уравнений в виде АХ—В:

Решая систему, получим;

Из решения заметно неравномерное изменение контактной силы, что
вызвано непараболическим очертанием отдельных тросов после приложе-
ния внешней нагрузки. Очевиден характер горизонтальных смещений для
отдельных тросов при жестком контуре: для несущих к контуру, для
стягивающих от контура.

Дальнейший ход решений не представляет никаких трудностей. При
помощи уравнений типа (3) и (4) определяются усилия (максимальное
усилие в данном случае 7 = 746,9 кг = 7327 н) и проверяется сечение
троса.

Параллельно решены линейная система, где в геометрических зависи-
мостях учтены и горизонтальные смещения (случай 1) и нелинейная
система уравнений, учитывающая малые второго порядка (случай 2).

Решения этих систем представлены в таблице 3: х
Анализ показывает, что погрешность линейной системы (табл. 1)

несущественна.
Проведен контрольный расчет для отдельной нити, с использованием

известного уравнения

/ ЕР /СоЧх \ 1
" |3 -\н°-

2 ГТйП'*-| <32)
О

для определения распора. При этом учитываем контактные усилия из ре-
шенной системы уравнений. Уравнение (3) для среднего несущего троса
имеет вид:

Я,3 +8259,375 Я,2 4,379477 . 109 =О,

откуда Я, =699,Ю кгс 6858,96 к.
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Таблица 2

Р\ з кг (я) Р;4 кг (н) Р23 кг (я) Р24 кг (я) А/ 13 СЖ А/14 СЖ

125,0 126,2863 (123,7136) 125,0
(1226,25) (1238,87) (1213,63) (1226,25) 0,1093 0,1029

А/гз сж А/24 СЖ Л*14 СЖ А*2 4 СЖ Аг/2з см А^/24

0,1029 0,09822 —0,01713 —0,01645 0,01727 0,01645



При помощи вычисленных из нашей системы смещений находим
распор Я по формуле

Мя-т- ■
Для срединной точки получаем:

14051,452Я] = —'2o Ю93 =®98,75 кгс 6854,74 н.

Разница составляет 0,06% и ее можно считать несущественной.

Выводы
Приведенный прямой метод расчета дискретной вантовой

сетки отрицательной кривизны позволяет определить усилия и
смещения системы при воздействии произвольных вертикаль-
ных нагрузок. Возможен учет деформации контура. В ходе ре-
шения задачи определяются как усилия отдельных участков,
так и распределение контактных усилий. Наличие подобных
коэффициентов в разрешающих уравнениях упрощает их со-
ставление. Решение системы в линейной постановке легко осу-
ществляется с помощью электронных вычислительных машин.
Также возможна разработка дополнительной программы для
составления уравнений по вышеизложенному алгорифму.
В дальнейшем предусмотрено установление пределов примени-
мости линейной и нелинейной теории в зависимости от соотно-
•шений размеров покрытия.
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Таблица 3.

№ Р 1з кгс («) Р\ 4 кгс (н) Р23 кгс («) Р24 кгс (н) Д/ 13 СМ Д/ 14 СЛ4

Случай 1 125,0
(1226,25)

126,3988
(1234,97)

123,6011
(1212,53)

125,0
(1226,25) 0,1098 0,1027

Случай 2 125,0
(1226,25)

126,1113
(1237,15)

123,8887
(1215,35)

125,0
(1226,25) 0,1087 0,1031

№ Д/гз см Д/2 4 см ДдГ14 с.м Дх24 см Дг/гз с.и Д «/24

Случай 1 0,1027 0,09771 —0,01708 —0,01636 0,01708 0,01636

Случай 2 0,1031 0,09928 —0,01727 —0,01670 0,01727 0,01670



ТАЫЛША РОШТЕНМIЫSЕ ШSТIТШOI ТOIМЕТISЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 256 1967

УДК 624/Э74
624.04

В. Р. Кульбах Ю. К. Энгельбрехт

О РАСЧЕТЕ УПРУГОЙ НИТИ ПО МЕТОДУ
ДЕФОРМАЦИИ

Статический расчет отдельной упругой нити развит в не-
скольких работах. Широко известны труды Р. Н. Мацелинского
[l] и В. К. Качурина [3]. А. Р. Ржаницин [4] дополнил проведен-
ный таким же образом ход решения членами второго порядка
малости. Одной из предпосылок в этих решениях является по-
логость нити. В. К. Качурин дает границы пологости ’

позволяя на некоторой комбинации нагрузок перейти эти гра-
ницы. Большинство конструкций из упругих нитей удовлетво-
ряют этому условию. Названное решение очень рационально и
универсально оно позволяет решать задачи с любой на-
грузкой.

Проследим коротко ход расчета упругой нити по [3].
Длина нити при- начальной нагрузке (фиг. 1) равна

ц=l+ (1)
1

После дополнительного загружения имеем

I'=l+ 1' =1+ ( 2>

1

В приведенных формулах (50 и СД обозначают поперечные
силы простой балки с таким же пролетом и выражения С?о 2сlх

г 1
и I СД Чх характеристики нагрузки до и после приложения

1
дополнительной нагрузки.
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Фиг. 1. Схема расчета
нити: а) начальное со-
стояние; б) после при-
ложения дополнительной
нагрузки

Упругую деформацию нити можно считать равной

дь=Шl=Ш, (3)

где учитывается пологость нити, заменяя длину нити Ь 0 проле-
том / и усилие в нити распором Я.

Величины Ь O , Ь\ иАЬ связаны следующей зависимостью:
I,=lo +Аl. (4)

Подставляя в формулу (4) величины, определенные фор-
мулами (1), (2) и (3), получаем после простых преобразований
уравнение для определения неизвестного распора Н\\

я,3 +/—/о„2Л-ЯO|Я1 2 -^/(3,ад*=o. (5)

Для расчета пространственных преднапряженных висячих
покрытий, состоящих из отдельных нитей, можно бы принци-
пиально использовать такой же ход решения, составляя для
каждой нити отдельное уравнение, но здесь возникают некото-
рые трудности. Начальным состоянием такого вида конструк-
ций является предварительно напряженная система, которая
реализуется контактными усилиями, возникающими в узлах
несущих и стягивающих тросов. Считаем, что для начального
состояния и Я определены. При загруживании конструкций
контактные усилия изменяются благодаря деформациям кон-
струкций, и в характеристиках нагрузки типа so,\Ых появля-
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ются дополнительно неизвестные изменения контактных уси-
лий. Для полного решения получаемой системы уравнений
третьей ступени нужны дополнительные уравнения для опреде-
ления изменения контактных усилий.

На кафедре строительных конструкций ТПИ разработана
другая схема для расчета пространственных висячих покрытий.
Ход решения задачи по идее В. Р. Кульбаха приведен в [2], [s]
и [6]. Полученная система разрешающих уравнений решается
относительно неизвестных смещений и контактных усилий.
Представляет интерес применить эту схему для отдельной уп-
ругой нити, чтобы сравнивать ее с изложенным выше ходом
решения.

Как при вышеизложенном методе, так и здесь провисание
нити должно быть известно для одной комбинации нагрузок.
Начальным состоянием считаем равновесие нити при нагрузке
Я (фиг. 1).

Предполагаем; что равновесное положение нити представля-
ет собой параболу

| 2
-

(6)

где а = Принципиально можно равновесное положение при-
нимать и по цепной линии или по синусоиду, но используем
параболу, как в [3]. Кроме того, названные кривые не разли-
чаются существенно при инженерных расчетах и они находят
применение для облегчения расчетов (для задач динамики
принимают за равновесное положение обычно синусоид).

Длина нити равна
_l_
~2

1=2 [']/! + (^|)
2 (?)

О

При помощи уравнения (6) находим для начального состоя-
ния

<*)

и после приложения дополнительной нагрузки
йу _ 2Ц+М) (0)_а~" А ‘ 1 ]

Теперь вычисляем при помощи уравнения (7) длину нити
для обеих комбинаций нагрузок, разложив подкоренные вы-
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ражения в ряд Маклорена. Получаем до точности двух членов;

I°=l+Г-Т 1°= I+ Г-Т (*<>)

Ц = 1+ ■ (11)

Из уравнений (4) находим АТ\

М =

С другой стороны, упругую деформацию можно вычислить:

М=
.

(13)
ь

Здесь заменяем: .

.г АН , йхАТ = ; (Iз= -
;

СOSО СOSO

= 1 +
2

= I+(|-П2 :
Получаем:

' 1
2

АТ = 2АН I 11 1 + ( )V ( йх. ( 14)

о
Известно, что

\Н И И ЦТ /)с\АН-Н,-Но-щ+щ з-р (15)

Подставляя величину АН из уравнения (15) в уравнение
(13), получаем:

л /
_

(3/ 3+16/ 2 /) Щ-дА!) /1 с \

24ЕР-Ш+А!) ■ К ’

Приравнивая величины АТ из уравнений (12) и (16), полу-
чаем окончательное уравнение для определения изменения
провисания А[:

АР +тР+ + % +2р )д/- ® )=O. (17)

00



Полученное уравнение в данном виде подходит только
для вычисления изменения прогиба при равномерно распреде-
ленной нагрузке, в этом его недостаток. При других комбина-
циях нагрузок приходится дугу нити делить на отдельные
участки и вычислять упругие деформации отдельно для каждой
части. В общем случае отдельной нити это довольно трудоем-
ко. Отдельную нить пространственных конструкций можно
считать состоящий из отдельных отрезков, где в местах перело-
ма, т. е. в узлах воздействуют как контактное усилие, так и
внешняя нагрузка. При этом узлы находятся на кривой, что
соответствует поверхности покрытия. Расчет упругих дефор-
маций отдельных прямых отрезков существенно легче, сравни-
вая с кривыми.

В дальнейшем рассмотрим разницу двух методов на приме-
рах. Вычислим упругую нить при равномерно распределенной
нагрузке для разных отношений

Пусть /=lOO м; Т7 =25 см 2; Е= 2-106 кг/см 2
— 1,962 Гн/м2 \

начальная нагрузка д= 2Ъ кг/м =245,25 н/м; дополнительная
нагрузка § =250кг/м— 2452,5 н/м. Определим распоры и изме-
нения провисания срединной точки нити при следующих зна-
чениях:

Не показывая промежуточных’ вычислений, приводим ре-
зультаты в таблице 1.

Как видно из таблицы, разница в распорах и в провисани-
ях доходит до 0,14%- В смещениях разность больше (фиг. 2).

Вполне естественно, что при росте отношения разность
и смещениях, вычисляемых по-разному, увеличивается. Это
потому, что при выведении уравнения (5) принимали длину
нити Е равной пролету I в уравнении упругой деформации.
Когда пологость увеличивается, то разность асимптотически
уменьшается. Приведенный расчет показывает довольно точ-

-
кую сходимость данных методов.

Рассмотрим теперь примеры расчета нитей, состоящих из
отдельных отрезков. Методика расчета для пространственных
конструкций приведена в [6], здесь применяем ее для отдель-
ной нити. В общем случае получаем нелинейную систему
уравнений, которую при равномерной нагрузке можно с ма-
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Фиг. 2. Гравкк разностей величины Д/, вычисленной по двум методам.

ленькой погрешностью заменить линейной системой; при нерав-
номерной нагрузке погрешность увеличивается. Достоинством
является вычисление горизонтальных смещений, что в некото-
рых случаях оказывается полезным.

Пример 1

Вычислим распор и смещения троса по фигуре 3 после приложения
нагрузки 5 т— 19,05 кн в каждый узел. Пусть площадь сечения троса бу-
дет 25 см2-, модуль упругости, равен 2.10 6 кг/см2

~2.102 Гн.'мР0=5 т—-
-49,05 кн.

Вычисляем упругие деформации отрезков! 01 и 12 по примеру урав-
нений (12) и (14) и по методике, приведенной в [6]. Составляем систему
уравнений, с двумя неизвестными:

Г —5,61 ,3 Ад:s=o
1 2.5 АГ—sooo,Дх+s=o

Таблица 1

2 0->
3 !

СV 3о>
а>я

№ Наименова- СП а,со яо- 3ние величин
О а. >. 1 1 1 1 1 1
С
О

а>о
а;
О) 4 10 20 40 50 100ы

1 н, 5 т 13,74 33,98 63,51 96,91 105,05 122,72
2 н, 16 т 13,74 33,96 63,42 96,85 105,00 122,63

-3 Н1 5 кн 134,79 333,34 623,03 950,69 1030,34 1203 88
4 н, 16 кн 134,79 333,15 622,15 950,10 1030,05 1203,00
5. и 5 м 25,0,182 10,1162 5,4125 3,5471 3,2123 2,8010
6 и 16 м 25,0250 10,1210 5,4202 3,5493 3,2738 2,8031
7 дг 5 см 1,82 11,62 41,25 104,71 127,23 180,10
8 Д! 16 см 2,50 12,10 42,02 104,93 127,38 180,31

ДГй—Д^1й
9 оо,

— % 37,4 4,13 1,87 0,21 0,118 0,116



при решении которой получим:
А/ = 0,895 ж, А* = 0,00055 ж.

Вычисляем распор Н\, учитывая с А/;
„

М 1 400
ЯI = —у =138,2 т = 1355 кн.

По классическому методу вычисляем Я, из уравнения:
Я]3 58,333 Я,2 1,667 • 106 =O,

откуда Я] = 141,5 г = 1388,12 кн.

Разница в величинах усилия и провисания составляет 2,35%, разница
в изменении провисания 8,2%.

Фиг. 3. Схема к примеру 1. Размеры в сантиметрах

Пример 2
Вычислить распор и смещения троса по фигуре 4 после приложения

нагрузки 5 т = 49,05 кн в каждый узел. Другие данные аналогичны при-
меру 1; Р 0’ — 15 т— 147,15 кн\ Р 0И =5 г =49,05 кн.

Фиг. 4. Схема к примеру 2. Размеры в сантиметрах

Для нахождения смещений троса придется составлять систему из че-
тырех уравнений, где неизвестными являются 2 вертикальных и 2 гори-
зонтальных смещения.

Система уравнений:
' —23.36ДЛ+ 2,51 Д/2+lB5 А*] +5 = 0

+ 4.34Д/,—. 6,84А/2 186,7а*]—186,7А*2+5 = 0
+ 5.63А/I—Ю,62А/2 62,3а*] 62,ЗА* 2+ 5 = 0
+ 2,51 А^]—2o,ol А/а + 123,1А*2 + 5= 0

Решая уравнение, получаем округленно; А/] =0,12 ж; Д/2 =0,46 ж;
А*l =0,031 ж; Д* 2 = —0,019 ж. Из соответствующей нелинейной системы
получим: А/, = 0,13 ж; д/2 = 0,36 ж; А*] = 0,033 ж; Д* 2 = —0,026 ж.Как видно, решения линейной системы не удовлетворяют условия сов-
местности усилий, так как для распора Я] получим разные значения из
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равновесия узлов 1 и 2, соответственно 136 и 130 т (1334,2 кн и 1275,3 кн).
Учитывая решения нелинейной системы, получаем единичное значение для
Я, 135,4 т 1328,3 кн.

Уравнение (5) для нити;
Я,3+75 Я,2 —3,6 • 10б =O,

откуда Н{ — 132 т= 1294,9 кн.
Величины смещений равны = 0,24 м; Д/г = 0,42 м. Разница в ве-

личинах распора и провисаний составляет 2,6%. но в смещениях она до-
стигает до 42%. Такая разница обусловлена, с одной стороны, и горизон-
тальными смещениями, которыми не учитывают в классической теории.

Вышеизложенная методика расчета не претендует на место
подходящей схемы расчета для отдельной нити из-за тру-
доемкости. Ее можно использовать только для вычислений
горизонтальных смещений. Но схема подходит для расчета
пространственных конструкций, как показано в [2, 5, и 6]. Цель
данной статьи показать тесную связь между классической и
вышеизложенной методиками расчета. Как видно из примеров,
разница в усилиях в худшем случае доходит до 3%, причем это
обусловлено и учетом горизонтальных смещений. Использова-
ние данной схемы оправдано для расчета пространственных
преднапряженных висячих конструкций.
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ТАЫЛША РОШТЕНМIЫSЕ ШSТIТIЛШI ТOIМЕТISЕO
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

С Е РИ я А № 256 1967

УДК 621.031
624.012.4.056

А. А. Сумбак

РАСЧЕТ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННЫХ
ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

Введение

Железобетонные оболочки вращения (купола) являются
весьма эффективными и экономичными конструкциями, кото-
рыми можно покрыть большие пролеты (200 м и даже больше).
Однако при конструировании возникают некоторые трудности,
вызванные краевым эффектом в районе опорного кольца. Воз-
никающие у опорного кольца большие растягивающие усилия
Т2 и изгибающие моменты М х требуют дополнительную арма-
туру, а также увеличение толщины оболочки в этой зоне. При
сборных оболочках горизонтальное перемещение опорного
кольца и восприятие растягивающих усилий вызывают сущест-
венные конструктивные трудности. Все эти недостатки могут
быть устранены применением предварительного напряжения
спорного кольца.

В данной статье изложен практический метод расчета пред-
варительно напряженных оболочек вращения на базе методи-
ки, предложенной В. В. Новожиловым [/] для расчета оболочек
без предварительного напряжения.

1. Расчетная схема

Рассматриваются оболочки вращения (купола), срединная
поверхность, которых образуется вращением плоской кривой
вокруг оси г (фиг. 1), с предварительно напряженным опорным
кольцом (фиг.'2).

Соответственно обозначениям, приведенным на фиг. 1, уси-
лия и перемещения оболочки могут быть выражены формула-
ми, изложенными В. В. Новожиловым [l]:
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Фиг. 1

М\ = [ Мо]/2 соз РУ2^2сBlПфо(Р х0 —<э^ o )зшр] е ? ,

М2 ~ \/М {

Г, =[соsфо(o;l()
—О‘о) Сo® (Р + 1“) + ■Н,|/^ сl еФ°s1 п +т\,

бlпф„(<гs o-(3:
0)сО (1)

“»= (Ой-%)BтчРо«вр- '-2-соз(р+ 5 + и/*,

А» “ -ТЙГ ®'П<Р [ \!т~(<ЭхО —Ой) 51ПфоС05р—-

-^соз(р+-|-)]<г!’+д;,
а= -ж [/-I [l/?: «шфо(дхо -с:0 )соs(р-^-)+

+ Л1oсозр,| еер~ р 4- ,
(1)

вб
"2



6где с~ —======- ,

. У12(1^2 )

У2 V/?2o с
==:Г !*СОS(РO’ (2 )

где #2O значение радиуса #2 у опорного кольца (ф = фо)-

В формулах (1) звездочками обозначены усилия и переме-
щения, определимые по безмоментной теории оболочек.

Краевые значения усилия <3 Х и изгибающего момента М\
(соответственно <Эхo и М0 в формулах (1)), определяем из кон-
тактной задачи на линии примыкания оболочки к опорному
кольцу.

Учитывая, что на контактной линии (фиг. 2) должны быть
соблюдены условия:

Лхк o,к =<Э хo >
(3)

полчим: '
'

Дхк ~o>\ 1 <3xo — ап <3xo + Ахо,

Фк = «21 <3xo+ «2l<3хo + so*, (4)
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где

>
Лл=-хк( <г’ ,o +

&к - (М0 <3xo + т*o ех зшфo + е„ ),

_

2 1/3 (1 V 2) / /?20 \1 „;„9„ап р \~~6/ 8Ш Ч’o ’

_ _
Vl2 (1 —V2 ) 0«12 А20 фО,

_4[3 (1 V") ]* | / #2O /г\
«22 2

'
\ 6 •

* '

В формулах (5)
N усилие в напрягаемой арматуре,
Е и Ек модули упругости оболочки и опорного кольца,
/к момент инерции опорного кольца относительно оси х,

V коэффициент Пуассона.
Величину усилия предварительного напряжения N целесо-

образно определить из условия, обеспечивающего практически
безмоментное напряженное состояние оболочки. Размеры сече-
ния опорного кольца определили, исходя из конструктивных
соображений. Далее из условия

Ах-к =Ах{) (6)

при помощи (5) и перемещения края оболочки, определяемого
по безмоментной теории (9), получим

N=

Изложенная методика применима для расчета оболочек
вращения разной формы (сферические, эллипсоидические, па-
раболические, гиперболические). При расчете следует иметь в
виду, что соответственно форме оболочки изменяются лишь
величины, определяемые по безмоментной теории (обозначены
звездочкой). Перемещения можем определить в следующем
виде:

ДО*=Ах 5Ш фЧ- Аг СOS ф,

П*==Ах СОЗ ф— Аг ЗШ ф, (8)



где

»»=( /-Щ- 17',» Я,+уЯ2) - Гг* (Л г -у/?,) 1 + с)зш ф,

а>*= -Ц- (72
* тГ,*) —о* I§ф,

Д1 ~

- д| <Г (Г* ■■■уГ
; М. (9)

где постоянное С определяем в зависимости от краевых
условий у опорного кольца.

Для определения безмоментных усилий (фиг. 1) имеем:
<Р

Т\*= п-Я—I #l#2 sШфб?ф,
/?2 ЗШ 2фУ

О

..У
Т2*=—дЯ2 СO5 ф+ п2ф У 5Ш ф сlц>, (10)

о

Выражая радиусы кривизны формулами

= Я
(V1 +к 51п 2ф) 3 ’

Ъ= (П)
VI +к 5Ш 2 ф

можем оболочки вращения, срединные поверхности которых
образуются вращением кривых второго порядка вокруг их оси
симметрии, подразделить в зависимости от постоянной к сле-
дующим образом: к— 0 сфера; к— 1 параболойд;к > —l эллипсойды; к< —1 гиперболойды. В формулах
(И) Я обозначает радиусы кривизны в вершине оболочки
(ф=o).

Для сферических оболочек, широко применяемых в прак-
тике (Я] = Я2~Я), учитывая (9) и (10), получим;

гГ *_ дЯ
1 1 4-созф ’

Г 2
*
= -^(сosф- пТ_),

o*=^[(l0*=^[(1 -”) |пs>пф- (1 -
2 )( 2(1 +

'

сos^ + ше} ) + Фп<р'
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ТТсюф ~соsЧ>) — o‘*BФ. ,

(12)
• ©

А.
=

?Д%lпф/_l+у Л
Еб и+созф’ ф /’

й *
=- -^- 2з|пч>-

Аналогично для параболических оболочек

'Г *
_

__ I \

1 3 у со82ф 1+созф/’ (13 )

--
+ тД— )|

I 3 \ С082 ф I+СОЗф/1

и для эллиптических оболочек:

_

<7Е к тЧ е 2 соз 2 ф ( (1 —созф) (1+е 2соsф)
1 зш 2 ф ( 1 + е 2 со82 ф

+l=sl Iп[ Т/Т+Е 1/ЕIЁ5I}, ( 141
8 [у I—е1 —е \ I+есозф];

т _

<7# к СO3ф 1—8 2 С052 ф г12 . 'а'-- 2
',-- Г“Й 1г IVl82СO8 2 ф ] е

где
ег =—. (15)

Численный пример

В качестве примера рассчитаем сферическую оболочку (купол),
нагруженную собственным весом ц. Исходные данные расчета (фиг. 1 и
2) следующие:

Я =60,0 м, 6=1:0,07 м % П—.Ы2 =0.5ХВ,6 м, ]
Кк =40,0 м, <7=0,330 т/м 2, Е =300.000 кГ/см2. (16)
4)0=41,9°, $0=43,88 м, )

По формуле (7) определим оптимальную величину усилия предва-
рительного напряжения

N « 350т. (17)

Далее, используя формулы (5) (см. фиг. 2), составим систему урав-
нений (4). В данном примере предполагается, что опорное кольцо опи-
рается так, что оно может свободно перемещаться в горизонтальном
направлении, но не может иметь поворота (З к =0). В этом случае полу-
чим систему уравнений:



0,0115<3ХО —0,00929 М 0 +0,974=0,
—0,00929(? ХО + 0,0178 М 0 —0,0786=0, / (I§ '

откуда
М0= — 0,0082 Тм/м, (? хo =—B,4B Т/м. (19)

Совершенно аналогично составим систему уравнений для оболочки
без предварительного напряжения (N=0):

0,0115С+0 —0,00929 М0+ o,oBlB=o, 1х0
} (20

—O, 00929д х0 +0,0178 Л40 —0,0786=0, )

которую удовлетворяют:
Л4 0 =1,22 Тм/м, (? х0 =—6,13 Т/м.

'

(21)
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Зная (19) и (21), определим по формулам (1) усилия и перемещения
оболочек с предварительным напряжением и без предварительного на-
пряжения. Для упрощения и наглядности расчета вычисления целесооб-
разно произвести его в табулированном виде.

Некоторые результаты вычислений представлены на фигурах 3—Г.

Заключение

Из сравнения оболочек с предварительным напряжением
и без предварительного напряжения следует, что предвари-
тельное напряжение вызывает в зоне опорного кольца явное
изменение усилий и перемещений (фиг. 3—7). В данном слу-



Фнг. 7

чае влияние предварительного напряжения охватывает зону у
опорного кольца шириной примерно 7° —B°. В предварительно
напряженных оболочках (на фигурах обозначено линией 1)
достигается безмоментное напряженное состояние' почти на
протяжении всей оболочки. Следует отметить, что на фиг. 4—7
усилия и перемещения определены по безмомёнтной теории
(обозначены линией 4) и не указаны там, где они полностью
совпадают с соответственными величинами предварительно
напряженной оболочки (линия 1).

Предварительным напряжением почти полностью ликвиди-
руются изгибающие моменты Лф (фиг. 3) и не требуется до-
полнительная арматура. При этом следует отметить, что при
оболочке без предварительного напряжения при данной тол-
щине оболочки конструктивно невозможно восприятие изги-
бающих моментов (44!= 1,22 Тм/м).

Примерно два раза уменьшается зона растяжения и при
этом суммарное растягивающее усилие Т2 уменьшается пример-
но в десять раз (фиг. 5). Почти аналогичное влияние имеет
предварительное напряжение на перемещения ши Дх фиг.
6—7). На усилия Т\ предварительное напряжение практически
не влияет (фиг. 4).

Применением предварительного напряжения достигается
значительная экономия в арматуре, а также отпадает надоб-
ность утолщения оболочки в зоне примыкания к опорному
кольцу. Одновременно практически ликвидируется нежела-
тельная зона растяжения в районе опорного кольца и пред-
отвращается возникновение трещин.
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В заключение следует отметить, что при расчете предвари-
тельно напряженных оболочек по безмоментнай теории до-
стигается для практики достаточная точность, так как пред-
варительным напряжением, определенным по формуле (7),
обеспечивается практически безмоментное напряженное со-
стояние всей оболочки.
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	Фиг. 5. Вид системы с 3 несущими и стягивающими тросами�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������爀椀渀最 䤀
	Фиг. 6. Графики изменения усилий в проволоках \�〰‱〮㜷‶㤮㐳‵㐷⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉤㌾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸶㐠〮〰‰⸰〠⸴㤠㠲⸲㠠㔴㠮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昸〲昱〲晢〲晣〳て〳〸〲昶〲晥〲昹〲昶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮ㄵ‰⸰〠〮〰‱〮㐹‱㐲⸰〠㔴㤮㈷⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〲〲晣〲昶〲昵〳〴〲昶〳〳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㔳‰⸰〠〮〰‱〮㈰‱㠲⸲㠠㔴㤮㐲⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晦〳〳〲晤〲昶〳〳〲昹〳〳〳つ〰て㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮㜲‰⸰〠〮〰‹⸰㜠㈳㈮㈸‵㔰⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㠰㌰㌰㉦显⁔樍名ੑഊñ뜇ï뜇ძ뜇뜇㣪뜇뜇죳뜇㣳뜇䃺뜇룷뜇
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