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М. Левина

О СХОДИМОСТИ КУСОЧНО-ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ
ПРИБЛИЖЕНИЙ ДЛЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

*
(т '(o-*.х\(«ха'Ш - frtl, о

I=o

где j - целое число, удовлетворяющее условию 1 sт-Г,

[а,ь], Q^(t)eC [o,b] (U Q, 1, •• •> m-2-j ).

Это уравнение требуется проинтегрировать в интервале [а, b ]

при краевых условиях

Г [«lк*Iк'СаЬмПь)]-0 (2)
к=о

(b= I,V" , m),

где [ь j_ K (l =I, !,•••>пт, к =0,1, т-\) - заданные
числа.

Через G(t,T) обозначим функцию Грина для дифференци-
ального выражения

. при краевых условиях (2).
Положим

(3)

Тогда, подставив в (I) выражения

Xеl\i ) (4)
а

(L =0,1,...» m) ,
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мы получим уравнение (I) в видеь
vCU-Я/ К (t,r) v C'c)dr='fC-t),

где а

K(t T ) = Е
Ч

си№ bfft.t),
L=o

или в операторной форме
(5)

где f,
Kv = J K(t,x) v(r) dr.

а
Предполагаем, что Я не есть собственное значение задачи

(I) - (2) и x(t) единственное решение этой задачи.

Тогда эквивалентное краевой задаче операторное уравнение
(5), рассматриваемое в пространстве С

, имеет также единст-
венное решение, которое обозначим через vCO , так что вы-
полнено (3).

Будем искать решение уравнения (5) методом проектирова-
ния его на конечномерные пространства F n < C (j1( [a,b] , где
F n есть пространства кусочно-полиномиальных функций, полу-

чаемых следующим образом:

1) интервал [d,bj разбиваем точками tv :

О ="t 0
< "tj <• • • b ,

2) пространству Fn принадлежат функции s(t)
, которые на

каждом отрезке (1=0,1,•••,п-1) есть многочлены степени
не выше т-1 и удовлетворяют условию непрерывности

S(t) еС (1 ssj ;= т-2).
Обозначим ||д(| =тах|и-П.,|.

1= 1,..., п .

Пусть оператор проектирования Рп обладает свойствами

Pn xeFn , где хе C(j) [a,bj •,

Pn = P n -,

P n X| t=t . =x(ii) = •
Уравнение (5) запишем в виде
,
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где 3 - тождественный оператор.
Для этого уравнения составим приближенное уравнение

Со - I р„к} v„ . p„f, (6)

где ь
Pn Kv n = P n K(t,x) v n (Tlc!r.

V

Введем норму. а

L l=o te [а,Ь]
Теорема I. Пусть для всех х, t, е [а,Ь] выполнены оцен-

ки

|[рл ка,-с)]"’-к<;'а,хl|<« !. ш(|л|),

где и>(Ь) - модуль непрерывности.
Тогда при |д I ——o последовательность v n решений урав-

нения (6) сходится к решению v уравнения (5), при этом
скорость сходимости

|V-V„| -o(|i| j v (7)

Доказательство.* Так как при любом’ te[a,b] функция

K(t,xl е b]
;

то согласно [I J
|К-РпК || 0 при п • (8)

Так как X не есть собственное значение задачи (1)-(2),
то для оператора 3-ХК существует обратный, следовательно
найдется положительное число г , что для всех veC [а, b]

1 (З-Хк) v|| Р|v J • (9)
Теперь покажем, что оператор 3-vPn K также имеет обрат-

ный.

I Мы пользуемся в доказательстве ходом рассуждений из рабо-ты [2].



Очевидно, что

l(3-&P„lOv| - ( 0-ЛР„К-н\К-IК’)у|| 3

> |(:-л.к) У |-|Я|||(к-рпк>|.
В силу (8) для достаточно больших п>п в (£)

|(K-P„K)v(<e.|v|.
Поэтому

|(J-Ä,PnK)v| (р-)Х| е) | v | • (Ю)

Выбрав £.>o так, чтобы R = г-| Я| £, >O, получим

|O-ЯРпК1 v j) RM
для всех и n>n0 (£), откуда и следует существо-
вание оператора •

Итак, по (6), имеем

По (5) имеем
Pnv-/lPn Kv = Pn f. (п)

Вычитая (6) из (II), получаем
Ü -XPn K)(v-v =v-Pn v.

Отсюда и по (10) следует существование числа Я„> 0 , что

l v - vn|<-J|v-PnV||. CI2)

Оценим норму, стоящую в правой части неравенства (12).

Для этого найдем оценку приближения

(рп и}°°- иOO (k-O.V-vM
для j раз непрерывно дифференцируемой функции u=u(l), для
которой

| (Р пи)^-и •

Пусть te J • По определению оператора Рп

и теореме Ролля найдутся всегда точки . г >
•••> Ь’- к е ‘

(к<]),что в них разность
(Pn u)°°-u<^

б
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равна нулю. Тогда для этой функции интерполяционный много-
член Лагранжа, построенный по узлам •••

,
ра-

вен тождественно нулю, и поэтому она совпадает с ошибкой
интерполяции, т.е.

г, ,(tO

(Pn uf-«w
-

t(Pnlff“ (НЛ-
(j-к)! I=l

Отсюда имеем неравенство

|(p nUr'- uw|^j ü | hK
. (I3)

где
( i j J’ K

Вернемся к оценке (12). По (5) и (II)

Il v- рп vII = (К-РпК) v-ь vf- Р„4> |

<I^H(K-Pn K)v|+ j|^-Pnf I С

lХ\■su р IК({,т)- РпK(t ,т) I (b-a] Ivl +1 f -P„fI •

s

Но по (9) найдется г„ такое, что
|v|«|'(o-ur|.|f|<l|^|.

1 О

Значит

|v-P„v|<Mtl'eup ||K-P„K|.|f 1 + 1 (I4)

Взяв теперь в (13) один раз u = K(t,x) и второй раз
мы по (14) получим, что найдется постоянная у .такая,что

! v -PnV| £ КП Д II J •

Отсюда и по (12) следует доказательство теоремы.
Определим приближенное решение задачи (I) - (2) следую-

щим образом: ь
= QCW-Vnfrldr
Cl 0,1,...., m') (15)



Теорема 2. Имеет место оценка1

ix M-x<i'l-o(un (16)
(L-0,1,..., т) •

Доказательство.

Вычитая из (4) равенство (15), получим
= J-г- G Ct ) [v(r)-v n (r)] dr.

а
Отсюда и по (7) следует (16), что и доказывает теорему.

Литература

1. J.H. А h 1 Ь е г g, E.N. N i 1 з о n, J.L. W а 1 s h,
Best approximation and convergence properties of higher order

splines. J. Math. Mech., 14, No. 2 (1965)» 231-241,
2, A. S ä r e v, Koonduvuskiiruse hindamine tükatipolünomi-

aalsete funktsioonidega lähendamisel. Отчёт госбюджетной
научной работы МХ-7078,ТПИ,1967,1-13,

1 В предположении, что условия теоремы I выполнены.
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M. Levina

On the Оопуегкепсе of the Approximate Solutions
öf the Boundary Value Problem by Spline Fonctions

Summ а г у

The approximate solution of the problem (1)-(2) where
Vn is the solution of the equation (6) and G (t,T) is йгееп'з

j m
fanction for the operator : and boundary value conditions

dt
(2) is considered in the article, The error is estimated by
the formula (16),
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TALUMA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED

ТРУДУ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А И» 293 1970

УДК 517.512.6

М. Левина

О СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИЫСЕ ДЛЯ ОДНОГО ВИДА
СРАЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

В последнее время много внимания уделяется изучению при-
ближения функций о помощью сращенных функций. В настоящей
заметке дается простой вывод оценки среднеквадратичной ошиб-
ки приближения, когда сращение производится с помощью мно-
гочленов Эрмита,

Рассмотрим функцию f (х 1) на отрезке [х в ,Хр]. Пусть узлы
х0 < х,< х г< ...<х р и h i -x L+l -Xi (1=0,1,... ,p-i) • Через

сращенную функцию, построенную на отрезке [х o#
хр ] для функции fW » удовлетворяющую условиям:

I°. На каждом отрезке (t-0,4, ..., р-0 функция
есть многочлен степени 2л-1.

2°. (K \xi) = f(K\xL) (к =O,l, ...,n-i ; 1=0,1,..., р) •

Найдем оценку для среднеквадратической ошибки приближе -

ния функции f(x) функцией чрoo на отрезке [х„ ,х р ] -

Теорема. Пусть на отрезке [хo ,*р] функция fOO имеет
непрерывную производную порядка 4п . Тогда справедлива
оценка

где |hj| = max|h;| •

Доказательство. Пусть
г ч sinfn+OarccosxU nW= -J= ’
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t nl (x) - многочлен степени п со старшим коэффициентом,

равным I, наименее уклоняющийся от нуля в метрике L на
отрезке [*•„ *l-н j •

Через рп( х ) обозначим произвольный многочлен степени
п со старшим коэффициентом, равным I.

Тогда

Гhn ьОО Idx = min Г |pnw|dx =

Рп

„

Г|„ /hi, XL-*-XL*^[
” т

п
П J IM.TI'*! гJI T dz "

' 0
-4

, n-н *
П-И

-4
Итак

n L+ \ L, n+l

j (2)

Ниже нам потребуется формула интегрирования по частям

rnH Jjh
* L*

Г FW+Wdx=£(-OVtx)^+,W *

;• j-° »-«i (3)
+ (-ifj F Vx^mCx^dx.

где p . г
?,(*) = fWax, («=2,3,..., tn),

J

причем здесь имеется в виду одна из первообразных.
Имеют место равенства

£[fw-fwf W
(I=o,l, 1=0,1,..~р).

Действительно, применяя формулу Лейбница для дифференци-
рования произведения, имеем

|r[f'» 1-W] -d
di[f(rt-fW][fW-fwj-



По условию 2° для имеем (k'i]° v
= 0 в

точках x= x- ((, = OЛ--->р); если же ty-tn и
sln-i-n =n-l, и тогда по условию 2° в точках x=*l О

= °Л-">р) равна нулю величина Этим (4)
доказано.

Применяя к функции [f (xl - теорему Ролля и учи-
тывая равенства (4), мы получим, что на каждом отрезке
[x;,,Xl+i] найдутся точки

. ci.} (I) СП ..

>
••'

> “> С5)

в которых функция

~[foo-fW] 1 (6)

равна нулю.
Но тогда для функции (б) интерполяционный многочлен Лаг-

ранжа по узлам (5) тождественно равен нулю и функция (6)
совпадает с ошибкой интерполирования по узлам (5),

Поэтому на отрезке [х;, , X имеем

«-г»
(*1 <rU <*i-nV

Отсюда, так как <hl ■> следует неравенство:

« (^r|^[fW -W|
r

• (7)U* *C[*i | *i-H] IinJ.IIUA c Qci , Xl-n]

Рассмотрим очевидное равенство:

dx C jL(K)dx.
kl kl

К последнему интегралу применяем формулу интегрирования
по частям (3), где гп=гп , Р(>o = [fOO-fM]2, и f(x) =i (х) •

13
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В силу равенства (4) сумма, участвующая в формуле (3), бу-

дет равна нулю.
Поэтому

*

:L+ '

dznJ [fOO-W]
KL *L

Отсюда, учитывая (7) и (2), имеем

*t-M г i 4п-И а -

*1

Так как

Jj[fW-f W]* dx - fwf dx ■

<0

то, учитывая (8), имеем доказательство теоремы.

М. Levina

On tehe Meaa-Root-Sgaare Error for Some Spiine
Fonctions

Samm а г у

Let ffx) be the approximate of the function fM and
on each segment [ X i. ■> *L+j jfOO be the Hermite's inter-
polation polynomial of 2n-1 power. Then the estimate (1)
is true.
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TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИНА № 293 1970

УДК 518:517.392

М. Левин, Э. Шац

ПОСТРОЕНИЕ ОДНОЙ НАИЛУЧШЕЙ КУБАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ

Сг.г”), »

Через w Ui IM) обозначим множество всех функций
f Cx, у), которые на квадрате [o, li o,l] имеют абсолютно не-
прерывные производные СХ И fxy 2- Сх,у') и производ-

ную fxV Cx jy') , для которой

м '

(г,г)
, N

00

Через W (j L (М) обозначим множество тех функций

f(x,y), которые принадлежат множеству и удов-
летворяют условию

ffo.o) -f(o,0-f 0,о)
(1,1)

.

Через w 0 iL 2 CM) обозначим множество тех функций

из w£w) Си)
, которые удовлетворяют условию

fCx ,о) = f Со,у) = f(x,il s f(y)« о-
Рассмотрим формулу

1 *

J Jf(x,y)dxdy = АJfСх,у) ds +

°° L (I)
m-и П-Иž Ž Aiclf (х k,VI) + R mnCf )»

K.-0 UO

где m}n > 2 ,

Х о = у о=-0) X т-м = у п-н =■
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L - граница квадрата [ 0, 1 • o,l] •

Формула вида (I) называется наилучшей среди формул (I)
для множества функций F

,
если для нее

SLip | RrnnCf IfeF
принимает наименьшее значение.

Имеют место следующие теоремы.
Теорема I.

М
Для множества W olLz наилучшей формулой (I)

является та, у которой

**= х,+ lh(K-0 = Ih Щ + к-н);

Vl =Vt + IgCH) =2q ()/f L~l);

h = -J •

=

1 ,
’

Y
, ’ (2)
(k =1,2 ,m j Ulr Z,...,n)-,

Akl ~ 4h g (k=2,3,...,itMj L=2,3,..., n—i)j

Aii= A m t =A K , =AKn =2gh

(к=2,з, m-1 j Ь=г,з >
...

) п-o'>
Ah = A ln =.Am( =A mn = •

Теорема 2.
(г, г)

Для множества наилучшей формулой (I)
является та, у которой узлы Cx K ,yL ) и коэффициенты A kL
(к=1,2,...,гтт, 1=1 1г,...,п) определяются по (2) и
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A=-r>
Aoi = A m+lL=-lgh(-|^m-IV,

Ako = A Kin+l
= -2gh(-|/|+n-^v

(k = Z,..., m-1) •,

Aqi = А оп = A m+) =■ А тн. l)П =

=-ч ь {Ш+Щ№ +т-'Ь
A lO =A mo =A tj п+l = А т?п .и =

Теорема 3.
, Art . »

Для множества (И) наилучшей формулой (I) яв-
ляется та, у которой узлы, (х к ,уО и коэффициенты АзА k l
(к=0,1,... 7 т+l; I=o, t, , п+o определяются по (2) и (3) и

А OO =Ат+ , 0 = А 0 п+,
= А тч_, )П^4 =

(4)

=-?-h9(| /V + т -О (i п '

Доказательство.
(2 2.)

Для функции f (х,у) из множества »С“ См) име-
ет место представление

( <

fC*,y)=J JГ и,„М 9М g£y,vl dudv, (5)

где q(ty,'pi-T^-plE^-PHC-?)]'■
E (-t) = | 1

) если *> 0 »

0, если i 0 •
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Принимая для удобства рк ь = 4Ak l и подставляя (5) в
(I), используя неравенство Буняковского, получаем

| R mn Cf ) I<7 [ jj[K(u,v)f dudvJ 1
, (6)

100 J

где
К (U jV] = (1-ut(l-v]-0-ufO-v)-

- 0-u)(<-v')VO-üKi-v) - Y. I Pkl[E(*k-u)*
K=< L=4

* E (yr vHx к - u)( у t-v) - y t(f-v)(x K-u) E(x
K-u

1
) -

- X^O-uK^-vUCVt-VI+MLO-LOO-V)]-
Так как функция

f (x,y) =И jjj [K(x.y)] ldxdy jl »

4 Л 0 *0 J
* ff K(u,v)g(x l u)q(y I v)dudv ,

00
W(V° (M)принадлежит множеству W 0(Lo С M ) и для нее неравен-

ство (6) превращается в равенство, то

s4.p
.

|R™Cf)|-T|li[KW]lcludv |i - (?)

Задача состоит в определении узлов (хк ) и коэффи-
циентов p*i таким образом, чтобы величина (7) или,что
то же, величина

„ 4
U =JJ [K(u,v)] l dadv

о о
приняла наименьшее значение.

Перепишем U в виде

П—■t *' s+lГ J [k(u,vl] dudv-t-
- j=l Iо *J
m-t *U4 Vj+4 ,

+ Y_ J J [ К (u,v)j dudv +

n yj

+J J [k(u,v)] 2
dudv +•

*n у j
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m-4 Ч-н Vi ,

+Y_ J J [ KM] dudv +

U * *i 0

тн *t-H ‘

+Y_ J J [K(u,v)] dudv +

I=l «: yn
<- *< '

+J J [K(u,v}J l dudv -+-J | [KCu.vV]1 dudv +

00 о y„
* y. < 4

+J J + Г Г
*m 0 Ут Уп

Заменим в (8) функцию К (u,v) на каждом прямоугольни-
ке соответствующим многочленом, наименее уклоняющимся от
нуля в 1-г на этом прямоугольнике.

Тогда, используя утверждения I, 2, 3 из [l] при
р-2, S-1; Х=Ч,= 1-, <*. =-<; ji,= -1 •, = (Ъо =0 ,

получим из (8)

U 21600 | 9 [*‘ 4 '^ , “ Х т) ] +

"\? (Xu ‘ XOS } + ä{9^'-^]*

Г, (9)
+ 4L(*u,-*ol- 9[y,V(i-y„1s ] �

■~
+ *Е (У,,,-У;)* ■ •

Н

Минимизируя правую часть этого неравенства по аналогии с
[z] (стр. 222-224), находим
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X, = 2h + x-O;
X - *9 (VT + i-0-. (I°)

(x=i,Z)
...

)
m ; L=',Z,, n)

_

h и g определены з (2),
Через K*(u,v) обозначим функцию, построенную вы-

ше, которая на каждом прямоугольнике [ х к , х к+,, yt ,
y Ul ]

есть многочлен степени 2 по и ипо v со старшим коэф-
фициентом единица, наименее уклоняющийся от нуля в Iг-Здесь1 г -Здесь
Cx* >ytV узлы (10).

Ниже мы покажем, как можно выбрать коэффициенты p*t ,что-
бы при узлах (10) на [0,1; o,l] K(u,v) =K*(u,v). Значит
K*(u 3 v) доставляет наименьшее значение величине U .

Поэтому из (9) при узлах (10) получаем
• и 1 [а l 4 B_4 64 h4 д А )mmU - 9ГоlтЬ

откуда по (7)

min Sup lß m„(f4-M^V- 6-T^
Для вычисления коэффициентов р кl воспользуемся равен-

ством.

|м,И-|м.И-

-= -pij ,

= j-1» п) .

Отсюда и, учитывая, что A KI =

K L > получим коэффици-
енты, приведенные в (2).

Таким образом теорема I доказана.
Непосредственной проверкой убеждаемся, что на каждом

прямоугольнике [хК) хки ; уь ,уи, ] функция К (u
, v ) с узла-

ми и коэффициентами (2) совпадает е K*( u .> v ) •

ЕСЛИ fOOeW^CM),
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где

F(x.y) = yfC<l O+o-bf)fCx 1 o')-bxfO,y') + (t-^f(o ) y) 1

принадлежит множеству W 04’Ll См) . Учитывая, что фор-

мула (I) с узлами и коэффициентами (2), (3) точна для
F(x,y), и поступая, как в [3], получаем равенство

min sup | R mn Cf 'l] = min зир |Rmn (f)|-
feW(‘.',o4(M) f«w?£W

Отсюда следует, что формула (I) с узлами и коэффициен-
тами (2), (3) есть наилучшая для множества W (0 (м),
что доказывает теорему 2.

Аналогично доказывается и теорема 3«
При этом

min sup | Rmn I = min sup |Rmn(f 1•

few<w>oi)
Построенная наилучшая кубатурная формула обобщает на

двумерный случай формулу из [3].
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M. Levin, Е. Schats

The C onstrnoting of bhe Best Cubature
Formula

Summ а г у

The best cubature formula of type (1) has been constrw
ed for the class functiona W' f

( M)t WL
{*'**(M j

The Solutions are given by expressions (2), (3)» (4).
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TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
(1Я А № 295 1970СЕРИЯ А

УДК 517.512.6

Э. Шац

О НЕКОТОРЫХ МНОГОЧЛЕНАХ НАИМЕНЬШЕГО УКЛОНЕНИЯ
В МЕТРИКЕ 1_г

При решении экстремальных задач теории кубатурных формул
приходится решать проблему нахождения многочлена, наименее
уклоняющегося от нуля на заданной области в метрике Ц ,

среди всех многочленов определенного вида.
Рассмотрим некоторые такие задачи.
Через Ql m v e (x) обозначим многочлен вида

m-i
*
т

+ Ё pi* l
>

l=N

наименее уклоняющийся от нуля в метрике на отрезке
[o,9].

Нетрудно получить, что для этого многочлена

11-v/ 2т (гт-i) ... (m+l+O
’

(l=v , V+-1, , т-Л .

Через Хт (х) обозначим многочлен Лежандра со старшим
коэффициентом I на отрезке [-4,1].

Имеют место следующие утверждения.
I, Среди всех многочленов вида

Pn.sC*, у] = {b L y L
+



е Г-1 ГМ S-1

Z** *
к ■+■Z Z°ki *

K y >

к=Л, l=ц
где <*к и [Н (к=А/, ..., р-ц t=17,..., s-0 - заданные чис-
ла, наименьшее значение интегралу

JJI [ pr.s C^.y)] 7" dxdy

доставляет многочлен 0

р; s (х,у )_[х%'£*„х ,‘].а„,(l (у) +

tc=X

+JV+Z. 14 уl
] гЛ.С W “Qr.X.c^^s.n.d^Z

Ь’Ч

2. Среди всех многочленов вида

Fp|S(x,y) -xn y s^x P X M^/Z****4-

Р_( s_< l»"0

-"I I>кlх к у ,

х=Л. I=o
где а к и |i L ( K=Ä/r ..,p-li 1=0,1,..., ъ-\) -заданные чис-
ла, наименьшее значение интегралу

J
доставляет многочлен 0 ь' 9

f; (x,yl.g>[xr /f»K x«].X s (^).
К=\

~

+ [y s
+L Pi/ 1 Ог.х.с м -9 51Э Г,Я. .wx,(^).

UO J ~

3. Среди всех многочленов вида

Ц s o.у) -*V+ * r ZM^
ПМ р_, 5-{ (I)

+ У а к1 хк у l ,
К«0 К=o I=o

где ** и (Н (к-0, Ц...,р-1; 1-0,1, •••,8-0 - заданные чиа
ла, наименьшее значение интегралу

24
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я+h b-ty

J J [Ь Р,Ъ (Х, y') ] dxdy
a-h b-q

доставляет многочлен

L‘r, s (*,y)-q s i*" 4- |Žo
“+

-hp [vV‘f

Докажем первое утверждение.
Любой многочлен (I) можно записать в виде

Р гЛ(* У) “Pr*»( x >yb S w.s-i(x 'Vb
где Sp_, )S_

( (х,у) некоторый многочлен степени г-i по
X и s-1 по у ,не содержащий членов с х к у l ,где к<Я/,
Ь<l-
- что^

Jx-^eW- 0
имеем 0

JJ[pr>,y)]^dy=jj[p;s(x .y)J 2 d*dy +

oo cd о о

Mj dxdy.
0 0

Отсюда следует, что наименьшее значение правая часть до-
стигает при Sr_

( s _

( (к, у) =0 , что и доказывает утвер-
ждение I.

Остальные утверждения доказываются аналогично или выте-
кают из первого после соответствующей замены переменных, .

Полученные результаты можно легко обобщить ина много-
члены произвольного числа переменных.
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E. Schats

On Some Polynomials of Least Deviafcion
in Mefcric Space L~,

S u ai m а г у

The polynomials of least deviation on a rectangle have
been soughfc amongst certain types of polynomials in metric
space



TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 293 1970

УДК 518:517.392

Э. Шац

НАИЛУЧШАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ КЛАССА
(л)

ФУНКЦИЙ W LIJr СМ; 0,1)

Пусть задан класс W L (М; О,Г) функций f(x) , имею-
щих на отрезке [o,l] абсолютно непрерывную производную
третьего порядка и производную четвертого порядка, удовлет-
воряющую условию

if-wUjifwM* * м> г> ''

*• о
Для данного класса рассмотрим формулу Маркова вида

J"f(х) d* — A
(° 1

f(0) + Ac, 'f'(o) +

i iB“(4-l-0!faV.) + C lo’f(il-bC‘'V(O f Mf), (I)
‘

K=l l>o

где n? Z.
_ „

ЛС) дСО (0) r 0) a a')
Выберем узлы x* и коэффициенты А , А , С , С , бк

(к =), 2,..., л*, I=o,l, I) таким образом, чтобы верхняя
грань ошибки

sup |R„(f)|
f (И; 0,1)

была наименьшей среди возможных.
Задачу решим предварительно для класса функций

woi% (и*, 0,1), состоящего из всех функций класса O,O,
удовлетворяющих дополнительному условию

f(o).f(o)-fo)-f'm-o.
27



Для данного класса функций имеет место представление

f(x) jf‘V
Ctl gCx,t> d-t. (2)

0

где
g(x,t) = j [E(x-t)tz (x-o*(3x-2xt-tK

■+■ E(t-x)x*(t-0 l(3t-zxt-x)],

E (x) = I 1 ’ если * 0l
[ Q, если X 0.

Подставляя (2) в (I) и применяя неравенство Гельдера,име-
ем

|мпи£(Лк(оЫ> (з)
1 о

K(t) = IгМ1 г М) г-1 В
(

к
0) [Е(х к ~l)1г ()-х к ) г (ЗХк -

ки

-2xK l-t)+E(i-x K )xi(i-t) l (3t-2x K t-x K )]-

- t Вк [E(xK-t)tz(x K-il(3x*-2ixK -0 -ь

к =)

- E(t - Хк)О -t)lxK {li - 2Х Kt -хк )]-£ Б( к [е(х K-t) х

Xtz(з Xк-гX к t- 1- г)+Е(t- Xк ) (t-2x Ki --к ) ].

Для функции ( 4 (

f (х) =м| JjK(x)|P dxj J|K(t)|^signK(i)g(x,t)dt ,

0 W 0

принадлежащей классу W o( ny (М; o,l} неравенство (3) пре-
вращается в равенство, поэтому

su p |Rnff)| - f4 fi|K(t)| p dt|lr .
.

.

f*Wo.VM ; <l>o
Таким образом, остается найти значения хк , ( к = I,

2, ..., п; L=ü, I, 2), минимизирующие интеграл в правой
части равенства (4).

28



29

Введем обозначение t

U =J|K(t)| p di-
Перепишем U следующим образом

и -JlK(t)| p dt Tl J*iK(t)|p df+||K(H|p dt. {5)
О Xn

На каждом из отрезков [o,Х,],[х( ,Хг] [*п,l] функцию K(t)
заменим многочленом четвертой степени, наименее уклоняющим-
ся от нуля в метрике Lp.

Для отрезка (1 = 1,2,..., п-1 ) это есть мно-
гочлен

ьХр(тг)-
где

ц —X ь. , _
Ki-и +ХInL =

2
—~ 5 г

— 1

а - многочлен четвертой степени со старшим коэф-
фициентом, равным единице, наименее уклоняющийся от нуля на
отрезке [-1, 1] в метрике Lp.

Для крайних отрезков соответствующие многочлены наимень-
шего уклонения имеют вид:

tV ÄX,t s +jj.x?tl ; Os=t<x<
(l—t) 4 -b*(l-* n)(l—t)3+p(l— Xn^O-t) 1

, X <l,

где л и p> равны соответственно коэффициентам а и b мно-
гочлена, наименее уклоняющегося от нуля на отрезке [o,l] в
метрике Lp , среди всех многочленов вида

Q-(x) = + ах^Ьх 1 .

Числа сх и р можно найти, решив систему
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£|1 йМ (6)

xJ|üW|Pdn-0.
Используя условия (6), интегрированием по частям найдем

j|xVcoi4pl | p dt - -ftl* dpi ■

Учитывая вышеизложенное и равенство (I.II) в [l], из (5)
найдем

и»
4р-И V 1

, [^.рСО] р У(. (7)
(4р-и)г 4р -т, t ‘ M L

Минимизируя правую часть (7) по аналогии с [2, стр.222-
224], находим

h _

~* к
_

| ,
•” г

=

Л(/IЖ. ПJ’
. V <-*■ <*.+ (i

(ЕЖ + 2(к-о
Х«-ТЙГ% T =x;+2h 'M ’

2 \ + п-1.V 1-Н* +(Ь

(к-

Через К* СО обозначим функцию, построенную выше, ко-
торая на каждом отрезке [х* ,xj+1 ] (к=0,1,..., гг, Хо=o ; Хп+, =0
является соответствующим многочленом, наименее уклоняющимся
от нуля в метрике Lp.

* МНиже мы выберем коэффициенты В к так, что при узлах
(8) на [o,l] K(t}= К ({) . Поэтому K*(t) есть функция
вида Krt)

, доставляющая наименьшее значение интегралу
(5).

Поэтому из (7) при узлах (8) получаем:;
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4рч- (

Отсюда по (4)

Mh 4*R 4lP(0
min sup |Rn(f)| = u*n—'‘ (9)

24v^oПерейдем теперь к вычислению коэффициентов (к = I,
2, n; L =О, I, 2), соответствующих минимуму интег-
рала (5).

На интервале [*t , ]

K*(tl - h 4
,

R 4
= t4

H- »x»t !+

-i И) 1 B^t-x,)'4-

L=o

Выписывая аналогичные равенства и для других интервалов,
окончательно получаем

t (-il 1 Bra’(t-x,V 3 ‘ l
-

I=o

- h*
4R ‘,p (тг) ;

,4 „< ,

*

(10)

(k =2, ... , n-i);

Разлагая правые части равенства (10) по степени t-x*
(к=1,2,..,,п) и сравнивая коэффициенты при одинаковых
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степенях, получаем, принимая во внимание (8), что

b:“U

ci)

в*( -в;,г).н5.[(4- 3а+г^^Щs+к5+к;р (о];
B*. W -|h.R;p o)-Bh. ;

„�СО _ , .Вк. =0 j (К= 2,... > n-l) ;

ь;м -гьl
Непосредственной проверкой убеждаемся, что ядро K(t) с

узлами (8) и коэффициентами (II) на [х„ ,\ ] совпадает с
K*(i) , но тогда K(t) = K*Ct) на [o,l] в силу выбора

коэффициентов (II).
Таким образом среди всевозможных квадратурных формул (I)

наилучшей для класса (М; 0,0 является формула с уз-
� о *(oлами х к и коэффициентами В к , выражаемыми при помощи

равенств (8), (II) и с точной оценкой (9),
А теперь вернемся к классу функций (м; 0,l).
Положим в формуле (I), где узлы х* и коэффициенты

находятся из (8) и (II),

# (о)
_ _ vA СО .

4 Vl + *+|i ’

д*СО _ _q-»CO
__

hj /~R4,p (1)
12 V +&

’

(12)

Полученная формула (I) является наилучшей для класса функ-
-ций <(м;о,o-
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Во-первых, она для класса функций 0,0
наилучшая по построению.

Во-вторых, если O,O, то функция
f(x)-^f , (O()t-O-f'(o]x(K-i) 1 -x2(3-2x')f(o-

-0г (lx-И) f (о) еW 0 (м ; 0,1).
А так как формула (I) с узлами (8) и коэффициентами (II),

(12) точна для любого многочлена третьей степени, то рас-
суждения, аналогичные [3], и доказывают наше утверждение.

При этом
mln sup iMf)| = min sup lRn (f)l

f»w[«(M;o,n few'“;4(M-,0,i)

В частном случае, когда q, =2- , из системы (6) получаем
»_ JL* ~ г > р 1 ~2б '

Подставив в полученные формулы вместо R/,, p (x) - полиномы
Лежандра , найдем узлы и коэффициенты наилучшей
формулы (I) для класса функций (М; о,О-

h* = —-—- ;

6,W
_ g.W = [ъЩ+4)h( ;

h 1
.

;

в‘й -в*„ (г) --|(гуз:-1)ь";
в; CD'

= Bh*;

B* t 0 =0; (к -2,... ,n-l)
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,
, яч

, Mhf M
mm sup | R n(f) I 3)5

~ г 4 rr -145040[zy у ■+■ n-i]
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Е. Schats

The Best Qaadratore Formula for the Plass
Fonctions wff (M; 0,1)

Sоmm а г у

In the present paper ühe best quadrature formula of
type (1) has been constructed for the class fonctions

f(x)6wj’ Cm- o, 1 ) . The Solutions are given by ex-
pressions (8), (11) and (12).
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ТАЫЛЖА POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

С Е Р: й Я А » 293 1970

УДК 51:373

X.Pooc

ВОЗМОЖНОСТЬ РАССМОТРЕНИЯ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ
ЧИСЕЛ И СИСТЕМ ЧИСЕЛ НА ПРАКТИЧЕСКИХ

ЗАНЯТИЯХ ПО ЧИСЛОВЫМ РЯДАМ

Для усвоения математического анализа необходима хорошая
подготовка в области действительных чисел. Рассмотрение дей-
ствительных чисел должно относиться и относится к программе
средних школ. Но методы, которые применяют до сего времени
в средних школах при рассмотрении этого вопроса, способст-
вуют вполне удовлетворительному усвоению только понятия о
рациональных, а не об иррациональных числах.

Таким образом студенты первого курса недостаточно разби-
раются в области действительных чисел. Поэтому в начале
первого семестра следовало бы более основательно рассматри-
вать иррациональные числа. Но это возможно было бы достиг-
нуть теми же методами, которые следовало бы ранее применять
в средней школе. В высшем учебном заведении заниматься этим
не позволяет отсутствие времени. Хотя более глубокое изуче-
ние в области действительных чисел возможно позднее и в
высших технических учебных заведениях (и безусловно необ-
ходимо в высших педагогических учебных заведениях) при
изучении теории числовых рядов.

Такое запоздалое изучение действительных чисел не заме-
няет собой их изучения в средней школе, но все же оно хоть
и задним числом углубляет понятие о действительных числах
(даже в том случае, если это понятие уже достаточно усвое-
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но), обосновывая написание чисел, давая основания для опре-
деления порядка величины действительных чисел и образования

их приближенных значений.
Работу на этом этапе можно организовать так, чтобы все

необходимые теоремы изучались во время лекций на конкретных
примерах для пояснения теории, а частично на практических
занятиях и при выполнении домашних заданий.

Таким образом для усвоения данного раздела не требуется
дополнительное время, весь вопрос заключается только в пра-
вильном подборе примеров и задач. Поэтому дополнительное
время требуется только для выводов и увязок нового с ранее
пройденным. Целью настоящей статьи и является указать на те
теоремы, которые были бы необходимы для понимания действи-
тельных чисел, В статье в виде задач дается семь теорем.

При сравнении рядов можно было бы на лекции привести
следующий пример:

Задача I. Пусть а, к, Ь к иm - целые числа, причем
а> 1, к. 2: 1 и 0 b K *s а-i. Доказать, что ряд

Ib K a m+, - K (I)

сходится.
Решение:
а) Если Ьц= о-i при любом к

, тогда ряд сводится к
геометрической прогрессии

I. (o-l) d m+ '~K
, (2)

К=l

знаменатель которой -• Так как o>l, то Сле-
довательно ряд (2) сходится.

б) В остальных случаях
О b K 0 m+l - K (a-i)d m+, " K

.

Таким образом, члены данного ряда не превосходят соответст-
вующих членов сходящегося ряда (2). Следовательно сходится
и ряд (I).
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Назовем число Ь к коэффициентом и число а основанием
ряда (I).

Если существует такое натуральное число п , что при
к>п Ь к =o, то ряд (I) имеет конечное число членов, от-
личных от нуля. В таком случае называем ряд конечным, в
противном случае - бесконечным, В случае, если у бесконеч-
ного ряда определенные коэффициенты будут бесконечно по-
вторяться в одном и том же порядке, то называем ряд перио-
дическим, в противном случае - непериодическим.

Легко убедиться, что любой периодический ряд сводится к
геометрической прогрессии и его сумма S получается в ре-
зультате конечного числа арифметических действий с целыми
числами Ь к и 0- Следовательно, сумма S периодическо-
го ряда есть рациональное число, Ка тех же основаниях сум-
ма конечного ряда также рациональное число.

Для оценки точности частичной суммы можно привести сле-
дующий пример.

Задача 2. Показать, что ошибка, которая получается, если
сумму S ряда (I) заменить его частичной суммой S n , Не
превосходит числа а 17141-п

.

П

Решение, Так как S n = £ b K Q m4, ' Ki
К=|

то упомянутая ошибка S- S п представима в виде ряда

S-S n =£ b*a m+, - K =f. b n+ v a m+< " tn+l)
.

К =П+l

Сумма же полученного ряда не превосходит суммы геометричес-
кой прогрессии

f_ (a-i ) a m+, " tn+l'-a m+l " n-
-1-1

Из этой задачи следует, что S=s Sn-*-a т+ '~п
,

и поэтому сумма ряда (I) ограничена как сверху, так и снизу,
а именно

S n < S < S n + Q т+l ~п
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или
S n.,-b n a m+, - n <Sn .

(+lbK a m+l - K s
K=n

s n_,
+ (b n +1) a m+1 ~n

.

Если b n -H $ 0-1, то легко заметить
,

что как ряд (I),
так и верхняя и нижняя границы его суммы или, что то же са-
мое приближенные значения с недостатком и с избытком, начи-
наются с п-1 одинаковых членов. Следовательно такая па-
ра приближенных значений, с ошибкой не более oти0ти ' п дает

п первых членов ряда (I).
Поэтому, если дано какое-нибудь правило для образования

пар приближенных значений ряда в случае как угодно большого
п , т.е. с как угодно малой ошибкой а гл+,

~
п

, то тем самым
задан и любой член ряда (I), Таким образом ряд (I) задан с
какой угодно точностью через свои пары приближенных значе-
ний.

Далее следует показать, что любое действительное число
представимо суммой ряда (I), Для этого можно на практичес-
ких занятиях решить следующие задачи.

Задача 5. Доказать, что любое натуральное число п выра-
жается суммой ряда (I), где гп О и при к>гтн-1 Ь к = О
т.е, п выражается суммой конечного ряда, где отсутствуют
члены с отрицательными показателями степени основания а.

Решение. Так как а>l , то для любого натурального чис'

лап найдется такое неотрицательное целое число г, , что
а г< <п < а г,+l

, откуда 1 $ <а •

Таким образом число п можно представить суммой

п = -~п,-а п’
= ( Ь,+ ТрО аР ’ =Ь, а п’ и- п,,

где Ь( и п, - целые числа, удовлетворяющие условиям
1 =s= Ь, «= а— I и o=sп, < а р * т.е. п,<п.

Если os£п, $ а , то задача очевидно решена.



39

Но если то в свою очередь найдется такое нату-
ральное число Р г что Pi и аЧп, < аГг 'и . откуда

1* <а.а рг
Следовательно теперь можно число п< представить суммой

n.-^ort
= (bn-ft) а* - М^п.,

где Ь г и п г - опять целые числа, удовлетворяющие услови-
ям 1 Ь г а- 1 и оs&п г < а Г\ т.е. п г <п,< п.

Поэтому п= Ь, а р ' + Ь г а Гг +пг •
Если oг* пг а ,то снова полученная сумма окажет-

ся надлежащим рядом.
Если все еще п г > d ,то можно описанный выше процесс

продолжать так долго, пока наконец п-, удовлетворит услови-
ям 0 sg. п-ь 0- Но тогда задача решена:

п = Ь,а р*
-+ Ь l а Гг ++Ь^орЧ п* ь *

Полученную нами сумму можно записать следующим образом:

П- Г Ь к о р + , - к
, (3)

где Ь к и р - целые числа, которые удовлетворяют усло-
виям и р^О.

Задача 4. Доказать, что любое положительное число,мень-
шее единицы, представимо суммой ряда (I), где т=o и Ь, = 0
т.е, рядом, у которого отсутствуют слены с положительными
показателями степени основания а.

Решение. Если o*=t<■ 1, то найдется такое натуральное
число Р| , что

а-"' « t с а- (г’-'’.

OTK”a istaja.
Таким образом, можно записать число t в виде суммы:

t =ta p * -q~ v'
= (с,+*o a~ r ' =с, a -0 ’ •+■ t,a"r ' =

= o.а°н- c,a“r ’+t, a~ r '
,

где с, - натуральное число, удовлетворяющее условиям
1$ с, -ss a-i и t, удовлетворяет условиям
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Если t,= 0 ,то задача, очевидно, решена.

Если же 0
, то опять найдется такое натуральное чис-

ло Р г , что
,

.

откуда 1 t,a ri <а-

Следовательно, теперь X, выражается суммой двух слагав-
мых*

t, =t, а Гг сТГг = (c z -»-t z ) а‘Гг
= с га~ Гг +1 га"Гг

,

где с j - натуральное число, удовлетворяющее условиям
1 С г а-1 и Х г удовлетворяет условиям O«Хг < 1 •

Таким образом,
t = 0.а% c,a" pVc l a~ (p,+PIUtl a4r,+rt)

.

Когда tz=o ,то задача решена, причем полученный ряд
конечный.

Но если Х г Ф 0 ,то описанный выше процесс можно продол-
жить до некоторого t n =o или бесконечно, если ни при
одном n t 0- ■

В обоих случаях задача, очевидно, решена,
В первом случае число t выражается конечным, а во вто-

ром случае - бесконечным рядом, В обоих случаях

К=l

где с, = 0 и при к> 1 0$ ск $ а-1-
Если ск= 0 при любом к ,то t= 0.
Если t - рациональное число, т.е, t= -- где- р и q,

натуральные числа без общих сомножителей и , то
1 * * a й =(с.-ь-^lа'Г

=

= 0-а°-+-с,а~ р ' -н |а- Г|
,

где С, и р* - целые числа, удовлетворяющие условиям

I sS- С, s£ а-1 И 0 р, < ср-
В случае, если p t =o

, ю задача решена.
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Если же , то процесс можно продолжать до какого-
нибудь р п = 0 или бесконечно, если ни при одном пр О,-
Но так как р п - натуральное число, меньшее, чем число ц, ,

то оно может принимать только с|,-1 различных значений.
Следовательно при бесконечном повторении процесса должны
бесконечно повторяться и некоторые значения числа р п , в
связи с чем начнут повторяться и соответствующие коэффици-
енты ряда (4), Полученный ряд (4) таким образом - периоди-
ческий.

Задача 5. Доказать, что любое число, большее единицы,
представимо суммой ряда (I), где m =to-
- Так как любое число р , большее единицы, пред-

ставимо в виде суммы р= п -t-t , где п - натуральное чис-
ло и 0 t<l , то число р выражается суммой рядов
(3) и (4):

Р-И о.

р= Y. b*a p+1 ~K
+][ с к а'~ к

= Ь,а р+Ьг а г"’ +•• • +

К=l К=l

+ Ь р+| а°+o-а°+ Cj,q -ьс^о+----(-с п ■+• •• * =

= I d K a r+l ~ к
, (5)

К=l

где гž 0 и 0 < d K « a-t •

Из задач 1-5 можно сделать важные выводы,
1) В случае, если р - рациональное число, то t рацио-

нальное число. Значит ряд (4) или конечный, или бесконечный
периодический, в связи с чем ряд (5) также или конечный
или бесконечный периодический.

Следовательно, любое положительное рациональное число
является суммой конечного, либо бесконечного периодического
ряда, как мы ранее видели,и, наоборот, сумма бесконечного
периодического или конечного ряда есть рациональное число,

2) Сумма бесконечного непериодического ряда таким обра-
зом не может быть рациональным числом, и, следовательно,оно
- иррациональное число.
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3) Так как любое действительное число представимо сум-
мой ряда (I), то все действительные числа можно записывать
в виде ряда (I).

Но запись ряда (I) можно условно упростить. Tas как все
члены ряда положительны и все знаки действий - плюсы, то
можно их, как заранее известные, спустить. Каждый член ря-
да является произведением двух сомножителей, из которых
один - степень основания, причем (в счет берутся и члены
с коэффициентом 0), показатель степени каждого члена на
единицу меньше показателя степени предыдущего члена. Поэто-
му можно и степень основания, как заранее известную, опус-
тить. Таким образом остаются только коэффициенты Ь к и по-
казатель степени т. Коэффициенты Ь* записывают в одну
строку слева направо точно в том же порядке, в каком они
следуют в ряду, включая и коэффициенты 0, (Коэффициенты О
не записывают только в том случае, если найдется такое на-
туральное число что » при к>l Ь к=0).

Как выяснилось из задач 3-5, каждому действительному
числу соответствует ряд, у которого показатель m неотри-
цательный, m 0. Таким образом у каждого ряда (I) имеет-
ся такой член, показатель степени основания а , которого
равен нулю: m ■+■ \-к = 0 откуда к= гп -И. Число m да-
ется теперь, таким образом, что после коэффициента b m+l ста-
вят запятую,

И так, как ряд 21 Ь к а гп+ ' -к
* то и его сумму записы-

вают в виде
Ь| ь г Ьз• . ■ Ь т Ь m4( ,

Ь m+2. Ь m-t-J Ь m_f ii •• • (6)

Когда сумма ряда (I) целое число, то, как мы видели, при
к>гп + 1 Ь к = 0 , т.е. все коэффициенты, стоящие справа от
запятой равны нулю. Эти нули тогда не записывают, а также
не ставят и запятой.

Если каждое неотрицательное целое число, меньше а обо-
значить свою; особым символом, то этих символов, называе-
мых цифрами, будет а , Каждому коэффициенту Ь к соответ-
ствует тогда одна цифра.
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Запись числа с помощью а цифр в виде (6) называется
позиционной записью числа, так как место или позицию каж-
дой цифры относительно запятой (или при ее отсутствии от-
носительно последней цифры справа) определяет показатель
степени ненаписанного сомножителя, т.е, величина сомножи-
тлтт_

' - т-и-ктеля а
4) Наименьшее значение основания -2, это основание

употребляется при работе на электронно-счетных машинах.
Обычно в качестве основания употребляют число 10, в, этом
случае говорят, что ;числа даны в десятичной системе. Если
в записи числа имеется запятая, то такое число называют
десятичной дробью,

5) Из предыдущего следует, что любая конечная или бес-
конечная периодическая десятичная дробь является рацио-
нальным числом, наоборот, любое рациональное число запи-
сывается в виде конечной или бесконечной периодической
десятичной дроби. Бесконечная непериодическая десятичная
дробь есть иррациональное число. Пара приближенных значе-
ний ряда (I) является парой' приближенных значений деся-
тичной дроби.

Если дано какое-либо правило для образования сколь
угодно точных приближенных значений бесконечной десятич-
ной дроби, то тем самым задана любая цифра десятичной дро-
би. Десятичную дробь считают в таком случае известной точ-
но.

Теперь нужно еще исследовать, как сравнить по величине
числа, записанные по. позиционному принципу. Для этого не-
обходимо сравнить суммы следующих рядов:

v h с Vк 1 -m+l-K с ‘L oка0 к а = S и 2_Ьк а =s .
К. = 1 К=l

Задача 6. Доказать, что S= S* не только тогда,когда
при каждом к Ь« =Ь'к (ряды идентичны), но и тогда,когда
при к<п Ь к =• b' K , Ь п <а-1, Ь п= Ь п-и и при к>п Ь к =а-1
и b *

= 0 •

~
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Решение,

S = I b K Qm+ ' -K
= b,a m+b2a m‘V ... + Ь п_,а гт,+г - п -ь

K=l

(- „m +t-n vСя Л ж m+<-n-l l „m i _m-4
+ ö n a + 2_ (.а-<)а = b, о -ьи га +-••■-!-

i/=i

Ь_т+г-п l _m+t-n _m+<-n l' m u 1_ m-(
п _,а -ь0 п а + o =D t a +oг.а +

l * „m-t-г-п J т-и-п m+i-n-l
+ ••• -ьо п_,а +o n a +2_ 0-0 =

i=i

= l b'K a m+, " K
= s'.

K =i

Задача 7. Доказать, что S < Sr , если при к<п
;

b K =b K и

b n < b'n и при этом Ь к и Ь' к не удовлетворяют всем условиям
задачи б .

Решение: Ряд (I) ограничен следующим образом;

b ( a m+b z a m-V •••-t-b n_ 1 a m+,-n
< S

Ь,ат+Ьга п,_
'+ • • •+Ь п.,а т+г-п +(Ь п-ч}а т+1 ‘ п

,

причем знак равенства действует в случае, когда при к> п
b к ~

@ t
Так как по условию Ь п <Ь п , то Ь п^Ьп -+-1 • Поэтому

Sп= Ь,' a m+bia m"V •••+b n., а т+г-п +Ьп а т+, - п

г Ь,, ат+Ь г а т-,

+ •. .+Ь„_, а Гпн-"+(ь п+oа т4 '- п
.

Таким образом S^S n причем знак равенства действует
тогда, когда Ь„ = Ь„-И-

Кроме этого известно, что S„ <S , причем знак равен-
ства действует, когда при к>п b'K =o.

I I
Следовательно S < S n S , причем оба знака равен-

ства действуют только тогда, когда оба ряда удовлетворяют
все поставленные условия задачи б. Значит, исходя из усло-
вий данной задачи, S и S 1 удовлетворяют

либо неравенствам S с s'n < S' ,
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либо неравенствам S <■ S' 1

либо неравенствам S < $'п S' .

Таким образом, в любом случае S<s'.
Задачи б и 7 дают простое предписание для сравнения сумм

рядов при условии, что у обоих рядов показатели степени ос-
нования в первом члене равны, В действительности это усло-
вие не препятствует сравнению каких угодно двух рядов, так
как мы можем показатель степени числа а у первого члена
произвольно увеличивать, беря в начале ряда новые члены с
коэффициентами О,

Из задачи б следует, что любое целое число или конечная
десятичная дробь могут быть записаны еще и как бесконечная
десятичная дробь с периодом 9 (при этом последнюю цифру дан-
ного числа необходимо только уменьшить на единицу):

3,457 = 3,456(9)
438 = 437,(9).

Из задачи 7 следует, что бесконечную десятичную дробь.,
как периодическую, с периодом не равным 9, так и непериоди-
ческую, можно.с помощью десятичной дроби выразить только
единственным образом.
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H. Roos

Eine Möglichkeit der Behandlung reeller
Zahlen und Zahlensysteine durch geeignetes
tlhungsmaberial zur Zahlenreihe

Zus ammenfassung

Es wird die Ansicht vertreben, daß der Begriff der reel-
len Zahl in der Hochschule vertieft werden soil, oad für
zweckmäßig gehalten, dies durch die Behandlung der Zahlen-
reilien mit positiven Gliedern zu erreichen.

So kommt man zur Aufgabe, die Eigenschaften der
OO

Reihe Ькат+^“к (wo a, b, k, m ganze Zahlen sind,
k=*l

a> 1 und - 1) zu unterzuchen. Diese Aufgabe be-
steht aus sieben Uhungen, die die Schreibweise der Zahlen nadi
Positionsprinzip, das Vergleichen reeller Zahlen der Größe
nach und die Bildung der Näherungswerte reeller Zahl begründen.
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TALUMA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИНА № 293 1970

J УДК 531.591 +624.074 Л. 001.2

Т. Лийва

О СОБСТВЕННЫХ НЕОСЕСИММЕТРИЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ
ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ГАУССОВОЙ

КРИВИЗНЫ

В статье [l] рассматриваются малые установившиеся колеба-
ния тонкой упругой оболочки вращения при различных значениях
числа m волн по параллели. Воспользовавшись асимптоти-
ческим методом интегрирования, автор этой статьи показывает,
что при кратных корнях характеристического уравнения изуче-
ние неосесимметричных колебаний требует дополнительного ана-
лиза,

В настоящей статье внимание сосредоточено на колебаниях
тонкой упругой оболочки вращения отрицательной гауссовой
кривизны - тогда безмоментные корни характеристического урав-
нения становятся попарно тождественно равными , Исследуется
часть спектра, лежащая в окрестности частоты собственных ко-
лебаний, Оболочка замкнута в окружном направлении и ограни-
чена двумя параллелями.

Уравнение частот приводится для оболочки, жестко заделан-
ной по двум параллелям, В качестве примера найдены частота и
формы колебаний части тора, у которой радиусы кривизны имеют
противоположные знаки.

I, Система уравнений

В качестве координат на срединной поверхности возьмем
длину дуги s и в окружном направлении. Положим
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T, (s.f.t) = Ehp(s)cosm f.e twt
; u (s,f) =u(sUosm^.e ltot

,

T,(s,f,t) = Eho,(sUosmv(s =vWsiпmf.eL ‘ot,

. t .X (I.I)
S (s,4>,t) =Ehr(sUin m w(s,f)=mw(sKosmf. e tu,t

3

где T< ,Тг , S, u,v , w - неизвестные напряжения и проекции
смещения, Е - модуль Юнга, h - толщина оболочки, m число
волн в окружном направлении, со - частота колебаний. Пусть
в качестве единицы длины выбран характерный размер срединной
поверхности. Тогда h можно считать малым параметром.

После подстановки (1,1) в уравнении равновесия и соотно-
шении упругости получим систему уравнений для определения

р. г, и, v, w ;

|| (Вр) + +ВЯи =0

(Вр) + р - mtV + BA/V = 0

.R< Ri i2(i -ff HB ds ds rw
ds R, г т

¥ + TV " Ti W =

l-f u + (I-2)

где Я,= уы г Е -<
- параметр частоты, у - плотность, сг-

- коэффициент Пуассона, R t) Ri - главные радиусы кривизны,
В - расстояние до оси вращения, В связи с тем, что в данной

задаче, определяющей является безмоментная деформация, без-
моментные слагаемые в (1,2) выписаны точно, аиз моментных
членов сохранен только главный член в третьем уравнении рав-
новесия,

2, Асимптотическое интегрирование системы
уравнений

Введем малый параметр t в виде

120-<тг )
’



49

Четыре интеграла системы (1.2) ищем в виде рядов
s

ркО, О= £ р пк Cs) cn exp j-L Jc^K (s)ds Jn=o L
k=i 2 3 4

’ ’
' (2.2)

[p, Cj,, г
,

u, V, w],
где символ в квадратных скобках указывает на то, что анало-
гичные формулы имеют место и для ty, п, и, v, w . Здесь
функция otk пока неизвестна.

Система (1.2) имеет также четыре интеграла типа краевого
эффекта с показателем изменяемости у , они найдены в ста-
тье [l] и имеют вид

St

■ Iв^^'lк(s,")ехр l^Ьк0 ' йЬ о(й
'

s Sl

W K (S,O = i)k(s ,o exp jV* [fyjt) dtj -+0 (t*)

~(* =

b (s,V) = (|-б г 1 [X- ; (2.3)
Ограничимся построением интегралов (2.2), так как безмо-
ментная деформация является здесь определяющей.

Результаты расчетов и экспериментальные данные показыва-
ют, что в задачах о колебаниях оболочек отрицательной га-
уссовой кривизны наименьшее собственное число соответствует
собственным функциям, в которых число узловых линий неогра-
ниченно везрастает при h о , причем одновременно и
Я- 0 [2].

Положим
Я = £.

г Я0 -ь + • •
• (2,4а)

m = -у- (2,46)

Целесообразность такого представления Я и m подтверждает-
ся и ниже.



50

Подставим (2.2), (2.1), (2.4а) и (2.46) в уравнения(l.2)
и приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях £..

В нулевом приближении (при степенях ) получаем две
системы линейных однородных уравнений.

§ к рок + §Р„К = 0

* В&*г 0 к (^с|, Ок = 0
Рок + Ч>ок

= оL R. Ri

ok =0

- “9 kVoi<
= 0 (2.5)

Запишем следующие соотношения:

Нчк = P*» П l'К= _b*kPik
UtK = Bo^KV IK -, wL *=-|*vlK (L =0, 1,2,..-).

Нас интересуют нетривиальные решения систем (2.s),поэтому
следует приравнять нулю детерминанты. Получаем два одинако-
вых алгебраических уравнения, решение которых имеет следую-
щий вид:

(2.7)

При I= 0 соотношения (2,6) являются решением системы
(2.5), причем функции р ок и vOK пока не определены.

В первом приближении (при степенях t°) получаем две сис-
темы линейных неоднородных уравнений с нулевыми определите-
лями в виде:

dU о к W I к

. ‘diü ЛШ -ь р - О ЬЛк Q _ Ö
-

Dв ds V В УRi 7° Ро<
UiK dv.K dB . Vqk jn ,A n (2,8а)1? в ds +<? к,к d* В -^ +сг) г °к



ds ■*-^ ciKpiK.]- , -9 r "<=0

■ Ip~Ü+b(t^p “Hv-°
_IL« + fca.? wOK

-

? =0. <2.86)

После элементарных преобразований (умножим строки системы
(2.8а) соответственно на Bot*-,-! , -рНг, , а (2.86) - на
R, ,

-- 2 , ö.kR,B и складываем) члены с неизвестными функциями
р IК cj,i K , г,*, u IK , v IK , w(K сокращаются и в результате
получаются два уравнения для определения p OK,v OK,-.

В *к[В'(р о + В р'ок]- гВ ' П ок -ВС +

+ *] W oK~<f = О

R i u' oK-|r 2 u OK+ R IBc<k(C- | v ol} =

= R '(Po.T O'V)- R 2(R'Ok-^Pok)^( l+^Riß^ok - (2 *9)

С учетом (2.6) при i, = 0 приводим (2.9) к уравнению

4(s(sl r S)-|/’?
! f(s^'x-0 ’ (2ДO)

где , л
fI _2R[BVL r f?v_ (R2 i.ii.i9( R t(Rr l (S) 1 N-H

(Коэффициенты этого уравнения от индекса к не зависят).
Величины рок 1 v 0 k связаны с х соотношениями

v -iJLr** □ 2ВR*о<кl В ь dx . (2 11)

С учетом (2.6) при 1= 0 величины и ок , wOK , qOK ,
р 0 к также

выражаются через х и .
.

При этом величины vOK ,w OK ,rOK

получаются вещественными, а u OK , р ак , cj, OK
- чисто мнимыми.

Через ,хг обозначены решения уравнения (2.10), удов-
летворяющие начальным условиям
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x,Cs.) =0 , (5Л =1 7 X z (SO =l, х-г (s.) =Q- (2.12)

Во втором приближении (при степенях а' ) находим снова
две линейные неоднородные системы с нулевыми определителями,
В результате аналогичного элементарного преобразования, ис-
пользованного в системах (2.8а) и (2.86), новые неизвестные
функции р гк , n IK , uIK , v IK , wIK сокращаются и в ре-
зультате получаются два уравнения для определения Pik,vik ;

Вoiк[ В (р iK Вр, к J —2-В Р (К-Вр„-

= Л<l R 2.^ок+ (б CiK oiK WOK
+4<* K W OK]

—^(1^KWo 'K+^We,‘)'bl | OC <^wOKr,-'i|^3ctKW olt] (2.13)

g- Rj U llt4-R., Bei K (V tK
_A. Vik ) =

= Ri(p<K- 1K)-R2 (cy 1K-(5-p u ,)4-2(l+õ)R 1Bci Kr IK .

Искомые üik, v, K , wIK , p IK) p,K связаны с у соотноше-
ниями (2.8) и

v =I в Iт v _ _2 В I i-j- dy,к ~lкгсИ > 7 Р |К (Я г-Я,)г|н гл| ds ' (2,14)

Для определения функции у находим новое уравнение из систе-
мы (2,13) - таким же способом как уравнение (2,10) из систе-
мы (2.9), Искомое уравнение, однородная часть которого сов-
падает с левой частью уравнения (2.10), приобретает вид

Ts(9|s) d0“qw >*f'f 'l4 11

E.„,

Здесь знак плюс соответствует корням л,
,

* г , а знак ми-
нус-корням Неизвестный параметр определяет-
ся из уравнения частоты.
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Из уравнения (2.15) следует, что его общее решение у со-
держит кроме вещественной и мнимую часть, поэтому можно за-
писать

( А
(X) (О)

U
) K IA/jti,* +■ u ilc ,

. Л (А. 1! . (oi (2.16)V )K = X ( V| K -4-lV IK ,

п 'Л na) CV,K,W 'kJ
p IK = 1Д) , p )K -t-p )K ?

r, X (Al (о) (\) (oi (Xl lo) (Xl (oiЗдесь функции u IK , u\ K , v\J , v IK , w IK , wj*
, p ttc , pc, K

пока неизвестны.
Составляя линейные комбинации безмоментных интегралов

(2.2) и имея в виду (2.16), получим вещественное безмомент-
ное решение системы (1,2) в виде

и (s) =С,[-(и0( +Х,г Uh) Sinу- tu‘J соьу] +

+ + А,г.и(^)^lПФ-ьи( +

«гг 1 (о 1 * , (2.17)
+ Cj[ (Uot + Ä»£Uh)C/054' — £-U )( Sin'V] +

r\ Г Г Л . (д) * 1

■+ cj (u ol +Xl gu u )COSM/-£u 4l smH/J,

V(S) = С ( [ (v Ol + A,tvJf)CoS4'- £Vh 81ПФ] +

+ С г[ ( V O2 +А, £ Vu) COS 4*— £V
( li +

_ _ r . _

+ Сз[ ( V OI +A,£V,l )*m4'+£V 4f COS+J +

+- CA [ ( V 01 + ■iinH /- £V°l COSS'], [v, w]

pW = C,[-(p 0 , +Я,£рн) £ pC
M COS 4-J+

-+ Сг [-(р ог +А.£ра) Sp(TI COSV]-»-
-+ C,[ p 0,! %\П*]+

■+CJ (p 6l
s

где 'fCsW -|-J|« l4 |ds,
5l

c„ с г , С,.Сц - произвольные постоянные.



Из начальных условий для первого приближения (2.12) выте-
кает

Ms.) = Voi(st ) = w o,(s,) =p 01 (s,) =O. (2.18)
Во втором приближении положим

v,f (Si) = v,745,) = p<J (s.)=o , (2.19)

тогда, пользуясь соотношениями из системы (1.2) получим

и *\s,) =. W ,
(Л$Л = =o. (2.20)

После произведенных вычислений получаем

- в ’

v” i(Si)H=nd!.H XiCSi '
(л) / ,

_ otß 1т W.V ч слЛ v I в 1т \и,. (s г) = в -^l s=Bг
У, 'М, v„ (sO =|^|B=si

y. М

U, ‘- CSO “tURj I 1 (Rr-R0 l Js-».
\ В в|г Г 4(1+ <y')R)Ri]dxt l o|Bf T .JCMu

-
< s ’' -

9 SrJ ■ P (Rr-R y J-d?|^7B I lh)

J0
)- \ IВ \\ Jo), .

н (Bг ' " теи-,1

vAo- -v“w| s.H

Jo\, x _ , Rin »Б_|т
"

( l <?(Яг-Я1) Ri Яг ls=s, (2.21)
гВЯ.г Яг Яг\ l*B dx, . Rit.A«VrMw ” (Sl'- dT s.St

+ Гв (M
w,.{s,l-^vn W|VJi

w«W- |4iW| s=n

M- - г (IН fe +x{f(,+F,- 2r^),]ltls-

-



3. Случай жесткой заделки краев

Для оболочки, жестко закрепленной по параллелям s=s t и
s= ъ г (s!>s,■), должны быть выполнены граничные усло-

вия
U(SO-V(SIWSI (3.1)

В первом приближении зависимость собственного значения
А „от вида тангенциальных граничных условий весьма велика.
Оказывается * что учет нетангенциальных граничных условий
дает поправку, относительная величина которой имеет порядок
H* =0(lt).

Поэтому наши результаты в первом приближении являются
фактически решением задачи по безмоментной теории при тан-
генциальных краевых условиях ü(Sij=v(Si) =0 (I=l,o . Из
условия (3.1) вытекает

Ci = О С&1 .

(3.2а)
с 4 =o и)

и уравнением для определения частот будет

(3.2«)

Следовательно, в первом приближении задача интегрирования
системы дифференциальных уравнений восьмого порядка (1.2)
свелась к задаче интегрирования дифференциального уравнения
второго порядка (2.10) с неизвестным параметром Я/„ при кра-
евых условиях

X|(B|) =х, (Si)-O. (3.3)

Это классическая краевая задача Штурма-Лиувилля.В урав-
нении (2,10) инерционный член (S) и главная часть
моментного члена имеют один порядок, что явля-
ется результатом нашего выбора соотношений (2.1) и (2.4).
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Теперь допустим, что в уравнении (2.10) мала, т.е.
и пусть Л-о - первое собственное значение данной

задачи Штурма-Лиувилля, Тогда k найдем из (2,^а),
ь=-|-, т.е. частота колебаний убывает с ростом m , Это
. m 1Фбудет происходить до тех пор, пока малое слагаемое не

будет соизмеримо с %0 .

Если же т° задача Штурма-Лиувилля вообще
не имеет нетривиального решения.

Во втором приближении влияние нетангенциальных краевых
условий w(sO =0 (L =1,2.') и интегралов типа
краевого эффекта уде более значительное. Раскрывая детерми-
нант восьмого порядка, получающийся в результате подстанов-
ки линейной комбинации всех интегралов (2.2) и (2.17) в
краевые условия (3.1), находим

С г = 0U?)
1 (р)

г f г U «(S,) р £.t ? Г 4 О- 1W„ ы ос,гх (3 4 л
= " Сг АЫ [ R,Cs.r *гЫ\ UozCsO Ла)

С, |m, iw Öi)cos4'« +[voi(Si)—sinvp.j +

(Si) sinvf»,+v!,Vsi) costi -

L fo)

*^õ]w v“ (,o - ,in4'
, b olt) -°- ; (глв)

sinч»| +[иo1 (8 г) - -Äi)]cost, +

+ C^A, 1 u -u - c 3 - •

■ [ Ш) " rSõ! u,t(si) “ sH,|+ й) [rST
+—C< [Aw. ih) eostl + (wh](Si)- wot(s tV

.
ü-H.. (žA) sihti] ■+■ Cj [-Я,, W), sin ti (w,/ ol (si)-*-

+ u COB tl il +Q(t) = 0.Q,A 11 и ог (Sl) 1
.

J J
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где 'f < = J* |»к | ds ,

Здесь члены с множителями и
являются членами, моментных краевых
условий. Они имеют порядок Н 6 = по сравнению с
безмоментным членом во втором приближении.

Если говорить о главном члене , то поправка будет
иметь порядок п l .

Предполагая, что константы С, и С 4 одновременно не
равны нулю, находим из (ЗЛб) уравнение для определения
параметра X, • Оно имеет следующий вид:

А» I' и н V п (Si)

+ ( Sl) - u ol CsO M%t) со sv, -

u ouSi)

- u „(S z )VOZ + (3.5)

-+ ■ G (S|,, Xi) -+■ 0 Cl) —O-
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Фиг.l .

гауссовая кривизна отрицательна. Вычисляются также и формы
колебаний в первом приближении. За начальные данные примем
следующие величины:

S. = 0,7854 St = 2,356
сг = 0,3000 h = 0,0030
а ■ 1,500 R, = -1,000

После вычислений на ЭВМ М-20 первые значения собственных
частот при разном числе гп волн по параллели получились
следующими:

m Х 0 Ло lz
6 0,1390 0,001303
7 0,1366 0,001281
8 0,1576 0,01478



59

Следовательно, в первом приближении наименьшее собствен-
ное значение достигается при m = 7.

Во втором приближении при т=7 уравнение (3.5) имеет
следующие корни:

,(0К = -0,1101
лг)V = 0,2477.

По формуле (2.4а) во втором приближении вычисляем мини-
мальные частоты колебаний. При т=7 получаем

ДО
А = 0,001181
Ji)А = 0,001506.

Если в уравнении (3.5) влияние нетангендиальных краевых
условий не учитывать (т.е. члена с множителем

Д \Ri Kl I “

получаем следующие результаты;
ДО Лг)
А. = -0,1108 А, = о,IЮB
л (О Дг)А = 0,001180 А = 0,001382.

u,v, w

Ü |7| Г
Фиг,2.

Собственные формы безмоментных колебаний в данной задаче
представлены на фиг. 2.

Автор благодарит П.Е. Товстика за руководство во вре-
мя работы.
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Über die eigenen asymmetriachen Schwingmigen
der Umdrehungaschalen der negativen Gaoßschiefe

Zusammenfassung

Im vorliegenden Artikel werden freie Schwingungen der
dünnen elastischen Umdrehungssehale der negativen Gaußschiefe
betrachtet.

Mit der asymtotischen Infcegralmethode wird der in der
geringsten Frequenzschwingung liegende Spektrumteil enforseht.
Die Aufgabe über die annähernde Bestimmung der Frequenzschwia-
gangen kann auf die klassische Sturm-Lioaville-Aufgabe zorück-
geführt werden. Ais Beispiel werden die Prequenz und die Porm-
en eines Teils der Ringflache angeführt, wo die Gaußschiefe
negativ ist.
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СЕР И Я А № 293 1970

УДК 539.3

А, Чистякова

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ В
ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Первые попытки обобщения механики Гамильтона и Якоби
для случая непрерывных сред и теории поля относятся к кон-
цу прошлого и началу этого столетия. Сделанное в этом на-
правлении наиболее полно было изложено Г. Пранге [l]. В
последнее время появился ряд работ Д. Мушески [2], [3],[4],
в которых он подытоживает и обобщает достижения в этой об-
ласти за последние десятилетия. В его работах на основе
теории функционалов и обобщенного метода Пфафа-Билимовика
метод Гамильтона-Якоби обобщается для теории поля. В нас-
тоящей работе эти результаты применяются к задачам тео-
рии упругости. Приводится уравнение Гамильтона-Якоби для
трехмерных задач упругости и показывается, как задачи тео-
рии упругости по определению перемещений решаются методом
Гамильтона-Якоби при помощи разложения по собственным фор-
мам колебания,

I. Рассмотрим изотропное упругое тело в декартовых ко-
ординатах и будем искать решение уравнения Ляме

7гТl -+-
—^ gnad div и•+ X = (I.I)

при заданных начальных

“luo" 3
-'

С.2)
и граничных условиях

*1 в =и в или t(u)=tB , ... (1.3)
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здесь lT - вектор перемещения, X - вектор объемных сил,
- плотность материала, - коэффициент Пуассона, В - по-

верхность тела, t B
- вектор поверхностных сил, t(ü) - век-

тор поверхностного напряжения.
Для трехмерного поля уравнение Гамильтона-Якоби, соглас-

но [3], запишется следующим образом:

Щ + H[yi. f-,. t] = 0, (1.4)

где Н - функционал Гамильтона, - компоненты поля по
осям х,, x 2 ,Xj-, S=S [ t ] “ производящий функционал
Гамильтона, оц - произвольные функции координат.

Для рассматриваемой задачи теории упругости функционал
Гамильтона будет равен:

Н “Д (1.5)

где Зц - импульсы, L - лагранжиан:

. г ‘Эщ'йцЛ Л ЭщЭщ . iTv fÕUL ) Zj_v ÜUL М 1 I_l
I [Liüil+LW) öxl +

I=J=. J J l=j=i J uj-4 J U=i=H J fi*j lyj byj

-L^uildv+Jtt.Uidß.l=( J
B l=t и (I.o)

Согласно[ x,2] справедливы следующие равенства:

SL 13F SS Ш
= (I-7)

здесь S-fRdV.
V

Подставляя соотношения (1.5) и (1.6) в уравнение (1,4) и
учитывая равенства (1.7), получаем уравнение Гамильтона-Яко-
би для задач теории упругости:
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'OS pr < X (55 \г Г I^~v \v ( ъ "Лг V "õui "öuj 1
it + JIiyLW‘K 4J-

«+j

_у- 'Э ui . j_ [Л ( ~Эиl^ г X Tjui 1
. • "ÖXi Dxj l .1“ (flXj' .•

, "öxj J1 =J=| J I=J=H J t=j=i J

l*J i*j i-yj

-Jtt 6.u;dß-0,
l =t &

L=<

Полный интеграл уравнения (1,8) ищется в виде:

S[Ц s иг ,и г] =J R (и, ,иг ,и, , сх, ,&г ,ot-j , х,, х. г ,х j,t) dV- (I*9)
V

Если полный интеграл уравнения (1,8) определен, теорема
Якоби дает общее решение задачи топределяемое из равенств :

firL dv = Г'»’..
t
.

1 dу,
V V sül (1.10)

J(4dV = jjjLu< »
ü *»uy*'

V v .

(1 = 1, 2,5),

где - произвольные функции координат.
2. Будем искать решение, сформулированной выше задачи,

в виде ряда

U vn (t)u n , (2.1)
П =1

где un - собственные формы колебаний упругого тела. Можно
показать, что тогда уравнение Гамильтона-Якоби (1,8) запи-
шется следующим образом:

в -°

n=l J

где

An = J (u ,n + u 2n + uin) dV (2.3)
v
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B n =JjG [ün -(v* ün +— {[2Л )

v

(2.5)
v в

Действительно: подставим ряд (2,1) в выражение для пол-
ного интеграла (1,9). Имеем

S ( V n ,t ) =• (Y. v n U lfl; Y. v n игт и гп •> ,Xj ,i) dV. ,ч

у n= ) n=) ГЫ \• J

Частная производная от соотношения (2,6) по v n будет:

in -nü u "
+äu^lr>) dv- < 2 -7)

V
Подставляя разложение (2.1) в соотношение (1.7) получим

7\o *о , оо
n u in=£3f" u in* (2.8)

L n=l n=<

Учитывая равенство (2,8) и ортогональность собственных
форм, соотношение (2,7) преобразуем следующим образом:

*77 =f( Z У к u ik” У* игк - uln "'"Z. u in) =

°Vn ” к-« к-i

“iTn f( u .K-u ln+u u-u lr, + u,K
-u ln )dv=An yn-

K=t »

(2.9)

Из отношения (2,9) имеем:
г -M. (2.Ю)U Ап

‘

Подставляя равенство (2.10) в выражение (2,8) и учитывая
равенство (1.7), получаем:

luubilЬ- C2.11)
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Используя формулу Грина и учитывая последнее равенство в
условии (1.3), преобразуем уравнение (1.8) к виду:

У L 3 L=l

-Хи ldV-4-ft..iTdß =O.
, чJ l l а (2.12)

Умножим теперь скалярно обе части уравнения движения
(I.I) на у (TdV :

T G и • [v
"

u+ grod div и]dV ={Q £Ü- u"dV.

Левая часть этого равенства есть работа внутренних упру-
гих сил деформации, отнесенная к элементарному объему dV ,

Подставим в выражение (2.13) искомое решение (2.1);

yGI vK UK-i;v n [v un - -j—-groddivun] dV =

K=-l П=1

= T G ?I v K vn (uK-ir n ) dv-
K,n=i (2.14)

В силу ортогональности векторов й„ и U K в выражении
(2.14) суммирование совершается только по одному индексу:

T G L rn .[vl un + ]dv =

h=*

-{o? £у„у п иг„с)У. (2.15)
ПИ

Подставляя в уравнение (2.12) решение в виде ряда (2.1),
значение . (2.II) и принимая во внимание равенства
(2.13), (2,14) и (2,15), получим:

I+Пф1 + Пф(^VB "V "4DnVn] -°- (2.М)
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Таким образом, если искать решение задачи в виде разло-
жения (2.1), уравнение Гамильтона-Якоби (1.8) приводится к
виду (2.16) и задача сводится к определению функций vn (t)-

3. Пример. Решим методом Гамильтона-Якоби задачу о
колебании квадратной свободно опертой пластинки

Dv 4 w+-h (3.1)

при начальных условиях

W |t__o=f (X >y )
’ lf|t=o (3.2)

и граничных условиях,

w"0 ' при x-t (3 -3)

w -°> "р- у2°. с»-*)

Лагранжиан для данной задачи запишется в виде функционала:

о о

(3.5)

Е (Лгде у - плотность, D= - г , п - тощина пластик
ки.

~ i
Для функционала Гамильтона, согласно (1.5) получим выра-

жение:

H=|fep dxdv-L=4L(^M^)V
0 0 oo'-



(3 - 6)

где р - импульс, соответствующий переменной w равен:

p = lb=?h w- (3-7)

Уравнение Гамильтона-Якоби (1.8) для рассматриваемой за-
дачи запишется таким образом:

t Ь г

(з,B)

Будем искать решение в виде разложения по собственным
формам:

о

W = Iv nK (3.9)
П,К=l

Подставляя ряд (3.9) в выражение (3,5) получим:

(ЗДO)
П,К=(

где ,^'пк=

Р _ПА •' Ог\ л Кг лг Пглг
ПАГ пк — -<-^DAnK jT-+DAnK—JTT-

-ZDO-v)A„K^^+2DCl_v)BnKK^i!« l
,

LI U ■
A nK= J^n-- xs in^ydx dy, B nK =Jj n cosIMxcos

.

oo 00
(3.II)

Вместо одной переменной w(x,y,t) имеем теперь пере-
менные v nt< . Импульсы, соответствующие переменным vnK оп-
ределяются из зависимости:

■^пк = _. (3,12)
nK
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Функция Гамильтона теперь запишется так:

И =l_ vnK jrnK -L= {l_ (К пк vJK +P nKv*K ) (3.13)
К , П = 1 п,к=l

».= !-■ (3.W)
ov nK

Подставляя выражение (3,13) и (3,14) в уравнение Гамиль-
тона-Якоби

||* н -0; (3.15)
имеем

H*TE
M
[i(#p-vt]-o. (3.16)

Решая уравнение Гамильтона-Якоби (3,16) методом разделе-
ния переменных, получаем полный интеграл:

S =-t£ot nK+- Y_ \l*nк-РпкУ п
г

к dvntc - (3.17)
П,К=4 n,K=(J

На основании теоремы Якоби имеем;

—

к
- ■ (3.18)

_

*&S _i
_

I Кпк d Упк
P" K “e=tnr "у рпк J (3,19)

’ Рпк
Из равенства (3.19) находим ;

= пк Sin OJ пк ( пк -bt ) (3.20)
или

sin со пк t Спк COS >

где о _ 2ы Пl< г р пь пк - —— , 7“пк NnK
Подставляя выражение (3.20) для vnK в ряд (3,9) получаем

окончательное решение задачи (3.1) - (3.2):

W(x,y,t)= f_ (c^sin^t.Ccos^sin^xsinfy,
П,к,|

v V Кпк V Кпк у b 1

(3.21)
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где С „к и С„к - произвольные постоянные, определяе-
мые из начальных условий.

В заключении отметим, что иная методика для перехода от
непрерывных систем к системам с п степенями свободы
применяется в работе [s] К,А. Лурье, где уравнение Гамиль-
тона-Якоби записывается при помощи конечных разностей, а
окончательное решение задачи определения колебаний получа-
ется путем перехода к пределу.
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A, Chistyakova

Application of the Hamilton-Jacobi Method
for Problems of the Theory of Elasticity

Summ а г у

The generalized Hamilton-Jacobi method for the field
theory is utilized to solve problems of the theory of elas-
ticity. The Hamilton-Jacobi equation is given for a three-
dimensional problem of the theory of elasticity and it is
shown how this equation may be solved using the expansion
into a series of self-oscillation. The evolved method is then
applied to the problem of vibration of a square plate.
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TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИНА № 293 1970

УДК 531.01

А. Чистякова

ТЕОРЕМЫ ВЗАИМНОСТИ ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКИХ
СИСТЕМ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ

СВОБОДЫ

Теоремы взаимности выведены для различных динамических
систем: в аналитической механике, в теории упругости, в
теории звука, в акустике и электродинамике [l] - [II], В
классическом виде принцип взаимности впервые был получен в
1873 г. Рэлеем [l2]. В настоящей работе показывается, как
теоремы взаимности для линейных и нелинейных задач могут
быть получены из принципа Гамильтона и вариационного прин-
ципа для задач с начальными условиями [l3], [l4], При этом
теоремы взаимности получаются в наиболее общем виде, из
которого как частные случаи следуют известные формы теорем
взаимности [l] , [2], [3].

I. Вывод теорем взаимности из принципа Гамильтона,
а) Рассмотрим линейную механическую систему с п степе-

нями свободы

L (A IkV+ CikClk) = f.l , (1 = 1 • • • п). (!•!)
К=l

Ограничимся случаем, когда ~Акl > С ' IК С к -. Лагранжи-
ан, соответствующий данной задаче, имеет вид;

Т Z. АLk Tl + Т. f i Я'!- ■ (1.2)
i; K=i I,к=(

Если при помощи множителей Лагранжа в принцип Гамильто-
на ввести заданное начальное и конечное положение системы:
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СЦ(0) =С|,ко, кСг)= с^г ,
(К= 1 П) (1.3)

то имеем:
X п

3 = flduf [A K;ty,(o)(q, K (°3 -с^ко 1)-
о К )^'

A K l ]• (1Л)

Вариацию функционала (1Л) можно представить в виде:

53= Г di +

о I .*-‘

+■ t [-A LK^cj (K(r)^u(r)+A LK S'^K {o3^l (oU
l,K=l

■+• А-1К ьТ —A^ Cj,Lo]'

Для действительного движения 53 равна нулю. Положим, что

Н 1 =

’ (1.6)
где ъ - бесконечно-малая величина. Подставив выражение для
вариации (1.6) в выражение (1,5) его нулю, полу-
чаем: т

Г ÜL (~AtK4,LÖ- K -CLlc q,i,o.(C + f:ÜL') di +

J t,K=(

+ L [-A LK aK(t)ä l(rl+A LK Q K (o]cj /L(0) +

t,K=l • f J

+ AikÜk(T) -A-tK O. J= 0 •

Предполагая, что переменная OL удовлетворяет уравнениям
движения

Z.(AikÜk^C lk Q k ) =F 1 , (l=b.- п) (1.8)
K=t

и условиям Qk(O) = 0Lk O) С1 к (т] = а ктг , (1.9)

получаем из уравнения (1.7) закон взаимности в виде:
X
\ fiQldi +L [Аlкйко^(o]-ьА^ol lС(г)о lт ] =

J L=< t,KH J
о



т
= JlF i^i di+i • (I.IO)

О UI S*=l

Рассмотрим случай стационарного режима вынужденных коле-
баний [l], когда:

fi-fi. е“\ F;-F ; e“‘, Ои-Ще"*, а.п)

w - частота вынужденных колебаний системы, cj/L и
Fj,,ül - соответственно амплитуды обобщенных возмущающих сил
и амплитуды вынужденных колебаний при .первом и втором случае
колебания системы. В этом случае теорема взаимности может
быть представлена в формах, полученных ранее в [2]:

I (FHU-flüi) =0 (I.I2)
и классической форме [l]:

L (Fiii-fiüO-o. а.Р)
I=l

В случае, рассмотренном в работе [3], когда

f 1 при L= j ( 1 при I= к
р 1 =

п ..

и fl =

] . (1.14-)
L 0 при i*j [0 при i=* К

получаем зависимость;
= (I.I5)

б) Рассмотрим нелинейную задачу. Пусть механическая сис-
тема имеет п степеней свободы.

Уравнения движения системы:

n t»H • с)Н п тР l= Щ 1 Ърl ■ (* б)

Фундаментальный функционал Гамильтона при удовлетворении на-
чальным и конечным условиям:

0 , (1-1... п), (I-17)
имеет вид

J =J(L рф-Н)(К + £ fpUo^aaol-tlo)-
о- L=( I=l 1

, (1.18)

73



74

Для действительного движения <53 =O. Вариацию фундамен-
тального функционала можно представить в виде:

53=|[I ( м SP i-Цl, dt +

+t [ piCo) sc^ L (o)-pL C^Scpl(xr') 4- cj, L-c -

l-\

-Spi(°H'-«] =o- a.i9)

Положим, что &p|, = tPi , 3 cj/‘t = a,Q.t , (1.20)
где ь - бесконечно малая величина.

Подставляя вариации (1.20) в выражение (I.I9) и сокращая
на ь , получим :

+ I [pifo)ai(o)-picr) ütCTI +

I=l

-о. а.го
Пусть QLj,

, Pi и H есть соответственно обобщенные ко-
ординаты, импульсы и функция Гамильтона для другого случая
движения рассматриваемой системы. Тогда Sl и Pi удовлетво-
ряют уравнениям движения:

Р- =— Q. - Ш (тt)GLi’ T)Pi ' t l * 22 )

и условиям 0-1 (0) = Q.: O , Ül (r) = Q IT . (1.23)

Подставляя выражения (1.22) и (1.23) в выражение (1,21), по-
лучаем теорему взаимности для нелинейных задач:

(—Р.-1- &0] - I[р;(О а t. - Р аг)а„]-
о •

-tr(g* - dt + I[р
‘

10) V» - Р‘ЮИ ■

о i,= i Г ь I*l
0 (1.24)
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в) Выведем еще одну форму теоремы взаимности для нелиней-
ных задач. Рассмотрим механическую систему с п степенями
свободы. Предположим, что

где П - потенциальная энергия системы, Т - кинетическая
энергия системы.

Учитывая равенства:

H=L рф-L, L-r-n, ,т 1 ®Р‘ (1.26)
T)L

_

ВП_
__

ВТ ВП

для первого и второго случаев движения системы, преобразуем
выражение (1.24) к виду:

о _

~
~

У г _вт_ _ вт
£L tiQLI 0 l 0 ва.l г J 1

где П и Т потенциальная и кинетическая энергия для второ-
го случая движения системы.

Проводя в выражении (1,27) интегрирование по частям и
принимая во внимание, что обобщенные силы для первого и вто-
рого случаев движения системы соответственно равны:

в=_ d_ ЪП_ ВП_ (1.28)Tl di^i+ U^’
~ 4г .

(1.29)dt Ml "ÖGLi.
получаем принцип взаимности для нелинейных систем в новой
форме:

о
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a,30)
о
f ГУТ I _ _ГГ_ I ]ffi I 0 Tio 3(u|r^LTr

2, Вывод теорем взаимности из вариационного принципа для
задач с начальными условиями,

а) Пусть движение механической системы с п степенями сво-
боды описывается линейной системой уравнений:

Y. (А Ik Q, к + к - *- к)=f!■ 1 (i- =1 •••
,

(2,1)
К=< r

с начальными условиями

С|ДO)- t],Lo ,
(2 * 2)

Ограничимся случаем, когда А-|>К =А К(,, k i , C Lk = C K t •

Функционал вариационной задачи с начальными условиями,
соответствующий рассматриваемой задаче,, имеет вид [l3];

X

3 =J t [ А + Б кl а к^(^)-
о к ,

У

+ C dt-ь

-t j [а lк сц +

+ ] cliCt) - 2Au n K 0 си(т) I •к j (2.3)

Применяя методику, описанную в I, получаем принцип взаим-
ности для линейных систем с диссипацией в виде:

т

: [Г F +[; [A LK üKo^(r) +

о L= ' I>K=l 1> K=1

+ A u ä K0 Cj L (T)+BIK Q KO^L (T)] = N



г

=f Г + [A Lk о,lо +

J L=l Ь,К=l

+A U cj,Lo Q K (r)].
Дифференцируя выражение (2.4) по параметру г , получаем

теорему взаимности в новой форме:

Г LF l(t)^(r-t)df +^F-(r)^L0 H-

О I=l

+ 1. + AuÜKe^lM+BiKÜM^tCXl]*
L,k=i

=fL f fict)ai0-f •

(2 -5)

O
I=l 14

+II [A;,* Qio Qn(^)+A-L|t С^0 d K (r) ■+Bi K C^i, o dn(T)]'
К ,I=l '

Можно показать, что из теоремы взаимности в форме (2.4)
следуют частные случаи (I.II) - (1,15).

б) Будем рассматривать движение нелинейной механической
системы с п степенями свободы;

Pl=-F (2.6)
> "õpi Hl

с заданными начальными условиями:

Ч,l(o)=Ч,ю . рl(o)=рю, (ь-l- n). (2.7)
Функционал, соответствующий рассматриваемой задаче, по-

лучен путем применения методики, изложенной в [l4]:
т

<3 =Г Е Rzl [Х-г! 9с 4.1) dt -^

0 I=l

~

(2.8)

-fip(T)+[jc tl ]
# | o (pi(o]-pio)|,

ГДе R.-B-+M. D • DHa_ fV Ъф' Ril=C^l " "öpl 1 (2.9)
=x, l(r-i) 1 [x lL(t)] #

=xll (2.10)
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и x2(,(t) удовлетворяют уравнениям присое-
диненной задачи [l4]:

Hfci—Hsa-***»-*-
mi—щ-*-*.-*.

x (l x iL (O) = * L - (2.12)

Функция gi = gi(t) и постоянные °ч и|ы могут быть
выбраны произвольно.

Для вывода теоремы взаимности представим вариацию функ-
ционала (2.8) в виде:

Г

+ [*d ]*+ [*zl]* Rii +

О
o=l

+sRii [* и]*-* g-Jscu) dt +.I ( 5 f xul | 0 -

-v) +[*nL |o4^+s M*| o (Pi^-P«) +

-*-[xn]*| e^Pifo^-°4s^-pL s = 0 ' (2 * 13)

Произведя интегрирование по частям, получим для вариации вы-
ражение;

т

83 =[ I{- piSliul.-Spi [i.i]. +

+ sPi)}'it+E[piWS[x,i].| T-S[i( ti],uur

5 [x.J* | 0
pio + [ x l j<c äp ,i('0+ [xti]* jTSg,i{x)-i-

-+ = o. (2.14)
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Пусть
S [*<-.,]*= e[X,i]*, S[* lij#

=L[Xll ]^fpl =£P^cj/L =LQL, (2.15)

где ъ - бесконечно малая величина.
Предположим, что переменные Pl и Q.- l являются импуль-

сами и координатами некоторого движения рассматриваемой си-
стемы с функцией Гамильтона Н ;

(2Л6)

и с начальными условиями Qi,(o)=&io » Pi(o)=Pio , а [Xii]
и Ы удовлетворяют уравнениям присоединенной. задачи
(2.II) и (2.12), соответствующей движению системы,описывае-
мому уравнениями (2.16):

&ЧтЙ.Хй-*“ +*- 0 ’

МЧИ,I4 - 1*- 1 (2 - 18)

X,i(o)=(il, К Ü (0) = Ct, . (2.19)

Подставляя в выражение (2.14) равенства (2.15) и значения
для [*ii]* и [ Ха]* [Kii]*, найденные соответст-
венно из уравнений (2.II) и (2.18), получаем принцип взаим-
ности для нелинейных задач:

1(-kn.l? *N.ia * - фьщ-

о ~

1

* - М*- 91 Я-l |d* -bf. [pi(t)|M +nifcK -

X

■xiu \ 1 n f (2.20)
+^^)[x *i.]*| &+t [-Plc-t) [^L]^^-a L(-c) [x zl
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Теорема взаимности в виде (2,20) устанавливает связь не
только между обобщенными координатами и импульсами двух раз-
личных движений системы, но и между переменными присоединен-
ных задач (2,11), (2.12), (2.18), (2.19), соответствующих
этим движениям,

3, Пример применения теоремы взаимности.

Определим колебание диссипативной линейной системы (2,1)
- (2.2) при действии произвольной нагрузки, зависящей от
времени.

Рассмотрим дополнительно п движений данной механической
системы:

Т. (А Lk = &ls, =| 1 : о
*=• L 1 s (3 nCi.»— 1 ... n) СЗЛ)

с начальными условиями
Ü KS (01 = 0-, i KS (O) =O. (3.2)

Применим теорему взаимности в форме (2,5) для случая дви-
жения (2.1) - (2,2) и каждого из п случаев движения (3.1)
- (3.2): р.

c^ K (T-tldUc} Ko = JIf K QL„(c-t)dt +

о п ..

X.
I>к=' 1>к=' (3.3)

•+ В Lk СО ] ? (к = 1 . • . п) •

Интегрируя левую часть равенства (3.3) и меняя обозначения,
получаем решение задачи в квадратурах:

= '£ fj(t) Q-jK. (t-r) dt +

o n
i-(

L[A lj ПLo Ö.j к. (i 1 + Ajj fyo Q.jK (t)+-
b,J"‘

_ (3.4)
+ Bij^ o ü.j K (t)], (к-l-..n), .
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где O-jk - решение задачи (3.1) - (3.2),
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А. Chistyakova

Reciprocal Theorems for Dynamic Systems
with Final Degree of Freedom

Summ а г у

Reciprocal theorems for dynamic problems of mechanics
with final degree of freedom are derived from the prlnciple
of Hamilton and from variational prlnciple for problems
with conditions, It is shown how with the help of recipro-
cal theorem it is possible to get the solution of problem
of determining the oscillation of mechanical Systems with n
degree of freedom in quadratures when the power depends on
time.



TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А ® 293 1970

УДК 554

Г, Гольот

О КОЛЕБАНИЯХ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С КОНЕЧНЫМ
ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ ПРИ ДЕЙСТВИИ ПРЕРЫВНОЙ

ПОВТОРНОЙ НАГРУЗКИ

В различных областях техники приходится встречаться с дей-
ствием ударных сил конечной и равной продолжительности, по-
вторяющиеся через одинаковые промежутки времени (фиг. I). Од-
нако этот вопрос, хотя и освещался рядом авторов, еще не по-
лучил должного развития.

В литературе чаще встречается задача о действии повторных
мгновенных импульсов для системы с одной степенью свободы

83



84

[2], [3], [7]. Шире такая задача исследовалась в работах[4],
[б], [B]. Действие повторной прерывной нагрузки конечной
продолжительности для системы с одной степенью свободы из-
учалась в работах [s], [lo], [II]. Система с двумя степенями
свободы без учета си. т сопротивления дана в статье [l2],

В настоящей работе рассматриваются линейные малые колеба-
ния механической системы с любым конечным числом степеней
свободы при действии прерывной повторной нагрузки конечной
продолжительности для наиболее общего случая знакопеременных
сил разной величины и продолжительности действия (фиг, 2).
Учитывается механическая система, где число сосредоточенных
масс равно числу степеней свободы, причем каждая масса имеет
свое независимое перемещение. Такая динамическая расчетная
схема обычно принимается при изучении колебаний и анализе
жесткости строительных стержневых конструкций. Задача реша-
ется при следующих ограничениях. Учитываются только две пер-
вые главные формы колебаний при возможном определении пере-
мещений всех масс механической системы. Такая задача имеет
практический смысл, если учесть, что первые формы колебаний,
как правило, создают наибольшие перемещения системы.
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Решение дается б двух вариантах: с учетом сил сопротив-
ления и без них. Коэффициент затухания принимается в соот-
ветствии с той из двух первых главных форм колебаний, ко-
торой соответствует резонанс, причем значение этого коэф-
фициента сохраняется постоянным для всей системы. Будем
принимать, что силы сопротивления достаточно малы и коэф-
фициент затухания находится в пределах =(0,01-0,03) ,

где - собственные частоты колебания системы, В таких
пределах коэффициенты затухания соответствуют стальным же-
лезобетонным и деревянным конструкциям.

Будем пренебрегать влиянием сил сопротивления на собст-
венные частоты колебаний механической системы. Считаем, что
значения всех собственных частот колебаний рассматриваемой
системы уже известны. Они могут быть определены.или путем
решения векового уравнения с помощью ЦВМ или, используя
матричные методы, метод спектральной функции [l], [9],

Для решения задачи о колебаниях механической системы
при действии прерывной повторной нагрузки определим пере-
мещения на интервале времени т (фиг, 2), в течение кото-
рого нагрузка не повторяется. Этот интервал времени разде-
лим на четыре участка и последовательно будем определять
перемещения системы соответственно времени приложения сил

Р, и Р г , отвечающие вынужденным колебаниям системы и
времени снятия нагрузок, где имеют место свободные колеба-
ния. На границах каждого участка будем учитывать для по-
следующего интервала времени граничные значения для пере-

мещений и скоростей системы.
Дифференциальные уравнения вынужденных колебаний меха-

нической системы при действии постоянной силы Р имеют
следующий вид:

а) без учета затухания
+ + = PSLp (а )

(I = 1... п)
б) с учетом затухания

+ (m l y'l'^rt y')su^(mly''+rl v^S u + •"
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'•• .+ (m iyi +r4Vi) ■' +• ( m n N/п 1 (6)
= n),

где у • - перемещения системы соответственно массам; mi ;

&L,
}

Бlг , ... sli ... sin и si p единичные перемещения.

Согласно принятому допущению
—1 = =••• = =•• • =2£,=со п S+ ,
m ( mt гПп

где Р,; - коэффициенты сопротивления перемещениям системы
пропорциональные их скоростям, t - коэффициент затухания,
соответствующий той частоте собственных колебаний системы,
при которой возникает резонанс.

Перемещения рассматриваемой системы для каждого из четы-
рех участков полного интервала времени тг приводим в окон-
чательном виде, I) Первый участок при t=A-t« согласно
интервалу времени 0 t < при действии силы Р, *.

Ун =-Р, S ,р, ( S,, -А( + S tl
* А гУ,

Y x,
=—P, • S ((• A( ■+■ •Sx, • A i))

YL< = ~ P p, * *A| + *S li
• hi) ] (I)

Y n< =-P, *A( + fni' Su * Aj)-

Y .C»' y.tolЗдесь: £•, =
, u= - характеристики главных форм

>4l „ 111
колебаний, где Y

() , Ya
- амплитуды колебаний массы т,

соответственно двум первым значениям собственных частот ко-
лебаний, Yj., , Yl

°
- аналогичные амплитуды массы гп -

Характеристики главных форм колебаний определяются из
системы частотных уравнений собственных колебаний механи-
ческой системы и являются отношениями амплитуд всех масс
системы к амплитуде массы m , согласно первой и второй
формам колебаний.

Коэффициенты разложения силы Р, по двум главным формам
колебания системы:
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Cj _
, g _S<p 4 -9zi— Stpi

.

Stp < (9j 1~9u) ’ s'p«C?n-9it)
где 5( p, ,

S2pi - единичные перемещения масс m, итг от си-
лы Р, =l, Коэффициенты, учитывающие частоты форм колебаний
системы:

а) без учета затухания
А, —соsи < д i
А г = 1-COStJjAt, •,

б) при учете затухания
A lt=

1- e' tAil fcos со, At, ■+ зтю.дО ;

Alt='i-e'tAtl (eos u z -+• •

2) Второй участок перемещения системы при t=\ соот-
ветственно интервалу at, t \ после снятия силы Р, ;

У<г =Y„ ( 5 12.• В, + ■•■У ,4(5 1г- С 4 -ь Sгг • С 2~) 1

Угг= У* ( ?гг V S n - В г) +Y„(• С< +fn* Ь' гг ■ С г )',

Г (2)
У(г —У« s>ц‘ В< + 9h” ®i) « (?ii* 4 ?lг' Sn‘

Упг=Уц (?nr sа‘ E>4+ Iрпг' +Уи sа‘ 9пг ”*гг 5

Здесь

S _

21 921 .

_

У«* 9и~Уи .

Уц(?^,-?гО У«(?г1-?22)

=

У2l ~ Ym'?22 .
_

Vn Pv ~Yl<
У4((9г<“?ггl Yn(9«~9»0

а) = eos со, iг •, В г=

Г slпсоДг , р sinuuU .
; Ь 2 = ■)

CJ< иг
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5) B lt = е"‘Цсоз w 1 t 2 + sin

B u= e”£tl (eos co 2t2 + wittV.
c c e -tii sintJtlb

1b U, J Lt ь0 г

где t 2 = y-itr
3) Третий участок перемещения системы при i -+д'£г со-

гласно интервалу времени <-- +at 2 действия силы Р 1
:

Y(l=Yl^S,v D t 4-S IJ-D 2 )+YX.E (+ Sn .E i )+ P 25 IpiCVA( + S zpi-AO-,'
~Y i2 (9ч' + fn’ + 4-

+ А,+ г ‘ г) 1

3, г •D, + г ' S l2 - -?,г •Е ,+ г - S n • + )

■*■ + ’^грг^г))

' + f +■ +

+Рг V?nr VАI + ?пг^гр г -АгУ
Здесь

§ _
Y 2ž -Yii • . g _

Yif9o ~Yll ,

Yiz С9 г, ~Ргo П

§'
_

Y гг ~ YiV Pгг g 1 _ Yif 9ц~Y гг .
(9 у -фгг)

с _ с _

~&1рг
_

PZ IPI -9гг)
где 5 1рг ,^грг - единичные перемещения масс т 1 и т г от
силы Рг =И.

а)
D, = cosco, д! г -, о г = eos ог дti •,

г
_

sl п сО ( Atl. с _ 81П ОхAt г
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б)
D 1t

= e’ £'at 4cos£O t At l + ;

Dlt = е'Ыг
+ l^slnc^^tz);

C „-tüti slnco«üii, p а -Iь*г sincOiAl>.C 't—6 cä ' C 2£- e ’ cOz
4) Четвертый участок перемещения системы при t= x со-

ответственно интервалу \+ д* после снятия силы
р .

Y(4 =* (S)4 •F( + 524S 24 •F 2 )4 *G i + sг<|5 г<| Gt) ■>

Yi4 ==Y^(^ l) -5,4 •F1 +n - Sl - Гг] +Ytl (^г,-$й • Gj)j

Yu =’Yn(s i,, •sIA•F< + ? - a • s z4- р г) +У, г •S,4•G4+ iг • S г4 ■ 5 \

(f ni • Š 14 * F 4 +^> nl
- S i 4-F 2 ') +Vl^(^nl -S )4 -6( +^ni' s:4 ,G zV

Здесь

$ =
Y«2Yiv9_n .j g .
Yfb lh Y^(^y-^ai)

<Y _

Yw-Yiv?zz • .
0,4 5 ö,4 —— 3

Хг(<?м-9»г) Y,j (9гl —9 гг)
а)

F,= COSco, tj СО S 'j

p sinui,t*. -
sinoiijG>

=

—ÕT •

б)

Fii a е" гl *(соs<о,-Ц + i-sinco.tOi
F lt = 8-ttj (eos -+• sinoitj);

p —cts Sinot r ' -ct-i s 1 nb 'i=e G *t = e 'õl ’

где t* = \-ь\ г-

Для определения начальных условий чисто вынужденных пе-
риодических колебаний системы достаточно составить четыре
уравнения с четырьмя неизвестными условиями в начале и в
конце интервала времени X для двух масс гл 1 и гп г [l2] Г
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Yio —V(t
> Y, O = YIT 1ч

V» = Ylt ; Y;o =Y'ir JlB 1
С учетом коэффициентов главных форм колебаний этими

условиями определяются все периодические перемещения сис-
темы.

В развернутом виде условия (в) становятся системой урав-
нений;

Ye = Yie (S l 0 • А>sго . А°гУУ; O (S. • B>S M. B° 0)+V 1A ;

Xo=-Y lo (S,0
* С,в

+$г ‘ C^-i-Yto(S 4o • A,-+-S M (

Yio = Y10 (^> U • S,O • А 4 (?гГ w" гг'^го'^ +Y li(1

YlO
- ~Y to(^)21

* 5 10 -C J -b^11-S 10, C z')+Y, 0
+ Ргг’ + Yll( >

Здесь

c Yго —Yio■ 9п . о YlO • ргl -Y10 tö to =ТП :» oго0 го ~rr~, ,5Yio(9ii~9ul Yio((px,-9»i)
Cj 1 Yio-Y.p-9гг ■ Yiq - 9h ~Yiq

Y Vfu —pn)
а)

A, = cosco,t; A*=cosu)jt;
o° sin со, т . Q o sin uhx .B ' = —137~ 5

C°= со, ■ sin co.T- C^=cor sinelt- D°=A°;
б)

\ : . .A° = е~ £г (СOSи,Т -ь -- sinco^x);со,

=e“ tt(CoscJI,C ■+■ JL sln cJ,.x);

q°
_

p-tx s ' n OJ|T ■ R° _
sin огх .ö't- e СО, » D lb- C oг_ >

C l£= БiL corsln co,t 5 Cit = e £Г со г-slп tOii'
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D,t = e n (cos цт- slnco.r');

В° г£.

= e~ tr
( eos со гг- sin cjj/c) -

В уравнениях (5) первые два слагаемых учитывают началь-
ные условия колебаний системы в интервале времени Z- По-
следний член отражает действие сил Р( и Рг в этом ин-
тервале и определяется из формул (4).

Решив эту систему уравнений и определив четыре началь-
ных условия, можем составить выражения чисто периодических
перемещений системы в интервале 0 t *.

Y,t = Y| o (S ю" Ah + S m- +Y| o (Sio- +
;

= Yto(9ir 5,0 - А|{+^ гг>s го А г*)+У,0 (^ lt-

i i i ■ (6)
Yu =Y( o S,o-A, l+?il -Sw - А г.() +Y, O ' 5,o 1B rt В г-i] +Yij;

Yrit=Y,o^n,- S,O • A,i+ynl ‘S lo 'Ari]+Y, o +Yn j •

Здесь YL j , где j =1,2,3, 4 - определяются по
формулам (I), (2), (3), (4) и соответствующему значению t ,

для каждого участка времени,
а)

A t{
=cosco,t; A 1t=coso1 t ■,

в^= зlпоМ. в sinuii
.

<А->1 СО^

б)
A ltt= e" ü(co?cO|t-t- -—sin w,i);

Aitt = 6~^(сОso) гl + CO7.-1) )

r _ o-tt *in U,t. d . n -tt sinuniö,£t “ e -tõt'
Собственные колебания системы можно легко получить

из (6), [7], отбросив последний член, приняв знак "минус"
перед всем выражением, и заменив время t , на t,=«r-Kt,
где t, - отсчет времени от начала колебаний при первом
ударе, к - число полных интервалов т .



Полные колебания системы в любом интервале времени опре-
деляются как сумма чисто периодических перемещений по (б)
и собственных колебаний (12):

Y,= Y«+Yltl '

Y2 = Ylt + Ylti

Yi -Yu +YLt<

Yn — Y ni Ynti .

При учете затуханий собственные колебания будут постепен-
но уменьшаться и в конечном итоге останутся чисто вынужден-
ные периодические перемещения системы согласно выражениям
(б).

При наличии резонансных колебаний, когда период одной
из двух первых собственных частот колебаний будет совпа-
дать или будет кратным с интервалами повторной нагрузки,
необходимо применять решение с учетом сил сопротивления.
В этом случае система уравнений (5) упрощается.

При резонансе по первой собственной частоте колебания
системы будем иметь:

A: t -D:t -e“w
; BV=c: t =o-5

при резонансе по второй частоте колебания:
Ак=о;£ =е- {г

; в; £=с;£
=о.
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G. Golst

Über die Schwingangen des mechanischen Systems
mit der Endzahl der Freiheitspotenz onter Ein-

wirkumg wiederholfcer Überbelastang

Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag wird die Formel für die Be-
stimmung der Verschiebungen im Faile gerlnger Linearschwin-
gungen des mechanischen Systems mit der Endzahl der Frei-
heitspotenz unter Einwirkung wiederholter Belastung ange-
führt.
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TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИНА й 293 1970

УДК 551.311

О, Сильде, IБ, Тийкма

МЕТОД УРАВНЕНИЯ ВОЗМОЖНЫХ МОЩНОСТЕЙ

I, Введение

В работе [l]был дан общий метод решения задач динамики,
исходя из теоремы об изменении кинетической энергии,В этой
работе данный вопрос был решен формальным подходом путем
введения символического множителя , который позволил
представить характеристики скоростей механической системы
в комплексной, но достаточно абстрактной форме, В настоя-
щей работе изложение метода возможных мощностей дается в
конкретной форме, принятой в теоретической механике, В
статье приведены три примера согласно решениям для мате-
риальной точки, твердого тела и механической системы.

2. Движение материальной точки

Рассмотрим движение свободной материальной точки,Допус-
тим, что масса точки m , ее вектор-скорости v и дейст-
вующая сила F , тогда кинетическая энергия точки

Т =
Д mvI =-mv-v ц)

и мощность N силы F
N = F •V, (2)

а теореме об изменении кинетической энергии в производной
форме соответствует уравнение

Т =• N (3)
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или
mw-v = F-v ,

(4)

или
(mw F) •v= 0 . (5)

Возникает вопрос, что надо изменить в уравнениях (4) и (5),
чтобы из них получить основные уравнения динамики

mw F 0 (6)
или

_

mw =F. (7)

Оказывается, что для этого достаточно заменить в (4) или
(5) вектор-скорости v вектором возможной скорости, кото-
рую будем обозначать символом { v)

,
Вектор возможной ско-

рости |v| включает в себе все скорости, которые мате-
риальная точка может иметь в данный момент времени приузло-
виях задачи (при наличии геометрических и кинематических
связей). Так например, в случае свободной точки вектор |vj
содержит в себе все возможные векторы скоростей.

Введя понятие возможной скорости, теперь вместо уравне-
ний (4) и (5), имеем следующие уравнения:

mw •jv |= F-|v | (8)
или

(mw-F)-(vJ = 0. (9)
Но из (9) следует, что

mw - F = 0- (10)

Введем кроме обозначения |v J еще следующие обозначения

mw.[v}={t) (II)
и

F{v)-{n). (12)
Величину ( N | будем называть возможной мощностью.
Теперь вместо уравнения (3) имеем уравнение

{т} = {N) , (13)
которое (или в развернутом виде (8)) называем уравнением
возможных мощностей. Это уравнение будет одним основным
уравнением данной работы.
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Сравнивая уравнения (13) или (8) с уравнением (3) или
(4), видно, что в членах новых уравнений вместо скоростей
стоят возможные скорости.

Для решения конкретной задачи необходимо сначала выра-
зить вектор скорости, затем вектор возможной скорости и
вычислить вектор ускорения точки, В общем случае можно по-
лагать, что вектор скорости точки определяется параметрами
скоростей или обобщенными скоростями Vj « Пусть им соот-
ветствуют "базисные векторы" üj , Тогда вектор скорости v
выражается так:

(14)

где S - число степеней свободы.

Очевидно, для возможной скорости имеем

а вектором ускорения будет

W- Ч -Ilvjüi+Višj). (16)

• Если обобщенные силы, соответствующие обобщенным скорос-
тям обозначить буквой О-j , то уравнение |lj = [N j полу-

чит следующий вид

m I (vK ÜK+vK üK )-{vj)öj = LQj{vj}, (I?)
J> k j

откуда при условии, что возможные скорости ( Vj ] могут иметь
произвольные численные значения, следуют уравнения движения
точки

m I(vK
= Q-j , (j = ',г,... ,5)-

Соотношение (18) является основным для изучения движения
материальной точки, С помощью этого соотношения получаются
уравнения движения точки при любом числе степеней свободы.
Таким образом, уравнений (17) и (18) являются более общими,
чем уравнения (3) или (4) , которые применяются иногда для
изучения движения точки или системы с одной степенью сво-
боды. Уравнения (17) и (18) заменяют уравнения Лагранжа
второго рода, но они являются более общими, чем уравнения



Лагранжа, так как под параметрами скоростей можно понимать
и квазискорости, т.е. скорости, не являющиеся производными
по времени от координат.

Пример I. Составить уравнение движения математичес
кого маятника на упругой нити.
Длина нити в положении равно-
весия 1„ , ее жесткость равна

с (фиг. I),
Решение: Если длина нити L ,то
скорость точки

v = lvj> + lübl
возможная скорость

{v} = {^)Lu f + {l)ö L

и ускорение

w = +Lf Uvp + 10^+10^.
Так как

üf = -чрй ь И üL = f ,

то
{Т} = mw-|v} = m [(2Uf )+(L-lfZ)|l},

[n}= -mglsirrf + [-c(l-U)+mgc05f ] |l|*
Приравнивая в уравнении

{т} = W-
коэффициенты перед и jlj получаются уоавнения движе-
ния маятника (после деления соответственно на L и m )

С Iчр + 2 Lvp -+ gsln 3̂ = О

[ l-ь-- (t-U)-gcosf 0.

(В задачнике И.В, Мещерского, в ответе задачи 1214 во вто-
ром уравнении в последних скобках надо вычеркнуть число I).

3. Движение произвольной механической системы

I) Допустим, что положение системы определяется обобщен-
ными координатами c|,j , j =l,2,Тогда радиус-вектор L-той
точки

■-U
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p i = гч(<Ь-ч Vtb (I9)

а вектор скорости этой точки

* - 1 - 1' (2Ü)

Здесь cj,j обобщенная скорость.
Как видно, в формулах для Vl появляются скорости,а ко-

ординаты, так сказать, остаются в стороне. Поэтому в даль-
нейших рассуждениях членам в этих формулах можем давать
следующее, более общее содержание. Во-первых, вместо cj,.
введем "обобщенные скорости" vj , в более общем смысле,они
могут быть и квази-скорости. Во-вторых, введем вместо
базисные векторы йу (для I-той точки), и чтобы в даль-
нейшем не приходилось уделять особого внимания на член
-г1-

, а также, чтобы выражения получили более снимет-
V'’ Ъ р*ричныи вид, внесем вектор в совокупность базисных

векторов ötj - Этот базисный вектор сопоставим с "обобщен-
ной скоростью", которая является одной из возможных обоб-
щенных скоростей Vj; v t=j + =l, но {vt| - любое число. В слу-

Р'чае‘стационарных систем член отсутствует. При - таких
обозначениях вектор-скорости I -той точки выражается ко-
ротко так:

Vi-lVjüij, (21)
а вектор возможной скорости так:

Из (21) получим вектор-ускорения

W L = I (Vjüij+Vjšij). (23)
j

Запишем для l-той точки равенство
mwL •vL= F' -v L или Tl =N- l (24)

_

. (25)
иm L wL -{vL} = FL .{vL j или (т 1 ) = [к l ].

Учитывая формулы для {vL } иwL (21) и (23) напишем
равенство (25) теперь в развернутом виде



mil(Vj u ij +v j ü ij )-|vL )u l(/ =lFi .u iL [v l ) . (26)
j,L L

Суммируя для всех точек системы, получим

X , mL (Vj ö lj +Vj GLj) • [ Vt ) üLL =£ Fi• о LL {V L } • (27)
Sj>'- v 1,1

или коротко [т } = { N l'
Формула (27) для системы напоминает раньше полученную фор-
мулу (17) для материальной точки, если обозначить

lFi-öu-ви (28)
к

где 01 L обобщенная сила соответствующая скорости v t .

Считая теперь все величины |vL | произвольными, получим
уравнения движения системы

Еm. (vj ütj +vj ÕLj ) - üu -a t .
(29)

ч
В случае {T] = 0 вместо уравнения (27) имеем уравне-

ние
I.Ql {vl } = 0. (30)

Это представляет собой общее уравнение статики,

В уравнениях (29) могут встречаться обыкновенные скорос-
ти и квазискорости, поэтому уравнения (29) являются более
общими, чем, например, уравнения Лагранжа.

2) Преобразование уравнений (27).
Проведем преобразование левой стороны уравнений (27),

чтобы дать им более компактное выражение, подобное уоавне -

ниям Лагранжа.

Из выражения кинетической энергии для системы

T = ilmL vj vL ö lj .u IL (31)
УЛ

следует

; m l v j Üij *

•)
(52)

И 4

luO
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d T *

H* к; -£ *vjD iJ ).u i i-bXmivj a ij-ail . (33)
1 i»j ч

Теперь уравнение (27) можно переписать так

(ж т
SJ

или зная, что £vj o ij = v- t ,

j

(35 )

В случае произвольности скоростей | v t | получим отсюда
дифференциальные уравнения движения системы

Ш (56)

напоминающие уравнения Лагранжа, но которые являются более
общими, так как v t могут быть как обыкновенные обобщенные
скорости , так и квазискорости,

3) Вывод уравнений Лагранжа.

Выводим из уравнений (56) как частный случай уравнения
Лагранжа.

Используя обозначения

И ÜU-52. (37)

можно написать

< зB>

Ua= I {39)

С другой стороны (см. (20))

s Э(^|/
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Следовательно

š u - s£i • («)

Теперь

а уравнения (36) получают такую форму

1-,,г' 5 - (43)
т.е, будут уравнениями Лагранжа.

4) Уравнения Аппеля
С помощью метода возможных мощностей выводим теперь урав-

нения Аппеля.
Из формулы скорости

Vi-lüijQj, ( 4Zf )

j
где - обобщенная скорость, получим вектор ускорения

4= I ij,j , (45)
отсюда j J

Щ-“’ч •
<«>

т.к. UL j не зависит от cj,j , а (см. (20))

'övi T)Fi t)w L - "ÖPL //п ч

Wi =

H
" нГ = (47)

Теперь jm . Wi-{ Vi}

(48)

-fW’
где S=£ ГР I Wi>Z (49)

i 2.
"кинетическая энергия ускорений" данной системы. Уравнение

|т| = | N j теперь имеет следующую форму:



или ввиду произвольности величины { fy]
11 _

п. (51)
П)

где

(32,

Вывод можно дать и в более общем виде, заменяя сц на

Пример 2. Выводим при помощи метода возможных мощ-
z ностей общие уравнения движе-

ния твердого тела в векторном
виде. Точка С - центр масс
твердого тела. Мгновенную уг-
ловую скорость тела обозначим
ÜÕ.

Радиус-вектор и -той точки
МI (фиг. 2) запишется в виде

= (53)
Зная, что

$1 = w х ÕJ, ,

можно выписать векторы скорости и возможной скорости

v L = vc + ö (54)

{vtj- (vc j +{<з} (55)

Теперь

Imi.Wi-fvi} =lm lwL -{vc }-HX.m i wl .({õ}x^l ) =

Li ' i

( 56)
а 1

+ fül.LPixFi,. (57)
lL t J
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Из уравнения {t} = {н} ввиду произвольности величин
{vc | и |w| получаются уравнения

Mwt =£F t ,

(58)
L

ÕL x F l • (59)
L 3 L 1

Это есть уравнения движения твердого тела в векторном ви-
де.

_
J )

Если положить, что wt =wc+ wi , где wc ускорение точ-
ки в относительном .движении вокруг центра тяжести, то

mtwj, =L mtWL ,

так как = 0.

Пример 3. Составить уравнения движения эллиптичен
кого маятника, состоящего из
ползуна массой гп,

, скользяще-
го без трения по горизонтальной
плоскости и шарика массой т г ,

соединенного с ползуном стерж-
нем AB =L- Массой стержня пре-
небрегаем (фиг, 3).
Решение: Пусть параметрами ско-
ростей будут у и соответст'
вугощими базисными векторами
иу = J иüf . Число степеней

свободы - два. Тогда

v. =yj ; vl=yj+l'fu t -,

{v. }-{»)!; (^) = {у}Х+ {+} •

w,= yj •, Wz =yj ü* + üt=-vj>üL ;

-= cosf; = -fsinf; üt -üf=o-



Получим
. .

{Т] = ImiWi-{vL j=m,y{y}+
+L'fu f )-

I

* ({У} J +• {? 1L üf ) =[Cm,.+i + |mi(LfcoSlf -

ц-т г (уlсоs^-ь1 (f }•,

{n} =Рг = - migLsinf {Ф } ■
Из [tj = |nJ получим уравнения движения маятника:

f Ст, + тг ) у +т гl^ cos'f-mll‘fl sink f = О

[ + Išp +- qsi п ‘-f =• 0.

4-, Выводы

1. Предложенный в данной работе метод требует при решении
задач динамики знания только самых основных понятий, как си-
ла, мощность силы, иногда кинетическая энергия и работа, из
кинематики - понятие скорости, скорения, угловой скорости и
углового ускорения. К последним прибаляется еще понятие воз-
можной скорости.

2. Сравнение метода с другими известными методами динами-
ки на примерах показало, что вычислительная работа в общем
случае проще, чем при использовании других методов, выгоднее
со стороны более четкой и общей постановки вопроса и дает
почти единый подход к решению самых различных задач динами-
ки. Метод позволяет вместо подхода к каждой задаче индивиду-
альным способом (этим не сказано, что надо уменьшить значе-
ние индивидуального подхода) подойти ко многим задачам с
единой точки зрения,

3. Несмотря на то, что исходным понятием была кинетичес-
кая энергия, она как величина в уравнениях, использованных
при решении задач, совсем не входит, - решение задач прово-
дится без вычисления кинетической энергии системы. Вто же
время метод уравнений Лагранжа требует определения кинети-
ческой энергии, что не всегда является простым делом. Еще труд-
нее найти энергию ускорения в уравнениях Аппеля.
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4. Что касается неголономных систем, то изложенный ме-
тод имеет свое место наряду с существующими методами, не-
смотря на то, что в течение самых последних лет вышли в
свет многие статьи и книги о неголономных системах,

5. Благодаря своей простоте изложенный метод представ-
ляет интерес с точки зрения методики и дидактики.

Литература
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О. Silde, |в. Tiikma]

(Jber die Gleichung der möglichen Leistungen

Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag wird auf Grand des Bnergiesatzes

eine allgemeine Methode zur Berechnung der Aufgaben aas der
Mechanik gegeben. Die Bewegangsgleichungen eines Punkfces (oder

Systems) werden dadurch ermittelt, daß man im vektoriellen
Ausdruck für die Ableitung der kinetischen Energie nach der

Zeit und im Ausdruck für die Leistung der Kraft statt des Ge-

schwindigkeitsvektors {vj die mögliche Geschwindigkeit v

einsetzt.
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X, Рельвик

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ КАЧАНИЯ

В статье изучается движение тяжелой материальной точки
на качелях с тремя степенями свободы (математически - дви-
жение её в торе). Методом возможных мощностей составлены
дифференциальные уравнения движения для двух вариантов об-
общенных координат. Проблема возникла в связи с новым спор-
тивным прибором, изготовленным в ТПИ.

Рассмотрим качель, состоящую из двух рам. Первая рама мо-
жет вращаться вокруг оси х (фиг, I) и вокруг оси симметрии
ОА. Вторая рама имеет возможность вращаться вокруг оси MN ,

На конце В второй рамы находится тяжелая материальная точка
массой m .



Принимаем следующие обозначения: ОА = Ь , АВ =с. Пер-
вый вариант обобщенных координат:
'•f - угол между осью первой рамы ОА и осью z

,

yu - угол между вертикалью и прямой АВ,
S - угол между координатной плоскостью уг и прямой АВ

(АВ 1 есть проекция прямой АВ на горизонтальную плос-
кость).

Второй вариант обобщенных координат:
- угол между осью первой рамы ОА и осью z ,

*\> - угол между прямыми ОА и АВ,
0 - угол поворота второй рамы вокруг оси ОА,

Тогда координаты точки В будут; для первого варианта
х = -csm jd sinS
у =. bsin^p и-с sinju coss
z = -ÖCOSf-bCCOSyj

и для второго варианта
X = ы'п©
у = (b-bCcos^^sin^-bCsirvYcosQGOS^
1= csiri'ycosösln'f-(b-t-ccos'Y>

) cosf-
Выбираем для составления уравнений метод возможных мощ-

ностей [4]; г-i г 1lT MNb
т.е. в данном случае ma-|v| =mg-|v|

x{x}^y{y}-^ž{i).-g{ž}.
где в случае первого варианта

{*} =-с cosyu sin 5 j cslnyjcosB|s}
{y} = b cos4> ccosyj cosß{jü j-csmjuslnS(ŠJ
{ž} = b sinf {]-csinju [ju j

и X = -cjucosjusin^—cssinyucoss-h-cju 2 sinyj sinß +

-+cö sinyusinß 2cju 5 eos yu eos 5
у = cos*f h-cjjcosjucos?—cSsinyusin^-b^sin^

— CyuVmu cosS- —cS sinyucosS"—:ZcyüŠcosyusinS'
i=• Ьнр sinf OJÜ sinyU -+■ fa f I COS^-CyÜICO 5yU,

откуда после элементарных преобразований получим:
bf + -cfrcosf sirtyusinS-
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-С/и
г sinjucoS(s-t-sin stnyucosS -

icjüšcosf = - gsiny,
by (oos>f cosy cos& -sin jS) +C(p-b'f2 (sinfcos (M.cos<s'+

+ cos<f c§z
= gsin (M

b f cos<f sinjusinS cSsin siryj sins -

-Icfi Šsinyicosyj =0 •
Следует отметить, что уравнения данного варианта получа-

ются в полтора раза более короткими, чем в случае второго
варианта. Но и этот вариант решения интересен, потому что он
позволяет некоторые обобщения, например для случая, когда
рассматриваемая точка не находится на оси симметрии второй
рамы.

Дифференциальные уравнения движения точки в случае второ-
го варианта следующие:

'f [(b -+• ссоsчОг-н сгsтг у со$г©]-к.у eos©(bcosy-t-c)
-Cosmy sin@(.b-(-ccosy)-bcyl s!nycos©-

• 2 »

-С0 smy cos©(b-»-ccos-y)-2cy у siny (b+ccosysin 1 ©)-

-2cl^osinl^s,m©coso-2cYocoS4'sino(b + ccos4J') =

=-g[(Ьч-ccos siny-t-csin у cos^>cosQ)],
*f CO5 6 (bcOSy +c) -h cy YCOS4; sinI©-C0ISI,n'VCQSY—-

—Zcf 0 sin2 y sin© =—q(sinvpcosycoB©-t-slnycos'f')
C 0 si п г У-f sm ysm©(b-bccosy)-t-cf*sin*ysin©cos©-t-

-■+• Zcf у $т
г у sin 0-1- Zcy ösiny eos у =gsinfsmysmÖ-

В процессе составления уравнений возникла возможность
сравнения метода возможных мощностей с общим уравнением ди-
намики и с уравнениями Лагранжа второго рода. Но последние
оказались более трудоемкими. Кроме того метод возможных мощ-
ностей требует более простых математических операций.
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Zur Aafgabe des Schaukelns

Zasammenfassang

Im vorliegenden Beitrag werden die dynamischen Bewegonga-
gleichoogen des Massenpunktes, der sich auf elner Schaukel
mit drei Freiheitsgraden bewegt, beschrieben.
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