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Annotatsioon

Tiilibi- ja efektisiisteemid voimaldavad programmide diinaamilist kditumist analiiiisida
staatiliste tehnikatega. Analiiiisi tulemust saab kasutada nditeks programmi optimeeri-

miseks.

Selle t60 eesmérgiks on luua soltuvate tiitipidega programmeerimiskeeles Agda gradeeri-
tud monaadidel pdhinev idee tdestuse (proof-of-concept) raamistu efektide analiiiisiks ja

nendel pohinevateks programmiteisendusteks.

To0s vaadeldakse esimese nditekeelena tiiiibitud lambdaarvutust, mida on laiendatud eran-
ditega. Keele termidele tuletatakse tiilibid ning hinnatakse nende voimalikku efekti: dnnes-
tuvad, ebadnnestuvad ja staatiliselt middramata efektiga arvutused. Selleks defineeritakse
arvutustiilibid gradeeritud monaadi abil. Defineeritakse keele semantika ning tuuakse mo-
ned programmilihtsustused tGestades, et need teisendused ei muuda programmi semantilist

interpretatsiooni.

Teise nditena kasutatakse mittedeterministlikku keelt. Efektina hinnatakse programmi
voimalike tulemuste arvu. Defineeritakse vastav gradeeritud monaad ja viiakse 1abi tiitibi-
jaefektituletus. Niitekeelele antakse semantika ning tuuakse programmiteisenduste néited,

tihtlasi tdestades viimaste korrektsust.

Loputdo on kirjutatud eesti keeles ning sisaldab teksti 46 lehekiiljel, 4 peatiikki, 33 joonist.



Abstract
Certification of effect-analysis based

program transformations

Type-and-effect systems are used to statically analyze program dynamic behaviour. This

allows to perform certain program optimizations.

Functional languages distinguish between value types and computation types. Monads are

used to reason about the latter.

Recent research marries monadic types and effect systems. A systematic approach has

been given using graded monads, which employs preordered monoids.

The goal of this thesis is to give a proof-of-concept framework for effect analyses and
program transformations based on such analyses. The work is carried out in a dependently
typed functional programming language called Agda. Agda’s expressive type system allows
to provide a proof of program’s functional correctness as it is written. Also, Agda itself is

an experimental language and this task has not been tried earlier in this language.

The first example language considered is a typed lambda calculus extended with exceptions.
The starting point is raw terms for which types and effects can be inferred. Computation
types are defined using a graded monad specifically constructed to capture exception
effects. The language semantics is given for refined terms. Structural transformations,
i.e. weakening and contraction, are described next. Using those, a few example program
optimizations, e.g. dead computation and duplicate computation removal, are defined.

These transformations are proved to be correct using Agda as a metalanguage.

The second example considers a language which supports non-deterministic choice. Again,
starting from raw terms, their types and effects can be inferred. The type of upper bounded
vectors is defined to define the semantics of the non-deterministic language. A suitable
graded monad is also defined. Proven optimizing transformations include failed compu-
tation and duplicate computation removal. Since the base language is the same as for

exceptions, much of the framework developed for exceptions can be reused.



The thesis is in Estonian and contains 46 pages of text, 4 chapters, 33 figures.
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1 Sissejuhatus

1.1 Taust

Tiilibislisteem vOimaldab viltida programmides teatud kiitusvigu. Efektisiisteemi voib
vaadelda tiiiibisiisteemi edasiarendusena, kus lisaks tiilipidele on programm annoteeritud
tdiendava informatsiooniga, mis kirjeldab programmi kditumist ehk tema efekti kiitusfaa-

Sis.

Efektisilisteeme on edukalt kasutatud avaldiste rehkendamise ajastamiseks paralleelarvu-
tamisel, kus efektid piiravad arvutuste vdimalikku skoopi [[1]. Lihtne efektisiisteem on
kasutusel ka Javas, kus meetodid on sildistatud eranditega, mis vdivad tekkida vastava

meetodi kiitusel.

Staatilise programmianaliiiisiga saab hinnata arvutuste vdoimalikke efekte. See voimaldab
mh viia ldbi optimeerivaid programmiteisendusi. Nditeks saab jalgida, milliseid milu-
pesasid loetakse ja kirjutatakse, ning selle teadmise alusel eemaldada “surnud” (dead

computation) voi liiased arvutused (duplicated computation) [2].

Klassikaliselt kasutatakse funktsionaalprogrammeerimises mittepuhaste arvutuse tiitipi-
miseks monaade, st tiilibitud on ka véartusteni joudmiseks tehtavad arvutused, mitte ainult
védrtused. See lubab arutleda erinevate arvutuste iile nagu nditeks mittedeterminism, eran-

did, olek jne, mis ei ole voimalik tavalises lambdaarvutuses [3].

Efektistlisteeme saab kohandada ka monaadide jaoks [4]. Stistemaatiline ldhenemine mo-
naadide ja efektide kokkupanekuks pohineb parameetrilistel efekti monaadidel ehk uuemas
terminoloogias gradeeritud monaadidel, mis kasutavad eeljirjestatud monoidi efektide

vordlemiseks [5]].



1.2 Ulesande piistitus

Agda on soltuvate tiiiipidega funktsionaalne programmeerimiskeel ja interaktiivne toes-
tusassistent, mis pohineb intuitsionistlikul tiilibiteoorial. Selles kirjutatud programm on

tolgendatav ja automaatselt kontrollitav kui matemaatiline tdestus.

Selle t60 eesmirgiks on realiseerida programmeerimiskeeles Agda gradeeritud monaadi-
del pohinev idee tdendamise (proof-of-concept) raamistu efektide analiiiisiks ja nendele
poOhinevateks programmiteisendusteks. Samas raamistus peab saama néidata, et need tei-

sendused on korrektsed.

Agda on eksperimentaalne keel ja sedalaadi lilesande realisatsioon selles keeles on uudne —
gradeeritud monaade pole enne Agdas programmeeritud. Uurimuse kdigus tahame teada,

kas niisugune t66 on teostatav maistliku vaevaga, kui dppimisele kuluv acg maha arvata.

Teoreetilisel tasemel on uudne, et efektide analiiiisid ja optimisatsioonid toimivad keele

juures, mis toetab andmetiitipe, milleks antud t66s on naturaalarvud lihtsaima niitena.

1.3 Ulevaade toost

Teises peatiikis realiseeritakse niitekeel, mille efektiks on erandid. Jirgmiseks definee-
ritakse selliste efektide hindamine. Seejirel arendatakse niitekeelele tiitibisiisteem, mille
kdigus rafineeritakse keelt: tiiiibitud termid “teavad” oma konteksti ja tiiiipi, sh tiiiibi-
tud arvutustermid ka oma efektihinnangut. Edasi antakse rafineeritud keele semantika
ning tuuakse moningased programmiteisendused, ndidates, et semantiliselt on algne ja

teisendatud programm ekvivalentsed.

Kolmandas peatiikis tuuakse efektianaliilis ja optimeerimise ndited mittedeterminismi

toetava keele kohta, kasutades &ra teises peatiikis arendatud raamistut.

To6 kédigus valminud ldhtekood on tulemuste reprodutseerimiseks allalaetav aadressilt
https://github.com/tonn-talvik/msc. Lihtekoodi kompileerimiseks on kasutatud
Agda versiooni 2.5.1.1 koos standardteegi versiooniga 0.12. Mainitud tarkvarapaketid on

tasuta installeeritavad Ubuntu 16.04 LTS v0i teistest varamutest.
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2 Erandid

Selles to0s vaadeldavaks baaskeeleks on tiitibitud lambdaarvutus koos tdevairtuste, natu-

raalarvude ja paaridega. Selles peatiikis vaadeldakse keele laiendust eranditega.

Keele efekt seisneb selles, et arvutus kas dnnestub, mille korral tagastatakse viirtus, voi
ebadnnestub, mille korral vdirtust ei teki. Staatilise analiilisiga saab iga arvutuse efekti
hinnata jargnevalt: kindel dnnestumine, kindel ebadnnestumine voi staatiliselt teadmata,

kas arvutus onnestub voi mitte. Edaspidi deldakse efekti hinnangu kohta ka lihtsalt efekt.

Jargnevates alapeatiikkides defineeritakse selline keel Agdas, konstrueeritakse tiitibituletus
koos efektianaliilisiga, madratletakse histi tiilibitud termide semantika ning tuuakse moned

optimeerivate programmiteisenduste niited. Uhtlasi nididatakse teisenduste korrektsust.

2.1 Eranditega keel

Niitekeele grammatika saab esitada Backus-Naur kujul (BNF) jargnevalt, kus t on tiiiibid,

v on véirtused ja c on arvutused:

t ::=nat | bool | tet | t =¢/t (e € E)
v ::=TT | FF | ZZ | SSv | (v, v ) | FSTv | SND v

| VAR n | LAM t c (n eN)
c ::= VAL v | FAIL t | TRY ¢ WITH c

| IF v THEN c ELSE c | v $ v | PREC v c c | LET c IN c

Agdas vastastikku defineeritud viirtus- ja arvutustiiiibid on toodud joonisel |1l Lubatud
védrtustiiiibid VType on naturaalarvud, tdevéirtused, teiste vidrtustiiiipide korrutised ja
funktsiooniruumid. Arvutustiitipideks on efektiga E annoteeritud viirtustiitibid. Efektide
tiitip E on defineeritud alapeatiikis [2.2.1]

Vastastikku defineeritud védrtus- ja arvutustermid on toodud joonisel 2] Termide konst-
ruktorite nimetamisel on kasutatud suurtdhti véltimaks voimalikke nimekonflikte Agda

standardfunktsioonidega. Jiargnevalt on selgitatud viddrtustermi vTerm konstruktorite ti-
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mutual
data VType : Set where
nat : VType
bool : VType
o_ : VIype » VType » VType
=_ : VIype -» CType » VType

data CType : Set where
_/_ : E > VType » CType

Joonis 1: Niitekeele tiitibid.

hendust.

TT ja FF koostavad vastavalt tdevéirtused tdene ja vadr.
m ZZ koostab naturaalarvu 0 ja konstruktor SS oma argumendist jirgneva naturaalarvu.
= (_,_) koostab oma argumentide paari.

m FST ja SND koostavad vastavalt argumendina antud paari esimese ja teise projekt-

siooni.

» VAR koostab de Bruijni indeksiga miiratud muutuja. Iga selline indeks on naturaal-
arv, mis nditab seestpoolt mitmendale sidumisele antud muutuja viitab. Antud t60s

loendatakse sidumisi alates nullist.

= LAM on funktsiooniabstraktsiooni konstruktor, seejuures on funktsiooni parameet-
ri védrtustiiiip eksplitsiitselt annoteeritud. Funktsiooni kehaks on arvutusterm iile
tdiendava muutujaga laiendatud skoobi. St lambda seob funktsiooni kehas funkt-

siooni parameetrile vastava muutuja.

Jargnevalt on selgitatud arvutustermi cTerm konstruktorite (jn [2) tihendust ja vastavas

arvutuses kitketud efekti.

m VAL tdhistab Onnestunud arvutust, seejuures arvutuse tulemuseks on viirtustermiga

antud konstruktori argument.

m FAIL tdhistab arvutuse, mille védrtustiilip on eksplitsiitselt annoteeritud, ebadnnes-

tumist.

s TRY_WITH_ on erandikisitlejaga arvutus: kogu arvutuse tulemuseks on esimese
argumendina antud termi arvutus, kui see onnestub, vastasel korral aga teise argu-

mendina antud termi arvutus.
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mutual
data vTerm : Set where
TT FF : vTerm
ZZ : vTerm
SS : vTerm » vTerm
(_,_) : vTerm » vTerm » vTerm
FST SND : vTerm » vTerm
VAR : N > vTerm
LAM : VType » cTerm » vTerm

data cTerm : Set where
VAL : vTerm -» cTerm
FAIL : VType -» cTerm
TRY_WITH_ : cTerm -» cTerm - cTerm
IF_THEN_ELSE_ : vTerm » cTerm » cTerm »> cTerm
_$_ : vTerm » vTerm » cTerm
PREC : vTerm » cTerm » cTerm » cTerm
LET_IN_ : cTerm » cTerm -» cTerm

Joonis 2: Eranditega keele véirtus- ja arvutustermid.

m TF_THEN_ELSE_ on valikuline arvutus: vastavalt vaartustermi toevaartusele on tule-

museks kas esimese (tdene haru) voi teise (véddr haru) arvutustermiga antud arvutus.

» _$_ onesimese vidrtustermiga antud funktsiooni rakendamine teise vidrtustermiga

antud vairtusele, kusjuures rakendamise efektiks on funktsiooni kehas peituv efekt.

» PREC on primitiivne rekursioon, mille korduste arv on méairatud vairtustermiga.
Esimene arvutusterm vastab rekursiooni baasile ja teine sammule, kusjuures sam-
muks on akumulaatori ja sammuloenduri parameetritega funktsioon. Kogu arvutuse

efekt vastab koigi osaarvutuste jirjestikku sooritamisele.

m LET_IN_ lisab esimese arvutustermiga antud viirtuse teise arvutustermi kontekstis

esimeseks muutujaks. Arvutuse efekt vastab osaarvutuste jarjestikku sooritamisele.

Joonisel [3] on toodud kahe naturaalarvu liitmise funktsioon viértustermina ADD ning na-
turaalarvude 3 ja 4 liitmine arvutustermina ADD-3-and-4. Lisaks on toodud ndide arvu-
tustermist BAD-ONE, mida annab konstrueerida, kuid mis ei oma sisu: naturaalarvu null
ei saa rakendada toeviirtusele tdene. Sellised halvasti tiiiibitud termid tuvastatakse tiiii-
bituletusega (alaptk [2.3). Harjumuspérasemas siintaksis, kus de Bruijni indeksite asemel

kasutatakse muutujate nimesid, saab need termid esitada jargnevalt:

ADD := \z'.val ()\yN.prec y (val z) ((acc,1).val (succ acc)))
ADD-3-and-4 :=let f = ADD 3in f 4
BAD-ONE := 0 true
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ADD : vTerm
ADD = LAM nat
(VAL (LAM nat
(PREC (VAR 0)
(VAL (VAR 1))
(VAL (SS (VAR 0))))))

ADD-3-and-4 : cTerm
ADD-3-and-4 = LET ADD § (SS (SS (SS Z7)))
IN VAR 0 $ (SS (SS (SS (SS Z27))))

BAD-ONE : cTerm
BAD-ONE = ZZ $ TT

CMPLX : cTerm
CMPLX = LET TRY
IF VAR 0
THEN VAL (VAR 0)
ELSE FAIL nat
WITH VAL ZZ
IN VAL (VAR 1)

SMPL : cTerm
SMPL = VAL (VAR 0)

CLC2-n-PAIR : cTerm
CLC2-n-PAIR = LET (VAR 0) § ZZ
IN LET (VAR 1) $ ZZ
IN VAL ( VAR ® , VAR 1 )

CLC1-n-PAIR : cTerm
CLC1-n-PAIR LET (VAR 0®) §$ ZZ
IN VAL ( VAR O , VAR ® )

Joonis 3: Niidisavaldised eranditega keeles.
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Arvutusterm CMPLX (jn[3)) eeldab, et kontekstis on viahemalt iiks tdevddrtustiitipi muutuja.
Vastavalt selle muutuja vadrtusele arvutatakse tingimuslause itiks harudest: tdese korral ta-
gastatakse selle muutuja vaartus, viira korral aga naturaalarvu tiilipi arvutus ebadnnestub.
Antud t60s loetakse tdevairtused naturaalarvude alamtiiiibiks ja seega on selline tingimus-
lause histi tiilibitud. Edasi lisatakse sellele tingimuslause arvutusel erandikésitleja, mis
tagastab vairtuse null. Kogu erandikisitlejaga arvutus on seotud arvutusse, mis tagastab

konteksti teise muutuja, milleks on esialgse konteksti esimene muutuja.

Arvutusterm SMPL (jn [3) tagastab lihtsalt kontekstis oleva esimese muutuja. Alapeatii-
kis @] ndidatakse, et termid CMPLX ja SMPL on semantiliselt ekvivalentsed kontekstis,
kus on ainult tdeviirtustiitipi muutuja. Samaviirsust on parem maérgata, kui esitada need

termid harjumuspérases siintaksis:

CMPLX := lety= try ifx
then val x
else fail"
with val 0
inval x
SMPL := valx

Arvutustermid CLC2-n-PAIR ja CLC1-n-PAIR (jn[3) eeldavad, et kontekstis on vihemalt
tiks funktsioon, mis votab naturaalarvu ja tagastab naturaalarvu. Seejuures pole oluline, kas
see funktsioon dnnestub voi mitte. Arvutusterm CLC2-n-PAIR rakendab kontekstis olevat
funktsiooni 2 korda argumendile null. Saadud tulemustest koostatakse paar. Arvutusterm
CLC1-n-PAIR rakendab seda funktsiooni 1 korra argumendile null ning koostab paari,
kus molemaks komponendiks on rakendamise tulemus. Harjumuspirases siintaksis saab

need termid esitada jargnevalt:

CLC2-n-PAIR :=letx = fOinlety = f Oin val (x,y)
CLC1-n-PAIR :=letx = f Oin val (z,z)

Nende arvutustermide samavédrsust ndidatakse alapeatiikis [2.5]

2.2 Erandite gradeering

Selles alapeatiikis defineeritakse erandite efekti hinnangud, operatsioonid hinnangutel ja
hinnangute omavaheline jirjestus. Sellega voimaldatakse efektihinnangutega varustatud
arvutustiiiibid ja nende alamtiiiipimiine. Uhtlasi niidatakse, et selline hindamine rahul-

dab eeljirjestatud monoidi ja gradeeritud monaadi omadusi, millele tuginevad semantika
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(alaptk [2.4) ja optimisatsioonid (alaptk [2.5).
2.2.1 Erandite efektid

Erandite efektide tiiiip Exc on toodud joonisel @} konstruktor err vastab arvutuse eba-
onnestumisele, konstruktor ok arvutuse dnnestumisele ja konstruktor errok arvutusele,

mille kohta pole teada, kas see dnnestub voi mitte.

Efektide korrutamise tehe _-_ (jn 4] vastab kahe arvutuse jirjestikusele sooritamisele.
Kui esimene osaarvutus onnestub, siis kogu arvutuse efekt on méaaratud teise osaarvutuse
efektiga. Kui iiks osaarvutustest ebadnnestub, siis ebadnnestub kogu arvutus. Ulejésinud
juhtudel puudub teadmine arvutuse dnnestumisest voi ebadnnestumisest. Efektide korru-

tamist kasutatakse LET_IN_ arvutuse tiiiipimisel (alaptk [2.T)).

Erandikisitleja voib parandada kogu arvutuse efekti hinnangut. Pohiarvutuse ja erandi-
kisitleja efektide kombineerimise tehe _<_ on defineeritud joonisel 4l Kui pohiarvutus
ebadnnestub, siis on kogu arvutuse efekt madratud erandikésitleja efektiga. PGhiarvutuse
onnestumisel on kogu arvutus onnestunud ja erandikdsitlejat ei arvutata. Kui pohiarvu-
tuse onnestumine pole teada, aga erandikisitleja kindlasti Onnestub, siis dnnestub ka kogu
arvutus. Ulejiiinud juhtudel pole teada, kas kogu arvutus tervikuna dnnestub voi mitte. Nii-
sugune efekti hinnangu parandus leiab aset TRY_WITH_ arvutuse tiiiipimisel (alaptk [2.1).

Hinnangute hulga Exc konstruktorid moodustavad jiargneva vore:

errok

/N
err ok

Hinnangute osaline jérjestusseos _E_ on toodud joonisel[5} See seos on definitsiooni jargi
refleksiivne E-refl. Transitiivsus E-trans on tdestatav argumentide kuju juhtude 14bi-
vaatuse abil. Transitiivsuse seost oleks voimalik kodeerida jirjestusseose konstruktorina,
kuid see pole otstarbekas, kuna hilisemates toestuses tekivad sellest tdiendavad juhud,

mida peab analiiiisima.

Loomuliku tehete viisil saab defineerida kahe erandihinnangu iilemise ja alumise raja ning
ndidata nende siimmeetrilisust. Lihtsuse huvides on toodud ainult vastavad tiiiibisignatuu-
rid, aga mitte definitsioonid (jn [5). Kuna kahel hinnangul ei pruugi alumist raja leiduda,

siis on _M_ tulemus mihitud Maybe andmetiiiipi.
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data Exc : Set where
err : Exc
ok : Exc
errok : Exc

_-_ : Exc » Exc » Exc
ok - e =c¢e

err - e = err

errok - err = err
errok - ok = errok
errok - errok = errok

_<O_ : Exc » Exc - Exc
err & e’ = e’

ok & _ = ok

errok & ok = ok
errok & _ = errok

Joonis 4: Erandite efektid ja operatsioonid nendel.

data _C_ : Exc » Exc » Set where
C-refl : {e : Exc} > e E e
errCerrok : err C errok

okCerrok : ok C errok

In
M
N
m
In
M

-trans : {e e’ e : Exc} » e E e’ 5> e
-trans C-refl q = g
-trans errCerrok C-refl = errCerrok

-trans okCerrok C-refl = okEerrok

_L_ : Exc » Exc » Exc

--proof omitted

_M_ : Exc » Exc -» Maybe Exc
--proof omitted

L-sym : (e e’ : Exc) » e U €’
--proof omitted

M-sym : (e e’ : Exc) > e nn e’
--proof omitted

1l
(]
C
™

11
M
.|
™

lub : (e e’ : Exc) » e C (e U e’)

--proof omitted

glb : (e e’ : Exc) {e’’ : Exc} » enMnme’” = juste’” »e’’ C e
--proof omitted

Joonis 5: Erandite efektide jarjestus.
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2.2.2 Eeljirjestatud monoid

Hulka E, millel on defineeritud korrutamine _-_ ja lihikelement i, st i on iihik korruta-
mise suhtes nii vasakult 1u kui ka paremalt ru, ning korrutamine on assotsiatiivne ass,
nimetatakse monoidiks. Kui sellel hulgal on médratud kahekohaline seos _E_, mis on
refleksiivne E-refl ja transitiivne E-trans, ning kehtib korrutamise monotoonsus mon,
siis on tegemist eeljdrjestatud monoidiga. Joonisel [6] on toodud eeljdrjestatud monoidi

kirje tliip Agdas.

— —

Saab néidata, et erandite efekti hinnangud Exc, korrutamine _ - _, mille tihikuks on konst-
ruktor ok, ja osaline jirjestusseos _E_ moodustavad eeljirjestatud monoidi. Vasakiihiku
toestus tuleneb vahetult korrutamise definitsioonist. Paremiihiku tdestamisel tuleb teostada
varjatud argumendi konstruktori kuju juhtude ldbivaatus ja seejérel 1dhtuda korrutamise
definitsioonist. Assotsiatiivsus tOestatakse sarnaselt kasutades juhtude ldbivaatust ja kor-
rutamise definitsiooni. Monotoonsuse tdestuses vaadatakse labi nii voimalikke efekte kui
ka jdrjestusseost nende vahel. K&ik mainitud tdestused on toodud t66 kdigus valminud

lahtekoodis.

2.2.3 Gradeeritud monaad

Monaad on jiargnev kolmik: tiiiibikonstruktor T, iihik 1 (Haskelli “return”) ja nn Kleisli

laiendamise operatsioon ehk sidumine bind]]

T : Set -» Set
n:{X:Set} »X->TX
bind : {XY : Set} o X->-TY)>(TX->TY)

Seejuures peavad olema tdidetud kolm monaadi seadust: vasakiihiku seadus mlawl, pa-

remiihiku seadus mlaw2 ja assotsiatiivsus mlaw3.

mlawl : {XY : Set} » (£ : X>TY) > (x:X)>bind f (5 x)

mlaw2 : {X : Set} » (c : TX) » c = bind 5 c

mlaw3 : {XY Z : Set} ~ £ : X>TY)>((@:Y>T2Z) > (:TX) -
bind g (bind f ¢) = bind (bind g o f) ¢

I}
}—h
»

Joonisel [/|on toodud eeljirjestatud monoidiga OM gradeeritud monaadi kirje tiiip Agdas.
Efektiga E parametriseeritud tiiiibikonstruktor T koos tihikuga 7 ja sidumistehtega bind
moodustab gradeeritud monaadi. Neelduvusega sub saab kahe efekti jarjestatuse tdestuse-

! Antud t60s on bind-i argumentide jdrjekord vahetatud vorreldes Haskelliga.
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record OrderedMonoid : Set where

field

E : Set

_ : E->E->E

i: E

lu {e :E} i e =e

ru {e :E}»e=c¢e i

ass {e e’ e’ 1 E} » (e e’) e’’’ = e (e’ e’’)

:E} »eE e’ e’ Ce’ 5e e’ Ee’ . e

Joonis 6: Eeljirjestatud monoidi andmetiiiip.

le tuginedes luua mingist monaadilisest védrtusest vastavalt suurema efektiga monaadilise
védrtuse. Neelduvus sub peab olema refleksiivne sub-refl, transitiivne sub-trans ja
sidumise suhtes monotoonne sub-mon. Samuti peavad olema tididetud gradeeritud versioo-
nid monaadi seadustest mlawl, mlaw2 jamlaw3. Viimaste juures on kasutatud neelduvuse
erijuhtu sub-eq efektide vordsuse korral padsemaks mooda Agda tiitibisiisteemist: vord-

sust ei saa toestada eri tiiilipi elementidele.

Eranditega arvutuste jaoks saab defineerida gradeeritud monaadi, mis on gradeeritud eran-
diefekti hinnangutega. Joonisel [§ on toodud olulisemad definitsioonid. Tiitibikonstruktor
T on defineeritud erandi hinnangu argumendi kuju jirgi: veale err vastab iiheelemendile
tiilip T, onnestumisele ok parameetriga antud tiilip X ja hinnangule errok vastab tiilip
Maybe X. Uhikuks 7 on identsusfunktsioon. Sidumise bind definitsioonil on analiiiisitud
kummagi efekti kuju ning vajadusel ka monaadilise vaartuse kuju. Neelduvus sub annab
efektide refleksiivsuse E-refl korral etteantud monaadilise véértuse c. Kui jarjestuse
toestuse esimeseks efektis on err, siis vastavalt tiitibikonstruktori definitsioonile saab ar-
gument olla hulga T ainus element tt, millele pannakse vastavusse nothing. Kui aga

efektiks on errok, siis vastav vaartus x mihitakse Maybe X hulka.

2.3 Tiiiibi- ja efektituletus

2.3.1 Alamtiiiibid

Viirtus- ja arvutustiiipide osaline jdrjestus on vastastikku defineeritud (jn [9). Konst-

ruktoriga st-bn loetakse tdevidrtused naturaalarvude alamtiitibiks. Kehtib viértustiiti-
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subeq : {E : Set} » {T : E » Set > Set} » {e e’ : E} » {X : Set} »
e=¢e  >TeX->Te X
subeq refl p = p

record GradedMonad : Set where
field
OM : OrderedMonoid
open OrderedMonoid OM
field

T : E > Set » Set
n:{X:Set}->X->TiX
bind : {ee’” : E} {XY : Set} » X>Te’Y)>(TeX>T<C (- -e’)Y)

sub : {ee’ : E} {X :Set} reC e’ >TeX>Te X
sub-mon : {e e’ e’ e’’’ : E} {XY : Set} »
(p:eCEe’’)»>(q:e Ee’’) >
f:X>Te’Y)>((:TeX >
sub (mon p q) (bind £ ¢) = bind (sub q o £) (sub p c)

e’ > TeX->Te” X

sub-eq : {e e’ : E} {X : Set} » e
sub-eq = subeq {E} {T}

field
sub-refl : {e : E} {X : Set} > (c : Te X) » sub E-refl c = c
sub-trans : {e e’ e’ : E} {X : Set} -

(p:eCe’)>(gq:e7Ce’)>(c:TeX -
sub q (sub p ¢) = sub (E-trans p q) C

mlawl : {e : E} > {X Y : Set} » (£ : X>TeV¥Y)> &:X >
sub-eq lu (bind £ (n x)) = f x

mlaw2 : {e : E} » {X : Set} » (c : Te X) »
sub-eq ru ¢ = bind 7 c

mlaw3 : {e e’ e’ : E} > {XY Z : Set} »
(f:X>Te'Y¥)»>»(@:Y>Te’”2Z)>((c:TeX »
sub-eq ass (bind g (bind f ¢)) = bind (bind g o f) c

Joonis 7: Gradeeritud monaadi andmetiitip.
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T : Exc » Set » Set
Terr X =T

T ok X=X

T errok X = Maybe X

n :{X : Set} »X->TokX
n X=X

bind : {e e’ : Exc} {X Y : Set} »
X->Te’Y)>TeX->T < (e-e)Y

bind {err} f c = tt

bind {ok} f c = f ¢

bind {errok} {err} f c = tt

bind {errok} {ok} f (just x) = just (f x)

bind {errok} {ok} f nothing = nothing

bind {errok} {errok} f (just x) = f x

bind {errok} {errok} f nothing = nothing

sub : {e e’ : Exc} {X : Set} »eCE e »TeX->Te”X
sub C-refl c = ¢

sub errEerrok tt = nothing

sub okCerrok x = just x

Joonis 8: Osa erandite gradeeritud monaadi definitsioonist.

pide refleksiivsus st-refl. Kahe viairtustiiiibi korrutis on teise sarnase korrutise alam-
tiilip st-prod, kui vastavad tegurid on alamtiiiibid. Funktsiooniruumid on alamtiiiibid
st-func, kui tagastustiilibid on alamtiilibid, ja parameetri tiiiibid on iilemtiiiibid. Arvu-
tustiilip on teise arvutustiiiibi alamtiilip st-comp, kui nende efektid ja viirtustiiiibid on

jarjestatud.

Viirtus- ja arvutustiiiipide alamtiitipimise transitiivsus on tdestatud vastastikku joonisel [9]
Kui kahe vaartustiiiipide alamtiitipimise véite toestusest liks on alamtiitipimise refleksiiv-
suse aksioomi st-refl kujul, siis transitiivsuse tdestuseks on teine etteantud toestus. Kui
iiks etteantud tdestustest on koostatud reeglist st-prod, siis ka teine tdestus peab olema
paratamatult samal kujul. Sellisel juhul on transitiivsuse tdestus saadav reegli st-prod
rakendamisega rekursiivelt midratud tegurite transitiivsuste st-trans toestustele. Kui
iiks etteantud tdestustest on koostatud reeglist st-func, siis on seda paratamatult ka teine
toestus. Sellisel juhul toestatakse transitiivsus reegli st -func rakendamisega rekursiivselt
viljakutsutud argumentide transitiivsuse st-trans ja kehade arvutustiilipide transitiiv-
suse sct-trans tdestustele. Tdhelepanu tuleb seejuures podrata funktsiooni parameetri
alamtiilipimise transitiivsusele, kuna parameetri tiiiip on funktsioonitiiiibis kontravariant-

ne.

Arvutustiitipide alamtiitipimise transitiivsuse sct-trans (jn[9)) argumendid saavad olla ai-

nult reegli st-comp kujul. Transitiivsuse tdestus saadakse reegli st-comp rakendamisega
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mutual
data _<V_ : VType » VType - Set where
st-bn : bool <V nat
st-refl : {o : VIype} » 0 <V o
st-prod : {oc o’ 7 7’ : VIype} >
c Vo »7<V7T 507 <Vg’ er
st-func : {o o’ : VIype} {r 7’ : CType} -
0’ <Vo->7=<C7’" >50=>7=<Veo =71’

data _<C_ : CType » CType > Set where
st-comp : {e e’ : E} {0 ¢’ : VIype} -
eCe »0=<Vog’ »e/oc=<Ce’” /o

mutual

st-trans : {o ¢’ ¢’’ : VIype} » 0 sV g’ » 0’ =sVg'’ » 0 =Vo

st-trans st-refl q = q

st-trans p st-refl = p

st-trans (st-prod p p’) (st-prod q q’) = st-prod (st-trans p q)
(st-trans p’ q’)

st-trans (st-func p p’) (st-func q q’) = st-func (st-trans q p)
(sct-trans p’ q’)

sct-trans : {o ¢’ ¢’ : CType} » 0 <C o’ » ¢’ <=Co’’ » o <Co”’

sct-trans (st-comp p q) (st-comp p’ q’) = st-comp (E-trans p p’)
(st-trans q q’)

Joonis 9: Viirtus- ja arvutustiilipide alamtiiiipimine.
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efektide jarjestuse transitiivsuse E-trans ja viirtustiiipide alamtiilipimise transitiivsuse

st-trans tOestustele.

2.3.2 Rafineeritud keel

Joonisel[I0]on toodud vastastikku defineeritud rafineeritud véirtus- ja arvutustermid. Vor-

reldes alaptk [2.I}s toodud toorete termidega, on rafineeritud termid parametriseeritud

kontekstiga I' ning indekseeritud vastavalt viirtus- vOi arvutustiilibiga ehk nad “teavad”

oma konteksti ja tiilipi. Kontekst Ctx on defineeritud kui viirtusttiitipide list, mille ele-

mentide jirjekord vastab vabade muutujate sissetoomise jarjekorrale.

Konstruktorid TT ja FF koostavad toevédrtustiilipi termid tdevéértuste tdsi ja viir

jaoks.

Konstruktor ZZ koostab naturaalarvu tiiiipi termi arvu O tdhistamiseks. Konstruktor
SS koostab termi antud naturaalarvu tiilipi termi jargarvu tdhistamiseks, mis on

samuti naturaalarvu tiitipi.

(_,_) koostab kahest antud véirtustermist paari, mille tiilip on termide tiiiipide

korrutis.

FST ja SND projekteerivad korrutise tiilipi termist vastavalt esimese vOi teise korru-

tatava tutiipi termi.

VAR konstrueerib vaba muutuja; ta votab tdestuse, et mingi tiitip on konteksti element,

ning annab véaartustermi, mille tiilip on kdnealuse elemendiga méadratud tiitip.

LAM votab vadrtustiitibi ja arvutustermi, mille konteksti on parameetriga antud kon-
tekstiga vorreldes vaidrtustiilibiga laiendatud, ning annab funktsioonile vastava viir-

tustermi.

VCAST suurendab etteantud védrtustermi tiilipi vastavalt etteantud alamtiitipimis-
toestusele. See voimaldab eri tiilipi vadrtustermide tiilipe iihtlustada, mis on vajalik

rafineeritud arvutustermide koostamisel.

Rafineeritud arvutustermid (jn[T0) mazravad tapselt osaarvutuste efektide kombineerimise.

VAL koostab antud vaartustermist Onnestunud arvutuse.

FAIL koostab etteantud véartustiilipi ebadnnestunud arvutuse.
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Ctx = List VType

mutual

data VTerm (I' : Ctx) : VType -» Set where
TT FF : VTerm I' bool
ZZ : VTerm I' nat
SS : VTerm I' nat » VTerm I' nat
(_,_) + {o o’ : VType} -

Vierm I' ¢ » VTerm I"' ¢’ » VTerm I' (o e o’)
FST : {0 ¢’ : VIype} > VTerm I' (0 ® ¢’) » Vlerm I' ¢
SND : {0 o’ : VIype} » VTerm I' (o ® ¢’) » Vlerm I' ¢’
VAR : {0 : VIype} » 0 € I' > VTerm I' ¢
LAM : (o : VIype) {7 : CType} -
CTerm (o :: I) 7 » Vlerm I (¢ = 7)

VCAST : {0 ¢’ : VIype} » Vlerm I' 0 » 0 =V ¢’ » VIerm I' ¢’

data CTerm (I' : Ctx) : CType -» Set where
VAL : {0 : VIype} » VTerm I' ¢ » CTerm I' (ok / o)
FAIL : (o : VType) -» CTerm I' (err / o)
TRY_WITH_ : {e e’ : E} {0 : VIype} » CTerm I' (e / o) ~»
CTerm I' (e’ / o) » CTerm I' (e & e’ / o)
IF_THEN_ELSE_ : {e e’ : E} {0 : VType} » VTerm I' bool -
CTerm I' (e / o) » CTerm I' (e’ / o) » CTerm I' (e U e’ / o)
_$_ : {o : VType} {7 : CType} »
Vierm I' (¢ = 7) > Vlerm I' ¢ » CTerm I' 7
PREC : {e e’ : E} {0 : VIype} » VTerm I' nat -
CTerm I' (e / o) » CTerm (o :: nat :: I') (e’ / o) »
e -e’Ee->»>C(CTerm I (e / o)
LET_IN_ : {e e’ : E} {o ¢’ : VIype} » CTerm I"' (e / o) »
CTerm (o :: T) (e’ / ¢’) » CTerm I' (e - e’ / o)
CCAST : {e e’ : E} {o o’ : VIype} » CTerm I' (e / o) »
e/ o=<Ce /o’ »>CTerm I (e’ / o)

Joonis 10: Eranditega keele rafineeritud termid.
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TRY_WITH_ parandab pohiarvutustermi efekti erandikésitleja arvutustermi efektiga.

Kitsendusena peavad arvutustermid omama sama vairtustiitipi.

IF_THEN_ELSE_ eeldab tOevairtustiilipi tingimust. Kogu arvutustermi efekt on méa-

ratud harude, mille vadrtustiiiibid peavad iihtima, efektide lilemise rajaga.

_$_ rakendab esimese viirtustermiga antud funktsiooni teise vairtustermiga antud
argumendile, seejuures peavad funktsiooni parameetri ja argumendi véértustiitibid
tihtima. Saadud arvutuse efekt ja vadrtustiilip on méaaratud funktsiooni keha arvu-

tustiitibiga.

PREC eeldab sammude arvuna naturaalarvude tiilipi vddrtustermi. Baasarvutuse vaar-
tustiiiip on lisatud koos naturaalarvu tiilipi sammuloenduriga sammu arvutustermi
konteksti. Tdiendava kitsendusena on ndutud, et baasi efekt oleks sammu efektiga

korrutamise eelpiisipunkt.

LET_IN_ lisab esimese arvutustermi vairtustiiiibi teise arvutustermi konteksti. Ko-
gu arvutuse efektiks on kahe arvutustermi efektide korrutis ning viirtustiiiip on

maiiratud teise arvutustermi tiiiibiga.

CCAST suurendab etteantud arvutustermi tiiiipi vastavalt alamtiiiipimistdestusele.

2.3.3 Termide tiiiibituletus

Etteantud kontekstis saab vidrtustermile tuletada vastava vadrtustiitibi (jn [IT). Kuna term

voib olla tiitipimatu, siis on infer-vtype tulemus méhitud Maybe andmetiiiipi. Vaartus-

tiitibi tuletamisel lahtutakse vaartustermi kujust.

TT ja FF annavad kindlasti tdevaértustiitibi.

ZZ on kindlasti naturaalarvu tiilipi. SS t korral tuleb tdiendavalt kontrollida, kas
term t on samas kontekstis naturaalarvu tiiiipi. Vastasel korral on term halvasti

koostatud ja seda ei saa tiiiipida.

Paari ( t , t’ ) tiilip on mdiratud, kui termide t ja t’ tiilibid on samas kontekstis
miratud. Paari tiilibiks on nende termide tiiiipide korrutis. Ulejéiinud juhtudel pole

paari tlitip méératud.

FST tja SND t on mddratud, kui term t on paar, st antud kontekstis on ta korrutise

tiilipi. Projektsiooni tiilibiks on vastavalt esimene voi teine tegur.

VAR x korral tuleb kontrollida, et naturaalarv x on vdiksem kui konteksti ' pikkus.

Selleks on kasutatud lahendajat _<?_. Naturaalarvude voOrratuse tOestusest p on
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koostatud konteksti pikkusega piiratud naturaalarv fromN< p, mida kasutatakse

muutujale vastava tiiiibi otsimiseks kontekstist 1kp I'.

LAM o t puhul tuleb kontrollida, et arvutustermiga t antud funktsiooni keha on
histi tiiiibitud kontekstis, mida on laiendatud parameetri vaartustiilibi o vorra. Ar-

vutustermi tiilibituletus infer-ctype on toodud allpool.

Joonisel [I2] on toodud etteantud kontekstis arvutustermile tiitibi tuletamine. Nagu védr-

tustermide tiiiibituletuse puhul, on ka arvutustermide tiiiibituletus infer-ctype tulemus

mihitud Maybe andmetiiiipi. Arvutustiiiibi tuletamisel ldhtutakse arvutustiitibi kujust.

VAL x on tiitibitud, kui vaartustermi x tiitibituletus onnestub. Arvutuse vaartustiiii-

biks on tuletatud tiilip. Efektihinnang ok tdhistab arvutuse dnnestumist.
FAIL o on alati viirtustiiiibi o ebadnnestumise tiiiipi, mille efektihinnang on err.

TRY t WITH t’ on tiilibitud, kui arvutustermid t ja t’ on histi tiilibitud. Kogu
arvutuse tiitibiks on pohiarvutuse tiitibi 7 parandamine erandikésitleja tiiiibiga 7.
Arvutustiiiipide parandus _<C_ on defineeritud efektide paranduse _<_ ja viir-

tustiilipide lilemise raja _LIV_ abil.

IF x THEN t ELSE t’ eeldab, et vdirtusterm x on toevadrtustiilipi. Kogu arvutuse

tiitip on méadratud harude tiitipide 7 ja 7’ iilemise rajaga 7 LUC 7°.

f $ t korral kontrollitakse, et vddrtustermi f tiilibiks on funktsiooniruum ja vair-
tustermile t tuletatud tiilip on £ parameetri (ehk uusima vaba muutuja) alamtiiiip.

Ulejiznud juhtudel ei ole funktsiooni rakendamine histi tiiiibitud.
PREC x t t’ korral kontrollitakse viit tingimust.

— Viirtusterm x peab olema antud kontekstis naturaalarvu tiiiipi.
— Baasi arvutusterm t peab olema antud kontekstis hésti tiiiibitud.

— Sammu arvutusterm t’ peab olema tiitibitud kontekstis, kuhu on lisatud natu-

raalarvu tiilipi sammuloendur ja arvutustermi t véirtustiilipi o akumulaator.

— Osaarvutustele t ja t’ tuletatud véartustiilibid peavad olema samad. Selleks

kasutatakse lahendajat _=V7_.

— Osaarvutuste t ja t’ efektide korrutis ei tohi olla suurem kui baasi t efekt.

Seda kontrollitakse lahendajaga _E7_.

Kui koik tingimused kehtivad, siis kogu arvutuse tiilip on miiratud baasi efekti ja

vidrtustiiiibiga.
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infer-vtype : Ctx » vTerm » Maybe VType

infer-vtype I' TT = just bool
infer-vtype I' FF = just bool
infer-vtype I' ZZ = just nat

infer-vtype I' (SS t) with infer-vtype I' t
| just nat = just nat

P = nothing
infer-vtype I' ( t , t’ ) with infer-vtype I' t | infer-vtype I' t’
| just o | just ¢’ = just (o e ¢’)
| — | — = nothing

infer-vtype I' (FST t) with infer-vtype I' t
| just (o ® _) = just ¢

P = nothing

infer-vtype I' (SND t) with infer-vtype I' t
| just (_ ® ¢’) = just ¢’

A = nothing

infer-vtype I' (VAR x) with x <? T
| yes p = just (lkp I' (fromN< p))
| no -p = nothing

infer-vtype I' (LAM ¢ t) with infer-ctype (¢ :: I) t
| just 7 = just (¢ = 1)
| — nothing

Joonis 11: Eranditega keele véartustermide tiiiibituletus.

m LET t IN t’ on tiilibitud, kui arvutusterm t on tiilibitud antud kontekstis ja arvu-
tusterm t’ on tiiibitud kontekstis, mida on laiendatud t vaartustiiiibi vOrra. Arvutuse
efektiks on t ja t’ efektide korrutis ning védrtustiilibiks t’ véirtustiitip. Kui liks

termidest t ja t’ ei ole histi tiilibitud, siis ei ole ka kogu term tiiiibitud.

Alapeatiikis [2.1] toodud niidisavaldiste (jn [3]) tiitipimised on esitatud joonisel [13] Tiii-
pimine typing-add viidab, et vdirtusterm ADD on hasti tiilibitud. Vidirtustermi tiitibiks
on naturaalarvu tiilipi parameetriga funktsiooniruum, mis omakorda tagastab kindlas-
ti funktsiooniruumi, mille parameeter on naturaalarv ja tagastab kindlasti naturaalarvu.
Curry’mise tottu voib seega vadrtustermi ADD vaadelda kui funktsiooni, mis vOtab kaks

naturaalarvu ja tagastab naturaalarvu.

Tiitipimine typing-add-3-and-4 (jn[I3) véidab, et arvutusterm ADD-3-and-4 on histi
tiitibitud ning kindlasti tagastab naturaalarvu. Tiilipimine typing-bad-one viidab, et

arvutustermile BAD-ONE ei dnnestunud tiilipi tuletada.

Tiitipimised typing-cmplx ja typing-smpl viidavad, et termid CMPLX ja SMPL on histi
tiitibitud ning tagastavad kindlasti tdevairtuse. Kumbki tiitibituletus teostati kontekstis I'g,

mis koosneb iihest ainsast tdeviirtustiiiipi muutujast.

Tiitipimised typing-clc2-n-pairjatyping-clcl-n-pair vdidavad, et termid on histi
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infer-ctype : Ctx » cTerm » Maybe CType

infer-ctype I' (VAL x) with infer-vtype I' x
| just o = just (ok / o)

P = nothing

infer-ctype I' (FAIL o) = just (err / o)

infer-ctype I' (TRY t WITH t’) with infer-ctype I' t | infer-ctype I' t’
| just 7 | just 77 =7 OC 7’

P | _ = nothing

infer-ctype I' (IF x THEN t ELSE t’)
with infer-vtype I' x | infer-ctype I' t | infer-ctype I' t’
| just bool | just 7 | just 77 =7 UC 7’

R | _ | _ = nothing

infer-ctype I' (£ § t) with infer-vtype I' £ | infer-vtype I' t
| just (¢ = 7) | just ¢’ with ¢’ <V? ¢

| yes _ = just 7
e | no _ = nothing
infer-ctype I' (£ $ t) | _ = nothing

I | _
infer-ctype I' (PREC x t t’)
with infer-vtype I' x
| just nat with infer-ctype I' t
| nothing = nothing
| just (e / o) with infer-ctype (¢ :: nat :: I') t’
| nothing = nothing
| just (¢’ / 0’) withe - e” E? e | 0 =V? 0o
| yes _ | yes _ just (e / o)
= nothing

| — | _
infer-ctype I' (PREC x t t’) | _ = nothing
infer-ctype I' (LET t IN t’) with infer-ctype I' t
| nothing = nothing
| just (e / o) with infer-ctype (¢ :: ') t’
| nothing = nothing
| just (¢’ / 0’) = just (e - e’ / o’)

Joonis 12: Eranditega keele arvutustermide tiiiibituletus.
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tiitibitud ning tagastavad naturaalarvude paari. Kumbki tiiiibituletus teostati kontekstis I';,
mis koosneb iihest ainsast funktsioonist, mis votab ja tagastab naturaalarvu ning mille

onnestumine pole staatiliselt teada.

Ko6ik mainitud tiilipimise tdestused tulenevad vahetult védrtus- ja arvutustermide tiitibitu-

letuste infer-vtype ja infer-ctype definitsioonidest.

2.3.4 Termide rafineerimine

Kui toorele termile dnnestub mingis kontekstis tuletada tiilip, siis saab sellest termist
konstrueerida rafineeritud versiooni, mis “teab” oma konteksti ja tiilipi. Joonisel [14] on
defineeritud funktsioon, mis toore termi jaoks tagastab vastava rafineeritud termi tiiiibi voi

tiitibi T, kui term on tiilipimatu.

Viirtustermide rafineerimine etteantud kontekstis (jn[I5]) matkib vdartustermide tiitibitu-

letust (alaptk[2.3.3]).

TT ja FF korral konstrueeritakse vastav rafineeritud vairtusterm.

» ZZ puhul konstrueeritakse nullile vastav rafineeritud védértusterm ZZ. SS t korral
kontrollitakse, et vadrtusterm t on hésti tiilibitud ja on naturaalarvu tiilipi. Rafineeri-
tud jirgarv SS koostatakse termi t rafineeringust u. Kui viirtustermi t tiilibituletus
ei Onnestu voi tuletatud tiilip ei ole naturaalarvude tiilip, siis rafineeringu tulemuseks

on tiiibi T ainus element tt.

= ( t , t’ )korral kontrollitakse, et mdlemad véirtustermid t ja t’ on kontekstis

histi tiilibitud ja rafineeritud paar koostatakse rafineeritud termidest ujau’.

m FST t puhul peab viéirtustermile t tuletatud tiilip olema korrutistiiiip. Rafineeritud

projektsiooni saab koostada t rafineeringust u. SND t juhtum on analoogne.

m VAR x korral koostatakse tOestusest p, mis nditab, et naturaalarv x on viiksem
kui konteksti I' pikkus, rafineeritud muutuja tdestusega, et x-ile méératud kohal

kontekstis ' on VAR x jaoks tuletatud tiiiip.

m LAM o t juhtumis lisatakse parameetri tiilip o konteksti ja kontrollitakse arvu-
tustermi t hasti-tiitibitust. Rafineeritud funktsiooniabstraktsioon koostatakse uues

kontekstis rafineeritud arvutusest u.

Arvutustermide rafineerimine on toodud joonistel [16]ja
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typing-add : i
typing-add = r

typing-add-3-a
typing-add-3-a

typing-bad-one :

typing-bad-one
I'y = [ bool ]

typing-cmplx :
typing-cmplx =

typing-smpl :
typing-smpl =

I'N = [ nat =
typing-clc2-n-
typing-clc2-n-
typing-clcl-n-

typing-clcl-n-

nfer-vtype [] ADD = just (nat = ok / (nat = ok / nat))
efl

nd-4 : infer-ctype [] ADD-3-and-4 = just (ok / nat)
nd-4 = refl

infer-ctype [] BAD-ONE = nothing
= refl

infer-ctype I'y CMPLX = just (ok / bool)
refl

infer-ctype I'y SMPL = just (ok / bool)
refl

errok / nat ]

pair : infer-ctype I'y CLC2-n-PAIR
= just (errok / (nat e nat))
pair = refl

pair : infer-ctype I'y CLC1l-n-PAIR
= just (errok / (nat e nat))
pair = refl

Joonis 13: Eranditega keele niidisavaldiste tiitipimine.

Joonis 14:

refined-vterm : Ctx » vTerm - Set
refined-vterm I' t with infer-vtype I' t
| nothing = T
| just 7 = VTerm I' 7

refined-cterm : Ctx » cTerm - Set
refined-cterm I' t with infer-ctype I' t
| nothing = T
| just 7 = CTerm I' 7

Viirtus- ja arvutustermide rafineerimiste tiitibikonstruktorid.
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refine-vterm : (I' : Ctx) (t : vTerm) -» refined-vterm I' t

refine-vterm I' TT = TT

refine-vterm I' FF = FF

refine-vterm I' ZZ = ZZ

refine-vterm I' (SS t) with infer-vtype I' t | refine-vterm I' t
| just nat | u =SS u

| just bool | _ = tt

| just (L e ) | _ = tt
| just (L= ) | - = tt
| nothing | _ = tt

refine-vterm I' { t , t’ )
with infer-vtype I' t | refine-vterm I' t |

infer-vtype I' t’ | refine-vterm I' t’
| just _ | u | just_ | u =(u, u )
| just _ | _ | nothing | _ = tt
| nothing | _ | _ | _ = tt
refine-vterm I' (FST t) with infer-vtype I' t | refine-vterm I' t
| just nat | _ = tt
| just bool | _ = tt
| just (_ e _) | u=FSTu
| just (L = ) | _ = tt
... | nothing | _ = tt
refine-vterm I' (SND t) with infer-vtype I' t | refine-vterm I' t
| just nat | _ = tt
| just bool | _ = tt
| just (_® ) | u=SNDu
| just (L = ) | _ = tt
| nothing | _ = tt

refine-vterm I' (VAR x) with x <? T
| yes p = VAR (trace I' (fromN< p))
| no - = tt
refine-vterm I' (LAM o t)
with infer-ctype (o :: I') t | refine-cterm (o :: I') t
| just _ | u=LAM o u
| nothing | u = tt

Joonis 15: Eranditega keele vaartustermide rafineerimine.
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VAL t korral kontrollitakse, et viirtusterm t on hésti tiilibitud, ja rafineeritud arvu-

tus koostatakse vastavast rafineeritud vaartustermist u.

FAIL o rafineerimisel naidatakse, et selle arvutustermi tiilibituletus alati dSnnestub.

TRY t WITH t’ korral kontrollitakse, et t ja t’ on histi tiilibitud ja tuletatud vaéar-
tustiitipidel leidub iilemine raja. Rafineeritud arvutuse konstrueerimiseks suurenda-
takse rafineeritud osaarvutuste u jau’ tiilipi iilemise rajani vastavalt alamtiiiipimise

toestusele p.

IF x THEN t ELSE t’ korral peab véirtusterm x olema tdevadrtustiilipi ning ar-
vutustermid t ja t’ peavad olema hésti tiilibitud. Kui harude t ja t’ arvutuste
vadrtustiitipidel leidub iilemine raja, siis rafineeritud tingimuslause tingimus on ra-
fineeritud vadrtusterm x’ ja tingimuslause harudes suurendatakse rafineeritud arvu-
tuste u jau’ tiiiipi vastavalt alamtiiiibi tdestusele p. Ulejiinud juhtudel tagastatakse
tiitibi T element tt.

m f § x korral peab viirtusterm f olema funktsiooniruumi tiilipi ja seejuures peab
argumendile x tuletatud tiilip olema mainitud funktsiooniruumi parameetri tiilibi
alamtiiiip. Rafineeritud funktsiooni £’ rakendamise koostamisel on rafineeritud ar-

gumendi x’ tiilipi suurendatud vastavalt alamtiiiibi tdestusele p.

m PREC x t t’ korral kontrollitakse, et vdirtusterm x on naturaalarvu tiilipi ning
baasile vastav arvutus t on histi tiitibitud. Seejirel, et sammule vastav arvutus
t’ on hésti tiitibitud kontekstis, kuhu on lisatud naturaalarvu tiilipi sammuloendur
ning baasi vairtustiilibile vastav akumulaator. Viimaks kontrollitakse, et baasi ja
sammu efektide korrutamine ei iiletaks baasi efekti ning et baasile ja sammule
vastavad vidrtustiitibid langevad kokku. Rafineeritud primitiivse rekursiooni term
koostatakse vastavatest rafineeritud termidest x’, u, u’ ja efektide korrutamise

eelpiisipunkti tdestusest p.

m LET t IN t’ puhul peab osaarvutus t olema histi tiiibitud antud kontekstis ja
osaarvutus t’ tiitibitud kontekstis, kuhu on lisatud t-le tuletatud tiilip 0. Rafineeritud

arvutuste sidumine koostatakse rafineeritud osaarvutustest ujau’.

2.4 Semantika

Joonisel [I§] on toodud vastastikku defineeritud véirtus- ja arvutustiiiipide ning konteksti

semantiline interpretatsioon metakeeles Agda.
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refine-cterm : (I' : Ctx) (t : cTerm) -» refined-cterm I' t
refine-cterm I' (VAL t) with infer-vtype I' t | refine-vterm I' t
| nothing | u = tt

| just _ | u=VAL u
refine-cterm I' (FAIL ¢) with infer-ctype I' (FAIL o)
| _ = FAIL o

refine-cterm I' (TRY t WITH t’)
with infer-ctype I' t | refine-cterm I' t |

infer-ctype I' t’ | refine-cterm I' t’
| nothing | — | _ | _ = tt
| just _ | _ | nothing | = tt

| just (e / o) | u | just (e’ / o’) | u
with ¢ UV ¢’ | inspect (_UV_ o) o’
| nothing | _ = tt
| just _ | [p]=
TRY CCAST u (UV-subtype p)
WITH CCAST u’ (UV-subtype-sym {o} p)
refine-cterm I' (IF x THEN t ELSE t’)
with infer-vtype I' x | refine-vterm I' x

| nothing | _ = tt

| just nat | _ = tt

| just (L e ) | _ = tt
| just (L = _) | _ = tt
I

just bool | x’
with infer-ctype I' t | refine-cterm I' t
| nothing | u = tt
| just (e /o) | u
with infer-ctype I' t’ | refine-cterm I' t’
| nothing | u’ = tt
| just (e’ / o’) | u
with ¢ UV ¢’ | inspect (_UV_ o) o’
| nothing | _ = tt
| just uo | [ p1 =
IF x’ THEN CCAST u (UV-subtype p)
ELSE CCAST u’ (UV-subtype-sym {o} p)

-- to be continued

Joonis 16: Eranditega keele arvutustermide rafineerimine, I osa.
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-- refine-cterm : (I' : Ctx) (t : cTerm) -» refined-cterm I' t
refine-cterm I' (f § x)
with infer-vtype I' £ | refine-vterm I' f |
infer-vtype I' x | refine-vterm I' x

| nothing | — | _ | _ = tt

| justmat | _ | _ | _ = tt

| just bool | _ | _ | _ = tt

| just (e ) | _ | | _=tt

| just (_ = _) | _ | nothing | _ = tt

| just (¢ = 7) | £ | just ¢’ | x’ with ¢’ <V? ¢

| no _ = tt
- | yes p = £ § VCAST x’ p
refine-cterm I' (PREC x t t’) with infer-vtype I' x | refine-vterm I' x

| nothing | _ = tt

| just bool | _ = tt

| just (L e ) | _=tt
| just (L = ) | _ = tt
I

just nat | x’
with infer-ctype I' t | refine-cterm I' t
| nothing | _ = tt
| just (¢ / o) | u
with infer-ctype (o :: nat :: I') t’ |
refine-cterm (o :: nat :: I') t’

| nothing | _ = tt

| just (¢’ / ¢’) | u’ withe - e E? e | ¢ =V? ¢’
| no _ | _ = tt
| yes _ | no _ = tt

refine-cterm I' (PREC x t t’)
| just nat | x’
| just (e /o) | u
| just (¢’ / .0) | u” | yes p | yes refl = PREC x’ uu’ p
refine-cterm I' (LET t IN t’) with infer-ctype I' t | refine-cterm I' t
| nothing | _ = tt
| just (e / o) | u with infer-ctype (o :: T') t’ |
refine-cterm (o :: I') t’
| nothing | _ = tt
| just (¢’ / ¢’) | u’ = LET u IN u’

Joonis 17: Eranditega keele arvutustermide rafineerimine, II osa.
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= nat interpreteeritakse kui naturaalarvud N ja bool kui tdevéirtused Bool.

= 0 e ¢’ korral tehakse rekursiivsed viljakutsed korrutatavatele ning tulemused

korrutatakse Agdas _x_.

» 0 = 7 interpretatsioon vastab Agda funktsiooniruumile, mille parameetri ja tule-

muse tiilip on interpreteeritud vastavalt viirtustiitibist o ja arvutustiitibist 7.

» Arvutustiilibi e / o interpreteerimiseks rakendatakse gradeeritud monaadi tiilibi-

konstruktorit T efektile e ja vaartustiiiibi o interpretatsioonile.

= Tiihi kontekst vastab iiheelemendilisele tiitibile T. Mittetiihja konteksti pea interp-
reteeritakse ja korrutatakse rekursiivselt interpreteeritud sabaga.

Joonisel [I9)on toodud rafineeritud vdértustermi interpretatsioon antud konteksti interpre-

tatsioonis.

m TT ja FF seatakse vastavusse tOese ja vidraga.
m ZZ vastab nullile. SS t on t interpretatsiooni jargarv.
= ( t , t’ )tolgendatakse kui t ja t’ interpretatsioonide paari.

m FST t ja SND t projekteerivad esimese ja teise komponendi t interpretatsioonist,

mis on paar.

= VAR x projekteerib konteksti interpretatsioonist p tdestusele x vastava (n-0 x-nda)

vaartuse.

m LAM o t interpreteeritakse kui Agda lambda-abstraktsiooni, mille seotud muutuja

x lisatakse arvutustermi t interpreteerimise konteksti.
mutual

{(_)V : VType > Set
nat )V = N

{(_)c : CType » Set
(e/odc=Te{( o)V

()X : Ctx > Set
Coyx=T
X=((o)vx{(I )X

X
(o)
Joonis 18: Viirtus-, arvutustiilipide ja konteksti semantika.
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m VCAST t p puhul interpreteeritakse vddrtusterm t ja konverteeritakse see vastavalt

alamtiilipimise toestusele p.

Rafineeritud arvutustermi semantiline interpretatsioon etteantud konteksti interpretatsioo-

nis on toodud joonisel 20}

m VAL xinterpreteerib viirtustermi x antud kontekstis ja rakendab sellele gradeeritud

monaadi tihikut 7.

= Kuna arvutustiiiibi, mille efekt on err, interpretatsioon erandite gradeeritud mo-

naadis on liheelemendiline tiiiip T, siis FAIL ¢ koostab selle ainsa elemendi tt.

m TRY_WITH_ e e’ t t’ kombineerib osaarvutuste t jat’ interpretatsioonid vasta-
valt arvutuste efektidele. Semantiline erandikésitlus or-else kaitub jirgnevalt. Kui
esimese osaarvutuse efektiks on ebadnnestumine err, siis kogu arvutus on méaératud
erandikdsitlejaga. Kui esimene arvutus onnestub efektiga ok, siis kogu arvutuseks
ongi esimene arvutus. Kui esimese arvutuse onnestumine pole teada, st efektiks on
errok, siis analiilisitakse ka erandikésitleja efekti. Kui erandikésitleja efekt on err,
siis on kogu arvutus méiratud pohiarvutusega. Ulejdinud juhtudel analiiiisitakse
esimese arvutuse tulemuse kuju: kui esimene arvutus ikkagi onnestus (konstruktor
just), siis saab sealt ka kogu arvutuse tulemuse; vastasel korral on kogu arvutuse

tulemuseks erandikdsitleja tulemus.

m TF_THEN_ELSE_ korral interpreteeritakse tingimus ja harud tingimuslauses, kus-

juures kummagi haru efekt neeldub efektide iilemises rajas.

m PREC x t t’ p interpretatsioon vastab primitiivsele rekursioonile, mille sammu-
de arv on on vadrtustermi x interpretatsioon, baas on arvutustermi t interpretat-
sioon ja sammuks on arvutustermi t’ interpretatsioon kontekstis, kuhu on lisatud

sammuloendur ja vahetulemuse akumulaator. Semantiline primitiivne rekursioon

t, U )Vp=[t]vp, [t vy
ST t [V p =proj; ([ t ]V p

proj, ([ t [V p)

[ VAR x [V p = proj x p

[LAM o t [Vp=XAx>][t]C &, p
[ VCAST t p [V p =vcast p ([ t [V p)

[]V : {T : Ctx} {o : VIype} > Vlerm ' 0 » (( ' )X » {{ o )V
[ TT JV p = true

[ FF ]V p = false

[ Zz |V p = zero

[ SSt]Vp=suc ([t]Vp

[

[

[

=
W)
r—r
[—
<
s
1

Joonis 19: Eranditega keele vairtustermide semantika.

36



primrecT on defineeritud induktsiooniga sammude arvul. Nulli korral on tule-
museks baasile vastav arvutus z. Sammu korral rakendatakse sammule vastavat
funktsiooni s sammuloendurile n ja saadud funktsioon seotakse rekursiivse vil-
jakutsega gradeeritud monaadi bind-tehte abil. Tulemuse efekt neeldub efektide

eelplisipunkti tdestuse p tottu baasarvutuse efektis.

» f § xkorral rakendatakse vddrtustermi £ interpretatsiooni vadrtustermi x interpre-

tatsioonile.

m LET_IN_ seob arvutuste interpretatsioonid, kasutades gradeeritud monaadi bind-
tehet.

m CCAST t p puhul interpreteeritakse arvutusterm t ja konverteeritakse see vastavalt

alamtiilipimise toestusele p.

2.5 Optimisatsioonid

Etteantud kontekstist saab jitta vilja selle mingis kohas oleva tiilibi, eeldusel, et sellele
vastavat muutujat pole mingis termis tarvis. Seda nimetatakse konteksti liihendamiseks
dropX (jn 2I)). Vastavalt saab 16dvendada rafineeritud véirtusterme wkV ja arvutusterme
wkC, nihutades vajadusel sobivalt muutujaid. Teades konteksti interpretatsiooni ja vélja-
jéetavat muutujat, saab koostada lithendatud konteksti interpretatsiooni drop. Lemmad
lemma-wkV ja lemma-wkC nditavad, et termi interpretatsioon liihendatud kontekstis on

sama, mis 10dvendatud termi interpretatsioon algses kontekstis.

Etteantud konteksti saab laiendada dubleerides dupX selle mingit elementi (jn[22). Termi
kontraheerimine, funktsioonid ctrV ja ctrC, seisneb selle kontekstis olevate muutujate
koondamises, eeldusel, et koondatavad on vordsed (teisisonu: dubleeritud). Vajadusel
tuleb selleks nihutada muutujaid iihe elemendi vOrra. Konteksti interpretatsioonis saab
dubleerida mingile muutujale vastava véirtuse funktsiooniga dup. Lemmad lemma-ctrV
ja lemma-ctrC niitavad, et termi interpretatsioon dubleeritud kontekstis on sama, mis

kontraheeritud termi interpretatsioon algses kontekstis.

Lihtsuse huvides pole mainitud I6dvendamise ja kontraheerimise definitsioone ja tdestusi

siinkohal toodud.

Mbned erandite monaadi jaoks spetsiifilised, efektide suhtes geneerilised optimisatsioo-
nid on toodud joonisel 23] handler-idemp nditab, et arvutust m ei saa parandada, lisades

sellele erandikisitlejana sama arvutuse. Erandikésitlejate assotsiatiivsus on ndidatud tei-
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or-else : (ee’” : E) {X : Set} »TeX>Te' X->T (e oe)X

or-else err x’ =X

or-else ok _ x _ = x

or-else errok err x _ = X
or-else errok ok (just x) _ = x
or-else errok ok nothing x’ = x
or-else errok errok (just x) x’ = just X

or-else errok errok nothing x’ = x’

primrecT : {e e’ : E} {X : Set} -»
N->-oTeX»>» N>X>Te’X)»>»e-e”"Ee->TeX
primrecT zero z s p = z
primrecT {e} {e’} (suc n) z s p =
sub p (bind {e} {e’} (s n) (primrecT n z s p))

[]JC : {T" : Ctx} {7 : CType} »> CTerm I' 7 » (( ' )X » {( 7 )c
[ VAL x JC p =n ([ x ]V p)
[ FAIL 0 ]C p = tt
[ TRY_WITH_ {e} {e’} t t’ JCp =or-elsee e’ (Jt]Cp C(t"]Cp)
[ IF_THEN_ELSE_ {e} {e’} x t t’ ]C p =

if[x]vop

then (sub (lub e e’) ([ t JC p))

else (sub (lub-sym e’ e) ([ t’ ]C p))
[ PREC x t t” p ]JC p = primrecT ([ x [V p) ([ t JC p)

(AMiacc» [ t”]JC(acc , i, PN p

[£sx]Cp=[£]Vp x]Vp
[ LET_IN_ {e} {e’} t t’ JC p =

bind {e} {e’} (A x> [t [C (x, p)) ([t ]C p
[ CCAST t o |JC p = ccast o ([ t ]JC p)

Joonis 20: Eranditega keele arvutustermide semantika.
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dropX : (I' : Ctx) {o : VIype} (x : 0 € T) » Ctx
-- proof omitted
mutual
wkV : {I" : Ctx} {0 ¢’ : VIype} (x : 0 € I') »
VTerm (dropX I' x) ¢’ » VITerm I' o’
-- proof omitted
wkC : {I" : Ctx} {o : VIype} {7 : CType} (x : c € T') »
CTerm (dropX I' x) 7 » CTerm I' 7
-- proof omitted
drop : {I' : Ctx} » ( T )X » {0 : VIype} > (x : 0 € T) > {{ dropX T x )X
-- proof omitted
mutual
lemma-wkV : {I" : Ctx} (p : (T NX) »
{o : VIype} (x : c € I') -
{o’ : VType} (t : VTerm (dropX I' x) ¢’) ~»
[ wkV x t [V p =[] t ]V (drop p x)
-- proof omitted
lemma-wkC : {[' : Ctx} (p : (T NX) »
{oc : VIype} x : c € I) »
{7 : CType} (t : CTerm (dropX I' x) 7) -
[ wkC x t J[C p =]t ]C (drop p x)
-- proof omitted

Joonis 21: Konteksti lihendamine ja termide 16dvendamine.

dupX : {I' : Ctx} {o : VIype} » 0 € T" » Ctx
-- proof omitted
mutual
ctrV : {I' : Ctx} {0 o’ : VIype} (p : 0 € I') »
VTerm (dupX p) ¢’ » Vlerm I' o’
-- proof omitted
ctrC : {I' : Ctx} {o : VIype} {7 : CType} (p : c € T") »
CTerm (dupX p) 7 » CTerm I' 7
-- proof omitted
dup : {T' : Ctx} »> (( T )X > {o : VIype} » (p : 0 € ) » (( dupX p )X
-- proof omitted
mutual
lemma-ctrV : {I" : Ctx} (p : (T PX) »
{o : VIype} (p : c € I) »
{o’ : VType} (t : VTerm (dupX p) ¢’) -
[t ]V (ctr pp) = ctrV p t |V p
-- proof omitted
lemma-ctrC : {I" : Ctx} (p : ( T HX) »
{oc : VIype} (p : c € T) »
{T : CType} (t : CTerm (dupX p) 7) -
[ t]C (ctr pp) = [ ctrCp t |C p
-- proof omitted

Joonis 22: Konteksti dubleerimine ja termide kontraheerimine.
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sendusega handler-ass. Selle tdestus matkib arvutuse parandusoperaatori assotsiatiiv-

suse < -ass toestust, milles efektide juhte ldbi vaadatakse.

Lihtsustus dup-comp (jn[24)) vdimaldab arvutuse m topelt arvutamise asendada tihekordse

arvutamisega. Toestuses analiilisitakse kdigepealt arvutuse m efekti kuju.

= Kui see arvutus ebadnnestub, siis kogu arvutuse interpretatsioon on paratamatult tt

ja seega tOestus on triviaalne.

» Kui arvutuse m efektiks on ok, siis analiilisitakse arvutuse m interpretatsiooni. Onnes-
tunud arvutuse just x korral ndidatakse iilesande tiiiipi norgendamise 1emma-wkC
ja m-i uuritud interpretatsiooni eq-ga timberkirjutades, et tulemus jiareldub lem-
mast lemma-ctrC. Ebadnnestunud arvutuse korral pole arvutusse n iihtegi viirtust

siduda ja kogu arvutuse interpretatsiooniks on nothing.
= Kui efektiks on errok, siis vaadatakse 14bi arvutuse n efekti kuju:

— Kui arvutus n ebadnnestub, siis kogu arvutuse interpretatsioon on paratamatult

tt ja seega toestus on triviaalne.

— Kui arvutuse n efektiks on ok, siis arutelu on sarnane nagu juhtumis, kus

arvutuse m efekt oli ok.

— Kui efektiks on errok, siis on tdestus analoogne efekti ok juhtumiga, v.a.

asjaolu, et arvutuse n interpretatsioon on Maybe tiitipi.

Mbned erandite monaadi spetsiifilised, efekti-spetsiifilised optimisatsioonid on toodud
joonisel [25] Iga arvutuse m, mille efekt on err, saab samaviirselt asendada arvutusega
FAIL o. Samavadrsus failure m pohineb asjaolul, et ebadnnestunud arvutuse seman-
tiline interpretatsioon erandite gradeeritud monaadis on tiitip T, milles ongi ainult iiks

element ja seetdttu on tdestus triviaalne.

Kuna tingimuslause IF_THEN_ELSE_ arvutuse efektiks on harude efektide lilemine raja,
siis juhul kui mdlemad harud ebadnnestuvad, on ka kogu arvutuse efektiks err ja seega
saab seda lihtsustada analoogselt failure arutelule. Samavéérsus on ndidatud toestusega
both-fail (jn[25).

Lihtsustus dead-comp (jn[25)) nditab, et kui kindlasti dnnestuvat osaarvutust m ei pruugita
osaarvutuses n, siis nende sidumisel pole motet ja voib kasutada lihtsalt osaarvutust n.

Toestus on eespool antud arvutustermi 10dvenduse 1emma-wkC rakendus.

On ka monaadist soltumatuid optimisatsioone, mille korrektsus jareldub juba iildistest
monaadi seadustest ning mis seetdttu kehtivad mitte ainult erandite vaid ka iga teise

monaadi jaoks.
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O-idemp : (e @ Exc) » e O e = e
O-idemp err = refl

O-idemp ok = refl

O-idemp errok = refl

handler-idemp : {e : Exc} {I' : Ctx} {p : ( T )X} {o : VType}
(m: CTerm I' (e / o)) »
sub-eq (O-idemp e) ([ TRY m WITH m |[C p) = [ m ]C p
handler-idemp {err} m = refl
handler-idemp {ok} m = refl
handler-idemp {errok} {p = p} m with [ m ]C p
| just _ = refl
| nothing = refl

O-ass 1 (ee’ e’ 1 Exc) »e O (6" O e’’) = (e e’) O e’

O-ass err e’ e’’ = refl

O-ass ok e’ e’’’ = refl
O-ass errok err e’’ = refl
$-ass errok ok e’’ = refl

{-ass errok errok err = refl
O -ass errok errok ok = refl
{-ass errok errok errok = refl

handler-ass : {e; e; e3 : Exc} {I' : Ctx} {p : ( T )X} {o : VType}
(m; : CTerm I' (e; / o)) (my : CTerm I' (e, / o))
(m3 : CTerm I' (es / o)) »
sub-eq (O-ass e; e; e3)
([ TRY m; WITH (TRY m, WITH m3) ]C p)
= [ TRY (TRY m; WITH my) WITH m3 ]C p
handler-ass {err} m; my m; = refl
handler-ass {ok} m; my, m; = refl
handler-ass {errok} {err} m; m, m; = refl
handler-ass {errok} {ok} m; my, m; = refl
handler-ass {errok} {errok} {err} m; m, m3 = refl
handler-ass {errok} {errok} {ok} {p = p} m; m; my with [ m; ]C p
| just _ = refl
| nothing = refl
handler-ass {errok} {errok} {errok} {p = p} m; my my with [ m; [C p
| just x = refl
| nothing = refl

Joonis 23: Erandite monaadi spetsiifilised, efekti suhtes geneerilised teisendused.
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--idemp : (e : EXc) » e - e = e

--idemp err = refl

--idemp ok = refl

--idemp errok = refl

lemma : (e e’ : Exc) » e - (e - e’) =e - e’

lemma e e’ = begin

e - (e - e’)

( sym (ass {e}) )

(e - &) - ¢’

=( cong (A e > e - e’) (--idemp e) )
e - e’

dup-comp : {e e’ : Exc} {I' : Ctx} {o o’ : VType}
(m : CTerm I' (e / ¢)) (n : CTerm (dupX here) (e’ / ¢’)) -
G (T IO >
sub-eq (lemma e e’)
([ LET m IN LET wkC here m IN n [C p)
= [ LET m IN ctrC here n |C p
dup-comp {err} m n p = refl
dup-comp {ok} mn p with [ m |C p | inspect [ m [C p
| x | [ eq ] rewrite lemma-wkC (x , p) here m | eq
= lemma-ctrC (x , p) here n
dup-comp {errok} {err} m n p = refl
dup-comp {errok} {ok} m n p with [ m JC p | inspect [ m ]C p

| just x | [ eq ] rewrite lemma-wkC (x , p) here m | eq
= cong just (lemma-ctrC (x , p) here n)
| nothing | _ = refl
dup-comp {errok} {errok} m n p with [ m |C p | inspect ([ m O p
| just x | [ eq ] rewrite lemma-wkC (x , p) here m | eq
= lemma-ctrC (x , p) heren
| nothing | _ = refl

Joonis 24: Erandite monaadi spetsiifiline liiase arvutuse eemaldamise lihtsustus.
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failure : {I' : Ctx} {o : VIype} (m : CTerm I' (err / o)) ~»
[ m JC = [ FAIL o |C
failure m = refl

both-fail : {I' : Ctx} {o : VType}
(m : VTerm I' bool) (n n’ : CTerm I' (err / o)) »
G (T IO >
[ IF m THEN n ELSE n’ ]C p = [ FAIL o |C p
both-fail m n n’ p = refl

dead-comp : {I'" : Ctx} {o o’ : VType} {e : Exc}
m: CTerm I" (ok / 0)) (n : CTerm I' (e / ¢’)) »
G (T I >
[ LET m IN (wkC here n) JCp = [ n ]JCp
dead-comp m n p = lemma-wkC ([ m |JC p , p) here n

cmplx-smpl : {p : {( Ty )X} >
[ refine-cterm I'y CMPLX |C p = [ refine-cterm I'y SMPL |C p
cmplx-smpl = refl

clc-twice : (p : ( Ty HX) »
[ refine-cterm I'; CLC2-n-PAIR |C p
= [ refine-cterm I'; CLC1-n-PAIR |C p
clc-twice p = dup-comp (refine-cterm I';
((VAR 0) $ Z7))
(refine-cterm (nat :: nat :: I'y)
(VAL ( VAR O , VAR 1 )))
p

Joonis 25: Erandite monaadi efekti-spetsiifilised optimisatsioonid.
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Alapeatiikis [2.1] toodud niitetermidele CMPLX ja SMPL (jn [3) tuletati tiilibid alapeatii-
kis Kuna tiitibituletus onnestus kontekstis 1'g, siis saab neid arvutusterme selles
samas kontekstis rafineerida. Lihtsustus cmplx-smpl (jn [25) viidab, et saadud rafinee-
ritud termide interpretatsioonid sellises kontekstis on ekvivalentsed. Tdestus tuleneb tri-
viaalselt arvutustermide interpreteerimise definitsioonist. Selgitusena tasub markida, et
tegu on niitega lihtsustusest dead-comp, kuna tingimuslause ja erandikésitlejaga arvu-
tuse tulemust ei pruugita. Siiski eelnevalt peab efektisiisteem veenduma, et see arvutus
kindlasti dnnestub, kuna vastasel juhul poleks lihtsustus korrektne. Teoreemi dead-comp
toestust ei 1dhe antud juhul tarvis, kuna vorrandi molemad pooled lihtsustuvad vordseteks

avaldisteks.

Arvutustermid CLC2-n-PAIR ja CLC1-n-PAIR (jn [3) olid hésti tiilibitud kontekstis I';
(alaptk 2.3.3] jn [I3). Seega saab neid terme selles kontekstis rafineerida. Lihtsustus
clc-twice (jn @ vididab, et saadud rafineeritud termide interpretatsioonid on selles
kontekstis samavédrsed. Toestus on lihtsustuse dup-comp (jn[24) rakendus kolmele argu-

mendile:
= arvutusele, mis rakendab kontekstis olevat funktsiooni nullile, ja mida on selles
samas kontekstis rafineeritud;

m arvutusele, mis koostab kontekstis olevatest naturaalarvudest paari, ja mida rafinee-

ritakse kontekstis, kuhu on lisatud kaks naturaalarvu vorreldes esialgse kontekstiga;

= algse konteksti interpretatsioonile p.
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3 Mittedeterminism

Selles peatiikis vaadeldakse keele laiendust mittedeterministliku valikuga. Keele efekt
seisneb selles, et arvutuse tulemuseks voib olla null vdi rohkem véértust. Staatilise hin-

nanguna tokestatakse vadrtuste arvu llevalt.

Baaskeeleks on tiilibitud lambdaarvutus koos tdeviirtuste, naturaalarvude ja paaridega.
Kuna baaskeel on sama, mis peatiikis [2] siis jargnevates alapeatiikkides on toodud vilja
ainult olulisemad muudatused keele laienduse, tiilibituletuse, semantika ja efektianaliiiisi

osas.

3.1 Mittedeterministlik keel

Jargnev BNF esitab mittedeterministliku keele grammatika.

t ::=z=nat | bool | tet | t =¢¢/t (e € E)
v ::=TT | FF | ZZ | SSv | (v, v ) | FSTv | SND v

| VAR n | LAM t ¢ (n €N
c ::= VAL v | FAIL t | CHOOSE c c

| IF v THEN c ELSE c | v $ v | PRECv c c | LET ¢ IN c

Vorreldes eranditega keelega (ptk [2) on erandikésitlusega arvutus TRY_WITH_ asendunud

arvutusega CHOOSE, mis valib mittedeterministlikult, kumba osaarvutust tiita.

Sellise keele rafineeritud ja rafineerimata arvutustermid on toodud joonisel [26] Vairtus-
termid on molemal keelel defineeritud samamoodi. Muutunud on arvutuste efektide tiiiip
E, mis defineeritakse alapeatiikis @ Deterministliku rafineeritud arvutustermi VAL v,
millel on tipselt liks tulemus, efekti hinnanguks on 1 ja tulemuseta arvutustermi FAIL
hinnanguks on 0. Tasub maérkida, et 1 on iilehinnang, kuna lubab nii null kui ka tdpselt

tiks tulemust.
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data cTerm : Set where
VAL : vTerm - cTerm
FAIL : VType - cTerm
CHOOSE : cTerm -» cTerm -» cTerm
IF_THEN_ELSE_ : vTerm -» cTerm -» cTerm -» cTerm
_$_ : vTerm » vTerm » cTerm
PREC : vTerm » cTerm » cTerm -» cTerm
LET_IN_ : cTerm » cTerm -» cTerm

data CTerm (I' : Ctx) : CType -» Set where
VAL : {o : VIype} » Vlerm I' ¢ » CTerm I' (1 / o)
FAIL : (o : VType) > CTerm I' (® / o)
CHOOSE : {e e’ : E} {o : VIype} » CTerm I' (e / o) ~»
CTerm I' (e’ / 0) > CTerm I' ((e & e’) / o)
IF_THEN_ELSE_ : {e e’ : E} {0 : VType} » VTerm I' bool -»
CTerm I' (e / 0) » CTerm I" (e’ / o) » CTerm I"' ((e U €e’) / o)
_$_: {o : VIype} {7 : CType} »
Vierm I' (0 = 7) > VTerm I' ¢ » CTerm I'' 7
PREC : {e e’ : E} {o : VIype} » VTerm I' nat -
CTerm I' (e / 0) » CTerm (o :: nat :: I') (e’ / o) »
e -e” Ee->CTerm I (e / o)
LET_IN_ : {e e’ : E} {0 ¢’ : VIype} » CTerm I' (e / o) >
CTerm (o ::T) (¢ / ¢’) > CTerm I' (e - e’ / o¢’)
CCAST : {e e’ : E} {0 0’ : VIype} » CTerm I' (e / o) -
e/ o <Ce /o’ »>CTerm I (e’ / o’)

Joonis 26: Mittedeterministliku keele arvutustermid.
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3.2 Mittedeterminismi gradeering

Naturaalarvud N, nende korrutamine _*_ ja iihik 1 moodustavad monoidi. Naturaalarvude
jarjestusseos _<_ on refleksiivne refl <, transitiivne trans<. Korrutamine on selle seose
suhtes monotoonne mon*. Korrutamise vasakiihiku 1u*, paremiihiku ru* ja assotsiatiiv-
suse ass* ning monotoonsuse tdestused on toodud t60 ldhtekoodis. Sellega rahuldatakse
alaptk toodud tingimusi ja saab moodustada eeljdrjestatud monoidi N* (jn[27).

Ulalt tokestatud pikkusega vektorite tiitip BVec X (jn mingi hulga X jaoks on indeksee-
ritud naturaalarvuga n, mis nditab vektoris olevate elementide suurimat voimalikku arvu.
Ainsaks konstruktoris on bv, mis moodustab vektorist tdpse pikkusega m ja n-6 “Iotku”
tdestusest, et m < n, uue iilalt n-iga tkestatud vektori. Ulalt tdkestatud vektori piises-
se elemendi lisamine _::bv_ lisab selle elemendi tipse pikkusega vektori pdisesse. Uue
I6tku tdestus saadakse vanast kasutades asjaolu, et vorratus jadb kehtima, kui mdlemale
poole liita 1. Vektorite liitmisel _++bv_ liidetakse tdpse pikkusega vektorid omavahel ja
elementide 10tku toestus koostatakse liitmise monotoonsusega kummagi vektori 1otkude

toestusest.

Eeljarjestatud monoid N* ja parametriseeritud tiiiibikonstruktor TBV, mis annab vastava
iilalt tokestatud vektori tiiiibi, rahuldavad gradeeritud monaadi omadusi (alaptk [2.2.3).
Tagastamine 7BV koostab iiheelemendilise iilalt tokestatud ja ilma IStkuta vektori. Sidu-
mine bindBV rakendab antud funktsiooni igale vektori elemendile ja liidab saadud tilalt
tokestatud vektorid. Vastav gradeeritud monaadi definitsioon NDBV on toodud joonisel

N* : OrderedMonoid
N* = record { E = N

I
=l

H

; lu = 1u*

; ru = ru*

; ass = A {m n o} » ass* {m} {n} {o}
C = <

; E-refl = refl<
; E-trans = trans<
mon = mon¥*

Joonis 27: Mittedeterminismi eeljirjestatud monoid.
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data BVec (X : Set) : (n : N) > Set where
bv : {mn : N} > Vec Xm->m<n->BVec Xn

tbv @ {X : Set} {n : N} > X > BVec X n » BVec X (suc n)

x :tbv (bv xs p) = bv (x :: xs) (s<s p)

_++bv_ : {X : Set} {mn : N} > BVvec Xm » BVec X n » BVec X (m + n)
bv xs p ++bv bv xs’ q = bv (xs ++ xs’) (mon+ p q)

Joonis 28: Ulalt tdkestatud pikkusega vektor.

TBV = A e X > BVec X e

nBV : {X : Set} » X » BVec X i
nBV x = bv (x :: []) (ss<s z=n)

bindBV : {mn : N} {XY : Set} -
(X > BVec Yn) >»BVvec Xm > BVec Y (m - n)
bindBV £ (bv [] z=<n) = bv [] z=<n
bindBV £ (bv (x :: xs) (s<s p)) = (f x) ++bv bindBV f (bv xs p)

NDBV : GradedMonad
NDBV = record { OM = N*
; T = TBV
; n = 1BV
; bind = A {e} {e’} > bindBV {e} {e’}
; sub = subBV
; sub-mon = subBV-mon
; sub-refl = subBV-refl
; sub-trans = subBV-trans
; mlawl = mlawlBV
; mlaw2 = mlaw2BV
mlaw3 = mlaw3BV

Joonis 29: Mittedeterminismi gradeeritud monaad.
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3.3 Termide tiiiibituletus ja rafineerimine

Efektide jarjestus vdoimaldab defineerida alamtiiiibid. Kuna see definitsioon on sama, mis
eranditega keele puhul (alaptk[2.3.1)), siis pole seda siinkohal toodud mittedeterministliku

keele jaoks.

Osa arvutustermide tiitibituletusest on esitatud joonisel [30}

m VAL x on hésti tiitibitud, kui vairtusterm x on antud kontekstis tiitibitud. Arvutuse
efekt 1 tdhistab iihte tulemust, mille tiilip o vastab viirtustermile tuletatud tiiiibile.

See on iilehinnang, kuna hinnang 1 lubab ka O tulemust.
m FAIL o korral on efektiks 0, kuna iihtki o tiiiipi tulemust ei teki.

= CHOOSE t t’ on hésti tiilibitud, kui molemad arvutustermid t ja t’ on hasti tiili-
bitud. Kogu arvutuse tiilip on méératud vastavalt tuletatud tiitipide 7 ja 7’ kombi-
natsiooniga 7 OC 7’: efektid liidetakse _+_-ga, sest kogu arvutusel on nii palju
tulemusi, kui arvutustel t ja t’ kokku. Viirtustiilibiks on védirtustiilipide lilemine

raja. Kui tilemine raja puudub, siis pole arvutus histi tiiiibitud.

Rafineeritud arvutustermid on toodud joonisel[26] “Toorete” arvutustermide rafineerimine

on esitatud joonisel [30]

= VAL t korral kontrollitakse, et vidrtusterm t on histi tiitibitud, ja rafineeritud arvu-

tusterm koostatakse vastavast rafineeritud vaartustermist u.

m FAIL o korral ndidatakse, et selle arvutustermi tiitibituletus dnnestub, ning koosta-

takse samasugune rafineeritud arvutusterm.

m CHOOSE t t’ puhul peavad mdolemad osaarvutused t ja t’ olema hasti tiitibitud.
Kui neile tuletatud arvutustiiiipide véértustiitipidel on iilemine raja, siis rafineeritud
arvutus koostatakse vastavate rafineeringutest u ja u’, suurendades neid vastavalt

tilemise raja toestusele p.

3.4 Semantika

Viirtustermide semantika on antud samamoodi nagu eranditega keeles (alaptk [2.4)). Joo-

nisel 31l on toodud osa arvutustermide semantikast.
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infer-ctype : (I' : Ctx) » cTerm » Maybe CType

infer-ctype I' (VAL x) with infer-vtype I' x
| just o = just (1 / o)

T = nothing

infer-ctype I' (FAIL ¢) = just (O / o)

infer-ctype I' (CHOOSE t t’) with infer-ctype I' t | infer-ctype I' t’
| just 7 | just 77 =7 OC 7’
| — | _ = nothing

-- rest of definition omitted

refine-cterm : (I' : Ctx) (t : cTerm) -» refined-cterm I' t
refine-cterm I' (VAL t) with infer-vtype I' t | refine-vterm I' t
| just _ | u = VAL u
| nothing | u = tt
refine-cterm I' (FAIL ¢) with infer-ctype I' (FAIL o)
| _ = FAIL o
refine-cterm I' (CHOOSE t t’)
with infer-ctype I' t | refine-cterm I' t |

infer-ctype I' t’ | refine-cterm I' t’
| nothing | _ | _ | _ = tt
| just _ | _ | nothing | _ = tt

| just (¢ /o) | u | just (e’ /co’) | u
with ¢ UV ¢’ | inspect (_UV_ o) o’
| nothing | _ = tt
. | just _ | [p1] =
CHOOSE (CCAST u (UV-subtype p))
(CCAST u’ (uUV-subtype-sym {o} p))
-- rest of definition omitted

Joonis 30: Mittedeterministliku keele tiitibituletus ja rafineerimine.
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m VAL x korral rakendatakse vddrtustermi x interpretatsioonile {ihikut 7 ehk moodus-

tatakse temast 10tkuta vektor pikkusega 1.

m FAIL o korral koostatakse tiihi iilalt tokestatud vektor funktsiooniga sfail. Selle

vektori elementide tiilip on médratud vadartustiilibi o interpretatsiooniga.

= CHOOSE t t’ interpretatsioon vastab mittedeterministlikule valikule arvutuste t ja
t’ vahel. See on realiseeritud vastavate arvutustermide interpreteerimisel saadud

vektorite liitmisega.

= Ulejidnud arvutustermi konstruktorite semantika on nii nagu eranditega keeles.

3.5 Optimisatsioonid

Struktuursed teisendused — 10dvendamine ja kontraheerimine — toimivad mittedetermi-
nistliku keele puhul analoogselt eranditega keelega. Vastavad tiiiibisignatuurid on samad,
mis alapeatiikis [2.5] joonistel 21] ja [22] esitatud.

Niited mittedeterminismi monaadi jaoks spetsiifilistest, kuid efekti-geneerilistest optimi-
satsioonidest on toodud joonisel 32] Lihtsustus choose-1u niitab, et valides mittedeter-
ministlikult arvutuste FAIL ¢ jam vahel on tulemus sama nagu ainult m arvutamisel. Kuna
konstruktori CHOOSE interpretatsioonile vastab osaarvutuste interpreteerimisel saadud to-
kestatud vektorite liitmine ja konstruktori FAIL interpretatsioon on lihtsalt tiihi vektor, siis

ekvivalentsi tOestus taandub iilalt tokestatud vektorite liitmise definitsioonile.

Mittedeterministlik valik on assotsiatiivne. Selline teisendus choose-ass on ndidatud
joonisel [32] Toestus tugineb iilalt tokestatud vektorite liitmise assotsiatiivsusel, mis on

toestatud too lahtekoodis.

sfail : {X : Set} > T O® X
sfail = bv []V z<n

sor : (ee’ : ) {X :Set} » TeX>Te’”X->T< ((e+e’)X
sor e e’ = _++bv_

[]C : {T" : Ctx} {7 : CType} » CTerm I' 7 > (( T )X » {{ 7 ))C
[VAL x [Cp=n ([ x]Vp

[ FAIL o |C p = sfail {{{ o )V}

[ CHOOSE {e} {e'} t t’ [Cp=soree’ ([t]Cp ([t’]Cp
-- rest of definition omitted

Joonis 31: Mittedeterministliku keele semantika.
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Lihtsustus fails-earlier (jn[32) niitab, et kui siduda ebadnnestuv arvutus mingi ar-
vutusega m, siis tulemus on sama kui kogu arvutus ebadnnestuks. Sidumise konstruktori
LET_IN_ interpretatsioon seob koik viirtused esimese osaarvutuse interpretatsioonist,
milleks arvutuse FAIL o korral on tiihi vektor, teise osaarvutusega. Kuna esimesest osaar-
vutusest ei tekkinud tihtegi vaartust, siis sidumisel ei saa ka tihtegi véartust tekkida. Seega

on samavadarsus triviaalne.

Joonisel 33| on toodud moned mittedeterminismi efekti-spetsiifilised teisendused. Liht-
sustus failure niitab, et iga arvutuse m, mille arvutuse tulemusena ei teki mitte iihtegi
vadrtust (teisisonu: arvutusel on iilimalt O vairtust), voib samaviirsena asendada arvu-
tuse ebadnnestumise konstruktsiooniga FAIL. Kuna arvutustermi m interpretatsioon antud

konteksti interpretatsioonis p on tiihi iilalt 0-ga tokestatud vektor, siis tdestus on triviaalne.

Samaviirsus dup-comp (jn [33) niitab, et iga arvutust m, mille efekt on iilimalt 1, pole
vaja topelt arvutada. Pohjendus on jirgnev: kui m tulemuseks on tipselt iiks viirtus, siis
LET_IN_ sidumisel m-iga ei teki viirtuseid juurde ja voib kohe selle viirtuse siduda n-iga;
kui m arvutuse tulemusel tihtegi vadrtust ei teki, siis pole ka jargnevatesse arvutustesse

midagi siduda. Toestus on antud t66 ldhtekoodis.

Antud t00s on mittedeterministliku keele semantika antud iilalt tokestatud vektoriga, kuid
seda voib teha ka multihulkadel, kus pole tulemuste jarjekord oluline. Lisada v&ib ka nt
alumised tokked, st hinnata listi voi multihulka intervalliga. Minnes pisut ebatipsemaks,
voib multihulgad asendada ka hulkadega (nt ® — ebadnnestumine, 1 — deterministlik, 01 —
pooldeterministlik, 1+ — mitmikdeterministlik, N — mittedeterministlik), siis saab tdestada
surnud arvutuse eemaldamise (dead computation) ja arvutuse viljatostmise (pure lambda
hoist) lihtsustused [6].
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choose-1lu : {I' : Ctx} {0 : VIype} {e : N} (m : CTerm I' (e / o)) »~»
G (TP -
[ CHOOSE (FAIL o) m JC p = [ m ]C p
choose-lum p with [ m ]|C p
| bv xs p = refl

choose-ass : {e; e; e3 : N} {I' : Ctx} {o : VType}
(m; : CTerm I' (e; / o)) (my : CTerm I' (ey / o))
(m3 : CTerm I (e3 / ) (p : (( T PX) »
sub-eq (+ass {e;} {ey} {e3})
([ CHOOSE m; (CHOOSE m; m3) [C p)
= [ CHOOSE (CHOOSE m; mp) m3 |C p
choose-ass m; my m3 p with [m; JCp | [m [Cp | [ m3 JCp
| bvy | bvy | bvy = lemma-ass++ bv; bv, bv;

fails-earlier : {e : N} {I" : Ctx} {p : {( T )X} {0 o’ : VType}
(m : CTerm (o 21 1) (e / d’)) »
[ LET FAIL ¢ INm |C p = [ FAIL o’ |C p
fails-earlier m = refl

Joonis 32: Mittedeterminismi spetsiifilised, efekti suhtes geneerilised teisendused.

failure : {I' : Ctx} {o : VIype} (m : CTerm I' (0 / o)) -~
(o : (TN -
[ m]Cp =] FAIL o |C p
failure m p with [ m ]C p
| bv [] z<n = refl

dup-comp : {e : N} {I' : Ctx} {o o’ : VType}
(m : CTermI' (1 / 0)) (n : CTerm (dupX here) (e / ¢’)) »
G (T IO »
sub-eq (errok-seq e)
([ LET m IN LET wkC here m IN n [C p)
= [ LET m IN ctrC here n |C p
-- proof omitted

Joonis 33: Mittedeterminismi monaadi efekti-spetsiifilised optimisatsioonid.
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4 Kokkuvote

Kéesoleva t60 eesmargiks oli realiseerida soltuvate tiilipidega programmeerimiskeeles

Agda efektianaliiliside ja neil pohinevate programmiteisenduste raamistu.

Esitati erandeid toetav niitekeel. Seejdrel defineeriti erandite efektide hindamine, tuues
sisse eeljarjestatud monoidi ja gradeeritud monaadi mdiste. Gradeeringu abil miirati
alamtiilibid ja -efektid, millele tugines keele rafineerimine. Keele semantika defineeriti ju-
ba rafineeritud keelele. T60 kdigus valmisid programmiteisendused, mh “surnud” arvutuse
ja korduva arvutuse eemaldamise optimisatsioonid. Uhtlasi niidati, et need teisendused

on korrektsed.

To0 teises pooles kasutati mittedeterminismi toetavat nditekeelt. Keele semantika and-
miseks loodi iilalt tokestatud pikkusega vektori andmestruktuur. Sellega koos anti natu-
raalarvude korrutamise jaoks sobiv gradeeritud monaad. Defineeriti termide tiiiibituletus
ja keele rafineerimine. Esitati ebadnnestunud arvutuse ja korduva arvutuse eemaldamise

optimisatsioonid ning ndidati selliste teisenduste korrektsust.

Sertifitseeritud programmeerimine on mahukas ettevotmine, kuna arutelu isegi intuitiiv-
selt dige aritmeetika iile vOib osutuda ajakulukaks. Antud t66 kdigus ei joutud toestada
tiilibituletuste ja rafineerimiste korrektsust. Kuna optimeerimine eeldas, et semantika on
antud rafineeritud keelele, siis on kriitilise tdhtsusega kontrollida, et rafineerimine séi-
litab “toores” keeles kirjutatud programmi, mida tahetakse optimeerida. Samuti peaks

tiilibituletus efekte hindama voimalikult tipselt.

Lisaks tiitibituletuste ja rafineerimiste korrektsuse toestamisele saab t60d jitkata, lisades
puhtalt monaadi seadustele tuginevad optimeerimised vOi hinnata mittedeterministliku
keele tulemuste arvu nii iilevalt kui ka alt. Erandite ja mittedeterminismi ndidetele sarnaselt
on voimalik baaskeelt laiendada muteeritava olekuga, mille efektiks on oleku lugemine ja

kirjutamine, ja toestada sellele keelele spetsiifilised optimisatsioonid.

Kodigele vaatamata onnestus efektianaliiiiside ja programmiteisenduste raamistu realisee-

rimine Agdas andmetiiiipe toetavatele keeltele ja seega saab idee tdestuse lugeda edukaks.
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