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1. Введение.

Об’ектом изучения является отдельно стоящая длинная цилин-
дрическая оболочка (черт. 1) с произвольным, но симметрическим
относительно конька поперечным сечением, несущая нагрузку

Черт. 1.

постоянную в направлении образующей (оси ж) и антисимметрн-
ческую относительно 5= 0 (черт. 2). С такой нагрузкой приходится
иметь дело на практике при разложении произвольной нагрузки
на симметрическую и антисимметрическую. Расчёт оболочки по
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методу Кастильяно-Ритца в случае симметрической нагрузки пред-
ставлен автором в его работе [l3]*)-

Антисимметрическая нагрузка (черт. 2) может состоять из нагру-
зок как по криволинейной части поверхности, так и по бортовому
элементу. Бели рассматривать оболочку в делом, как большую

балку, то в соответствии с характером
нагрузки в ней отсутствуют изгибающие
моменты. Вследствие этого, внутренние
продольные усилия возникают только
под действием бимоментов.

Решение рассматриваемой задачи
проводится по следующей схеме:

а) в соответствии с действующей
антисимметрической нагрузкой опреде-
ляем: при помощи теории бимоментов

Черт. 2.

проф. В. С. Власова [4] существенные внутренние силы оболочки
(черт. 3), продольную силу Т0 вдоль образующей оболочки (на еди-
ницу длины поперечного сечения), сдвигающую силу $0 (или
С0 д80/дх) и поперечный изгибающий момент М0 (на единицу

Черт. 3.

длины образующей). Как известно, в таком случае предполагается,
что поперечное сечение оболочки не деформируется и что отсутст-
вуют сдвигающие деформации срединной Остальные
внутренние усилия оболочки считаются несущественными.

й) Выбираем подходящий дополнительный эпюр АС прироста
внутренних сдвигающих сил Со д80/дх (этот дополнительный эпюр

*) Цифры в квадратных скобках указывают номер соответствующего сочине-
ния в списке литературы, приложенном в конце.
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зависит вначале от неизвестных параметров) таким образом, чтобы
все условия равновесия были бы соблюдены с известной точ-
ностью.

в) Из условий минимума потенциальной энергии внутренних
сил по методу Кастильяно-Ритца находим неизвестные параметры,
после чего становится возможным определить посредством простого
суммирования также и действительные существенные внутренние
силы в оболочке М, Т и &

Эта схема тождественна схеме вычисления для случая симме-
трической нагрузки, представленной автором в [l3].

Конечно, предлагаемый ход решения не вполне корректен с
точки зрения строгой теории упругости, так как в практических
вычислениях нужно ограничиваться сравнительно небольшим чис-
лом параметров, в результате чего аппроксимация сдвигающих и
др. сил будет, конечно приближенной; кроме того внутренние уси-
лия, вызываемые дополнительным эпюром, вообще говоря, не нахо-
дятся точно в состоянии равновесия и т. д.

Но зато ход вычислений гораздо короче по сравнению е извест-
ными точными методами, не выходит за пределы интуитивной
наглядности, почти всегда осуществим посредством логарифмиче-
ской линейки и даёт результаты с точностью, достаточной для
практических надобностей.

Необходимо отметить, что можно принять за неизвестное не
дополнительный эпюр Л% прироста сдвигающих сил, но и сам эпюр
прироста сдвигающих сил —т. е. величину С. В таком случае
отпадает необходимость определять начальные внутренние усилия
Тoу 80 иМ0 па основании теории проф. В. С. Власова, что, конечно,
означает экономию вычислительной работы; об этом подробнее
следует в примере.

В настоящей работе автор придерживается обозначений, при-
нятых в [l3], поскольку не появляются новые величины.

2. Внутренние усилия в оболочке с недеформируемым
поперечным сечением.

Найдём на основании теории бимоментов проф. В. С. Власова
внутренние усилия в оболочке в случае антнсимметрической на-
грузки.

Для этого необходимо прежде всего найти ряд геометрических
величин для поперечного сечения:
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а) Центр тяжести поперечного сечения „0“ (черт. 1) можно
найти посредством какого нибудь известного приёма; так например,
если имеется математическое выражение для кривой сечения, напри-
мер дуга окружности, то центр тяжести определяется простым
интегрированием.

/3) Центр прогиба (секторпальный полюс) поперечного сечения
„А“ (черт. 1) находится, вследствие симметрии, на оси г\ его

координата аг определяется выражением:
«о

- /швУ°
а* = (1)

° 22

где:
сов векториальная площадь поперечного сечения оболочки

относительно точки В , (в случае оболочки в форме дуги
окружности точку В можно поместить в центр), причём
за начальную точку отсчёта принято пересечение {В)
оболочки с осью симметрии (—-осью г) (см. черт, 1).

сIГ элемент поверхности оболочки = дйз)
Л# момент инерции поперечного сечения оболочки относи-

тельно оси .г.
В частном случае, для оболочки в форме дуги окружности

имеем:
сов ЯВг ср ,

совм— В2 (р 0 ,

сову = {В2 ср o -Ц Ы/2),
у =В 8Ш Ср ,

сIВ 6Есlср
II

(81П то —То соB <рo ) В* д 0,25 Ъ60 1(2К2то -|- 0,5 Ы)
0,5 (то B]пто СoBто) + 0,25 60 12 Ъ “’

знак „
—“ перед дробью указывает, что а, надо отмерять от точки

В в отрицательном направлении оси г, в результате чего центр
прогиба А оказывается выше оболочки.

у) со эпюр векториальных площадей поперечного сечения и
векториальный момент инерции.

Секторпальный момент инерции:
«о

’1
Ы
= 2 со2 ЛГ,

о



7

где со секториальная площадь текущей точки С относительно
центра прогиба А, причём за начальную точку отсчёта принята
точка В оболочки на оси симметрии. Квалитативно со эпюр пред-

Черт. 4.

ставлен на черт. 4. В случае оболочки с круговым поперечным
сечением имеем:

=— В(а, 8Ш(р Вер) ,

(Ом— В (а, зшдр o В ср o),

(Оу = В,{(lг 81П (р§ В(р 0) —)— 0,5 Ы,
■Т (0

= 2.В8 д [«2(дрo/2 8Ш9»0 С08 9>o /2) 2йа,(BШдрo <р 0С08^0 ) Д-
-®2 9°о 3/®] 0,07 6<5 0 е)2

у -(- (ОмСОх). (3)
(5) Полярный момент инерции поперечного сечения

«о
/ Й 3*.

о

Изгибно-крутильная характеристика

/ЖВ ■

Так как толщина оболочки (5 сравнительно невелика, то величина
ТсЬ {Ь пролёт оболочки) всегда меньше чем 0,75, вследствие
чего, согласно исследованиям Д. В. Бычкова, величины Тс и 7а соот-
ветственно можно считать равными нулю. Таким образом прене-
брегаем влиянием неравномерности распределения сдвигающих
напряжений по толщине оболочки, чем значительно упрощаются
последующие выкладки.



в) Эпюр секториальных статических моментов,
векториальный статический момент относительно текущей точки С

= <*>№, (4)

причём интеграл берётся от края оболочки до рассматриваемой
точки. Квалитативно эпюр секториальных статических моментов
представлен на черт. 5.

Источником внутренних сил оболочки (на черт. 3 пред-
ставлены положительными) является обусловленный антисимметри-
ческой нагрузкой крутящий момент вокруг центра изгиба А (черт. 2).

Черт. 5.

Пусть теперь крутящий момент тА вызывается постоянной на
протяжении всей оболочки нагрузкой на единицу длины (Ах = 1).
( положительное направление указано на черт. 6).
Тогда бимоменты распределяются вдоль оболочки по квадратичной
параболе; максимальный бимомент располагается в средине пролёта
оболочки (х —0) ипо величине равен

тахВ тл ГА/8 . (5)
а) Продольные внутренние силы Т0 находим из

т» = 4-й. (6)
° О)

Таким образом, в поперечном сечении если толщина обо-
лочки постоянна продольные внутренние силы изменялись бы
афинно со-эпюру. Изменение продольных внутренних сил вдоль

8
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по оболочке происходит соответственно с изменением величины В
по квадратичной параболе.

Посреди оболочки {х= 0) продольные внутренние усилия

т тахВ-штах 1о= у-— о. (6 )
•’ О)

Р) Сдвигающие усилия $0 находим из выражения

80 (7)
" О)

«о
где Мш дВ/дх —2 Г изгибно-крутящий момент.

о

В настоящем случае этот момент можно определить как фик-
тивную поперечную силу, вызываемую фиктивной нагрузкой в обо-
лочке, как в большой балке. Вместе с тем становится возможным
выразить Мш в сечении х:

М0)
=хтл .

Максимальное значение Мш имеет в сечении диафрагмы:
тах М 0) тлЫ‘2,.

Для последующих выкладок понадобится величина

&= (7')
со дх Тщ

Таким образом Со на поперечном сечении афинна с эпюром 80У

Вдоль оболочки 0 =конст.
у) Поперечные изгибающие моменты М0 обусловливаются на-

грузкою и приростом Со сдвигающих сил (черт. 6 положитель-
ный момент вызывает растяжение на внутренней поверхности обо-
лочки).

Например в сечении %

Ж*l = 20к 2

где интегралы распространяются от края оболочки (з = 80) до рас-
сматриваемого сечения SХ.5Х . Интегрирование проводится численными
методами, обычно по формуле Симпсона с необходимой для дан-
ной проблемы точностью.
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результирующая сила прироста сдвигающих усилий
в бортовом элементе.

к2, кр соответствующие плечи (см. черт. 6).
Весь, находящийся по одну сторону центра изгиба А

уравновешивает своим моментом момент внешней нагрузки тл/2.
Таким образом „изгибающий момент" относительно центра изгиба
равен нулю.

Черт. 6.
Но также и относительно конька I) оболочки изгибающий

момент Мр должен быть равен нулю (антисимметрия). Так как
вертикальная нагрузка даёт в точках А и В одинаковые моменты,
то должны быть равными также и моменты, обусловленные эпюром
прироста сдвигающих сил 'СO ; так например, если криволинейная
часть есть дуга окружности, то

То То

С 0 [А* —(Д -|- а)соß (р\ В.Вр = I С0 [В —В соßср] Вйу ,
о о

Отсюда следует
То

I С O СОS (рсl(р =O.
о

Таким образом, если горизонтальная результирующая сила,
обусловленная эпюром на одной половине оболочки равна
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нулю, (как это и должно быть в случае антисимметрии), то и
моменты относительно точек А. и В равны между собой, какова
бы ни была величина „а“ (см. черт. 6),

Значения Т0 и (соответственно 0) не зависят от распреде-
ления нагрузки в направлении поперечного сечения, а только от
величины крутящего момента тл .

Поперечный же момент М O, напротив, зависит прежде всего
от распределения нагрузки в направлении поперечного сечения.
На черт. 7 представлены качественно эпюры поперечных моментов,
обусловленных различным распределением нагрузки в направлении
поперечного сечения. Сравнивая чертежи 7а, 7в и 7с видим, что
моменты могут иметь различные знаки п даже принимать значения
близкие к нулю. , , ,

Черт. 7.

Внутренние усилия, найденные в настоящем разделе, опреде-
лены в соответствии с теорией бимоментов проф. Власова и свя-
заны предпосылками, выдвигаемыми при построении этой теории,
т. е. что поперечные сечения недеформируемы и что сдвигающая
деформация отсутствует. В рассматриваемом же случае эти пред-
положения, и в особенности требование о недеформируемости попе-
речного сечения, в общем не удовлетворены, т. к. толщина обо-
лочки —б величина сравнительно малая. Деформации попереч-
ного сечения обуславливаются главным образом поперечными момен-
тами. Если, в случае какой нибудь данной нагрузки, поперечные
моменты будут близкими к нулю, то теория проф. Власова будет
непосредственно применимой также и к сравнительно тонкой обо-
лочке. Если же поперечные моменты достигают значительной
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величины, то, как это показывает настоящая работа, в распреде-
лении внутренних усилий следует ожидать крупных расхождений
с теорией бимоментов. Настоящее замечание ни в коей мере не
умаляет огромное значение теории проф. Власова; в технике при-
меняется очень много конструкций, для которых допущения теории

*проф. Власова удовлетворены в полной мере.

3. Дополнительный* эпюр Л^(з).
Эффективность предлагаемого метода зависит главным образом

от удачного выбора дополнительного эпюра.
В случае антисимметрической нагрузки дополнительный эпюр

выбираем в виде:
п и

— От Л<-,т • т СOB ~2s
'~

> (б)
1 1

где: т— 1,3, 5, 7 (2п —1)
5 см. черт. 1

Bот половина фиктивной длины поперечного сечения обо-
лочки, которая равна $O , если толщина оболочки посто-
янна, и которую нужно специально определять, если
толщина оболочки не везде одинакова (см. ниже).

ат пока неопределённые параметры, определяемые из условий
минимума потенциальной энергии.

Избранный таким образом
дополнительный эпюр антисим-
метричен относительно » = о и
равен пулю на краях оболочки
(практически всегда встреча-
ющийся случай),

а) Определение по ло -

ВИНЫ Ф И КТ II ВН О Й ДЛ II II Ы
оболочки sот.

Вообще говоря, величина
80т немного больше (на ст) чем

Черт. 8.

з0 и для оболочки, у которой бортовой элемент толще в а= дO/д раз,
её определяют исходя из следующих соображений (черт. 8 и 9);

Продольные внутренние усилия Т претерпевают скачок в точке
М (см, черт. 1), т. е. в части бортового элемента значения Тв а



раз больше чем на криволинейной части. Из условий равновесия
элемента, представленного на черт. 3 находим

дз ‘ дх

Отсюда следует, что на эпюре (соотв. на 5-эпюре) в точке М
будет перелом, увеличивающий угол касания в а раз. Но все
же эпюр должен иметь нулевую ординату в точке N.

Тогда в случае >и-го члена дополнительного эпюра имеем:
(см. черт. 9)

Черт. 9.

тп(8п— Ъ)с = а сое -———-

М ж

и
тл.ч(]р = а СOB •1 т т

т. к. ст = сит
= а(ст —рт), то

СOB =а Г СOB -СOB ■2( 50 + 8т) [ 2бч 0 + 1т) 2(80 + ёт)
_

Отсюда
ЛЛ„

тп(®о —ъ)
_

. а т»*o
20§О + §т) а 1 2 ('? 0 Т"

Так как 6< 5 0 и |
т « зO , то '§т можно приблизительно опреде-

лить из выражения:
. тлЪ

8111
&

2$ п . 2$0
' т а тлЪ тл 'Л-0

а-1
_ * °Ь

И
От '"О Ь ш -

13
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В части бортового члена дополнительный эпюр имеет вид:
п

®«[(l -») со8 +“ 008 • (9,)
1

Качественно эпюры Л^т представлены на черт. 10.

Черт. 10.

д) Внутренние усилия оболочки из дополнитель-
ного эпюра ЛС .

А °УП

а) Прирост сдвигающих усилий
= (12)

/?) Прирост продольных внутренних усилий ЛТш находим из
условий равновесия элемента оболочки относительно осп х (см.
черт. 3)

т) д{ЛBп)
—s*— =°; т - е -
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Если ж = 0,5 Ь то АТ =0 Отсюда: С ~-ф—--т 8 08

<■»
Причём

»»)
~

. ЧПК ■ 7ПТIB—зг~ = м
«

=~~а
.».

;тг BШ -т; •

иь ьoт - ьoт
Таким образом, поправка АТт обусловленная т-ым членом допол-
нительного эпюра (если ат

= 1) будет:
лт т% I/2 Г. /2ж\ 2 1 • шлB

Прирост продольных усилий на середине оболочки (ас == о) ока-
зывается максимальным:

лгг* ЧИТС -2^2 • ЧТIТСB /, пГ/\тах ЛТш =—s~т8Ш2—. (18 )
-°oт '

““Ода

В части же бортового элемента прирост продольных усилий в а
раз больше.

Черт. 11.

у) Поперечный изгибающий момент тш в произвольной точке
получается из эпюра АСт (если ат =1) (черт. 11).

«1
тш

= \фт ■к 2
-(-усоз

?
(14)

50 -Ь
где 2т результант эпюра АСт в части бортового элемента.
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Если криволинейная часть есть дуга окружности, то интеграл
берётся легко; но ещё проще численное интегрирование, годное,
конечно для любой формы криволинейной части.

На черт. 12 представлены эпюры тт для т— 1,3, 5, 7.
Необходимо заметить, что можно ограничиться членами разло-

жения до т= 7; во многих яге случаях достаточно даяге т— 5.

Черт. 12.

4. Условия равновесия, которым должен удовлетворять
эпюр АС. (см. черт. 11).

Эпюр ЛС должен дать равный нулю результирующий момент
относительно центра изгиба А. Также и результирующая гори-
зонтальная сила (2Т) должна быть равна нулю, — это второе ус-
ловие эквивалентно требованию, чтобы изгибающий момент в точке
I) был равен нулю (см. рубр. 2,), Условия равновесия являются
существенными предпосылками применимости метода Кастильяно-
Ритца, так как только в таком случае можно исключить из выра-
жений работу внешних сил.

Условие 2М. — 0 (черт. 11)
« «о-ь

- ЛЬ = 2X «- [*. { + ■ С08 — * ] = о. (1 5)
1 и



Если поперечное сечение оболочки есть дуга окружности, то это
условие легко интегрируется:

п

2«.\2. ■т + 7.З‘п Г (*» —»)—

т =\

*[П(РO(Р0 соа УОо—Ь) уК СOB у0 81П у (30 6)1

ТУ - йг •*

И
где у тл;/280т.

Н случае яге произвольной формы поперечного сечения выра-
жение (15) интегрируется численно.

Условие, чтобы проекции горизонтальных сил были равны
нулю даёт например для оболочки с поперечным сечением в форме
дуги окружности;

п

у, _

31П Уп СОВ У б?0 —6)— у Д СOB <?0 8Ш у ($0 —Ъ)
__

// Ш 1 о .9
1 -В~ ВГ

В условии равновесия (15) числовой коэфициент перед а х ока-
ягется значительно меньшим (примерно в 50 раз) чем перед осталь-
ными параметрами. Но зато в условии равновесия (16) числовой
коэфициент перед а 1 значительно больше (примерно в 30 раз) чем
коэфициенты перед остальными параметрами. Это значит, что без
большой погрешности можно принять а х —O. Таким образом ап-
проксимация сдвигающих усилий начинается дополнительным эпю-
ром А^3, похожим по своей форме на эпюр 80 (ср. черт. 5 и ю).
Это вполне логичный результат, т. к. во всех случаях примене-
ния энергетических методов, исходим из поправочных эпюров,
афинных эпюрам начальных функций нагрузок. Само собою разу-
меется, что это обстоятельство значительно упрощает наши даль-
нейшие выкладки. Одновременно с этим считаем использованным
условие равновесия горизонтальных сил (16).

. Из условия, что моменты равны нулю (15) можно выразить
например параметр ят через параметры я3 и я3

Я- = ТсХ Яд —г— Яд. (17)

Таким образом приходится определить два независимых параметра
из двух условий минимума потенциальной энергии внутренних
сил.

17
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5. Выражения для минимума потенциальной энергии.
Потенциальная энергия одной четверти поверхности оболочки,

если Е 2Сг выражается следующим образом :

/&*+/[ 1-Ш(гж /тяг*-
О ООО о

Условий минимума потенциальной энергии составляем столько
же, сколько имеется неизвестных независимых параметров:

8О 0,52» ■''о *

о о о

0,5.Ь

+Д 1 - @
г ]

2

Лх [ = 0. (18)
о , о

где
—МO+ 2аш тпг =Мo+аB (щ + «*т) +«5 (»»5 +*2 >%) 5 (19)

3,5,7

С=Со 4" ат 4Ст —Ьэ4~ а3 4“ \ а5 ~Ь I (2°)
8,5,7

тах Т тах ТO - 1-У ишж /1Тщ
= тах Т0 а3 (тах АТ3 -|- /с, тах ЛТ--) -)-

+а3 (игах /IТ5 -}- шах /1 Т7 ). (21)

Отсюда следует, что
дМ/да;} =ш3 -}- ш7 ;

дМ/даs =шs -[- &2 ;

95/9о3 = 21^з4-*1^&;
5 = + *2 4;?;

9 шах Т/9а3 = шах 21Т3 -(- гЦ шах /1Т7 ;

д тах Т/даs шах ЛТъ тах АТ7 .

Выражения для минимума потенциальной энергии наиболее
целесообразно интегрировать численным методом, при этом форма
поперечного сечения не играет существенной роли.

Из условий минимума потенциальной энергии получаем си-
стему линейных уравнений для определения неизвестных параме-
тров а3 и а5 . Затем, суммированием находим существенные внут-
ренние усилия оболочки по формулам (19), (20) и (21).



6. Пример.

В настоящем вычислительном примере рассматривается обо-
лочка представленная в работе автора [l3] (черт. 18).

Черт. 13.

а) Геометрические величины.
Толщина оболочки в её криволинейной части 6 0,06.
Толщина бортового элемента 6о = 0,Г2.
Центр тяжести поперечного сечения на 1,2 м выше бортового

элемента.
.1г% = 16,38 м4

119,8а*—-~ ~
~/,31в М 5

со эпюр представлен на черт, 14
«о

<Т
0)
= 2 (о2 (П? 8,25 М 6

.

О

Полярный момент инерции.

Л= у2 5(53 = у [12,56 • 0,06* +2 • 1,3 • 0,123] = 2,4 • 10-3 М 4

Г 1 2,4 • 10—^

IсЬ = 1,2 • 10-2 • 25,13 = 0,3 < 0,75.
Поэтому в дальнейшем предполагается /с = 0.

19
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80) —\ан1Г причём интегрирование производится от края обо-
лочки до рассматриваемого сечения ю
Эпюр 3СO представлен на черт. 14.

Фиктивные полудлины поперечного сечения оболочки находим
по формуле (11) (а = 2)

I! = 1,23 м ; |3 = 0,89 м ; |5
=0,53 м ; |7 = 0,29 м ;

•50 1
= 8,81 м ; 503

= 8,47 м ; зoб = 8,11 м ; з O7 = 7,88 м.

Черт. 14.

б) Наг рузка.
Пусть оболочка несёт антиспмметрическую, неизменную в

направлении оси х нагрузку (черт. Та) в д 0 = о,436 т на погонный
метр бортового члена.

Текущий крутящий момент, соответствующий этой нагрузке
М4 = 0,436 • 10,40= 4,58 тм/м.

Максимальный бимомент в середине пролёта
тл -1Л 4,53- 25,1З 2 0тахВ = = = 360 ТМ-.

О о

(Бимомент изменяется в направлении оси ж по закону квадратич-
ной зависимости).

в) Внутр е н н и е у с илия в оболочке, если иоие ре ч-
но е сечение иедеформ и р у ем о.
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Продольные усилия: тах Т0 находим по форм. (6')- Например на
нижнем краю оболочки (у=so) в центральном сечении {х —0);

Лр(О) 360 • 6,456 I оГ» о /тах То —

——— -0,12 = + 33,8 т/м.
Значения тах Т0 представлены в таблице I, а также и на черт. 17
( сплошной линией).

Прирост сдвигающих усилий находим по форм. (7'). Например в
точке М{з = 80 —Ь) имеем для всех значений х :

Щ) 4,53-0,480
Л

. , ,

Ьо =

8)2Г)
== 0,264 т/М 2 .

Эпюр изображен на черт. 16 сплошной линией.
Численные значения даны в табл. I.

Черт. 15.

Поперечные моменты М0 найдены по форм. 8.
Правило Симпсона дает для 20 :

20 = М- [о 4 • 0,205 0,264] = 0,236.

и для бортового элемента после сложения:
%0 0,486 —0,286 =0,200 т/м.

Изгибающий момент например для сечения 5 (др = 20°)
Дг =3,l4 м; к т =1,41 м; кг =O,Bl м;
+ 0,36 м; Л- = 0,09 м.

= _0,20- 3,14 I’°—[ 0,264-1,41-4-0,217-0,81
2 • 0,124 • 0,36 4 • 0,015 • 0,09] = 0,220 тм/м.

Эпюр Л/0 представлен на черт. 15 сплошной линией численные
значения даны в табл. I.



г) Дополнительный эпюр АС-
Дополнительный эпюр избран в форме

. П8 , 3 ЛB , S ЛB , 7 Л8
СOB

2 . 2 • 8,47 2 • B,ГI ‘ 2 • 7”88 "

АСт представлен на черт. 10, а его числовые значения в
табл. I.

д) Условия равновесия, которым должен удовлетворять
эпюр АС-

Рlспользуя уравнение (15'), можно выразить условие, чтобы
момент относительно точки А был равен нулю, следующим образом:

0,10 а 1 8,83 а 3 Д- 5,56 аь Д- 5,45 а 7 = О (а)
Условие чтобы горизонтальная сила была равна нулю даёт в соот-
ветствии с уравнением (16):

4,35 ах Д- 0,14 а3 0,26 аь Д- 0,28 я7 = О (&)

Черт. 16.

Эти два уравнения показывают, что ах почти равно нулю (и поэтому
в дальнейшем а х больше не встречается).

Из уравнения (я) получаем:
а7 1,62я3 Д-1,02 яБ .

е) Внутренние усилия из дополнительных эпюров.
Продольные внутренние усилия посреди пролёта

оболочки {х —о) находим из уравнения (13").
Например на краю оболочки ($ = §0) для т— 1 имеем:

““ Лф = -2%щ. 2\Ч! ( 8Ш . 2,0 = +202.
Значения тахАТш приводятся в таблице I (а„,==l). Поперечные
изгибающие моменты т,н находим посредством формулы (14).

22
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Ход вычислений аналогичен изложенному в рубрике в).
Для примера найдём изгибающий момент в сечении 5 для случая
т = 7 (я 7 = 1).

Я.=s|Н(o —4-1,142 —0,793)= —1,154 .

т7 = 1,154 • 8,14 [— 0,793 • 1,41 Д- 4 • 0,518 • 0,81 Д-
Д- 2 • 0,906 • 0,36 4 • 0,821 • 0,09] = Д- 3,25.

Поперечные изгибающие моменты тш представлены на черт. 12
и в табл. I. Там же в табл. I даются и внутренние усилия, обуслов-
ленные дополнительным эпюром ЛС7 , умноженные соответственно
на к 1 = —1,62 и й2 =1,02.

ж) Усло в ия минимума потенциально й эне р г ии:
$0 0,5 Ь

ж/ м^;^+ 2/хЧх /^Та
о оо

+/[1 -ШТйж/ га “т^Р*==0;
о О

Яц 0,52/

ж]мжга*+ 2)
о о о

+/[!-(т-)Т ЛхlтахТ "т'ч ‘ )
* = °’

о О

где
М=МOД- я3 (т8 1,62 т7 ) я5 (т 3 Д- 1,02 т7);

=тч 1,62т- ; =тб -4- 1,02т7 ;да% ’ ‘ с»о5
о | >

‘

С= Со +«з№ IД2 ЛЬ) Да & (ЛЬ + 1,02 ЛЬ)I

ЛЬ-1,62ЛЬ; + 1,02ЛЬ;

тах Т = тяж Т0 -|- я3 (тяж^Г3 1,62тахЛТ 7)-\-

-(- я5 {тахАТц Д- 1,02 тасвЛТ7);

о (тах 7)
__ у 1 (32 тах ЛТ-;

д (пlахl)
__ _|_ ] 02 тяж Д Т7 .

0й 5
0 ’

‘



O,Ь Ь 0,5.2/

Интегралы по х: 2 х~(1х = 77’/12 ;| 1 1—|
2 %с == 0,267 В.

о о
Интегралы по поперечным сечениям, встречающиеся в выраже-
ниях минимума, наиболее целесообразно находить числовыми мето-
дами. Например, по правилу Симпсона (см. табл. I):

А'о

IМ0 Лз = [4 • 0,114 • 0,65 +2 • 0,205 • 1,36 +4 • 0,245 • 1,50 +

о

+ 2 • 0,22 • 1,03 + 4 • 0,128 • 0,35] = 1,032.
Всего для двух условий минимума (18) надо вычислить 15 таких
интегралов.
После этого получаем:

I условие: 43400-|- 254000% 4000% (моменты)
7OO -)- 1012000% 581000% (продольные силы)

1000-)- 16000%— 7000% (сдвигающие силы)
43700 + 1282000% 592000%

II условие: 1050 4000%+ 9000% (моменты)
110 581000%+ 502000% (продольные силы)
ll0 — 7000%+ 9000% (сдвигающие силы)

1050 592000% + 520000% = О
Решения этой системы уравнений:

% = 0,0734,
%== 0,0855.

Следует отметить, что работою сдвигающих сил почти всегда можно
пренебречь (в соответствии с предположениями теории бимоментов
Власова).
Также и интегралы, содержащие начальные значения продольных
внутренних усилий (Т0) оказываются почти всегда равными нулю:

8 о р

О (I

Если эти упрощения считать допустимыми, то количество интегри-
рований снизится с 15-го до 8. В настоящем примере в резуль-
тате этих упрощающих предположений получили бы для искомых
параметров % и % соответственно значения —0,074 и —0,087.
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Т
а
б
л
и
ц
а
I

Сечение
0

V.

1

1

9

3

4

5

6

7

м0

—0,114
—0,205

—0,245
—0,220
—0,128

0

0

—0,205
—0,264
—0,264
—0,217
—0,124

—0,015
+

0,083
+

0,151
+

0,171

тахТ0

+

33,8
+

16,1

-1,6
—0,8

—5,7

-8,0

-8,1

-6,4

—3,6

0

0

—0,673
—0,938
—0,938
—0,794
—0,688

-0,175
+

0,395
+

0,835
+

1,0

0

+

0,840
+

0,980
+

0,980
+

0,350
—0,611

—0,995
—0,4+1

+

0,528
+

1,0

0

—1,142

—0,793
—0,793

+

0,518
+

0,906
—0,321
—0,976

+

0,109
+

1,0

-1,62

0

+

1,850
+

1,286
+

1,286

—0,838
—1,468

+

0,520
+

1,580

-0,176
—1,620

1,02
А'С,

0

—1,163

—0,808
—0,808

+

0,528
+

0,924

-0,327
—0,995
+

0,111
+

1,020

т?>

—

—

—

—

+

0,50

+

1,30

-+

2,53

+

4,23

+

6,35
+

8,65

т-

—

—

—

—

—0,59

—1,43

—2,50

—3,55

-4,50

—5,20

})1у

—

—

—

—

+

0,71

+

1,64

+

2,49

4-
3,25

+

4,14
+

5,00

—1,62
тг-

—

—

—

—

—1,15

—2,66

—4,03

—5,26

—6,70

—8,09

1,02
ш7

—

—

—

—

+

0,72

+

1,67

+

2,52

+

3,31

+

4,22
+

5,10

тихА
2

+

77,4
+

57,6

+

30,5
+

15,3

—10,0

—32,0

—43,3

—40,4

-24,1
о

тахА
Ть

—133,3
—63,6
+

30,6

+

15,3
+

71,6

+

60,6

—
7,7

—68,6

—65,0

0

тахА
Т-.

+

202

+

55,3

-134

-07

—94,3

+

46,6

+

104,3

—23,8

—109,0

0

—1,62
тахА
2

7

-327,0
—89,5

+

217,0
+

108,5
+

152,7

—75,4

—169,0
+

38,5

+177,3
0

1,02
тах

АТ-;
+

206,0
+

56,3

—136,7
-68,3

—96,1

+

47,5
+

106,2

—24,3

—111,6

0

Щда
3

0

+

1,177
+

0,348
+

0,348
—1,812
—2,156
+

0,345
+

1,975
+

0,659
—0,620

дуда-

0

—0,323
+

0,172
+

0,172
4-

0,878
+

0,313
-1,322

—1,436
+

0,639
2,020

дМ/да
ъ

—

—

—

—

-0,65

—1,36

—1,50

—1,03

-0,35.
+

0,56

дМ/да-

—

—

—

—

+

0,13
+

•0,24
Ч-

0,02

—0,24

—0,28

—0,10

д{тах
Т)1да3

—250

—32,0

+

247

+

123,5
+

142,7

—107,4

—212

—2,0

+

153,2

0

<){тах
Т);
'да-

+

73

-7,3

—106,3
-

53

—24,5

+

108,1
+

98,5

—92,9

—176,6

0
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Совершенно очевидно, что возникающая таким образом погреш-
ность не оказывает существенного влияния на окончательные, на-
ходимые суммированием, внутренние усилия.

Для примера в таблице II показано нахождение продольных
усилий посредством суммирования:

Черт. 17.

Найденные усилия М, Си Т представлены соответственно на
чертежах 15, 16 и 17 прерывающейся линией. Сравнивая эти вели-
чины с соответствующими величинами М O,

и Т0 (на тех же чер-
тежах сплошной линией), найденными согласно теории бимомен-
тов Власова, видим, что различия все же достаточно велики.

з) Замечание относительно приведённого при-
мера.

Автором проведён расчёт оболочки при тех же данных, при-
чём дополнительный эпюр был избран в виде;

.с. „ ЗтГB , 5 713
= СОЗ +«5 соз .

• Т а б л и ц а II

Сечение 0 1//2 1 1 2 3 4 5 6 7

тах Тц + 33,8 + 16,1 — 1,6 —0,8 — 5,7 — 8,0 -8,1 — 6,4 — 3,6 0

д ( тах Т)
да

?<

+ 18.3 + 2,3 — 18,1 — 9,0 — 10,5 + 7,9 + 15,6 + 0,2 — 11,3 0

д(тах Т)
даь

а'°
— 6,3

.

+ 0,6 + 9,11 + 4,5 + 2,1 — 9,2 — 8,4 + 7,9 + 15,1
'

0

тах Т + 45,81+ 19,0 — 10,6 — 5,3 -14,1 — 9,3 — 0,9 гЬ 1,7 + 0,2 0
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Величина ах была принята равной нулю на основании рассужде-
ний в рубрике д).

В таком случае можно из уравнения равновесия (15) выразить
например параметр % через параметр а3 . Составлять придётся
только одно уравнение условия минимума потенциальной энергии,
в котором будет фигурировать' только 4 существенных интеграла.
Точность результатов вычислений вполне удовлетворяет потреб-
ностям практики, как это явствует из чертежей 15, 16, 17, где
соответствующие внутренние усилия представлены прерывающейся
линией с крестиками.

На тех же чертежах, пунктиром обозначены результаты вычис-
лений, проведённых не используя теорию проф. Власова, а беря
непосредственно эпюр прироста сдвигающих сил в виде

-- ЗпB , 5 718 . 7 718
Ь а8 2*B 47 ~2.811 * 2 • 7~88 *

Из чертежей 15, 16, 17 видно, что точность результатов вполне
достаточная.

Проведём теперь вычисления для случая, если для эпюра при-
роста сдвигающих сил ограничиться только двумя членами

*. Зя:B ,
„

Ъпз у
ь С3 008 2.8 47 I СОВ эз I®s Ьб'

Условие равновесия горизонтальных сдвигающих сил (16) исполь-
зовано только для обоснования возможности принять аг = 0.

Далее потребуем, чтобы изгибающий момент был равен,
нулю. Этим мы избавляемся от необходимости отыскивать центр
изгиба А.

Момент внешних сил в сечении 7:

Мо ’

= 0,436 • 5,20 = 2,267 т/м.
Изгибающие моменты эпюров прироста сдвигающих сил (см.

табл. I):
-}- 8,65 ТМ/М

/7) .т\ 5,20 тм/м.
Таким образом:

2,267 8,65 а3 5,20 а5 = О
откуда

а&
= 1,66 а3 0,436.
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Внутренние усилия находим суммированием:

М = (М0 0,436 (%) (т3 Н -1,66 т.) а.а = м'„ + а, .... (а)

?=-0,436 &+(&+ 1.66 С6)а3 =Г„+^«3 (Д
тах Т— 0,436 Ть -]- (тах Т3 1,66тах Тб ) а3 =

' , д{тахl\ )
,

= го -Ь аз (7)

Величины:
™3 5 >Сз (<== 3) 5 (

»

шах Т3 (= тах АТо) и тах Т б (= шах ЛТ5 )

находим из таблицы I.
В таблице 111 собраны все, необходимые для вычислений вели-

чины и проведены некоторые промежуточные вычисления.
Условий минимума потенциальной энергии надо составить

в данном случае только одно, для чего надо вычислить 4 суще-
ственных интеграла ( распространённых по половине поперечного
сечения оболочки см. табл. III).

о

Мо сlB = [4 • 0,005 • 0,48 2 ■ 0,04 • 1,07 4 • 0,131 • 1,62
о

2 • 0,18 • 1,66 4 • 0,148 • 1,12] = 0,761

«о
= ПГ 4 ’ 0,48<2 + 2 ’ 1» 072 +4 • В62 2 + 2 • 1 ’ 66 '2 +4 • 1,12] =

о
= 10,36

5о

I* тах То Аз = [— 58,1 ■ 143,9 —4 • 27,8 • 48,0 13,3 • 81,3] +
о

+ [— 6,6 • 40,7 4 • 31,2 • 108,8 2 • 26,4 • 68,4 4 • 3,4 • 56,1

2 • 29,9 • 154,4 4 • 28,4 • 132,0]= 1,642 • 104

«О

[l43,9 2 4-4,482 + 81,32 ] + I^—[4o,7 2 + 4-108,8 2 +

+2 • 68,б2 4 • 56,12 +2 • 154,42 + 4,132 2] = 6,97 • 104

Работа сдвигающих сил здесь не принята в расчёт, как не
влияющая на результат вычислений.
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Таблица
Ш

Сечение
0

V*

1

1

2

3

4

5

6

7

И0 —0,436
тъ

—

—

__

—

—0,262
+

0,257
—0,584

+

0,624
—0,959

+

1,090

—1,369
+

1,549

—1,814
+

1,962
—2,267

+

2,267

М'0

—

—

-

—

—0,005
+

0,040
+

0,131

+

0,180
+

0,148
0

+

8,65 —8,65

Щ 1,66
т5

—

—

—

+

0,50 —0,98

+

1,30 —2,37

+

2,53 —4,15

-1-
4,23 —5,89

+

6,35 —7,47

дМ/ди
3

—

—

—

—

—0,48

-1,07
—1,62

-1,66

—1,12

0

?о
=

0,436

0

—0,366
—0,427
—0,427
—0,153

+

0,266
+

0,434

+

0,192

—0,230
—0,436

ь 1.66
&

"0 0

—0,673
+

1,394
—0,938

+

1,625
—0,938

+

1,625
—0,974

+

0,581
—0,688 -1,012

—0,175 —1,650
+

0,395 —0,731
+

0,835
+

0,876
+

1,000
+

1,660
+

2,660

д<^1да
3

0

+

0,721
+

0,687
+

0,687
—0,393

—1,700

—1,825

—0,336
+

1,711

тахТ0—
=

—0,436
тахТъ

+

58,1
+

27,8

—13,3

—6,6

—31,2

—26,4

+

3,4

+

29,9

+

28,4

0

шах1\

1,66
тахТ5

+

77,4 —221,3
+

57,6 —105,6 —48,0

+

30,5
+

50,8

+

15,3
+

25,4

—10,0
+

118,8
—32,0

+

100,6

—43,3 —12,8

;

—40,4 —114,0

—24,1 —107,9

0 0

д

{тах
Т)/дп
3

—143,9

+

81,3:
+40,7

|

+

108,8
;

+

68,6
]

—56,1

—154,4

-132,0

0
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Из условия минимума потенциальной энергии
42000 (0,761 Н- 10,36 а3) + 6,71( 1,642 • 104 + 6,97 • 104 п3)= О

находим, что
а3 = 0,157.

Результаты вычислений представлены на черт. 15, 16, 17 пунк-
тирными линиями с крестиками.

При сравнении с результатами более точных вычислений вы-
ясняется, что предлагаемый вариант метода вполне удовлетвори-
телен с точки зрения практики, и что таким образом найденная
картина усилий значительно ближе к действительности, чем на-
ходимая по методу Власова. Об’ёмы вычислительной работы в
обоих случаях примерно одинаковы.

Правда, в некотором отношении внутренние продольные усилия
на краю бортового элемента получаются все же немного меньшими,
чем в действительности по причинам, изложенным в работе
автора [l3] на стр. 22.

7. Заключение.
Излагаемый в настоящем, метод обладает некоторыми существен-

ными преимуществами по сравнению с точными методами, а именно:
а) Вычисления не выходят из рамок интуитивной нагляд-

ности, чем избегается возможность крупных ошибок (например, в
знаках).

о) Вычисления проводятся обыкновенной (длиной в 25 см)
логарифмической линейкой.

в ) Вычисления одинаково просты при любых симметричных
формах поперечного сечения, даже и в случае поперечного сече-
ния в форме дуги окружности целесообразнее пользоваться чис-
ленными методами интегрирования.

Внутренние усилия находим суммированием по форму
(0) и (у). Например для поперечного момента М находим:

лам (а).

Сечение 1 2 3 4 5 6 7

К 0 — 0,005 0,040 0,131 0,180 0,148 0
а3 дМ1да% 0 — 0,075 — 0,168 — 0,254 - 0,260 — 0,176 | 0

м • 0
1

— 0,080 — 0,128 — 0,123 — 0,080 — 0,028 !
1

0
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Как это следует из приведенного вычислительного примера
(и. 6), вообще говоря в разложении Л $ достаточно взять только
два существенных члена (т = 3 и 5), вследствие чего надо удо-
влетворить только одному условию минимума потенциальной энер-
гии. Только в случае относительно очень тонких оболочек при-
ходится учитывать также и третий существенный член разложе-
ния (ш —7) и вместе с этим удовлетворять не одному, а двум
условиям минимума потенциальной энергии.

В ходе вычислений можно пренебречь работой сдвигающих сил
также и в случае относительно тонких оболочек (II предположе-
ние проф. Власова). Также и интегралы, содержащие начальные
продольные внутренние усилия (Т0), можно 4 всегда считать рав-
ными нулю (ср. [lB] стр. 15).

Следует еще упомянуть, что ход вычислений можно значи-
тельно упростить, если выражение для прироста сдвигающих сил
V избрать сразу в форме

..... Ь8 т
** М ~дх~~ 2йт 008 270т

'

3,5,7...

в результате чего отпадает необходимость вычислять функции на-
грузки по теории бимоментов Власова.

Такой путь даёт достаточно хорошие результаты (ср. пример
п. 6), хотя продольные внутренние силы на краю бортового элемента
получаются несколько меньшими, чем в действительности.
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Обозначения.
р нагрузка на единицу кривой поверхности оболочки (т/м 2).

д 0 тоже на единицу длины бортового элемента (т/м).
8(8, х) сдвигающие силы (т/м).
'С(з) = дЗ/дх прирост сдвигающих сил (т/м 2).

Т(B,х) продольная сила в поперечном сечении оболочки (т/м).
М (з) поперечный момент на единицу длины образующей оболочки (т).
Я0 ; ; Т0 ; М0 те же величины, но вычисленные на основании теории бимо-

ментов Власова.
АЗ гп, А'С ]П , -'УТт, тт —те же величины, то вычисленные из ш-го члена разложе-

ния Л'С, в ряд, если ат =l.
тл крутящий момент вокруг центра пзгиба Л внешней нагрузкп оболочки.
В —-бимомент (тм 2).

а“, х координаты на поверхности оболочки (см. черт. 1).
5 0 полудлина поперечного сечения оболочки.
%т фиктивная полудлина поперечного сечения оболочки в юг-ом члене

разложения АС,(з).
Ъ высота бортового элемента.
,5; 60 значения толщины оболочки.
а г ордината центра изгиба А относительно начальной исходной точки В.

со ; секториальные площади (м2).

секториальный момент инерций (м6).

.]
зс момент инерции относительно вертикальной оси (м 4).

.]а полярный момент инерций поперечного сечения (м 4).

Зш секториальный статический момент (м 4).

ат подлежащие определению параметры в разложении Аф).
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