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B.K. Appo

НАИЛУЧШАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА С ВЕСОВОЙ
ФУНКЦИЕЙ х* НА МНОЖЕСТВЕ ФУНКЦИЙ

Пусть п, г, заданные числа. На множестве

функций абсолютно непрерывна на

[o,l] }[ (Q j рассмотрим задачу построения
наилучшей [l] формулы вида

1
S + (I)
J !=0
О

где
О $ < < ...< 1, (2)

т.е. найдем узлы я веса формулы (I) так, чтобы величина
Rn= sup

имела наименьшее значение.
Учитывая то, что согласно [2] наилучшэя квадратурная

формула (I) должна быть точна для всех многочленов степени
стандартными рассуждениями (см., например,[l]) по-

лучим, что

Rn =

о

О

о (г-1)! [O, и 0о
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Введем обозначения:
= = 1,2,...,n—0.Q(t)=0,

0. (u) - многочлен степени г -1, наименее уклоняющийся
от функции на отрезке [-I,l] в метрике Ц ( и =

1,2,...,п—1),

Paосмотрим правую часть неравенства

\[K(t)fdts\[L(Hfdt (4)
О 3

и найдем, при каких значениях чисел Xj, удов-
летворяжщих (2), она принимает наименьшее значение.

Имеем (введя обозначение )

°4 °

+ -

ЗЗп
Лемма I. Справедливо равенство

№- dt=
т* (5)

-

(к = 1,2,..., Г)-1) .

Доказательство получаем интегрированием рассматривае-
мого интеграла по частям с использованием свойств многочле-
на наименьшего уклонения в от функции \y(t) на отрезке
C^KiX-K+J'

ЛОМАЮ 2. функция

f'X' = L'+X + U(x-I)f"\(u)du, (6)
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где
. .... 1 d'(ui-l)*

"Г-к! du* (7)

при г= 1,3,5,... монотонно возрастает для всех х О и
при г= 2,4,6,... монотонно возрастает на отрезке [0,1) и
убывает для х > I.

Кроме того, при х> I функция Ф (х) для нечетных г 3
вогнутая, а для четных г выпуклая.

Доказательство. Из (6) получаем, что

Ф'М [L< +1 + " d" - (8)

Применяя к сумме в (8) тождество Кристоффеля-Дарбу [3],
имеем, что i

Ф'(х) [1 [Xp(u)+X,_,(u)]du ,

откуда интегрированием по частям находим

Ф(х)= + r-jl^[j+'x+u(T:-l^<)-u^f'^+LL)du.(9)
Так как подынтегральное выражение в (9) неотрицатель-

ное для всех х > 0 и и е (-1,1), то отсцца видим, что
ь! Ф'(х) = s!gn(j -хУ*',

откуда и следует доказательство первой части леммы.
По (9) вычислим (считая г 2)

Ф(Ж.) = П + r-j){(r-iy (X-
- L

-11
+ (10)

-1

Видим, что выражение, стоящее в (10) в фигурных скоб-
ках, положительно при б->oих>l. С другой стороны, Ф"(ж)
можем представить в виде

Г—7 7.м (.-)) Л Г—l Г,- О Г—4ф(х)- ;П(№ + г-])\[{ + 0-и') +



+ u)j\r + e.-i)[j+'x + u (%- 1)] -2з du ,

откуда видно, что подынтегральное выражение неотрицательно
при-1 < з 0 и г^2(х.>l).

Таким образом, для х >lи 2 имеем
s!qn<t'"(X)=-s'lC]n(i-X.)''"^.

Лемма доказана.

Известно Е4], интеграл

где произвольный многочлен степени г -I, принимает
наименьшее значение при

CL(UI- Q-,(u) = X^(u)
' к=о

где определено в (7),
?(hLU + aJ^^^X^(u)du

P"! 1 =P *

Wu)du
(L =

Отсюда получим

(и)K=o' K=o 4X^ll
i)

Обозначим = = 1,2,..., тогда для
(-1) и Q}, (I) получаем выражения

+ + \j.Jldu, (12)

=

+ (13)

Учитывая (6), из (12) подучаем

Q,(-l)= = (14)
покажем, что можно считать 0.

6
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Послезаменыпеременнойвинтегралеиз (13)с учетом
того,что Хк(-и) =(-И"Хц(и),имеем

= (!.=)Д п-П. (И)

Левма3. Приусловии yj >l (] = 1,2,...,п-О си-
стема

Ф(УO [Ф(УО-I]-0
=о

имеетединственноерешение,иэторешениеудовлетворяетсо-
отношениюу„> Хп-1-

Доказательство.Пустьг = 2,4,6,...,тогда,согласно
лемме 2,

,
,тахФ(зс-)=1

osх<с«
Поэтомупри * ( L = 1,2,...,п-И справедливыне-
равенства , (L=2,3,...,n-1),

т.е.система(l6) в этс?.<;случаеэквивалентнасистеме

Ф(уО=o, Ф(УП = (L=2,3,...,n-i)Jj>l
Крометого,видим,что решениесистемы(l6)сводитсяк

повторномурешениюуравнения,отличающегосяотпредыдущего
толькосвободнымчленом,поэтомуперваячастьлеммы будет
доказана,еслимы докажем,чтопри у > I уравнение

[Ф(П-с][Ф(у)-(1-с)]=0, (17)

где o=sс <l, имеетединственноерешение.
Пусть г = 2,4,6,...,тогда,согласновышеизложенному,

из (17)имеем
Ф(Х)-С=o, У>l. (18)

Таккак Ф (I) = I и Ф(х) при х>l ( р = 2,4,...)вы-
пуклаямонотонноубывающаяфункция,тонайдетсятакаяточка

у= где Ф(т,)-с<o. Отсюдаи из того,что Ф(l) -с>o,
получаемсуществованиеиединственностьрешенияуравнения
ash

При с = 0 имеемпервоеуравнение системы(l6), т.е.
Ф(КO- Q,

Из того,что
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и Ф(х) на интервале (0,1) возрастает, имеем С<Ф(-^)<Ф(')-
Поэтому, по доказанному выше,уравнению Ф(Хз) = имеет

единственное решение Йъ>l - Покажем, что Жт. <X, - Дей-
ствительно, из неравенств и того,
что Ф(х) убывает при х > I, следует, что равенство

- = 0 выполняется только при > > 't -

Теперь пусть Xi >Xt >- - Покажем, что решение

уравнения Ф(%;,) - Ф(у—-) = 0 удовлетворяет неравенству
1 < XL < У:.-и -

Так как =

= + °

(из-за монотонности функции Ф(х) при хе (0,1), то равен-

ство - Ф(ут-у) = 0 выполняется только тогда, когда

Уи >

Тем самым для г- = 2,4,6,... индукцией лемма доказана.
В случае г = 1,3,5,... доказательство аналогично приведен-
ному.

Лемма 4. Пусть Хп е (o,l] и фиксировано. Тогда сис-
тема уравнений (относительно неизвестных Хд, Xg,..., ,

удовлетворяющих условию (2))

&,_,())- Ct,(-l)]=0 (19)

имеет единственное решение

.П = (20)ь=к at.

где Yu (L = 1,2,..., n-l) являются решением системы
(16).
Доказательство. Покажем, что в решении первого уравнения
системы (19) не может быть =O. Действительно, первое
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уравнение из (19) имеет вид =O, откуда,
учитывая (II), имеем

к=оЧЛц]l^^o
Если = 0, то a,= и последнее равенство

приводится к виду

Применяя тождество Кристоффеля-Дарбу и интегрируя за-
тем по частям, убеждаемся, что сумма в (21) отлична от ну-
ля, поэтому для исполнения равенства (21) необходимо, чтобы
Xg = 0, но это противоречит условию (2). Итак, решение сис-
темы (19) нужно искать среди О (L = 1,2,..., п-1 ).

Отсюда ииз (14), (15) для системы (19) получаем представ-
ление

(L = 2,3,...,n-l),

В силу ТОГО, ЧТО ЗЦ,^O (L = 1,2,..., П-1 ),видим, что
система (22) совпадает с (16), которая по лемме 2 имеет
единственное решение. Обозначим это решение YL ( L = 1,2,
.... п-1 ), а решение системы (19) через ( L = 1,2,...,
П-I),тогда имеем X? =Xs/Xi, =

откуда и следует (20). Леяма доказана.
Применяя формулу (5) к интегралам, стоящим под знаком

сумм в выражении для , подучим, что

2.г-+2<l.+l п-1 г ,[К" - -
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- [рх-к-- j + (23)

Лемма 5. Пусть (o,l] и фиксировано. Тогда числа
Xj-,Xg, ...,х удовлетворяющие (2) и доставляющие вели-
чине Vn наименьшее значение (которое обозначим через V* ),

совпадают с (20).
При этом

V- = С - f -

где определено в лемме 3.

Доказательство проводится с помощью предыдущих лемм ме-
тодом индукции по аналогии с доказательством леммы 4 из
[s].

Из (23) и леммы 5 имеем неравенство

2г+2згИ 1

V- + dt =

Хп
Найдем, при каком значении величины Xr,<=(o, l] правая

часть неравенства (24) принимает наименьшее значение. Для
этого используем следующее утверждение.

Лемма 6.
1. Уравнение

r,2 2г+2е<.г 1 пР -L\ (г.,), =0- (25)
*X-ri

при имеет единственное решение, которое обо-
значим

(26)
2. Среди всех чисел наименьшее значение ве-

личине
i i о

' =Р'ж- dt (27,
Xn t

доставляет число х„= х^. При этом имеем
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'Mi)
t

Доказательство. Вычислением убеждаемся, что уравнение
(25) совпадает с уравнением Р(Хг,)=o- Тогда из того, что

Р"(Хп)> 0 (при х.г.е(0,1) и Р'(0)<0, а Р'(И>o,
следует существование и единственность решения уравнения
(25).

Так как функция при (0,1) является выпук-
лой, то ее локальный минимум при является и гло-
бальным минимумом, то есть

inf Р(Хп) = Р(Хп).
Выражение (28) получается посредством интегрирования

интеграла из(27) по частям и использованием того, что
является решением уравнения (25). Лемма доказана.

Раскладывая правую часть в выражении (28) в ряд Тейло-
ра по степеням -1)) получим

—, (29)
где (г!)' + + t

г д, (x^-i)^Л. '

В итоге из лемм 5 и 6 и из (29) имеем

LnfV. = (30)

Пусть далее Lf(t) означает функцию L(t), в которой
(L= 1,2,..., п), тогда из (4) и (30) следует,что

= Р(х^),
откуда видно," что величина (3) принимает наименьшее значе-
ние при K(t) =

L*(t) .

Пусть у K(tl узлы Xg, ..,х% Методом Ни-
кольского [П устанавливаем, что если веса фор-
мулы (I) имеют следующие значения:
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I (31)

(J = 0,1,...,г-1),

где h*=o,sx?,h*=o,s(ib*+,-x';,)(L=1,2,....n-i).
Итак, доказано следующее утверждение.
Теорема I. Единственная наилучшая на множестве

квадратурная формула (I) имеет узлы (20), (26), веса (31)
и оценку остатка

Rn-M (32)
Из (31), с учетом (19),видим, что при р = 2,4,6,...

веса A,<,,_< =a,<_i(n-a,<(-1) = 0 (к = 1,2,...,п-1).
Так как уравнение (25) равносильно при четном г уравнению

= §n(Xi); то имеем Ar,,r--i =
= 0.

Таким образом, при г= 2,4,6,... справедлива
fr)

Теорема 2. Единственной наилучмей на множестве W
( Р = 2,4,6,...) формулой вида

/ \Л(х)ёх= + Rn(f) (33)
K=li=o

0
является формула (33) с узлами (20), (26), весами (31) и

оценкой остатка (32).

Задачи построения наилучших квадратурных формул с ве-
совой функцией рассматривались ранее, например, в [5-13].
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V. Arro

The Best Quadrature Formula with Weightfunction x

for Set of Functions

Summary

Let = be absolutely continuous for
x&[o,lj and L (o - The beat quadrature
formula

1 no
f (j)
\ x"'- f(x)dx= X- f + -1
о к=l j=o

has been built on this set. The knots and weights

for =r-1(r=1,2,3,...) and =r-2 (r=2,4,6,...) are

found in condition that the value

(r) !Rn(f) t
assumes the minimal significance.
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Ю.М. Гиршович

НАИЛУЧШИЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ НА МНОЖЕСТВАХ
ФУНКЦИЙ С ЗАДАННЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

Настоящая работа является продолжением статьи Еl], по-
этому мы будем пользоваться обозначениями из этой работы.

Рассмотрим задачу построения наилучшей [2] на множест-
ве W L при четном г квадратурной формулы вида

f(x)dx =E $ +
<1)

С к=ll=o
О '

где о а значение п задано.
Пусть на множестве Е , являющемся подмножеством дейст-

вительной оси, при пЕ#O задана м-система непрерывных
на Е функций ч,Д), [3, с. 67 ]. Обозначим через
Р(Н многочлен, наименее уклоняющийся от нуля на Е в мет-
рике Lp среди всех многочленов вида

ujt) +Z*a^(t).
L=o

Теорема I. Многочлен P(t) имеет на Е ровно п простых
корней.

Доказательство. Действительно, P(t) не может иметь на
Е более п корней в силу определения М -системы. Пусть

- точки перемены знака многочлена P(t). Если L < п ,

можно построить многочлен

b^u^t'sк=о
таким образом, что его корнями будут и только эти
точки, причем s!gnO.(t)=biqnP(tl [3]. Но при Isрсс>о из
необходимых условий минимума следует, что

) P(t)[ ]Q(t)l dt = I P(tf's) gn P(t)CL(t)dt=
E E

15
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= Z. Ьк\ ]P(tf = 0,
b=o

что приводит к противоречию.
При р=оо подчиним многочлен Q(t) дополнительному

условию Пусть Для лю-
бого а > 0 положим

F(a-, t)=P(t)-E.CL(t).

Покажем, что при 0 <-а < 0,5 L выполнено неравенство

)F(b;t)4,...,E,<:L. (2)

Для этого разобьем множество Е на три непересекаищие-
ся части ,

= {t:t6.E, IPfü]sE j,
= (t:tnE, P(t) aj,
= (tit&E. P(t) <-a}.

Тогда
при teE^

]F(a;t)t = при teE^,
)F(s.;t))=-(P(t)-ba(t))<L при teE^,

откуда и следует неравенство (2), приводящее к противоречию.
Теорема доказана.

Обозначим через р ранг матрицы

и положим m = Через Z(f;E) обозначим число нулей
функции f (х) на множестве Е.

В дальнейшем будем предполагать, что выполнены следую-
щие условия.

I°. Для любых многочленов Р(х1,&(х1 степени г со стар-
шими коэффициентами I, удовлетворяющих условиям

V°(P) + v;«3)=0 (t = <,...,2r-s),
при любых а> 0 и b< 1 выполнено неравенство

z(P-,(o,a))+z(Q-,(b,i))^m..
2°. Для любых многочленов Р(х), q(x) степени г-1, удов-

летворяющих условиям



V°(p) + = 0 (L=i,...,1r-s).
при любых a> 0 и b<l выполнено неравенство

I(p-,(0,sa))+Z(c^(b,l))$m-l.
Этим условиям удовлетворяют, например, раздельные крае-

вые условия достаточно общего вида, рассмотренные в [4].

Теорема 2. Пусть г - четное и условия I°, 2° выполне-
ны. Наилучшей на множестве формулой (I) является
формула, построенная в теореме 2 работы [l]. Точная оценка
ошибки этой формулы есть

Г!
Доказательство. Покажем, что при выполнении условий

теоремы веса наилучшей формулы, подученной в теореме 2 из
Ll], удовлетворяют равенствам

= 0 (к= 1,...,п).
При к = 2,..., n-i эти равенства очевидны.
Рассмотрим систему уравнений

Z a^V°(x')+ Г = о (L=l,.. 2r-s)
К=o к=o

относительно неизвестных Эта система
имеет ровно m линейно независимых решений, которые обозна-
чим через а^,...,аЦ , .... (L =0,... ,m-i) Зафиксируем про-
извольные числа 0 <х,<Хп<l и определим на множестве

Е = (0,х,) u(Xn -И
функции

fZ аУ 1 хе(о,х,l

L , Хб(х„,l)
к=o

( L = 0,..., m -1) ,

, [ X€.(o,Xi)'и-(Х)=^
xe(X.J)-

В силу условий I°, 2° функции и.(х),..., образуют
на Е Т-систему СЗ] Порядка m-i, а функции и.(х),...,и^(х)

Т -систему порядка ffi. Поскольку при достаточно малых
О Т -систему можно продолжить на мно-

жество +cx)U(Xn-[!)j)) то с помощью теоремы 4.1 из

17
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[3 , с. 68] получаем, что найдутся функции
являющиеся линейными комбинациями функций и„(X), -- и
и образующие на Е М -систему. Полагая (х)= и и учи-
тывая условие I°, видим, что функции vjx), -. обязу-
ют на множестве Е М-систему, причем при к = 0,,m-l функ-
ция на каждом из отрезков и(Хп,l) является
многочленом степени $ г- 1.

Отсюда и из теоремы I заключаем, что многочлены
х,,Хп) и Х],Хп) имеют на множестве Е

ровно m корней, причем в силу условия 1° многочлен
sо,г,р(х; Xi,Xn) не имеет корней, больпшх чем а много-

член - корней,меньших чем Хп- Таким обра-
зом, при любых значениях справедливы неравен-
ства

Покажем, что для моносплайна К*(хl, наименее уклоняющегося
от нуля на отрезке [o,l] в метрике Lp среди всех моно-
сплайнов из множества Kp(V), выполнены равенства

Ро(*l)= = (4)

где Р*(х) - многочлены, с которыми функция г! К*(х) со-
впадает на отрезках [XL,xt+iL а - узлы моносплайна

(L = 1, = 1-х^,=o.
Из (3) следует, что Рд(х*)>o, а из [l] - что

Pf(x?)>o, 0. Пусть, например Pj(x]) Pf(x]) , тогда
при достаточно близком к нулю Е, положим

'

-г Ро(Х), ХЕ[O, xt-L),
К(Е.',Х) =< X€[xt-L, Х^),

. , Х&[Х^,l).
Выбрав 3ignL=sign(Po(x]) получаем неравенство

ЧК(Е.-,Х)lкр(о,ll И.к\х)Ц^(o^^
противоречащее определению моносплайна К*(х)- Точно так же
доказывается и второе из равенств (4). Из (4) и [l] следу-
ет, что А = =0 .

Теорема доказана.
Полученная теорема обобщает результаты работ L5-8L
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Y. Girshovich

Optical Quadrature Formulas for the Sets of Functions
Satisfying Prescribed Boundary Conditions

Summary

The optimal formula (1) has been constructed for the

set : is absolutely continuous

on [o,l] , M , Uj(f)=-0(i=1 ~s)j where
q(O,D



is linearly independent system of boundary conditions
functionals and r is even.
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Ю.М. Гиршовпч, М.И. Левин

МОНОСПЛАЙНЫ И КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ НА
МНОЖЕСТВАХ ФУНКЦИЙ С ЗАДАННЫШ КРАЕВЫМИ

УСЛОВИЯЖ

(г)
Через М (при заданных М>o и согласно

[l] обозначим множество всех функций f(xl, которые на от-
резке [ОД] имеют абсолютно непрерывную производную порядка

р- 1 и производную порядка г , удовлетворяющую условию

Пусть задана линейно независимая система функционалов

=
= (I)

j= °

где 0 s 2г-
(p)

Через Wu обозначим множество всех функций f(х), ко-
торые принадлежат множеству и удовлетворяют усло-
виям

U-jf) = 0 si- (2)
Рассмотрим задачу построения наидучшей [l] на множест-

ве W L п квадратурной формулы вида

= Z (3)
о -

где а значение п и множества (OJ, ---

...г-и}(к=l,заданы. Другими словами, нас будет интере-
совать вопрос нахождения узлов и весов той формулы (3), для
которой величина sup !Rn(f)[ принимает наименьшее значение.

Конкретно рассмотрим случай =

21
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Систему функционалов (I) можно продолжить до линейно
независимой системы функционалов того же вида
Е2].

Через V< ,...,Vip обозначим функционалы краевых усло-
вий, сопряженных к условиям )= О (L=l,-..,2.r)относи-
тельно дифференциального выражения [2] -Тогда для лю-
бых функций f(x) и д(х),достаточно гладких в окрестнос-
тях точек 0 и I, справедливо равенство Е2]

j=o . {.=)

Обозначим через m ранг матрицы

а через гл'- ранг матрицы . Тогда m=r-s+m
[2]/

Обозначим через пространство всех многочленов
степени sг-1, через тГр_/и1 - подпространство многочле-
нов е.тг г_.l,удовлетворяющих условиям U -0 (Ls ),

а через V) - подпространство многочленов
удовлетворяющих условиям =0 ({.=l в простран-
стве тгр_l можно ввести базисы и ,\up

таким образом, что
= 0 = +

V;, = *-* (L= l L= m'-t-1,...,r).
Так как наилучшая на множестве формула (3) должна
быть точной для многочленов из Яр ./и) [3], то в дальней-
шем будем считать, что узлы и веса формул (3) удовлетворя-
ют условиям

1
= (L=m+i,...,r). (5)

K=l j€.]K

№ожество всех квадратурных формул (3), удовлетворяю-
щих условиям (5), обозначим через Q.^(U)-

Через Kp(V) обозначим множество всех маносплайзов ви-
да г

_

- л
КМ = + ё.с (6)

J=o

Uj = и-* U>o, 0 при U<o.



удовлетворяющих условиям
V„(K)=0 (L = i,...,2.r-s). (7)

Через Xp(V) обозначим фактормножество Хр(У)/лг^_ДУ)-
Теорема I. Множества CL(U) и Xp(V) изоморфны, при-

чем для любой формулы из и функции f(X)eW^L^
справедливы соотношения

= [К^"^(х^- (8)

(к= ,п ; ,

с -

Sup =M m'm)lK(x)H . (ff+ (10)

где К - соответствующий этой формуле элемент из X (V)
,

а К(х) - произвольный моносплайн из К-
Доказательство. Имеет место равенство [4]

{q: q=r. f6W'JYj =

= (L=m'+^...,r)j.
°

Пусть KeXp(.V),K(xl - произвольный моносплайн из к.
Тогда для любой функции f(xl € L с помощью интегриро-
вания по частям (считая х„ = 1 имеем

u K=oJ
О

=Z Z +

+ (12)
j=° X

Учитывая, что (К=^-.-,п;
а также (2), (4), (7), видим, что (12) превращается в фор-
мулу (3), веса и ошибка которой есть (8) и (9). В силу оп-
ределения множества веса, а в силу (II) ошибка по-

Sh - ..
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лученной формулы (3) не зависят от выбора К(х)еК- Очевидно,
что полученная формула (3) точна на множестве сле-
довательно, она принадлежит множеству G.p(U).

Пусть теперь нам дана формула из Qp(U), покажем,что ей
соответствует элемент К е.X (V)-

Обозначим через моносплайн (6), у которого

а числа Смт--- выбраны произвольно. Взяв в (12)
получаем, что

< - in

' k=tj€jK ' L=S+l

(L= m+ 1,...,г) -

Отскща и из (5) следует, что

a=m + l. ... ,г). (13)
L=s-hi

Покажем, что найдется моносплайн
удовлетворяющий условиям (7). Будем искать этот моносплайн
в виде т*

= + XLb^-^K(x),
к=^

где числа ..., должны являться решением системы
т'

= (L=t, ... ,ZP-S). (14)
K=l '

Для разрешимости системы (14) необходимо и достаточно [4],
чтобы

= 0, (15)
L=s-t )

где ...
- любое решение системы уравнений

1г (к=-),...,т'). (16)
Ь—s+l

Столбцы матрицы ]] )[ линейно независи-

мы. Действительно,пусть числа ~.. , таковы, что
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(b= 5+i,...,2r).
к= 4

m' /

Отсюда следует, что т.е.
к=4

~2.г,гпПоэтому ранг матрицы равен m , и система
(16) может иметь Zr-s-m'=r-m линейно независимых решений.
Очевидно, что система (16) имеет г-m линейно независимых
решений = (ь=ь+l,...дг;к=т+l,...,г).Ноиз(l3) следу-
ет, что для них выполнено (15), поэтому система (14) имеет
решение, которое обозначим ..., .

Положим
= b^\p^(xls

К=l

тогда а множество всех моносплайнов К(хl =

= + пробегает образует иско-
мый элемент KeKp(V). Взяв в (12) в качестве любой
моносплайн из К, убеждаемся в соответствии заданной формулы
(3) и построенного класса К, при котором выполнены (8) и
(9).

Из (9) с помощью неравенства Гёльдера получаем,что для
любой квадратурной формулы из и соответствующего ей
класса K6.Xp(V)

sup (р-'+ч",ч),
г

где К(х) - произвольный моносплайн из К. Поэтому

М (17)

При 1 р < из необходимых условий минимума следу-
ет, что, /

Полагая °

9*(х)= M(-if
,

в силу (П)получаем, что найдется функция
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ДЛЯ которой =qW- Из ТОГО, ЧТО Rjf*) = M![KpWl)Lp(o,l)'
и (17) следует (10) для 1$ р < с*.

Чтобы доказать (10) для р =оз, положим при < г
= М (-if [ dx)"\

о (Г')
В силу (II) при любом 1 <г найдется функция
для которой Для любого L>o при достаточно
большом г i

о о

' К(х)&К

что вместе с (17) доказывает (10) для р = с^..

Теорема доказана.

Отметим, что частные случаи доказанной теоремы имеют-
ся, например, в работах [5-6].

Из теоремы I вытекает, что для нахождения наилучшей на
множестве формулы(З) достаточно найти моно-
сплайн, наименее уклоняющийся от нуля на отрезке [o,l] в
метрике Lp (р* + среди всех моносплайнов из множества

Xp(V), а затем применить к нему соотношения (8) - (10).

Полученный результат распространяется и на квадратур-
ные формулы с весовой функцией.

Построим наилучшую формулу (3) при ]n=(0,1,...,r-i}
(k=1,...,n) для множества Обозначим Хо=l-х^=o.
На каждом отрезке =0,.. ,п) функция г! К(х) явля-
ется многочленом степени г со старшим коэффициентом I .

Обозначим через Рц(Х) тот многочлен, с которым г! К(хl совпа-
дает на отрезке (k=0,...,n),

через Rr,p(x) - многочлен,наименее
уклоняющийся от нуля на отрезке П-I,l] в метрике Lp среди
всех многочленов степени г со старшим коэффициентом I.
Пусть функционалы V< , ...

, имеют вид

= V'°(g) + VL(q) (L = 1,...> Zr-s),
где
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j=o j-0

Обозначим через x,,Xnl пару много-
членов доставляющих при фиксированных наи-
меньшее значение величине

х< 1
l<р<оо,

F=< О Хп
maxfsup ]Soo4[, р=<=*з

среди всех пар многочленов Sjx), степени г со старшими
коэффициентами I, удовлетворяющих условиям

V°(S.)+ V.'(S,)=o ...Др-51.
Положим

г
о^г,р(Х', Xi,Xnl] ) dx+

+ ,

Fp(Xi,Xn)=j max{sup [S , sup [S , (x;x,.xj],o<x<x, x^x<i
=^,.

Выберем x 7 из условия

= rn!n (18)
Q<X^<Xn^^

Теорема 2. Наилучшей на множестве формулой (3)
при является формула (3), имеющая
узлы

Хк=х*-ь2(к-1)Ь (k = 1,...,n), (19)
веса

(20)
+ n-').
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—"p ["L° r,p (Xn)Xi?Xrt)J
(J=0,...,n-1),
h = (x^-x^)/(Zn-Z),

a и Xn определены в (18).

Точная оценка ошибки этой формулы есть

sup [Rn(f)l =

Локазательотво. Рассмотрим сначала случай Для
любого моносплайна имеем неравенства

1 Хц+, ч

°

ХК X, о
I

Хп

+ !Rr,p(^^fdx^^lSQ^^(x-,x,,x^fdx+^]^^p(x-,x,.,Xnfdx+
Хк 0 Хп

+ №г,рЯl]''(х„-хУ*'/ + t)]-(Fp(x,.x.))"
(см.,например, LIT, с. 147-148), причем при фиксированных
значениях равенство здесь достигается лишь при

h = Хк= + z(K -i)h,

Рк(х)= (k =i, ~.,п-П,
Po(Xl = х^, х -

Выбирая х,= из условия (18), получаем моносплайн,
наименее уклоняющийся от нуля на отрезке [o,l] в метрике
Lp из множества . Используя (8), (10), нетрудно
подучить (20)-(21).

При 1 также нетрудно для любого моносплайна
K(x)e.Xr(V) подучить неравенство

ÜP - Ц ,

откуда вытекает (19)-(21) для рассматриваемого случая. Те-
орема доказана.

Частными случаями доказанной теоремы являются резуль-
таты работ [7-12].
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Y. Girshovich,M, Levin

MonosplinesandQuadratureFormulasfortheSeta
of FunctionsSatisfyingPrescribedBoundary Conditions

Summary-

Let : be absolutelycontinuous

on [o,l], 4M, U-(f)=o(i=l,...,s)j,
q(O,D

whereth(f)is definedin (1).

Thecorrespondencebetweenthesetof formulas (3)

(forfunctionsf e. Lq) theset of monosplines(6)

satisfying(7)is established.Thisresultis usedfor the

constructionoftheoptimalformula(3) for theset

with = [0,1,...,r-1j(k=1,...,n).



О.М. Сильде, А.Ш. Чистякова

НЕКОТОРЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
ДЛЯ СИСТЕМ С ЛИНЕЙНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ СВЯЗЕЙ

Уравнение мощности (см. [l], (I) - (5))
T=N

N = (I)

можно полностью выписать так-

ä',= (2)
откуда уравнение возможной мощности

{т}=(ч} (3)
ИЛИ

(4)

(в дальнейшем символ Z всюду относится к индексу L ).

Допустим, имеем механическую систему, положение кото-
рой определяется п параметрами (обобщенными координата-
ми)

= г;. ...
(5)

Чтобы избавиться от рассмотрения времени t особо, заменяем
его координатой t или которую будем считать
равноправной с другими , так что

= (6)

Пусть имеем L уравнений связей, линейных относитель-

'-=O. i = QJ,...,n
L= t,z.....L.

В этом случае можно избавиться от уравнений связей
введением s =rn -L (число степеней свободы) новых парамет-
ров скорости j = 1,2,... ,5 ( Cj,° заменяетсяна V° ),тэк
что
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Vb = j=0,(8)
v-* будутнезависимымипараметрами,тоесть

(9)

где (vJ } - произвольныечисла.
Подставив(9)в(4),имеем

{^}=тД.йц{'.;'}
(см.[l],(B)),откудаподучаютсяуравнениядвижения

= aj)-.
j= (II)

(уравнениедля j =oможноотбросить).

Введемвыражениекинетическойэнергии
(12)

Пусть =

тогда 2Y= (13)

Из (13)получим

--у = (14)

Из (B)следует
äL=V-, = (16)

а (ll)дает

(17)

Изсравнения(ls)и(l7)получим

(и)

Равенство(lB)являетсяосновнымдлядальнейшего.



Введем "квазикоординаты" лг-?, так что
nj=VJ.

Допустим (существование такой связи легко доказать)

где Aj'=A*(ct,°j...,q,"') (К)
(индексы обобщенных координат и скоростей будем в дальней-
шем обозначать со штрихом).

Произвольная функция (может быть и векторная функция)
дает дифференцированием по времени (см.(l9))

f- Tf.g"' М f2ol
где

= Mi)

В дальнейшем будем пользоваться обозначением , причем
его значения определяются равенством (21). из (6) мы
подучим

= (22)
откуда

(23)

По (6), (19) и (23) ü;,j в общем являются функциями обоб-
щенных координат '-

В дальнейшем займемся преобразованием второго члена на
правой стороне равенства (18), именно - .

Заметим, что по (20)
ii., (24)Ч Зп*

откуда
Ч focTi

3v*
( U{,j не содержит v^).
Напишем следующее равенство

3UL* 3U!,j /<ЭС^

или по (25)

й. .rj... .

33
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(для голономвых систем равенства (26) или (27) равна нулю)
Здесь коэффициенты % имеют одно ито же значение для
всех точек системы. В [l] дается аналогичное (27) равенст-
во, только без добавочного вектора - Но теоретическое
исследование и многие примеры показывают, что не всегда уда-
ется избежать этого добавочного вектора, и нам следует его
в общем случае учитывать.

Подставим в (24) вместо частной производной его выра-
жение из (26), подучим

(28)

Учитывая, это по (8) и

имеем

где

По (II), (18), (29) и (30) получим дифференциальные урав-
нения движения для систем с неголономными связями, ,линей-
ными относительно обобщенных скоростей

ÖD
где V* суть независимые параметры скорости,

W LtL(jn) (32)

вычисляются из (27) (вычисление из (26) является бо-
лее трудоемким).

Коэффициенты в [I на с. 68] называются коэффи-
циентами трехиндексного символа или коэффициентами объекта
неголономности. Будем придерживаться этих названий, хотя
здесь равенство (27) более общее, чем в [1],(27) и не
сохраняют прежнего геометрического смысла (при 0)
(слово "объекта" иногда для краткости будем пропускать).При
других постановках задачи можно получить аналогичные коэф-
фициенты с другими значениями (как увидим дальше) и даже в
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другомколичестве.Ониобладаюттемобщимсвойством,что
= (аналогично (33)

Примердлявычисления даетсяв[l,с.69-70].Уравне-
ния(31)кажутсяоднимиизнаиболееудобныхнарядуодруги-
миуравнениями,вкоторыхприменяетсявыражениекинетиче-
скойэнергиисистемы,именно,из-залегкостивычисления

У jx и G jK-t, -

Новсежеокончательногоответанельзя дать,покане
исследованыидругиевозможности.Поэтомупродолжаемрас-
смотрениепроблемыисдругихточекзрения.

Пустьпо-прежнему
V;, = Ui,j , (34)

где vj- независимыепараметрыскорости(ихчислоравно
числустепенейсвободысистемы).

Учитывая(ls)до(18)получим

(35)
qjK=Zm^j.ÜLK+ZmLÜLj.ü^

или

Обозначаем '

=
. (37)

Тогда

(впоследнемчленеиндексыки L переменны).
Уравнениядвижениябудут

Введемещечисла поопределению

=И- °°*з (40)

Какизвестно
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JL-*3 - g
где q= det(gjL), а О-*** - алгебраическое дополнение к чле-
ну gjL в det(qjO- Отсжща подучим
и умножением (39) на имеем уравнения движения

(41)
Определяем коэффициенты неголономности равенства-

ми (то есть иначе, чем в (27)):
9js к!." (42)

или, умножая на qjs
(42,а)

(определенные здесь в общем, не совпадают о Yp<
в (26) иди (27), но нетрудно доказать, что в случае, когда
все =O, получается совпадение).

Пользуясь равенствами (37), получим

, (43)
=

(перемена индексов к и L ).

Отоща получаются уравнения движения

(44)
Из (43) имеем

(45)

но
DT к L
-Qjrj "

'

PTfj +

+ z ***

=
-

(перемена индексов к и L во втором члене).
Подставляя (46) в (45),получим
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= + (47)

Следовательно, учтя (42) и что по (14)
a

получим уравнения движения

Но имея в виду ход вычислений, (48) не имеет преимущества
перед (39). Это имело бы место, если можно было бы
начислить не по (42), а иначе. Например, если имеем

- Y? п. (49)
"Этт*"

(то есть если в (26) = С ),тогда в (49) или,что
то же самое, в (26) совпадают с у]ц в (42) или (42,а).
В этом случае Gjx..t,=o и уравнения (31) и (48) одно и то
же.

Для практического вычисления вместо (37) следует поль-
зоваться равенством

(50)
Из (47) имеем уравнения движения

= ''l'
Из (18) получаем уравнения, которые имеют фундаменталь-

ное значение
(52)

Таким образом, в настоящей статье приводятся следую-
щие дифференциальные уравнения движения для неголономных си-
стем с линейными уравнениями связей относительно скорости
при условии, что vJ независимые параметры скорости: (II),
(31), (39), (41), (44), (48), (51), (52). Из них все, кроме
(II), (39), (41),пользуются выражением кинетической энергии.
Введением и мы уже пришли к понятиям римано-
вой геометрии (символы Кристоффеля первого рода и второго
рода) с квадратом линейного элемента

(53)

Приведенные уравнения движения можно применять и к го-
лономным системам со следующими поправками:
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I) 2) 6jK.L=O; 3) 4)

5) r. — Г- (54)o' 3^J
Однако есть ряд других уравнений движения (без применения
выражения кинетической энергии), которые часто оказываются
более удобными, чем приведенные здесь уравнения. В основе
всех лежит равенство (10). Оно позволяет в случае системы
твердых тел (и отдельных материальных точек) для каждого
тела, входящего в систему, пользоваться своими параметрами
скорости, причем параметры, входящие в систему тел, связа-
ны между собой линейными уравнениями.
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0. Slide, A. Tschistjakowa

Einige Differentialgleichungen der Bewegung fur
das System mit linearen Bindungsgleichungen

Zusammenfassung

\

Im vorliegenden Beitrag wird eine Anzahl von Bewegunga-
gleichungen für das System mit linearen nichtholonomen Bin-
dungagleichungen gegeben, die mit Hilfe der Gleichung der
möglichen Leistung abgeleitet sind. Die meisten abgeleite-
ten Gleichungen enthalten den Ausdruck für die kinetische
Energie des Systems.



Х.А. Рельвик

О НЕКОТОРЫХ УРАВНЕНИЯХ АНАЛИТИЧЕСКОЙ
МЕХАНИКИ

В статье рассматриваются некоторые виды уравнений ана-
литической механики, среди которых и уравнения Ценова. При-
менение этих уравнений иллюстрируется на примерах.

1. Во многих статьях 41,2,3,5,10,11,12 и др.] рассмат-
риваются уравнения Ценова П рода

dK -О : 1 . з (I)
3qj J

где г

К = (Is)

и дается их обобщение на случай неголонсмных координат. Вид
уравнений (I) при этом сохраняется, то есть

= 0 (2)
(см. 4П, где звездочка указывает, что величины и
подставлены. В работе [2], а более детально в [l]рассматри-
ваются примеры движения твердого тела вокруг неподвижной
точки и качения обруча на шероховатой плоскости.

2. В работе [B] предложено уравнение аналитической ме-
ханики вида

(3)

где Q.j - обобщенные силы. Для его вывода выбирают пара-
метры скоростей VJ и соответствующие им базисные векторы
ü {,j выражают скорость L -ой точки системы

(4)
вычисляют ускорение 5;, и пишут, суммируя для всей си-
стемы, так называемое уравнение возможной мощности (короче
УВМ)
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(5)

где {vJj обозначают возможные значения истинных парамет-
ров скоростей. Учитывается независимость величин в фигурных
скобках и в результате получают из уравнения (5) уравнения
движения (3).

3. Введем так называемые аналоги кинетической энергии
Ln (Ч ("I

(6)

где
_ _

= V^ULj
и 'И "

(П).
_

.(п)
ULj + ...+VJU,j.

Из функций (6) в дальнейшем нам нужны два случая: при
L = 0 имеем .

~

.

(nl

(8)
и при L = I

ГП' (П)
V' = . v;. (9)

В частном случае, при п = o,функция (8) совпадает с кине-
тической энергией Т =

, а при n= I формула (9)
дает энергию ускорения применяемую в ура-
внениях Аппеля.

4. При помощи функций (8) можно выписать (см. Е6])ура-
внения

А = bj а.)
DV-* WJ

или, что то же самое,

MD

где f 1, если п= о
А= j 2 , если п= I (12)

[ если n > I
В частном случае, при п = 0 (тогда А = I), из (II) сле-

дуют уравнения в квазискоростях

wi
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аиз (10) - уравнения в квазикоординатах Больцмана-Гамеля

d Т)Т *SТ п.ЖЖТ* * 3-J ' 44)

В другом частном случае, при n = I (тогда А = 2), уравне-
ния (10) и (II) примут виды

pd Т)Т QT ,QTyA Q.<

di Di/-* Di/J
а если n> I, то уравнкния (10) упрощаются следующим обра-
зом:

d d(ZV^),.
(I?)

5. Дальше имеются (см. L6]) тождества
-

_d_
_

-о у о-"
_

_dv^_\
(n). h -1) ** (18)

WJ /

при помощи которых уравнения (II) принимают вид
(ь)

.Гп+< 3V°'" h+n-+< -av°'" 3v°." s ,Ki n. .^,"rFT h (19)

или в случае, если n= 0 (\/°°= Т - кинетическая энергия)
(Ы

' <2O)

6. Вводим теперь первую и вторую функции Ценова
. (h) (h)

= + I)Tj (21)
и

(h-0

где T - кинетическая энергия как функция квазикоординат и
квазискоростей, а - значение Т при фиксированных ско-
ростях (т.е. скорости считаются постоянными). Чтобы разли-
чить в Tg фиксированные величины от обычных, будем их в
вычислениях подчеркивать:

Т„ = =Т(х\...,х'l
Величины, входящие в дальнейшие уравнения,следовало бы

обозначать каким-то индексом, чтобы не перепутать с анало-
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гичными величинами первого пункта данной статьи (например,
Т*), но для простоты записи мы этот индекс отпустим.

Тогда
- (Ы „-г (h-б

(23)

где через (...) обозначены члены, не представляющие инте-
реса для следукщего. Частные производные для уравнений (20)
будут

(hl
3Tq_ Q. Т)То _ЗТ

(34'

Вычисляем еще величины (см. (21))
(h) (h) (h)

3T 3T fhill^r'
DVJ Pi/j ЗУ* 3vJ

(h) (hl (h)

h _

-DT _(hH) -Ж. -

(25)
""Ж." - (h) J (n\ " thl." 3^3yJ tnj-j *&-yJ oyj

и уравнения (20) принимают вид

+ (26)
nyj

Дальше, если 3 =O. то по формуле (22)

ЗКи h'DKhn'S j.k_Q.

или в частном случае, при h = 2

(28)W-)

Уравнения (28) могут казаться противоречивыми по срав-
нению с уравнениями (2). Действительно, т)-' не что иное,
как но в уравнениях (28) фигурируют еще коэффициенты

. Противоречия здесь все-таки нет, так как функция
в уравнениях (2) является функцией К из уравнения (I)

после исключения и с сохранением величин , а в
К-i никаких производных обобщенных координат нет - и

все исключены.

7. В работе [6] предложены уравнения движения, получае-
мые при помощи аналогов кинетической энергии (9):



43

= <29)

ИЛИ

если обозначить
(3i)

8. Пример I. Будем решать классический пример о со-
ставлении уравнений сферического движения твердого тела не-
сколькими способами.

Первый способ. В работе Еl] задача сферического движе-
ния решена следующим образом:

Кинетическая энергия тела
T = -L(ApT-+'Bq?+M,

где ... - - .

p=\pimot))n<-p + ecch4), 0 =
.

q,= G'Stntp, ip6tn o + cj,Got)Lp'
г = + ор, = +

a Q,\p и Lp - углы Эйлера, Тогда производные от Т будут

Т =Арр+ В +Сггч

t = + + + Crr. (а)

Затем выражению (а) дают вид (см. формулу (13) на с,98 ра-
боты Ш):.... э .? .? ...Т- 5То = + +

+
(б)

Уравнения (2) с учетом выражения (б) дают уравнения Эй-
лера.

Как мы видим, при этом способе нужны две системы от-
счета: обобщенные координаты е,-\р и и квазикоординаты,
производными которых являются и г-

Второй способ. Уравнение возможной мощности.

Скорость L-ой точки при сферическом движении тела
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где ш=pL + +гк система отсчета связана с телом и
г\= X;l+ -Следовательно,

+ + = рй'и +

а ускорение
X Г;,+ 61) х (ÖJ X ) =

= + +

+ ]*[гхь- pz',+ q(rz,,+ +

- c;hr,].

Подставив теперь вместо p,q, и г {p},{q,} и (г} со-
ответственно, получим

= +

+ {с^}[Вс),+(Л-С')гр]+{г}[СР+(В-А)ррг],
откуда по независимости величин в фигурных скобках следуют
уравнения Эйлера.

Третий способ. По уравнениям (10) и (II).

Вычисления дают:
2уо.ч= дрр + &^р,-(-Сгг=Т;
2 ' = Ар +В+ 0г + Арр + + Сгг =*п

и первое уравнение Эйлера получится из уравнений (15) сле-
дующим образом: р, v^=r)

, d !iav".') .b{!V=T)'-.,k.

"* Lx i

+ =CL^
Ap +(C- B) = .

Аналогично можно получить из уравнений (16):

Сгср = О.,; Ар + (С-В)

Коэффициенты (объекта) неголономности можно подучить
без помощи вспомогательной голсномной системы отсчета (см.
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[6]). № их возьмем из литературы:

Остальные у равны нулю.
Пользуясь индексом n> I, имеем

2.V' = Арр+Вр,ср + Срр + п(В-С)арр-4-п(С-А)ррср +

(п-ч)
+ n(A-B) pep Р

--O.П ,
(n-и) ..(П) (п+чЧ (п)

,

("+0 .м2V =Арр ч-Арр + Всрср + р +Сгр +

-t- -В) рср'р+(---)-
Уравнения (13) в этом случае дают

d mv°'l . 1 3(2V°'")„l ~k n..

ид 34-*' + 3-<'-
.

Ap+ (С -В) c},p- 0.4
и уравнения (14):

4 гг 3C2.V°-")
- J =

Ap -t-(C —B) epp= 0-4-
Четвертый способ. По обобщенным уравнениям Ценсва Н ро-

да (28). ( В более общем случае показателя п -по обобщен-
ным уравнениям Манжерона-Делеану).

В данном случае в выражении f сохраняются величины р,
ср и Р (различиепо сравнению с первым способом решения).
Уравнения Эйлера получаются следующим образом:

Т = + CpT*);

f = App + Bcpip+Cppi
Т = Ар + Вср -f-Ср+ App*t*Bcpcp-hCpPi

Т*о" + = conat ;
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То = т. = о;

Ар + г (С- В) cp— Сц -

№ видим, что уравнения (28) применимы без вспомога-
тельной системы обобщенных координат 6, -\р и . Нужны толь-
ко параметры скорости р, ср и г - Присутствие коэффициентов
(объекта) неголономности не нарушает этого правила,так
как их можно найти в данной неголономной системе отсчета(см.,
например,Е7.l),

Пятый способ. По компактным уравнениям при помощи ана-
логов кинетической энергии (30).

В этом случае пример решается следующим образом. Выби-
раем за параметры скорости угловые скорости р, ср и г во-
круг осей, неизменно связанных с телом. Вектор угловой ско-
рости будет тогда

bj= pL+cpj + t*k
и радиус-вектор L-ой точки

r\=xj+ Уи
откуда скорости этой точки

и ускорение
ÖL =

+ + ]*+

+ Ep)A- + k.
Продолжая аналогично, получаем

(n) Oil (nl
- tn') м (n) (n)

=

+ (...),

.
.

(ü)(n) (n)
где (---) не зависит от p ,cp иг .

Таким образом,
2v'<" = = [Ар +(С-в)с^г]У+

+ [Вср + (А-С) rp]cp+[Cp+(B-A)pq] г +(...),
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Уравнение (30) дает теперь ответ
Ар + (C-B)p,r-Q., =0.

№ видим, что здесь не нужны коэффициенты (объекта)
неголономнссти, а также не нужна вспомогательная голономная
система отсчета.

9. Пример 2. Составить дифференциальные уравнения дви-
жения однородного диска на горизонтальной шероховатой плос-
кости.

Пользуемся теми же способами и в той же последователь-
ности,как и в примере I.

Первый способ. По уравнениям (2). В работе [l] дается

Т = -L (м Vr + Ар'+ А С г') = А.[(М +А) А С)г^] ,

где р —6, р,—у<ипo, Р— = 0-угол
между вертикалью и геометрической осью диска через центр
тяжести С, - угол между фиксированной в пространстве осью

и линией пересечения плоскости диска с горизонтальной
плоскостью и - угол поворота радиуса диска в плоскости
самого диска.

Тогда , г „ т о я „

К= У [(М А)р^'+А + (С+ М р^+
+ (AR - +

откуда по уравнениям (2) получается уравнения движения диска

Опять мы видим, что нужны две системы отсчета - обобщен-
ные координаты 0, и и квазикоординаты, производными
которых являются р ,р, и г .

Второй способ. Уравнение возможной мощности.

Скорость L -ой точки диска
= G)x(Lj + р J ,

где и СП=рГ-)-рУ+гк. Система отсчета xyz не
участвует во вращении вокруг оси z с угловой скоростью Ф;
з вращается в пространстве с угловой скоростью = +

+ Rk . Тогда



= p[x-J -(' L] ,

возможная скорость
= L]

и ускорение

+ [XL(pCj,+ r) + + yO p*L-Lrß]j +

-t- + y' + k.

Уравнение возможной мощности (5) дает теперь
= Q,{p} + QJ^}+Q;{r],

глз ** ÜLi = (L + y^k,

L
По независимости {p},{q,} и [г) получим

= CLj j=l,Z,3
или после суммирования по всему телу

'(М А) р+ (м =Q t .

< Ac},+'Apß Срг =Qi.
(М^ч-С)р-М^рср^О^.

Ответ совпа.цает с уравнениями Аппеля, полученными в
работе [9].

Третий способ. По уравнениям (10).
Вычислив традиционным путем

hP (Dot ЗоА \

(см.,например,[9]),получим
=-^^=cote,

остальные Xfk= 0 . Ответ будет

'(М L^+ А) р- A (М (?-+ С) =O. ..

< Acp-ARp-(ML^+C)pr=Q2,
(MtAhC)ö = d^

48
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и не совпадает с результатами других способов решения. Это
касается всех уравнений движения, которые содержат коэф-
фициенты (объекта) неголономности . К сожалению, это
заранее трудно заметить.

Постараемся решить вопрос другим путем, как это пока-
зано в статье [7].

Имеем (см. формулы (а) второго способа решения):
= (L+y-Jk,

< -x^k,
-3;,з=

откуда

Übi" + + (r'—R)x^k,
- J+(r-R)^k,

+ px^+cj,(L+^)k.
Вычислим теперь разности

?)üLn üÜLj -

и найдем, что
*3ui,i

_

- rn+o-

3Щз
_

3uLt
_

r,

_ 3p 3r
+ Lk = -cot 5 ,

где, как видно, мы должны были ввести два новых базисных
вектора и Следовательно,

!{,^=^](д='— cotQ, ](^=— =

i<,\- 0 = Ü', -

(остальные = 0) и скорость L-ой точки следует писать

= ри-и + + + uüg -

Теперь, сохраняя нужные члены, найдем:
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2 = p 'At-A)+'?M + A-t- Г?\с+ M +

+ +<) pMr]-t-
-r(n-l)- .

(n-1)
+ A(w-rl-r pA] +

+ + SP.ML-u + (...).

Ограничиваясь частным случаем n = 0, то есть кинетиче-
ской энергией Т =V получим

Т- [(М А) A (М С) +риМL\
то есть по сравнению о выражением Т из первого способа ре-
шения следует учитывать еще член ри МА. где в окончатель-
ных результатах следует принимать и = 0.

Полученное таким образом выражение (или в част-
ном случае Т ) дает правильные уравнения движения (10) (в
частном случае (13), (15) или (17)).

Четвертый способ. По обобщенным уравнениям Ценова II
рода (26) или (27).

Расширенное выражение кинетической энергии вычисляется
как и в случае третьего способа решения:

Т =Y М Ар**+ г^).

Отсюда производные Т и Т:
f=MApp + + po)+App + + Crh,
Т = + гг-+р\ г'+ pu + 2рй + pü) +

+ А(рр+ + +У) + С(рг+ р).
Дальше имеем

To = -+2ри)+-^-(Ар^+ +

to=fo -О ; R^^(f-5T.)
Qi р -

Уравнения (26) будут

П DRi J k DdR-z) ? k. _k
dp ч'р +
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(Mth-Alp+- +

+ Cl ,

Alp -ARcj,+ = Сц ,

2) к

. r,+ " R^'
+ ARp —Crp =

.

r,\ 3Rz к к. o(2Ril^3^k.

3(2RilyS _ n*3o"^^
(МГ+ Glr + M^pq^Q;.

Пятый способ. По компактным уравнениям (29) при помощи
аналогов кинетической энергии.

Как и при втором способе,получаем

Ö: = = [(-г + рс^) (L + - X L] L +

+ [(r+ pt-Lrß]j +

+ [Х^(2рг- R)+(L + k.
откуда (jp) (n) _

(n)
_ (r<-) _

(n)

щ = - -t-г xtj +. p (L + + (-.-),

.
< (D (n) fn)

где (---) не зависит от р, иг;

In
("?

= ZmLar =

= У Al p + - +

(nl
+ q, [ Ao, + ARp -Cpr]+
+ - Mt?pq,] -)-(...).

Отсюда уже видно, что уравнения
3(2У''"l -

,

дают правильный ответ.
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10. Сравнение уравнений и выводы Таблица

Уравнения
Вспомогатель-
ная ГОЛОНОМ-
ная система

отсчета

Коэффициенты
(объекта) не-
голономности

нужна не
нужна

нужны 1 не
!НУЖНЫ

(2) Ж. - 0Зм'
+ +

(3) QLj + +

GM A] dt'Q-^j
3V°'"
fn-1)+

3v)

* ,xl о+ "ГпГ' 4 -

ev' J + +

(И) А 3V°'" .

at -ovJ 3vj

+ = Oi + +

(2.0)
-

(h)
3T , ЗГ уЛ к Q4 "h
3v^

(26) DRh .hi3Rhy?(h-11+""W^Qj
3V-J 3iyJ

<v"=Qj + +

(27) QKh

OVJ
kV'=0 + +

(29) 3(2V*'")
(П-И)

"

3V^
+ +

GM 3(2w''") nfn-il" =U
3V-*

+ +
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Из таблицы видно, что уравнения (3), (29) и (30) имеют
преимущества. Говоря о том, что функции кажется,тре-
буют более сложных вычислений, чем Т и Т„ в составе функ-
ции в уравнениях (27), можно сказать, что в практике
это не так: составить Т проще, чем составить но даль-
ше надо Т продифференцировать (в зависимости от порядка
уравнения даже несколько раз) и счет сравнивается. Кроме то-
го, и сразу готовы для сколько угодно высокого по-
рядка п, вто время как функции ,К4 и т.д. требуют
все больше и больше сложных производных f, Т т.д. Но
обойти этот вопрос нельзя, так как рассмотренные уравнения
имеют значение при учете уравнений связей с высшими произ-
водными параметров скоростей.

Сравнивая уравнения (3) и (29) между собою, нужно ска-
зать, что первые более общие, так как сумму мож-
но выразить через очень многие функции.
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X.A. Рельвид

О ПРИМЕНЕНИИ АНАЛОГОВ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИЙ

В [2,6,7,8,9] освещается вопрос учета уравнений связей
при составлении уравнений движения материальной точки и си-
стемы материальных точек. При этом вводятся новые функции
следующим образом

(п! (п)

Rn = i.(T-(n+HTol (I)
(n)

Rn-Z.O.xS'*- (2)
и

(3)

- кинетическая энергия при фиксированных обобщенных скорос-
тях, то есть подчеркнутые величины в (3) следует считать
постоянными.

При помощи (I) и (2) получаются уравнения движения в
виде [9]

(5)

Если имеются уравнения связей вида

ö/ = 2L3tä/'' + a'*, L+r=t), (6)

то можно получить
Oil L d.q*= + (c(.=L-H,...,L+r) (7)

(n=i,z,...)
(n)

и подставить из (7) в (2). В результате получатся урав-
нения
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= 0 Ч; (п=<Д,..Ч, (8)
<где значок при означает тот факт, что связи (7) подстав-

лены в (2),
В статье [2] делается предложение пользоваться при со-

ставлении уравнений движения функциями
= (9)

L **

из которых надо подчеркнуть частный случай L =l, то есть
.. (п)

(10)
I.

С помощью (10) можно обставить уравнения движения в виде

п. , ,-гтт.
Cn-ll" J (II)

и дальше, пользуясь функциями

w ' =V - (12)
еще в виде

'

Di)-j
На первый взгляд кажется, что (II) и (13) повторяют со-

ответственно (4) и (5), но действительно они имеют и разли-
чия.

Случай п = I дам соответственно

; -oj "м -§y-Qj (io
И

W"-°- <l5)

где 5 - т.н. энергия ускорения, использованная в известных
уравнениях Аппеля.

Подстановка (7) в (12) и (13) дает, аналогично тому как
получились уравнения (8):

(16)

где звездочка при означает подстановку старших про-
изводных (7).
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Существенная разница между уравнениями (4) и (II) (со-
ответственно между (5) и (13) или между (8) и (16)) в том,
что (4) получено исходя из обобщенных координат, а (II)
исходя из параметров скорости Е5l. В статье E6D И.Ненов да-
ет пример функции к<, (см. формулу (16) в статье Е6]) в
случае /t* = при помощи некоторых дифференциальных со-
отношений вида = Но Hi у него имеет другое
значение. Для Кр в смысле (2) можно доказать, что в случае
квазикоординат вместо (5) надо написать

ЗКп , Т)(пКпl
_ п - (17)

Чп-Р mir- Ик -
-

где -коэффициенты (объекта)негслономяссти [3].

Поимев I. Составить уравнения движения маятника на уп-
ругой нити, учитывая связь

г+С = 0
или в линеаризованном виде

р + Р = О \ Р
ЕЛИ

... р ...
\

р =

"

X ИрПервый способ. Решение
при помощи уравнений (5): фиг* i- к примеру i.

Т = Т=гп(.гр +рр^^+р^^),
f = + р^(р^-+р^ф^),
Т=+ + +

* ** О ..... - о.."* 7 *-ь + 3г^(р-^р'ч>^)'

То= у(р + - фиксированные величины подчеркнуты,

То= m

То = m p2-j^

То = m (гг'+ Зрг),

R3=y(f-4fol, = - 4'f^),

Ki= = + -

.
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Mt
_

3Ri , Dr
_

'OR? г
1)4? 4'p 3(p 3<p f*Or

Уравнение -—y-=0:.
5M +

+ =

Теперь пора считать подчеркнутую букву равносильной с
другими переменными величинами. Ответ:

f = o.^
ptp-)- С= 0.

Мы видим, что идя к более высоким производным Т про-
изводные г идут из одного выражения в другое по
хорошо известному закону -из г будет ,а еще дальше
3 р.

Второй способ - решение по уравнению (16)

+ рфй^
Ö = v= =

= + PÜp+- (...)

V = p üp4-P(pU -ь (-- ,

mv =m(p- + + 2г(р)(р +
,

где не зависит от p и (j);
= m(p - m(p(p + 'f +

,

= -mt-(p- + +

Уравнение —-=0 вместе с уравнением связи образу-

ет ответ: г
= Q^--LQr,

[ С = 0-
Преимущество способа в том, что функцию V можно для

сколько угодно высокого показателя п выписать сразу без
лишних вычислений, так как производные р и идут дальше
линейно. Например,для любого п можно сразу выписать
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2V ' = m(r r + + 1rtb)o? + R^,
(n't (Hi

где ие зависит от г и

Пример 2. Составить уравнения движения твердого тела
вокруг неподвижной точки при наличии дополнительного требо-
вания к составляющим угловой скорости тела.

Пусть система отсчета неизменно связана с телом и оси
координат х, у и z совпадают с главными осями инерции те-
ла.

Первый способ. Решение по И.Ценову [6,7].
В статье [7] И.Ценов дает функцию

+ +

+ + Nr) (а)

и подучает уравнения движения тела при помощи уравнения

(j=1,2,3 или (б)

Это элегантное решение, но для получения функции К нужна
кроме выбранной неголономной системы отсчета л' (j =1,2,3,
тг'=р; п*=гl еще другая, голономная система, так
что

р = Gstnq) 0 = рсо-5Ч>- ,

q,= =рзтч)-)-^созЧ> ,

г= +ф, (р = p-cotO(p6!rnp +с^со^^).
где 6, ич? - углы Эйлера.

Второй способ. Решение по расширенным уравнениям Ман-
жерона-Делеану (17). Коэффициенты при этом требуют
специального определения и мы их возьмем из литературы:

(А - =

Остальные 0.
Случай n =I.

T = T = App + Bq4, + Crr,

l^=o,
R(=T-Zto=T,
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Ki=Ri -X = R(-MxP
ъе

таккакобобщеннымисиламиздесьявляютсяглавныемо-
ментывнешнихсил.

Уравнение(l7)дляслучая n =l:
DKi DKt _ , D К4 з. .3к4 з, n= O,

= Мд ,

Ap+(C— =-Мд.

Случай n=2.

f= + +C(r^+rr),

T.=o, K^R^-M,p-M^-M/r,
!04k r*^—}(4k X4kk"o,

Dp 3p зф ЗГ

откудаполучимуравнениеЭйлера(в).

Случай п = 3.
f = А(рр+Зрр)+ +С(гг-!-Згг),

fo=0; K^Ri-Mxp-M^-Mir,
ЗКт ЗбКз\и .3(ЗКз\ъ_. п

откудаполучимуравнение(в).
Остальныедвауравненияможновыписатьпоаналогии.От-

вет:
.

Ар-(-(з-а) =Мд)
< Вср+(А— = (г)
[ Cb-t- (В-A)= -

Пустьтеперьтребуетсяучитыватьсвязь ä/= Сили
рр + =O. (д)

Независимооттого,прикакомзначениипмыполучилиурав-
нения(г),можнопродолжатьрешениезадачи,применяянеоп-
ределенныемножителиЛагранжа:



r *DKn . З(пКп) уТ T-3f
?Г
ЗКп . yi

_
_Т. Df1 +

3q, 0^
'ЗКп , 3(оКпl

_ иL + fnr— & jk х-= и
Зг *3^^

или
Ap+(c-B)ci,r = Mx + 3.^L,
Bq-+ + A.3f_,

ЗСр
Сг+ (в —AI pq, =-

,

где f = p^+c^-C-Ü.
После исключения множителя 1 подучим

. iAp + =Mx + .
<С р -и(в- Al р =М 2

= С.
Третий способ - решение по уравнениям (16).

Вычисления дают
(пЧ (nl

ZV' = [Ap + (C-Blqp]p+[Bq + (A-C)pp]cp +

+ [Cr-+ (B-A)f-q]'? + R,.,,
где R п не зависит от старших производных р , иг -

Вычисление аналогов кинетической энергии конечно,
требует больше труда, чем нахождение выражения кинетический
энергии Т, но они имеют и свои преимущества.

Выпишем функцию
--

или после подстановки обобщенных сил и

[Ap + (C-Rl tqp] p-t-[ßq.-t(A-C)np] q,,+
+ [.Сг+(В-А) pq] р+ - .

(з)

Подставим уравнение связи (д) в выражение (з):

+ (C-&)Qp] р - + (А-Сlгр]р +

У
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+ [Cr + (B-A)pc},]p+ -M^p.
Тогда уравнения

3(2W".4
_

= 0 и —-—— =oор Dp

дают
'Ар + + (Л-С)гр] -м,+ ,

откуда уже следует ответ (е).

Выводы

1. Аналоги кинетической энергии применимы к со-
ставлению дифференциальных уравнений движения материальной
точки и систеж материальных точек как в обобщенных, так и
пааискоростях.

2. Получаемые с помощью дифференциальные урав-
нения движения аналогичны уравнениям Манжерона-Делеану.

3. Функции W Л подучаемые из аналогов кинетической
энергии V допускают учитывать в уравнениях движения
уравнения связей путем простой подстановки старших произ-
водных обобщенных или квазискоростей.

При этом уравнения связей могут быть линейные или не-
линейные относительно сколько угодно высоких производных па-
раметров скоростей (обобщенных или квазискоростей).

4. Аналоги кинетической энергии V*'" имеют преимущест-
во по сравнению с функциями Ценова. Это преимущество тем
яснее, чем выше порядок производных параметров скоростей в
уравнениях связей.
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H. Relvik

über die Anwendung der Analogen
der kinetischen Energie

Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag empfiehlt man bei Berücksich-
tigung der Binduhgsgleichungen den Gebrauch der sogenann-
ten Analogen der kinetischen Energie. Diese Funktionen ge-
ben einen einfachen Übergang zu beliebig hohen Ableitungen
von den Parametern der Geschwindigkeiten, Die erhaltenen
Bewegungsgleiohungen (11) und (13) bewahren ihre Form,
wenn man die nichtholonomen Koordinaten in Gebrauch nimmt.





Х.А. Рельвид

ОБ УЧЕТЕУРАВНЕНИЙСВЯЗЕЙПРИСОСТАВЛЕНИЙ
УРАВНЕНИЙДЖЖЕНИЯМЕХА-

ВИЧЕСКОЙСИСТЕШ

В статье дается довольно общая форма (16) дифференци-
альных уравнений движения механической системы в случае
присутствия уравнений связей, линейных или нелинейных от-
носительно сколько угодно высоких производных V-* парамет-
ров скорости.

Пусть скорость L -ой точки механической системы вы-
ражена в виде ;

VL =v'ü-,j, (I)

где vJ - общие для всей системы параметры скорости и
- соответствующие им базисные векторы. Тогда уравне-

ние движения системы можно записать в виде Ls]

или
Ej = Qj . (3)

где для простоты записи обозначено

и = (4)
(обобщенные силы).

Для вычисления левой части Ej уравнений (2) или (3)
применимы очень многие функции, среди других и т.н. анало-
ги кинетической энергии G42

in . (гч

п>4т (5)

где
(П) (п). (п-1). .(П)
V. + (6)
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Пользуясь функциями (s),подучим

р._,- - п (7)Б '

ибо по (6) = - Следовательно, равенство
(ч)

(8)

является частным случаем источников уравнения (2).

Пусть механическая система имеет о степеней свободы и
требуется учитывать совокупность связей, состоящую из ъ-L
уравнений вида

,
. fl),

,

fl). ! .
[А„ + ... =

, ... , v\^),
j (nl. tn) (n-))(n-T.1 (9)
L v + ...+ v)

~ .. , .

Вид (9) не является слишком стеснительным, так как к этому
виду можно путем .дифференцирования привести и нелинейное
уравнения связей

-

di.
Будем считать независимыми L первых величин . Пред-

положим, кроме того, что нам уже удалось выразить из (9) за-
висимые величины , ,г -

d) (D
( +

] о 1' (10)

и подставим величины (10) с учетом обозначений (4) в уравне-
ние (8):

(м). (rt— l)
+

_

- (Ч) .
.

(II)
+ --- +Z(mLa,- F-J- у) = 0 j - 1,2,...,i

или
(l).

(Ej-Qj)v' + &j-0 ... ,6, (12)
(n).

где обозначенная через Gj часть не зависит от Полу-
чим

А (чуz_(E,-a.-i yj +
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O-L+J V V 9<')'*'
(n) (n)—o. (B V ** +--- &L+l + cjz) -Ь

- -
--- (13)

,
. (n) (n),+(E /,

— v +...-t- v - о ,

(n).
где не зависят от - После группирования по величи-
нам vj уравнение (13) принимает вид

У'[Е,-О.. + +

..'.Г". (14)
Ш), Л.

+ V +

r=L-n **

+
= 0.

Дифференцируя уравнение (14) по величинам Vj ,
получим

L уравнений движения

г =о ,
. .

r=L+i (15)

- Q [, + (Ер - 0-г) = О
или

Ep-Qp + X &р,р(Ер-арl-0- (16)
r=L-H

К уравнениям (16), конечно, сле.дуетприписать еще уравнения
связей (9).

Уравнения (15) или (16) дают сравнительно общий вид урав-
нений движения механической системы с учетом уравнений свя-
зей (10). Желая получить какой-либо частный случай, следует
заменить Ер и Ер соответствующими выражениями (например,

Г или F— DT *ЙТ 4рк
p*di Df Df ? dt№ он?

или Ер = и т.д.).Вчастном случае Ep=R^=ft-3To)
(см. [1,2,6,3)) уравнения (16) совпадают с уравнениями (14)
из статьи [7].

Проиллюстрируем уравнения (16) примерами.
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Примерl.Учетуравнениясвязиприсферическомдвиже-
ниитвердоготела.

Длятвердоготелаприсферическомдвижениифункция(s)
имеетвид

где bjj -угловыескоростителаотносительнотрехосей,
неизменносвязанныхстелом,

Ei =34(^1— — 3 цбЬз+Q3—+ (18)

и Ag подучаютсяиз Aj- перестановкойиндексов,аС
независятотcoj-

/-(n-4t\2/(п-o\2Пустьимеетсясвязь(.Ю4)+ = С

(П-1) (nt(n-4)(ntиливлинеаризованномвиде oJ4 + =о
(nt (nt

илипообозначению(lo) ь-*з
(ч)

-
(nt
(Aj 4, (19)

(п-4)
откуда В 34= — ' ивсеостальные .Отсюдапо-

соз
лучитсяответ(l6)прир=lир=2:

ГЕ4-а4--^(Ез-Оз)=o,
Ь,-а, = Г

Мывидели,чтоготовыеформулы(l6)дают сравнительно
быстрыйответ.

Пример 2. УчетвпримереIдвухуравненийсвязей
Г(33.)+(ЗЗд—Е
I (<vtovt (21)

4+ —0
иливлинеаризованномвиде

[ <<vt 2 cvt uv)

1
+

= (---) (22)
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I ('vl (IV) (IV)
OJ) = D Ю -

Следовательно, и = В данном случае общее
число степеней свободы учета уравнений связи 6=3 и
после учета связей L= I. Ответ получим непосредственно из
(16) при р = I:

Ei— Q2) + (Е$ —Оз) О
или

Е<-0.-—!гСЕ,-а^-Е,+ а, = о, (23)
где Ej даются выражениями (18).
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H, Relvik

tfberdie Berücksichtigung;der Bindungs-

gleichungen bei der Zusammenstellung der
Differentialgleichungen der Bewegung

eines mechanischen Systems

Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag wird eine relativ allgemeine
Form (16) der Differentialgleichungen der Bewegung eines
mechanischen Systems, die linear oder nichtlinear in Bezug

("J
auf beliebig hohe Ableitungen i/u von den Parametern der
Geschwindigkeiten sind, betrachtet. Wenn man irgendeinen
Sonderfall erhalten will, muss man in den Gleichungen (16)
an Stelle und Ep entsprechende Formeln setzen.



ДВИЖЕНИЕ ОДНОРОДНОГО ШАРА ПО
ГЕЛИКОИДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

В работе выводятся дифференциальные уравнения движения
однородного шара по геликоидной поверхности.

Рассмотрен случай, когда поверхность геликоида непод-
вижна. Выведены уравнения движения двумя способами. Исполь-
зуются об:цие теоремы динамики ( Ш с. 107) и применяется
метод уравнения возможных мощностей ( G2] с, 95).

Дано решение задачи движения шара при одновременном
свободном вращении вокруг вертикальной оси геликоидной по-
верхности. Уравнения движения получены с помощью уравнения
возможных мощностей.

Рассмотрим однородный абсолютно твердый шар радиусом а
и массой И,который катится без скольжения по геликоидной
поверхности под действием силы тяжести. Движение шара рас-
сматриваем без учета сопротивлений качению и верчению.Ура-
внения геликоидной поверхности в декартовых координатах име-
ют вид: х = cos ср,

si П Ф, (I)

z = 1

где и - параметры поверхности,
Ь - постоянная.

Введем систему С подвижных осей координат с
началом в центре шара - точке С , осью Gg-, проходящей че-
рез точку N контакта шара с поверхностью, осью Срт кото-
рая параллельна линии поверхности = const, и осью ко-
торая параллельна,касательной к винтовой линии поверхности

const .(фиг. I). Все векторные величины будем рассмат-
ривать в проекциях на подвижные оси -
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Введем следующие обозначения и орты:
г - радиус-вектор точки N,
Vt - скорость центра шара,

- ускорение центра шара,
S? - мгновенная угловая скорость осей
со - мгновенная угловая скорость шара,

L, j , к - орты осей ,

к' - орты, повернутые относительно осей
на угол с*. так, что j'=j, к' - вертикаль-
ный орт, L' - горизонтальный орт (см. фиг.
I),

Р. - реакция неподвижной поверхности.
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Q^=—Astrid.
h (4)

63 =

ok - угол подъема винтовой линии (з= const.

* -arctqJL. . (6)

Подставив в (4) выражения из (5) и (6), подучим

е,=-ф , ь
..

1

(7)

o, = kf-—L==
CJ L + OJ2.'j+ , (8)

где

" <s)
"2* a !

являктся условиями качения без проскальзывания.

oJ =.kj < и 4-oj L+ bJ 4* 4- k+ ю k (u)

L =-Q x L = - +

j = Q xj = (к)

t= Ö X-k= - e,.j+ G2-L
Подставив (12) в (10) и (II), получим

äc= t+ (v + иЭз)-] +
,

(13)

OJ= + 62^3—L + * ,(14)

R= + . (15)

Выразим u, v, ü, v через параметры поверхности и
и их производные
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Гс=г + ак. (16)
Принимая во внимание уравнения поверхности (I), запи-

шем вектор г в проекциях
(17)

Подставив (17) в (16) и взяв производную по времени от
Г с., получим

_ _

= + (18)
k = О, так как const-

—Lsinc/.i (19)

что видно из фиг. I.
Подставив в (18) выражения для производных j и 1< из

(12) и выражение (19), получим

Сравнивая (2) и (20), имеем

—:—гч - ab (21)

. ab (22)

Ü = - , (23)b^)^

Уравнения движения шара, составленные на основе теоре-
мы движения центра масс и теоремы кинетического момента,
запишутся в виде

Mäc= R-Mqk', (25)

355=-akxß, см. Ll] с. 108, (26)
где

] - момент инерции шара относительно диаметра.
Уравнение (25) в проекциях на оси после под-

становки (13) и (19) будет иметь вид
M(u-ve3) = R(+ Mgstna., (27)
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+ = R?, (28)

M(ve„-ue2l = R3-MqcoBcn. (29)

Для записи уравнения (26) в проекциях на оси
вычислим прежде векторное произведение

Okxß= ck*(R,l + Rj + Rj<) = 0(-Rj + (30)
Подставив в уравнение (26) выражения (14) и (30), подучим

(3D

O(СОз) —— oR(, (32у

LÜ3+ 0. (33)

После исключения из уравнений (27), (28) и (31),(32)
R( и R 2. имеем

(V +и 9 Q М +"3(со-ьЭ 2 = (34)

(ü -vQ3IaM + 3(db2 + = Mgastncx- (35)
Производные м< и найдем, используя условия(9)

оо< =--^1
и ' (36)

J
Уравнения движения шара через параметры поверхности ,

получим, подставив в уравнения (33), (34), (35) выра-
жения (7), (9), (21), (22), (23), (24) и (36).

<3B)

? =

-

"! ..З'Ьо Мд.
* A A '39)

A=Mn^J.
Эти же уравнения движения шара можно вывести, исполь-

зуя уравнения возможных мощностей (см. [2]). Используем
равенство (27), см. Е2] с. 100, или в краткой форме
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Гг}={"}' (40)

Подставимвыражения (56)и (57) (см.Е2] с. 103) в уравне-
ние (40) и,учитывая
.

X_F,.R} = P.{vJ,
где

- радиус-вектор от центра масс к L-ой точке,
Т<с- производнаяот кинетическогомомента,
Р - главный вектор активныхсил, то есть вес шара,

подучим
= p.{Vbj. (41)

WS P=-Mqk'
или, учитывая (19)^

P=Mq(Lstna--kcosd) (42)

из (2)и (9)имеем

Vc = и (43)

из (8)
= + (44)

kc=3öj. (45)

Подставимв (41)выражения (13),(14),(42), (43),(44),
(45),имеем

[г(\/+иoз)аМ + ЛьЬо+ ОзЮз- } +

[(ü - V аИ + 3 + м2} +-

+ Лмз+ = Ид а sin .
(46)

Приравнявмножителипри одинаковыхвозможныхскоростях
(щ} ( L = 1,2,31 в (46),получим уравнениядвижения

— О,

-fv + и O3I а И + + 92Мз-oзьоъ)= о .

(и- vOy} а И + o(сo2+ =И go s!nc* ,

которыесовпадаютс уравнениями(33), (34)и (35), полу-
ченнымипри решениизадачи первым способом.
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Рассмотрим вывод уравнений движения при качении шара
на сводобно вращающейся вокруг оси z геликоидной поверх-
ности (фиг. I). Исходим из основного уравнения

{t} = {N}.
где

+ <4B)

.TN}=-Mqk'{Vb} * аналогично предыдущей задаче. (49)

В развернутом виде имеем для геликоидной поверхности

= (50)
где

Юь - угловая скорость вращения геликоида вокруг ocnz

J z - момент инерции геликоида относительно оси z.
Для шара используем

= (51)
где

+ Ö 3 % ak, (52)

- скорость точки N - касания шара с поверхностью,

=-t^2j3L'=-^^(Lcosa+ks!nc<.'),
Ос=Ус =—(<^2^-LOi^)(icos^-i-ksinot.')-

_
-

_

_

. _ _____

- (—L

здесь - угловая скорость подвижных осей С t]

и учтено Ö 3 хok = ak(öö.s?)?

= 3äö = 3 [(dL\, 4- + (55)
+ (OJ3 + k] -

Из (52) имеем

{Vc} =- s!nck)(LOT,}-hai.((b2}-ai(ojJ у (56)

здесь учтено ,
- г .

- г т
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Подставим (56), (55), (54), (51), (50), (49),(48) в
уравнение (47),имеем

[(3 + М cß)(bJ)-0-;(A)2)-t-3 +

+[р + - 0 ( + +

-t- 3(со3 + + + (57)

- + Ol coj + a s)not.Oi bJ,+ =

= Mqa strictj^oj^j-

Приравняв множители при одинаковых возможных скоростях
jyjA ( t, = 1, 1,4, Z)в (57), получим уравнения движе-

ния:
+ + = О,

32&j2+3<030Ji М a(^oj2+^öj2)cosd=Mgas!n^ ,

tb-^+OiOJa— 02.(*j4=0'

+ 2.-QCO2 00 $ot. -063001 +

+ a 51n coi+ 002) = 0 ,

где

-)i— 32=ü + Mo, 3 3 = 3 ,

6i = + Ю2) Stnot.,
Ci A btn^d.Ol = -

<?—^^

63 = + + 03?) .

Выразив через параметры и (52) най-
дем: р .

03 = 2).5)П(Л,
- \/Рl+ -

.

= - -<?Sin<A ,

Sl'not. и OOSd. CM. (5).

Подставив Qi, и 002 в (58),получим уравне-
ния движения с параметрами и оз^.
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Применение уравнения возможных мощностей явилось удоб-
ным методом при решении данных зада? и согласуется с вывода-
ми в работе Г2] с. 105.
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A. Haitin

The Movement of a Shpere on Helical Surfaces

Summary

In the present paper the problem of sphere rolling
on the helical surface is considered. The differential
equations of sphere movement have been developed. The
equations have been received by two methods: common
theorems of dynamics and equations of possible power.





Г.П. Арясов

ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПЕРЕКРЕСТНЫХ БАЛОК
ПРИ ДЕЙСТВИИ .ПОВТОРНОЙ НАГРУЗКИ

I. Введение

В настоящей статье рассматриваются вынужденные колеба-
ния перекрестных балок при действии повторной нагрузки.

Этот вопрос еще не получил достаточного освещения в
научной и технической литературе.

Чаще в исследованиях рассматривалось действие периоди-
ческих гармонических сил [1,2,3,4,5,6] и мгновенных импуль-
сов Еб,7].

Учет повторных сил конечной продолжительности (фиг.l и
2) рассматривался только для системы о одйой степенью сво-
боды [8,9,10,11,12] и двумя степенями свободы 113].

В работе учитывается дискретная схема в виде системы с
любым числом степеней свободы (фиг. 3).
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Решение задачи дается в виде формул, удобных для при-
менения на ЭВМ. Определяются динамические поперечные пере-
мещения перекрестных балок в любом интервале действия по-
вторной нагрузки и чисто вынужденные периодические переме-
щения, повторяющиеся в каждом интервале приложения нагруз-
ки. Задача решается с учетом и без учета сил сопротивления.

2. Вынужденные колебания без учета сил сопротивления

Дискретная расчетная схема перекрестных балок пред-
ставляет собой систему точечных масс (фиг. 3), сосредоточен-
ных в узлах пересечений продольных и поперечных балок, с
г= ч-т степенями свободы, где п - число поперечных ба-

лок, m - число продольных балок.
Принимаем, что нагрузка прикладывается к сосредоточен-

ным массам (фиг. 3).

Такая постановка задачи не меняет общности решения,так
как произвольно расположенную нагрузку всегда можно привес-
ти к местам сосредоточения масс.

Дифференциальные уравнения вынужденных колебаний пере-
крестных балок (фиг. 3) как системы с г степенями свободы
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при действии системы сосредоточенных сил, внезапно приложен-
ных одновременно при t = 0 (фиг. I и 2),имеют вид

г
..

г

к=ч

(j=^2,3,...,r),
где

5- единичные перемещения,
Рк - сосредоточенная сила, приложенная к к-ой массе,
mu - к-ая сосредоточенная масса.

Для решения системы дифференциальных уравнений (I) раз-
ложим нагрузку по формам главных колебаний [l4]. Тогда мож-
но использовать решения, разработанные для системы с одной
степенью свободы [8,9,10,11,12]. В этом случае формулы для
определения перемещений во время первого приложения нагруз-
ки 0 t At имеют вид

г
.г ГУ**- Р; yjL
= .J (2)

j=l

где - характеристики форм главных колебаний,
- частоты собственных колебаний.

Характеристики форм главных колебаний и частоты
собственных колебаний определяются из расчета свобод-
ных колебаний перекрестных балок при учете дискретной схемы
Пs].

После снятия нагрузки при t = At система совершает
свободные колебания, которые можно представить как вынуж-
денные под действием двух равных систем постоянных сил, на-
правленных в противоположные стороны. В этом случае переме-
щения системы имеют вид

г Г PjyjL
y*(t)=2L , (3)

j="
(к= 2.3,. .. ,r) .

После (п+ приложения повторной нагрузки в (п+l)-
-ом интервале перемещения системы имеют вид
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г
Г P.W ,

= (4)

I=l
(к =1,2,3,...,г)'

где А, и &L являются тригонометрическими функциями ви-
да:

а) в случае действия однозначных повторных сил (фиг.l)
П

= у GOSLC^(i-^Tr-At),
4= 0

В',=
4=o

б) в случае действия разнозначных повторных сил(фиг.2)

А'= . .
** (46)

В.;= X.(-lfcosbJL(t-'?T).
4=o

3. Учет сил сопротивления

Основными факторами, обуславливающими затухание в пе-
рекрестных балках, являются конструкционное демпфирование в
подвижных и неподвижных соединениях и внутреннее трение.

В расчетах внутреннее трение характеризуется постоян-
ной величиной К , называемой коэффициентом вязкого трения,

независящим от частоты циклических деформаций [l6].

Конструкционное трение во многом зависит от конкретно-
го вида конструкции, поэтому для простоты расчета будем
принимать, что коэффициент вязкого трения Й включает в
себя и потери от конструкционного трения.

Дифференциальные уравнения вынужденных колебаний пере-
крестных балок как системы с г степенями свободы (фиг. 3)
при действии системы сосредоточенных сил, внезапно прило-
женных одновременно при t= 0 с учетом сил сопротивления,
имеют вид [l6]

+ Lv)]LC)<;\^(t)=
(5)

(к=Ч,l,
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где , ц
"= v=—?

, (sа)
'+i <+{-

yj - комплексноеперемещение j -оймассы,
Ск;-коэффициентжесткостисистемы,

- масса,сосредоточеннаявк-ойточке,
Рх - постояннаясила,приложеннаявк-уюточку,
{( - коэффициентвязкоготрения.

Ввидувозможностиразложениянагрузкипофермамглав-
ныхколебанийприучетедостаточномалыхсилсопротивления
[3,l7]ималоговлияниясопротивленияначастотыиформы
собственныхколебаний[l7],можноприменитьрешения,раз-
работанныедлясистемысоднойстепеньюсвободы[l2],кси-
стемесомногимистепенямисвободы.

Придостаточномаломтрениивдалиотрезонансаможно
пренебречьсдвигомфазмеждуотдельнымиточкамисистемыи
ихглавнымиколебаниями.

Приближенностьтакогорешения,приучетедостаточно
малыхсилсопротивления,даетвозможностьполучитьудобные
формулыдляпримененияихнаЭВМ.

Выражениядляопределенияперемещенийвовремяперво-
гоприложениянагрузкиo t$ At имеютвид

1 —

i] ' f' [У PjyjL
= -

1+ L
j=l (6)

*(cosm,t+YsmbJLt)]k
(к=l,

где Укь"характеристикиформ главныхколебанийбез
учетасилсопротивления,

- частотысобственныхколебанийбез учетесил
сопротивления.

Поаналогиисформулой(4)выражениядляопределения
перемещенийсистемыс учетомсил сопротивленияпосле

(о-И)-го приложениянагрузкив(п+ интервалевре-
мени имеютвид



(Al- BDI-
j=l

(к = 1,2,3, ... ,r),

где A*[ и являются тригонометрическими выражениями ви-
да:

а) в случае действия однозначных повторных сил (фиг.l)

= +

п . г (7а)
В;. = Z_sxp[— +

+ l-bin ,

б) в случае действия разнозначных повторных сил (фиг.2)
= XL +

+ -Lsmoj^(t-^r-Atl],
= [coscj,(t-'Dir)+

-

+ i- s'm -

4. Пример расчета

Согласно изложенной теории, составляется программа на
языке МАЛГОЛ для вычислений на ЭВМ "Минск-22".

Приводим пример определения вынужденных колебаний пе-
рекрестных балок (фиг. 4), состоящих из двух однородных про-
дольных балок,каждая длиной 2,175 м,и двух однородных попе-
речных балок,каждая длиной 1,35 м, с шарнирным опиранием по
контуру.

Погонные массы продольных и поперечных балок =

= 1,1927 КГ^тс^/м^,моменты инерции = 0,03125 м^.
Четыре равные массы = =1,3775 10 тс^/м
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сосредоточены в узлах пересечений продольных и поперечных
балок (фиг. 4)

На перекрестные балки (фиг. 4) к массе прикладыва-
ется периодическая нагрузка в виде повторных безмассовых сил
(фиг. I).

Величина постоянной силы Р = 3 кГ, продолжительность
действия силы At =O,OB с, интервал между повторными при-
ложениями нагрузки г = 0,5 с.

При расчете перекрестных балок (фиг. 4) на свободные
колебания Lls], без учета сил сопротивления, подучены час-
тоты собственных колебаний: ьз<= 28,6 1/с, со =53,3 1/с,

= 104 1/с, счь = 112 1/с и характеристики форм глав-
ных колебаний:

Графики вынужденных колебаний первой массы (фиг. 5, 6
и 7) при различных значениях коэффициента внутреннего тре-
ния у показывают, что силы сопротивления значительно сни-
жают перемещения перекрестных балок.

Особенно наглядно видно влияние сопротивления для мак-
симальных перемещений (табл. I).
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Такое значительное влияние сил сопротивления на вынуж-
денные перемещения объясняется малой продолжительностью A t
действия нагрузки по сравнению с интервалом времени Т между
повторными приложениями нагрузки (фиг. I и 2). В результате
система большую часть времени периода 0!* совершает свобод-
ные колебания, затухающие тем быстрее, чем больше силы со-
противления. Кроме того, перекрестные балки, как достаточно
жесткая система, имеют значительные по величине собственные
частоты и тогда, учитывая принятую нами независимость вели-
чины коэффициента внутреннего трения от частоты цикли-
ческих деформаций, собственные колебания такой конструкции
будут сравнительно быстро затухать.

Если продолжительность действия нагрузки At > 2,5Т,,
где - период первой частоты собственных колебаний кон-
струкции, то расчет сводится к статическому расчету на дей-
ствие эквивалентной нагрузки Рд, где Ро - величина при-
ложенной или снятой нагрузки, эа = 2 для внезапной нагрузки
и -к = I для внезапной разгрузки [7].

Если продолжительность действия нагрузки At < 0,1 ,

где Т„ - наименьший период собственных колебаний конструк-
ции, то расчет сводится к расчету на действие мгновенных им-
пульсов [7].

Если период между повторными приложениями нагрузки
тг> L-. то расчет ведется на действие одиночного нагру-

жения [7].

' Таблица

Максимальные перемещения первой массы m
перекрестных балок при действии повторных сил

1

Коэффициент
внутреннего

трения
Максимальные перемещения (М)

в первом[во втором
интервале интервале
Of ] Tf t

в третьеминтервале
tH=3T

в четвертом
интервале

t

в пятом
интервале

0 0,0153 0,023 0,0208 0,009 0,0191
0,06 0,0147 0,0171 0,0150 0,0131 0,0142
0,2 0,0122 0,0160 0,0137 0,0137 0,0137
0,4 0,0122 0,0124 0,0124 0,0124 0,0124
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Отсюда следует вывод, что при t 1,5 и
At $ т; перемещения перекрестных балок при действии

повторной нагрузки определяются выражениями (4), (7).
Для выяснения влияния высших форм колебаний на величи-

ны перемещений перекрестных балок представим выражение (7)
с учетом только двух первых форм главных колебаний.

г

y,ai = В')- (9)
bJLIjTW

j=

(к =1,1,3....,г).

Графики вынужденных колебаний при учете формул (9)(фиг.
8 и 9) показывают, что они мало отличатся от графиков (фиг.
5,6 и 7), учитывающих все г форм главных колебаний.

Исключение составляют максимальные перемещения системы
(табл. 2), что говорит о недостаточности учета только двух
первых форм главных колебаний.

Необходимость учета высших форм колебаний вызы-
вается тем обстоятельством, что частоты собственных колеба-
ний перекрестных балок образуют на спектре частот зоны сгу-
щения с малыми промежутками между соседними частотами [6,15]
и не растут так быстро с увеличением номера частоты. Особен-
но это важно учесть при расчете резонансных колебаний пере-
крестных балок.
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Таблица 2
Максимальные перемещения первой массы перекрестных
балок при действии повторной нагрузки

Коэффициент При учете г форм При учете двух первых
внутреннего главных колебаний форм главных колебаний

трения (м) (м)

0 0,026 0,023
0,06 0,0161 0,0156
0,2 0,0142 0,0132
0,4 0,0124 0,0114
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5. Определение чисто вынужденных колебаний

Из графиков вынужденных колебаний (фиг. 5,6,7 и B)вид-
но, что по истечении некоторого времени устанавливаются ста-
ционарные вынужденные колебания тем быстрее, чем больше со-
противление.

В общем случае колебания, вызываемые в линейной си-
стеме периодической нагрузкой произвольного периода т , не
являются периодическими.

Однако для упрощения расчета колебания системы можно
представить как сумму периодического стационарного колеба-
ния с периодом возмущающей нагрузки и собственных колебаний

Собственные колебания системы, обусловленные наличием
начальных условий при t =o и действием возмущающей силы,име-
ют место только для начального, переходного периода движе-
ния. Затем, при длительном действии повторной нагрузки,соб-
ственные колебания вследствие наличия сил сопротивления за-
тухают,и, в конечном итоге, устанавливаются лишь чисто вы-
нужденные колебания.

Такая задача уже ставилась в ряде работ для системы о
одной степенью свободы [10,12] и двумя степенями свободы
ПЗ].

В работах [10,12] говорилось о возможности распростра-
нения такой задачи на систему со многими степенями свободы,
путем разложения нагрузки по формам главных колебаний.

При малом сопротивлении можно пренебречь сдвигом фаз
между перемещениями отдельных точек перекрестных балок, что
значительно упрощает задачу.

В этом случае перемещение сосредоточенных масс (фиг.З)
в любом интервале, соответственно периоду действия нагруз-
ки, по каждой форме в отдельности, можно представить в сле-
дующем виде

= х

х 5m büLtJ + , (10)

(k = 1,2, (L
где два первых слагаемых учитывают начальные условия дви-
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жения в данном интервале, а третье слагаемое отражает дей-
ствие нагрузки в этом интервале в пределах 0 =s- 1„ .

Чтобы обеспечить чисто периодические,повторяющиеся пе-
ремещения системы, приравниваем перемещения и скорости со-
средоточенных масс в начале и конце интервала по каждой фор-
ме в отдельности

Тогда можно составить два уравнения, по каждой форме в
отдельности, из которых определяются начальные условия пе-
риодического движения системы.

Полные перемещения в любом интервале складываются из
периодических перемещений и собственных колебаний системы

х Stn ио- 1] 4- * -t-

---, (II)
+ +

(к = 2,3 ~. .
, г).

В случае действия разнозначной повторной нагрузки(фиг.
2) задача решается путем суммирования двух решений (II),
но с учетом сдвига второй периодической нагрузки относи-
тельно первой на интервал т.

Составляем программу для ЭВМ "Минск-22" на языке МАЛ-
ГОЛ , с помощью которой определяем графики чисто вынужден-
ных колебаний (фиг. 10,11 и 12).

Из сравнения графиков на фиг. 10, II и 12 с графиками
фиг. 5,6, 7 видно их хорошее совпадение, особенно в слу-
чае большого сопротивления.

Это объясняется тем, что с увеличением сопротивления
уменьшается влияние свободных колебаний, определяемых пер-
выми двумя слагаемыми в формуле полного перемещения (II).

Выводы

I. Применение дискретной расчетной схемы позволяет с
достаточной точностью я простотой определять с помощью ЭВМ



вынужденные перемещения перекрестных балок при действии по-
вторной нагрузки конечной продолжительности.

2. Вынужденные колебания при действии повторной на-
грузки необходимо определять с учетом сил сопротивления.
Вследствие долговременности повторной нагрузки силы сопро-
тивления значительно снижают перемещения перекрестных балок.

3. Разделение вынужденных колебаний системы на собст-
венные и чисто вынужденные значительно упрощает расчет и
позволяет ограничиться рассмотрением одного интервала дей-
ствия повторной нагрузки в пределах времени т- .

4. Получено хорошее совпадение при определении вынуж-
денных колебаний двумя путями: при последовательном опреде-
лении перемещений во всех интервалах и при рассмотрении од-
ного интервала с разделением колебаний на собственные и
чисто вынужденные.

5. Определение чисто вынужденных колебаний особенно
целесообразно применять при резонансе, так как в этом слу-
чае достаточно учитывать только одну форму колебаний, по ко-
торой имеет место резонанс.

6. Наличие близких по своим значениям собственных час-
тот перекрестных балок вызывает необходимость учета высших
форм колебаний.

7. Когда не требуется большой точности в определении
вынужденных перемещений, можно учитывать только две первые
формы собственных колебаний.
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G. Aryasov

The Forced Vibration of Grillages under
the Action of Repeated Loading

Summary
\

This paper presents a method for the determination of
the forced vibration of grillages under the action of re-
peated loading.

The discrete calculation scheme is applied in the form
of a system with many degrees of freedom.

The dynamic deflection is determined in any interval
of the action of loading and the pure forced periodical de-
flectioA repeating in each interval of the action of loading.

The programmes in the language of MALGOL are composed
for calculating with the computer MINSK 22.

The problem is solved with and without taking into
account the resistance forces.





Г.п. Арясов

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СВОБОДНЫХ И
ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ПЕРЕКРЕСТНЫХ БАЛОК

I. Введение

В настоящей статье приводится экспериментальная про-
верка дискретной расчетной схемы [l,2], применяемой для
определения динамических характеристик и амплитуд вынужден-
ных колебаний перекрестных балок при действии повторной пре-
рывной нагрузки.

Такое исследование, судя по литературе, еще не прово-
дилось. Чаще выполнялось экспериментальное исследование пе-
рекрестных балок при действии сил, изменяющихся по синусо-
идальному закону [3,4,5,6].

2. Описание экспериментального стенда

Экспериментальный стенд (фиг. I) представляет собой пе-
рекрестные балки, шарнирно закрепленные к массивному опор-
ному контуру. В качестве опорного контура служит рама, сде-
ланная из двутавровых балок № 20 в виде четырехугольника с
размерами по внешнему периметру: длина - 224 см, ширина
143 см. Модель перекрестных балок (фиг. I) состоит из двух
однородных поперечных балок длиной 135 см и двух однородных
продольных балок длиной 217,5 см. Балки приняты в виде
стальных полос марки Ст.З сечением 3x0,5 см. В местах пере-
сечений балки скреплены болтовыми соединениями, натяжение
которых можно регулировать. Перекрестные балки имеют на
одних концах цилиндрические опоры (фиг.l), на других концах
- подвижные цилиндрические опоры. Конструкция опор обеспе-
чивает шарнирность соединений и исключает биение опор в
процессе вибрации и возникновение продольных сил в балках
другого направления.
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3. Методика измерений

Для более точного экспериментального исследования ди-
намических характеристик и амплитуд вынужденных колебаний в
данной работе применяются два метода измерений [7,B]: не-
посредственное измерение механических колебаний и измерение
посредством преобразования механических колебаний в элект-
рические .

Непосредственное измерение осуществляется несколькими
способами, заключающимися в следующем:

а) для измерения форм свободных колебаний и амплитуд
вынужденных колебаний используются: I) грифели, прикрепляе-
мые в различных точках перекрестных балок; их применение
обеспечивает точность измерений до 0,5 мм, 2) оптическое
устройство в виде каттетометра в сочетании со стробоскопом
при точности измерений 0,05 мм;

б) для измерения частоты свободных колебаний использу-

югся:l) стробоскоп, ошибка измерения которого составляет
2%; 2) язычковый частотометр, точность измерения которого
- 0,5 1/с.

Второй метод измерения основан на преобразовании меха-
нических колебаний в электрические, которые затем записыва-
ются шлейфовым осциллографом или регистрируются каким-либо
еще электроизмерительным прибором (фиг. 2).

Фиг. 2. Блок-схема измерений колебаний электро-

ИС-318 или ИOOOl, 2 - интегрирующий контур,

3 - усилитель электрических колебаний ИС-943А или РOO3,
4 - шлейфовый осциллограф, Н-Ю, 5 - электронно-лучевой
осциллограф, 6 - генератор частот, 7 - соединительные провода,



4. Испытание модели

Для создания вибрации перекрестных балок в данной рабо-
те применяется два типа вибраторов.

Один из них создает гармоническую нагрузку, вследствие
неуравновешенности вращающегося ротора вибратора (фиг. I).
Привод осуществляется от электрической машины постоянного
тока (фиг. I), число оборотов которой можно регулировать от
О до 3000 об/мин.

Второй тип вибратора представляет собой электромагнит
(фиг. I), создающий нагрузку в виде отдельных импульсов ко-
нечной продолжительности. При помощи специально сконструиро-
ванного реле времени осуществляется управление электромагни-
том: включение и выключение постоянного тока, питающего об-
мотку электромагнита. Сердечник цилиндрической формы крепит-
ся с помощью резьбового соединения непосредственно к пере-
крестным балкам и при включении электрического тока втягива-
ется внутрь катушки,при выключении питания возвращается об-
ратно. Обмотка электромагнита имеет цилиндрическую форму. Она
выполнена из трансформаторного провода сечением 0,3 мм с
52300 витками. С помощью автотрансформатора и зазора между
сердечником и обмоткой осуществляется регулирование силы при-
тяжения электромагнита от 0,1 до 10 кг. Реле времени позво-
ляет регулировать продолжительность действия постоянной силы
(время, в течение которого на обмотку поступает электричес-
кий ток) от 0,01 до 0,15 с и период между повторными прило-
жениями силы от 0,05 с до бесконечности.

Запись колебаний на шлейфовый осциллограф производилась
от четырех пьезодатчиков, схема расположения которых приве-
дена на фиг. 3.

5. Результаты испытаний

5.1. Свободные колебания. Для определения частот и форм
собственных колебаний используется так называемый резонанс-
ный метод. Необходимость выбора данного экспериментального
метода для определения динамических характеристик перекрест-
ных балок вызвана как его простотой, так и возможностью по-
лучить достаточно точные результаты в случае близких частот
С9,10,11].
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Определение частот и форм свободных колебаний произво-
дится при возбуждении перекрестных балок как гармонической
нагрузкой, так и повторной прерывной нагрузкой. Результаты
всех экспериментальных измерений частот свободных колебаний
вместе с результатами теоретического расчета [l] представим
в табличном виде (табл. I).
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Сравнение показывает хорошее совпадение теоретического
расчета, выполненного при учете дискретной схемы Еl3, с
результатами эксперимента (табл, I).

В ходе эксперимента был определен коэффициент внутрен-
него трения , составляющий для перекрестных балок вели-
чину 0,06-0,1.

5.2. Вынужденные колебания. Для экспериментального ис-
следования вынужденных колебаний перекрестных балок был
сконструирован вибратор, вызывающий повторную нагрузку ко-
нечной продолжительности (п. 4 настоящей статьи).

Для измерения амплитуд вынужденных колебаний применя-
лись пьезодатчики с записью снимаемых с них электрических
колебаний на шлейфовый осциллограф, каттетсметр я грифели
(п. 3 настоящей статьи). На фиг. 3 показана схема расположе-
ния пьезодатчиков и вибратора. Для расшифровки виброграмм
вынужденных колебаний определялся "коэффициент пересчета",
на который следует делить ординаты записи, чтобы перейти к
мерам, выражающим реальную вибрацию. "Коэффициент пересче-
та" определяется на основе "чувствительностей" всех элемен-
тов виброизмерительной аппаратуры.

На фиг. 4 приведены графики вынужденных колебаний - ус-
тановившихся периодических колебаний в произвольном интер-
вале времени г , где д - период между повторными приложе-
ниями нагрузки, определенными экспериментальным путем и
теоретическим расчетом [2]. Для конкретности на графике
изображены вынужденные колебания в точке приложения нагруз-
ки (фиг. 3).

Из графика (фиг. 4) видно хорошее совпадение теоретиче-
ской кривой и экспериментальной кривой вынужденных колебаний
перекрестных балок при действии повторной прерывной нагруз-
ки.

Выводы

1. Результаты экспериментального определения частот и
форм свободных колебаний перекрестных балок хорошо совпада-
ют с результатами теоретического расчета.

2. Полученные экспериментальные графики динамических
перемещений перекрестных балок показали хорошее их совпаде-
ние с теоретическими расчетами.
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3. Экспериментальные исследования подтвердили возмож-
ность и целесообразность применения дискретной схемы для
расчета свободных и вынужденных колебаний перекрестных ба-
лок.
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G. Aryasov

Aa Experimental Investigation of Free and
Forced Vibrations of Grillages

Summary

In this article a survey of an experimental investiga
tion of free and forced vibrations of grillages is given.

A description of the experimental mounting allowing
to receive massless repeated loading of final duration
is presented.

The results of the experimental investigation are in
good agreement with the theoretical values taking into
account the discrete calculation scheme.





О ДЕЙСТВИИ ПРЕРЫВНОЙ ПОВТОРНОЙ НАГРУЗКИ
НА СИСТЕМУ С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ

ПРИ УЧЕТЕ СИЛ ВНУТРЕННЕГО СОПРОТИВЛЕНИЯ

В данной статье представлен алгоритм расчета колебаний
системы с двумя степенями свободы при действии прерывной по
вторной нагрузки при учете сил внутреннего сопротивления.Пе
риодическое решение получено методом, изложенным в [l]. Дан
пример численной реализации алгоритма на ЭВМ.

I. Постановка задачи

Рассмотрим элемент строительной конструкции как систе-
му с двумя степенями свободы (фиг. I). Масса сосредото-
чена в середине пролета, а две массы m расположены на
опорах.

К массе прикладывается прерывная повторная нагруз-
ка согласно графику (фиг. 2). Величина силы -Р, продолжи-
тельность действия - to, интервал между повторным действием
нагрузки - Т. Жесткость опор полагаем одинаковой и охарак-
теризуем ее единичным перемещением s*-

В связи с тем, что масса и нагрузка приложены в
середине пролета, а массы на опорах равны, имеем сим-
метричную систему, которую используем для перехода к систе-
ме с двумя степенями свободы. Единичные перемещения систе-
мы определим согласно фиг. I.

631= iS (1,1)
<sц= <s^+
&зз= 5 <2 = S

111

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

№ 333 1976

УДК 5344539.4;624.011

А,А. Векслер



где Е - модуль упругости материала конструкции,
J - момент инерции поперечного сечения балки.

Фиг. 2.

В течение одного интервала колебания системы описывают-
ся системой дифференциальных уравнений

*+* + (1.2)
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где

= (1.3)

Р* = рsр(, &рl=6ч<l Йр!.=sъl'

rj=T.mjb (j =I,Ъ), b=Khj, ti=t-tp-

Здесь ю - низшая частота системы, ь - коэффициент за-
тухания, к - численная величина для определения коэффициета
затухания, Н - единичная функция Хевисайда. Нагрузка пред-
ставлена в виде суперпозиции положительной PjH(t) и отри-
цательной сил.

Полагаем, что время отсчитывается от момента приложения
динамической нагрузки. В этом случае начальные условия при
t = OHM3KTB%3

= = Y; = 0. (1.4)

2. Решение задачи

Существуют различные пути решения сформулированной за-
дачи, из которых отметим следующие:

1. Использовать интегральное преобразование Лапласа,
преобразующее систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний в систему алгебраических уравнений. Решить преобразован-
ную систему алгебраических уравнений при ограничениях, на-
кладываемых преобразованными начальными условиями, и вер-
нуться в пространство оригиналов.

2. Разложить нагрузку в ряд Фурье по времени и рассчи-
тать систему на действие гармонически изменяющейся по време-
ни нагрузки (от каждого члена ряда) с последующим суммирова-
нием всех воздействий. При типе нагрузки, представленной на
фиг. 2 и имеющей разрывы первого рода, сходимость ряда Фурье
будет медленной [l,2].

3. Применить метод последовательного приложения нагруз-
ки, при котором сперва находятся вынужденные колебания сис-
темы в интервале действия нагрузки при нулевых начальных ус-
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ловлях. Затем отыскиваются свободные"колебаниясистемы в
промежутке, когда нагрузка снята, при использовании в ка-
честве начальных условий перемещений и скоростей в конце
действия нагрузки. Вновь рассмотреть вынужденные колебания
системы в интервале действия второй нагрузки при исполь-
зовании в качестве начальных условий перемещений и скорос-
тей в конце первого интервала и т.д. C3J.

4. Рассчитать систему на совокупность воздействий по-
следовательнойпостоянной силы положительной (приложенной
в момент времени t-0) и отрицательной (приложенной при
t=to ), снова положительной (приложенной при t = Т) и

отрицательной (приложеннойпри t= T + to ) и т.д. ГЗ].

5. Наложить условие периодичности Ll], состоящее в
том, что вследствие периодичности нагрузки перемещения и
скорости в начале и конце каждого периода действия нагруз-
ки будут соответственно одинаковыми.

Ниже совместно используются оба последних подхода.

В каждом из периодов представим силу pj(ti в виде су-
перпозиции

pj(t)= Pj[H(t)-H(ti)] = (2.1)
Вынужденные колебания системы (1.2), имеющие период Т,

определим в виде Е4]
= (2.2)

причем
y/t)= + + &exp(-6^)co3^2t+^+p^(ü,

= Akiexp(-&it)cos(ojit+ +

(2.3)
+ + paHtH ,

а величины и получаются при замене в вы-
ражениях (2.3) времени t на t -

Внутренние параметры системы и собственные частоты най-
дем из характеристическогоуравнения

+с а + + (2.4)
где

и *

,
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С"з ** o^b^—a^b^,

= Qn+bi2. (2*o)

В общемслучаеуравнение(2.4)имеетчетырекорня
7\.ц=-Ь]l±ььЗ] (ь,] =1,2). (2.6)

Входящиев формулы(2.3)величины Xj и kJ (j
полностью определяютсякорнями

ie:= k;= (27)J " 1 StriMj+ÜOSXJ
'

Здесь
'

S' ° '

= + ,

из](2oцs]-ац),
sj,

(2.8)

ПостоянныеА,В, (2.3) отыщемне из начальных
условий:(l.4),аизусловийпериодичности

Y;(O)=Yj(T),Yj(O)=Yj(T) (j= i,Z). (2.9)

Подставивв (2.9)выражения(2.2),получималгебраиче-
скуюсистемууравнений

Rz= Р (2.10)
относительнонеизвестных

Квадратнаяматрица ß и матрица-столбецРимеюткомпо-
ненты

= +ехр(-sД)созь)Д- ,

sin coiT+ ехр sin .

- 1+ ,
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- + expE-SzD sitn^L ,

k^-ccs^^exp(-6^T)cos(oj^T+-n^-exp^L)cos(cjJ^+^j)] ,

= к,[-со ex р(- соз(ю J+ ex + '

r\, = + J- !jj,sincj^T)-
- exp(-stT^)(-s^coscj^
= cj)+ (-5 cuiT-cj^Loscj^T)-
- exp - M,coscjiTi)

s2+ exp(-52T)(-52COS - -

- exp (г-бзТ^-бзсозьзаТ^-ьОаЗ'п cc^T^)'

-

"

-

- exp(-6,,T)[64 cos(o)^T-t- ж,) +t*3isin( + +

+ exp(- + tUiStn^Ji^-K./)]})
k^-B^')n^- +

+ T)[S, cos(c.jJ + зе,)] -

- s!n(oo + - + 3e.,')]},

exp(— Е^^соз 2 S!n( -t- **"

+ exp(-s(Ti)rs2oo3(cj2T,+?e?.) +со23)ч(с^2^-!-м^l} '

+ exp +

- exp(-s,Til[s23in(<jJ2Ti+
P,-pSp,, P,= 0, Pt=C,

T, = T-t,.
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Решив систему уравнений (2.10), найдем из (2.11) ин-
тересующие нас постоянные А, В.

Т, = °rctqZ3-. <f, =arctq^,
7 (2.13)

А=-; Il+Zl
, В- 2з+24

s]П^^+Сos^2

3. Численный пример

Рассматриваются вынужденные колебания стальной балки
(фиг. I). Для сопоставления результатов исходные данные при-
мем такими же, как в работе [s]

L = = nri2 = Z,ol—^
J = 0,128 Е = 6=13,5.Ч0^-М.,
р=2o'Г, Т = O,6Ас, to = (3.1)

Численную величину коэффициента затухания К в (1.3)
примем равной 0,02 [3].

Для численного решения уравнения (2.4) на ЭВМ "Минск-
-32" используем стандартную программу, базирующуюся на ите-
рационном методе Ньютона Гб].

В результате счета получим следующие значения:

$< = <$2 = LCi = 5,7А4 (L
, (3.2)

х При расчете этой же системы, но без учета сил внутрен-
него сопротивления,были получены следующие значения частот
[s]

bJ< = 5,75-L'i 0)2=31,5 {г - (3.3)

Можно утверждать, что частоты данной системы практиче-
ски не изменяются при учете сил внутреннего сопротивления с
коэффициентом затухания К, равным 0,02. Используя в фор-
мулах (2.7), (2.8) значения (3.2), имеем

= 0,002010, 0, h = 0,9386, kq= 0,8701. (3.4)

Для решения системы уравнений (2.10) и вычисления Yj(t)
(2.2) была составлена программа на языке АКИ Г7]. Вычисле-
ния проведены на ЭВМ "Минск-32". Подучены следующие значе-
ния постоянных (2.13):

А = -0,01559 м, В = -0,0002415 м,
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4>t= 0,9384.
Результаты вычисления Y,(t) и представлены в

виде графика на фиг. 3. Наблюдается хорошее качественное я
количественное согласование результатов с приведенными в
15].
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A. Veksler

On the Action of Periodical Impulsive Loading on
the System with Two Degrees of Freedom when Taking
into Account the Forces of Internal Damping

Summary

The paper presents the algorithm of calculation of a
system with two degrees of freedom subjected to the action
of periodical impulsive loading when the forces of internal
damping are taken into account. The numerical example of
algorithm realization on a computer is given.





Т.Б. Лийва

О ПОСЛЕКЬИТИЧЕСКОЙ СТАДИИ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ
ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ГАУССОВОЙ КРИВИЗНЫ ПРИ СЖАТИИ

I. Введение

Рассмотрим тонкую упругую оболочку вращения отрицатель-
ной гауссовой кривизны при осевом сжатии. В качестве коор-
динат на срединной поверхности возьмем длину дуги образую-
щей ь и угол в окружном направлении. Пусть оболочка
замкнута в окружном направлении и ограничена двумя паралле-
лями 5 = 5,, И 5=52. (фиг. I).

Начальное напряженное со-
стояние предполагается осе-
симметричным и безмоментным.

Исследование устойчивос-
ти выполнено на основании
энергетического метода в гео-
метрически нелинейной поста-
новке в сочетании с предшест-
вужщим асимптотическим анали- .

зом линейных уравнений. При
описании неосесимметричных
равновесных состояний предположим, что характер деформаций,
свойственный верхней критической нагрузке по линейной тео-
рии, будет влиять в какой-то степени и в начале послекрити--
ческой стадии. Кроме того, как известно [l,2j,y оболочек от-
рицательной гауссовой кривизны вмятины при потере устойчи-
вости охватывают всю срединную поверхность, то есть число
m волн по параллели велико ( m » 1).

Предполагая, что по торцам оболочки обеспечиваются гра-
ничные условия (1.5), компоненты перемещений при неосесим-
метричной потере устойчивости и, v, w принимаем в следующем
виде:
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ц= - + [j—cos 2.пир -

+ С,М№).

V = C^(s)cos-^stnrn^+-^-C.2Rq^(sl)[-^cos2.'^4-(
= + .

Здесь - варьируемые параметры, подледащие опре-
делению,

= = j^^Tc.(s) , = =v(sl=

= V/(Sl= j тс(s)
,

x(SI = Stn a 5 ,

= +

bl
& = B(sl - расстояние точки срединной поверхности до оси

вращения;
R, и - главные радиусы кривизны оболочки;

"? - коэффициент Пуассона.
Без ограничения общности считаем

Ri < 0
, 0 - (1.2)

Первые члены (со множителем ) в аппроксимации (1.1) для
u , V, w соответствуют линейному частному решению неосесим-
метричной потери устойчивости [3]. Вторые члены со множите-
лем &а удовлетворяют линейным уравнениям равновесия обо-
лочки, полученным после проектирования всех внутренних уси-
лий оболочки на тенгенциальные направления, причем член

отражает тенденцию оболочки выпучи-
ваться внутрь.

Члены со множителем для и и w

= (1.4)

аппроксимируют осесимметричные перемещения, вызываемые осе-
вым сжатием, вто время как все остальные члены являются
неосесимметричными перемещениями, возникающими вследствие
изгиба образующих Ьболочки.



Пусть на нижний неподвижный край оболочки (ь = на-
ложены условия жесткой заделки

и(&,) = 0, w(s,) = C,

v(S.) = 0,

ина ее верхний край (5 = - следующие граничные усло-
вия:

T°(sl = Ti(s2),
(156)

которые под сжатием внешней силы
т° = (1.6)

допускают перемещения верхнего края оболочки в направлении
ее оси вращения. Здесь [S - параметр нагрузки и - внутрен-
нее усилие.

Нормальный прогиб в виде (1.1) нетангенциальным
граничным условиям точно не удовлетворяет. Такую неувязку
можно устранить интегралами типа краевого эффекта, дающими
в .линейной теории поправку порядка ( h - толщина обо-
лочки) [4].

2. Использование энергетического метола

В соответствии с принципом Лагранжа вариация полной
энергий деформированной оболочки равна нулю в состоянии рав-
новесия

S3 = SU, + =O. (2.1)
Здесь Ui - энергия деформации растяжения (сжатия) сре-
динной поверхности оболочки, Ua- энергия, возникающая
вследствие деформации изгиба и А - потенциал внешних сил.

Пользуясь энергетическим методом, вариационное уравне-
ние (2.1) можно преобразовать в следующую алгебраическую си-
стему:

m -t- Сз m -^b^— (5—\

(2.2а)

-С„ С s rn*. 24-^) bs +oi-4 (<-V)Ьь+С^ h^nr? =0 ,
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Из-за соображений выбора функций M(sl и N (5) множи-
тель L 3 пропорционален параметру нагрузки [S, тс есть

С -з * Ж' (2.3)
Двумерная зависимость

на С,Сз -плоскости по
уравнению (2.2а) представ-
лена на фиг. 2, где его
тривиальное решение пред-
ставлено как линия, совпа-
дающая с ординатной осью.
Здебь

3 m4bg

Точка G э =G з является
точкой разветвления и фор-

мула для ее вычисления (2.4) совпадает точно с формулой верх-
ней критической точки потери устойчивости по линейной теории
[3].

Характер поведения оболочки в ее послекритической ста-
дии зависит от знака второй вариации ее полной энергии
Еs].

В упрощенной постановке задачи, где множитель Ст, берет-
ся в качестве параметра нагрузки и не подчиняется варьирова-
нию, начальное послекритическое поведение оболочки определя-
ется следующей приближенной формулой:

Здесь больший интерес представляет знак функции

так как всегда > 0 .

Функция (2.6) достигает свое экстремальное значение в
точке m= М , где



Следует добавить, что алгоритм, разработанный в насто-
ящей статье, не работает в случае пологих оболочек вращения.

Отметим также, что при растяжении оболочек отрицатель-
ной гауссовой кривизны в осевом направлении оба внутренние
усилия Т,,и растягивающие; поэтому появляются лишь осе-
симметричные деформации оболочки, пока она не разорвется.

3. Сжатие тора

В качестве примера рассмотрим сжатие той части тора,
где гауссова кривизна отрицательна (фиг. 3).

Тогда имеем

B=L + Ris!ns.
Рассмотрим задачу на отрезке

при граничных условиях (1.5) и
возьмем следующие значения
параметров:

h =0,003-, R,= -1.
На фиг. 4 представлена зависи-
мость между параметромнагрузки

- и прогибом w при
L= 1,5 на параллели s=Y*

При изменении геометрии тора в диапазоне I,ls L $ 10,0
функция (2.6) не имеет экстремальных значений и может быть
определена отрицательно лишь при m = 2. В таблице приводят-
ся основные численные результаты:
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Табл и ц a

L f(7) f(3) Eh m*

1 2 3 4 5
1,1 0,720 1,336 0,7085 10-3 4
1,2 0,503 1,535 0,4692 5
1,3 0,423 1,541 0,3963 6
1,4 0,367 1,630 0,3564 7
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В этой таблице заданы также минимальные верхние крити-
ческие точки нагрузки вместе с соответствующими
числами волн в окружном направлении т„.
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1 2 3 4 5
1,5 0,301 1,746 0,3314 8
1,6 0,225 1,847 0,3180 9
1,7 0,137 1,924 0,3103 10
1,8 0,0290 1,970 0,3051 10
1,9 -0,089 1,990 0,3000 11
2,0 -0,218 1,987 0,2992 11
2,2 -0,504 1,925 ' 0,2955 12
2,5 -0,955 1,766 0,2964 14
3,0 -1,68 1,488 0,2990 15
3,5 t м сом 1,33 0,3059 16
4,5 -3,24 1,53 0,3202 18
5,5 -3,77 2,37 0,3358 19
6,5 -3,94 3,77 0,3536 20
7,5 -3,88 5,68 0,3622 21
8,5 -3,47 . 8,00 0,3763 22

10,0 -2,80 11,54 0,3942 23
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T. Liiva

ffber die Theorie der Knickung der Umdrehungsschale
der negativen Gaußschiefe beim Druck

Zusammenfassung

Im vorliegenden Artikel wird die Theorie der Knickung
der Umdrehungsschale der negativen Gaußschiefe beim Druck
betrachtet. Als Beispiel wird der Druck jenes Teils der
Ringflache, wo die Gaußschiefe negativ ist, angeführt.





А.Н. Тюманок

ОБ ЭНЕРГИИ, СООНЦАЕМОЙ ОБРАБАТЫВАЕМОМУ
МАТЕРИАЛУ В МНОГОСТУПЕНЧАТОМ РОТОРНОМ

ПОМОЛЬНОМ АГРЕГАТЕ

В настоящей статье рассматриваются некоторые энергети-
ческие стороны процесса обработки сыпучего материала в
многоступенчатом помольном агрегате,например, дезинтеграто-
ре или дисмембраторе. В литературе нашло большее освещение
явление соударения двух свободных тел. Наиболее полно это
сделано в работах [I, 2, 3]. В помольных же агрегатах рас-
сматриваемого типа происходит соударение потока материала с
вращающимся мелющим телом, которое прикреплено к приводу,
состоящему из вала и диска. Однако продолжительность соуда-
рения [4] имеет порядок At = -с, в течение ко-
торого мелющее тело можно считать свободным. Далее можно
убедиться, что в первом приближении соударение самого по-
тока можно рассматривать как соударение индивидуальных час-
тиц. Например, при производительности агрегата 10 т/час,чис-
ле оборотов роторов 1500 об/мин и количестве мелющих тел
на круге обработки,равном 10, однократная обрабатываемая
порция материала будет составлять 0,56 г. Если она распре-
деляется на рабочей площади 10 то при плотности мате-
риала 2,5 толщина слоя равна 0,2 мм, то есть она од-
ного порядка с размерами частиц обрабатываемого материала,
например, в случае строительных известково-песчаных смесей.
Следовательно, в этом случае процесс соударения можно рас-
сматривать как соударение двух свободных тел - частицы и
мелющего тела.

Процесс соударения начинается с первого контакта тел,
и в зависимости от его характера по частице начинает рас-
пространяться волна напряжения сжатия или сжатия и сдвига.
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По этому признаку процесс обработки можно разделить на два
вида. В точке контакта частицы и мелющего тела имеем мгно-
венный коэффициент трения скольжения f и трения качения
к- Первый из них определяет угол трения скольжения

t<34><=f '

второй определяет смещение нормальной реакции (фиг. I).

Фиг. l.

Если провести из точки контакта в центр массы частицы
прямую, то она образует с нормалью угол 432

который условно можно назвать углом трения качения. Если
поступательно движущаяся частица соударяется с рабочей по-
верхностью мелющего тела, с относительной скоростью Vp под
.утлом то возможны различные начальные режимы движе-
ния:

1) при Ч? < соударение происходит без сколь-
жения и качения и возбуждаются интенсивные нормальные уси-
лия;

2) при эли возникают интенсив-
ные нормальные и касательные напряжения. В первом случае
происходит скольжение без качения, во втором - качение ча-
стицы без скольжения;

3) при будет иметь место скольжение с
поворотом частицы. В этом случае возникают волны сжатия и
сдвига и измельчение происходит главным образом под дей-
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ствием сдвига и среза верхних слоев частицы.

Все возможные случаи контакта при соударении двух твер-
дых недеформируемых тел подробно изучены в работах В.Ю.Пляв-
ниекса [5,6]. В роторных помольных агрегатах реализуются же
главным образом первый и третий режимы соударения деформи-
руемых тел.

Энергетическую расчетную эффективность помольного агре-
гата целесообразно определять, предполагая, что удары явля-
ются прямыми (первый случай). В таком случае при соударении
двух тел (фиг. 2) после вполне неупругого удара их общая
скорость V получается из теоремы о сохранении количества
движения

У
- пц vacosd- . .

ггц-и-пз '

Учитывая, что масса частицы mi, имеем

V = Vi - (2)

Импульсы, сообщаемые мелющему телу и частице, равны. Их ра-
диальная и тангенциальная составляющие определяются по сле-
дующим формулам:

ml О)
Ьт;= + Vi - УзсозоО .

S = + - 2 +v^cosoL).
В то же время работа внутренних сил

д -у^
т q)

распределяется между телами неодинаково.
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Работа, затрачиваемая на мелющее тело (Ajr) на частицу
(А?)

_

д д m^Va-vr
2 ' 2 (5)

и их отношение

Аз _

А< rr.i(^_vH'
выражается через изменение скоростей после соударения (тео-
рема Карно). Используемътйв работе [7] коэффициент
влияния как отношение кинетических энергий, видимо,следует
считать несостоятельным. Если принять =0 и пренебречь
членами порядка для (6) имеем выражение

A2_m<(V( + vt')^
А," пц

Однако работа, выполняемая внутренними силами в час-
тице и мелюцем теле, не равна и не пропорциональна работе
(5). Доля выполняемой работы определяется физическими свой-
ствами их материала. Рассмотрим процессы, происходящие при
соударении упругих материалов. В зоне контакта частицы и
мелющего тела возникают интенсивные напряжения. В первом
приближении можно принять, что в зоне контакте на началь-
ном этапе начинает распространяться плоская волна напряже-
ния (фиг. 3).

Из закона сохранения импульса и массы получаем ско-
рость зоны контакта

(У)
plCi-h-<?2.L2

где * плотность мелющего тела и частицы,
Сз - скорость продольной упругой волны,

У,,Уд - скорость движения частицы и мелющего те-
ла.

Напряжения в зоне контакта равны

= + (8)

Работа на единицу объема при деформировании упругого
тела выражается через напряжения

2. 2
А— А""IЁ7' (9)
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Отсюда можно получить отно-
шение работ внутренних сил в
мелющем теле и частице

IT = Y 7 (10)"И Г-2
Выполняя те же операции с
использованием теории Герца,
вместо формулы (10) получаем

Ац
_

Eid
Ai. Е,я-у?)'

Результаты хорошо совпадают,
так как коэффициент Пуассона

для различных материалов
отличается незначительно.

Фиг. 3.

Для повышения эффективности помола целесообразно уве-
личить долю работы внутренних сил в частице как, во-
первых, именно величина работы определяет разрушение и,
во-вторых, работа внутренних сил почти полностью превраща-
ется в теплоту. Чем больше будет доля работы тем боль-
ше будет повышаться температура обрабатываемого материала и
теплота будет выноситься самим материалом без лишнего на-
гревания ротора.

Энергия, сообщаемая обрабатываемому материалу, получа-
ется суммированием правых частей второй формулы (5) по от-
дельным кругам обработки. Удельная энергия, сообщаемая еди-
нице массы обрабатываемого материала, равна

(К)
или

(13)

где второй индекс ( L 1 является порядковым номером крута
обработки и

ЩГрь -

Остальные обозначения приведены на фиг. 2. На первом круге
обработки Vn = 0.

Формула (13) упрощается, если принять
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* = 0, (14)
и пренебречь последним членом, содержащим соотношение масс.
В таком случае

= Нм/KZ. (15)

При выражении удельной энергии обработки материала в квт ч/т,
вместо коэффициента 1/2 в формуле (15) нужно поставить 1,39х
х 10-4.

Удельная работа внутренних сил при соударении получа-
ется суммированием обоих членов в формулах (5) по всем кру-
гам обработки

(16)
Но при упрощениях, сделанных в (13), приходим опять к фор-
муле (15). Формулы (16) и (12) отличаются членами, имеющими
порядок rriq/mi -

Выводы

1. В роторных помольных агрегатах, работающих по прин-
ципу соударения мелющего тела и свободно летящего обрабаты-
ваемого материала, возможно осуществление силового воздей-
ствия двоякого характера: преимущественно сжатия и растяже-
ния или сдвига и среза.

2. Для увеличения эффективности соударения масса мелю-
щего тела должна значительно превышать массу однократно об-
рабатываемой порции материала. Модуль упругости мелющего те-
ла должен по возможности превышать модуль упругости обраба-
тываемого материала.

3. Выведена формула удельной энергии, сообщаемой из-
мельчаемому материалу в роторном помольном агрегате - дез-
интеграторе, в котором измельчение происходит при соударе-
нии материала о мелющее тело.
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A. Tymanok

On Energy Received by the Material Treated

in the Multistep Rotor Mill

Summary

The paper deala with the energy relation in the grind-
ing machine where crushing takes place when a free flying
particle collides with the grinding body. In grinding ma-
chines of this type two kinds of processing can be realised:
by straight or inclined collision. A formula for determining
the specific energy given to the treated material by grind-
ing is derived.
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ОБ ОСТАТОЧНОЙ НЕУРАВНОВЕШЕННОСТИ ПРИ
АВТОМАТИЧЕСКОМ УРАВНОВЕШИВАНИИ РОТОРОВ

I. При вращении ротора (диска) с гибким валом вал де-
формируется. Расположение центра массы ротора во вращаю-
щейся системе координат зависит от угловой скорости вала и
имеет два принципиально разных положения (фиг. I). Точка
- точка пересечения геометрической оси вращения с диском;

- центр крепления вала на диске; С - положение центра
массы. При сверхкритической угловой скорости происходит
самоуравновешивание роторов, и при достаточно больших уг-
ловых скоростях центр массы С совпадает с геометрическим
центром вращения 0 (фиг. 1в). Это явление хорошо извест-
но, изучено и освещено во многих источниках, например [I,
2].

При вращении ротора со сверхкритической угловой ско-
ростью вал ротора имеет изогнутую форму и вращается в ста-
ционарно деформированном состоянии. В таких случаях целе-
сообразно применение автоматических уравновешивающих уст-
ройств [3-10]. В результате перемещения дополнительных гру-
зов или жидкости центр массы ротора смещается к точке
Это означает, что в движущейся системе координат точки
и С теоретически будут совпадать с точкой Практически
же полного совпадения центра массы С и точки не будет.
Остаточная неуравновешенность недостаточно освещена в ли-
тературе и является объектом изучения в данной работе. Ра-
ссмотрены три основных уравновешивающих устройства: с под-
вижными грузами, кольцами и жидкостью. Для сравнения уст-
ройств введен коэффициент эффективности уравновешивающего
устройства. Первоначальная эксцентричность A3 ротора
(фиг. 1в) после срабатывания уравновешивающего устройства
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Фиг. I.Расположение характерных точек Og и С во вращающейся

уменьшается на .и остается А.- -Вежчина
характеризует эффективность устройства, а - остаточную
неуравновешенность. Коэффициентом эффективности уравновеши-
вающего устройства примем соотношение

к =-^-.

2. Уравновешивающее устройство Сирли Е2] включает не-
сколько шариков иж рожков, свободно перекатывающихся в
круглом канале (фиг. 2). При вращении неуравновешенного ро-
тора рожки перекатываются в наиболее отдаленную по отноше-
нию к точке О, часть полости и тем уравновешивают ротор.
Перекатыванию рожков препятствует трение качения ролика о
стенку полости. В равновесном состоянии сила инерции будет
проходить через.точку приложения нормальной реакции. В ре-
зультате этого сила инерции образует с отрезком малый
угол з.
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(I)
где 6 - коэффициент трения качения.

Фиг. 2. Расположение подвижных грузов и действующих

а) общая схема расположения,
б) сипы, действующие на один груз.

Эксцентричностьвалаопределяетсяизтреугольникаo,С^o^
s'trmsin^-aA

*

Го-г
' (2)

С учетоммалостиугла тлеем

л - ЙГо-Г). (3)

С другойстороны,Атопределяетсяположениемцентра

л -
т.А.-2^(^-г)соs^

°

Где - массыротораиролика.
Еслибытрениекаченияотсутствовало(V-o),роликиза-

нялибыположениеf = фиг.2а.
cos зф (4)
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п полностью уравновесили бы ротор (А^=o).
Из уравнений (3*) и (4) определим лу =у - ко-

торое выражается, с учетом его малости.

Тогда первоначальная эксцентричность Л. уменьшится на

А) А.* Ад д= А

и коэффициент эффективности уравновешивающего устройства
к - A.L -

зависит в первую очередь от начальной эксцентричности А„ и
коэффициента трения качения сГ. Некоторая малая эксцентрич-
ность А.= становится неустранимой. Из (3) имеем

= (5)

3. Уравновешивающее устройство Бакшина [3] (фиг.З) от-
личается от устройства Сирли тем, что вместо роликов в нем
имеются массивные тела, перекатывающиеся на малых роликах
или шариках. Если пренебречь массой малых роликов, то сила
для преодоления трения качения будет

2W = (6)

Из треугольника Сь О?,видно, что связь между силой
инерции и углом з. , при котором уравновешивающий груз еще
находится в-равновесии, будет следующей

= FA-i&!n(4?-&) -

Учитывая (6) и подставляя ZN=Fcos3-i после упрощения нахо-
дим остаточный эксцентриситет:

А (у)
А ГЗ!П^
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Аналогично получим коэффициент эффективности
)' . . .' (8)

и неустранимую эксцентричность
(9)

Если сравнить устройство Бакшина [3] с устройством
Сирли, то ввиду того что радиусы роликов в устройстве Бак-
шина и Сирли различны, * Поэтому

и
т.е. устройство Сирли более эффективно.

4. Уравновешивающее устройство Герхарда Е9] состоит из
двух колец г о' которые опираются на вал с радиусом г (фиг.
4). Аналогично предыдущим рассуждениям об условиях равнове-
сия имеем

S л _ 5(г.-г) (10)
Ъ t ЧС%- *

Го PoStn<f



Фиг. 4. Схема устройства авто-
матического уравновеши-
вания Герхарда L9] .

Фиг. 5. Устройство автоматического
уравновешивания Леблана.
Полость заполнена частич-

но жидкостью.

Коэффициент эффективности и неустранимая эксцентрич-
ность будут соответственно

к _

AgToStn Т(3
_

_
4 (ТТ)

сГ(Ц-Г)
'

(12)

Тан как радиусы кольца г. и вала г удовлетворяют условию
Гф> г, то сравнивая коэффициент с остальными коэффициен-
тами эффективности и можно заметить, что он больше
остальных т.к. в числителе в (12) стоит радиус кольца Q, ,

а неустранимая неуравновешенность будет меньше и

харда будет наиболее эффективным.

5. Уравновешивающее устройство Леблана [2] состоит из
круговой полости, частично заполненной жидкостью. В таком
случае Ai и А 2 связаны соотношениями (фиг. 5)

mo Ai= (13)

Ао = Ai А 2
(14)
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где
$ - плотность жидкости и ,

h - ширина камеры.
Масса жидкости, находящаяся в камере, будет

rrii= (15)
Тогда имеем

А.= (16)
m.+pxrih гп.[l_(^]-,гтl^

Арто . )
3 m.+ + гпl

коэффициент эффективности и неустранимая эксцентрич-
ность будут ,

к,- ?xr.h .
(Jg)

то * з

Из этой формулы видно, что коэффициент эффективности
устройства Леблана весьма низок. Действительно, к4 имеет
порядок соотношения масс, в то время как где
6 - коэффициент трения качения, величина малая. Следует

также отметить, что остаточная неуравновешенность и
уменьшение эксцентричности по формулам (16) и (17) не за-
висят от радиуса полости г.

На основании вышеизложенного можно сделать следующие
выводы:

1. Во всех рассмотренных устройствах автоматического
уравновешивания всегда имеется остаточная неуравновешенность

2. Мерой эффективности уравновешивающего устройства
можно принять соотношение уменьшения эксцентричности к ос-
таточной эксцентричности.

3. Наиболее хорошо уравновешивают ротор устройства ма-
ятникового типа, в котором происходит движение кольца или
маятника вокруг вала со сравнительно малым радиусом.
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A. Tymanok

On Residual Unbalance by Using Dynamic

Automatic Balancing Devices

Summary

When rotating a rotor with a flexible shaft with an
angular velocity above the critical one there takes place
selfbalancing (Fig. 1). With a considerably great angular
velocity the centre of the mass of the rotor will stay on
the geometrical axis in point and the shaft rotates in
the permanently deformed form. In this case it is efficient
to use an automatic balancing device though it eliminates
the unblance only partially.
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The unbalance is determined by eccentricity A . The
initial value of the eccentricity A = A<,is decreased during
the balancing from by toA 2. The residual eccentri-
city A 2 is governed by rolling friction of the devise ele-
ments.

The ratio of to Ag has been taken as a measure of
the balancing efficiency of the device denoted by K. There
is determined residual unbalancing eccentricity Ад.

In the paper the efficiency of different balancing de-
vices has been compared.
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