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Eessona

Eesti keeles on ilmunud mitmeid statistikaopikuid, mis on médeldud
erinevate erialade iiliopilastele. Seni pole aga ilmunud 6pikut, millega
oleksid kaasas andmefailid {ilesannete jaoks. Statistikat ei saa tulemus-
likult 6ppida ilma praktilise andmeanaliiiisita ja kiesolev opik piitiabki
seda liinka tdita.

Opiku esimestes peatiikkides kisitletakse statistika pohimoisteid,
andmete esitamist ja kirjeldava statistika suurusi. Seejdrel on liihi-
ke iilevaade toendosusteooria algtodedest eesmirgiga tuletada meel-
de koolis opitu. Toendosusteooria pohimdisted on vajalikud jargneva-
te peatiikkide 1dbimiseks. Pikemalt peatutakse juhuslike suuruste jao-
tusseadustel. Erinevatel jaotusseadustel pohinevad jareldava statistika
meetodid, kuid neil on ka otsene rakendus mitmesuguste &ri- ja majan-
dusprobleemide lahendamisel. Jareldava statistika peatiikid kisitlevad
valikvaatlusi, hiipoteeside kontrollimist, korrelatsioon- ja regressioon-
analiiiisi ning aegridade silumist ja prognoosimist. Opiku viimane, 11.
peatiikk on piihendatud indeksite kasutamisele kui iihele olulisele ma-
jandusstatistika valdkonnale. Kui peatiikid 1-10 tuleks ldbida jarjest,
siis indeksite peatiikk ei ole teistega seotud ja sellega tutvumine voib
toimuda iikskoik millisel oppet6o etapil.

Autor ei ole seadnud eesmérgiks esitada statistika teooria matemaa-
tilist kasitlust. Loomulikult péris ilma matemaatikata ei saa. Statis-
tiliste meetodite tulemusrikas kasutamine eeldab nendest arusaamist.
Keerulised arvutused teeb arvuti, kuid arvutustulemuste tolgendamine
jadb inimesele. Seepérast on vajalik aru saada, kuidas iiht voi teist suu-
rust leitakse, mis mojutab selle vadrtust ja mida see meile raégib. Neile,
kes matemaatikat ei karda, on moningate valemite toestused toodud
lisades.

Statistiliste arvutuste metoodikat ja tulemuste tolgendamist on
piititud selgitada opikus olevate niidetega ning kinnistada iga peatiiki
16pus olevate iilesannetega. Koikide iilesannete vastused on toodud &pi-
ku lopus. Iga iilesande 1opus on ka viide lehekiiljele, kus asub vastus.
Kuna viited on hiiperlingina, siis dpiku pdf-versioonis voimaldab see
kiiresti vastuse juurde hiipata. Naidete ja {ilesannete koostamisel on
voimalikult palju tuginetud reaalsetele andmetele. Andmed péarinevad



avalikest andmebaasidest (Eesti Statistikaamet, Eurostat jt), erialaaja-
kirjadest, mitmesugustest avalikult kittesaadavatest uuringuaruanne-
test, veebiportaalidest ja 6piku autori juhendatud iliGpilaste aine- ning
loputéodest. Niidete juures kasutatud andmed on véimaluse korral esi-
tatud opikuga kaasasolevates tabelarvutuse failides. Lisaks on nendes
failides tehtud l1&bi n&idetes késitletud arvutused ning lisatud kommen-
taare ja nouandeid tabelarvutuse kasutamiseks. See voimaldab oppijal
paralleelselt lugeda opikut ning uurida niitefaile.

Statistika moistete ja meetodite paremaks tundmadppimiseks on
opikus hulgaliselt jooniseid ja graafikuid. Lisaks on soovitav kasuta-
da interaktiivseid demosid 6piku autori kodulehel http://www.sauga.
pri.ee/cdf/. Demod on Wolfram CDF formaadis (Computable Docu-
ment Format) ning nende vaatamiseks on vaja arvutisse installeerida
vabalt levitatav Wolfram CDF Player'}

Ulesandeid on 6pikus kahte tiiiipi. Esimese osa moodutavad selli-
sed, mille lahendamiseks pole suuri andmemahtusid vaja ja piisab iiles-
ande tekstis toodud informatsioonist. Enamasti saab neid lahendada
kalkulaatori abil ja moeldud on need valemitega tutvumiseks. Kuid mo-
ningatel juhtudel, nditeks normaaljaotuse kasutamisel, tuleb ka nende
iilesannete juures p&érduda tabelarvutuse poole. Alternatiivne voima-
lus on kasutada opiku 1opus olevaid tabeleid. Teist liiki {ilesanded, mille
number algab tihega A, on lahendamiseks tabelarvutusprogrammis ja
vajalikud andmed on tabelarvutuse failides.

Opiku juurde kuulub 10 faili ndidetega ja 11 faili iilesannete and-
metega, failide nimekiri on lisas @ Failid saab alla laadida TTU Raa-
matukogu digikogust aadressilt https://digi.1lib.ttu.ee/| jaotisest
.Opikud ja 6ppevahendid“. Failid on kahes formaadis: MS Exceli for-
maat (*.xlsx) ja avatud dokumendiformaat (*.ods). Viimast kasuta-
vad niiteks vabavaralised tabelarvutusprogrammid LibreOffice Cald?]
ja OpenOffice Calcﬁ Niited ja iilesannete andmed on failidesse gru-
peeritud peatiikkide kaupa. Faili nimi koosneb mitmest osast, nagu on
néidatud jargneval skeemil.

’ Peatiiki number ‘ ’ Peatiiki méirksona ‘

NO02Keskmised .xlsx

N naited xlsx Exceli formaat
UL iilesannete andmed .0ds avatud dokumendiformaat

Opiku l6pus lisas on esitatud vajalike tabelarvutusfunktsiooni-
de loetelu koos viidetega tekstis esinevatele juhistele. Tekstis tdhistab

'"Wolfram CDF Player https://www.wolfram.com/cdf-player/
*https://et.libreoffice.org/
*https://www.openoffice.org/
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vastavat kohta lehe servas olev ruudustikuga pisipilt. Kasutatud ta-
belarvutusfunktsioonid vastavad Exceli versioonile 2010 ja LibreOffice
Calc versioonile 5.1.0.3 ning on neis programmides tihesugused. Exceli
eelis seisneb selles, et sel on kaasas andmeanaliiiisi vahendite komplekt
Data Analysis, mis oluliselt lihtsustab hiipoteeside kontrollimist ning
regressioonanaliiiisi labiviimist.

Lugemise holbustamiseks on tdhtsamad tekstis esinevad moisted
toodud eraldi vélja lehekiilje serval. Tekstis on olulisematele terminitele
sulgudes lisatud ka ingliskeelsed vasted.

Olulised definitsioonid ja valemid on paigutatud varjutatud kasti-
desse.

Néited on imbritsetud raamiga. Kui néites esitatud arvutused on
olemas ka tabelarvutuse failis, asub lehe serval pisipilt, mille all on
kirjas vastava faili nimi ja lehe nimi, kus néide asub. Need néited,
mille juures pisipilt puudub, on vaid opikust lugemiseks.

|2
L)
Juf

Oluline definitsioon voi valem. ]

Téhtis moiste

Niaide 0.1. Mingi ndide

Niide

Opiku kirjutamisel on kasutatud kirjastamispaketti LaTex. Jooni-
sed on loodud programmidega Wolfram Mathematicﬂ ning Incscapeﬁ
Pisipiltide loomisel on kasutatud portaalis Pixabayﬂ jagatud avalik-
ku omandisse (public domain) kuuluvaid pilte. Naidete arvutused on
tehtud programmis MS Excel (versioon 2010).

Autor on ténulik 6piku retsensentidele Tartu Ulikooli professorile
Kalev Pédrnale ning Tartu Observatooriumi vanemteadurile Elmo Tem-
pelile, kelle vadrtuslikud nouanded ja kommentaarid aitasid opikus esi-
tatud materjali oluliselt parandada.

Kaéesolev opik on ilmunud riikliku programmi ,Eestikeelsed korg-
koolidpikud 2013-2017* toetusel.

Ako Sauga
Tallinn, jaanuar 2017

*Wolfram Research, Inc., Mathematica, Ver. 10.4, http://www.wolfram. com
5The Inkscape Project, https://inkscape.org
Shttps://pixabay.com
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Peatiikk 1

Sissejuhatus

Seoses infotehnoloogia arengu-

ga on oluliselt suurenenud sta- 2zetabat astas
tistilise informatsiooni kasutami-
ne ja selle pohjal jarelduste te- 30
gemine ning otsuste vastuvot- 200
mine. Infotehnoloogia areng on
statistika kasutamist mojutanud
kahel pohjusel. Esiteks on oluli-
selt arenenud mitmesuguste and-

mete kogumise voimalused. Aja- Maailmas koguneva andmehulga plah-
vatuslik kasv (Poulsen, [2015). 1 zeta-

bait (ZB)= 10'? gigabaiti (GB)

10p

2010 2012 2014 2016 2018 2020

kirjas ,Imeline teadus” ilmunud
artikli pohjal lisandub maailmas
iga péev ligikaudu 16,4 miljardit
gigabaiti andmeid (Poulsen, 2015). Teiseks on andmete to6tlemine
muutunud voimalikuks koigile, kes omavad personaalarvutit voi ka nu-
titelefoni. Andmehulga plahvatuslik kasv pakub iiha rohkem voimalusi
neile, kes suudavad sellest kaosest vajalikku informatsiooni vilja nop-
pida.

1.1. Pohimoisted

Moistel ,statistika“ on mitu tdhendust:
e andmestik;
e tegevus, mis haarab info hankimist;
e teadus.

Statistika on teadus massnahtuste kvantitatiivse uurimise mee-
toditest.

Statistika kui teaduse definitsioonis on olulised kaks momenti:

13



PEATUKK 1. SISSEJUHATUS

Kirjeldav ja
jareldav

statistika

Pohimoisted

e statistika késitleb ndhtuste kogumeid, mis koosnevad paljudest
tiksiknéhtustest (massndhtused);

e statistika uurib massnéhtusi kvantitatiivsest kiiljest, uuringu tu-
lemused esitatakse arvnéitajate abil ja need so6ltuvad vihe uurija
tolgendusest.

Soltuvalt analiiiisi siigavusest jaguneb statistika kaheks.

Kirjeldava statistika (descriptive statistics) eesmérgiks on statistili-
se informatsiooni kompaktne ja iilevaatlik esitamine ning kokku-
votete tegemine. Kasutatakse sobivaid nditarve, tabeleid, diag-
ramme.

Jéareldav statistika (inferential statistics) on jarelduste tegemine
spetsiaalseid, toenéosusteoorial pohinevaid statistilisi meetodeid
kasutades. Vaatlustulemusi kasutatakse hinnangute ja prognoo-
side tegemiseks (veel) vaatlemata objektide ja situatsioonide
jaoks. Jéareldava statistika alla kuuluvad néiteks statistiliste
hiipoteeside kontrollimine, korrelatsioon- ja regressioonanaliiiis,
aegridade analiiiis ja prognoosimine.

Jargnevalt tutvume moningate statistikas kasutatavate pohimois-
tetega.

Element (element) on indiviid, ettevote, ndhtus vms, mille kohta ko-
gutakse informatsiooni, mida moodetakse, vaadeldakse, kiisitle-
takse.

Tunnus (variable) on niitaja, mida moddetakse ja mis voib erinevatel
elementidel olla erineva vadrtusega. Tunnused véivad olla uurita-
vad tunnused ja tausttunnused.

Varieerumine, hajumine (variation) tdhendab, et tunnus omandab
erinevaid vaartusi.

Variatsioonrida (ordered sample) on korrastatud statistiline rida,
mille elemendid on jirjestatud mingi tunnuse alusel.

Uldkogum (population) on elementide hulk, mille kohta soovitakse
saada informatsiooni, et lahendada piistitatud probleemiilesan-
net. Soltuvalt probleemist voib tildkogumiks olla néiteks Harju-
maa ettevotted, Eesti ettevotted voi Euroopa Liidu ettevotted;
Harjumaa elanikud, Eesti elanikud v6i Euroopa Liidu elanikud.

Osakogum (subpopulation) on iildkogumi alamhulk, mis on fiksee-
ritav tausttunnuse voi uuritava tunnuse viirtuse jargi ja mida
soovitakse eraldi uurida. Niiteks kui iildkogumiks on Eesti ela-
nikkond, siis osakogumiteks voivad olla mehed ja naised v6i linna-
ja maaelanikud.

Valim (sample) on iildkogumi alamhulk, mille elemente mdodetakse
ja mille pohjal tehakse jareldusi iildkogumi kohta.

Maht (size) on iildkogumi voi valimi elementide arv.

Mootmismeetod (measurement method) on meetod, mille abil saa-
dakse informatsiooni uuritavate objektide kohta.
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Mootmisvahend (measurement instrument) on vahend, mille abil
mooddetakse tunnuse vaartusi. Mootmisvahendiks vo6ib olla an-
keet vOi mingi fuiisiline instrument (kaalud, kell).

Probleemiilesanne (problem task) on vastava ainevaldkonna iiles-
anne, mille lahendamisele saab kaasa aidata statistiline uuring.
Probleemiilesande analiilis peab selgitama vajaduse statistilise
iilesande jarele.

Statistiline tilesanne (statistical task) on {ilesanne, mida saab lahen-
dada statistiliste meetoditega. Statistiline iilesanne piistitatakse
probleemiilesandest 1dhtudes. Fikseeritakse tildkogum, uuritavad
tunnused ja abitunnused, valimi koostamise meetod, kasutatavad
statistilised néitajad, viljastatavad tabelid, lisatavad usaldushin-
nangud. Valikumeetodi ja valimi mahu planeerimisel tuleb arves-
tada olemasoleva aja, majanduslike ja tehniliste ressurssidega.

Mingi probleemi statistilisel analiiiisimisel tuleb alati l&bida jérgmised
t66etapid:
1. Andmete kogumine.
2. Andmete kokkuvote ja tootlemine. Kasutatakse erinevat tarkva-
ra: tabelarvutusprogrammid MS Excel, OpenOffice, LibreOffice
Calc voi spetsiaalsed statistikakapaketid SPSS, SAS, R (vabava-
ra).
3. Tulemuste analiiiis ja tolgendamine (interpreteerimine), jareldus-
te ning ildistuste tegemine.
4. Tulemuste esitamine: tabelid, diagrammid, valemid.

Tooetapid

1.2. Mootmine ja mooteskaalad

Mootmine on objektide vordlemine. Korraga saab vorrelda ainult kaht
objekti omavahel; kui objekte on rohkem, vorreldakse neid paarikaupa.
Niéiteks voime vorrelda Juku ja Kalle pikkust ning saada tulemuseks, et
nende pikkused on erinevad. Siis voime vorrelda Juku ja Mati pikkust
ning vordlustulemuseks saada, et need poisid on iithepikkused. Sellisel
vordlemisel piirdusime voimaliku ekvivalentsuse voi mitteekvivalentsu-
se midramisega.

Taiuslikuma vordlemise korral méaratakse objektide jarjestus vor-
reldava tunnuse jargi. Viide ,Juku on Kallest pikem“ sisaldab rohkem
informatsiooni kui viide ,Juku ja Kalle on erineva pikkusega®, seepi-
rast on jirjestust madrav vordlemine informatiivsem. Joonisel on
toodud viie poisi jirjestus pikkuse jargi, vasakul on koéige lithem.

Veel taiuslikuma vordlemise korral méaratakse tunnuse vadrtuste
arvuline suhe. Niiteks Juku ja Kalle pikkuse vordlemisel saame tu-
lemuseks, et Juku on Kallest 1,03 korda pikem ehk Juku pikkus on
1,03 Kalle pikkust. Priidu ja Toomase pikkuste vordlustulemuseks on,
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Maotihik

Kalle Juku Priit Toomas
Mati

Joonis 1.1. Viie poisi jarjestus pikkuse jérgi, vasakul on koige lithem

et Priidu pikkus on 0,97 Toomase pikkust. Moistlik on aga valida {iks
poiss vilja ning vorrelda {ilejadnud poiste pikkusi tema omaga. Sel-
list erilist objekti, millega iilejidnud objekte vorreldakse, nimetatakse
moodetava suuruse etaloniks. Etaloniga kindlaks ma&ratud moéodetava
suuruse vadrtus on mootiihik. Tabeli[I.T]teises ja kolmandas veerus on
poiste pikkused, kui {ihel juhul on etaloniks voetud Kalle ja teisel juhul
Toomas. Paraku ei iitle need arvud midagi inimesele, kes pole ndinud
Kallet voi Toomast ja ei tea, kui pikad need poisid on. Seepérast on
moistlik kasutada tildlevinud standardseid modtiithikuid, pikkuse moot-
misel néiteks meetrit (tabel [1.1] viimane veerg).

Tabel 1.1. Poiste pikkused, kui etaloniks on Kalle, Toomas ja standardiihik
meeter

Opilase pikkus, kui ~ Opilase pikkus, kui Opilase pikkus, kui

_ modtiihikuks on mootiihikuks on mootiihikuks on
Opilane Kalle pikkus Toomase pikkus meeter
Juku 1,03 0,92 1,65

Kalle 1 0,89 1,60

Mati 1,03 0,92 1,65

Priit 1,09 0,97 1,75
Toomas 1,13 1 1,80

Nieme, et opilase pikkust viljendav arv soltub sellest, millist mo6ot-
ithikut kasutatakse. Seepérast tuleb moddetud suuruse vidrtusele alati
lisada mootiihik. Moo6tiihik néitab, millise objektiga vordlemisel on
mootesuurus saadud. Mis kasu on meil néiteks teadmisest, et 2015.
aasta Mazda CX-5 hind on 3 miljonit, kui me ei tea, mis rahaiihikutes
see hind on antud? Voi kuidas suhtuda informatsiooni, et 2014. aastal
oli USA SKP 17,4 triljonit, aga Ungari SKP 38,5 triljonit? Kummalgi
juhul pole arvude taga {ihikuid ning me ei tea, millega on vorreldud
Mazda vaartust, USA SKP-d v6i Ungari SKP-d.

Mazda hind 3 miljonit saadakse Mazda vairtuse vordlemisel jeeni
vadrtusega, jirelikult Mazda hind on 3 miljonit jeeni. USA SKP oli
17,4 triljonit USA dollarit ning Ungari SKP 38,5 triljonit forintit. Kui
me tahame USA ja Ungari SKP-d vorrelda, tuleb nende m&otmiseks
kasutada samu tihikuid. Teades, et 1 forint on 0,00357 USA dollarit,
saame Ungari SKP vairtuseks 0,137 triljonit USA dollarit. Niiiid saame
jareldada, et USA SKP oli ligikaudu 127 korda suurem kui Ungari SKP.
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Erinevad mdootmistasemed on kokkuvotlikult esitatud joonisel [I.2]
Nagime, et pikkuse mdotmisel on voimalik kasutada koiki kolme taset.
Koikide tunnuste korral see nii aga pole. Niiteks rahvuste, ettevotete
tegevusalade, ametite korral saame kasutada vaid eristamise taset.

Juku ja Kalle on erineva pikkusega erinevus é
2
Juku on pikem kui Kalle jirjestus <§r:
o
@)
Juku pikkus on 1,03 Kalle pikkust arvuline suhe ;

Joonis 1.2. Erinevad mootmistasemed

Mootmistasemetele vastavad mooteskaalad, mida on kolme tiiiipi.

1. Nimiskaalat ehk nominaalskaalat (nominal scale) kasutatak-
se objektide eristamiseks. Niiteks rahvus, huvid, tegevusalad,
sportlaste numbrid, telefoninumbrid, kaupade koodid. Kuigi vii-
maste niidete korral kasutatakse numbreid, siis nende numbrite-
ga ei ole motet teha arvutusi, sest need ei ole arvud. Eraldi voib
vilja tuua kahevéartuselised ehk binaarsed tunnused, s.o tunnu-
sed, millel on ainult kaks vaartust. Naiteks sugu: ,mees”/,naine”,
vastusevariandid: ,,jah“/ ei“.

2. Jarjestusskaala (ordinal scale) korral saab vddrtusi reastada
kasvavas voi kahanevas jarjestuses, kuid intervallid skaalajaotis-
te vahel pole madratud. Naiteks ettevotete jaotamine viikesteks,
keskmisteks ja suurteks. Haridustasemed on algharidus, pohihari-
dus, keskharidus. Vastusevariandid ankeedis voivad olla: ,poolt®,
Lpigem poolt kui vastu“, ,pigem vastu kui poolt”, ,vastu®. Jarjes-
tusskaala vadrtused ei néita, kui palju iiks véirtus teisest erineb.

3. Intervallskaalal (interval scale) on skaalajaotiste intervallid
ihepikkused. Intervallskaalas on néiteks inimese vanus,
sissetulek, testimisel saadud odigete vastuste arv, tootajate arv,
kauba hind vo6i kaal. Intervallskaalad jagunevad kaheks:

e vahemikskaalal on nullpunkti asukoht kokkuleppeline
(nditeks Celsiuse skaala temperatuuri moo6tmiseks,
ajaskaala). Vahemikskaala korral voib leida vahesid, ei tohi
leida suhteid;

e suhteskaala korral on nullpunkt fikseeritud absoluutselt
(nditeks pikkus, kaal, hind).

Intervallskaala voib olla

Moaoteskaalad

e diskreetne (loendamisel saadud naturaalarvud);
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e pidev (niteks ajaskaala).

? ?
e ]
halb hea véga hea | | | | | g)
0 1 2 3 4
Jarjestusskaala Intervallskaala

Joonis 1.3. Jarjestusskaala jaotiste vahemikud pole teada. Intervallskaala kor-
ral on vahemikud teada ja need on koik {ihepikkused, joonisel niiteks 1 euro

Intervallskaala on koige informatiivsem skaala ja selles skaalas
moodetud tunnuste todtlemiseks on koige rohkem statistilisi meeto-
deid. Jarjestusskaala on vdhem informatiivne, sest puudub informat-
sioon skaalajaotiste vahemike kohta. Koige vihem informatsiooni an-
navad nimiskaalas moodetud tunnused.

Arvutusi saab teha ainult intervallskaalas moddetud tunnuste kor-
ral, sest selle skaala viadrtusteks on arvud. Jérjestusskaala korral arvu-
tusi teha ei tohiks. Selle reegli vastu eksitakse aga tihti, kui jarjestus-
skaala vadrtused kodeeritakse numbriliselt.

Niide 1.1. Hinded korgkoolis

Haridus- ja teadusministri méiruse ,Uhtne hindamissiisteem
korgharidustasemel, koos diplomi kiitusega (cum laude) andmise
tingimustega™ alusel tuleb eristava hindamise korral hinnata 6p-
pijate opivéljundite saavutatuse taset jargmise skaala alusel:

1) ,suurepdrane” — silmapaistev ja eriti laiapohjaline opi-
valjundite saavutamise tase, mida iseloomustab véiga head
taset iiletav teadmiste ja oskuste vaba ning loov kasuta-
mine;

2) ,viga hea* — viga heal tasemel Opiviljundite saavutami-
ne, mida iseloomustab teadmiste ja oskuste eesmérgipé-
rane ja loov kasutamine. Spetsiifilisemate ja detailsemate
teadmiste ja oskuste osas voivad ilmneda mittesisulised ja
mittepohimottelised eksimused;

3) ,hea* — heal tasemel opivéljundite saavutamine, mida ise-
loomustab teadmiste ja oskuste eesmérgiparane kasutami-
ne. Spetsiifilisemate ja detailsemate teadmiste ja oskuste
osas avaldub ebakindlus ja ebatdpsus;

4) ,rahuldav* — piisaval tasemel opivéljundite saavutamine,
mida iseloomustab teadmiste ja oskuste kasutamine tiiiip-
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olukordades, erandlikes olukordades avalduvad puudujai-
gid ja ebakindlus;

5) ,kasin® — minimaalselt lubataval tasemel olulisemate
opivaljundite saavutamine, mida iseloomustab teadmiste
ja oskuste kasutamine tiipolukordades piiratud viisidel,
erandlikes olukordades avalduvad méirgatavad puudujas-
gid ning ebakindlus;

6) ,puudulik” — &ppija on omandanud teadmised ja oskused
miinimumtasemest madalamal tasemel.

Selline hinnete kirjeldamine on piisav, et jireldada: hinne ,suu-
reparane” on parem kui hinne ,véiga hea“, hinne ,viga hea* parem
kui ,hea“ jne. Kas on aga garanteeritud see, et hinde ,suurepi-
rane“ saanud oppur on hinde ,viga hea“ saanud oppurist sama
palju targem, kui hinde ,viga hea“ saanud oppur ,hea“ saanud
oppijast, kas hinnete vahekaugused on vordsed? Ilmselt mitte.
Tegemist on jirjestusskaalaga.

Mitmetes iilikoolides on nendele hinnetele seatud vastavusse
numbrilised koodid:

Hinne Kood

suureparane )
viga hea 4
hea 3
rahuldav 2
1
0

kasin
puudulik

Kas niitid voime viita, et hinde ,,5“ saanud dppur on hinde ,4“
saanud oppurist sama palju targem, kui hinde ,4“ saanud oppur
»3"¢ saanud oppijast? Kas hinde ,4“ saanud iiliopilane on kaks
korda targem kui hinde 2 saanud iiliopilane? Ei, kodeerimine
ei muuda skaalavaértuste sisu ega taga seda, et hinne ,4“ on kaks
korda parem kui hinne ,,2“. Veerus ,,Kood“ toodud numbrid ei ole
arvud, vaid stimbolid (characters).

Kui on raske méaérata, kas tegemist on jirjestus- voi intervallskaa-
laga, tuleks endale esitada kiisimus: ,Kas 3 ja 2 erinevus on sama
suur kui 2 ja 1 erinevus?“ Kui see on garanteeritud, siis on tegemist
intervallskaalaga. Kui see aga garanteeritud pole, siis on tegemist jar-
jestusskaalaga. Lisaks voib kiisida: ,,Kas 4 on kaks korda suurem
kui 27“ Jaatav vastus tdhendab, et tegemist on suhteskaalaga. Kui
aga esimesele kiisimusele vastame jaatavalt ja teisele eitavalt, siis on
tegemist vaheskaalaga (néiteks ajaskaala).

19



PEATUKK 1. SISSEJUHATUS

Tunnuse mootmisel kasutatav skaala méadrab vastava tunnuse
tiitibi. Tunnuste liigitus tiiiibi jargi:

e nominaaltunnused (nimiskaala);

e jirjestustunnused (jarjestusskaala);

e arvtunnused (intervallskaala).

Tunnuste
titibid

Nominaaltunnuseid ja jérjestustunnuseid nimetatakse ka kvalita-
tiivseteks tunnusteks, arvtunnuseid aga kvantitatiivseteks tunnus-
teks. Arvtunnuse saab teisendada jarjestustunnuseks voi nominaaltun-
nuseks. Vastupidine teisendus ei ole voimalik.

Niide 1.2. Uleminek intervallskaalalt jirjestusskaalale

Ettevotted jaotatakse tootajate arvu jargi jargmistesse gruppi-

desse:
mikroettevote 0 kuni 9 tootajat;
viikeettevote 10 kuni 49 todtajat;
keskmine ettevote 50 kuni 249 téotajat;
suurettevote 250 ja enam too0tajat.

Ettevotte tootajate arv on intervallskaalas. Té6tajate arvu poh-
jal m&dratud suurusgrupid on aga jarjestusskaalas. Kui on tea-
da kolme ettevotte tootajate arv, siis voime méadrata, millisesse
gruppi iga ettevote kuulub.

Téotajate arv Grupp
Ettevote (intervallskaala) (jarjestusskaala)
A 5 mikroettevote
B 20 viikeettevote
C 40 viikeettevote

Intervallskaalas méodetud tunnuse ,,To6tajate arv pohjal voi-
me Oelda, et ettevote C on ettevottest B kaks korda suurem.
Jarjestusskaalas moddetud tunnuse ,Grupp” vadrtus on neil et-
tevotetel aga iihesugune. Ettevotete A ja B vordlemisel inter-
vallskaalas moodetud tunnuse alusel saame oelda, et ettevote
B on ettevittest A neli korda suurem. Jirjestusskaalas méode-
tud tunnuse pohjal aga voime vaid jareldada, et ettevote B on
suurem kui ettevote A.

Nagu néitest [I.2 ndgime, ldheb {ileminekul intervallskaalas modde-
tud tunnuselt jarjestusskaalas moodetud tunnusele informatsiooni ka-
duma. Seepérast ei ole selline iileminek iildiselt soovitatav. Seda vo6ib
kasutada kirjeldavas statistikas, kui objekte on palju ja soovime anda
iilevaatlikku pilti objektide jaotusest nditeks diagrammi kujul.
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Statistiliste naditarvude ning analiiisimeetodite valik soltub sel-
lest, millist skaalat vastava tunnuse mootmisel kasutatakse.

Seepérast on vaja iga mootmise korral kindlaks teha kasutatud
skaala tiiiip. Madalama taseme (vihem informatiivsema) skaala kor-
ral kasutatavaid meetodeid voib rakendada ka korgema taseme skaala
korral, vastupidine pole voimalik.

Otsese mootmise korral madratakse mootmisele kuuluva tunnu- ossene jo
se vdartus muid tunnuseid mootmata. Nii saab méarata naiteks kauba  7,,dne
kaalu, inimese vanust, ettevotte tootajate arvu. Kaudse mootmise ,,551mine
korral moodetakse otseselt teisi, mootmisele kuuluva tunnusega mingil
viisil seotud tunnuseid ja arvutatakse uuritava tunnuse vaartus. N&i-
teks t00jou tootlikkuse mootmiseks on vaja otseselt moota tootajate
arv ning toodangu maht (tk). T66jou tootlikkus on siis toodangu maht
jagatud tootajate arvuga, ithikuks tiikki iihe té6taja kohta.

1.3. Andmekogumismeetodid ja statistiliste
vaatluste liigitus

Andmete kogumise meetoditeks on eksperiment ja vaatlus. Eksperi-
mendi kiigus asetatakse uurimisobjekt erilistesse tingimustesse: mani-
puleeritakse iithe voi mitme tunnusega (soltumatud tunnused), korval-
datakse voimalikud korvalmojud (muud tunnused hoitakse konstant-
setena) ja moodetakse soltuva tunnuse véaidrtusi. Eksperimenti kasuta-
takse peamiselt loodusteadustes, samuti psiihholoogias.

Majandus- ja dristatistika korral on pohiliseks andmekogumismee-
todiks vaatlus. Vaatlust kasutatakse siis, kui huvipakkuva tunnuse-
ga manipuleerimine on praktilistel voi eetilistel kaalutlustel voimatu,
kui uuritavat objekti ei saa paigutada uurija poolt valitud tingimus-
tesse. Ka vaatluse kiigus voib uurija objekti méjutada, kuid see pole
eesmirgiks. Néiteks kiisitluse labiviimisel voib kiisitleja kditumine ja
héiletoon mojutada vastajat.

Seda, kas uuritava tunnuse muutumise pohjuseks on mingi seletava
tunnuse muutumine, saab kindlaks teha eksperimendiga. Enamasti mo-
jutavad uuritavat tunnust paljud erinevad tegurid ning eksperimendi
kiigus hoitakse muud tegurid konstantsetena. Vaatluse korral pole sel-
line kontrollitavus voimalik. Seepérast pole enamasti ainult vaatlusele
tuginedes voimalik otsustada pohjuse ja tagajarje vahelise seose {ile.

Statistilisi vaatlusi saab liigitada mitmel moel. Liigitus vaatluse y,,iuste
otstarbe jirgi:

1) esmane ehk primaarne vaatlus korraldatakse konkreetselt antud
uuringu jaoks. Niiteks viiakse 14bi vastav kiisitlus;

Eksperiment

ja vaatlus

liigitus
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2) teisesel ehk sekundaarsel vaatlusel kasutatakse varem muul ees-
maérgil kogutud andmeid.

Uurimis- voi 16put66 kirjutamisel voib iiliopilane kasutada andmeid

Eesti Statistikaameti voi Furostati andmebaasist, sellisel juhul on te-

gemist teisese vaatlusega. Kui ta aga viib libi eraldi kiisitluse ning

kasutab oma t66s neid andmeid, on tegemist esmase vaatlusega.
Liigitus andmete hankimisviisi jargi:

1) otsese vaatluse puhul registreerib vaatleja oma silmaga voi vasta-
va tehnilise vahendi abil vaatluse ajal toimunud tosiasju. Néiteks
poekiilastajate registreerimine, autode loendus maanteel;

2) kiisitluse ajal registreeritakse kiisitletavatelt isikutelt saadud
vastused:

(a) suuline kiisitlus (vestlus, intervjuu), kus vaatlusalusega
vesteldakse ja saadud vastused registreeritakse varem koos-
tatud kiisitluslehele;

(b) ankeetvaatlus, mille puhul lastakse uuritavatel vastata kir-
jalikult voi elektroonselt ankeetlehe kiisimustele. Tanapée-
val kasutatakse sagedasti mitmesuguseid veebipdhiseid an-
keetvaatlusi;

(c) korrespondentvaatlus, kus korrespondendid (eraisikud
voi ettevotted) regulaarselt koguvad ja saadavad andmeid
varem koostatud programmi voi kiisitluslehe alusel;

3) dokumentaalvaatlus kujutab endast kirjalikul voi elektroon-
sel kujul olevate allikate uurimist. Nendeks allikateks voivad ol-
la ettevotte aruandlusdokumendid, mitmesugused andmebaasid,
arhiividokumendid.

Veebis on hulgaliselt elektroonseid andmepankasid, mida saab ka-
sutada dokumentaalvaatluse ldabiviimiseks:

e Lesti Statistikaameti andmebaas http://pub.stat.ee;

o Eesti Pank http://www.eestipank.ee;

e Furoopa Liidu Statistikaamet Eurostat http://ec.europa.eu/
eurostat;
Rahvusvaheline Valuutafond (IMF) http://dsbb.imf.org;
Maailma Kaubandusorganisatsioon http://www.wto.org;
Maailmapank http://data.worldbank.org;
Uhinenud Rahvaste Organisatsioon http://data.un.org;
OECD riikide majandusstatistika http://stats.oecd.org.

Statistilise andmestiku kogumisel on kaks voimalust: moota koiki
iildkogumi objekte (koikne statistika) voi ainult teatavat osa nendest.
Liigitus vaatlusobjekti holmamise ulatuse jirgi on jargmine:

1) monograafilise vaatluse korral jélgitakse ainult iihte elementi
ja tehakse selle alusel jéreldus terve kogumi kohta;

2) vordlev-monograafilise vaatluse puhul voetakse kogumist
valja kaks erinevat, enamasti kaks &armist elementi (parim
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ja halvim vdi suurim ja véikseim ettevote). Néiteks audii-
torfirma KPMG uuringus ettevGtete aruandlusest osales 90
ettevotet kiimnest riigist ja viiest tegevusvaldkonnast. Igast
tegevusvaldkonnast voeti iiks suurettevote ja iiks viikeettevote;

3) pohimassi vaatlusega holmatakse peamine osa vaatlusobjek-
tist, korvalise tdhtsusega osa jaetakse vélja (turu-uuringud). Nai-
teks, kui kollektiivis on moned liikmed teistega vorreldes viga
erinevad oma voimetelt, voivad nad vaatlustulemusi Aarmuslikult
mojutada ja nad jdetakse tavaliselt vaatlustest vilja;

4) valikvaatluse puhul holmatakse objektist ainult suhteliselt véi-
ke osa. Mitmesuguste meetoditega valitakse {ildkogumist vilja
valim. Mida iihtlasem on {ildkogum, seda viiksem voib olla va-
lim;
5) koikne statistika. Vaadeldakse kogu iildkogumit. Néiteks rah-

valoendus, mitmesugused registrid.
Liigitus vaatluse sageduse jargi:
1) pideva vaatluse korral jilgitakse mond kindlat tegevust teatud
aja jooksul pidevalt;
2) korduv vaatlus toimub perioodiliselt kindla ajavahemiku jarel
(néditeks 1 nidal);
3) iithekordne vaatlus.
Eraldi tuleks nimetada suurandmeid (Big Data). Need on ettevo-  gyurandmed
tete, organisatsioonide ja valitsuste valduses olevad hiiglaslikud digi-

taalsed andmestikud. Néiteks maailma suurima kaubandusketi Wal-

marti serveritesse koguneb iga tund 2,5 miljonit gigabaiti andmeid

klientide tehingute kohta (McAfee ja Brynjolfsson, 2012)). Igas minutis

saadetakse maailmas 204 miljonit e-kirja, tehakse 4 miljonit Google’i

otsingut, Instagrammi laetakse 216 tuhat fotot ja Twitteris tehakse 277

tuhat sdutsu (Knoblauch, 2014).

Suurandmetel on kolm pohilist omadust, mida inglise keeles tahis-

tatakse tdhekombinatsiooniga VVV:

e suur maht (volume);
e pidev ja kiire andmevoog (velocity);
e andmeformaatide paljusus (variety).

Suurandmete tekkimiseks vajaminev andmevoog périneb peamiselt kol-

mest allikast: internet, info- ja kommunikatsioonitehnoloogia ning mit-

mesugused sensorid. Moningaid néiteid suurandmete tekkimiskohta-

dest:

kaardimaksed,

veebikaubandus,

sotsiaalvorgustikud,

turvakaamerad,

mobiilirakendused,

GPS-rakendused.
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Kui riiulite vahel kéndiva ostja eelistustest saab poeomanik tea-
da alles ostu sooritamisel, siis veebipoe omanikuni jouab info ka sel-
le kohta, milliseid kaupu klient lihtsalt vaatas. Amazon kasutab seda
infot personaalsete pakkumiste tegemisel. Massachusetsi Tehnoloogia-
instituudi uurimisgrupp prognoosis USA kaubandusketi Macy’s kéivet,
enne kui kaubanduskett ise miiiigitehingud registreeris, kasutades sel-
leks mobiilpositsioneerimise andmeid (McAfee ja Brynjolfsson, 2012).
Otsingumootoritesse sisestatavate mirksonade analiilisimisel voib saa-
da informatsiooni finantsturgude kiitumise kohta (Preis, Reith ja Stan-
ley, 2010), prognoosida inflatsiooni (Guzman, |2011) vo6i muutusi t66tu-
se médras (Ettredge, Gerdes ja Karuga, 2005). Rakenduse HealthMap
seiresiisteemid analiilisivad pidevalt terviseraporteid, blogisid ja sot-
siaalmeediat, et leida viiteid monele uuele nakkushaiguse puhangule.
2014. aastal prognoositi nonda ebola epideemia puhkemist (Poulsen,
2015). Eesti on Euroopas esimene riik, kes kasutab suurandmeid riikli-
ku statistika tegemisel: mobiilpositsioneerimise andmete pohjal tehak-
se turismistatistikat. Mottekoja demosEUROPA (Centre for European
Strategy Foundation) arvutuste kohaselt mojutavad suurandmed po-
tentsiaalselt enam kui poolt Euroopa Liidu majandust.

Ettevottes voib suurandmete kasutamine méjutada naiteks kolme
valdkonda (R66m, 2014):

1) ressursside parem kasutamine ning toodangu miiiigi- ja turustus-
protsesside efektiivsemaks muutumine;
2) toodete ja protsesside paranemine innovatsiooni kaudu, mis on
lihtsam tédnu pidevale jalgimisele ja tarbijate tagasisidele;
3) juhtimise kvaliteedi parandamine tGenduspdohiste otsuste abil.
Suurandmetega seoses tuleks nimetada veel jirgmisi andmetiiiipe:

e avaandmed (open data) on masinloetavas formaadis andmed,
mis on antud koigile vabalt ja avalikult kasutamiseks;

e linkandmed (linked data) on sellisel viisil avaldatud strukturee-
ritud andmed, mis lubab neid automaatselt seostada;

e metaandmed (metadata) on andmeid kirjeldavad andmed.
Need annavad teada, kes, mida, kus, millal ja kuidas tegi.
Niiteks e-kirja saatmise ja avamise aeg, telefonikone tegemise
aeg, pikkus ja osapooled, mingi dokumendi loomise aeg.
Metaandmed aitavad infoobjekte idendifitseerida ja luua
otsisiisteeme.

Jargnevalt moningad portaalid, kust voib leida vabalt kasutatavaid

suurandmeid ja neil pohinevaid rakendusi:

o Amazon Web Services Public Data Sets http://aws.amazon.
com/datasets/ voimaldab ligipddsu erinevatele andmetele astro-
noomia, bioloogia, geograafia, keemia, kliima, majanduse ja ma-
temaatika vallast;
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e Eesti Avaandmete portaal https://opendata.riik.ee/|sisaldab
Eesti avaliku sektori juurdepddsupiiranguteta andmeid;

e Data Portals http://dataportals.org/| on kokku kogunud vii-
ted erinevate riikide avaandmete portaalidele;

e Google Trends https://trends.google.com/trends/| voimal-
dab analiiiisida valitud otsingusdnade esinemissagedust maailma
erinevates piirkondades ning keeltes;

e Quandl |https://www.quandl.com/ vahendab  miljoneid
majandus- ja finantsaegridu;

o Wolfram Alpha https://www.wolframalpha.com/|voimaldab te-
ha péringuid ja arvutusi andmetega, mis parinevad paljudest eri-
nevatest andmebaasidest.

Suurandmed liigituvad pidevalt kogutavate otseste vaatlusandmete
alla. Uheks oluliseks suurandmete hiiveks on nende objektiivsus. Kii-
sitluse korral voib inimene ennast teadlikult voi ebateadlikult ndidata
paremana, kui ta tegelikult on. Suurandmete korral seda probleemi ei
ole, sest inimese kiitumine registreeritakse automaatselt.

Enamasti el ole suurandmed kogutud statistilise analiiiisi
tegemiseks, selleks tuleb need andmestikud siistematiseerida ja
toodelda. Vaja on uusi analiiiisimeetodeid ja spetsiaalset tarkvara
(Morton, Runciman ja Gordon, 2014; Varian, [2014). Ettevotted
peavad investeerima inimestesse, kel on voime niha erinevate andmete
kooskasutamise potentsiaali ning oskus neid analiiiisida.

1.4. Mootemiaramatus, valiidsus ja
mootevead

Mootmist kui protsessi voib iseloomustada mitmesuguste kriteeriumi-
dega.

Mootemiidramatus on tingitud sellest, et tihti pole meil voima-
lik uuritava tunnuse vairtust tapselt maarata. Me saame vaid kindlaks
teha, et see vidrtus jidb teatud vahemikku. Naiteks soovime méira-
ta mingi tunnuse viirtust iildkogumis ja kasutame selleks valikvaat-
lust. Sellisel juhul on tulemuseks, et {ildkogumi vairtus jddb vahe-
mikku = + Ax, kus x on valikvaatlusel saadud viartus ja Az moo-
temddramatus. Mootemé&dramatust voib pohjustada ka modtevahend:
mootes objekti pikkust millimeeterjoonlauaga, saame objekti pikkuseks
x £ 0,5 mm, sest tdpsemalt me selle joonlauaga mdota ei saa. Ka moo-
detav objekt ise v6ib pohjustada modtemairamatust. Objekti pikkuse
mootmisel voib probleemiks olla otspindade ebatasasus. Isiku kuusis-
setuleku mo6otmisel on probleemiks sissetuleku kdikumine erinevatel
kuudel. Probleemiks v6ib olla ka moodetava suuruse puudulik definee-
rimine. Niiteks palume inimestel ankeedis mérkida oma kuusissetulek,
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Moaotevead

aga me el tdpsusta, kas bruto- voi netosissetulek. Hiljem me ei tea,
kes on mérkinud oma brutosissetuleku ja kes netosissetuleku. Tekibki
moodtemédiramatus, mis on bruto- ja netosissetulekute vahe. Voib &el-
da, et mootemadramatus tekib nii moddetava objekti kui ka mootmise
ebatéiuslikkusest.

Valiidsus ehk kehtivus néitab, kas me méddame ikka seda, mida
oleme tahtnud moocta. See probleem tekib néiteks mitmesuguste an-
keetkiisitluste korral. Oletame, et tahame moota todtajate rahulolu.
Selleks tuleb meil koostada vastav kiisimustik. Probleem on selles, mil-
liseid kiisimusi esitada, et vastused peegeldaksid voimalikult tépselt
tootajate rahulolu. Valiidsuse suurendamiseks esitatakse erineva so-
nastusega kiisimusi ning siis vorreldakse nende vastuseid. Moningatel
juhtudel saab mootmise valiidsust hinnata, kui vorrelda antud moot-
mismeetodi kasutamisel saadud tulemusi ménel teisel meetodil mddde-
tuga. Kui mootmistulemus vordub tegeliku vadrtusega, siis 6eldakse,
et mootmine on valiidne.

Usaldusvairsus ehk reliaablus niitab, kuivord stabiilsed on moot-
mistulemused. Usaldusvadrsust saab kontrollida kordusmdotmiste abil.
Mootes kirjutuslaua laiust, voime iiks kord saada tulemuseks 120,1 cm,
teine kord 119,9 cm ja kolmas kord 120,0 cm. Sentimeetri tdpsusega lan-
gevad need tulemused kokku: 120 cm. Kui kordusmootmiste tulemused
on oluliselt erinevad, siis pole mootmine usaldusvairne ehk reliaabel. Ei
saa usaldada mootmisprotseduuri, mis iihel juhul annab laua laiuseks
120 c¢m, teisel juhul 100 cm ja kolmandal mootmisel 150 cm.

Okonoomsus iseloomustab seda, kui palju ressursse (aeg, raha)
nouab moéoétmine.

Erinevusi tegelike vidrtuste ja mdotmise tulemusena saadud véar-
tuste vahel nimetatakse mootevigadeks. Vead voivad olla tahtlikud
ja mittetahtlikud. Tahtlike vigade korral moonutab andmete esitaja
voi koguja andmeid meelega. Mittetahtlikud vead jagunevad kolmeks:
siistemaatilised vead, juhuslikud vead, eksed.

Siistemaatilise vea pohjuseks vGib olla ebatdpne mootmisvahend
(kell, kaal), halvasti sonastatud kiisimus ankeedis. Stistemaatilisi vigu
on voimalik avastada kordusmootmisel, kui kasutada teist moGtmisva-
hendit voi -meetodit.

Juhuslik viga méjutab mootmistulemust kord iihes, kord teises
suunas. Niiteks voib eksida testil saadud punktide loendamisel. Mingi
tegevuse jaoks kulunud aja mootmisel tekib reaktsioonikiirusest tingi-
tud viga.

Ekse on jame viga ja enamasti on pohjustatud inimlikest eksimus-
test. Naiteks mootmistulemus kirjutati kogemata valedes ithikutes, jae-
ti sisestamata iiks arvus esinev 0 (voi lisati tilearune 0), vahetati dra
tunnuste jarjekord, unustati {ihe tunnuse vaartus iiles kirjutada ja see-
tottu kirjutati teiste tunnuste vaartused valedesse kohtadesse jms.
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Ekset ei tohi segi ajada erindiga. Erind on selline tunnuse véirtus,
mis on saadud korrektse mootmise tulemusena, aga erineb oluliselt {ile-
jdanud védrtustest. Et otsustada, kuidas erindiga kidituda (kas jétta
sisse voi eemaldada andmestikust), tuleb ldhtuda iilesande piistitusest.

1.5. Tunnuste kodeerimine

Arvutis teostatavaks andmetéotluseks on mittearvuliste ehk kvalita-
tiivsete tunnuste viirtused vaja kodeerida — igale védidrtusele tuleb
seada vastavusse mingi arv.

Nimiskaala korral pole tildiselt oluline, millistele vidrtustele milli-
sed arvud vastavad. Kahe vastusevariandi korral on soovitav kodeerida
£ — 0 ja ,jah* — 1.

Jarjestusskaala korral tuleks kodeerimisel jilgida, et koodid siili-
taksid jérjestuse, vt naiteks hinnete kodeerimist naites [[.I} Ei tohiks
kasutada jargmist kodeeringut:

hea 1
halb 2
ei oska delda 3
Tuleks kasutada kodeeringut:

hea 1
el oska Gelda 2
halb

Eraldi tuleb kodeerida puuduvad vastused. See véimaldab hiljem
kontrollida, kas koik vastused on ikka sisestatud. Kui puuduvad vas-
tused pole spetsiaalselt kodeeritud, ei saa kindlaks teha, kas vastaja
jattis sellele kiisimusele vastamata voi unustas andmete sisestaja vas-
tuse sisestamata. Puuduva vastuse koodiks voib valida ,,0% kui see ei
saa olla vastusevariant. Kui aga kiisitakse néiteks kuusissetulekut voi
laste arvu, siis koodi ,0“ ei saa puuduva vastuse kodeerimiseks kasu-
tada. Sellisel juhul tuleb valida selline arv, mis ei saa olla vastuseks.
Niiteks sissetuleku korral ,,—1“ voi laste arvu korral ,,100“.

Niide 1.3. Kodeerimine leibkonna eelarve uuringus

Niitena on toodud Eesti Statistikaameti poolt teostatavas
iga-aastases leibkonna eelarve uuringus kasutavad kodeeringud
(Leibkonna eelarve uuring 2012). Kvalitatiivsed tunnused on siin
Sugu’, [ Rahvus®,  Leibkonna elukoht piirkonna jargi ning ,Elu-
ruumi tiiiip“. Nende tunnuste viartused on kodeeritud. Lisaks
on eraldi koodid puuduvate vairtuste tdhistamiseks. Puuduvad
vadrtused voivad olla tingitud sellest, et vastaja ei tea naiteks
maja ehitusaastat voi ei soovi vastata.
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Sagedustabel

Ei tea voi

Tunnuse selgitus Viaartuste selgitus  keeldub vastamast
Sugu 1 mees

2 naine
Rahvus 1 eesti

2 muu 9
Leibkonna elukoht 1 Pohja-Eesti
piirkonna jargi 2 Kesk-Eesti

3 Kirde-Eesti

4 Laane-Eesti

5 Louna-Eesti 9
Maja ehitusaasta 999
Eluruumi tiiip 1 eramaja

2 mitmepereelamu

3 korterelamu

4 muu 9
Eluruumi pind
liikme kohta 999

1.6. Andmete esitamine

Andmete siilitamiseks ja tootlemiseks kasutatakse kas spetsiaalset
andmetootlustarkvara (nditeks tasulised SPSS, SAS, Stata, vabalt
kasutatavad PSPP, Gretl, R) voi tabelarvutust (MS Excel, OpenOf-
fice.org Calc, LibreOffice Calec, Google arvutustabel). Andmed on
struktureeritud tavaliselt nii, et objektidele vastavad read (kirjed)
ning tunnustele veerud (véljad). Tabelarvutuses saab andmeid ka
poorata ehk transponeerida.

Andmete visuaalseks esitamiseks kasutatakse mitmesuguseid tabe-
leid ja diagramme. Kui me soovime ndidata meid huvitavate tunnuste
vaartusi koikide objektide korral ning objekte ei ole palju, voib koik
need véddrtused eraldi vilja tuua nagu néiteks tabelis [[.2] Vaértuste
vordlemiseks on aga sobivam esitada need diagrammil, kus erinevused
on paremini mérgatavad (joonis[1.4]) Diagrammil saab esitada tabelis
toodud tunnustest korraga vaid iihe, sest niiteks vara ja vanus on
erinevates mootiithikutes.

Kui soovime anda iilevaadet suuremast arvust objektidest, kasu-
tatakse sagedustabelit, kus on esitatud iga vidrtuse esinemissagedus
antud kogumis. Tabelis on toodud riikide nimed, kust périnevad
maailma 50 koige rikkamat inimest. Iga riigi korral on esitatud selle
esinemise sagedus vastavas andmekogumis. Sageduste summa on vord-
ne kogumi mahuga.
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Tabel 1.2. Maailma kiimme kéige rikkamat inimest 2015. aasta algul (Kroll

ja Dolan, 2015)

Puhasvara,
Jrk nr  Nimi mld USD  Vanus Riik
1 Bill Gates 79,2 59 USA
2 Carlos Slim Helu 77,1 75 Mehhiko
3  Warren Buffett 72,7 84 USA
4  Amancio Ortega 64,5 78 Hispaania
5 Larry Ellison 54,3 70 USA
6 Charles Koch 42,9 79 USA
6 David Koch 42,9 74 USA
8  Christy Walton 41,7 60 USA
9 Jim Walton 40,6 67 USA
10 Liliane Bettencourt 40,1 92 Prantsusmaa
Bill Gates
Carlos Slim Helu \
Warren Buffett \
Amancio Ortega \
Larry Ellison \
Charles Koch
David Koch
Christy Walton \
Jim Walton
Liliane Bettencourt
! - MId USD
0 20 40 60 80

Joonis 1.4. Maailma kiimne rikkama inimese varandus 2015. aasta algul ta-

belist

Tabel 1.3. Millistest riikidest périnevad 50 maailma koige rikkamat inimest

(Kroll ja Dolan, 2015)

.. .. 'il
Riik Sagedus Riik Sagedus 1
USA 26 Brasiilia 1 & -
Saksamaa 5 Hispaania 1 _Nr(1)12s_gsejuhatus
Hiina 3 Jaapan 1
India 3 Kanada 1
Hongkong 2 Mehhiko 1
Ttaalia 2 Rootsi 1
Prantsusmaa 2 Saudi Araabia 1
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Intervallimine

{

NO1Sissejuhatus
T1.2-5

Histogramm

Sagedustabeleid saab koostada nimiskaalas, jarjestusskaalas ja in-
tervallskaalas moodetud tunnuste korral. Intervallskaala puhul on sa-
gedustabel iilevaatlik siis, kui erinevaid vadrtusi ei ole eriti palju.

Kui intervallskaalas méodetud tunnusel on palju erinevaid véar-
tusi, ei ole kasulik neid koiki sagedustabelis iiles lugeda — tabel muu-
tub ebaiilevaatlikuks. Uksikvéirtuste asemel valitakse sobivad viirtus-
te vahemikud ehk sagedusklassid (intervallid, bin) ning variatsioonrida
esitatakse intervallreana (vt tabelid ja. Seda protseduuri nime-
tatakse intervallimiseks. Rida litheneb tunduvalt ja on iilevaatlikum,
kuid osa informatsiooni ldheb kaduma.

Tabel 1.4. Maailma 50 koige rik- Tabel 1.5. Maailma 50 koige rikka-

kama inimese vanuseline jaotus ma inimese varanduse suuruse jao-
(Kroll ja Dolan, 2015). Kuna i{ihe tus (Kroll ja Dolan, 2015)). Inter-

isiku vanus puudus, on sageduste vallid on ligikaudu piiratud

summa 49
Puhasvara,

Vanus Sagedus mld USD  Sagedus

kuni 40 1 kuni 20 7

41-50 6 20-30 25

51-60 11 30-40 8

61-70 9 40-50 5

71-80 14 50-60 1

81-90 6 60-70 1

91 ja rohkem 2 70-80 3

Sagedusklassi iseloomustavad alumine piir, {ilemine piir ja
laius. Klassi laius arvutatakse kas sama vahemiku {ilemise ja alumise
piiri vahena voi kahe naabervahemiku tlemiste véértuste vahena.
Tabelis on intervallid rangelt piiratud (41-50, 51-60, 61-70)
ning nende klasside laius on 10 aastat. Varanduse suurus (tabel
on aga pidev tunnus ning siin ei saa votta niiteks klassile ,kuni
20“ jargneva klassi alumiseks piiriks vadrtust 21, sest vara suurus
voib olla ka 20,3 mld USD. Selles tabelis on intervallid ligikaudu
piiratud. Viirtus, mis tipselt vordub klassi {ilemise piiriga, kuulub
sellesse klassi. Niiteks kui varanduse vadrtus on 30 mld USD, siis see
kuulub klassi ,20-30“. Adrmised intervallid voivad olla ka lahtised
ehk avatud (kuni 20“, tabelis wkuni 40¢, 91 ja rohkem®).

Diagrammi, mis iseloomustab meid huvitava tunnuse jaotust ja
on koostatud intervallrea pohjal, nimetatakse histogrammiks (joonis
i3).

Sagedusklassidesse ehk intervallidesse jagamisel tuleb méaérata klas-
side arv ja laius. Kui tunnusel on vdartusi viga palju, voib sobivate
intervallide leidmine olla {ipris problemaatiline. Joonisel on toodud
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Sagedus
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Joonis 1.5. Maailma 50 koige rikkama inimese vanuseline jaotus. Histogramm
on loodud tabeli pohjal

ithe ja sama kogumi pohjal koostatud histogrammid, kus klassi laius
o1 erinev.

Sagedus Sagedus

7 @ 12 ®

50 12

40

30 6

20 4

10 2 i

! —— Tuh€ Lol L Tuhe

20 40 60 80 20 40 60 80

Joonis 1.6. Poe pdevakiibe jaotus, 145 pdeva. Minimaalne vadrtus 4,1 tuhat
eurot, maksimaalne viidrtus 85,3 tuhat eurot. (a) Klassi laius on 10000€,
klasside arv 9. (b) Klassi laius on tuhat eurot, klasside arv 90

Sturges (1926) soovitas sagedusklasside arvu k& maaramiseks kasu-

tada jargmist valemit:

Sturgesi
k =1+ logyn, (L1

valem

kus n on elementide arv. Kuna klasside arvuks saab olla vaid téisarv,
tuleb valemi pohjal leitud k iimardada téisarvuni. Seda valemit
kasutab histogrammi konstrueerimisel enamik tarkvarapakette. Tabelis
on toodud Sturgesi valemi péhjal leitud soovitatav klasside arv
moningate n vadrtuste korral.

Vordsete laiustega sagedusklasside korral on klassi laius Sturgesi
valemi kasutamisel:

Tmax — Lmin Tmax — Lmin
d= = 1.2
k 1+ logyn (12)
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I

NO01Sissejuhatus
J1.6

Sagedustihedus

Tabel 1.6. Sturgesi valemi (1.1) pdhjal leitud klasside arv

Elementide arv n = Klasside arv k

10 4
20 5
50 7
100 8
200 9

kus Tmax ja £min on vastavalt kogumi maksimaalne ja minimaalne vaar-
tus. Valemi alusel leitud klassi laiust v6ib kohandada nii, et klas-
side piirid oleksid sobivad. Voimaluse korral valitakse piirid nii, et arvu
l6pus on 0 voi 5.

Joonisel toodud poe pievakiivete korral, kui n = 145, Tyey =
85,3 tuhat eurot ja xyn = 4,1 tuhat eurot, annab valem tulemu-
seks

1+ log,145 ~ 8,18,

ja klassi ligikaudne laius

85,3 4,1

d= ~ 9.92.
8,18 9,9

MBoistlik on klassi laiuseks votta 10 tuhat eurot ja klasside arvuks 9.
See vastab joonisel [.6(a) toodud diagrammile.

Sturgesi valem sobib histi siis, kui n < 200 ja jaotus on ligikaudu
siimmeetriline. Astimmeetria korral on vajalike klasside arv tavaliselt
suurem. Kuna joonisel [I.6] toodud jaotus ei ole siimmeetriline, siis klas-
side arv voiks olla suurem kui Sturgesi valemi abil leitud 9. Optimaalne
klasside arv soltub ka tunnuse vidrtuste hajumisest ning seetottu on
erinevate autorite poolt viljapakutud valemeid, mis votavad hajumist
arvesse (vt ptk [3.11).

Paljudes statistikapakettides on voimalik jaotuse iseloomustamiseks
histogrammi asemel kasutada ka pidevat koverjoont, mis saadakse spet-
siaalse silumismeetodi abil (kerneli ehk tuumaga silumine).

Kui vordsete laiustega klasside korral on sagedused viga erinevad,
voib kasutada muutuva laiusega klasse: piirkonnas, kus viirtusi on roh-
kem, votta klassi laius véaiksem. Tabelis on klasside laiused vordsed
ning tihe klassi sagedus on 26, aga kahe klassi sagedus vaid iiks. Ta-
belis on varade jaotuse iseloomustamiseks kasutatud ebavordsete
laiusega klasse. Sellisel juhul ei saa me aga vorrelda klasside sagedusi.
Vordlemiseks kasutatakse sagedustihedust, mis on sagedus jagatud
klassi laiusega. Vastava histogrammi koostamisel kantakse piistteljele
sagedustihedus (joonis . Sagedus on siis sagedustiheduse ja klassi
laiuse korrutis, mis on vordne tulba pindalaga.
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Tabel 1.7. Maailma 50 koige rikkama inimese varanduse suuruse jaotus. Klas-
sid on varieeruva laiusega, erinevate klasside vordlemiseks kasutatakse sage-
dustihedust

Puhasvara, Klassi Sagedus-
mld USD laius  Sagedus tihedus
15-20 5 7 7/5=14
20-25 5 18 18/5 = 3,6
25-30 5 7 1,4
30-40 10 8 0,8
40-50 10 5 0,5
50-80 30 5 0,17
Sagedustihedus
35 [ ]
3,0F
25F
2,0F
15 | |
10F
0,5F *‘
0,0 ' | MIdusD
15 20 25 30 40 50 80

Joonis 1.7. Maailma 50 koige rikkama inimese varanduslik jaotus. His-
togramm on loodud tabeli pohjal, tulpade korgus vastab sagedustihe-
dusele. Klassi sageduse saame, kui vastava tulba korguse korrutame tulba
laiusega, s.t sagedus on vordne tulba pindalaga

12|
L)
juf

Tabelarvutuses kasutatakse vidrtuste loendamiseks ja sageduste
saamiseks vastavaid funktsioone. Uksikute vidrtuste loendamiseks so-
bib funktsioon COUNTIF (range;criteria). See viljastab tingimusele
criteria vastavate piirkonnas range olevate vaartuste sageduse. Vaar-
tusteks voivad olla nii arvud kui tekst. Selle funktsiooni abil on saadud
tabel L3l

Intervallitud variatsioonrea korral tuleb sageduste saamiseks kasu-
tada tabelarvutusfunktsiooni FREQUENCY (data_ array;bins_array).
Selle abil on saadud tabel Funktsioon véljastab sagedused korraga
koikidesse eelnevalt valitud lahtritesse ning selle sisestamine erineb
oluliselt tavaliste funktsioonide sisestamisest. Seda tiilipi funktsioone
nimetatakse tabelarvutuses massiivifunktsioonideks (array function).
Funktsiooni FREQUENCY kasutamisopetust voib vaadata opiku
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Suhteline

sagedus

Diagrammid

autori kodulehel olevalt ekraanivideolf]l Seda funktsiooni on
kasutatud néiiteks tabelite [1.4] ja [1.5] koostamiseks.

Tabelis on toodud Eesti Statistikaameti poolt aastal 2013 labi-
viidud sotsiaaluuringus osalejate jaotus sotsiaal-majandusliku seisundi
jargi, eraldi eestlased ja muust rahvusest isikud. Eestlasi oli kokku 9493
ja muust rahvusest vastajaid 2738.

Tabel 1.8. Eestlaste ja muust rahvusest vastajate jaotus sotsiaal-
majandusliku seisundi jérgi (Eesti sotsiaaluuring|2013))

Seisund Sagedus Suhteline sagedus
Eestlased Muu rahvus Eestlased Muu rahvus
Tootav 4859 1280 51,2% 46,7%
Téétu 475 245 5,0% 8,9%
Opilane 996 157 10,5% 5,7%
Pensionir 2692 950 28,4% 34,7%
Muu mitteaktiivne 471 106 5,0% 3,9%
Kokku 9493 2738 100% 100%

Siggedus Suhteline sagedus
4000 @ 0,5 (b)
04

3000 03
2000 0,2
1000 01
= L %m oo | M | e

0! i ; i ; ;
\E M\ \E M\ \E M\ \E M\ \E M\
Tootav Tootu  Opil Pensiondr Muu

Tootav Tootu  Opil Pensionar Muu

Joonis 1.8. Eestlaste ,,E“ ja muust rahvusest vastajate ,M"“ jaotus sotsiaal-
majandusliku seisundi jirgi, loodud tabeli pohjal. (a) Sagedused, (b)
suhtelised sagedused

Kui me soovime vorrelda sotsiaal-majandusliku seisundi jaotust
nendes kahes kogumis, siis on seda raske teha, sest kogumite mahud on
viga erinevad (joonis (a)). Seeparast on leitud suhtelised sage-
dused: sagedus jagatud vastava kogumi mahuga. Suhtelised sagedused
on erineva mahuga kogumite korral vorreldavad. Jooniselt (b) née-
me, et sotsiaal-majandusliku seisundi jaotus on eestlaste ja muust rah-
vusest vastajate hulgas ligikaudu iihesugune.

Andmete visualiseerimiseks kasutatavate arvjooniste ehk diag-
rammide tiiiipe on palju. Nende liigitus geomeetriliste kujundite jargi
on jargmine:

e tulpdiagramm (Column),

"http://www.sauga.pri.ece/statistika_excelis
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lintdiagramm (Bar),
joondiagramm (Line),
sektordiagramm (Pie),
punktdiagramm ehk hajumisdiagramm (XY Scatter),
soordiagramm (Doughnut),
radardiagramm (Radar),
pinddiagramm (Area),
silinder (Cylinder),

koonus (Cone),

pliramiid (Pyramid),
muud.

Rohutada tuleb, et ainult punkt- ehk hajumisdiagrammil on hori-
sontaalteljeks arvtelg. Ulejiasinud diagrammitiiiipidel on see méeldud
kvalitatiivse tunnuse esitamiseks (Category azis).

Diagrammide liigitus kasutusotstarbe jargi:

e vordlusdiagrammid — kahe v6i enama néhtuse vordlemine;

o struktuuridiagrammid — iseloomustatakse n&dhtuse koostist;

e diinaamikadiagrammid — iseloomustatakse ndhtuse muutumist

ajas (aegread);

e seosediagrammid — iseloomustatakse ndhtuste muutumises ilm-

nevaid seoseid (hajumisdiagramm);

e jaotusdiagrammid — iseloomustatakse kogumi iiksikelementide

jaotust mingi tunnuse jargi (histogramm);

e levikudiagrammid — statistilised kaardid, mille abil kirjeldatakse

uuritava ndhtuse territoriaalset levikut;

e organisatsioonidiagrammid — organisatsiooni struktuuri, allu-

vusvahekordade kujutamine;

e protsessidiagrammid — mone protsessi voi tegevuse kulg (kasu-

tatakse néiteks projektijuhtimises).

Erinevate diagrammitiiiipide kasutamisega ning diagrammi-
de kujundamisega saab tutvuda Opikuga kaasasolevas failis
ULO1Arvjoonised. Failis on erinevad andmetabelid, mille péhjal
tuleb koostada sobiv diagramm. Lisaks leiab iilevaate erinevatest
diagrammidest ja nende kasutamisest jargmistest Gpikutest: August
Aarma ,Arvjoonised®, Silvi Roomets ,Arvjoonised voi Uno Mereste
ja Maimu Saarepera ,, Arvjoonised“.

1.7. TUlesanded

1.1.  Juku kohta on olemas jérgmised andmed:
a) sugu: mees;
b) perekonnaseis: abielus;
c) laste arv: 2;
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o,

) haridus: kesk;
) vanus: 25-aastane;
) amet: lukksepp;
g) kategooria: IIT;
h) telefoni nr: 532-1421.
Milliseid mooteskaalasid on nende andmete korral kasutatud? VAsTUS

1k 653

1.2. Ettevotte iseloomustamisel voib kasutada mitmesuguseid nii-
tajaid:

a) ettevotte registrinumber driregistris;

b) tootajate arv;

¢) omandivorm: eraettevote, munitsipaalettevote, riigiettevote;

d) krediidireiting: AAA, AA, A, BBB, BB, B, C.
Milliste skaaladega on tegemist nimetatud néitajate korral? VAsTUS lk
[655]

= D

1.3.  1995. aastal Eestis labiviidud t66jou-uuringul esitati muuhul-
gas jargmised kiisimused. Millist skaalat iga kiisimuse juures kasuta-
takse?
1. Kui kergesti Te arvate end t66d leidvat?
(a) T66 leidmine ei valmistaks erilisi raskusi;
(b) t66 leidmine valmistaks moningaid raskusi;
(c) t66 leidmine valmistaks suuri raskusi.
2. Teil on praegu t66 olemas. Kui toenéoliseks Te peate, et ldhema
paari aasta jooksul oma praegusest tookohas lahkute?
(a) Viga toendoliseks;
(b) iisna toendoliseks;
(c) tisna ebatoendoliseks;
(d) vaga ebatoendoliseks.
3. Millise vanuseni Te to6tada sooviksite, kui eeldada, et t66d jat-
kub?
4. Milline on Teie kodune keel?
5. Kas Teie leibkond kasutab praegust eluaset
(a) omanikuna;
(b) kooperatiivi voi iihistu liikmena;
(c) tiirnikuna;
(d) alliitirnikuna?
6. Mitu tuba on Teie leibkonnal kasutada?
7. Kas Teie leibkond on viimase aasta jooksul saanud eluasemetoe-
tust?
(a) Jah;
(b) ei.
VasTus lk 655

1.4. Milliste néitajate korral voib leida kahe vaartuse suhte?

36



1.7. ULESANDED

1. Ettevotte A asutamisaasta 2000, ettevotte B asutamisaasta 2005.
2. Ettevotte A vanus 15 aastat, ettevotte B vanus 10 aastat.
3. Toiduaine A siilitustemperatuur +10 °C, toiduaine B séilitus-
temperatuur —18 °C.
4. Toote A kaal 10 kg, toote B kaal 12 kg.
Vastus 1k 655

Ulesanded arvjooniste kohta on failis UL01Arvjoonised

Failis on erinevad andmetabelid, mille pohjal tuleb koostada sobiv
diagramm. Lisatud on pildid, milline peaks olema 6ige diagramm, ning
nouanded selleni joudmiseks.

Jargmiste iilesannete andmed on failis
UL01Sagedustabelid

A.1.1. Festi Statistikaamet viib igal aastal 13bi leibkonna eelarve

uuringut. 2012. aastal osales uuringus 9080 isikut. Uheks uuringu-
ankeedis esitatud kiisimuseks oli: ,Kuidas tuleb leibkond wvajalike
kulutuste tegemisel ots otsaga kokku?“ Vastusevariante oli kokku
kuus. Tabelis on toodud vastuste sagedus, eestlased ja muust
rahvusest vastajad eraldi (Leibkonna eelarve wuring|2012]).

Leida suhtelised sagedused ja nende pohjal konstrueerida tulpdiag-
ramm, kus on esitatud nii eestlaste kui muust rahvusest vastanute vas-

tuste jaotus. VAsTusS lk
A.1.2. Seisuga 31.12.2015 oli Eestis arvel 101 769 veoautotﬂ Tabelis on

andmed 101 732 veoauto kohta: mark, mudel, keretiiiip, viljalaskeaasta
ja mootori voimsus. Vilja on jietud need, mille korral viljalaskeaasta
voi mootori voimsus olid maaramata.
1. Koostada sagedustabel erinevate keretiiiipide esinemissageduste-
ga.
2. Milline on koige vanema veoauto véljalaskeaasta?
Mitme veoauto véljalaskeaasta on varasem kui 19707
4. Koostada sagedustabel, mis annaks iilevaate vahemikus 1970-
2015 erinevat viljalaskeaastat omavate veoautode esinemise koh-
ta. Lisada tulpdiagramm.
5. Koostada kaks erineva klasside arvuga sagedustabelit mootori
voimsuse jaotuse kohta ja lisada vastavad tulpdiagrammid:
(a) 5 sagedusklassi, klasside laius 100, esimese klassi iilemine
piir 100, viimane klass lahtine: > 400;

w

2 Allikas: Maanteeameti veebileht http://www.mnt.ee/, Sdidukite ja juhilubade
statistika. Arvel olevad veoautod seisuga 31.12.2015 (mootori maht ja voimsus).
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(b) 15 sagedusklassi, klasside laius 50, esimese klassi iilemine
piir 50, viimane klass lahtine: > 375.
VasTUs lk 655
A.1.3. Tabelis on toodud Harju Elektri aktsia sulgemishind

16.08.2013-14.02.2014. Koostada vastav sagedustabel ja hindade
jaotust illustreeriv histogramm. Klasside arvu leidmiseks kasutada
Sturgesi valemit. VASTUS lk
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Peatiukk 2

Statistilised keskmised

Mitu keskpunkti on haamril? Ilmselt
rohkem kui iiks. Voime jagada pikkuse
pooleks ja leida geomeetrilise keskpunk-

ti. Voime leida masskeskme, mille suh- 5

tes on haamer tasakaalus. Kas me voi- A

me Oelda, et {iks keskmine on t&htsam

kui teine? Ilmselt ei voi, sest need keskmised véljendavad erinevat in-
formatsiooni.

Samamoodi voib ka mingi tunnuse vdirtuste hulga iseloomusta-
miseks kasutada erinevaid keskmisi. Tuntumad neist on aritmeetiline
keskmine, mediaan ja mood. Teatud juhtudel kasutatakse ka harmoo-
nilist, geomeetrilist ja ruutkeskmist.

2.1. Aritmeetiline keskmine

Koige tuntum statistiline keskmine on aritmeetiline keskmine. Olgu
niiteks antud viie inimese vanused: 21, 19, 25, 19, 23. Vanuste arit-
meetiline keskmine on

21419+ 25+ 19 + 2
o +9+55+ 9+ 3:2174'

Olgu ildkogumi maht n ja selle elementidel mingi kvantitatiivse
tunnuse viirtused ;. Uldkogumi aritmeetiline keskmine on
PEpYLY (2.1)

n
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Valemis (2.1)) tdhistab kreeka téht ,sigma“ > summeerimist iile
koigi vadrtuste x;:

Z$i:$1+$2+---+$n- (2.2)

Summa jagamine arvuga n tdhendab, et me jagame selle summa
vordselt n objekti vahel. Naiteks kui me kasutame keskmise palga leid-
miseks aritmeetilist keskmist, siis me jagame kogu palkadeks makstud
summa vordselt koigi n palgasaajate vahel.

Teiselt poolt, teades aritmeetilist keskmist z ja elementide arvu n,

saame leida summa
Z xr; = nZ. (2.3)

Uhes vanas IV sajandil kirjapandud India loos prognoosis loo peatege-
lane Rtuparna puu kiiljes olevate puulehtede arvu nii, et loendas iile
ithe oksa kiiljes olevad lehed ning korrutas selle arvu puuokste arvu-
ga (Bakker ja Gravemeijer, 2006). Tulemuseks saadud 2095 oli viga
ldhedal arvule, mille ta sai peale paevapikkust koigi lehtede {iileloen-
damist. Nii saab juhtuda, kui uuritud oksa kiiljes olevate lehtede arv
vastab ligikaudu aritmeetilisele keskmisele, see oks esindab koiki iile-
jadnud oksi. Aritmeetiline keskmine on selles mottes esinduslik, et seda
ja elementide arvu teades on voimalik leida summat .

Kuna aritmeetilise keskmise valemis tuleb tunnuse vairtused liita,
saab seda keskmist kasutada ainult intervallskaala korral, kui tunnuse
vaartusteks on arvud. Jarjestusskaala korral ei ole tegemist arvvéar-
tustega ja jarelikult ei saa neid liita ega leida aritmeetilist keskmist. Ei
saa ju sooritada jargmist tehet:

viga hea + hea + hea
3

Ka siis, kui me kasutame jarjestusskaala vadrtuste numbrilist kodeeri-
mist, ei muuda see skaalaviirtuste sisu ja meil ei ole tegemist arvudega.
Sama kehtib nimiskaalas méodetud tunnuste kohta.

Aritmeetilist keskmist saab kasutada ainult intervallskaala kor-
ral.

Kuid ka intervallskaalas moodetud suuruste korral ei ole aritmeeti-
lise keskmise kasutamine alati sobiv.
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Niide 2.1. Keskmine vanus ja aritmeetiline keskmine

Ettevottes t66tab neli inimest, kelle vanused on 21, 22, 24 ja 28
aastat. Vanuste aritmeetiline keskmine on 23,75 aastat. Voetak-
se t66le uus inimene, kelle vanus on 50 aastat. Niiiid on vanuste
aritmeetiline keskmine 29 aastat. Uks ekstreemne vanus moju-
tas aritmeetilist keskmist nii, et viie inimese keskmine vanus
on suurem kui nelja inimese vanus nendest viiest! Kas niimoodi
leitud keskmine vanus on esinduslik, s.t kas annab meile 6iget
informatsiooni ettevotte tootajate keskmise vanuse kohta?

Aritmeetiline keskmine on tundlik ekstreemsete vaartuste suh-
tes.

Sellest tulenevalt ei sobi aritmeetilist keskmist kasutada kogumite
korral, kus on tiksikuid ekstreemselt suuri voi viikesi vaartusi.

Niide 2.2. Omavalitsusametnike palgad

30. sept 2005. aastal ilmus Postimehes artikkel , Tallinna linna-
ametnike palgad on tousnud iile 13 000 krooni“. Artiklis vorreldi
omavalitsusametnike keskmisi palkasid Valga- ja Hiiumaal ning
Tallinnas. Vordlemisel kasutati palkade aritmeetilist keskmist.
Selgus, et koige suuremat palka, keskmiselt 13136 krooni kuus,
saavad Tallinna omavalitsusametnikud. Koige vahem teenivad
Valga- ja Hiiumaa omavalitsuste ametnikud, kus keskmine palk
on 5000-6000 krooni.“ Millest siis nii suur keskmise palga erine-
vus? Pohjus selgub artikli 16pus: , Tallinna linnavalitsuse kesk-
miste palkade puhul tuleb samas arvesse votta seda, et keskmist
palgataset tostavad oluliselt Tallinna linnajuhid, kelle pohipal-
gad ulatuvad so6ltuvalt ametikohast 17 000 kuni 29 000 kroonini.“

Andmete esitamiseks kasutatakse tihti sagedustabelit. Kui kogumis
on niiteks 100 objekti, siis iilevaatliku pildi saamiseks loendatakse iga
vadrtuse esinemise sagedus. Sagedustabelis esitatakse tunnuse védédrtu-
sed ja nende sagedused. Sellisel juhul ei saa me aritmeetilise keskmise
leidmiseks kasutada valemit .
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Niide 2.3. Keskmine tubade arv pere kohta

Elamistingimuste uurimiseks kiisitleti sadat peret nende kasu-
tuses olevate tubade arvu kohta. Andmed on esitatud grupee-
ritult sagedustabelina. Leiame keskmise tubade arvu iihe pere

kohta.
Tubade arv Perede arv
(variantide (esinemissagedus ehk
Variant ¢ arvvéiartused x;) kaal f;)

1 1 12

2 2 30

3 3 23

4 4 19

5 5 9

6 6 7

Keskmise tubade arvu tihe pere kohta saame, kui summaarse
tubade arvu jagame perede arvuga. Summaarse tubade arvu
saamiseks leiame algul, kui palju tube on kokku nendel pere-
del, kellel on iiks tuba (12 - 1), nendel peredel, kellel on kaks
tuba (30 - 2) jne. Seejérel liildame saadud korrutised. Arvutuste
organiseerimisel on otstarbekas lisada veerg ,Korrutised“.

Tubade arv Perede arv
(variantide (esinemissagedus ehk  Korrutised
Variant i arvviirtused ;) kaal f;) fixi
1 1 12 12
2 2 30 60
3 3 23 69
4 4 19 76
5 5 9 45
6 6 7 42
KOKKU 100 304

Aritmeetiline keskmine on summaarne tubade arv jagatud pe-

rede arvuga:

304
= = 3,04, 2.4
100 = 30 (2.4)

Vastus: keskmine tubade arv ithe pere kohta on 3,04. Loomu-
likult saab mingil perel olla vaid téisarv tube. Kuid arv 3,04
iseloomustab keskmist peret sel moel, et korrutades seda perede
arvuga 100, saame tubade koguarvu.
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Naites 2.3 leidsime summaarse tubade arvu 304 summana korrutis-
test fiz;: > fix; = 304, kus f; oli vastava variandi x; esinemissagedus
kogumis. Selle jagasime perede koguarvuga 100, mis on leitav sageduste
summana y f; = 100. Arvutuse voib esitada ka pikemalt:

12.1+30-2+23~3+19'4+9'5+7'6—%—304 (2.5)
12430+ 23+19+ 947 S oo T

Viimast arvutust iildistades saame kaalutud aritmeetilise keskmise va-
lemi.

( 3
Kui on antud erinevate viirtuste x; esinemissagedused f;, siis
aritmeetilise keskmise leidmiseks kasutatakse kaalutud arit-

meetilise keskmise valemit Kaalutud

aritmeetiline
Z fzxz . (2.6) keskmine

> fi
Variandi z; esinemissagedust f; nimetatakse ka selle variandi

kaaluks.
Kaalutud aritmeetilise keskmise valemi voib esitada ka osakaalu-

de pPi = fl/ Z fj abil:

r =

T = szl'z (27)

Valem (2.7) saadakse valemist (2.6)), kui lugejas olev summa lahti
kirjutada:

> fiwi _ fimi+ foro+ . A farn S _— P .
> fi > fi SHEUTSET
f

+ 277}% =p1%1 + p2ro + ..+ Ppln = szxz
(2

+...+

Tabelarvutusprogrammides on lihtsa aritmeetilise keskmise leid-
miseks funktsioon AVERAGE. Kaalutud aritmeetilise keskmise leid-
miseks funktsioon puudub ning jéarelikult tuleb kaalutud aritmeetiline
keskmine arvutada vastavalt valemile , organiseerides arvutused
nii nagu néites 2.3]

Eelmises alapeatiikis ndgime, et kui mingil intervallskaalas modde-
tud tunnusel on viga palju erinevaid véértusi, siis sellise arvukogumi
kirjeldamisel kasutatakse tihti intervallimist. Intervallitud rea aritmee-
tilise keskmise leidmisel tuleb kasutada kaalutud aritmeetilist keskmist.

|
fral
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.

NO2Keskmised
N2.4

Niide 2.4. Keskmine elamispinna suurus elaniku kohta
Tallinnas

2011. aastal toimunud rahvaloenduse kiigus kiisiti muuhulgas
ka elamispinna suurust iihe elaniku kohta. Tabelis 2.] on too-
dud Tallinnas elavate leibkondade jaotus elamispinna suuruse
jargl® Leiame leibkonna keskmise elamispinna suuruse, kasuta-
des aritmeetilist keskmist.

Tabel 2.1. Elamispind iihe elaniku kohta
Elupind elaniku 1 eihkondade arv

kohta, m? ehk sagedus
0-12 14698
12-16 22599
1620 22539
20-24 23921
24-32 32 360
32-40 26733
40-52 22969
5264 10362
64-84 7677

Kasutada tuleb kaalutud aritmeetilise keskmise valemit ,
kus sageduseks on vastavasse klassi kuuluvate leibkondade arv.
Mis vOtta aga intervallide korral vidrtuseks x;7 Loogiline on vot-
ta selleks intervalli keskpunkt. Valemi kasutamiseks leitak-
se seejérel vastavad korrutised f;x;, summeeritakse sagedused ja
korrutised ning leitakse nende jagatis. Arvutused on koondatud
tabelisse 2.2] Paneme tihele, et sageduste summa on leibkonda-
de koguarv.

Tabel 2.2. Arvutused keskmise elamispinna suuruse leidmiseks

Leibkondade Intervalli

Elupind elaniku 51y arv ehk keskmine Korrutised

kohta, m? sagedus f; i fix;
0-12 14698 6 88188
12-16 22599 14 316 386
1620 22539 18 405702
2024 23921 22 526 262
24-32 32360 28 906 080
32-40 26733 36 962 388
40-52 22969 46 1056574
5264 10 362 58 600 996
64-84 7677 74 568 098

KOKKU 183 858 5430674
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L = ~ 29,5.
S fi 183858

Vastus: 2011. aastal oli Tallinnas keskmine elamispind elaniku
kohta 29,5 m?.

T =

@Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Ta-
bel RL085: tavaeluruumides elavad tavaleibkonnad, 31.detsember 2011.

\. J

Monikord pole darmistel klassidel méiratud alumist voi iilemist
piiri. Sellised klassid on lahtised ehk avatud. Avatud klassi keskpunkti
leidmisel voetakse klassi laiuseks korvaloleva klassi laius.

Niide 2.5. Annetamine heategevuseks

2013. aastal viis uuringufirma TNS Emor Eestis 1dbi uurin-
gu heategevusalaste hoiakute kohta (Heategevusalaste hoiaku-
te uuring 2013). Kiisitlusele vastas 1140 Eesti elanikku vanu-
ses 18-60 aastat. Uheks kiisimuseks oli: ,Kas olete piisiannetaja
(toetate mingit valdkonda voi iithendust teatud regulaarsusega,
rohkem kui iiks kord)?* Piisiannetajatelt kiisiti ka, millise sum-
ma ulatuses nad piisiannetusi teevad. Pakutud vastusevariandid
olid: ,kuni 5€%, kuni 10€*, | 11-25€" 26-50€“, 50+ € ei
tapsusta“. Vastava variandi valinud piisiannetajate protsendid
on toodud tabelis, 14% ei tédpsustanud summat.

Klassi Protsent Protsent
Piisiannetuse  Klassi kesk- pusi- summa
summa € laius € punkt z; annetajatest markinutest p;

kuni 5 5 2,5 35% 40,7%
6-10 5 8 16% 18,6%
11-25 15 18 17% 19,8%
26-50 25 38 10% 11,6%

51 ja rohkem 25 62 8% 9,3%

Paneme tihele, et sagedusklassid on rangelt piiratud ning alu-
mised piirid on kaasa arvatud. Seetottu kuuluvad niiteks klassi
,0—10“ vadrtused 6, 7, 8, 9 ja 10 ning keskpunkt on 8. Keskmise
piisiannetuse suuruse leidmiseks tuleb kasutada osakaalude abil
esitatud kaalutud aritmeetilise keskmise valemit . Need, kes
summat ei mérkinud, jitame arvutusest vilja ja leiame prot-
sendi summa maérkinutest. Viimane intervall ,51 ja rohkem® on
avatud. Selle intervalli keskmise leidmisel votame klassi laiuseks
eelneva klassi laiuse 25.
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Mitme
kogums

tildkeskmine

Aritmeetilise
keskmise ma-
temaatilised

omadused

Aritmeetiline keskmine valemist (2.7)):
r =0,407-2,54+0,186-8+0,198-1840,116-38+0,093-62 ~ 16,2.

Vastus: keskmine piisiannetuse summa on 16,2 eurot.

. J

Kaalutud aritmeetilist keskmist tuleb kasutada ka juhul, kui meil
on antud mitme erineva kogumi aritmeetilised keskmised ning tuleb
leida tildkeskmine. Olgu meil niiteks kolm arvukogumit A, B ja C
keskmistega T4, Zp ja Tc¢. Kogumite mahud on vastavalt na, np ja
ng. Leiame n = ng + npg + ne arvu aritmeetilise keskmise.

n n n n,
Do T . Yo xai+ Y B+ 0 xoi
n na+npg+nc ’

(2.8)

xr =

kus 44, xp; ja Tc; on vastavalt kogumitesse A, B ja C' kuuluvad arvud.
Valemi (2.3) pohjal voime lugejas olevad summad esitada vastavate
aritmeetiliste keskmiste abil:

na ng ngo
> wai=naZa; Y wpi=nplp; Y T0i =nckc. (2.9)
=1 =1 i=1

Pannes seosed (2.9) valemisse (2.8)), saame mitme kogumi tildkeskmise

arvutamiseks jargmise valemi:

nATA +npZp+ neZc
na+np+ne

T = (2.10)
mis vastab kaalutud aritmeetilise keskmise valemile (2.6, kus kaalu-
deks on iiksikute osakogumite mahud na, np ja ne.

Jargnevalt toome &ra aritmeetilise keskmise matemaatilised
omadused, mis tulenevad otseselt valemist (2.1)).

1. Konstandi aritmeetiline keskmine on vordne selle konstandiga.
Kui xy =22 = ... = 2, = a, siis

2T 2paqa _mna

:f‘: = = — =qQ
n n n

2. Aditiivsus. Mis tahes suuruste summa (vahe) aritmeetiline kesk-
mine on vordne nende aritmeetiliste keskmiste summaga (vahega):

rxy=z+y. (2.11)

3. Tasakaaluomadus: individuaalviddrtuste ja nende aritmeetilise
keskmise vaheline hélvete summa on null:
n

Z(wz — .f‘) =0.

=1

(2.12)
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Seda omadust on lihtne tdestada. Selleks kirjutame summa lahti ja
kasutame aritmeetilise keskmise arvutusvalemit (2.1)):

n

n
Z(azz—f) = ml—§:+x2—§;+...+xn—a_:=2mi—n:i:

i=1
Ty
= E T; — Z 1 g T; — E x; = 0.

4. Kui vihendada (suurendada) variantide arvvddrtusi suvalise ar-
vu a vorra, siis viheneb (suureneb) aritmeetiline keskmine sama arvu
vorra:

> iy (T +a) _ i Tit Y i a _ > iy Ti +na _
n n n

_ 2 Ti | na

n n

=T+ a.

5. Kui koiki vddrtusi vihendada (suurendada) suvaline arv k korda,
siis viheneb (suureneb) aritmeetiline keskmine sama arv korda:

> ie kg _ kZ?:l Li _ L.
n n

6. Kui kaalutud aritmeetilise keskmise korral vahendada (suuren-
dada) koikide vdartuste kaalusid suvaline arv k korda, siis aritmeetiline
keskmine ei muutu:

2(kfi)zi kY fiwi ) fiwi
o kfi kY fi S fi

2.2. Mediaan

Kui me soovime pikka saia jagada kaheks vordseks tiikiks, siis me mur-
rame selle keskelt pooleks. Ladina keeles on keskkoht medius. Sealt
tulebki termin mediaan, mis tdhendab jérjestatud viartuste rea kesk-
punkti.

Niide 2.6. Keskmise hinnaga teler

Elektroonikapoodi astub sisse ostja ja péordub miiiija poole:
Sooviksin osta keskmise hinnaga televiisorit.“ Poes on miiiigil
telerid hinnaga 159, 179, 250, 544, 1099, 2677 ja 3999 eurot.
Millise hinnaga telerit peaks miiiija pakkuma?
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Ilmselt soovib ostja telerit, mis poleks liiga odav ega ka liiga
kallis, mille hind oleks pakutavate telerite hinnaskaala keskel.
Selleks on teler hinnaga 544 eurot.

Jarjestatud variatsioonrea keskmise litkme viirtus on mediaan. Me-
diaanist molemale poole jadb iihesugune arv vaartusi.

Mediaan jaotab jarjestatud variatsioonrea kaheks vordseks
osaks, nii et molemas osas on 50% rea liikmetest.

Mediaani leidmisel ei ole oluline iiksikute vairtuste suurus, oluline
on vaid nende jirjestus. Seepirast saab mediaani kasutada ka jarjestus-
skaala korral. Intervallskaala korral kasutatakse mediaani siis, kui ta-
hetakse kindlaks méirata mingi tunnuse véadrtuste jaotuse keskpunkti.
Mediaani tdhistuseks on tavaliselt Me.

Me

Joonis 2.1. Mediaanist mélemale poole jidb 50% jarjestatud variatsioonrea
vaartustest

Mediaani leidmiseks intervallskaala korral tuleb arvud reas-
tada kasvavas (voi kahanevas) jérjekorras.
e Paarituarvulise variatsioonrea korral on mediaan keskmise
elemendi vaartus.
e Paarisarvulise variatsioonrea korral on mediaan kahe kesk-
mise elemendi viartuste aritmeetiline keskmine.
Kui jarjestatud variatsioonreas on n viartust, siis mediaani jar-

jenumber
o oon+1
j=— (2.13)

Olgu meil niiteks viie méotmise tulemused {7, 1, 2, 1, 3}. Jarjes-
tame kasvavas jiarjekorras: {1, 1, 2, 3, 7}. Ndeme, et mediaan on 2.
Voime kasutada ka valemit (2.13). Jérjenumber j = (5+1)/2 = 3, mis
tdhendab, et mediaan on kolmas arv.
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Lisame arvu 6. Niiiid on kogumis kuus védrtust {1, 1, 2, 3, 6, 7}.
Mediaan on % = 2,5. Valemi kasutamisel saame jarjenumbriks
j=(64+1)/2 = 3,5, mis tdhendab, et mediaan on kolmanda arvu 2 ja
neljanda arvu 3 vahel, s.t saame sama tulemuse.

Olgu meil jargmine arvurida {4, 8, 12, 15, 20}. Mediaan on 12.
Asendame arvu 20 arvuga 2000, tulemuseks saame arvurea {4, 8, 12,
15, 2000}. Mediaan on ikka 12. Jéreldus: kui aritmeetilist keskmist
voivad oluliselt mojutada ekstreemsed vadrtused, siis mediaani need ei
mojuta.

Mediaani omadusi:

e mediaani voib kasutada jarjestusskaala ja intervallskaala korral;

e mediaan ei ole tundlik ekstreemsetele vidrtustele.

Milline on aritmeetilise keskmise ja mediaani asend teineteise suh-
tes? Selleks leiame kolme erineva arvukogumi mediaani ja aritmeetilise
keskmise ning vordleme neid (vt ka joonist [2.2)).

A ={7,9, 10, 11, 13}. Mediaan on 10, aritmeetiline keskmine
samuti 10. Mediaan ja aritmeetiline keskmine langevad kokku,
jaotus on stimmeetriline.

B = {1, 9, 10, 11, 13}. Mediaan on 10, aritmeetiline keskmine
8,8. Aritmeetiline keskmine on viiksem kui mediaan, sest esineb
iiks ekstreemselt vdike viartus.

C = {7, 9, 10, 11, 20}. Mediaan on 10, aritmeetiline keskmine
11,4. Aritmeetiline keskmine on suurem kui mediaan, sest esineb
iiks ekstreemselt suur vaartus.

Me
[ | Wl
[7 8 9 10 11 12 13]
A
X
Me
BN []
[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13]

0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20]

I

Joonis 2.2. Mediaani Me ja aritmeetilise keskmise & asukohad siimmeetri-
lise jaotuse korral ning ekstreemselt viikest ja ekstreemselt suurt vadrtust
omavate jaotuste korral

Ekstreemselt suured voi viikesed vidrtused kallutavad aritmeetilist
keskmist enda poole, mediaani need aga ei mdjuta. Jarelikult saame
mediaani ja aritmeetilise keskmise vordlemisel 6elda, kas

e jaotus on siimmeetriline: mediaan ja aritmeetiline keskmine lan-

gevad ligikaudu kokku;

49

Mediaani

omadusi

Mediaani ja
aritmeetilise
keskmise

vordlus



PEATUKK 2. STATISTILISED KESKMISED

e esineb ekstreemselt viikesi vadrtusi: aritmeetiline keskmine on

vaiksem kui mediaan;

e esineb ekstreemselt suuri vadrtusi: aritmeetiline keskmine on suu-

rem kui mediaan.

Seepirast tuuakse tunnuse kirjeldamisel tihti &ra molemad kesk-
mised: aritmeetiline keskmine ja mediaan. See annab lugejale lisainfor-
matsiooni: kas jaotus on siimmeetriline voi esineb aritmeetilist keskmist
nihutavaid ekstremaalseid vaartusi.

Niide 2.7. Kasutatud autode hinnad

Portaalis Fortd?10. novembril 2014 ilmunud artiklis ,,Loe, milline
on seis kasutatud autode turul Eesti suurima automiiiigiportaali
andmetel” on jargmine 1oik:

L,2Mo6dunud aastaga vorreldes on tdnavu oktoobris hinnad piisi-
nud stabiilsena, nii keskmine kui ka mediaanhind. Kui mullu oli
portaali auto24 kaudu miiiidud séiduautode keskmine hind 8650
eurot, siis kiiesoleva aasta oktoobris oli see vaid veidi tousnud,
9070 eurole. Sama trend toimus mediaanhinnaga — mullu oli
see 5700 eurot, aga tédnavu 5900 eurot.”

Mediaanhind 5900 eurot néitab, et pooled miilidud autodest olid
odavamad kui 5900 eurot ja pooled kallimad kui 5900 eurot.
Keskmise hinna all moeldakse siin ilmselt hindade aritmeetilist
keskmist. Kuna aritmeetiline keskmine on suurem kui mediaan,
siis oli miitidud autode hulgas iiksikuid ekstreemselt korge hin-
naga autosid.

“http://forte.delfi.ee/

J

Vaatleme veel moningaid nditeid aritmeetilise keskmise ja mediaani

kasutamise kohta.

1. Peres on viis liiget: isa ja ema to6tavad ning kolm last kdivad
koolis. Isa palk on 1100 eurot kuus ning emal 900 eurot kuus.
Kui suur on pereliikmete keskmine sissetulek? Ilmselt on moist-
lik kasutada aritmeetilist keskmist: (1100 4+ 900)/5 = 400 eurot
kuus, mis on keskmine sissetulek {ihe pereliikme kohta. Mediaani
kasutamine ei ole siin sobiv, sest mediaan on 0 eurot kuus.

2. Riikide vordlemisel elanike rikkuse jérgi on sobivam kasutada me-
diaansissetulekut. Kui kasutada sissetulekute aritmeetilist kesk-
mist, siis see voib olla suur nendes riikides, kus rikkus on koon-
dunud viikese grupi inimeste kéitte ja iilejddnud elavad vaesuses.
Mediaansissetulek niitab aga seda sissetulekut, millest pooled
inimesed saavad rohkem ja pooled vihem.

3. Kui inimene soovib méirata oma asendit palgaskaalal, siis ei sobi
selleks vordlus palkade aritmeetilise keskmisega. Asendi mééra-
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miseks tuleb kasutada mediaani. Sellega vordlemine annab infot,
kas konkreetse inimese palk on palgasaajate esimeses vdi teises
pooles.

4. Kinnisvara hindade muutumist on sobiv kirjeldada mediaanhinna
abil. Tehinguhindade aritmeetilist keskmist voib oluliselt moju-
tada iiks véga kalli kinnisvaraga tehtud tehing.

Niide 2.8. Korterite ruutmeetri hind Tallinnas

Joonisel on toodud Tallinna korterite ruutmeetri hinna arit-
meetiline keskmine ja mediaan aastatel 2003-20167 2003-2009
olid aritmeetiline keskmine ja mediaan ligikaudu iihesuurused.
Jarelikult sel ajal oli hindade jaotus ligikaudu siimmeetriline.
Kuni aastani 2007 kinnisvarahinnad tousid (,kinnisvaramull®),
siis ,mull 16hkes” ja hinnad hakkasid langema. Aastast 2009 on
aga hinnad hakanud jille tousma ning sellest ajast on aritmee-
tiline keskmine mediaanist mérgatavalt suurem. Jarelikult on
miiiidud korterite hulgas olnud ekstreemselt korge ruutmeetri
hinnaga kortereid, kallimate korterite hinnad kasvasid rohkem.
2016. aastaks olid hinnad saavutanud 2007. aasta taseme.

Hind, €/m?

Aritmeetiline keskmin

1600

1400
r Mediaan

1200}
1000]
800|

600}

2005 2010 2015

“Allikas: Maa-amet, tehingute andmebaas, http://www.maaamet .ee

Tabelarvutusprogrammides on mediaani leidmiseks funktsioon
MEDIAN. Kui soovime seda kasutada jirjestusskaalas moodetud
tunnuse korral, siis tuleb arvestada sellega, et kasutatav tarkvara
el saa aru sonade tdhendusest. Naiteks kui meil on jdrjestusskaalas
moodetud tunnuse vaidrtused ,yvdga halb“, 'halb“ | hea“ ja ,viga hea®,
siis funktsiooni MEDIAN kasutamiseks tuleb need vaartused eelnevalt
kodeerida , 1%, 2% . 3“ ja ,4“ Ainult siis suudab tarkvara neid viirtusi
mediaani leidmiseks sorteerida.
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Mediaanklass

Kumulatitvne
sagedus ja
kumulatiivne
suhteline

sagedus

Kuidas leida mediaani siis, kui andmed on esitatud sagedusklassi-
dena? Siis saab leida mediaanklassi, kuhu mediaan kuulub. Mediaan-
klassi mAaramiseks tuleb eelnevalt leida kumulatiivsed sagedused voi
kumulatiivsed suhtelised sagedused.

k-nda klassi kumulatiivne sagedus on koigi eelnevate klasside
sageduste f; summa kuni kdesoleva klassini (kaasaarvatud):

k
Fe=)_fi (2.14)
=1

Kumulatiivne suhteline sagedus on kumulatiivne sagedus
jagatud kogumi mahuga n = > f;:
E
Wi = == (2.15)
n
Kumulatiivne suhteline sagedus esitatakse tavaliselt protsenti-
des.

Kumulatiivse sageduse praktilisel arvutamisel ldhtutakse valemist
tulenevast omadusest, et k-nda klassi kumulatiivne sagedus saa-
dakse, kui eelmise klassi kumulatiivsele sagedusele liidetakse vaadelda-
va klassi sagedus:

Fy = Fr1 + fx- (2.16)

Olgu meil 14 inimese jagunemine viide vanuseriihma, s.t on antud

vastavate klasside sagedused (tabel .

Tabel 2.3. Vanuseline jaotus

Vanuseriithm Kumulatiivne Kumulatiivne
ehk klass Sagedus f sagedus F suhteline sagedus W
10-20 2 2 14,3%
20-30 2 4 28,6%
30-40 5 24+245= 9/14 ~ 64,3%
=4+5=9
40-50 3 12 85,7%
50-60 2 14 100%

Vanuserithmad on ligikaudu piiratud. Tuletame meelde, et sellisel
juhul klassi iilemine piir on klassi kaasa arvatud ja alumine piir val-
ja arvatud. Néiteks inimene, kelle vanus on tapselt 40 aastat, kuulub
klassi ,,30—40“. Tabeli kahes viimases veerus on leitud kumulatiivsed
sagedused ning kumulatiivsed suhtelised sagedused. Paneme téhele, et
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viimase klassi kumulatiivne sagedus vordub kogumi mahuga. Viimase
klassi kumulatiivne suhteline sagedus on 100%, mis tahendab, et koigi
kogumisse kuuluvate inimeste vanused on allpool viimase klassi iilemist
piiri voi vorduvad sellega.

Kuna mediaan jagab jirjestatud variatsioonrea kaheks vordseks
osaks, siis mediaanklass m on kumulatiivsete sageduste abil leitav jarg-
miselt. Mediaanklass on see klass, mille

1) kumulatiivne sagedus F,, > n/2 ja
2) vahetult eelneva klassi kumulatiivne sagedus Fy,,—1 < n/2.

Kasutada voib ka kumulatiivseid suhtelisi sagedusi. Siis on
mediaanklass see, mille

1) kumulatiivne suhteline sagedus W,,, > 50% ja
2) vahetult eelneva klassi kumulatiivne suhteline sagedus
W1 < 50%.

Emba-kumba lihenemist kasutades ndeme, et tabelis on me-
diaanklassiks vanuseriihm piiridega 30—40 aastat.

Kuidas aga tépsustada mediaanvanust selle klassi piires? Mediaan-
klassi kuulub viis inimest, kuid me ei tea nende tépseid vanuseid. Me
eeldame, et mediaanklassi kuuluvate inimeste vanused jaotuvad selle
klassi piires iihtlaselt, s.t vanusevahed on vordsed. Jagades klassi laiu-
se 10 aastat nende viie inimese vahel, saame vanusevaheks kaks aastat.
Inimesed paigutatakse niiiid mediaanklassi piires kaheaastaste vahede-
ga. Arvestatakse sellega, et 30-aastane inimene kuulub eelmisesse klassi

(joonis 2.3)).

Inimesed

5 6 7 8 9

| | | | | |
[ [ [ [ | [
30 32 34 36 38 40

Aastad

Joonis 2.3. Eeldame, et mediaanklassi piires on vanuste jaotus iihtlane. Jar-
jestikuste isikute vanusevahe on kaks aastat

Niiiid valitakse mediaanvanuseks selle inimese vanus, kes jagab ko-
gumi kaheks vordseks osaks. Kuna n/2 = 14/2 = 7, siis mediaanvanu-
seks on seitsmenda inimese vanus 36 aastat.

Selle arutluskiigu saab kokku votta iiheks interpolatsioonivale-
miks. Interpoleerimine on funktsiooni véértuse leidmine vahemikus,
mille otspunktides on funktsiooni vadrtus teada. Mediaanklassi korral
on teada vanuse vidrtused klassi otspunktides.
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Mediaani
leidmine
intervallrea

korral

Intervallitud variatsioonridade korral kasutatakse mediaani leid-
miseks jirgmist interpolatsioonivalemit:

Me=L+-L. (ﬁ —Fm_1>, (2.17)
f 2

kus on kasutatud jargmisi tahistusi:

n =Y fi on kogumi maht;

L mediaanklassi alumine piir;

d mediaanklassi laius;

fm mediaanklassi sagedus;

F,—1 mediaanklassile eelneva klassi kumulatiivne sagedus.

Analiiiisime valemi (2.17)) osasid eraldi:

f— on vadrtuste vahemik mediaanklassi kuuluvate objektide vahel;
m
n

5~ fm-1 on mediaanile vastava objekti jarjenumber mediaanklassis.

Nende kahe korrutis niitab, kui palju on mediaan suurem mediaan-

klassi alumisest piirist L.
Kasutame valemit (2.17)) tabelis [2.3| toodud andmete korral:

10 /14
Me = 30 + 5 (2 ) 36

Selles arvutuses 14/2—4 = 3 néitab, et mediaanvanus on mediaanklassi
3. inimesel. Jagatis 10/5 = 2 tdhendab, et iga mediaanklassi kuuluva
isiku kohta tuleb kaks aastat. Jarelikult mediaan on mediaanklassi alu-
misest piirist 2 - 3 = 6 aasta vorra suurem.

Mediaani ligikaudset vadrtust saab hinnata ka kumulatiivse suhte-
lise sageduse diagrammilt. Joonisel on tabelis toodud kumula-
tiivsete suhteliste sageduste pohjal konstrueeritud diagramm. Punktid
A ja B vastavad mediaanklassi alumisele ja {ilemisele piirile. Sirgloik
AB naitab, et kasutame lineaarset interpoleerimist: eeldame, et kumu-
latiivne suhteline sagedus muutub nende punktide vahel lineaarselt.
Mediaan vastab kumulatiivsele suhtelisele sagedusele 0,5 (kriips-punkt-
joon). Diagrammilt mediaani leidmine on graafiline interpoleerimine,
mis on ebatépsem kui valemi jargi interpoleerimine.

Kui mediaanklassi saab leida nii jarjestus- kui ka intervallskaalas
moodetud tunnuse korral, siis mediaani leidmine selle klassi piires on
voimalik vaid pideva intervallskaala korral. Jarjestusskaala korral ei saa
me arvuliselt médrata mediaanklassi laiust d ning jirelikult ei saa ka
kasutada interpolatsioonivalemit (2.17).
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Joonis 2.4. Mediaani leidmine kumulatiivse suhtelise sageduse diagrammilt.
Andmed on voetud tabelist [2.3] punktid A ja B vastavad mediaanklassi alu-
misele ja iilemisele piirile

Naiide 2.9. Elaniku kohta tuleva elupinna mediaan Tal-

linnas

Leiame néites 2.4] toodud andmete pohjal 2011. aastal Tallinnas (‘%

iithe elaniku kohta tuleva elamispinna mediaani. Mediaanklassi

méaaramiseks lisame tabelisse @ veerud ,,Kumulatiivne sagedus” NO2Keskmised
ja ,JKumulatiivne suhteline sagedus“. N2.9
. . Kumulatiivne
Elupind elaniku 1 gipkondade arv  Kumulatiivne suhteline
kohta, m? ehk sagedus sagedus sagedus
0-12 14698 14698 8,0%
12-16 22599 37297 20,3%
16-20 22539 59836 32,5%
20-24 23921 83757 45,6%
24-32 32 360 116117 63,2%
32-40 26 733 142 850 77, 7%
40-52 22969 165819 90,2%
52-64 10 362 176 181 95,8%
64-84 7677 183 858 100,0%

Kumulatiivse suhtelise sageduse pohjal leiame, et mediaanklass
on 24-32 m? elaniku kohta. Interpolatsioonivalemi kasu-
tamiseks madrame vajalikud suurused:

kogumi maht n = 183858;

mediaanklassi alumine piir L = 24;

mediaanklassi laius d = §;

%)



PEATUKK 2.
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mediaanklassi sagedus f,, = 32360;
mediaanklassile eelneva klassi kumulatiivne sagedus
F,,—1 =83757.

Arvutus:

1
Me — 24 + 8 < 83858

— ~ 26,0.
39360 2 83757> 6,0

Vastus: 2011. aastal oli Tallinnas elaniku kohta tuleva elamis-
pinna mediaan 26,0 m?. Pooltes peredes oli elamispinda iihe pe-
reliikme kohta vihem kui 26 m? ja pooltes peredes rohkem. Me-
diaan on moénevorra viiksem kui aritmeetiline keskmine 29,5 m?,
jarelikult esineb ekstreemselt suuri vaartusi.

2.3. Kvantiilid

Mediaan jaotab jérjestatud statistilise rea kaheks vordseks osaks. Aga
me voime rea jagada ka neljaks, kiimneks voi suuremaks arvuks vord-

seks osaks.

Kvantiilid

Asendikeskmisi, mis jaotavad jirjestatud statistilise rea vordse-
teks osadeks, nimetatakse kvantiilideks.

Tabel 2.4. Sagedamini kasutatavad kvantiilid

Kvantiili Kvantiilide ~Mitmeks osaks )

nimetus arv jaotavad Miérkused
Molemale poole jaib

mediaan 1 2 50% rea liikmetest.
Igas neljandikus on

kvartiilid 3 4 25% rea liikmetest.
Igas kiimnendikus on

detsiilid 9 10 10% rea liikmetest.
Igas sajandikus on

protsentiilid 99 100 1% rea liikmetest

Sagedamini kasutatavad kvantiilid on toodud tabelis[2.4] Nagu née-

me, on mediaan iiks kvantiilidest.
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Kvartiilid jagavad jérjestatud rea neljaks vordseks osaks, igasse yq,tilid
ossa jaab 25% rea liikmetest. Esimesest ehk alumisest kvartiilist on
vaiksemad 25% rea védrtustest, mediaanist viiksemad 50% ja 3. ehk
iilemisest kvartiilist on viiksemad 75% rea viirtustest (vt joonis [2.5).

1. kvartiil 2. kvartiil 3. kvartiil
ehk mediaan

Joonis 2.5. Kvartiilid

Kui meil on 13 isiku vanused, siis kvartiilide leidmiseks tuleb need
isikud vanuse jargi jarjestada. Kuna 13/4 = 3,25, siis esimene kvartiil
on selle isiku vanus, kellest nooremaid on kolm. Kolmas kvartiil on selle
isiku vanus, kellest vanemaid on kolm (vt joonis [2.6)).

1. kvartiil Mediaan 3. kvartiil

Vanus25 28 28 32 35 36 38 43 44 51 51 59 60

(N I A N A A A A M
T T 1T T 1 T T

o
Isk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Joonis 2.6. Vanuse kvartiilid

Niide 2.10. Miiiigitulu kvartiilid

Oletame, et jaekaubandusettevotte A miitigitulu puhasren-
taablus (puhaskasumi protsent miiiigitulust) oli 2012. aastal
5%. Ettevotte juhtkond soovib teada, kas see on hea voi halb.
Selleks peab seda arvu millegagi vordlema. Festi Statistikaameti
andmebaasis on tabelis EM024 , Ettevotete asendikeskmised
suhtarvud (kvartiilid, mediaan){’ toodud erinevate niitajate
kvartiilid tegevusalade jéargi. Tegevusalal ,jaekaubandus, v.a
mootorsoidukid ja mootorrattad® oli miiligitulu puhasrentaab-
lus 2012. aastal jargmine (protsentides):

1. kvartiill Mediaan 3. kvartiil
—0,47 1,46 8,02
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Karpdiagramm

On néha, et ettevotte A miitigitulu puhasrentaablus 5% on me-
diaani ja 3. kvartiili vahel, s.t ettevote asub koigi jackaubandus-
ettevotete seas kolmandas neljandikus. Koige halvem ei ole, kuid
saab paremini.

“Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Ta-
bel EM024: ettevotete asendikeskmised suhtarvud (kvartiilid, mediaan).

. J

Mediaani ja kvartiilide esitamiseks kasutatakse tihti karpdiag-
rammi (bozplot). Karbi alumine ja iilemine serv on maédratud
vastavalt esimese ja kolmanda kvartiiliga, seega karp sisaldab 50%
koikidest vaartustest (vt joonis .

° erind

3. kvartiil

mediaan

1. kvartiil

—1  miinimum

Joonis 2.7. Karpdiagramm

Karbi korgus on 3. ja 1. kvartiili vahe ehk kvartiilhaare. Karbi-
le lisatakse vertikaaljooned, mida nimetatakse ,vurrudeks* ja seetottu
nimetatakse seda diagrammi monikord ka karp-vurrud diagrammiks
(boz-whisker plot). Vurrude otsad téhistavad

e miinimumi ja maksimumi voi

e vidrtust, mis ei ole 1. kvartiilist vdiksem (3. kvartiilist suurem)

kui 1,5-kordne kvartiilhaare.
Viimasel juhul esitatakse kaugemal asuvad véédrtused eraldi punktide-
na ja neid nimetatakse erinditeks (outliers). Karpdiagrammi pakkus
esmakordselt vélja 1977. aastal USA matemaatik John Tukey.

Niide 2.11. SKP kasvuméiir ja imikute suremus

Joonisel on toodud SKP kasvumé&ér aastas (protsentides)
ja imikute suremus (imikute surmade arv 1000 siinni kohta) 50
Aasia, Ladina-Ameerika ja Vaikse ookeani riigis aastal 20097
SKP kasvumédra korral erindid puuduvad ning vurrude otsad
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niitavad miinimumi ja maksimumi. Imikute suremus on aga
kuues riigis viga suur. Ulemine vunts ulatub viirtuseni 39,6.
See on saadud jargmiselt:

e 3. kvartiili ja 1. kvartiili vahe on 24,28 — 12,55 = 11,73;

e selle vahe 1,5-kordne véartus 1,5- 11,73 ~ 17,59;

e viimane vaartus liidetakse 3. kvartiilile ja saadakse 24,28+

17,59 = 41,87;

e vunts ulatub vdartuseni, mis pole kaugemal kui 41,87.
Viaértusest 41,87 on imikute suremus suurem kuues riigis: Haii-
ti (59,3), Birma (52,2), Paapua Uus-Guinea (47,7), Kambodza
(45,6), Laos (44,3) ja Boliivia (43,4). Need on erindid.

10[ —_ @ 9 . (b) |
- 50t . 1
5¢ S 400 '
_5 o 20
" N N

Joonis 2.8. (a) SKP kasvuméir aastas (protsentides) ja (b) imikute
suremus 50 Aasia, Ladina-Ameerika ja Vaikse ookeani riigis aastal
2009

“Allikas: World DataBank http://databank.worldbank.org

Detsiilid jagavad jarjestatud variatsioonrea kiimneks vordseks
osaks. Esimesest detsiilist viiksemad on 10% rea vidrtustest, teisest Detsiilid
detsiilist viiksemad 20% rea véadrtustest jne. Viimasest, iheksandast
detsiilist, on viiksemad 90% ja suuremad 10% koikidest vairtustest.

Niide 2.12. Tootasu detsiilid

Tabelis on toodud tiistdoajaga todtajate brutokuutodtasu det-
siilid Eestis 2010. aasta oktoobrif’] Andmed on eurodes. Nieme,
et 320 eurot oli palk, millest viiksemat said 10% tootajatest ja
suuremat 90% tootajatest. Mediaanpalk vastab viiendale detsii-
lile ja oli 688 eurot. 10% koikidest téotajatest said kuus rohkem
kui 1418 eurot.

Mediaan
D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9

320 414 505 594 688 793 916 1090 1418
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Kvartiili
leidmine
ntervallitud

rea korral

Tabeli péhjal on koostatud joonis, kus detsiilide asukohad pal-
gateljel on kujutatud vertikaalsete loikudena. Igasse vahemikku
kuulub iihesugune arv todtajaid. Ndeme, et suuremate palka-
de korral on ka erinevused palkades suuremad, sest sama arv
palgasaajaid jaguneb laiali suuremas vahemikus.

L

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Palk, eurot

Joonisel on toodud tootasu esimese, viienda (mediaan) ja
itheksanda detsiili muutumine aastatel 2005-2008. Nieme, et
palkade suurenedes suurenevad ka palgaerinevused.

Tootasu, €

1500 9. detsiil

Mediaan

500

2006 2007 2008 2009 2010

Joonis 2.9. Brutokuutootasu detsiilid Eestis 2005-2010

“Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Ta-
bel PA622: taistooajaga tootajate brutokuutdostasu, oktoober. Mehed ja
naised, koik tegevusalad kokku.

J

Neid statistilise rea osasid, mis on kvantiilide vahel, nimetatakse
kvantiilvahemikeks. Kvartiilide korral tekib neli kvartiilvahemikku,
detsiilide korral 10 detsiilvahemikku.

Klassifitseeritud tunnuse korral saab kvantiile leida samasuguse in-
terpolatsioonivalemi abil nagu mediaani puhul. Tuleb leida otsitava
kvantiili jarjenumber ning méirata, millisesse klassi see kuulub. See-
jarel rakendatakse interpolatsioonivalemit. Kuna sagedamini leitakse
kvartiile, siis tildistame valemit kvartiilide jaoks.

r

Intervallitud variatsioonridade korral kasutatakse kvartiilide
leidmiseks jérgmist valemit:

Qr:L+;~(jT—FQ_1), (2.18)
Q
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kus on kasutatud jargmisi tahistusi:

r kvartiili jark 1, 2 voi 3;

Jr otsitava kvartiili jarjenumber reas; j, = r%, kus n =3 f; on
kogumi maht;

L kvartiilklassi alumine piir;

d kvartiilklassi laius;

fo kvartiilklassi sagedus;

Fg_1 kvartiilklassile eelneva klassi kumulatiivne sagedus.

Kui me soovime variatsioonrea jagada rohkem kui 10 osaks, kasu-
tatakse protsentiile. k-protsentiil ehk k£ jarku protsentiil on tunnuse
selline viddrtus, millest viiksemate vadrtuste osakaal on k%. Niiteks
kiimnes protsentiil on esimene detsiil, 25. protsentiil on esimene kvar-
tiil, 75. protsentiil on kolmas kvartiil.

Protsentiilid

Protsentiili jirgu voib anda ka kiimnendmurruna, mis on 0 ja 1
vahel (0,1, 0,25, 0,75). Nii voib protsentiile kasutada variatsioonrea
jagamiseks veel viiksemateks osadeks. Siis vastab protsentiili jargule
0,01 vdartus, millest viiksemad on 1% koikidest vaartustest. Jargule
0,001 vastab vdartus, millest vaiksemad on 0,1% koikidest viartustest.

Naiide 2.13. Printimise ressursi jaotus

1999. aasta kevadsemestril juurutati Audentese Ulikoolis uus !il
printimise tarkvara, mis voimaldas registreerida iga iilidpilase @%e
poolt prinditud lehekekiilgede arvu ja panna peale limiite. Seni NO2Keskmised
voisid tliopilased arvutiklassis printida nii palju, kui soovisid. N2.13
Esialgu limiite ei kehtestatud ja semestri jooksul koguti lihtsalt
andmeid printimise mahtude kohta. Tabelis on toodud prindi-
tud lehekiilgede arvu protsentiilid. On néha, et 30% iilidpilastest
printisid kuni 7 1k semestris, 5% iiliopilastest oli aga prinditud
lehekiilgede arv 461 ja 944 vahel.

Protsentiili

jark 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 95% 100%
Protsentiil,

1k 0 1 7 23 49 71 117 177 282 461 944

Protsentiilid voib esitada ka diagrammil.
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Funktsioon QUARTILE.INC leiab kvartiilid tabelarvutuses. Li-
saks kvartiilidele leiab QUARTILE.INC ka miinimum- ja maksimum-
vaartuse.

|2
{raj
jui

Funktsiooni argument quart Mille funktsioon véljastab

0 miinimum

1 1. kvartiil

2 2. kvartiil ehk mediaan
3 3. kvartiil

4 maksimum

Funktsioon QUARTILE.EXC erineb selle poolest, et viljastatud
arv ise ei kuulu vahemikku, mis on mairatud 25, 50 v6i 75 protsendiga.
Protsentiilide leidmiseks on tabelarvutuses funktsioon PERCEN-
TILE.INC. Funktsiooni argument k on protsentiili jark, mis peab
olema 0 ja 1 vahel.
10% arvudest on < z, siis = =PERCENTILE.INC(arvud;0,1).
50% arvudest on < z, siis = =PERCENTILE.INC(arvud;0,5).
1% arvudest on < z, siis ~ =PERCENTILE.INC(arvud;0,01).

Seda funktsiooni kasutasime protsentiilide leidmiseks néites 2.13]
On olemas ka funktsioon PERCENTILE.EXC, mille abil leitakse
vadrtus x nii, et k osa arvudest on sellest rangelt viiksemad.

10% arvudest on < z, siis  « =PERCENTILE.EXC(arvud;0,1).
50% arvudest on < z, siis & =PERCENTILE.EXC(arvud;0,5).
1% arvudest on < z, siis = =PERCENTILE.EXC(arvud;0,01).

Tabelarvutuses on voimalik lahendada ka poordiilesanne: anda ar-
vukogumist ette moni arv ja leida, milline protsentiili jirk sellele vas-
tab. Niiteks kui soovime leida, kui suur osa vadrtustest on viiksem-
vordne mingist arvust. Siis kasutatakse tabelarvutusfunktsiooni PE-

RCENTRANK.INC.
Kui suur osa on <50 =PERCENTRANK.INC(arvud;50).

Kui suur osa on > 50 =1—-PERCENTRANK.INC(arvud;50).
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Kui tahame leida, kui suur osa viirtustest on viiksem mingist ar-
vust, kasutame funktsiooni PERCENTRANK.EXC.
Kui suur osa on < 50 =PERCENTRANK.EXC(arvud;50).
Kui suur osa on > 50 =1-PERCENTRANK.EXC(arvud;50).

Niide 2.14. Internetikasutajate arv 100 elaniku kohta

erinevates riikides

Kui suur on internetikasutajate arv 100 elaniku kohta erineva- i|

tes riikides? Kasutame 2012. aasta andmeid, mis Maailmapanga (%e
Veebilehe]ﬂ olevas andmebaasis on 201 riigi kohta. Esitame siin NO2Keskmised
kolm koige suurema néitajaga riiki. N2.14

Riik Internetikasutajaid 100 el kohta

Island 96,2
Norra 94,6

Rootsi 93,2

Leiame kvartiilid koigi 201 riigi néitajate pohjal, kasutades
funktsiooni QUARTILE.INC.

Kvartiili nr  Kvartiil

1 12,6
2 38,2
3 62,3

Nieme, et neljandikus maailma riikidest on internetikasutajaid
100 elaniku kohta vdhem kui 12,6 ja pooltes riikides vihem kui
38,2. Eestis oli 2012. aastal 78,4 internetikasutajat 100 elaniku
kohta, jarelikult Eesti asub viimases neljandikus.

Eesti asukoha tdpsemaks méiramiseks kasutame tabelarvutuses
funktsiooni PERCENTRANK.INC. See véljastab viartuse 0,87,
jarelikult 13% riikidest on internetikasutajate arv 100 elaniku
kohta suurem kui Eestis.

“The World Bank http://www.worldbank.org/

2.4. Mood

Sona mood viib tavaliselt esimesena motte riietusele. See riietus, virv,
stiil, mida voib kohata koige sagedamini, on moes. Ka statistikas on
mood seotud esinemissagedusega.
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Mood

Mood on variatsioonreas koige sagedamini esinev vaartus. Moo-
di kasutatakse siis, kui kogumit soovitakse iseloomustada koige
tiitipilisema viirtusega.

Mood on ainuke statistiline keskmine, mida saab kasutada nimi-
skaala korral. Jooniselt [I.8] kus on toodud vastajate jaotus sotsiaal-
majandusliku seisundi jérgi (nimiskaalas), on kerge méérata moodi:
see on ,to0tav*.

Ankeetkiisitlustes on vastusevariandid sageli antud kas nimi- voi
jarjestusskaalas. Kiisitlustulemustest kokkuvotete tegemisel kasutatak-
se sellisel juhul tihti moodi: milline vastusevariant valiti koige sageda-
mini.

Niide 2.15. Sotsiaaluuringus osalenute haridustase ja
ametiala

2013. aasta Eesti sotsiaaluuringus osales 15503 isikut. Muuhul-
gas paluti kiisitluses mérkida ka oma haridustase (jarjestusskaa-
las) ning praegune voi viimane ametiala (nimiskaalas). Haridus-
taseme jattis markimata 2723 isikut ning ametiala 4142 isikut.

(Eesti sotsiaaluuring [2013))

Haridustase Vastanuid
I taseme haridus: alghariduseta, algharidusega, pohiha- 2848
ridusega, baashariduseta kutseharidus

IT taseme haridus: keskharidus, kutseope pohihariduse 6319
baasil

IIT taseme haridus: kutsedpe keskhariduse baasil, korg- 3163

haridus, magister, doktor

Praegune voi viimane ametiala

Seadusandjad, korgemad ametnikud ja juhid, tippspet- 2495
sialistid

Keskastme spetsialistid ja tehnikud, ametnikud 1619
Teenindus- ja miiiigitoctajad 1518
Pollumajanduse ja kalanduse oskustoolised, oskus- ja 2073
késitoolised

Seadme- ja masinaoperaatorid 1717
Lihttoolised, relvajoud 1489

Tabelist ndeme, et haridustaseme mood on ,II taseme haridus:
keskharidus, kutseope pohihariduse baasil* ning ametiala mood
Seadusandjad, korgemad ametnikud ja juhid, tippspetsialistid*“.
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Intervallskaala korral on mood koige kergemini méiratav statistili-
ne keskmine. Néites toodud tubade arvu jaotusest saab ilma iga-
suguste arvutusteta kohe méérata koige sagedamini esinenud tubade
arvu 2.

Niide 2.16. Keskmine bensiinihind

Linna kuues tanklas oli bensiini 95 hind jargmine (€/1):

Tankla 1 Tankla 2 Tankla 3 Tankla 4 Tankla 5 Tankla 6
1,149 1,123 1,149 1,139 1,105 1,149

Milline on keskmine bensiini hind? Aritmeetiline keskmine
1,136 €/1 ja mediaan 1,144€ /1 antud juhul ei sobi, sest kumbagi
hinda iiheski tanklas ei kiisitud. Antud kontekstis on keskmine
hind 1,149€/1, mis on kdige sagedamini esinenud hind.

Moodi kasutatakse keskmiste hindade leidmisel turustatistikas, roi-
va- ja jalatsinumbrite keskmise suuruse kindlaksméaramisel. Ka nafta
ja kulla hind maailmaturul leitakse tavaliselt moodina. Nimetatakse
seda ka modaalhinnaks (modal price). Hinnamuutuste analiiiisimisel
voib baashinnaks votta modaalhinna ja uurida, kui sageli on hinnad
sellest korgemal voi madalamal (Kehoe ja Midrigan, 2008).

Moodi omadusi:

1) moodi saab kasutada nimi-, jirjestus- ja intervallskaala korral;

2) mood on ainuke statistiline keskmine, mille vidrtus arvukogumis
alati esineb;

3) monedel andmekogumitel voib mood puududa: koik védrtused
esinevad iihepalju kordi;

4) monedel andmekogumitel voib olla mitu moodi: sagedusdiagram-
mil esinevad {iksteisest eraldatud tipud ehk lokaalsed maksimu-
mid nagu joonisel 2.10] Sellisel juhul on tegemist multimodaal-
se kogumiga. Nende tippude korgused voivad olla erinevad. Sel-
lisel juhul on toenéoliselt tegemist mittehomogeense kogumiga,
mille v6ib mingi tausttunnuse alusel jagada mitmeks unimodaal-
seks (iithe moodiga) osakogumiks.

Multimodaalse kogumi korral voib eristada peamoodi (magjor mo-
de), mis on koige sagedamini esinev vaartus, ja korvalmoode (minor
modes). Joonisel on peamood 3 ja iiks kérvalmood 7.

Soltuvalt moodi asukohast pakkus Norra sotsioloog ja matemaatik
Johan Galtung jaotuste klassifitseerimiseks vilja siisteemi AJUS, mida
hiljem on veidi modifitseeritud (Galtung, 1967):

A: unimodaalne jaotus, mood on keskel;
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701
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Joonis 2.10. Multimodaalne kogum, millel on kaks moodi 3 ja 7

J: unimodaalne jaotus, mood on paremas aéres;
L: unimodaalne jaotus, mood on vasakus &éres;
U: bimodaalne jaotus, moodid on aértes;

S: multimodaalne jaotus;

F: mood puudub.

Niide 2.17. Tarneaegade jaotus

Ettevottes analiiiisiti kolme kuu jooksul viljastatud 156 tellimu-
se tarneaega. Sagedustabeli pohjal konstrueeritud diagrammilt
on niha, et esineb kaks tippu: 8 paeva (17 tellimust) ja 13 péeva
(19 tellimust).

20r

=
4]
—

Telimuste arv
=
o
T

0 5 10 15 20
Tarneaeg paevades

Ilmselt on tegemist kahe erineva tarnijaga. Uhe tarnija korral on
tlilipilisem tarneaeg (mood) 8 péeva ja teisel tarnijal 13 paeva.
Kui esitame tarneaegade jaotuse tarnijate kaupa, saame kaks
unimodaalset kogumit.
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—o— TarnijaA -=— TarnijaB

=
&)

Tdlimuste arv
=
o

Tarneaeg paevades

Naiide 2.18. Sissetulekute jaotus maailmas

OECD kirjastatud kogumikus ,How Was Life?: Global Well-
being since 1820“ (Zanden ja Baten, on vaatluse all maa-
ilmamajanduse areng alates aastast 1820. Muuhulgas analiiiisiti
sissetulekute jaotust ja selle muutust. 1820. aastal oli jaotus uni-
modaalne ning kdige rohkem oli maailmas inimesi sissetulekuga
500 USD aastas. Maailm oli praegusega vorreldes vaene. 1970-
ndatel aastatel jagunes maailm kaheks: rikkamad ja vaesemad
riigid (bimodaalne jaotus). Selle sajandi alguses on vaesemad
riigid rikastele jérele joudnud ning jaotus on jille unimodaalne.

350
300
250
200
150

Inimeste arv, min

100

100 500 1000 10000 100000
Sissetulek elaniku kohta aastas, USD

Tabelarvutuses on moodi leidmiseks funktsioon MODE.SNGL.
See leiab moodi ainult arvudest. Kui tegemist on nimi- voi jirjestus-
skaalaga, tuleb vairtused numbriliselt kodeerida. Multimodaalse kogu-

12
L)
juf
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Moodklass

mi korral leiab jarjestikused moodid funktsioon MODE.MULT. Kuna
see funktsioon viljastab mitu vdrtust, siis on tegemist massiivifunkt-
siooniga ning selle sisestamine on analoogne funktsiooni FREQUENCY
sisestamisega.

Suure arvu vidrtuste korral grupeeritakse need intervallidesse ja siis
leitakse moodintervall ehk moodklass, mis on koige suurema sagedu-
sega klass. Moodi tdpsema vaartuse leidmiseks moodklassis kasutatakse
interpolatsioonivalemit. Valemi saamiseks ldhendatakse histogrammi
pideva joonega ja leitakse selle joone maksimumkoht.

Sagedus
A d
A D
f”ﬂl -1
B Az
Ay
ferl -1 E
fm—l 1T C
>
L x
Mo

Joonis 2.11. Moodi leidmine moodklassis

Mood Mo jaotab moodklassi kaheks 16iguks pikkustega Mo — L ja
d— (Mo— L) (vt joonis[2.11)). Loik Mo— L on kolmnurga ABC korgus
jaloik d—(Mo—L) on kolmnurga DBE korgus. Kuna kolmnurgad ABC
ja DBE on sarnased, siis nende korguste suhe on vordne kolmnurkade
aluste ehk loikude AC' = A; ja DE = Ay suhtega:

Mo — L Al

d—(Mo—1L) Ay
Avaldame sellest vordusest moodi M o:

AQ(MO_ L) = Al(d— MO+L),
AQMO — AQL = Ald — AlMO-i- AlL,
MO(A1 + Ag) = L(Al + Ag) + dAq,
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Aq

Mo=L+d— .
¢ A1+ Ag

Intervallitud variatsioonrea korral leitakse mood valemist

Al (219) Moodi

Mo=1L+d——%
A1 + AZ leidmine

kus on kasutatud jérgmisi téhistusi (vt ka joonis : imtervollitud
L moodklassi alumine piir;

d moodklassi laius;

Ay = fm - fm—1§

Ag = f m f m+1;

fm moodklassi sagedus;

fm—1 moodklassile eelneva klassi sagedus;

fm+1 moodklassile jargneva klassi sagedus.

rea korral

Kui moodklassi korval olevate klasside sagedused on iihesugused

fm—1 = fm+1, siis ka Ay = Ay ning valemist ([2.19)
1
MO = L + d . 5,

mis tdhendab, et mood asub moodklassi keskel. Kui {ihel pool asuva
klassi sagedus on suurem, siis on mood nihkunud selle klassi poole.
Kui moodklassiks on esimene klass, siis sellele eelnev klass puudub ja
jarelikult selle sagedus f,—1 = 0. Samamoodi, kui moodklassiks on
viimane klass, siis fi,+1 = 0.

Niide 2.19. Koige tiiiipilisem elamispinna suurus elani-

ku kohta Tallinnas

Niites[2.4]leiti sagedustabeli pohjal keskmise elamispinna suurus
inimese kohta kaalutud aritmeetilise keskmisena ja niites
leiti mediaan. Niiiid leiame samade andmete pohjal (tabel
koige tiilipilisema elamispinna suuruse, s.o moodi.
Moodklassiks on koige suurema sagedusega klass ja selleks on
klass, mille korral elamispinna suurus jadb vahemikku 24 kuni
32m?. Valemi kasutamiseks paneme kirja vajalikud and-
med:

moodklassi alumine piir L = 24:

moodklassi laius d = 32 — 24 = §;

moodklassi sagedus f,, = 32360;
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moodklassile eelneva klassi sagedus f,—1 = 23921,
moodklassile jargneva klassi sagedus f,+1 = 26733.

Tabel 2.5. Elamispind iihe elaniku kohta

Elamispinna [ eihkondade arv

suurus, m? ehk sagedus f;

0-12 14698
12-16 22599
16-20 22539
20-24 23921
24-32 32360
3240 26733
40-52 22969
52-64 10 362
64-84 7677

Moodi arvutus valemi (2.19)) jérgi:

32360 — 23921
Mo=24+38- ~ 28 8.
? T (32360 — 23921) + (32360 — 26733) ’

Vastus: Tallinnas oli koige tiitipilisem elamispinna suurus elani-
ku kohta ehk mood 2011. aastal 28,8 m?. Eelnevalt leitud arit-
meetiline keskmine oli 29,5m? ja mediaan 26,0 m?.

2.5. Harmooniline keskmine

Harmoonia tuleb kreeka keelest ja tdhendab kooskola. Kitarrikeelel te-
kivad harmoonilised toonid siis, kui seisulainete poollainepikkused vas-
tavad harmoonilisele reale 1, %, %, cees % Harmooniline rida on jareli-
kult arvude 1,2, 3, ... podrdvidrtuste ridaIH Ka harmooniline keskmine
on seotud poédrdvadrtustega.

Niide 2.20. Bensiiniliitri keskmine hind

Autojuht ostis kuu aja jooksul kolm korda bensiini, iga kord
50 euro eest. Esimene kord oli liitri hind 1,149 eurot, teine kord

'Matemaatikas on harmooniline rida 357, 7%, kus a on reaalarv.
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1,139 eurot ja viimasel korral 1,105 eurot. Milliseks kujunes ben-
siiniliitri keskmine hind?
raha kokku

keskmine hind = ——— 2.2
CeRTIIHe A kogus kokku. (220)

Kuna koguseid pole otseselt antud, tuleb need arvutada. Esime-
ne kord oli koguseks 50/1,149 liitrit, teine kord 50/1,139 liitrit
ja kolmas kord 50/1,105 liitrit.

50 + 50 + 50
50 50 50
1,149 " 1,139 ' 1,105
3
= — - — ~ 1,13, (2.21)

1,149 + 1,139 * 1,105

Vastus: bensiiniliitri keskmiseks hinnaks kujunes 1,13€/1 .

. J

Valemis on nimetajas hindade pédérdvairtused. Sellist kesk-
mist nimetatakse harmooniliseks keskmiseks. Paneme tihele, et kui vo-
tame valemist poordvadrtuse, siis saame poordviirtuste aritmee-
tilise keskmise: lugejas on péordvidrtuste summa ja nimetajas poord-
vaartuste arv:

1 N 1 N 1
1,149 ' 1,139 ' 1,105 _ 1
3 113

Harmooniline keskmine on poordviartuste aritmeetilise

keskmise poordvaartus:
Harmooniline

(2'22) keskmine

Millal tuleb kasutada harmoonilist keskmist? See soltub sellest, mil-
lised andmed on antud.

Niide 2.21. Bensiiniliitri keskmine hind II

Autojuht ostis kuu aja jooksul kolm korda bensiini. Esimene
kord 43,5 liitrit hinnaga 1,149€/1, teine kord 45,2 liitrit hinnaga
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Kaalutud
harmooniline

keskmine

1,139€/1 ja kolmas kord 43,9 liitrit hinnaga 1,105€/1. Milliseks
kujunes bensiiniliitri keskmine hind?

Keskmise hinna jaoks kasutame jille seost . Seekord on
kogused antud, arvutada tuleb bensiini ostmiseks kulutatud ra-
hasumma.

43,5-1,149+45,2-1,139 4+ 43,9 - 1,105

~1,13. 2.23
43,54 45,2 4 43,9 ’ (2:23)

Vastus: bensiiniliitri keskmiseks hinnaks kujunes 1,13€/1. Niiiid
tuli kasutada kaalutud aritmeetilist keskmist.

. J

Niites [2.2T] olid antud hinnad ja kogused ning kasutada tuli kaa-
lutud aritmeetilist keskmist. Jarelikult see, kumba keskmist keskmise
hinna leidmisel kasutada, soltub sellest, kas meil on antud kogused
(aritmeetiline keskmine) v6i summad (harmooniline keskmine).

Niites [2.20] osteti bensiini iga kord iihe ja sama summa 50 euro
eest. See taandus valemis dra ja lopptulemusena saime arvutada
lihtsa harmoonilise keskmise valemi pohjal. Tihti see nii ei ole
ja kasutada tuleb kaalutud harmoonilist keskmist.

Kaalutud harmoonilise keskmise valem on

] > 220

LTharm = 1 )

Y. —fi

T

kus f; on vaartuse x; kaal.

Niide 2.22. Keskmine tootlikkus

Toé6jou tootlikkus naturaaliihikutes néitab, mitu {ihikut kesk-
miselt tiks inimene toodab mingi aja (tunni, pdeva, kuu) jook-
sul. Olgu ettevottes kolm tootmistsehhi, kus keskmine tootlikkus
péevas on vastavalt 50 tk, 45 tk ja 40 tk iihe t66taja kohta. Esi-
meses tsehhis toodeti kokku 600 toodet, teises 675 ja kolmandas
400 toodet. Kui suur on ettevottes keskmine t66jou tootlikkus?

toodet kokk
keskmine tootlikkus = - O,O CLC aTv FORRU (2.25)
inimeste arv kokku

Teades tootlikkust igas tsehhis ja toodete arvu, saame leida ini-
meste arvu tsehhides. Esimeses tsehhis on 600/50 to6tajat, teises
675/45 tootajat ja kolmandas 400/40 tootajat. Keskmine toot-
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likkus
600 + 675 + 400

G0 675 400
50 45 40
Vastus: keskmine tootlikkus on 45,27 toodet inimese kohta.

~ 45,27.

Niites tuli kasutada kaalutud harmoonilise keskmise valemit,
kus kaaluks oli toodete arv.

Uldistades toodud niiteid, voib anda reegli valiku tegemiseks arit-
meetilise ja harmoonilise keskmise vahel. Olgu meil vaja leida mingi
keskmine, mis iildiselt avaldub kahe n#itaja summa suhtena.

e Kui on antud lugejas oleva niitaja viadrtused, kasutame harmoo-

nilist keskmist (naited ja2.22).

e Kui on antud nimetajas oleva néiitaja viartused, kasutame arit-
meetilist keskmist (néide [2.21)).
Niiteks keskmise hinna leidmisel voib ldhtuda jargmisest skeemist:
e kui meil on info summade kohta:
— iiksikutele hindadele vastavad summad on iihesugused —
lihtne harmooniline keskmine;
— iiksikutele hindadele vastavad summad on erinevad — kaa-
lutud harmooniline keskmine;
¢ kui meil on info koguste kohta:
— iiksikutele hindadele vastavad kogused on iihesugused —
lihtne aritmeetiline keskmine;
— iiksikutele hindadele vastavad kogused on erinevad — kaa-
lutud aritmeetiline keskmine.
Kahtluse korral on mdéistlik panna kirja vastava niitaja arvutamise
reegel, nagu néiteks valemid ja ning ldhtuda sellest.
Tabelarvutuses on lihtsa harmoonilise keskmise leidmiseks
funktsioon HARMEAN. Kaalutud harmoonilise keskmise leidmiseks
funktsioon puudub.

2.6. Geomeetriline keskmine

Kui me tahame ristkiilikule, mille kiiljed on a ja b, seada vastavusse
sama suure pindalaga vordsete kiilgedega ristkiilikut ehk ruutu, siis
selle ruudu kiilje pikkuse x saame seosest

22 =ab = x = Vab.

Suurus vab on arvude a ja b geomeetriline keskmine. Analoogselt vas-
tab kiilgedega a, b ja c risttahukale sama suure ruumalaga kuup, nii et
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kuubi kiilje pikkus x on risttahuka kiilgede geomeetriline keskmine:
23 = abe = x = Vabe.

Millal tuleb veel kasutada geomeetrilist keskmist?

Niide 2.23. Kiitusehinna tous

2015. aasta 13. veebruari Postimehe majandusrubriigis ilmus ar-
tikkel ,Mootorikiituste hind tousis rekordkiirusel{”l See algas
jargmise loiguga:

LEesti suuremad kiitusefirmad tostsid esmaspéeval mootorikii-
tuste jaehindu kahe sendi vorra liitri pealt, mis oli juba kol-
mas hinnatous kaheksa péeva jooksul. See tdhendab, et kaheksa
paevaga kallines mootorikiitus kaheksa sendi vorra ehk kaheksa
protsenti, mis teeb keskmiseks tousuks iiks sent ehk tiks protsent
pievas.”

Analiitisime viidet, et kui kaheksa pdevaga tousis hind kaheksa
protsenti, siis keskmine tous oli 1% péaevas. Olgu alghind pg ja
eeldame, et iga pédev touseb hind 1%. Hinnatous esimesel paeval:

p1 = po + 0,01pg = 1,01pyg.
Hinnatdus teisel paeval:
pa = p1 + 0,01p; = 1,01p; = 1,01 - 1,01py = 1,01%po.
Hinnatous kolmandal paeval:
p3 = pa + 0,01py = 1,01ps = 1,01 - 1,01%py = 1,013po.
Niimoodi jatkates saame, et kaheksa péeva pérast
ps = 1,01%pg ~ 1,0829py.

Nieme, et sellisel juhul, kui keskmine hinnatous oleks 1% péaevas,
touseks hind kaheksa pievaga 8,29%, aga mitte 8%, nagu artiklis
kirjas.

Kui suur aga oli keskmine hinnatous péevas? Selleks paneme
kirja vorrandi, kus 16pphind on alghinnast 8% vorra suurem,
ja leiame tundmatu z, millega tuleb iga p#eva kohta alghinda
korrutada:

2®po = 1,08po
8 =1,08
z = /1,08 ~ 1,00967.
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Kontroll:
1,00967% ~ 1,0080.

Jérelikult keskmine hinnatous oli 0,967% péevas. Sellisel juhul
touseb hind kaheksa paevaga 8%. Oige oleks olnud kirjutada ka
ligikaudu 1% péevas.

“http://majandus24.postimees.ee/3089793/
mootorikutuste-hind-tousis-rekordkiirusel

Niide 2.24. Tarbijahinnaindeksi muutus

2012. aastal tousis Eesti tarbijahinnaindeks 3,9%, 2013. aastal
2.8% ja 2014. aastal langes 0,1%. Mitu protsenti muutus tarbi-
jahinnaindeks keskmiselt aastas?

Protsentuaalne kasv r% téhendab korrutamist kordajaga
1+ 0,01r. Seda nimetatakse kasvutempoks. Paneme tabelisse
kirja protsentuaalsed kasvud ja vastavad kasvutempod.

Protsentuaalne
Aasta kasv Kasvutempo
2012 3,9% 1,039
2013 2,8% 1,028
2014 -0,1% 0,999

Olgu tarbijahinnaindeksi algvidrtus T'H Iy. Siis

2012. aasta 1opuks THI; = 1,039T H Iy;

2013. aasta lopuks THI, =1,039-1,028 T H Iy;

2014. aasta 1opuks THI3 =1,039-1,028-0,999TH .
Otsime keskmist kasvutempot aastas, mis olgu z. Kasutades
keskmist kasvutempot kolm aastat jarjest, peame saama vair-
tuse TH I5:

z-x-x- THIy = 1,039 1,028 - 0,999 TH I,
3 =1,039 - 1,028 - 0,999,
r = {/1,039 - 1,028 - 0,999 ~ 1,022.

Vastus: keskmiselt kasvas tarbijahinnaindeks 2,2% aastas.

Vaadeldud niidetes joudsime samuti geomeetrilise keskmise vale-
mini. Tuletame selle valemi {ildisemal juhul. Olgu meil mingi suurus a,
mille kasvutempo i-ndal perioodil on ;. Siis esimese kolme perioodi
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Geomeetriline

keskmine

jaoks
a1 =1 - ap;
az =T2 - a1;
az =x3 - ag.

Avaldame viimase litkkme a3 esimese liikme q¢ kaudu:
az = I1 -T2 T3 - agp.

Teiselt poolt voime me a3 arvutamiseks kasutada kasvutempode geo-
meetrilist keskmist Zgeom:

_ = = = _ (= 3
a3 = Tgeom * Lgeom * Lgeom * A0 = (xgeom) - ag-.

Vorreldes viimase kahe avaldise vasakuid ja paremaid pooli, saame
avaldada Tgeom:

(@geom)3 =T1 -T2 T3,

jgeom :\3/ Tyl -T2 T3.

Saime geomeetrilise keskmise valemi kolme vairtuse korral. Seda voime
ildistada n véidrtuse jaoks.

Geomeetriline keskmine on tunnuse vdartuste korrutis, mis
on astendatud nende vdartuste arvu poordvadrtusega:

= Yx1-T2"... Tp. (2.26)

Kaalutud geomeetrilise keskmise leidmiseks kasutatakse valemit

3=

T rasin — (0911 © 8550 o oo < 45

1

bt 1 2 Xf
wgeom:(m{ mg mf{‘) fi =

el gl gl (2.27)

kus f; on vadrtuse z; kaal ehk esinemissagedus.

Niide 2.25. Kiibe keskmine kasvutempo

Ettevotte kiibe kasvutempo oli kolmel kuul 1,1, neljal kuul 1,05
ja viiel kuul 1,09. Kui suur oli kilibe keskmine kasvutempo kuus?
Kasutame kaalutud geomeetrilise keskmise valemit ([2.27)):

Tgeom = V1,131,054 1,095 = 3/2,4892 ~ 1,079.
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l Vastus: keskmine kasvutempo kuus oli 1,079. J

Keskmist kasvutempot kasutatakse majandusstatistikas tihti hin-
dade, palkade, SKP ja muude suuruste diinaamika iseloomustamisel.
Sageli on muutus antud protsentuaalse muutusena, mida nimetatakse
ka juurdekasvutempoks. Kui kasvutempo on 1,05, siis juurdekasvu-
tempo on 0,05 ehk 5%: see naitab, kui suur osa juurde tuli.

Keskmise protsentuaalse muutuse leidmiseks EI TOHI ka-
sutada aritmeetilist keskmist. See annab vale tulemuse, nagu négi-
me niites 2231 Aritmeetilise keskmise leidmiseks tuleb iiksikud viirtu-
sed summeerida, kuid ajas jargnevaid protsentuaalseid muutusi ei saa
liita, sest need protsendid on voetud erinevatest arvudest.

Geomeetrilist keskmist kasutatakse keskmise kasvutempo ar-
vutamisel.
Kui on antud protsentuaalsed muutused (juurdekasvutempod),
siis keskmise protsentuaalse muutuse leidmiseks tuleb leida
1) kasvutempod;
2) kasvutempode geomeetriline keskmine Zgeom;
3) sellele vastav protsentuaalne muutus Zgeom — 1.

Keskmine

kasvutempo

Tabelarvutuses leiab geomeetrilise keskmise GEOMEAN. Kaalu-
tud geomeetrilise keskmise leidmiseks vastav funktsioon puudub.

|
fral
Juf

2.7. Ruutkeskmine

Kui tuleb leida hélbeid voi korvalekaldeid normidest, standarditest,
planeeritavatest tasemetest voi prognoosidest, tuleb hélvete keskmise
suuruse arvutamiseks kasutada ruutkeskmist. Halbed voéivad olla nii
positiivsed kui negatiivsed ja tavalise aritmeetilise keskmise leidmisel
positiivsed ja negatiivsed hilbed kustutavad tksteist.

Niide 2.26. Laekumiste keskmine erinevus

Viiel kuul oli igakuiste laekumiste erinevus planeeritust jargmine
(tuhandetes eurodes): 54; —22; —18; 32 ja —46. Leida keskmine
korvalekalle planeeritust.

Aritmeetilise keskmise arvutamine annab tulemuseks 0. Selle
asemel lelame ruutude aritmeetilise keskmise:

542 + (—22)% + (—18)2 + 322 + (—46)?
5

= 1372.8.
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Kuna me tdstsime summad ruutu, siis iihikuks on (tuhat eurot)?.
Loomulik on votta sellest ruutjuur, siis saame iihikuks tuhat

eurot:
\/1372,8 ~ 37,1.

Vastus: keskmine korvalekalle planeeritust oli 37,1 tuhat eurot.

Keskmise halbe leidmisel leidsime hélvete ruutude aritmeetilise
keskmise ja seejirel votsime ruutjuure. Seda nimetatakse hélvete
ruutkeskmiseks.

Ruutkeskmine on ruutjuur vairtuste ruutude aritmeetilisest

keskmisest:
Ruutkeskmine 2
B = 4] 2 (2.28)
n
Kaalutud ruutkeskmine:
2r
P DYL f (2.29)

kus f; on vidrtuse x; kaal.

Ruutkeskmist kasutatakse tihti erinevate prognooside vordlemisel:
mida viiksem on prognoosi ruutkeskmine viga, seda parem prognoos.
Selle jargi saab otsustada, milline prognoosimismeetod on parem.

Niide 2.27. Ehitust66de prognoosi ruutkeskmine viga

Tabelis on toodud Eestis teostatud ehitustodde mahtude kaks
prognoosi 2014. aasta neljaks kvartaliks. Uhikuks on miljonit
eurot. Tuleb otsustada, kumb prognoos on tédpsem. Selleks on
viimasesse veergu leitud mdélema prognoosi viga: tegelik viirtus
miinus prognoos.

Prognoos Prognoos Prognoosi 1 Prognoosi 2
Kvartal 1 2 Tegelik viga viga
I 531,2 531,2 539,7 8,5 8,5
II 925,2 960,6 758,1 —167,1 —202,5
111 1147,2 1136,3 935,5 —211,7 —200,8
v 969,9 959,6 876,5 -93,4 —83,1
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Prognoosi 1 ruutkeskmine viga:

24 (—167,1)2 4+ (—211,7)2 + (—93,4)2
azm:\/&5 + (Z167,1)° + (Z21L7)° + (=93:4) ~ 142.8.

4

Prognoosi 2 ruutkeskmine viga:

8,52 4+ (—202,5)2 + (—200,8)2 + (—83,1)2
mg:\/’ﬂ il 8)"+ ( ’)z148,6.

4

Vastus: kuna 1. prognoosi ruutkeskmine viga on viiksem, on see
prognoos tapsem.

Tabelarvutuses ruutkeskmise jaoks funktsioon puudub. Ruutude
summa, leidmiseks v6ib kasutada funktsiooni SUMSQ, tulemus jagada

vidrtuste arvuga ning votta ruutjuur funktsiooniga SQRT.

2.8. Keskmiste liigitus ja jirgnevus

Kbik vaadeldud statistilised keskmised saab jagada kaheks:

-
fral
Juf

o mahukeskmised on sellised keskmised, mille arvuline vairtus

Mahu- ja
soltub igast iiksikust statistilise rea védrtusest; asendikesk-
e asendikeskmised ehk struktuurikeskmised reageerivad ainult . .
niisugustele muutustele rea iiksiklilkmete véértustes, millega
kaasneb olulisi nihkeid ka rea struktuuris: muutub variatsioonrea
liikmete asend iiksteise suhtes voi eri vdartusega liikmete
osatéhtsus.
Tabelis [2.6| on toodud keskmiste liigitus ja kasutusvoimalused: mil-
liste skaalade korral saab iiht voi teist keskmist kasutada.
Tabel 2.6. Keskmiste liigitus ja kasutusvoimalused
Keskmine Liik Skaala, mille korral saab kasutada
nimi jirjestus intervall
aritmeetiline keskmine = mahukeskmine +
harmooniline keskmine mahukeskmine +
geomeetriline keskmine mahukeskmine +
ruutkeskmine mahukeskmine +
mediaan asendikeskmine + +
kvantiilid asendikeskmine + +
mood asendikeskmine + —+ +
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Aritmeetiline
keskmine

Samadest arvudest leitud erinevate keskmiste arvvairtused on eri-
nevad. Mahukeskmiste korral kehtib jargmine suurusjéargnevus:

Tharm < i‘geom < ZTaritm < Trk- (230)

Aritmeetilise keskmise, mediaani ja moodi jirjestus soltub unimo-
daalse jaotuse korral aga jaotuse kujust ehk sellest, kas esineb ekstreem-
seid viartusi ja kui esineb, siis kummal pool: miinimumi voi maksimumi

pool (vt joonis [2.12]).

Suured ekstreemsed vaartused: Mo < Me < Z.
Viikesed ekstreemsed vadrtused: Mo > Me > T.

Multimodaalse jaotuse korral selline jargnevus ei pruugi kehtida.

|

Y

| i | |
T T 1 T : L
T Mo Mo =
Me v e

Joonis 2.12. Aritmeetilise keskmise Z, mediaani Me ja moodi Mo suurusjirg-
nevus

Kvantitatiivse tunnuse (intervallskaalas) korral on soovitav esita-
da koik kolm keskmist: aritmeetiline keskmine, mediaan ja mood (kui
esineb), sest need annavad erinevat informatsiooni. Harmoonilisel, geo-
meetrilisel ja ruutkeskmisel on tunnetuslik viirtus vaid teatud tiitipi
andmete ja probleemide korral.

Uurija iilesandeks on leida ja esitada sellised keskmised, mis iseloo-
mustavad kogumit koige paremini.

2.9. Ulesanded

2.1. Erinevatel inimestel kulus iihe tilesande tiitmiseks erinev aeg.
Ajad (minutites) olid jargmised: 45, 47, 52, 36, 48, 47, 50, 51. Kasutades
aritmeetilist keskmist, leida keskmine aeg, mis kulub antud iilesande
taitmiseks. VAsTUS 1k [659

2.2. Viie arvu summa on 90. Kui suur on nende arvude aritmeetiline
keskmine? VasTus 1k [659

2.3. Kolme arvu aritmeetiline keskmine on 4. Kui suur on nende
arvude summa? VAsTUS 1k [6591

2.4.  Tiiu, Anu ja Pille kiisid koos l6unat s66mas. Arve otsustasid
nad jagada vordselt ning igaiiks maksis 3,4 eurot. Kui Tiiu praad mak-
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sis 3,5 eurot ja Anu praad 3 eurot, siis kui palju maksis Pille praad?
Vastus 1k [659

2.5.  2011. aastal oli ettevotte to6tajate vanuste aritmeetiline kesk-
mine 32 aastat. Kolme aasta jooksul jii ettevotte kollektiiv samaks:
iihtegi todtajat ei tulnud juurde ega ei lahkunud. Kui suur oli selle et-
tevotte tootajate vanuste aritmeetiline keskmine aastal 20147 VASTUS

1k 659

2.6. Ettevotte toojoukulu suurenes 8%. Kuidas muutus keskmine
t66joukulu iihe téotaja kohta, kui

a) tootajate arv jii samaks;

b) todtajate arv suurenes 20%?
Vastus 1k 6591

2.7. Leida jargmiste kogumite mediaan: Mediaan
a) {8, 4,30, 12, 15},
b) {70, 17, 14, 45, 28, 24};
c) {véga viike, suur, suur, viike, suur, viga suur}.

Vastus 1k 6591

2.8.  Osakonnas to6tava viie inimese vanused on jargmised: 26, 35,
37, 43, 65. Lahkus 65-aastane tddtaja ja asemele tuli 41-aastane t6ota-
ja. Leida vanuste aritmeetiline keskmine ja mediaan enne ning parast
tootaja vahetumist. VAsTus lk

2.9.  Oppejoud analiiiisis, kui palju aega kulutasid iiliopilased kesk-
miselt testi tegemiseks. Aritmeetiline keskmine oli 34 minutit ja me-
diaan 18 minutit. Kas see test oli iiliopilaste jaoks pigem kerge voi
pigem raske? VASTUS lk

2.10.  Olgu meil 5 erinevat positiivset tdisarvu. Millised teisendused
ei muuda selle arvukogumi mediaani?

a) Koikide arvude korrutamine arvuga 2;

b) vdhimast arvust arvu 1 lahutamine;

¢) suurimast arvust arvu 1 lahutamine.

Vastus lk [659

2.11. Ehitusettevottel oli 2013. aastal to6joukulude osatdhtsus Kuvartiilid
miiiigitulus 25%. Milline oli selle ettevotte asend teiste ehitusettevotete

seas, kui Eesti Statistikaameti andmetel oli ehitusvaldkonnas vastava

nditaja 1. kvartiil 6,44%, mediaan 17,24% ja 3. kvartiil 30,71%7?

Vastus 1k 6591

2.12.  Uuringus osales 1500 inimest. Ankeedis oli ka kiisimus vastaja
sissetuleku kohta. Vastuste pohjal leitud sissetulekute 1. kvartiil oli 760
eurot ja mediaan 900 eurot. Mitme uuringus osaleja sissetulek oli

a) véiksem kui 760 eurot;
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Mood

Aritmeetiline
keskmine,
mediaan,
mood

b) 760 ja 900 euro vahel,
c¢) suurem kui 900 eurot?
vasTus lk 659

2.13. Téiskasvanud rahvastiku tervisekditumise uuringu raames kii-
sitletakse inimesi ka toitumisharjumuste kohta. Tabelis on viimase 7
pédeva jooksul keskmiselt s66dud koogiviljade kogus 2014. aastal ja
protsent vastanutest, mehed ja naised eraldiﬂ Leida s66dud kodgivil-
jade koguse mediaan meestel ja naistel. VASTUS lk

Tarbimine, g Mehed, % Naised, %

0 11,2 5,5
0-100 12,5 6,3
100-200 33,8 27.4
200-300 20,0 26,8
iile 300 22.5 34,0
2.14. Linna turgudel labiviidud vaatluse tulemusena selgus, et koi-

ge sagedamini kiisiti banaanikilo eest 1 euro 40 senti. Millise statistilise
suurusega on tegemist? VASTUS lk [659]

2.15. 2013. aastal sai Eestis toimetulekutoetust 19 320 perekonda,
nendest Harjumaal 5214 ja Vorumaal 744 perekondaE]. Aastas vois toe-
tust saada tiks kuni 12 korda. Tabelis on toodud perede arv, kes said
toetust iiks kord, kaks korda jne. Milline oli toetuse saamise kordade
arvu mood Harjumaal ja Vorumaal? VAsSTUS lk

Kordade arv 1 2 3 4 5 6

Harjumaa 907 629 468 411 377 323
Vorumaa 100 76 55 65 46 38

Kordade arv 7 8 9 10 11 12

Harjumaa 317 260 245 226 294 757
Vorumaa 43 34 33 29 28 197

2.16. 2014. aasta kevadel oli Statistika 6ppeaine eksamihinnete jao-
tus jargmine:

M 13 [13 111 13
Hinne L0 10 2% 3

Sagedus 20 22 21 13 9 4

% Allikas: Tervise Arengu Instituut http://www.tai.ee/. Tabel TKUI1: viimase
7 pédeva jooksul keskmiselt s66dud kdogiviljade kogus soo ja vanusrithma jargi.

®Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Tabel
SK43: toimetulekutoetust saanud perekondadde arv piirkonna/haldusiiksuse jargi.
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Leida hinnete mood ja mediaan. VASTUS lk

2.17. Klassi opilaste kohta on teada jargmised andmed:

Nimi Silmade virv ~ Kéitumishinne Pikkus (m)

Juku sinine mitterahuldav 1,56
Juhan  hall rahuldav 1,62
Mall pruun hea 1,71
Liisi pruun eeskujulik 1,58
Ants sinine rahuldav 1,67
Kaarel pruun hea 1,66
Tonu hall rahuldav 1,60
Mari pruun rahuldav 1,59
Tiina sinine hea 1,61

Milliste skaaladega on tegemist? Iga tunnuse jaoks maidrata enda
arvates seda tunnust koige paremini iseloomustav statistiline keskmine

ja leida selle véaartus. Vastus 1k [659

2.18. Portaali Domus Kinnisvara ajaveebis 27. augustil 2014. a pos-
titatud tlevaates ,,Parnu korterituru trendid“[zf] on Kkirjas:

,2014. aasta I ja II kvartalis on tehtud kokku 353 korterioman-
di tehingut, eelmisel aastal samal ajal tehti kokku 322 korteriomandi
tehingut. Keskmine miitigihind 2013. aasta I poolaastal oli 751€/m?
(mediaanhind 706€/m?), kiiesoleval aastal on I poolaasta keskmine
hind tdusnud tasemele 882€/m? (mediaanhind 809 € /m?).“

Kui suur oli Parnu korterituru kogukéive 2013. aasta I poolaastal
ja kui suur 2014. aasta I poolaastal? VasTus 1k [659]

2.19.  Viie inimese kuu sissetulekute aritmeetiline keskmine on 1280
eurot, mediaan 1100 eurot ja mood 800 eurot. Koige véiksem sissetulek
on 800 eurot ja koige suurem 2200 eurot kuus. Leida koigi viie inimese
sissetulekud kuus. VAsTUS 1k 659

2.20. Meediauuringu raames kiisitleti 600 peret. Muuhulgas kiisiti,
mitu tundi pdevas keskmiselt vaadatakse televiisorit. Tulemused on
toodud tabelis. Leida mood. VASTUS lk [659

Mitu tundi pdevas Sagedus

0-0,5 70
0,5-1 100
1-2 140

2-3 230

3 ja rohkem 60

*http://www.domuskinnisvara.ee/blogi/2014/08/
parnu-korterituru-trendid/
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Harmooniline
keskmine

Harmooniline
ja
aritmeetiline
keskmine

2.21.  Suure elektroonikapoe korval tehtavatel kaevamistdddel vi-
gastas ekskavaatorijuht elektrikaablit, mille tdttu oli poes keset pée-
va kaks tundi voolukatkestus. Kuna sel ajal kaupa miiiia ei saanud,
siis nduab pood kaevetddde teostajalt kahju hiivitamist. Kahjusumma
arvutamisel arvestati, et saamata jii 1/5 keskmisest paevakéibest, ku-
na pood on lahti 10 tundi péevas. Keskmine paevakiive leiti viimase
kuu péevakiivete aritmeetilise keskmisena ja see oli 182,07 tuhat eu-
rot. Kaevetoid teinud ettevotte esindaja aga nouab, et kahjusumma
arvutamisel voetaks aluseks summa 158,7 tuhat eurot, mis on eelmise
kuu péevakiivete mediaan. Viimase kuu péevakiibed on toodud jooni-
sel 2.13] Kumba summat tuleks kahjutasu arvutamisel aluseks votta?
VasTus 1k 659

1000
800+
600+

400

Paevakaive, tuhat eurot

200+

5 10 15 20 25 30
Paevad

Joonis 2.13. Elektroonikapoe viimase kuu kiive pdevas

2.22. Esimesed 100km l&bis auto kiirusega 70km/h, jirgmised
100 km kiirusega 110 km/h. Milline oli auto keskmine kiirus? VASTUS

1k [659

2.23. Hulgimiiiijalt A osteti kaupa X 6510 euro eest hinnaga
14€/tk. Hulgimiiiijalt B osteti seda kaupa 5075 euro eest hinnaga
14,50€/tk ja hulgimiiiijalt C osteti sama kaupa 4000 euro eest
hinnaga 16€ /tk. Milliseks kujunes kauba keskmine hind? Vastus 1k
659

2.24.  Uhelt pollult koristas talumees 180 tonni teravilja ja seal oli
saagikus 4,5 tonni hektari kohta. Teisel pollul oli saagikus 4 t/ha ning
sealt koristas ta 80 tonni. Kolmandal pollul oli saagikus koige vdiksem,
3,8t/ha ja sealt tuli saagiks 114 tonni. Kui suur oli keskmine saagikus?
vasTus lk 659

2.25. Ema ostis kaks kilo banaane hinnaga 1,5€ /kg, isa ostis kolm
kilo banaane hinnaga 1,9€ /kg ja poeg ostis kaks kilo banaane hinnaga
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1,1€/kg. Kui suureks kujunes banaanide keskmine kilohind? VASTUS

1k [659

2.26. 3 euro eest osteti banaane hinnaga 1,5€ /kg, 5,7 euro eest os-
teti banaane hinnaga 1,9€ /kg ja 2,2 euro eest osteti hinnaga 1,1 € /kg.
Milliseks kujunes banaanide keskmine kilohind? VasTus lk [659]

2.27. 5 t6olist panid kokku igaiiks 20 toodet, 7 t66list valmistasid
25 toodet toolise kohta ja 10 t66list 30 toodet todlise kohta. Leida
keskmine tootlikkus. VASTUS 1k 659

2.28. 100 toodet pandi kokku tootlikkusega 20 toodet tddlise kohta,
175 toote kokkupanekul oli tootlikkus 25 toodet t66lise kohta ja 300
toote kokkupanekul 30 toodet t60lise kohta. Leida keskmine tootlikkus.
Vastus 1k 659

2.29. Eesti ekspordi kasvutempo oli 2012. aastal 1,043, 2013. aastal Geomeetriline
0,982 ja 2014. aastal 0,983. Kui suur oli keskmine kasvutempo aastas? keskmine
VasTus lk 659

2.30. Kauba hind on kasvanud jargmiselt: 1. aastal 6%, 2. aastal
13%, 3. aastal 11% ja 4. aastal 15%. Mitu protsenti on kauba hind
keskmiselt aastas kasvanud? VAsTUS 1k [659

2.31.  Viiel kuul tousis tarbijahinnaindeks 1,5%, neljal kuul 2% ja
kolmel kuul 3%. Milline oli keskmine tarbijahinnaindeksi kasv kuus?
Vastus 1k [659

2.32.  Vallavalitsusel on solmitud leping ettevottega, kes osutab an-
tud valla piires priigiveoteenust. Leping on solmitud viie aasta peale
ja vastav ettevote on ainuke selle teenuse pakkuja antud vallas (mono-
polistlik ettevote). Lepingus on seetottu ka punkt, milles méargitakse,
et viie aasta jooksul ei tohi keskmine hinnatous aastas olla suurem kui
10%. Tegelik hinnatous oli jairgmine: 1. aastal tosteti hinda 30%, teisel
ja kolmandal aastal hind ei tousnud, 4. aastal tousis hind 15% ja vii-
masel aastal 7%. Vallavalitsus siitiidistab ettevotet, et viie aasta jooksul
oli keskmine hinnatous aastas 10,4%, mis on suurem kui lepingus lu-
batud 10%. Ettevote aga viidab, et keskmine hinnatous aastas jai 10%
piiridesse, tépsemalt oli 9,85%. Kummal on digus? VAsTUS Ik [659]

2.33. Tootaja palk tousis 1. aastal 5,8%, 2. aastal 8,5% ja 3. aastal
3,2%. Mitu protsenti peaks palk tousma 4. aastal, et keskmine palga-
tous oleks 6% aastas? VAasTUs 1k [659]

2.34. Niidata, et geomeetrilise keskmise leidmiseks vo6ib valemi
(2.26) asemel kasutada ka valemit Zgeom, = exp (% Z?lenxi).
Népundide: ldhtuda valemist (2.26) ja votta mdlemast poolest

naturaallogaritm.
ﬁn
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Erinevad
keskmised

J4rgmiste iilesannete andmed on failis UL02Keskmised

A.2.1. Tabelis on 2009. aastal loodud ettevotete arv Jogeva ja Polva

maakonna valdaded’l Leida keskmine loodud ettevotete arv iihe valla
kohta kummaski maakonnas. VAsTUS 1k [659

A.2.2. Kuu keskmine ja&k pangakontol soltub sellest, kui kaua mingi

summa kontol on. Tabelis on toodud iihe pangakonto jadgi muutus
2015. a jaanuaris. Leida kuu keskmine jadk. VAsTUS 1k

A.2.3. Tabelis on toodud omavalitsuste elanike arv kolmes Eesti maa-

konnas seisuga 1.07.2011. Igas maakonnas on vélja jietud maakonna-
keskuse andmed.

1. Leida elanike arvu aritmeetiline keskmine ja mediaan koigis kol-
mes maakonnas. Millises maakonnas on aritmeetiline keskmine
koige suurem?

2. Lisada tabelisse maakonnakeskuste andmed: Padrnu linn 4266,
Polva linn 6241, Tartu linn 98 365. Leida aritmeetiline keskmine
ja mediaan koos maakonnakeskuste andmetega. Millises maakon-
nas on niiiid aritmeetiline keskmine koige suurem?

3. Iga maakonna jaoks leida, mitu protsenti suurenes maakonnakes-
kuse lisamisel elanike arvu aritmeetiline keskmine ja mitu prot-
senti suurenes mediaan.

VasTus 1k 659
A.2.4. Uuringukeskus Klaster viis 2006. aasta aprillis Eesti Uliopilas-

kondade Liidu tellimusel 1dbi uuringu ilidpilaste sotsiaalmajandusli-
kust olukorrast (Ulidpilaste . ..). Kokku osales uuringus 4532 {ilidpi-
last. Uheks iilidpilastele esitatud kiisimuseks oli, kui pikk peaks olema
praktikaperiood tema erialal. Ette olid antud vastusevariandid, mis
vahemikku voiks praktika pikkus jiada. Tabelis on toodud kolme vald-
konna (&rindus ja haldus, sotsiaalteadused, tervis ja heaolu) iiliopilaste
vastuste osakaalud. Leida iga valdkonna jaoks vastajate poolt pakutud
keskmine praktika pikkus (aritmeetiline keskmine). VAsTuUs lk

A.2.5. Tabelis on t66tuse miir Eesti maakondades 2014. aastalPl Leida
mediaan. Millistes maakondades oli td0tuse méar mediaanist suurem?
Vastus lk 650

A.2.6. Riigi arengutaseme iiheks nditajaks on SKP elaniku kohta. Eu-

roopa Liidus vorreldakse riigi néitajat tihti ELi keskmisega. Tabelis

®Allikas: Eesti Statistikaamet |e-andmebaas| http://pub.stat.ee/. Tabel
ER072: siindinud ettevotted haldusiiksuse jargi.

®Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Tabel
TT4646 16 kuni pensioniealiste hoiveseisund makonna jérgi.
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on Euroopa riikide SKP elaniku kohta, vorrelduna ELi 28 riigi kesk-
misega (EL28 keskmine = 100) aastatel 2002 ja 2013.[} Mitmendasse
neljandikku kuulus Eesti aastal 2002 ja mitmendasse neljandikku aas-
tal 20137 Vastus 1k [659

A.2.7. 1998. aastal oli Eestis 32,1 lauatelefoni 100 elaniku kohta. Oli

see naitaja korge voi madal? Tabelis on toodud lauatelefonide arv 100
elaniku kohta 188 maailma riigiﬂ Leida, mitmendas neljandikus asus
Eesti maailma riikide seas. VASTUS 1k [650

A.2.8. Maksu- ja Tolliamet avaldab oma veebilehel juriidilistest isiku-

test maksuvolglaste nimekirja. Nimekirjas on need, kelle maksuvolg on
vahemalt 1000 eurotﬂ. Tabelis on maksuvolglaste vola suurus seisuga
2.02.2015, kokku 4742 kirjet. Leida

a) koige suurem maksuvolg;

b) koigi nimekirjas olevate volglaste maksuvolg kokku;

¢) protsentiilid jarguga 0,1, 0,5, 0,95, 0,99;
d) kui palju on volglaste hulgas neid, kelle volg on suurem kui prot-

sentiil 0,99.

Vastus 1k G601

A.2.9. Poes viidi 1&bi kiisitlus leivatoodete eelistuse kohta. Kiisitle-

ti 40 ostjat ja kiisimuseks oli ,Millist leiba koige sagedamini ostate?
Vastusevariandid olid

Leivasort Kood andmetabelis

Viru 1
Madise 2
Taluleib 3
Toolse 4
Muu 5

Millist leivasorti ostsid ostjad koige sagedamini? VASTUS 1k [660]

A.2.10. Hinnavaatlusel uuriti sealiha kilogrammi hinda linna erine-

vatel turgudel. Toodud andmete pohjal leida sealiha keskmine hind
linnas. Millist keskmist tuleb kasutada? VASTUS lk

A.2.11. Hindade muutumise analiiiisimisel on iiheks meetodiks uurida,

kui sagedasti erineb mingi kauba hind selle baashinnast. Baashinnaks
voetakse tavaliselt hindade mood ehk modaalhind mingi perioodi jook-
sul. Tabelis on 5kg maisi hind (USD) kahel Zimbabwe turul jaanuar
2010 kuni detsember 20151

" Allikas: Eurostat http://ec.europa.eu/eurostat

8 Allikas: International Telecommunication Union, http://www.itu.int/

“Tépsemalt vt http://wuw.emta.ee/index.php?id=35438

10Allikas: The Humanitarian Data Exchange https://data.hdx.rwlabs.org/
Global Food Prices Database.
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PEATUKK 2. STATISTILISED KESKMISED

1. Leida maisi modaalhind kummagi turu jaoks.

2. Leida kummagi turu jaoks, kui suurel osal vaadeldud kuudest oli
hind modaalhinnast erinev.

3. Kummal turul on hinna erinemine modaalhinnast sagedasem?

4. Leida kummagi turu jaoks, kui suurel osal vaadeldud kuudest oli
hind modaalhinnast kérgem.

VasTus lk

A.2.12. Tabelis on toodud andmed Eestis registreeritud bensiinimoo-

toriga sdiduautode kohta seisuga 31.12.2015@ Autod on jaotatud moo-
tori voimsuse jargi sagedusklassidesse.
1. Leida registreeritud autode voimsuse aritmeetiline keskmine, me-
diaan ja mood.
2. Konstrueerida diagramm, kus horisontaalteljel on klassi kesk-
punkt ja vertikaalteljel sagedustihedus.

vasTus lk

A.2.13. Aastatel 1989-1994 alustati Chicago Ulikooli #rikooli Booth

School of Business ja kaupluseketi Dominick’s Finer Foods vahel koos-
t66d kaubahindade uurimisel. Andmebaasis Dominick’s Databasd 2| on
rohkem kui 3500 kauba hinnad ja iiheksa aasta ldbimiiiik 100 poes.
Sellest andmebaasist on voetud andmed poe River Forest toiduainete
miiiigi padevakaivete kohta 1. jaanuar 1988 — 30. aprill 1997, kokku 3353
péeva. Toiduainete paevakiibed on rithmitatud sagedusklassidesse.

1. Leida p#evakiivete aritmeetiline keskmine, mediaan ja mood.

2. Konstrueerida diagramm, kus horisontaalteljel on klassi kesk-

punkt ja vertikaalteljel sagedustihedus.

VasTus lk

A.2.14. Tabelis on toodud kasutusloa saanud eluruumide arvu kas-

vutempo aastatel 200%2007@ Kui suur oli sellel perioodil keskmine
kasvutempo aastas? VASTUS lk

A.2.15. Toostustoodangu tootjahinnaindeks iseloomustab Eestis val-

mistatud todstustoodete hindade muutust. Indeks holmab nii kodu-
maisele turule kui ka valisturule valmistatud tooteid. Tabelis on toot-
jahinnaindeksi muutus protsentides vorreldes eelmise aastaga aastatel

' Allikas: Maanteeameti veebileht http://www.mnt.ee/. Séidukite ja juhilubade
statistika

12Kilts Center for Marketing https://research.chicagobooth.edu/kilts/
marketing-databases/dominicks

*?Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Tabel
EHO04: ehitusloa saanud ja kasutusse lubatud eluruumide uusehitus.
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2.9. ULESANDED

2003-2014"Y Leida, mitu protsenti muutus tootjahinnaindeks keskmi-
selt aastas. VasTus 1k [660

A.2.16. Piikeseprillide miiiigiga tegelev ettevote tellis 14 erinevat mu-

delit prille. Igat mudelit telliti 20 tuhande euro eest. Tabelis on toodud
nende mudelite sisseostuhind eurodes. Kui suur on keskmine péikse-
prillide sisseostuhind? VasTus 1k [660]

A.2.17. Tabelis on toodud 20 tooteartikli omahind ja kui suure summa

eest on seda toodet kuu aja jooksul toodetud. Kui suur on toodete
keskmine omahind? VAsTUS 1k [660L

A.2.18. Lossimine on kauba laevalt mahalaadimine sadamas. Tabelis

on toodud kaupade lossimine Eesti sadamates, tuhat tonniE].
1. Leida kuised kasvutempod aastatel 2009-2011. Kasvutempo on
kahe jérjestikuse viartuse jagatis.
2. Millisel aastal oli kuu keskmine kasvutempo koige viiksem?
Vastus 1k 6601

!4 Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas| http://pub.stat.ee/. Tabel
TA029: t66stustoodangu tootjahinnaindeksi muutus vorreldes eelmise aastaga.

!5 Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Tabel
TS185: kaupade lastimine ja lossimine Eesti sadamates.
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Peatiikk 3

Variatsioonnaitarvud ja

jaotuse kuju naitarvud

Kui kogumi liikmetel on iihe ja sama tunnuse vdartused erinevad, siis
selle tunnuse viirtus varieerub ehk hajub. Keskmised kajastavad
tunnuse vaartuste iildist keskmist nivood, ei kajasta aga nende omava-
helisi erinevusi, ei kajasta varieerumist.

Sagedus Sagedus
60 (a) 60 (b)
50} 50}
40t 40t
30 30¢
20¢ 20¢
10 10
0 X (ol 1 X

O D H © & S O N ®© &
N5 A - )
/ / 4 / T
SAESAI S YA NS SO SO

Joonis 3.1. Kahe erineva arvukogumi varieerumine

Joonisel on toodud kahe erineva tunnuse sagedusdiagrammid.
Molema tunnuse vdirtused jaotuvad siimmeetriliselt ning neil on iihe-
sugune mood, mediaan ja aritmeetiline keskmine. Aga diagrammidelt
on naha, et varieerumine on erinev. Diagrammil (b) on rohkem vé#rtusi

kogunenud keskmise timber, seal on varieerumine viiksem kui diagram-
mil (a).

Varieerumise iseloomustamiseks kasutatakse mitmesuguseid va-
riatsioonniitarve ehk hajuvuskarakteristikuid, mis viljendavad
kogumi iiksikliikmete vahelisi erinevusi.
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3.1. Variatsioonamplituud

Kui me soovime teada, millistes piirides mingi tunnuse vadrtused va-
rieeruvad, siis me leiame viartuste miinimumi ja maksimumi. Nende
vahe on variatsioonamplituud.

Variatsioon-

amplituud

Variatsioonamplituud ehk haare (range) on arvukogumi koi-
ge suurema litkme x4, ja koige viiksema liikme x,,;, vahe:

R = Zmax — Tmin- (3.1)

|2
L)
w

Tabelarvutuses kasutatakse maksimaalse viirtuse leidmiseks funkt-

siooni MAX ja minimaalse viirtuse jaoks funktsiooni MIN. Variat-
sioonamplituud on siis nende abil leitud tulemuste vahe

R = MAX(arvud) — MIN(arvud).

Niide 3.1. Netosissetulek elaniku kohta OECD riikides

!ll'

J
NO3Varieerumine
N3.1

Uheks riigi elatustaseme niitajaks on netosissetulek elaniku koh-
ta. Tabelis ning joonisel [3.2]on toodud selle vidrtuse minimaalne
ja maksimaalne véadrtus OECD riikide hulgas 1995. ja 2012. aas-
tal% Netosissetulek elaniku kohta on tuhandetes USA dollarites
aastas. Nideme, et suurenenud on nii miinimum kui ka maksi-
mum, kuid viimane on suurenenud rohkem. Seda néeb hasti va-
riatsioonamplituudi suurenemisest.

1995 2012
Miinimum, tuh USD 2,64 10,15
Maksimum, tuh USD 40,02 78,81

Variatsioonamplituud, tuh USD 37,38 68,66

- 2012 -

o——195 o

: . . . . tuh USD
0 20 40 60 80

Joonis 3.2. Netosissetulek elaniku kohta OECD riikides: miinimum,
maksimum ja variatsioonamplituud

“Allikas: Maailmapank http://databank.worldbank.org

J

Variatsioonamplituud soltub ainult kahest darmisest vaartusest ja

el anna varieerumisest tdielikku pilti. Joonisel 3.1] toodud jaotustel on
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niiteks variatsioonamplituud iihesugune, varieerumine aga selgelt eri-
nev. Lisaks sellele soltub variatsioonamplituud enamasti kogumi ma-
hust: mahu vahenemisel tldiselt minimaalne vadrtus suureneb ja mak-
simaalne vaartus viheneb. Paremini iseloomustavad varieerumist need
néitarvud, mis soltuvad varieeruva tunnuse igast tiksikust vidrtusest
ZT;.

3.2. Keskmine absoluuthalve

Varieerumise iseloomustamiseks oleks sobiv kasutada iiksikute vaédrtus-
te z; hilbeid aritmeetilisest keskmisest Z. Aga vastavalt aritmeetilise
keskmise tasakaaluomadusele (2.12)) on hélvete summa

Y (wi—z)=0

ning jarelikult hélvete aritmeetiline keskmine on alati 0. H&lvete abso-
luutvédrtuste summa on aga nullist erinev ja seepérast saab varieeru-
mise iseloomustamiseks kasutada hélvete absoluutvéirtuste aritmeeti-
list keskmist.

r 3

Keskmine absoluuthélve (mean absolute deviation) on vair-
tuste x; ja nende aritmeetilise keskmise ¥ vaheliste halvete ab-

soluutviirtuste aritmeetiline keskmine: Keskmine

absoluuthdlve

MAD = 217 =2 (3.2)

n

Keskmist absoluuthélvet kasutatakse siiski harva, sest analiiiitilis-
te arvutuste tegemine (vorrandite lahendamine, diferentseerimine, in-
tegreerimine) on absoluutvaartust sisaldava suurusega komplitseeritud.
Mbnikord nimetatakse suurust ka keskmiseks lineaarhilbeks
(néiteks opikus (Aarma ja Vensel, 2005)).

Tabelarvutuses on keskmise absoluuthilbe leidmiseks funktsioon
AVEDEV.

|2
L)
jul

3.3. Dispersioon ja standardhalve

Et summeerimisel positiivsed ja negatiivsed hélbed iiksteist ei kustu-
taks, on teine vbimalus hilvete absoluutviirtuste kasutamise korval
hilvete ruutude (z; — 7)? kasutamine. Nende aritmeetiline keskmine
on dispersioon, millel on paremad matemaatilised omadused kui kesk-
misel absoluuthélbel.
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Dispersioon

Dispersioon (variance) on hélvete ruutude aritmeetiline kesk-
mine:

2 L= ®)* (3.3)

g =
n

Grupeeritud (sagedustabelina esitatud) andmete korral kasuta-
takse dispersiooni leidmiseks hélvete ruutude kaalutud aritmee-

tilist keskmist: ol ’)Qf
Ty — T [
e (3.4

kus f; on vairtuse z; esinemissagedus.

g

|
nf
)

Dispersioons

omadust

Dispersiooni arvutamiseks voib kasutada ka valemit
o? =122 — 3% (3.5)

s.t tuleb leida ruutude aritmeetiline keskmine 22, aritmeetilise kesk-
mise ruut Z2 ja nende vahe. Valemite ja ekvivalentsust on
naidatud lisas [A]]
Tabelarvutuses on kogumi dispersiooni leidmiseks funktsioon
VAR.P (VARiance of Population).
Dispersiooni omadusi
1. Dispersioon on seda suurem, mida rohkem on tunnusel aritmee-
tilisest keskmisest tugevasti hélbivaid vdirtusi ja mida suuremad
on need hilbed (joonis [3.3)).
2. Dispersioon on alati mittenegatiivne.
Konstantse tunnuse dispersioon on null.
4. Kui arvukogumi igale arvule liita (voi lahutada) mingi konstant
a, jadb dispersioon samaks.
5. Kui arvukogumi igat arvu korrutada mingi konstandiga c, siis
dispersioon suureneb ¢? korda.

w

Ll NERRERRERERER
REE EEERRREERRREE

Viiksem dispersioon Suurem dispersioon

Joonis 3.3. Dispersioon on suurem, kui hilbed keskmisest on suuremad

Dispersiooni méotiihikuks on vastava tunnuse mootiihiku ruut, mi-
da tihti on raske tolgendada. Samuti el saa dispersiooni vorrelda arit-
meetilise keskmisega. Niiteks kui hinda méodetakse eurodes, siis hinna
dispersiooni iihikuks on euro?. Et tolgendamine oleks lihtsam, voetak-
se dispersioonist ruutjuur ja saadakse standardhélve, mida praktikas
kasutatakse rohkem.
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Standardhélve (standard deviation) on ruutjuur dispersioo-
nist: Standardhdlve

Z(mi—_f)z. (3.6)

Standardhélbe m&otithikud on samad, mis aritmeetilisel keskmisel
ja tiksikutel véddrtustel. Néiteks kui hind on eurodes, siis on ka hinna
standardhélve eurodes.

Niide 3.2. Detailide libimoodu standardhilbe leidmine

Detailide to6tlemise kvaliteedi méidramiseks moodeti nende 1i- i!
bimo66dud ja leiti kogumi standardhélve, mille suurus iseloomus- @e
tab to6tlemise tdpsust. Tulemused on toodud jargnevas tabelis. NO3Varieerumine
N3.2
Libiméot d;, _ )

) mim di —d (dz — Ci)

1 12,3 0,26 0,0676

P 11,9 ~0,14  0,0196

3 12,0 ~0,04  0,0016

4 11,8 —0,24 0,0576

5 12,2 0,16 0,0256

Labimootude aritmeetilin_e keskmine d = 12,04. Peale selle leid-
mist leiame vahed d; — d ja vahede ruudud (di — J)Q. Vahede
ruutude summa on

> (di —d)* =0,172.

Standardhalve:

)2
o > (d; —d) _ 10,172 ~ 0,185,
n 5

Vastus: detailide 14bimdddu standardhélve on 0,185 mm.

Kogumi standardhélbe leidmiseks kasutatakse tabelarvutuses
funktsiooni STDEV.P, mis tuleb terminist STandard DEVeviation
of Population.

Jargnevalt toome moningaid néiteid standardhélbe kasutamise koh-

2
L)
juf

ta.

1. Erinevate kaupadega kauplemisel on oluline laovarude digeaegne
tdiendamine diges koguses. Kui kaup saab otsa, jadab miiiigitulu saa-
mata. Kui aga laovarud on liiga suured, on palju raha varude all kinni
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ning lisaks on vaja suurt laopinda. Laovarude juhtimise mudelites ka-
sutatakse eelmiste perioodide miiliginumbrite standardhélvet, et leida
optimaalne tellitava partii suurus ja tellimisaeg (vt ka néidet ala-
peatiikis [5.10).

2. Tootmisettevotte toodangu parameetrid peavad voimalikult
vihe varieeruma. Kvaliteedikontrollis kasutatakse varieerumise
hindamiseks standardhalvet. Statistiline protsessiohje (statistical
process control, SPC) on metoodika, kus protsessi jalgimiseks
kasutatakse spetsiaalseid diagramme, millele on kantud mdddetava
tunnuse mootmistulemused (niiteks toote kaal, mootmed, kliendi
teenindamiseks kulunud aeg, arvete tootlemiseks kulunud aeg).
Keskjoonele, mis vastab aritmeetilisele keskmisele, lisatakse iilemine
ja alumine kontrolljoon, mille arvutamisel kasutatakse standardhélvet.
Eesmérgiks on ennetada toodanguparameetrite véljumist lubatud
piiridest[]

3. Finantsanaliiiisis kasutatakse dispersiooni ja standardhélvet in-
vesteeringu riski hindamisel. Dispersiooni kasutamise mate riski mo6o-
duna tugineb eeldusel, et mida hajuvamad on tulud, seda suurem on
nende ebakindlus tulevikus. Finantsanaliilisis nimetatakse hajuvuse
hindamist ka volatiilsuse (volatility) hindamiseks. (Sander, 1999)

0,04 (b)
0,02
0,00
-0,02
122014 1.2015 2.2015 3.2015 122014 1.2015 2.2015 3.2015

Joonis 3.4. Kahe aktsia tulum&irad vahemikus 1. nov 2014 kuni 1. mérts
2015. (a) Procter & Gamble Company, tuluméira standardhélve on 0,0087.
(b) ExzzonMobil Corporation, tulumaira standardhélve on 0,014. Viimase akt-
sia tulumaira volatiilsus on suurem

Eelnevad suurused olid koik absoluutsed variatsioonnéitarvud.
Nende abil ei saa vorrelda eri iihikutes moodetavate suuruste
varieerumist. Naiteks kui tootajate palkade standardhilve on 400
eurot ja toOstaazi standardhélve 15 aastat, siis kumb suurus varieerub
rohkem? Sellele kiisimusele ei saa vastata, sest me el saa omavahel
vorrelda eurosid ja aastaid.

Ka samades iihikutes moodetud suuruste varieerumise vordlemisel
el saa me alati otsustada vaid standardhilbe pohjal. Oletame, et kaks
treialit treivad erinevaid detaile. Nende t66 kvaliteedi hindamiseks

'Vt niiteks http://qualityamerica.com/
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moddame detailid iile ja arvutame keskmise 14bimdddu d ning
standardhélbe o. Tulemuseks saame:

treial A d=1cm, o =0,1cm;
treial B d=10cm, o=0,1 cm.

Detailide standardhélbed on vordsed, kuid kas me saame viita, et treia-
lite t60 kvaliteet on iihesugune, et hajumine detailide médtmetes on
ithesugune? Ilmselt on treiali B t66 kvaliteet parem.

3.4. Variatsioonikordaja

Eelmise alapeatiiki l6pus toodud néites treialite ja nende t66 kvaliteedi
kohta pidime vordlema standardhélvet ja aritmeetilist keskmist. Kui
me tahame selle vordlemise tulemust esitada {ihe arvuna, siis sobib
nende arvude suhe.

Variatsioonikordaja ( coefficient of variation) on standardhal-
be o ja aritmeetilise keskmise & suhe:

Variatsiooni-

kordaja

V=

SINES]

. (3.7)

Variatsioonikordaja on ilma iihikuteta suhteline variatsioon-
néitarv. Variatsioonikordaja néitab, kui suure osa moodustab
standardhédlve aritmeetilisest keskmisest ning esitatatakse kas
kiimnendmurruna voi protsendina.

Niide 3.3. Omavalitsuste tulud elaniku kohta ja nende

varieerumine

2010. aastal oli kolmes maakonnas kohalike omavalitsuste tulu
elaniku kohta jargmind%

Harju Tartu Parnu
maakond maakond maakond
Aritmeetiline keskmine, € 9272 5879 6193
Standardhélve, € 2089 1586 580
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|
nf
)

TseboSovi

teoreem

Millises maakonnas oli tulude varieerumine elaniku kohta kdige
suurem? Leiame vastavad variatsioonikordajad.

2089
Harj =—=0,2
arju V 9972 0,23,
1586
Tart =— =02
artu  V %79 0,27,
580
P4 = — = .
arnu V 6193 0,09

Vastus: koige suurem varieerumine oli Tartu maakonnas.

“Allikas: Rahandusministeeriumi veebileht http://www.fin.ee/kov

\. J

Tabelarvutuses variatsioonikordaja leidmiseks funktsiooni pole.
Arvutamiseks kasutatakse valemit , kus standardhélve on leitud
funktsiooniga STDEV.P ja aritmeetiline keskmine funktsiooniga
AVERAGE.

3.5. Ts8ebosSovi teoreem

Varieerumise analiiiisimisel on oluline teada, kui suur osa vaadeldava
tunnuse vadrtustest jadb aritmeetilisest keskmisest teatud kaugusele,
tdpsemalt mingisse vahemikku (Z — a, T + a). Téebééoviﬂ teoreem voi-
maldab hinnata, kui suur osa vadrtustest jadb standardhélbe kordsega
madratud vahemikku.

TseboSovi teoreem

Suvalise andmekogumi korral jidab vahemikku  + ko vihemalt
1 —1/k? kéikidest vdirtustest, kus k on {ihest suurem positiivne
arv.

Tgebosovi teoreemi rakendamine k = 2, 3 ja 4 korral (vt ka joonis
33):
e vahemikku 7420 jiiib vihemalt 1—-1/22 = 3/4, s.0 75% kdikidest
vaartustest;
e vahemikku Z + 30 jiib vihemalt 1 — 1/3% = 8/9, s.0 ligikaudu
89% koikidest vaartustest;
e vahemikku 7 + 40 jiib viihemalt 1 —1/4% = 15/16, s.o ligikaudu
94% koikidest védrtustest.
Rohutada tuleb, et TSebosovi teoreem annab vastavasse vahemikku
jadvate vadrtuste osakaalu minimaalse vidrtuse. Tegelikult voib selles

2P. L. TSebogov, XIX sajandi vene matemaatik.
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15/16

4o _ 4o

Joonis 3.5. T8ebosovi teoreemist tuleneb, et vihemalt 3/4 koikidest védrtus-
test jadb vahemikku Z + 20, 8/9 jéib vahemikku T + 30 ja 15/16 vahemikku
T+t4o

vahemikus olla rohkem viirtusi. Osakaalu hinnangut saab tdpsustada,
kui me teame, millisele jaotusseadusele vaadeldav suurus allub. Néi-
teks normaaljaotusele alluva suuruse jaoks on erinevatele vahemikele

vastavad osakaalud toodud alapeatiikis valem (/5.82]).

Niide 3.4. Poe pievakiiivete jaotus ja TSebosovi teoreem

Alapeatiikis.: [ oli le.hekiilje.l 531 Jooni.sel [[.6] toodud iihe poe kii- .!

ve paevas ajavahemikul 2. juuni kuni 30. detsember 1997, kokku @

145 paeva. Leiame, kui suurel osal paevadest jai kiiive vahemikku NO3Varieerumine:
T+20,s.t votame TseboSovi teoreemis oleva kordaja k = 2. Tse- N3.4

bosovi teoreemi jérgi peaks sellesse vahemikku jaddma vihemalt
75% koikidest vaidrtustest.

Péaevakaivete aritmeetiline keskmine = ~ 15,82 tuhat eurot ja
standardhélve o ~ 10,30 tuhat eurot. Vahemiku alumine piir on

5,83 —2-10,30 ~ —4.,8

ja iilemine piir

15,83 +2-10,30 ~ 36,4
tuhat eurot. Kuna kiive ei saa olla negatiivne, siis tuleb leida,
mitmel péeval jii kiive vahemikku 0-36,4 tuhat eurot. Loenda-
mine niitab, et selliseid pédevi on 137, mis moodustab péevade

koguarvust ligikaudu 94%. Tegelik osakaal on Tsebdsovi teoree-
mi jargi leitust suurem.

Monikord huvitab meid, kui suur osa vadrtustest jidb vahemikust
T + ko vilja. Ka selle hindamiseks voib kasutada Tsebogovi teoreemi.
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Niide 3.5. Veebruarikuu keskmine ohutemperatuur

Tartu Ulikooli fiiiisikahoone katusel asub e-ilmajaam, mis moo-
dab pidevalt ohutemperatuuri, ohuniiskust, ohurohku ja muid
ilma parameetreid? Mootmisi on tehtud alates 1999. aasta no-
vembrist.

Selle ilmajaama andmetel on veebruarikuu keskmise 6hutempe-
ratuuri aritmeetiline keskmine aastatel 2000-2015 olnud —4,6 °C
standardhilbega 3,8 °C. Mitmel aastal sajast voib veebruarikuu
keskmine ohutemperatuur olla madalam kui —16 °C?
Hindamiseks kasutame T8ebogovi teoreemi. Algul leiame, mitme
standardhilbe kaugusel on vadrtus —16 aritmeetilisest keskmi-
sest —4,6:

iti—%  |-16—(—4,6)] 114
k= = = =3. 3.8
o 3,8 3,8 (38)

T8ebosovi teoreemi jirgi jadb vihemalt 8/9 koikidest vdartus-
test vahemikku ¢ 4 3o. Jarelikult maksimaalselt 1/9 koikidest
vadrtustest on aritmeetilisest keskmisest kaugemal kui 3 stan-
dardhélvet. Need jagunevad kaheks osaks: viiksemad kui t — 30
ning suuremad kui ¢ + 30 (vt ka joonist):

1) t; < —16°C;
2) t; > 6,8°C.
R 8 1
18 9 18
30 3o t,°C
—16 —4.6 6,8

Meid rahuldab tingimus 1). Eeldame, et veebruarikuu keskmiste
temperatuuride jaotus on siimmeetriline. Siis jagunevad vahe-
mikust T £ 30 vélja jadvad vaartused t; kaheks vordseks osaks
ning tingimust 1) rahuldavate vdartuste osakaal on pool 1/9-st:

11 1

5-5—1—8~0,056.
Jéarelikult saja aasta kohta maksimaalselt viiel-kuuel aastal
voib veebruarikuu keskmine chutemperatuur olla madalam kui
—16°C. Seda muidugi eeldusel, et ei toimu globaalset kliima
soojenemist voi jahtumist.

“http://meteo.physic.ut.ee/
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3.6. STANDARDISEERITUD SKAALA

3.6. Standardiseeritud skaala

Niites tuli leida, mitme standardhélbe kaugusel asus vaadeldav
viidirtus aritmeetilisest keskmisest (valem (3.8)). Tsebdgovi teoreemi
kasutamisel ongi otstarbekas leida kauguse |z; — Z| suhe standardhal-
besse. Ki pea aga kasutama absoluutvidrtust, voib leida lihtsalt hélbe
x; — T ja standardhidlbe o suhte. See suhe annab lisaks kaugusele ka
informatsiooni, kummal pool aritmeetilist keskmist vaadeldav vairtus
asub.

Standardiseeritud viirtus niitab, mitmekordse standardhél-

be o kaugusel aritmeetilisest keskmisest Z asub vaadeldav vdér- Standardiseeri-
tus x;: B tud
i3y = 5
2 = ! (3.9) vaartus

g

Moénikord nimetatakse standardiseeritud viartust ka z-vAaartuseks
voi z-skooriks (z-score). Standardiseeritud véértus on {ihikuta suurus.
Seetottu voimaldab see analiiiisida mingi elemendi asukohta kogumis
erinevates iithikutes moodetud tunnuste korral.

Naiide 3.6. Eesti SKP elaniku kohta ja t66jou tootlikkus

vorreldes teiste riikidega

Tabelis on toodud néitajate SKP elaniku kohta (tuhat eurot)
ning t66jou tootlikkus (eurot t66tunni kohta) aritmeetiline kesk-
mine ja standardhélve Euroopa riikides aastal 2011 Lisatud on
Eesti vastavad naitajad.

SKP elaniku kohta, T&6jou tootlikkus,

tuh € € t66tunni kohta
Aritmeetiline keskmine 221 29,2
Standardhélve 15,5 18,1
Eesti vadrtused 9,1 10,8

Molema tunnuse korral on Eesti néitaja Euroopa keskmisest
viiksem. SKP elaniku kohta on Eestis viiksem 13 tuhande euro
vorra ja tootlikkus on viiksem 18,4 eurot t66tunni kohta. Kui
tahame analiiiisida, kumb néitaja on Eestis halvem kui Euroo-
pa keskmine, siis neid arve me vorrelda ei saa, sest ithikud on
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erinevad. Vordlemiseks leiame Eesti jaoks standardvéartused:

9,1-221 _

SKP elaniku koht = —0,84
elaniku kohta =z 155 ,34,
10,8 — 29,2
toojou tootlikkus 2z = % ~ —1,02.

Standardviirtusi saame omavahel vorrelda, sest need on iihiku-
ta. Ndeme, et t66jou tootlikkusega oleme Euroopa keskmisest
rohkem maas kui iihe elaniku kohta leitud SKP viartusega.

®Allikas: Eurostat.

J

Tabelarvutuses leiab standardiseeritud védrtuse funktsioon
STANDARDIZE. Ette tuleb anda suuruse X vidrtus, mille
standardiseeritud vadrtust soovitakse leida, aritmeetiline keskmine
(Mean) ja standardhélve (Standard_ dev).

Tunnuse viartuste esitamiseks voib kasutada z-skaalat ehk stan-
dardiseeritud skaalat (joonis[3.6]). Véirtuste teisendamiseks td6tlemata
skaalalt ehk toorskaalalt (raw scale) standardiseeritud skaalale kasuta-
takse eespool toodud valemit .

|2
{raj
jui

Standardi-
anaarar Standardiseeritud skaalal on esitatud standardiseeritud

seeritud . . . . .-
haala vadrtused (3.9). Koigi standardiseeritud vaartuste aritmeetiline

keskmine on 0 ja standardhélve 1.

Toorskaala 0,8 3,4 6 8,6 9,9

Standardiseeritud skaala -2 -1 ? 0 g 1 1,5
T

Joonis 3.6. Toorskaala (T = 6, 0 = 2,6) ja standardiseeritud skaala

Kasutades standardiseeritud vadrtust z, voib jareldused TSebosovi
teoreemist formuleerida jargmiselt:

e vihemalt 3/4 ehk 75% védrtuste korral |z| < 2;

e vihemalt 8/9 ehk ligikaudu 89% védirtuste korral |z| < 3;

e vihemalt 15/16 ehk ligikaudu 94% védrtuste korral |z| < 4.

3.7. Jaotuse kuju iseloomustavad naitajad

Asiimmeetria on jaotuskdvera maksimumi korvalekaldumine siimmeet-
riateljest. Kui jaotuskovera maksimum (mood) on siimmeetriateljest
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(mediaan) paremal, on tegemist negatiivse ehk vasakkaldelise astim-
meetriaga (joonis vasakul). Nimetus tuleneb sellest, et ,saba“ on
vasakul pool. Kui maksimum on siimmeetriateljest vasakul pool, jaab
saba paremale ja tegemist on positiivse ehk paremkaldelise asiimmeet-
riaga (joonis paremal). Stimmeetrilise jaotuse korral langevad me-
diaan ja mood kokku. Kérvalekalde suuruse iseloomustamiseks kasuta-
takse astimmeetriakordajat.

Arvukogumi asiimmeetriat iseloomustab astimmeetriakorda- Asiimmeetria-
ja (coefficient of skewness) kordaja
1
A=—) (z;—2)% 3.10
— > (@i - 2) (3.10)
kus n on kogumi maht, o standardhélve ja z aritmeetiline kesk-
mine.

=
Me
Mo

Joonis 3.7. Negatiivse asiimmeetriaga, simmeetriline ja positiivse asimmeet-
riaga jaotus

Valemist on niaha, et kui esineb ekstremaalselt vaikesi viar-
tusi x;, mis asuvad aritmeetilisest keskmisest kaugel vasakul, siis nende
korral z; —& << 0 ja need muudavad asiimmeetriakordaja negatiivseks.
Ekstremaalselt suurte viadrtuste x; korral x; — z >> 0 ning asiimmeet-
riakordaja A muutub positiivseks.

Tabelarvutuses leiab astimmeetriakordaja funktsioon SKEW.

Joonisel [3.§] on soiduauto Audi 114 erinevate mudelite hindade jao-
tus auto24.ee portaalis 6. veebruari 2015. a seisugaﬂ Hindade jaotus on
positiivse asiimmeetriaga, mis tdhendab, et iiksikute mudelite hinnad
on eriti kdrged. Audi hind ei saa olla viga madal, kiill aga vdib olla vé-
ga korge. Joonisel [3.9]on meeste surmad Eestis aastal 2013 rithmitatud
vanuse jiirgiﬁ Jaotus on negatiivse asiimmeetriaga.

|
fral
Juf

®http://www.auto24.ee/
“Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas| http://pub.stat.ee/. Tabel
RV45: surnud soo ja vanuseriihmade jargi.
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Y Sagedus
_— Sagedus 2000/ Asiimmestriskordaja
50} Asiimmeetriakordaja 1500 A=-12
NO3Varieerumine 400 A=272
. 1
13.8 a0l 000
20¢ 500
10 O ;Fp% Y | Vanus
, Tuhe 2N Q5 Q° A Qx
50 100 150 S YSS 0’ S

Joonis 3.8. Audi mudelite hindade  Joonis 3.9. Meeste surmad Ees-
jaotus. Kokku 114 erinevat mudelit  tis 2013. aastal, riithmitatud vanuse

jargi

Tugevalt asiimmeetrilised jaotused esinevad tavaliselt siis, kui uuri-
taval suurusel on kas alumine v6i iilemine piir. Alumise piiri korral tekib
positiivne asiimmeetria ja iilemise piiri korral negatiivne asiimmeetria.

Teine niitaja, mis iseloomustab jaotuse kuju, on piistakus.

Jaotuse piistakust iseloomustab ekstsess (ezcess kurtosis), mi-

da voib nimetada ka plistakuse kordajaks:
Piistakuse

kordaja - 1 -\4
E = WZ(m,—x) -3, (3.11)

kus n on kogumi maht, o standardhélve ja T aritmeetiline kesk-
mine.

Piistakuse kordaja on null normaaljaotuse korral. Suurem piista-
kus tdhendab, et enamik vadrtusi on koondunud aritmeetilise keskmise
iimber. Kaugemal asuvate vidrtuste esinemissagedus on véike ning esi-
nevad ,sabad“ (joonis . Viikese piistakuse korral ,sabad“ kaovad
ja erinevate vdirtuste esinemissagedus viga palju el erine, jaotus on la-
medam. Péris lamedaid jaotusi, kus koikide va&drtuste esinemissagedus
on ligikaudu iihesugune, kohtab harva.

E>0 - E=0 - E<0

Joonis 3.10. Positiivse piistakusega ehk piistakas jaotus (F > 0), normaal-
jaotus (E = 0) ja negatiivse piistakusega ehk lame jaotus (E < 0).

Tabelarvutuses on pilistakuse kordaja leidmiseks funktsioon
KURT.

)
rof
)
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Valemiga defineeritud piistakuse kordajat nimetatakse Fis-
heriEl ekstsessikordajaks. Tihti kasutatakse ka Pearsoniﬁ ekstsessikor-
dajat, mille valem sarnaneb valemile , kuid arv 3 ei ole maha
lahutatud:

Ep = % > (@i -2 (3.12)

Selle vadrtus on normaaljaotuse korral 3, piistaka jaotuse korral > 3
ning lameda jaotuse korral < 3. Inglise keeles on selle suuruse nimetus
lihtsalt (kurtosis).

Sagedus
Pustakuse kordaja E=-0,27

15}

—t bbb ] Klastgaid kuus
5000 6000 7000 8000 9000

Joonis 3.11. Uhe Tallinna pangakontori kiilastajate arv iihes kuus jaanuar
1999 kuni august 2002

Joonistel [3.8] ja B.9] toodud jaotused on molemad piistakad. Audi
hindade korral on piistakuse kordaja F = 5,6 ja surmade vanuselise
jaotuse korral E = 1,47, mis tdhendab, et viimase piistakus on viiksem.
Joonisel [3.11) on toodud iihe Tallinnas asuva pangakontori kiilastajate
arv kuus ajavahemikus jaanuar 1999 kuni august 2002 (Antin, .
Selle jaotuse piistakuse kordaja on E = —0,27, mis tdhendab, et jaotus
on normaaljaotusest lamedam.

Naide 3.7. Borsiindeksi Nikkei tuluméiira jaotus

Taisei Kaizoi analiiiisis Tokio borsi indeksi Nikkei 225 kéikumisi
aastatel 1975-2002 (Kaizoji, 2004). Selle perioodi vois jagada
kaheks: aastatel 1975-1989 indeks kasvas ja 1990-2002 indeksi

vadrtus kahanes (joonis [3.12)).

5Sir Ronald Aymler Fisher (1890-1962), inglise matemaatik ja statistik.
Karl Pearson (1857-1936), inglise matemaatik.
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Joonis 3.12. Indeksi Nikkei 225 muutumine 1975-2002. Horisontaal-
teljel olevad kuupédevad on formaadis aakkpp.

Indeksi tulumééra iseloomustavad kirjeldava statistika suurused
kummalgi perioodil on toodud jargmises tabelis.

Aritmee- Astim-
tiline Standard- meetria Piistakuse
Periood keskmine hélve kordaja  kordaja
Kasvuperiood
(1975-1989) 0,0006 0,007 -0,3 6,5
Kahanemisperiood
(1990-2002) —0,0005 0,015 0,3 3,1

On nidha, et kasvuperioodil oli indeksi tulumé&ral negatiivne
aslimmeetria, mis tdhendab, et oli iiksikuid pdevi, kus tulu-
médr oli viga vidike. Kahanemisperioodil oli tulumé&iral posi-
tiivne asiimmeetria, mis tdhendab, et esines iiksikuid paevi, mil
tulumédr oli viga suur. Piistakus oli viiksem kahanemisperioo-
dil, jérelikult sel ajal esines ekstreemseid viartusi viiksema toe-
ndosusega kui kasvuperioodil, sest jaotus on lamedam.

Asiimmeetrilised jaotused voib kalde ja piistakuse alusel jagada nel-

Jja gruppi:
a) vasakpoolse asiimmeetriaga ja piistakas, saba on vasakul ning
ohuke: ekstreemsed védrtused on vasakul ja neid on vihe (joonis

3.13| (a));

b) vasakpoolse asiimmeetriaga ja lame, saba on vasakul ning paks:
ekstreemsed vaartused on vasakul ja neid on palju (joonis

(b));
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( (b)

Y
Y

a)
A<O
E>0

)

(c

=
~—

A>0
E>0
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> >

Joonis 3.13. Asiimmeetria ja piistakuse kombinatsioonid

¢) parempoolse asiimmeetriaga ja piistakas, saba on paremal ning
ohuke: ekstreemsed vadrtused on vasakul ja neid on véhe (joonis
3.13| (¢));

d) parempoolse asiimmeetriaga ja lame, saba on paremal ning paks:
ekstreemsed viddrtused on paremal ja neid on palju (joonis
().

Niide 3.8. Euroopa riikide niitajad

Jargnevalt on esitatud nelja tunnuse jaotus Euroopa riikides aas-
tal 20117

SKP elaniku kohta, tuh € Tootuse méér, %
A=0,71 A=0,88
E=0,03 E =033

0 10 20 30 40 50 60 70 5 10 15 20

T66j6u tootlikkus, € to66tunni kohta Rahvastiku mediaanvanus
A =036 4=-0,86
=-1,05 E=0,69

0 10 20 30 40 50 60 70 34 36 38 40 42 44 46
SKP elaniku kohta ja t66tuse médr on molemad positiivse aslim-

meetriaga, kuid SKP elaniku kohta on lamedam, mis tdhendab,
et sellel niitajal on erinevate vadrtuste esinemine iihtlasem. Nork

107



PEATUKK 3. VARIATSIOONNAITARVUD

|
nf
)

Moment

positiivne asiimmeetria on ka t66jou tootlikkusel ja see on nende
néitajate hulgas koige lamedam. Negatiivse asiimmeetriaga on
rahvastiku mediaanvanus. Jérelikult esineb riike, kus rahvastik
on oluliselt noorem, vorreldes keskmisega, kuid neid riitke pole
palju (piistakuse kordaja on positiivne).

T66jou tootlikkust voib nimetada bimodaalseks, sest selgelt eris-
tuvad kaks tippu. See tdhendab, et riigid voib jagada kaheks riih-
maks, kus {ihes rithmas on keskmine tootlikkus suurem ja teises
viiksem. Selline multimodaalsus vihendabki piistakuse korda-
jat F ja muudab jaotuse lamedamaks. Ka néitajal ,SKP elaniku
kohta“ on kaks tippu, kuid sellel on kaks alariihma vihem eris-
tatavad: tippudevahelised tulbad on korgemad.

?Allikas: Eurostat.

Kui standardhélvet voib leida ka kolme vidrtuse korral, siis asiim-
meetria- ja pilistakuse kordaja viartusi on motet leida vaid suurte ko-
gumite korral. Suureks voib lugeda kogumit, mille maht n > 50.

Uuritavat jaotust kirjeldavate statistiliste néitajate leidmiseks voib
programmis Excel kasutada andmeanaliiiisi vahendit Descriptive Sta-
tistics komplektist Data Analysis. Selle abil saab korraga leida kogumi
mahu, aritmeetilise keskmise, moodi, mediaani, maksimumi, miinimu-
mi, standardhélbe, astimmeetriakordaja ning piistakuse kordaja (vt ka

lisa .

3.8. Statistilised momendid

Eespool vaadeldud statistilised keskmised, hajuvuse ja kuju karakte-
ristikud voib votta iithe nimetuse alla: statistilised momendid.

Tunnuse k-ndat jairku moment viirtuse a suhtes on viirtuste
x; ja arvu a vaheliste hélvete k-ndat jarku astmete aritmeetiline
keskmine: N
Ti—a
M, = 2(17)7 (3.13)
n

kus n on vaartuste arv.

Tavaliselt vaadeldakse positiivse tdisarvulise astendajaga momente
ning piirdutakse esimese nelja momendiga. Momendid jagunevad alg-,
kesk- ja tingmomentideks:
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1) algmomendid, kui a = 0:

S (3.14)

2) keskmomendid, kui a = z:

=\k
Ti— X
i = =T (315
n
3) tingmomendid, kui a on suvaline arv.
Néiteks aritmeetiline keskmine on 1. jarku algmoment, dispersioon

on 2. jarku keskmoment. Kolmandat jarku keskmoment on valemi
B-15) pohjal
)3
U3 = M (3.16)

n

Kui me vordleme seda avaldist asiimmeetriakordaja valemiga (3.10]),
siis ndeme, et asiimmeetriakordaja on avaldatav kolmandat jarku kesk-
momendi p3 kaudu:

A= % (3.17)

Ekstsess ehk plstakuse kordaja on avaldatav neljandat jarku keskmo-
mendi p4 abil:

E= % ~3. (3.18)

Mingit jarku keskmomendi leidmiseks saab kasutada algmomente. N&i-
teks dispersiooni arvutamiseks kasutatakse tihti dispersiooni definit-
sioonvalemist tuletatud mugavamat arvutusvalemit:

) S(ai-2)? _ Yal <Zx> )

0 = M2 = =ma — My,
n n

kus my = Y 2;/n on esimest jirku algmoment ja mg = Y 22/n teist
jarku algmoment.
Vaatame 2. jarku tingmomenti

M(a) = W (3.19)

See iseloomustab varieerumist timber vadrtuse a. Leiame, millise a kor-
ral on M (a) minimaalne. Funktsiooni M (a) minimeerimiseks leiame
tuletise suuruse a jérgi ja paneme selle vorduma nulliga:

dM(a) d 1 ‘ 1 d B
o = e @it = T (i —a)® =

~dan

= %ZQ(@*Z — a)(—l) = —2% Z(xl — a).
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Aritmeetilise
keskmise

tahendus

Kahevddartuse-
lise tunnuse
aritmeetiline

keskmine

Et tuletis oleks null, peab paremal pool olev summa vorduma nulliga:

Z(:ci—a)zo
infna:()
in:na
%in:a.

Vasakul pool vordusmaérki on aritmeetilise keskmise arvutusvalem.

Aritmeetiline keskmine on tunnuse selline viartus, mille suhtes
on varieerumine (ruutkeskmise hilbe mottes) koige véiksem.

3.9. Kahevaartuselise tunnuse standardhalve

Kahevéirtuseliseks tunnuseks (ka binaarne voi dihhotoomne) nime-
tatakse tunnust, millel voivad olla vaid vaartused ,,0“ ja ,,1“. Nimiskaalas
moodetud kahevéidrtuselised tunnused kodeeritakse nullide ja tihtede-
ga. Naiteks ,sugu” on kaheviartuseline tunnus. Kodeerimisel voib votta
vadrtuse mees koodiks ,0“ ja védrtuse ,naine“ koodiks ,1“ voi vastu-
pidi. See, kumb viirtus kodeeritakse nulliga ja kumb iihega, ei oma
tdhtsust. Kahevairtuseliseks tunnuseks voib olla ka vastus kiisimusele,
millele saab vastata kas ,,jaa“ voi ,ei“. Naiteks ,Kas te pooldate astme-
list tulumaksu?“, ,Kas teil on eramu?“, ,Kas te tarbite toodet X7,

Kahevaartuselise tunnuse korral on summa iile koikide vaartuste x;
vordne iihtede arvuga selles kogumis. Kui m on iihtede arv kogumis, siis
m = > x; ja aritmeetiline keskmine on vordne véértuse ,1“ esinemise
suhtelise sageduse ehk osakaaluga p.

Kahevéértuselise tunnuse {0, 1} aritmeetiline keskmine on

m
T—p=— 3.20
T=p=—, (3.20)
kus n on kogumi maht, m iihtede arv ja p iihtede osakaal kogu-

mis.

Leiame kahevdirtuselise tunnuse dispersiooni:

ERIDV Gtk ) NP VL b DL D DL
n n

110



3.9. KAHEVAARTUSELISE TUNNUSE STANDARDHALVE

Vaatleme lugejas olevaid liikmeid eraldi. Kuna 12 = 1 ja 0% = 0, siis

> af=m. (3.22)

Valemi (3.21)) lugejas oleva teise liikkme jaoks saame seoseid (3.22)) ja
(3.20) kasutades

D 2miz=21) ;i =2pm. (3.23)

Valemi (3.21)) lugejas oleva kolmanda liikme korral arvestame, et sum-
meerimisel tuleb {iksteisele liita n suurust z2:

ZEZ = nz? = np*. (3.24)

Kasutades seoseid (3.22)—(3.24)), saame dispersiooni (3.21]) jaoks

s 2a? =325+ Y7 m— 2pm + np? _m_, @+n7}72_
N n N n _n pn n a

=p—2p* +p*=p—p*=p(l - p).

g

Kui p on iihtede osakaal kogumis, siis 1 — p on nullide osakaal. Kui me
kodeerime iimber, s.t vahetame nullid ja thed, siis tihtede osakaal on
1 — p ja nullide osakaal p ning korrutiseks saame (1 — p)p, mis vordub
korrutisega p(1 — p). Dispersioon ei soltu sellest, kummale vadrtusele
me omistame koodi ,,0“ ja kummale koodi ,,1“.

Kahevédirtuselise tunnuse dispersioon

Kahevadrtuselise

o2 = p(1 — p) (3.25)

tunnuse
ja standardhilve dispersioon ja
standardhdlve

o= Vpd—p), (3.26)

kus p on iiht vaartust omavate objektide osakaal kogumis.

Niide 3.9. Tootuse méaira standardhilve

Tootuse médr ehk t66puuduse méaidr on té6tute osatahtsus t66-
jous. Eestis oli 2014. aastal t66tuse maar 15-74-aastaste meeste
hulgas 7,9% ja naiste hulgas 6,8%[% Leiame t&6tuse méira stan-
dardhélbed.

Meestel

o =+/0,079 - (1 — 0,079) ~ 0,270.
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Naistel

o =+/0,068 - (1 — 0,068) ~ 0,252.

Naistel on standardhélve ja seega varieerumine viiksem kui
meestel, sest naiste kogum on homogeensem, seal on tddtute
osakaal viiksem.

“Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas| http://pub.stat.ee/. Ta-
bel TT35: t66tuse médr soo ja vanuseriihma jargi.

J

Kahevairtuselise tunnuse dispersiooni ja standardhélbe minimaal-
ne védrtus on 0, kui p = 0 voi kui p = 1. Sellisel juhul on kéigil kogumi
objektidel iihesugune vidrtus ning kogum on homogeenne. Milline on
dispersiooni maksimaalne vairtus? Ilmselt siis, kui erinevaid véadrtusi
on tapselt ithepalju. Seda saab kontrollida arvuliselt (joonis[3.14) ning
nédidata matemaatiliselt.

0_2

0,25¢
0,20t
0,15;
0,10t
0,05¢

02 04 06 08 10°

Joonis 3.14. Kaheviirtuselise tunnuse dispersiooni o2 soltuvus iihe viiirtuse
osakaalust p

Funktsiooni maksimumkoha leidmiseks tuleb votta funktsioonist
tuletis ja panna see vorduma nulliga. Vaatleme dispersiooni ({3.25))
funktsioonina osakaalust p ning leiame tuletise p jargi:

(@*®) = (p-p*) =1-2p.
Dispersiooni tuletis vordub nulliga siis, kui
p = 0,5.
See on dispersiooni maksimumkoht. Dispersiooni maksimum on
02, =05-05=0,25

ja standardhélbe maksimum
Omax — 0,25 - 0,5
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3.10. Varieeruvuse hindamine asendikeskmiste
abil

Nii nagu aritmeetiline keskmine, nii ka standardhélve soltub igast iik-
sikust vadrtusest. Kui moni vaartus on aritmeetilisest keskmisest va-
ga kaugel, mojutab see kohe ka standardhilvet. Kui me ei soovi, et
iiksikud ekstremaalsed vidrtused mojutaksid varieerumise hinnangut,
kasutatakse varieerumise hindamiseks asendikeskmisi: kvartiile ja det-
siile.

Kvartiilhaare (interquartile range) on kolmanda kvartiili Q3 ja Kuvartiilhaare
esimese kvartiili (1 vahe:
IQR = Q3 — Q1. (3.27)

Kvartiilhaarde sisse jaab alati 50% variatsioonrea vidrtustest.

3. kvartiil
(6]
i
&
&
=
bE mediaan
&
=3
v
1. kvartiil

Joonis 3.15. Karpdiagrammil on kvartiilhaare vordne karbi korgusega

Niide 3.10. Keskmise kuupalga kvartiilhaare

Tabelis on keskmine kuupalk (eurot) Eesti ettevotetes aastatel
201020137 Tabeli viimases reas on leitud kvartiilhaare.

2010 2011 2012 2013

3. kvartiil 630 670 750 770
Mediaan 350 380 410 430
1. kvartiil 230 240 260 280

Kvartiilhaare 400 430 490 490

On ndha, et aastatel 2010-2012 keskmise palga kvartiilhaare
suurenes, seega suurenesid ka erinevused palkades. Aastal 2013
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Detsiilhaare,
suhteline

detstilhaare

aga tousid esimene ja kolmas kvartiil ithepalju ning kvartiilhaare
jai samaks.

“Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas| http://pub.stat.ee/. Ta-
bel EM024: ettevotete asendikeskmised suhtarvud (kvartiilid, mediaan) te-
gevusala jargi.

Lisaks kvartiilhaardele kasutatakse monikord ka detsiilhaaret (in-
terdecile range), mis on iitheksanda detsiili ja esimese detsiili vahe, ning
suhtelise variatsioonnéitarvuna suhtelist detsiilhaaret (interdecile
ratio), mis on detsiilhaare jagatud viienda detsiiliga ehk mediaaniga.

Niide 3.11. Sissetulekute vordlus

Vordleme sissetulekute jaotust neljas Euroopa riigis, kasutades
Eurostati andmeid aastast 2001 Tabelis on toodud iihe inimese
kohta tuleva sissetuleku 1., 5. ja 9. detsiil (eurot), mille pohjal
on leitud detsiilhaare ja suhteline detsiilhaare. Millises riigis on
ebavordsus koige suurem?

Belgia Kreeka Hispaania Portugal

1. detsiil, € 4840 1498 1767 1260
5. detsiil, € 9436 4292 5185 3460
9. detsiil, € 28618 13234 16783 14175
Detsiilhaare, € 23778 11736 15016 12915
Suhteline detsiilhaare 2,5 2,7 2,9 3,7

Kui kasutada otsustamiseks detsiilhaaret, siis see on kodige suu-
rem Belgias. Kuid suhteline detsiilhaare on koige suurem Por-
tugalis ning selle péhjal voib viita, et koige suurem ebavordsus
sissetulekute jaotuses esineb seal.

¢Allikas: Eurostat.

3.11. Sagedusklasside arvu soltuvus tunnuse
varieerumisest

Alapeatiikis vaatasime tunnuse vadrtuste intervallimist ehk klassi-

desse jaotamist. Uheks probleemiks oli sobiva klasside arvu leidmine

ning seal oli soovitatud selleks kasutada Sturgesi valemit, kus klasside
arv soltub kogumi mahust n.
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Kuid mida enam vaadeldav tunnus varieerub, seda rohkem on sage-
dusklasse vaja, et saadav sagedustabel kajastaks kirjeldatava kogumi
reaalset struktuuri. Seepérast on vilja pakutud mitmed alternatiivsed
valemid klassi laiuse madramiseks.

Scotti valem optimaalse klassi laiuse médramiseks (D. W. Scott,

1979):
3,50
=
kus o on standardhilve ja n kogumi maht. Seda kasutatakse néiteks
histogrammi konstrueerimisel programmi Excel andmeanaliiiisivahen-
diga Histogram, mis asub komplektis Data Analysis.

Freedman ja Diaconis (1981) soovitasid hajumise arvesse votmiseks
kasutada kvartiilhaaret:

d (3.28)

2IQR
_ QR (3.29)
In

kus IQR on kvartiilhaare ja n kogumi maht.
3.12. Ulesanded
3.1. Olgu meil viis erinevat arvu: 1, 2, 5, 7 ja 10. Leida Standardhdlve

a) keskmine hilve 1 3" (2; — 2);

b) keskmine absoluuthélve;

c¢) standardhéalve.
Vastus lk G611
3.2.  Arvukogumi dispersioon on 25. Kui suur on nende arvude stan-

dardhilve? Vastus lk 6611

3.3.  Joonisel on toodud kahe arvukogumi histogramm. Kumma
kogumi standardhilve on suurem? VAsTUS lk

60¢ 60¢
50tKogum A 50tKogum B
40¢ 40¢
30 30¢
20¢ 20¢
10} 10¢

Qb SRR -
20 30 40 50 60 70 80 90 20 30 40 50 60 70 80 90

Joonis 3.16. Kahe kogumi histogramm, {ilesanne

3.4. Olgu meil kolm arvukogumit:
A={8,9, 10, 11, 12};
B={10, 10, 10, 10, 10};
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Variatsiooni-
kordaja

Tsebosovi
teoreem

Standardiseeri-
tud
vaartus

Astimmeetria
ja pistakus

C={5, 7, 10, 13, 15}.
Hinnata ilma arvutamata, millise arvukogumi standardhélve on koige
suurem ja millisel kdige véiksem. VasTus lk

3.5.  Arvukogumi aritmeetiline keskmine on Z ja standardhélve o.
Kuidas aritmeetiline keskmine ja standardhélve muutuvad, kui

a) igale vaartusele liidetakse {iks ja sama arv a;

b) igat védrtust korrutatakse iihe ja sama arvuga b?

VasTus lk

3.6. Aastatel 2004-2009 oli autotootja BMW keskmine toodang
1,36 miljonit autot aastas standardhilbega 0,10 miljonit autot (BMW,
2013)). Kulud aastas olid keskmiselt 37,4 miljardit eurot standardhél-
bega 2,38 miljardit eurot. Kumb suurus varieerus rohkem? VAsTUS lk
66T

3.7.  2015. aastal tehti Tallinnas 8770 korteri ostu-miiligi tehingut
keskmise hinnaga 1548,33 eurot ruutmeetri kohtaﬂ Korteritel pindala-
ga 10-29,99 m? oli keskmine pinnaiihiku hind 1481,70€ /m? standard-
hilbega 599,41 €/m? ja korteritel pindalaga iile 70 m? oli pinnaiihiku
keskmine hind 1789,50€ /m? standardhiilbega 703,22 €/m?. Kas pin-
natihiku hind varieerus rohkem suurematel véi viiksematel korteritel?

VasTus lk

3.8.  2010. aastal oli ettevotte kasumi standardhélve 0,40 mln krooni
ja variatsioonikordaja 0,19. Kui suur on standardhélve eurodes? Kas
variatsioonikordaja muutub, kui minna kroonidelt iile eurodele? 1 EUR
= 15,6466 EEK. VasTus Ik

3.9.  Leida, kui suur osa tunnuse vaértustest on

) aritmeetilisest keskmisest kaugemal kui 1,5 standardhélvet;

) aritmeetilisele keskmisele ldhemal kui 1,5 standardhélvet;

) aritmeetilisest keskmisest kaugemal kui 5 standardhélvet;
d) aritmeetilisele keskmisele 1dhemal kui 5 standardhélvet.

VasTUs 1k 6611

o T

3.10. 2014. aasta riigieksamil oli kitsa matemaatika tulemuste arit-
meetiline keskmine 34,2 punkti standardhélbega 21,5 punkti. Eesti kee-
le eksami tulemuste aritmeetiline keskmine oli 64,8 punkti standard-
hélbega 16,2 punkti[ﬂ Pille sai kitsas matemaatikas 50 punkti ja eesti
keeles 80 punkti. Kummas aines oli tema tulemus silmapaistvam? VAS-

TUs 1k BET]

3.11. Joonisel on nelja erineva jaotuse histogrammid. M&3-
rata, milline asiimmeetriakordaja ja pustakuse kordaja paar millisele
histogrammile vastab.

7 Allikas: Maa-amet, tehingute andmebaas, http://www.maaamet .ee
8 Allikas: Innove, riigicksamite statistika 2014, http://www.innove.ee
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1. A=—0,02, E = —0,35;
2. A=—1,1, E = 0,61;

3. A=—-042, E = —1,0;
4. A= -0485 E = —0,.28.

VasTus 1k 6611
A
]| ﬂmh -
mﬂﬁ;rm WWH

Joonis 3.17. Nelja erineva jaotuse histogrammid iilesande 3 Juurde

3.12. Panna kirja valemid jérgmiste momentide jaoks:
a) 1. jarku algmoment;
b) 3. jarku algmoment;
c) 4. jarku keskmoment.

Vastus 1k [661]

3.13. 2013. aasta Eesti sotsiaaluuringus kiisitleti 15053 isikut. Vas-
tajatel paluti mérkida ka oma sugu (mees, naine) ning rahvus (eestlane,
muu rahvus). Vastajate seas oli mehi 47% ning eestlasi 79% (Fest: sot-

staaluuring|2013)). Leida tunnuste ,sugu“ ning ,rahvus” standardhélve.
Vastus lk [661)

3.14.  Tuletada valem variatsioonikordaja arvutamiseks kahevaértu-
selise tunnuse korral. VASTUS 1k [6611

3.15. Tabelis on keskmise kuupalga kvartiilid kolmel tegevusalal
aastatel 2008 ja 20137} Koik suurused on tuhandetes eurodes. Leida
tegevusala keskmise kuupalga kvartiilhaare aastatel 2008 ja 2013. Kas
hajumine palkades on suurenenud voi vihenenud? VASTUS lk

?Allikas: Festi Statistikaamet [e-andmebaas| http://pub.stat.ee/. Tabel
EMO024: ettevotete asendikeskmised suhtarvud (kvartiilid, mediaan).
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I

UL03Varieerumi-
ne

Standardhdlve
ja variatsioo-
nikordaja

Standardhdlve
ja
sagedustabel

Tegevusala 2008 2013

Q1 Me Q3 Q1  Me Qs
Too6tlev t60stus 0,30 0,49 0,74 0,34 0,55 0,81
Hulgi- ja jaekaubandus 0,23 0,40 0,75 0,28 0,44 0,80
Veondus ja laondus 0,29 0,44 0,69 0,32 0,46 0,71

Jirgmiste lilesannete andmed on failis
UL03Varieerumine

A.3.1. USA-s on iile 7000 elektrijaama. Tabelis on 25 elektrijaama

tootmiskulud, elektrienergia toodang ja té6tajate keskmine tunnitasu
1955. aastal (Nerlove, 1963). Leida aritmeetiline keskmine, standard-
hélve ja variatsioonikordaja. Milline tunnus varieerub kéige rohkem?
Vastus lk

A.3.2. Tabelis on andmed 1997. veebruaris Eesti internetikaubama-

jas miiiigil olnud kohvimasinate hindade kohta. Hinnad on teisendatud
eurodesse. Analiiiisida kohvimasinate hindade varieerumist erinevate
tootjatel korral. Selleks leida aritmeetiline keskmine, standardhilve ja
variatsioonikordaja terve kogumi ning eraldi nelja firma jaoks: AEG,
Moulinex, Philips ja Severin. Millise tootja hinnad varieeruvad koige
rohkem? Millisel tootjal varieeruvad hinnad koige vihem? VAsTus lk
661

A.3.3. Tehases, kus toodetakse kuullaagreid, voeti iihe tootmisliini

toodangu hulgast vilja 50 laagrit (valim 1) ning teise liini toodangu
hulgast 100 laagrit (valim 2). Kummaski valimis moodeti dra kuul-
laagrite diameetrid. Mootmistulemused on toodud tabelites ,Valim 1¢
ja ,Valim 2.

1. Leida diameetrite aritmeetiline keskmine ja standardhélve kum-
maski valimis.

2. Vorrelda moélema valimi variatsioonikordajaid. Mida voib jérel-
dada?

3. Leida summaarse kogumi (150 tk) diameetrite aritmeetiline kesk-
mine (tildkeskmine).

4. Seejérel avastati, et teise valimi modtmisel oli mooteriista
null paigast dra ja moStmistulemused olid tegelikest vé&r-
tustest 0,003cm vorra viiksemad. Milline on teise valimi
diameetrite tegelik aritmeetiline keskmine, standardhélve ja
variatsioonikordaja?

5. Kas parandus mdjutas 2. osas tehtud jareldust?
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VasTus 1k 6611

A.3.4. Tabelis on juunikuu keskmine chutemperatuur Tartus aastatel

2000720141-1—_0} Leida, kui suurel osal koikidest juunikuudest voib kuu
keskmine dhutemperatuur olla

a) madalam kui 11°C;

b) kérgem kui 19 °C.
Eeldada, et kuu keskmiste chutemperatuuride jaotus on siimmeetriline.
Vastus 1k [662]

A.3.5. 33 Euroopa riigi kohta on toodud té6tuse maar (%) ja elanik-

konna mediaanvanus aastal 20111 Leida molema tunnuse standardi-
seeritud viartus Eesti jaoks. Kumb néitaja on Eestis Euroopa kesk-
misele ldhemal? Vastus lk

A.3.6. Ajakirjas Chance ilmunud artiklis ,Bordeaux Wine Vintage

Quality and the Weather analiiiisisid autorid, kuidas veini hind sol-
tub selle aasta ilmast, mil viinamarjad korjati (Ashenfelter, Ashmore ja
Lalonde, 1995)). Tabelis on kuue veinisordi tosina pudeli hinnad USA
dollarites Londoni veinioksjonil aastatel 1961 ja 1962. Kummal aas-
tal erineb veini Montrose hind teiste veinisortide hindadest rohkem?
VasTtus 1k 662

A.3.7. 50 Aasia, Ladina-Ameerika ja Vaikse ookeani riikide kohta on

toodud jargmised 2009. aasta andmed@

e SKP kasvumaiir aastas, %;

e pollumajanduses toodetud lisandvaértuse kasvumadir aastas, %;
e to0stuses toodetud lisandviirtuse kasvumaar aastas, %;

e imikute suremus (surmade arv 1000 elussiinni kohta).
Leida, milline tunnus on

a) koige siimmeetrilisema jaotusega;

b) koige suurema positiivse asiimmeetriaga;

¢) koige suurema negatiivse asiimmeetriaga.

Vastus lk [662]

A.3.8. Nord Pool Spot on iiks maailma suurimaid elektribdrse ja see

tegutseb Pohjamaades, Saksamaal, Eestis, Leedus ja ka Suurbritan-
nias. Tabelis on toodud elektrienergia keskmine borsihind paevas ja
selle muutus borsi Nord Pool Spot neljas hinnapiirkonnas ajavahemi-
kus aprill kuni september 2011@. Hinnapiirkonnad on: F1 Soome, DK1

10 Allikas: Tartu Ulikooli fiifisikaoskonna e-ilmajaam http://meteo.physic.ut.
ee/

! Allikas: Eurostat http://ec.europa.eu/eurostat

12 Allikas: World dataBank http://databank.worldbank.org

13 Allikas: Nord Pool Spot http://www.nordpoolspot.com/
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Kirjeldav
statistika

Detsiilhaare

Taani 1. hinnapiirkond, DK2 Taani 2. hinnapiirkond, EE Eesti hinna-
piirkond. Leida

a) hinnamuutus protsentides ajavahemikus 1.04.2011 kuni
30.09.2011 koigis hinnapiirkondades;

b) protsentuaalse hinnamuutuse aritmeetiline keskmine, miinimum,
maksimum, asiimmeetriakordaja ja piistakuse kordaja. Mida voib
kahe viimase néitaja pohjal jareldada?

Vastus lk

A.3.9. 38 riigi kohta on toodud jirgmised andmed %}

e keskmine eluiga;

e inimesi iihe televiisori kohta;

e inimesi iihe arsti kohta.

Leida kirjeldava statistika suurused koéigi tunnuste jaoks, kasuta-
des Exceli programmis analiiisivahendit Descriptive Statistics (vt lisa
C.3). Leida vastused jargmistele kiisimustele, vajadusel teha lisaarvu-
tusi:

1. Mida v6ib jireldada tunnuste jaotuste siimmeetria kohta?

2. Kummal tunnusel on jaotuse ,saba“ lamedam ja kaugemale ula-
tuv, kas ,inimesi {ihe televiisori kohta* voi ,inimesi iihe arsti koh-
ta“?

3. Milline suurus varieerub koige rohkem?

VasTUSs 1k 6621

A.3.10. Tabelis on toodud 1993. aastal viljalastud uute automudelite

parameetrid (The 1993 Cars — Annual Auto Issue|/1993).

Milline on koige sagedamini esinev silindrite arv?

Leida hind, millest odavam oli neljandik mudelitest.

Kumb suurus varieerub rohkem, kas hind voi voimsus?

Millise suuruse jaotus on koige lamedam?

Kummad autod on keskmiselt véimsamad, USA-s v6i mujal too-
detud?

VasTUs lk 6621

Gt o=

A.3.11. Toodud on 21 triikraua tootja, mudel, voimsus ja hind

veebruaris 1999. Hinnad on teisendatud eurodesse.
1. Leida koige sagedamini esinev triikraua voimsus.
2. Millisesse hinnavahemikku jédvad 25% koige kallima triikraua
hinnad?
3. Kui suur on hindade kvartiilhaare?
Vastus lk 662

A.3.12. 2012. aasta leibkonna eelarve uuringus osalenud perede seas

oli 1917 kolmeliikmelist peret (Leibkonna eelarve wuring 2012). Tabelis

14 Allikas: World dataBank http://databank.worldbank.org

120


http://databank.worldbank.org

3.12. ULESANDED

on nende perede kulutused leibkonnaliikme kohta aastas kahes hiiviste
grupis: toit ja mittealkohoolsed joogid ning side. Leida kummagi gru-
pi jaoks kulutuste detsiilhaare ja suhteline detsiilhaare. Kumma grupi
korral on kulutuste hajuvus suurem? VASTUS 1k [662]

A.3.13. Investeeringu objektiivne ehk statistiline risk on investeeringu

tulemuse madramatus. Seda riski voib iseloomustada erinevate haju-
vust kajastavate néditajatega nagu niiteks (Kaarma ja Paas, 2000):

e variatsioonamplituud;

o kvartiilhdlve;

e standardhélve;

e variatsioonikordaja.

Tabelis on toodud nelja pensionifondi (LHV Pensionifond S, Nor-
dea Pensionifond A, SEB Optimaalne Pensionifond ja Swedbank Pen-
sionifond K2) osaku puhasviértuse muutus protsentides perioodil 1.
jaanuar 2013-23. oktoober 2015}

1. Leida nende pensionifondide jaoks koik neli nimetatud variat-

sioonnditarvu.

2. Iga naitarvu korral reastada pensionifondid, alustades kdige
riskantsemast, ja leida fondide jérjekorranumbrid ehk astakud.
Veenduda, et erinevate niitarvude kasutamine riski hindamiseks
annab erinevad jirjestused.

3. Kokkuvotliku tulemuse saamiseks leida iga pensionifondi jaoks
nelja astaku summa.

4. Milline fond on nelja nditaja alusel koige riskantsem ja milline
koige véahem riskantsem?

Vastus lk 662

A.3.14. Tabelis on toodud moningate Festi ettevotete miiiigitulu aas-

tal 2006l Andmed on teisendatud eurodesse. Koostada sagedustabel
ja histogramm kahel juhul:
a) klasside arv on arvutatud Sturgesi valemi abil;
b) klasside arv on arvutatud Freedmani ja Diaconise pakutud valemi
abil, kus kasutatakse kvartiilhaaret.
Kumb valem sobib antud juhul paremini? VasTus lk [662]

!5 Allikas: Pensionikeskus http://www.pensionikeskus.ee/
16 Allikas: Eesti Ettevotete Konkurentsivoime Edetabel http://www.konkurents.
ce
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Peatiukk 4

Toenaosusteooria elemente

Eelmises kahes alapeatiikis vaatlesime
vaatlusandmete kirjeldamiseks ning nen- P é% /
dest kokkuvotete tegemiseks kasutata- g S
vaid suurusi ja meetodeid. Kuid statis-
tika ei piirdu ainult kokkuvotete tegemi- ? 3@
sega. Jireldavas statistikas leitakse hin- =
nanguid ja prognoose (veel) vaatlemata
objektide ja situatsioonide jaoks. Need
hinnangud ja prognoosid ei kehti kunagi sajaprotsendilise kindlusega.
Uheks keskseks méisteks kujuneb sel juhul tdeniiosus.
Toendosusteooria on matemaatika haru, mis uurib juhuslike nah-
tuste iildisi seaduspérasusi. Statistika ja toendosusteooria vahekorda il-
lustreerib korvalolev pilt. Jareldava statistika pohiprobleemiks on hin-
nata ,suurest kastist® voetud véikese valimi pohjal, mis seal ,suures
kastis“ on. Enne seda tuleks osata lahendada podrdiilesannet ehk toe-
nédosusteooria iilesannet: me teame, mis on ,suures kastis“ ja selle jargi
oskame maéérata, millise toendosusega millise peotiie saame.

X

Statistika Toendosusteooria
probleem probleeem

4.1. Katse ja siindmus

Toendosusteoorias on katse protsess, mille kiigus toimub teatud ju-
huslik valik etteantud katsetulemuste hulgast. Katse on suvaline arv
kordi korratav ning katse teostamisel esineb iiks ja ainult iiks katse-
tulemus. Katse ei noua inimese sekkumist, ka protsesside vaatlemist
nimetatakse toen#dosusteoorias katseks. Niiteks ilmavaatluse tulemus
voib olla pilvisus vGi paikesepaiste. Seega on ,katse“ ja ,katsetulemus”
toendosusteoorias laiemad moisted kui tavaelus.

Stindmus on teatud katsetulemuste hulk. Siindmuses sisalduvad
katsetulemused on vastava siindmuse jaoks soodsad. Téaringu viska-
misel on voimalikeks katsetulemusteks 1, 2, 3, 4, 5 ja 6 (joonis .
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37

Joonis 4.1. Katsetulemused téringu viskamisel ja kolm siindmust: ,paarisar-
vuline tulemus®, ,paarituarvuline tulemus®, .5 voi 6“

Siindmuseks voib olla paarisarvulise tulemuse saamine. Teine siindmus
on paarituarvulise tulemuse saamine. Stindmuse voime defineerida ka
nii: ,tuleb 5 voi 6“. Antud katsetulemuste hulgal voime defineerida mit-
meid erinevaid stindmusi. Siindmus toimub siis, kui katse tulemuseks on
moni siindmuse jaoks soodne katsetulemus. Mdningaid néiteid katse-
test ja nende katsete kiigus toimuda voivatest siindmustest on toodud
tabelis .1} Siindmusi tahistatakse tavaliselt suurte téhtedega: A, B,

c, .
Tabel 4.1. Niiteid katsete ja siindmuste kohta
Katse Stindmus
Miindivise A Tuleb ,kull“
B Tuleb , kiri*
Kaardi votmine pakist A Tuleb risti

B Tuleb ruutu
C Tuleb punane mast
D Tuleb kiimme

Aktsia hinna muutus A Aktsia hind touseb
B Aktsia hind langeb
C Aktsia hind ei muutu

Juhuslikult véljavalitud 20 A 17 Klienti on rahul
kliendi kiisitlus teenindamisega B 3 klienti ei ole rahul
rahulolu kohta C 15 klienti on rahul

D Ule 15 kliendi on rahul

A Kuu keskmine kaive on
Kuu keskmise kiibe leidmine vahemikus 10-15 tuh €

Kindel,

vormatu ja

Kindel siindmus on siindmus, mis antud katse korral toimub kind-
4 . lasti. Kindla siindmuse hulka kuuluvad koik antud katse voima-
Juhuslik likud tulemused. T#hiseks on tavaliselt .

stindmus
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4.1. KATSE JA SUNDMUS

Voimatu siindmus on siindmus, mis antud katse korral ei saa kunagi
toimuda. Voimatu siindmuse katsetulemuste hulk on tiihi hulk ja
tihiseks (.

Juhuslik stindmus on siindmus, mis antud katse korral v6ib toimuda
voi mitte toimuda.

Juhuslikud stindmused on {iksteist vélistavad, kui need ei saa kor-
raga toimuda. Juhuslikud slindmused on iiksteist mittevilistavad,
kui need saavad toimuda korraga. Kaardi votmisel pakist on siindmu-
sed ,tuleb risti“ ja ,tuleb ruutu® {iksteist vilistavad, kuid stindmused
Ltuleb risti“ ja ,tuleb kiimme* mittevilistavad.

Stindmused moodustavad tiieliku siisteemi, kui nad on {iksteist
vélistavad ja katse tulemusena toimub vihemalt tiks neist. Moned néi-
ted taieliku siisteemi moodustavatest stindmustest:

e kaardi votmisel pakist tuleb risti, ruutu, artu voi poti;

e aktsia hinna muutus: hind téuseb, jadb samaks véi langeb;

e tinaval vastu tuleva inimese vanus on viiksem kui 30 aastat, 30—

50 aastat, suurem kui 50 aastat.

Siindmuse A vastandsiindmuseks A nimetatakse siindmust, mis  Vastand-
seisneb slindmuse A mittetoimumises. Vastandsiindmused on iiksteist sindmus
vélistavad ja moodustavad téieliku siisteemi.

Siindmustega voib teha tehteid, mille abil saadakse uusi siindmu-
si. Need tehted langevad sisuliselt kokku tehetega, mis tehakse vasta-
vate katsetulemuste hulkadega. Seepérast kasutatakse tehtemérkidena
hulgateoorias kasutatavaid mérke ,iihend“ U (stindmuste summa) ja
sihisosa“ N (siindmuste korrutis).

Tahistame ostja poolt leiva ostmist tdhega L ja saia ostmist tdhe-
ga S. Ostja voib osta kas ainult leiba, ainult saia voi molemat. Need
siindmused ei vélista teineteist. Siindmus ,ostja ostab kas leiba voi saia
voi molemat” on nende kahe siindmuse summa. Joonisel on see ko-
gu erinevates suundades viirutatud ala. Stindmus ,j0stja ostab leiba ja
saia“ on aga nende siindmuste korrutis, joonisel on see piirkond,
kus kaks erineva nurga all viirutatud hulka kattuvad.

Kahe siindmuse summaks nimetatakse siindmust C', milles toi-

mub kas sindmus A voi sindmus B vol molemad koos:
Stndmuste

C=AUB. (4.1) summa ja
korrutis
Kahe siindmuse A ja B korrutiseks nimetatakse siindmust C,
mille korral esineb nii siindmus A kui ka siindmus B:

C=ANB. (4.2)
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@ ostjad, kes ostavad leiba
@ ostjad, kes ostavad saia
® ostjad, kes ostavad leiba ja saia

Joonis 4.2. Sindmuste summa ja korrutis

Stindmuste summa ja korrutisega puutume tihti kokku péringu-
te tegemisel andmebaasidest voi otsingumootoritest. Kui andmebaasis
on niiteks inimeste vanus tiisaastates ja me soovime vélja filtreerida
isikuid, kelle vanus on 18 v6i 19, siis tuleb filtri defineerimisel kirjuta-
da ,vanus=18 OR vanus=19“. Inglisekeelne OR tdhendab ,v6i“ ja see
tdhistab siindmuste summat. Mone tarkvara korral kasutatakse selleks
piistkriipsu |. Erinevad t&histused siindmuste summa téhistamiseks on:

AUB, AORB, A|B.

Kui tahame andmebaasist vilja filtreerida 18-aastased mehed, siis
paneme tingimuseks ,vanus=18 AND sugu=mees". Ingliskeelne AND
tdhendab ,,ja“ ning see tdhistab siindmuste korrutist. Teine véimalus
selle téhistamiseks on méark &. Frinevad tdhistused siindmuste korru-
tise tdhistamiseks on:

ANB, AAND B, A& B.

Kui paneme andmebaasist inimeste vanuse jérgi filtreerides tingi-
museks ,vanus=18 AND vanus=19“ siis on selge, et saame tulemuseks
tiihja hulga. Inimese vanus ei saa olla korraga 18 aastat ja 19 aastat,
need on teineteist vilistavad siindmused.

Kui siindmused A ja B on iiksteist vilistavad, siis nad ei saa
korraga toimuda ja nende korrutis on véimatu siindmus:

ANB=1. (4.3)
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4.2. Toenaosus

Uhe ja sama katse tulemuste pohjal méiratletud siindmustel voib olla
erinev voimalikkus. Stindmusel, mille soodsate katsetulemuste hulk on
suurem, on rohkem v&imalusi toimuda. Seda voimalikkust viljendab
siindmuse toenéosus. Juhuslikud siindmused on vordvéimalikud, kui
iihel neist pole rohkem voimalusi esiletulekuks kui teisel. Vordvoimali-
kel sindmustel on vordne arv soodsaid katsetulemusi.

Toendosuse arvvairtuse leidmiseks on kolm meetodit:

e teoreetiline;

e statistiline;

e subjektiivne.

Klassikaline ehk teoreetiline toenfosus Teoreetiline
Olgu katsel n katsetulemust. Eeldame, et t6eniosus
1) arvesse on voetud koikvoimalikud katsetulemused, s.t mit-
te iihtegi ei ole vilja jaetud;
2) koik katsetulemused on iiksteist paarikaupa vélistavad;
3) koik katsetulemused on vordvoimalikud.
Siindmuse A tdendosus P(A) on siis stindmuse jaoks soodsate
katsetulemuste arvu m ja koigi katsetulemuste arvu n suhe

pA) =", (4.4)

Katsetulemused on vordvoimalikud, kui neil kdigil on iithesugune
voimalus vastava katse tulemusena esineda. Vordvdimalikkuse mois-
te on tihti raskesti kontrollitav. Sageli kasutatakse selle tuvastamiseks
slimmeetriat (miint, taring).
Tabelis on toodud moningaid néiteid klassikalise toenéosuse
leidmise kohta. Koikidel juhtudel kehtivad mainitud kolm eeldust. Kui
aga néiteks téringuga on manipuleeritud ning selle raskuskeset nihuta-
tud, siis ei ole enam silmade 1-6 esinemine vordvoimalik ning valemit
kasutada ei saa.
Tdenéosuse definitsioonist tulenevad jargmised toendosuse oma- Tjendosuse
dused. omadused
e Kuna valemis alati 0 < m < n, siis juhusliku siindmuse
A toimumise toendosus voib olla vahemikus nullist iiheni: 0 <
P(A) <1.
e Kindla siindmuse ) korral mq = n ning kindla siindmuse toe-
ndosus P(Q) = 1.
e Voimatu siindmuse () korral my = 0 ning voimatu siindmuse toe-
niosus P(0) = 0.
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Vastand-
stindmuse

toendosus

Tabel 4.2. Niiteid klassikalise toendosuse leidmisest

Soodsate Koigi Toenaosus
. tulemuste tulemuste m
Katse Siindmus arv m arv n —
n
1
Miindivise Tuleb "kull" 1 2 3
. . 2 1
Taringuvise  Tulemus on 2 6 - ==
. 6 3
suurem kui 4
.. 13 1
Kaardi vot- Mast on ruu- 13 52 % = 1
mine 52 lehe- tu
ga pakist
2
Laps siinnib ... nidala- 2 7 =
7
vahetusel

Kui siindmuse A jaoks soodsate katsetulemuste arv on my4, siis
vastandsiindmuse A jaoks soodsate katsetulemuste arv

mgz=mn-—ma.
Jagame selle vorduse molemad pooled ldbi katsetulemuste arvuga n:

mg n ma

n n n

Viimasest seosest saame valemi vastandsiindmuse A toendosuse leid-
miseks.

Kui siindmuse A toenédosus on P(A), siis selle vastandsiindmuse

A tdeniosus
P(A)=1- P(A). (4.5)

Kui siindmused Aq, Ao, ..., A moodustavad siindmuste téaieliku
siisteemi, siis nende stindmuste jaoks soodsate katsetulemuste arvud
peavad rahuldama seost

ma, +Ma, +...+my, =n.
Jagame selle vorduse moélemad pooled 1dbi katsetulemuste arvuga n:

ma ma ma n
Ly 24+ —E ==

n n n n

Saime seose toendosuste jaoks.
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Taieliku siindmuste siisteemi moodustavate sindmuste toenéo-
suste summa on tks:

> P4 =1. (4.6)

Paneme téhele, et kui siindmuste téieliku siisteemi moodustavad
ainult kaks siindmust, siis need on siindmus ja selle vastandsiindmus.
Sellisel juhul saame valemist (4.6, et

P(A) + P(A) =1,

mis on kooskolas valemiga .

Kui pole voimalik leida klassikalist tdendosust, kasutatakse statis-
tilist (empiirilist) toendosust. Niiteks pole teoreetiliselt voimalik leida
nisuterade idanemise tOendosust. Selle médramiseks pannakse saagist
voetud terade hulgast idanema 1000 tera. Kui neist idaneb 940, loe-
takse pollusaagi idanevuseks

4
P(,idaneb®) = 940

— 2~ 0,94 = 94%.
To00 ~ 94 = 94%

Kui me soovime leida téenédosust, et juhuslikult véljavalitud inime-
ne on t66tu, siis me voime kiisitleda 1000 inimest. Kui nende tuhande
isiku hulgas on 200 too6tut, siis toenfdosus

200
P(,t66tu") = —— = 0,2 = 20%.
(:46607) = 7556 = 0 %
Seda nimetatakse ka tootuse méaaraks.

Kui k on katsete arv ja f siindmuse A esinemissagedus nen-
des katsetes, siis siindmuse A toimumise suhteline sagedus ehk
statistiline toenfosus

P*(A) = % (4.7)

Kui katsete arv k ei ole eriti suur, on siindmuse toimumise sagedus
(ja ka suhteline sagedus ehk statistiline toen#dosus) juhuslik suurus.
Katsete arvu suurenedes aga statistiline t6endosus enamasti koondub,
s.t liheneb mingile konstantsele vidrtusele (joonis [4.3).
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Suurte arvude

seadus

Suhteline ‘
sagedus

Katsete arv k

Joonis 4.3. Katsete arvu suurenemisel suhteline sagedus koondub

Suurte arvude seadus
Katsete arvu k suurenedes laheneb stindmuse esinemise statisti-
line toendosus siindmuse esinemise toendosusele tiksikul katsel:

P*(A) 2= p(A).

Kui lisaks statistilisele toendosusele on voimalik leida ka teoreetilist
toendosust (nditeks téringuvise, kaardi tombamine pakist jpm), siis
statistiline toendosus koondub teoreetiliseks toendosuseks.

Niide 4.1. Taringu viskamine

Téaringu viskamisel on silmade arvu ,6“ saamise teoreetiline toe-
néosus % ~ 0,1667. Kui teostada erineva pikkusega katseseeriad,
siis ,,6“ esinemise suhteline sagedus ldheneb sellele arvule. Tabelis
on toodud silmade arvu ,6“ esinemise suhtelised sagedused eri-
neva pikkusega katseseeriate korral, kusjuures iga k korral kor-
rati viskeseeriaid kolm korda. Néeme, et visete arvu suurenedes
ldheneb suhteline sagedus teoreetilisele toendosusele.

Visete arv & Seeria 1 Seeria 2  Seeria 3

50 0,120 0,180 0,160
100 0,180 0,170 0,200
1000 0,169 0,170 0,164
5000 0,165 0,165 0,160

Toendosuse subjektiivset hindamist kasutatakse, kui pole voima-
lik leida teoreetilist tdendosust ega saa ldbi viia ka katseid statistilise
toendosuse leidmiseks. Subjektiivsel hindamisel kasutatakse olemasole-
vat informatsiooni ja intuitsiooni. Erinevad inimesed hindavad iihe ja
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sama slindmuse toendosust erinevalt. Niiteks kui suure toenfosuse-
ga voidab jargmise mingu korvpallimeeskond ,Karmed“? Objektiivselt
pole seda tdendosust voimalik leida ei teoreetiliselt ega ka katseliselt,
igaiiks voib anda aga oma subjektiivse hinnangu. Sageli kasutatakse
vordsete voimaluste printsiipi: kui véimalike alternatiivide tdenéo-
sused pole teada, pole pohjust eeldada, et nad on erinevad. Kui on kaks
voimalikku katsetulemust, voetakse nende molema toendosuseks 0,5.
Kolme voimaliku tulemuse korral voetakse iga tulemuse toendosuseks
1/3.

4.3. Tehted toendosustega

Kui me teeme siindmustega mingi tehte, siis teades ldhtesiindmuste
toendosusi, voime leida ka tehte tulemusena saadud stindmuse toenéo-
suse.

Niide 4.2. Arvestuse saamise toeniosus

200 loengukursust kuulanud iliopilase seast sooritas esimese
kontrollté6 positiivselt 160 iiliopilast ja teise kontrolltod 140
iiliopilast. 124 iiliopilast sooritas molemad kontrollt66d positiiv-
selt. Oppejoud otsustas, et arvestuse saavad need iilidpilased,
kes sooritasid positiivselt vihemalt iithe kontrollt66. Kui suur on
toendosus, et selle kursuse kuulaja saab arvestuse?

Olgu siindmus A esimese kontrollté6 positiivne sooritamine ja
sindmus B teise kontrolltdd positiivne sooritamine. Vastavad
toendosused on siis:

160
P(A) = 555 = 08;
140

Toen#osus, et molemad kontrolltood sooritatakse positiivselt, on

124
P(ANB) = 200 = 0,62.
Arvestuse saavad need, kes sooritasid positiivselt ainult esimese
kontrollt66, need, kes sooritasid positiivselt ainult teise kontroll-
t606, pluss need, kes sooritasid positiivselt molemad kontrollt66d.
Esimese kontrollt66 positiivselt sooritanud 160 {ilidpilase seas
on ka need, kes tegid dra molemad kontrollt6dd. Ka 140 liopi-
lase seas on moélema kontrollt66 positiivselt sooritanud. Et me
molema kontrollt6o sooritanuid kahekordselt ei arvestaks, tuleb
arvestuse saajate arv leida jargmiselt: 1604140 —124. Arvestuse
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Stindmuste
summa

toendosus

saamise toendosus on siis:

160 + 140 — 124 160 140 124
200 —ﬁ+ﬁ—%—0,8+0,7—0,62—0,88.

See tdhendab, et toendosuste summast tuleb lahutada korrutise
toenaosus.

Vastus: toendosus, et selle kursuse ldbimisel dnnestub saada ar-
vestus, on 0,88.

Kahe stindmuse summa toendosus vordub nende slindmuste
toendosuste summaga, millest on lahutatud nende stindmuste
korrutise tdendosus:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(An B). (4.8)

Kui slindmused on teineteist vilistavad, siis nende siindmuste kor-
rutise toendosus on null (valem (4.3)) ja valemis (4.8) jdab jarele vaid
toendosuste P(A) ja P(B) summa.

Kahe teineteist vilistava siindmuse summa toendosus vordub
nende stindmuste tdenédosuste summaga:

P(AUB) = P(A) + P(B). (4.9)

Niide 4.3. Ostjate vanusegrupid

Kui kuni 17-aastaseid ostjaid on 20% ostjate iildarvust (toenéo-
sus P(A) = 0,20) ja 18-25-aastaseid 15% (t6endosus P(B) =
0,15), siis toendosus, et ostja on kuni 25-aastane, on

P(AU B) = P(A) + P(B) = 0,20 + 0,15 = 0,35.

Siin ei ole vaja korrutise toenfdosust maha lahutada, sest ostja
ei saa olla korraga kuni 17-aastane ja 18-25-aastane, need on
teineteist vilistavad siindmused.

Tihti on siindmuse A toen#dosuse leidmisel teada lisainformatsiooni
mingi teise siindmuse B toimumise kohta: toimus voi ei toimunud. Néi-
teks toendosus, et ostja ostab poest beebitoitu, ei ole eriti suur. Kui aga
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ostja ostab pabermahkmeid, siis toendosus, et ta ostab ka beebitoitu,
on oluliselt suurem. Sellisel juhul on tegemist tingliku toendosusega
(conditional probability). Seda kasutatakse néiteks sihtturunduse juu-
res. Toendosus, et mingi toode rahuldab koéiki tarbijaid vordvaarselt,
on iipris viike. Aga tdendosus, et see rahuldab teatud tarbijate rithma,
kes on ostnud né&iteks mingit muud sellega seotud toodet, on oluli-
selt suurem. Seepédrast on moistlik kujundada turundustegevus valitud
sihtgrupi jaoks.

Siindmuse A toimumise tinglik to6endosus P(A|B) on siind-
muse A toimumise téendosus, kui on toimunud siindmus B.

Niide 4.4. Meeste ja naiste edutamise toendosus

Ettevottes on 1200 tootajat: 960 meest ja 240 naist. Kahe aasta
jooksul on edutatud 324 tédtajat, nende seas oli 288 meest ja
36 naist. Ettevotte juhtkonda siiiidistatakse naiste diskriminee-
rimises, kuna naisi on viihe edutatud.

Ei
Edutati edutatud Kokku
Mees 288 672 960
Naine 36 204 240
Kokku 324 876 1200
Vastavad toendosused:
Ei
Edutati edutatud Kokku
Mees 0,24 0,56 0,80
Naine 0,03 0,17 0,20
Kokku 0,27 0,73 1,00

Toen#osuste tabelist on nédha, et suvalisest soost té6taja edu-
tamise toendosus on 0,27. Kui suur on toendosus, et edutatud
tootaja on mees voi naine? Votame kasutusele jirgmised siind-
muste téhistused: M — t66taja on mees; N — t66taja on naine;
E — tootajat edutati.

Meil tuleb leida tinglikud téendosused P(E|M) ja P(E|N) ning
vorrelda neid.

Mehe toendosuse edutamiseks leiame, kui edutatud meeste arvu

jagame meeste koguarvuga: % = 0,3. Kasutades aga toendosu-
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si, siis %2 = 0,3 ehk
P(MNE)

P(EIM) = —por

Naise edutamise toenfosuse leiame, kui jagame edutatud naiste
arvu naiste koguarvuga: % = 0,15. Kasutades aga toendosusi,
0,03 _

sils Ggp = 0,15 ehk

P(NNE)

P(EIN) = =5

Kuna naistel on edutamise téenfosus kaks korda viiksem kui
meestel, voib toesti tegemist olla soolise diskrimineerimisega.

Tingliku
toendosuse

leidmine

Siindmuse A tinglik toendosus siindmuse B suhtes on leitav
jargmiselt:
P(ANB)

P(AIB) = =55

(4.10)

Kasutades toendosuse leidmiseks soodsate katsetulemuste arvu m

ja koikide katsetulemuste arvu n jagatist (valem vOi ), voib
tinglikku toendosust arvutada jargmiselt: olgu koikide katsetulemuste
arv n, slindmuse B jaoks soodsate katsetulemuste arv mp ning siind-
muste A ja B korrutise AN B (esinevad molemad stindmused) jaoks
soodsate tulemuse arv mypg. Siis

P(B) = % P(ANB) = % P(A|B) = %
B

Niide 4.5. Vaesusrisk paljulapselistes peredes

Suhteliseks vaesuseks loetakse seda, kui sissetulek leibkonna liik-
me kohta on viiksem kui 60% mediaansissetulekust. Nimetame
olukorda, kus leibkond elab suhtelises vaesuses, vaesusriskiks, ja
téhistame seda olukorda tdhega V.

2013. aasta Eesti sotsiaaluuringu valimis oli vastajaid 15 053.
Neist elas suhtelisest vaesuspiirist allpool 2770. Neid leibkondi,
kus alla 25-aastaseid lapsi oli neli v6i rohkem, oli 791. T&hista-
me siindmust ,laste arv leibkonnas neli voi rohkem® tdhega L.
Nendest elas suhtelises vaesuses 303. (Eest: sotsiaaluuring|2013))
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4.3. TEHTED TOENAOSUSTEGA

Siis tildine vaesusriski toendosus on

2770
P = ——— =0,184.
V) 15053 0.18

Vaesusriski toendosus nende perede korral, kus alla 25-aastasi
lapsi on neli voi rohkem, on
303

P(V|L) = =57 = 0,383.

Kuna siindmuse A toimumise téendosust, kui on toimunud siind-
mus B, nimetatakse tinglikuks toendosuseks P(A|B), siis siindmu-
se A toimumise tdendosust ilma informatsioonita siindmuse B kohta
P(A) voib nimetada tingimusteta toendosuseks (unconditional proba-
bility). On selge, et kui tinglik ja tingimusteta toenfosused on vordsed:
P(A|B) = P(A), siis siindmuse B toimumine ei mdjuta siindmuse A
toimumise toendosust. Sellisel juhul Geldakse, et siindmused A ja B
on soltumatud. Kui aga P(A|B) # P(A), siis siindmuse B toimumine
mojutab siindmuse A toimumise tdendosust (suurendab voi vihendab)
ning A ja B on soltuvad siindmused.

Kui kahe siindmuse A ja B korral kehtib vordus

P(A|B) = P(A), (4.11) Soltuvad ja
soltumatud
siis deldakse, et A ja B on s6ltumatud siindmused. stiindmused
Kui
P(A|B) # P(A), (4.12)

siis siindmuse B toimumine méjutab siindmuse A toimumise
toendosust ning A ja B on soltuvad siindmused.

Niide 4.6. Kas koolitusest on kasu?

Kokkuvotete tegemisel miiiigikoolitusprogrammist selgus, et
50-st eelmisel aastal preemia saanud miiiigiesindajast oli 20 1&bi-
nud koolituse. Kokku on ettevottes 200 miiiigiesindajat ja koo-
lituse ldbis 40% koigist miitigiesindajatest.
1. Kui suur on toendosus, et miiligiesindaja saab preemia?
2. Kui suur on toendosus, et preemia saanud miiiigiesindaja
on ldbinud koolituse?
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Stndmuste
korrutise

toendosus

3. Kui suur on tdendosus, et miiligiesindaja on saanud nii
koolituse kui ka preemia?
4. Kui suur on toen#osus, et koolituse ldbija saab preemia?
5. Kas koolitusest on kasu?
Tahistame preemia saamist tdhega P ja koolitusel kdimist tdhe-
ga K.

1. Toendosus, et miiiigiesindaja on saanud preemia:

50

P(P)=— =0,25.
(P) =555 =0,
2. Tdendosus, et preemia saanud miiiigiesindaja on ldbinud
koolituse:
PKIP) =2~ 04
S50 T

3. Tdendosus, et miiiigiesindaja on saanud nii koolitust kui
ka preemiat:

20

4. Toendosus, et koolituse ldbija saab preemia
P(P|K) ="

Selle leidmiseks kasutame tingliku toenédosuse leidmise va-

lemit (4.10]) ja arvestame, et koolituse labimise téendosus
P(K) =0,4:

P(KNP) 01
P(K) 04

P(P|K) = =0,25.
5. Kas koolitusest on kasu? Kuna P(P) = P(P|K), on pree-

mia saamine ja koolituse ldbimine séltumatud siindmused.
Jarelikult miiiigikoolitusest ei ole kasu.

J

Kui siindmuse A tinglik toenfosus B suhtes on teada ja tuleb lei-
da nende stindmuste korrutise toenéosus, siis seda saab leida seosest
(14.10]).

~

Kahe siindmuse A ja B korrutise toendosus leitakse tingliku
toendosuse abil:
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4.3. TEHTED TOENAOSUSTEGA

Siindmuste korrutise toendosust nimetatakse monikord ka siind-
muste tihistoendosuseks.

Naiide 4.7. Lehe tellijad

Péaevalehel Meie Pdev ilmub ka laupéevane lisaleht Meie Lau-
pédev, mida peab eraldi tellima. Toimetusele on teada, et koiki-
dest ajalehtede tellijatest tellib 84% just nende péevalehte. Li-
saks on teada, et koigist lehe Meie Péev tellijatest tellib 75% ka
laupédevast lisalehte. Kui suur on tden#osus, et lugeja tellib nii
pievalehe Meie Pédev kui ka selle laupdevase lisalehe?

Olgu péevalehe tellimine siindmus M ja lisalehe tellimine siind-
mus L. Siis P(M) = 0,84 ja P(L|M) = 0,75. Molema lehe telli-
mise toéendosus on

P(MNL)=P(LIM) - P(M)=0,75-0,84 = 0,63.

Kuna soltumatute siindmuste korral kehtib seos P(A|B) = P(A),
siis korrutise tdendosuse valemis (4.13]) voime teha vastava asenduse
ning korrutise téenédosuse leidmine lihtsustub.

Kahe teineteisest soltumatu siindmuse korrutise toendosus vor- Soltumatute

dub nende siindmuste toendosuste korrutisega: )
stindmuste
toendosus

Miindi ja tdringu viskamisel kehtib alati see eeldus, et jérjestikuste
visete tulemused on séltumatud ning siis saame alati kasutada valemit
. Samuti voib paljudel muudel juhtudel eeldada, et siindmused
on iiksteisest sdltumatud.

Naiide 4.8. Statistika eksami pdev ja ilm

Kui péikesepaistelisi ilmasid on 40% péaevadest, siis toendosus
P(,piike*) = 0,4. Eksamigraafiku tegemisel tdenfosus, et statis-
tika eksam satub esmaspéevale, on P(,E“) = 1/5 = 0,2 (eksamid
toimuvad t6opdeviti). Téendosus, et statistika eksam satub pai-
kesepaistelisele esmaspéevale, on

P(,piike* N, E“) = P(,paike*) - P(,E*) = 0,4-0,2 = 0,08.

Siin kasutame valemit (4.15]), sest eksamigraafiku tegemisel ei
arvestata ilmaga.
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Kui soltumatuse eeldus ei kehti, peame korrutise tdendosuse
leidmiseks valemist (voi ([(.14)) teadma, kuidas iihe siindmuse
toimumine mojutab teise stindmuse toimumise toendosust, s.t peame
teadma tinglikku toendosust.

Naiide 4.9. Sally Clarki kohtuasi

9. novembril 1999. aastal moisteti Suurbritannias oma kahe po-
ja morvas siilidi 35-aastane Sally Clark. Tema esimene poeg
suri 1996. aastal 3 kuu vanuselt ja teine poeg 1998. aastal 8-
nédalaselt. Molemal korral oli ema Sally kodus oma lapsega.
Sally Clark oma siiid ei tunnistanud ning kaitse viitis, et mo-
lemal juhul oli tegemist imiku dkksurmaga. Kohus tegi aga siiii-
dimoistva otsuse, kasutades statistilist toendusmaterjali. (2003
EWCA Crim 1020)

Imiku dkksurma stindroom ehk héllisurm on iihe kuu kuni tihe
aasta vanuse terve imiku &dkiline ja ootamatu surm, millele ei
eelnenud mingeid haigusnéhte ning mille pohjus jaab seletama-
tuks ka lahangul. Kohtus esinenud eksperdi pediaatriaprofessor
Sir Roy Meadow tunnistuse jargi oli Clarki peredele sarnastes
peredes héllisurma toendosus 1/8543. Kahe imiku héllisurma
toendosus on jarelikult

1 11
8543 8543 73 min’

Selle pohjal oli kahe imiku héllisurm Clarki peres eksperdi sonul
viga ebatdendoline. Kohus méistis ema vangi.

Prof Meadow viga oli see, et ta pidas kummagi imiku surma sol-
tumatuteks siindmusteks ja kasutas valemit . Sellele juhtis
tdhelepanu Inglise Kuningliku Statistika Seltsi president prof
P. Green oma kirjas lordkantslerile, kes on Briti kohtusiistee-
mi korgeim ametnik (Green, 2002)). Hallisurma pohjus voib olla
geneetiline ning sel juhul, kui peres esines iiks hillisurm, on tei-
se imiku héllisurma toendosus oluliselt suurem. Seega ei tohi
kasutada soltumatute siindmuste toendosuste korrutamist. Prof
Greeni kirjas rohutati ka, et kui kohtus kasutatakse statistilist
toendusmaterjali, peab eksperdiks olema kindlasti kvalifitseeri-
tud statistik.

Sally Clark moisteti oigeks peale teistkordset edasikaebamist
2003. aasta jaanuaris ja vabastati vanglast.

Tihti on vaja leida toendosust, et korraga toimub rohkem kui kaks
soltumatut siindmust. Naiteks viskame miinti viis korda jirjest ja soo-
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vime leida tdendosust, et koikide visete tulemuseks on  kull“. See toe-
naosus on

0,5-0,5-0,5-0,5-0,5=0,5" = 0,03125.

Analoogselt saame leida soltumatute siindmuste ithistoendosuse juhul,
kui iiksikute slindmuste toendosused ei ole vordsed.

Kui meil on n séltumatut siindmust {57, Ss, ..., S,} toendosus-
tega p1,D2, .- ., Pn, siis nende siindmuste {ihistoendosus
P(S1NSN...NS,)=p1-p2--.. Pn. (4.16)

4.4. Ulesanded

4.1.  Olgu katseks juhusliku kaardi témbamine 52-lehelisest kaardi-
pakist.
1. Mitu voéimalikku katsetulemust on?
2. Milline meetod (teoreetiline, statistiline voi subjektiivne) on an-
tud katse juures sobiv siindmuse toendosuse leidmiseks?
Kui suure toendosusega tommatakse pakist ruutu ass?
Kui suure toendosusega tommatakse pakist dss?
Kui suure toendosusega tommatakse pakist kuningas voi &ss?
6. Kui suure toendosusega tommatakse pakist ruutu iiksteist?

Vastus 1k [664]

Ol W

4.2.  Telemé&ngus kasutatakse taringut, millel on kuus tahku. Kahel
tahul on silmade arv 1, kahel tahul 2 ja kahel tahul 3. Kui suur on
toendosus, et tdringu viskamisel saadakse silmade arv 37 VAsTUS lk
664

4.3.  Olgu katseks kahe kaardi votmine pakist, milles on neli kaarti
taisarvudega 1, 2, 3 ja 4.

1. Panna kirja koikvoimalike katsetulemuste hulk, kui enne teise
kaardi votmist pannakse esimene kaart tagasi. Mitu katsetule-
must on?

2. Panna kirja koikvoimalike katsetulemuste hulk, kui esimest kaarti
tagasi el panda. Mitu katsetulemust on?

Vastus 1k [664]

4.4.  Olgu meil 52-leheline kaardipakk. Pakist voetakse juhuslikult
kaks kaarti. Leida tdendosus, et teine juhuslikult tommatud kaart on
dss, juhul kui

a) esimene kaart pandi enne teise tombamist pakki tagasi;
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b) esimest kaarti tagasi ei pandud ja see ei olnud &ss;
c) esimest kaarti tagasi ei pandud ja see oli &ss.
Vastus 1k [664]

4.5.  Loteriipiletite arv on 1000. Nende hulgas on iiks 100-eurone
voit, viis b0-eurost voitu, kakskiimmend 25-eurost voitu ja viiskiim-
mend 10-eurost voitu. Leida toendosus, et iihe loteriipileti ostmisel voib
a) voita vdahemalt 25 eurot;
b) saada mingi voit.
Vastus lk

4.6.  Vaasis on 12 valget, 15 punast ja 9 kollast roosi. Leida toendo-
sus, et pimedas ruumis juhuslikult valitud roos pole kollane. VASTUS

1k [6641

4.7. 1000 loodud ettevottest on esimese kolme aasta jooksul tege-
vuse lopetanud 45 ettevotet. Kui suur on toéendosus, et vastloodud
ettevote ei tegutse kauem kui kolm aastat? Vastus 1k [664]

4.8. 2013. aastal jagunesid Eesti ettevotted tootajate arvu jargi
jérgmiseltﬂ

Tootajate arv  Ettevotete arv

vaiksem kui 10 105659
1049 5793
50-249 1126
250 ja enam 182

Leida, kui suure tdoendosusega on juhuslikult valitud ettevottes toota-
jate arv:
a) vaiksem kui 10;
b) 250 ja enam.
VasTUS lk 6641

4.9.  Juhuslikult vilja valitud 100 ostjast 32 ei ostnud midagi, 45
ostjat tegid kuni 50-eurose ostu, 15 ostjat tegid 50 kuni 500-eurose
ostu ja 8 ostsid kaupa rohkem kui 500 euro eest. Leida toendosus, et
ostja

a) el osta midagi;

b) ostab kaupa kuni 500 euro eest.
VasTus lk 664

4.10. Leida toendosus, et juhuslikult valitud palgatdotaja palk
a) on suurem kui mediaanpalk;

!Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Tabel
ERO025: statistilisse profiili kuuluvad ettevotted to6tajate arvu ja tegevusala (EM-
TAK2008) jargi.
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b) on palkade 1. ja 3. kvartiili vahel;
c¢) on palkade 2. ja 3. detsiili vahel.
VasTtus 1k 6641

4.11.  Toendosus, et teatud kauba noutav kogus nédalas iiletab 500
tiikki, on 0,04. Mitmel nédalal aastas voib noutav kogus olla suurem
kui 500 tk? Nidalaid on aastas 52. VASTUS lk 6641

4.12. Ettevottes on 100 todtajat, kellest 40 on mehed. Kiisitluse
tulemusel selgus, et oma t66ga on rahul 60 t66tajat, kusjuures nendest
30 olid naised. Leida tden&osus, et

a) mees ei ole t66ga rahul;

b) naine on t66ga rahul.

Vastus lk [664]

4.13. Ettevottes on viis osakonda. Tabelis on toodud iilevaade osa-
kondade esitatud pohivara tellimustest.

Osakonnad
Raamatu-
Miiiik Varustus Tootmine pidamine Ladu | KOKKU
Moobel 10 12 4 8 4 38
Inventar 1 3 9 1 1 15
Kontoritehnika 0 0 4 1 2 7

Avastati, et iihes tellimuses esineb viga. Leida toen#osus, et vigane
tellimus
a) oli moobli tellimise kohta;

b) ei olnud mosbli tellimise kohta,
c¢) tuli laost;
d) tuli tootmisosakonnast;
e) tuli kas tootmisosakonnast voi laost;
f) ei tulnud ei tootmisosakonnast ega laost;
g) oli inventari tellimise kohta, kui on teada, et see tuli tootmisosa-
konnast.
Vastus lk 664
4.14. Ulikoolis kiisitleti 100 iilidpilast, kellele oli m#fratud stipen-

dium. Selgus, et neist 40 t66tasid, 25-1 oli 6ppevolgnevusi ning 15 nii
tootasid kui olid ka oppevolglased. Kui suur on toendosus, et stipen-
diumi saanud iilidpilane kas t66tas voi oli oppevolglane? VasTus lk
664

4.15.  Minti visatakse kaks korda. Kui suur on téenédosus, et
a) molemal korral tuleb  kull*
b) esimene kord tuleb  kiri“ ja teine kord ,kull®;
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¢) iihel juhul tuleb kiri“ ja teisel juhul kull*?
VasTus lk

4.16. Kaks inimest viskavad molemad 60 korda miinti. Mitmel kor-
ral peaksid nad molemad saama tulemuseks ,kiri“? Vastus lk

4.17.  Miinti on rikutud, nii et ,kulli“ tuleku toendosus on 0,2.
1. Kui suure toenédosusega tuleb esimesel viskel ,kiri“ ja teisel viskel
Hkull“?
2. Kui suure toendosusega tuleb kolmel viskel kolmest ,kiri“?
VasTus 1k 664

4.18.  Testitakse uue seadme t66kindlust. On kindlaks tehtud, et
esimesel sisseliilimisel on torke tekkimise toendosus 0,1. Kui torget ei
tekkinud, on jargmisel katsel torke toendosus sama. Kui aga tekib torge,
on jargmisel katsel torke tekkimise toendosus 0,9. Seega torke tekkimise
toendosus soltub sellest, milline oli eelmine siindmus. Leida jargmised
toendosused:

a) torget ei teki kolmel korral jérjest;

b) esimesel korral tekib torge, siis t6otab edukalt kaks katset jarjest;

c¢) esimesel katsel t66tab, siis torge, siis t66tab ja siis jélle torge.
Vastus lk

4.19.  Ettevotte klientide sooline, vanuseline ja elukohajirgne jaotus
on toodud tabelis.

Kliendigrupp Osakaal
Mehed 65%
Naised 35%
18-25-aastased 27%
26-45-aastased 49%
46-60-aastased 24%
Tallinnast ja Harjumaalt 68%
Mujalt Eestist 32%

Leida toendosus, et kaebuse esitanud klient oli
a) mees;
b) 26-45-aastane mees;
¢) mujalt Eestist périt 26-45-aastane mees.
VasTus lk

4.20.  Turu-uuring on ndidanud, et reededhtust meelelahutussaadet
jalgib peredes regulaarselt 30% meestest ja 20% naistest. Lisaks on
teada, et 12% abielupaaridest jilgivad saadet koos. Kui suur on toe-
n#osus, et vihemalt {iks abikaasa on saate regulaarne jélgija? VASTUS

1k 6641

4.21.  Toéendosus, et aktsiad A annavad tulu, on 0,7 ning tGenfosus,
et aktsiad B annavad tulu, on 0,9. Kui suur on tdendosus, et tulu
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toovad molemad aktsiad? Eeldada, et aktsiate A ja B tulusused on
soltumatud. VAsTUS 1k

4.22.  Ettevote saatis kiirtellimuse vajaminevate detailide kohta ka-
hele tarnijale. Kui 4 péeva jooksul kumbagi tellimust ei tdideta, tuleb
tootmine peatada kuni esimese partii saabumiseni. Toendosus, et tar-
nija A tédidab tellimuse 4 pdeva jooksul, on 0,55. Toendosus, et tarnija
B tédidab tellimuse 4 pieva jooksul, on 0,35.
1. Kui suur on toenéosus, et mélemad tellimused tédidetakse 4 pieva
jooksul?
2. Kui suur on toéenfosus, et vihemalt iiks tellimus tdidetakse 4
péaeva jooksul?
3. Kui suure toendosusega tuleb tootmine 4 pieva pirast peatada?
Vastus lk 664

4.23.  Ettevote taotleb kahte lepingut. Lepingu A sélmimise tGenéo-
sus on 0,4 ja lepingu B so6lmimise toendosus on 0,1, kusjuures lepingute
A ja B sdlmimine ei ole teineteisega seotud. Leida jargmised tGendosu-
sed:

a) solmitakse molemad lepingud,

b) ei s6lmita kumbagi lepingut;

c¢) solmitakse ainult tiks leping.
Vastus 1k [664]

4.24.  Aktsiaseltsi noukogusse kuulub 15 liiget. Reorganiseerimiseks
on vajalik vihemalt 80% noukogu liikmete nousolek. Toendosus, et
iga iiksik néukogu liige héiletab poolt, on 0,7, ja see ei soltu sellest,
kuidas iilejadnud liikmed héaédletavad. Kui suure toendosusega laheb
reorganiseerimise ettepanek noukogus 1abi? VasTus 1k [664]

4.25.  Veoauto teeb pievas kaks reisi. Tdiskoorma saamise tdendosus
molemal reisil on 0,25, s.t tdiskoorma saamise toenfdosus pieva teisel
reisil ei soltu esimesel reisil saadud koormast. Leida toendosus, et veok
saab tépselt iihe tdiskoorma péevas. VASTUS 1k [664]

4.26. Enne valimisi uuriti toetust erinevatele parteidele. Kiisitleti
1000 inimest, kellest 600 olid naised. Parteid A toetas 350 vastajat,
parteid B 320 vastajat, parteid C 300 ja 30 vastajal puudus eelistus.
Eeldades, et toetus Gihele voi teisele parteile ei soltu vastaja soost, leida
a) mitu meest vois toetada parteid A;
b) mitu naist vois toetada parteid C;
¢) mitu naist vois toetada kas parteid A voi C.
Vastus lk 6641

4.27.  Sajast bakalaureusetdd kaitsnud iiliopilasest 20 kaitsesid t66
hindele ,,5“ ja nende hulgas oli 15 sellist iilidpilast, kellel oli ka statistika
hinne ,5“. Uldse oli statistika hinne ,5* 25 iiliopilasel 100 hulgast.
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1. Leida tdendosus, et iliopilane kaitseb bakalaureuset6d hindele
D
2. Leida toendosus, et iilidpilane kaitseb bakalaureuseté6 hindele
D% kui tal statistika hinne oli ,,5“
3. Kas slindmused ,bakalaureuset66 hinne 5 ja ,statistika hinne 5¢
on soltumatud voi mitte?
Vastus lk

4.28. Kontrollimaks ettevotetest maksukohustuslaste maksude ar-
vestamise ja tasumise oigsust viis Maksu- ja Tolliamet 1abi 2000 mak-
sukontrolli ja avastas 130 maksupettuse juhtumit. Kontrollitavad et-
tevotted valiti vélja juhuslikult. Ehitusettevotteid oli kontrollitud et-
tevotete seas 250 ja maksupettuse juhtumeid ehitusettevotetes oli 21.
Leida toendosus, et maksupettus avastatakse

a) suvalise ettevotte kontrollimisel,

b) ehitusettevotte kontrollimisel.

c) Kui avastati maksupettus, siis kui suure toendosusega oli tege-

mist ehitusettevottega?

VasTUs lk 664

4.29. Toendosus, et uus teenus onnestub edukalt viia L&ti turule,
on 0,7. Tdendosus, et sama teenus onnestub edukalt viia Leedu turule,
on 0,6, ja toendosus, et see onnestub edukalt molemas riigis, on 0,55.
Kui Léatis onnestus turuleviimine edukalt, siis kui suure téendosusega
on see edukas ka Leedus? VASTUS lk

4.30. Kui suur on téendosus, et kahelapselisel emal on molemad
lapsed pojad? Arvutus teha kahel juhul.

1. Eeldada, et nii esimese kui ka teise lapse siinni korral on tiitre ja
poja slindimine iithesuguse toendosusega.

2. Eeldada, et esimese lapse korral on tiitre ja poja siindimine the-
suguse toendosusega, kuid teise lapse sugu soltub esimese lapse
soost. Kui esimene laps oli poiss, siis teise lapse korral on suurem
toendosus poisi siindimiseks. Sama tiidrukute korral. Vastavad
tinglikud toendosused:

P(,2. poeg®|,1. poeg*) = P(,,2. tiitar“|,1. tiitar*) = 0,6.

VasTus lk

4.31.  Kui suure toendosusega on kahelapselisel emal {iks poeg ja iiks
tiitar, kui kehtib eelmises iilesandes tehtud 2. eeldus? VAsTUS lk

4.32. Tootmise kiivitamisel tuleb seadistada toopinke. Korrektse
seadistamise toendosus on 0,90. Kui t66pink on seadistatud korrekt-
selt, siis defektsete detailide osakaal on 5%. Kui aga seadistus pole
korrektne, on defektsete detailide osakaal 75%.
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4.4. ULESANDED

1. Kui suur on tdendosus, et iihe detaili kontrollimisel avastatakse
defekt?
2. Kvaliteedikontroll valis vélja {ihe detaili ja avastas, et see on de-
fektne. Kui suure toendosusega on to6pink valesti seadistatud?
Vastus 1k 6641

4.33.  Jalgpallimeeskond mangib 55% méangudest koduvéljakul ja
45% kiilas. Kodus méngides on voidu toendosus 0,80, kiilas méngides
voidetakse aga toendosusega 0,65. Eelmisel laupdeval peetud méangus
saavutati voit. Kui suure tdendosusega toimus see méng koduviljakul?
Vastus lk 664

4.34.  Pirast moningast rdmpspostifiltriga e-posti kliendiprogrammi
kasutamist on kéik saabunud kirjad jaotatud kaheks: rampsposti kausta
on kasutaja suunanud 65% koikidest saabunud kirjadest. Automaatselt
suunab rampspostifilter vastavasse kausta need kirjad, mille korral toe-
niosus, et tegemist on rdmpskirjaga, iiletab vadrtuse 0,8. Sona ,deal”
esineb 85% réampsposti kuuluvatest kirjadest ja 10% iilejaanud kirja-
des. Kui saabuv kiri sisaldab sona ,deal“, kas see suunatakse filtri poolt
rampsposti kausta? VASTUS 1k

4.35. Pank planeerib korrastada krediitkaartide viljastamist. Eel-
mistel aastatel 5% kaardiomanikest ei suutnhud oma krediitkaardi volg-
nevusi dra maksta ja pank sai kahjumit. Panga juhtkond on analiiiisi
teel leidnud, et suvalise krediitkaardi omaniku maksevoimetuks jadmise
toendosus on 0,05. Lisaks sellele on kindlaks tehtud, et nendel, kes mak-
sevoimetuks ei muutunud, esines toendosusega 0,2 siiski ithe voi mitme
kuu kaardihooldustasu volgu jadmist. Maksevoimetuks jadnutel oli see
toenfdosus muidugi 1. Leida, kui suure toenfdosusega kaotab maksevoi-
me see klient, kes on jadanud volgu kaardihooldustasu. Pank otsustas,
et sulgeb need kaardid, kelle omanikel on téenfosus jidda maksevoi-
metuks suurem kui 0,20. Kas on pohjust sulgeda kaart, mille omanik
jéi volgu kaardihooldustasu? VAsTUS lk [664]

4.36.  Olgu meil kaks soltuvat stindmust A ja B ning olgu teada
toendosused P(B|A), P(B|A), P(A) ning P(A) = 1 — P(A). Lihtu-
des iilesannete [£.33}4.35]lahenduskéikudest, panna kirja valem tingliku
toendosuse P(A|B) arvutamiseks. VasTUs 1k [664]
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Peatikk 5

Juhusliku suuruse
jaotusseadused

Eelmises peatiikis tutvusime toendosuse moiste ja selle kasutamisega.
Toendosust on lihtne leida klassikalistel juhtudel nagu téringuviskami-
ne voi kaarditombamine kaardipakist. Kuidas leida aga toenédosust, et
autobuss on tiis, et jarjekorras tuleb seista kauem kui viis minutit voi
et aktsia hind touseb rohkem kui 5%7? Jérgnevalt késitleme moningaid
erinevate juhuslike suuruste kditumist modelleerivaid jaotusseadusi.

5.1. Diskreetse juhusliku suuruse
jaotusfunktsioon

Juhuslik suurus on suurus, mis katse tulemusel omandab juhuslikult
ithe ja ainult ihe oma voimalikest vidrtustest. Juhuslik suurus voib
olla:

e diskreetne — vi#rtused on isoleeritud, erinevad iiksteisest mingi

lopliku arvu vorra;

e pidev — vidrtused tdidavad mingi vahemiku téielikult ara.
Juhuslikke suurusi téhistatakse tavaliselt suurte téhtedega ja nende
vaartusi viikeste tdhtedega. Kui juhuslik suurus X omandab vairtuse
x;, kirjutame X = z;. Suurte ja viikeste tdhtede eristamine on oluline,
sest meil voib olla tegemist iihe juhusliku suuruse X erinevate viér-
tustega x1,z9,... vOi erinevate juhuslike suurustega Xi, Xo, ..., mille
vadrtushulgad on vastavalt {x11, z12,...}, {21, 222,...},.. ..

Niide 5.1. Kaebuste arv nddalas

Teenindusettevote registreerib kéik klientidelt tulnud kaebused.
Teeninduskvaliteedi parandamiseks analiiiisiti kaebuste arvu né-
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PEATUKK 5. JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSSEADUSED

Jaotusseadus

dalas 50 nddala jooksul. Sagedustabelis on toodud analiiiisi tu-
lemused.

Kaebuste arv nidalas x; 0 1 2 3 4 KOKKU
Nédalate arv e. sagedus f; 10 18 15 6 1 50

Esitame tabelis toodud andmed uuesti, kasutades sageduse ase-
mel statistilist téendosust:

sindmuse toimumise sagedus  f;
katsete arv > f

pi =

Kaebuste arv nidalas x; 0 1 2 3 4 KOKKU
Toendosus p; 0,20 0,36 0,30 0,12 0,02 1

Suurus , Kaebuste arv nddalas“ on juhuslik suurus. Viimases ta-
belis on toodud selle juhusliku suuruse koigi véartuste esinemise
toendosused. See tabel kirjeldab seda juhuslikku suurust tiieli-
kult ja seda esitust nimetatakse vastava juhusliku suuruse jao-
tusseaduseks.

Diskreetse juhusliku suuruse X jaotusseaduseks nimetatakse
vastavust juhusliku suuruse koéikvoimalike vadrtuste x; ja nende
toendosuste p; vahel.

Tabelina esitatud jaotusseadus on jaotustabel, mis iildjuhul néeb
valja nii:

Juhusliku suuruse X vadrtused x; T1 Ty ... Tk
Vaartuse z; esinemise toendosus p; p1 P2 ... Pk

Seda, kuidas toendosus jaotub erinevate vairtuste vahel, voib esi-
tada ka diagrammil, kus horisontaalteljele kantakse juhusliku suuruse
vaartused ning vertikaalteljele toenfdosused (joonis . Jaotuspoliigoo-
nil on erinevatele viirtustele vastavad toendosused joonega ithendatud
vaid piltlikkuse huvides.

Mbnikord onnestub jaotusseadust viljendada analiitiitilisel kujul,
kus véidrtuse x; toenfdosus on mingi funktsioon sellest vairtusest:

pi = f(:c,) (51)
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5.1. DISKREETSE JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSFUNKTSIOON
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Joonis 5.1. Jaotusseaduse graafiline esitamine: (a) tulpdiagramm, (b) jaotus-
poliigoon

(b)

Tdendosus p

Niide 5.2. Silmade arvu jaotusseadus kahe tiringu kor-

ral

Kahe taringu viskamisel voib summaarne silmade arv olla 2 kuni
12, kusjuures erinevate silmade arvu saamise toenfdosus on eri-
nev. Suurus ,silmade arv kokku* on juhuslik, mille vidrtused
voivad olla vahemikus 2 kuni 12. Koéige viiksem toendosus on
saada 2 voi 12, koige suurem toendosus on saada 7.

Erinevaid katsetulemusi on kokku n = 6-6 = 36 ja need on esita-
tud tabeli 5.1] veerus ,Erinevad voimalused kahe tiringu korral®.
Soodsate katsetulemuste arv m,; iga vadrtuse jaoks on toodud
tabeli kolmandas veerus. Viimases veerus on leitud toendosused
p; = m;/n, tulemused on timardatud.

Tabel 5.1. Silmade arvu jaotusseadus kahe taringu viskamisel

Silmade Soodsate
arv . . katse- .
kokku Erinevad voimalused tulemuste Lo€ndosus
T kahe téringu korral arvm; p;=m;/n
2 1+1 1 0,028
3 1+2,2+1 2 0,056
4 143,242 3+1 3 0,083
5  1+4,243,3+2,4+1 4 0,111
6 1+5,24+4,3+3,4+2,5+1 5 0,139
7 14+6,2+5,3+4,44+3,5+2,6+1 6 0,167
8 2+6,3+5,4+4,5+3,6+2 5 0,139
9 346,445 54+4,6+3 4 0,111
10 446,545 644 3 0,083
11 546,6+5 2 0,056
12 646 1 0,028
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PEATUKK 5. JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSSEADUSED

Empiiriline ja
teoreetiline

jaotus

Soodsate katsetulemuste arvu m; leidmiseks voime kirja panna
valemi:
mi:6—|7—xi|,

kus |7 — z;| on absoluutvddrtus. Tdendosuse jaoks saame siis

valemi
_ m; _ 6—’7—:&’

o 36
See valem vGimaldab leida juhusliku suuruse X vidrtuse z; esi-
nemise toendosust ning on selle juhusliku suuruse jaotusseaduse
analiiiitiline esitus.

(5.2)

Tabelis toodud toendosuste ja valemi kirjapanekul ei vii-
nud me l&bi iihtegi katset. See tGendosusjaotus on saadud teoreetilise
arutluskiigu tulemusel ja on teoreetiline jaotus. Kui heidame kaht
taringut néiteks tuhat korda, s.t viime ldbi katsete seeria, siis saame
empiirilise jaotuse. Katsete arvu suurenemisel kehtib sama suurte
arvude seadus mis statistilise ja teoreetilise tdendosuse korral:
empiiriline jaotus ldheneb teoreetilisele jaotusele. Joonisel vastab
joon teoreetilisele jaotusele, mis on toodud tabelis[o.1] Tulbad vastavad
tuhandel viskel saadud empiirilisele jaotusele.

0,20+

VaN

N

Tdendosus p
o
i
o

0,05

0,00 A
6 7 8 9 10 11 12

Joonis 5.2. Teoreetiline (joon) ja empiiriline (tulbad) silmade arvu jaotus kahe
téringu viskamisel. Teoreetiline jaotus on saadud valemist (5.2)), empiirilise
jaotuse saamiseks sooritati kahe taringuga tuhat viset

See, et juhuslik suurus X omandab mingi viirtuse x; vadrtuste hul-
gast {z1,z2,...}, on siindmuste taielik siisteem, s.t kindlasti realisee-
rub iiks slindmustest. Teiste sonadega: see, et juhuslik suurus omandab
mingi vadrtuse, on kindel siindmus. Kindla siindmuse esinemise téenéo-
sus on aga 1.
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5.1. DISKREETSE JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSFUNKTSIOON

Jaotusseadus peab rahuldama normeerimistingimust:

kus p; on i-nda viirtuse x; esinemise toendosus ja summeerimine
toimub iile koigi juhusliku suuruse véértuste.

Zpi — 1’ (5_3) Normeerimis-
7

tingimus

Kui me soovime leida tdendosust, et juhusliku suuruse viartus on
viiksem-vordne mingist arvust a, siis liidame vastavad toendosused

P(X<a)= > P(X=u). (5.4)

miga

Leidmaks tGendosust, et juhusliku suuruse védrtus on suurem min-
gist arvust a, kasutame normeerimistingimust. Jagame vaartuste hulga
kaheks X < a ja X > a. Sellisel juhul saame normeerimistingimusest,

P(X <a)+P(X >a) =1, (5.5)

millest vastandsiindmuse tdoendosus

P(X >a)=1- P(X <a). (5.6)
Juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon F(x) on toendosus, et Jaotus-
juhusliku suuruse X vadrtus on vdiksem-vordne mingist reaal- Funktsioon
F(z)=P(X <x). (5.7)

Jaotusfunktsiooni ingliskeelne termin on cumulative distribution
function ning sellest tulenevalt kasutatakse tihti tdhistust cdf.
Moningates opikutes on jaotusfunktsioon defineeritud range vorratuse
abil: Fi(a) = P(X < a). Enamik jaotusfunktsiooni omadustest sellest
ei soltu ning pidevate juhuslike suuruste korral langevad need kaks
definitsiooni kokku. Kéesolevas opikus oleme valinud definitsiooni
peamiselt sellepérast, et tabelarvutuses leitakse jaotusfunktsioon
just niimoodi.

Diskreetse juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on vordne véirtus-
te x; toendosuste summaga, kus summeeritakse koik liidetavad, mille
korral kehtib tingimus z; < a:

F(a)= > P(X =) (5.8)

z;<a
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PEATUKK 5. JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSSEADUSED

Erinevate probleemide lahendamisel on tihti vaja leida toendosust,
et juhusliku suuruse X véartus on

e viiksem-vordne mingist arvust a: P(X < a);

e suurem mingist arvust b: P(X > b);

e mingis vahemikus a kuni b: P(a < X <b).
Jaotusfunktsiooni teades on voimalik leida koik need toendosused.

Niide 5.3. Jaotusfunktsioon ja selle kasutamine

i| 152 isiku poolt tehtud voimekuse testil saadud punktide arvu
{% jaotust voib esitada jaotusfunktsiooni abil (vt tabel .
NO5Jaotused Kumulatiivse sageduse saamiseks sagedused f; liidetakse kuni
N5.3 vaadeldava véidrtuse sageduseni (kaasa arvatud). Néiiteks kol-

mandas reas oleva vadrtuse 30 kumulatiivne sagedus on
24 +42 445 =66 + 54 = 111.

Viimases veerus esitatud kumulatiivne suhteline sagedus ehk
jaotusfunktsioon néitab kuni vastava viirtuseni esinevate vaar-
tuste esinemise toendosust. Néiteks vadrtusele 30 vastav jaotus-
funktsiooni vadrtus

111

F(30) = 175 ~ 0.73.

Tabel 5.2. Voimekuse testil saadud punktide jaotusfunktsiooni leid-

mine
Kumulatiivne suhteline
Sagedus  Kumulatiivne sagedus ehk
Punktid fi sagedus jaotusfunktsioon F
20 24 24 0,16
25 42 66 0,43
30 45 111 0,73
35 32 143 0,94
40 7 150 0,99
50 2 152 1,00

Jaotusfunktsioon F

0’ 0 1 1 1 1 1 |
20 25 30 35 40 45 50
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5.2. KESKVAARTUS

Kasutades jaotusfunktsiooni va#rtusi, voime leida jargmised toe-
néosused.
1. Toendosus, et testil saadud punktide arv on kuni 25:

P(X < 25) = F(25) = 0,43.

2. Toendosus, et testil saadud punktide arv on suurem kui
25:

P(X >25)=1—F(25)=1— 0,43 = 0,57.

3. Tdendosus, et testil saadud punktide arv jaab vahemikku
31 kuni 40:

P(30 < X < 40) = F(40) — F(30) = 0,99 — 0,73 = 0,26.

Jaotusfunktsiooni definitsioonist jireldub, et
P(X <a)=F(a). (5.9)
Arvestades seoseid ja , vboime kirjutada
P(X>a)=1—-P(X <a)=1-F(a). (5.10)

Toendosus, et juhuslik suurus omandaks véértusi poolldigus (a, b], on
vordne jaotusfunktsiooni muuduga selles poolldigus:

Pla < X <b) = F(b) — Fl(a). (5.11)

5.2. Keskvaartus

Kasutades toendosust, on voimalik tildistada kaalutud aritmeetilise
keskmise (2.6)) moistet. Erinevate védédrtuste kaalude asemel vbetakse
kasutusele nende véirtuste esinemise toendosused.

Niide 5.4. Nidalas esitatud kaebuste arvu keskviirtus

Niites[5.1] oli esitatud teenindusettevottes registreeritud kaebus-
te arvu jaotusseadus. Leiame keskmise kaebuste arvu nédalas.
Esitame uuesti néites [5.1] toodud tabeli, kus on iga vidrtuse x;
esinemise sagedus f; ehk n#dalate arv. Et leida keskmine kae-
buste arv nidalas (kaalutud aritmeetiline keskmine), on viimasel
real leitud korrutised.
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PEATUKK 5.

JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSSEADUSED

Keskvddartus

Kaebuste arv nddalas z; 0 1 2 3 4 KOKKU
Niadalate arv e. sagedus f; 10 18 15 6 1 50
fix; 0 18 30 18 4 70

Keskmine kaebuste arv nddalas on leitav kaalutud aritmeetilise
keskmise abil:

2 fiwi _ 70 _
> fi 50 ’

Niilid kasutame keskmise leidmiseks jaotusseadust, kus on iga

T =

vadrtuse esinemise toendosus p;.

Kaebuste arv nidalas x; 0 1 2 3 4 KOKKU
Toendosus p; 0,20 0,36 0,30 0,12 0,02 1
Di%i 0 0,36 0,60 0,36 0,08 1,4

Néeme, et summa Y p;z; = 1,4 on vordne keskmise kaebuste
arvuga nadalas, mille eelnevalt leidsime kaalutud aritmeetilise
keskmise abil. Aga summat ) p;x; ei saa me nimetada aritmee-
tiliseks keskmiseks, seda nimetatakse keskvadrtuseks.

\. J

Olgu meil juhusliku suuruse X kéikvoimalike védrtuste hulk {xq,
X2, ..., &4 ...}. Suurusel X voib olla mingi kindel vddrtus x; teatud
toendosusega p; = P(X = x;).

Kui juhusliku suuruse X véértuse x; esinemise téendosus on p;,
siis selle juhusliku suuruse keskvéfrtus ehk oodatav vidrtus
(expected value)

p=E[X]=> pa, (5.12)
kus summeerimine toimub iile juhusliku suuruse koikide véaér-
tuste.

Téringu viskamisel voib silmade arv omandada vAdrtusi
{1,2,3,4,5,6} ja koigi vddruste esinemise toendosus on 1/6. Silmade
arvu keskvidrtus on
11 12 13 14 15 16—
1+2+3—|—4+5+6:§:3’5. (5.13)

6 6
Sellele arvule ldheneb taringu silmade arvu aritmeetiline keskmine, kui
visete arv suureneb. Suure arvu katsete korral on keskviartus ligikaudu
vordne katsetulemuste aritmeetilise keskmisega.

/_L:
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5.2. KESKVAARTUS

Keskviartust tahistatakse iisna mitmel erineval moel. Levinumad
tahistused on
EX, FX], p, pux, <z >.

Viimane tahistus on levinud peamiselt fiilisikas. Esimest kaht tdhistust
kasutatakse siis, kui on vaja esile tuua juhuslik suurus X, mille kesk-
vadrtusega on tegemist. Siimbol F tdhistab keskvidrtuse operaatorit
ja tuleb ingliskeelsest sonast expectation (ootus). Esmakordselt kasu-
tas seda W. A. Whitworth oma raamatus ,,Choice and Chance* 1901.
aasta]ﬂ Ké&esolevas opikus kasutame paralleelselt tahistusi p ja EJ.. .].

Keskvaartust voib leida erinevatest juhuslikest suurustest, samuti
juhuslike suuruste summast, korrutisest voi muudest juhuslike suurus-
tega tehtud tehete tulemustest ning keskvaartuse operaatori kasutami-
ne niitab korrektselt, millest keskvairtus leitakse. Naiteks juhusliku
suuruse X ruudu keskviartus

E[XQ] = Zp,m?

Dispersiooni definitsioonvalemi (3.3)) voib keskvidrtuse abil esitada ku-
jul
ot =E [(X - E[X])ﬂ . (5.14)

Toome ara keskviidrtuse pohiomadused. Nende toestused voib  gosrvidrtuse
leida néiteks opikutest Aksel Jogi ,Toendosusteooria® voi Kalev Pérna spi0madused
,Toendosusteooria algkursus®.

1. Konstandi ¢ keskvadrtus vordub selle konstandiga:

Elc]=c. (5.15)

2. Homogeensus: konstandi ¢ voib tuua keskviartuse operaatori et-
te:
E[cX] = cE[X]. (5.16)

3. Aditiivsus: juhuslike suuruste summa keskviartus on nende kesk-
vaartuste summas

E[X +Y] = E[X] + E[Y]. (5.17)

Seda v6ib laiendada k juhusliku suuruse jaoks:

k k
> Xi] => ElX). (5.18)
=1 =1

!Kuna enne II maailmaséda olid Mandri-Euroopas peamisteks teaduskeelteks
saksa ja prantsuse keel, siis moningate allikate jirgi tuleb siimbol F saksakeelsest
sonast Erwartung voi prantsuskeelsest sonast espérance, mis molemad tdhendavad
ootust.

E
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PEATUKK 5. JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSSEADUSED

4. Multiplikatiivsus: séltumatute juhuslike suuruste korrutise kesk-
vaartus on nende keskviartuste korrutis:

E[XY] = E[X]- E[Y). (5.19)

Ka multiplikatiivsust voib laiendada rohkem kui kahe soltumatu
juhusliku suuruse jaoks:

E

k k
11 Xi] =[] Elxi). (5.20)
=1 =1

Majandus- ja finantsanaliiiisis kasutatakse termini ,keskvadrtus®
asemel sageli terminit ,oodatav vidrtus“. Oodatav vidirtus on suurus,
mis majandusotsuste tegemisel loob seose toendosuse ja mingi arvuli-
selt moodetava majandussuuruse X (nt kasum, tulu) vahel.

Niide 5.5. Oodatav kasum

Ettevote soovib toota ja turustada kokkupandavaid elamuid. On
vaja ehitada tootmisettevote ning valida voib viikese, keskmise
ja suure ettevotte vahel. Selliste elamute néudlus voib kasvada
suureks voi jadda vaikeseks. Kuna suure voi viikese noudluse
esinemise toendosus pole teada, kasutatakse vordsete voimaluste
printsiipi. Seega vdetakse molema siindmuse toendosuseks 0,5.
Kasumi suurust aastas (mln eurot) erinevate alternatiivide ja
noudluse korral on hinnatud jargnevalt:

Oodatav

vaartus

Suur noudlus, Viike noudlus,

Alternatiiv toendosus 0,5  toendosus 0,5
Viike ettevote 8 7
Keskmine ettevote 14 5
Suur ettevote 20 -9

Tabelist ndeme, et kui valime viikese ettevotte rajamise, siis
toendosusega 0,5 voib kasum olla 8 miljonit eurot ja tdendosu-
sega (0,5 voib see olla 7 miljonit eurot. Keskmise ettevotte korral
voib toendosusega 0,5 saada kasumit 14 miljonit eurot ja toe-
néosusega 0,5 voib see olla 5 miljonit eurot. Kuidas niitid neid
alternatiive omavahel vorrelda? Selleks oletame, et tabelis too-
dud situatsioon ei esine mitte iiks kord, vaid néiteks 1000 korda
jarjest. Milline on sellisel juhul keskmine kasum, kui valime iga
kord viikese ettevotte rajamise? Kuna ndudluse molema seisun-
di tekkimise toendosus on 0,5, siis ligikaudu 500 juhul 1000 peaks
olema suur ndudlus ja 500 juhul viike. Keskmine kasum véikese
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ettevotte korral

500 - 8 +-500 - 7

1000 =0,5-84+0,5-7=17,5.

Kui me aga iga kord valime keskmise ettevotte, siis on keskmine
kasum
500 - 14 + 500 - 5
1000

=0,5-14+0,5-5=09,5.

Moistlik on valida selline alternatiiv, mis analoogse situatsiooni
pideval kordamisel annab keskmiselt suurema tulemuse.

Sama tulemuseni jouame, kui jitame dra oletuse, et sama si-
tuatsioon esineb 1000 korda jérjest, ja kasutame arvutustes kohe
toendosusi.

Viike ettevote: 0,5-84+0,5-7 =17.5.
Keskmine ettevote: 0,5-14 4+ 0,5-5 = 9,5.
Suur ettevote: 0,520+ 0,5 - (—=9) = 5,5.

Valida tuleks keskmise ettevotte rajamine, sest selle korral on
oodatav kasum kéige suurem.

\. J

Oodatavat vadrtust kasutatakse otsustamise teoorias kriteeriumina
valiku tegemisel erinevate kditumisvariantide vahel. Néiiteks investo-
ri kditumisteoorias on tiiipiliseks olukorraks piitid kindlaks méaérata,
milline investeering annab suurema oodatava tulu, kui on hinnatud
erinevate majandussituatsioonide realiseerumise tdendosused ja neile
vastavad rahavood.

Niide 5.6. Oodatav tulumaéaér

Tabelis on toodud ootused kahe ettevotte aktsiate kiitumise
kohta erinevates majandusolukordades.

Ettevotte A Ettevotte B

Uldine aktsiate aktsiate
majandusolukord Toéendosus tulumiir r4 tuluméir rp
Tous 0,2 45% 25%
Stabiilne 0,5 20% 0%
Langus 0,3 5% —10%

Leiame oodatavad tulumé&irad mdlema ettevotte aktsiate jaoks:
E[ra] =0,2-45% +0,5-20% + 0,3 - 5% = 20,5%,
E[rg]=0,2-25%40,5-0% + 0,3 - (—10%) = 2%.
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Dispersioon

Nieme, et kui otsustame osta ainult iihe ettevotte aktsiaid, siis
tuleb otsustada ettevotte A kasuks, sest nende aktsiate oodatav
tuluméir on suurem.

Kui me aga moodustame aktsiaportfelli, kus 75% aktsiaid on
ettevotte A aktsiad ja 25% ettevotte B aktsiad, siis saame leida
oodatava portfellitulu:

E[ry] = 0,75 - 20,5% + 0,25 - 2% = 15,875% ~ 15,9%.

Kui moodustame vaartpaberiportfelli, siis oodatava portfellitulu
voime leida seosest

Elry] =Y _wiE[ri], (5.21)

kus w; on teatud aktsiate osakaal portfellis ja E[r;] vastavate aktsiate
oodatav tulumé&ar.

Diskreetse juhusliku suuruse dispersiooni leidmisel 1ahtutakse kaa-
lutud dispersiooni valemist , kus viiakse ldbi jargmised teisendu-
sed:

e aritmeetilise keskmise T asemel voetakse kasutusele keskvaartus

M5
e kaalude f; asemel voetakse kasutusele toendosused p; = f;/n, kus

n=> 1

i — )2 — )2 F ,
o? = Z(éfj) Ji = 2 Zn WS = Z(xi—H)Q% = Z(iﬁi—M)Qpi.

Diskreetse juhusliku suuruse X dispersioon

o? = Z(nlfZ — 1)?p;, (5.22)

kus p; on védrtuse x; esinemise toendosus ning summeerimine
toimub iile koigi juhusliku suuruse viaartuste x;.

Paneme téhele, et valemis on tegemist avaldise (z; —p)? kesk-
viartusega. Seepérast esitatakse dispersiooni valem tihti keskviartuse
kaudu:

o2 =E [(X - E[X})Q} . (5.23)

Olgu X téringu viskamisel saadud silmade arv. Leiame selle dis-
persiooni ja standardhilbe. Iga vidrtuse toendosus p; = 1/6 ning vale-
mist (5.13) on silmade arvu keskvédrtus p = 3,5. Dispersioon valemist
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(15.22):

1 1 1
"2:(1_3’5)2'6+(2_3’5)2' +(3_3’5)2'6+(4_3’5)2'6+

(6,25 + 2,25 + 0,25 + 0,25+

DI | =

1
+ (5 —3,5)%- s+ (6 3,5)2 -

17,5
+2,25+6,25) = — = ~ 2,92,

1
6

Téaringu silmade arvu standardhélve

o=1/202~17T.

Naiide 5.7. Oodatava tulumiira standardhilve ja vairt-

paberi riskitase

Naites [5.6] leidsime oodatava tulumééra kahe aktsia jaoks. Peale
tuluméadra huvitab investorit ka see, kumb aktsia on riskantsem,
s.t kumma aktsia tuluméira hajuvus on suurem. Vaartpabe-
ri riskitaset iseloomustab tuluméira standardhélve (voi disper-
sioon). Mida suurem on standardhélve, seda suurem on tulu-
méadra hajuvus ja jarelikult seda suurem ka risk.

Kasutades niites [5.6] toodud andmeid ja leitud oodatavaid tulu-
maéadrasid, leiame tulumééra standardhélbe molema aktsia kor-
ral. Et ei tekiks segadust protsentide ruutuvotmisel, kasutame
arvutustes kiimnendmurdusid. Aktsia A tulumééra dispersioon

04 =0,2- (0,45 — 0,205)> 40,5 - (0,2 — 0,205)*+
+0,3- (0,05 — 0,205)% ~ 0,0841

ja standardhélve
o4 = +/0,0841 = 0,29 = 29%.
Aktsia B tulumééra dispersioon
0% =0,2:(0,25—0,02)%40,5-(0—-0,02)%40,3-(—=0,1—0,02)% ~ 0,0677
ja standardhélve
op = \/0,0677 ~ 0,26 = 26%.

Vastus: aktsia A tulumééra standardhilve on 29% ja aktsia B
tuluméira standardhéilve 26%. Aktsia A riskitase on suurem kui
aktsial B.
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5.3. Pidev juhuslik suurus

Pidev juhuslik suurus voib omandada mistahes reaalarvulist viartust
arvtelje mingil 16igul. Niiteks jérjekorras seismise aeg, telefonikone pik-
kus, pere elektrienergia tarbimine kuus ja vairtpaberi tuluméér paevas
on pidevad juhuslikud suurused. Toen#dosuse kisitlemine ja sellega seo-
tud arvkarakteristikute leidmine on pideval juhul erinev diskreetsest
juhust. Selle moistmiseks vaatame iiht néidet.

Oletame, et teie kaaslane valib juhuslikult iihe arvu hulgast {1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,10}. See hulk on siis diskreetse juhusliku suuruse X véér-
tuste hulk. Eeldame, et teie kaaslasel ei ole iihegi arvu suhtes eelis-
tust ning koik valikud on vordvoimalikud. Sellisel juhul voime kasuta-
da klassikalise tdenfosuse valemit . Niiteks toendosus, et kaaslane

valis arvu 2, on
1
PX=2)=—
(X=2)=,
sest soodsate voimaluste arv m = 1 ja koikide voimaluste arv n = 10.

Samasugune on koikide iilejddnud vidrtuste toendosus:
kus 7 € {1,2,...,10}.

Kui kaaslane peab reeglitest kinni, siis toenfosus, et ta valis méne muu
arvu, on vordne nulliga:

P(X=k)=0, kus k¢ {1,2,...,10}.

Muudame niiid reegleid nii, et valida tuleb ks reaalarv, mis asub
vahemikus nullist {iheni (kaasa arvatud). Eeldame jille, et koik vali-
kud on vordvoimalikud. Valituks voib osutuda moni ratsionaalarv na-
gu 1/2,1/4 voi 6/7. Aga valik voib olla ka moni irratsionaalarv nagu
niiteks 1/4/2 voi /4. Kui juhusliku suuruse X vidrtus voib olla su-
valine reaalarv selles vahemikus, x € [0, 1], siis voimalikke valikuid on
lopmatu arv, n = oco. Kui niilid soovime leida néiteks toendosuse, et
kaaslane valis arvu 0,5, ja kasutame klassikalise toenfdosuse valemit, siis
saame toendosuseks nulli:

Samamoodi iikskoik millise teise reaalarvu z € [0, 1] jaoks:
P(X=x)=0, kus z€l0,1].

Kuid ka toendosus, et kaaslane valis mone reaalarvu, mis sellesse 16iku
ei kuulu, on null:

P(X=2)=0, kus z¢]0,1].
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Joudsime kummalise tulemuseni: suvalise reaalarvu valiku tdendosus
on null! Veel kummalisem on aga see, et summa iile koikide 16iku [0, 1]
kuuluvate vidrtuste tdendosuste peab olema 1, sest mingi valiku pidi
kaaslane tegema.

Sellisele kummalisele tulemusele joudsime sellepérast, et piistitasi-
me kiisimuse valesti. Pideva juhusliku suuruse X korral ei saa leida
toendosust, et see omandab mingi iiksiku konkreetse vadrtuse, sest see
toendosus on null. Nullist erinev on toendosus, et X on mingi konk-
reetse vadrtuse ldhedal, teatud vahemikus.

Tdendosus, et pideva juhusliku suuruse X vidrtus langeks vahe-
mikku (z,x + Ax) pikkusega Az, on midratud jaotusfunktsiooni F
vastavate vidrtuste vahega:

Pz <X <z+ Azx)=F(x+ Az) — F(z) = AF.

Kuna erineva pikkusega vahemike jaoks on vahemikku langemise toe-
ndosus erinev, on otstarbekas kasutada toendosust iihiku kohta, mida
nimetatakse ka suhteliseks sagedustiheduseks:
AF
= — 5.24
=% (5.24)
Kui soovime leida suhtelist sagedustihedust mingis punktis, siis va-
hemiku laius Az ldheneb nullile. Suhtelise sagedustiheduse valemist
(5.24) tuleb sel juhul votta piirvdédrtus ja saadud suurust nimetatak-
se pideva juhusliku suuruse jaotustiheduseks ehk toendosustiheduseks
(probability density function, pdf).

Pideva juhusliku suuruse jaotustihedus on jaotusfunktsiooni

. Jaotustihedus
tuletis: AF

= li — =F . 5.25

/(=) Aro0 Az (=) (5.25)

Kui diskreetse juhusliku suuruse jaotusseaduse korral esitatakse iik-
sikutele vadrtustele vastavad toenédosused, siis pideva juhusliku suuru-
se korral nii ei saa, sest iga viédrtuse toendosus on 0. Pideva juhusliku
suuruse jaotusseadus esitatakse jaotustiheduse abil. Kui jaotusseadu-
se illustreerimiseks kasutame diagrammi, siis vertikaalteljel on niiiid
toendosuse asemel jaotustihedus (joonis .

Praktikas huvitab meid aga tSendosus. Olgu vahemikku Az lan-
gemise toendosus Ap = f(z)Azx (joonis (b)). Kuna jaotustihedus
f(z) voib vahemiku Az piires muutuda, tuleb vaadelda 16pmata véikest
vahemikku ehk diferentsiaali dz. Sellele vastav toenfdosus on

dp = f(z)dx. (5.26)
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Toendosus

pideval juhul

(a) Diskreetne suurus (b) Pidev suurus
=
g
. g 5%
; E v
: 2 &
= 7 4
3, 3 N
1) S 4
= | _ = _
Y 1 > >
Ax
m B S—

Joonis 5.3. (a) Diskreetse suuruse korral néditab tulba korgus toendosust ja
tulba laius pole oluline. (b) Pideva suuruse korral on tulba korguseks jaotus-
tihedus ja tulba pindala on vordne vahemikku Ax langemise tGenfdosusega
Ap

Loplikku vahemikku (a,b) langemise toenéosus on sel juhul integraal

Pla< X <b)= /b dp. (5.27)

Tehes integraalis (5.27) asenduse (5.26]), saame vahemikku langemise
toendosuse avaldada jaotustiheduse kaudu.

Toendosus, et pideva juhusliku suuruse X viartus jaab vahe-
mikku (a,b), on

b
Pla< X <b)= / f(z)dz, (5.28)

kus f(z) on jaotustihedus.

Loomulikult v6ib toenfosuse leidmiseks kasutatava integraali (5.28|)
panna kohe kirja valemi pohjal, arvestades, et integreerimine on
diferentseerimise péérdoperatsioon. Geomeetriliselt on integraal
vordne antud vahemikus jaotustiheduse kdvera alla jddva pindalaga
(joonis [5.4)).

Jaotusfunktsioon on pératu integraal jaotusfunktsioonist radades
miinus 16pmatusest vidrtuseni a:

Fla) = P(X < a) = /_ " fa)de. (5.29)

Valemites (5.27), (5.28)), (5.29) kasutasime rangeid vorratusi (,<*
ja ,,>%), s.t otspunktid polnud kaasa haaratud. Kuna pideva suuruse
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Jaotustihedus f

P(a<X<b)

a b

Joonis 5.4. Téendosus P(a < X < b) on jaotustiheduse kovera alla jééva
varjutatud osa pindala

korral P(X = a) =0, slis P(X <a)=P(X <a)jaPla<X <b) =
P(a < X < b), s.t pole vahet, kas me vahemiku otspunkti haarame
kaasa vOi mitte.

Jaotusseaduse normeerimistingimuses tuleb summeerimiselt
iile minna integreerimisele.

( R
Jaotustiheduse f(z) normeerimistingimus pideva juhusliku Normeerimis-
suuruse korral, kui juhuslikul suurusel voivad olla vdartused va- tingimus
hemikus (*OO, OO), on pideval juhul

/_oo F@)de = 1. (5.30)

Kui juhuslikul suurusel voivad olla viértused 16igul (a,b), siis
normeerimistingimus on

/b f(z)dz = 1. (5.31)

Geomeetriliselt tdhendab normeerimistingimus, et jaotuskovera
alla jaav
kogupindala = 1.

Pideva juhusliku suuruse mood on véirtus, mille korral jaotusfunkt-
sioon on koige suurem, mis on jaotuskovera maksimumkoht (joonis
5.5(a)). Mediaan Me jaotab vaartuste vahemiku kaheks nii, et kum-
malegi poole jadmise tdendosus on 0,5: P(X < Me) = P(X > Me) =
0,5. Jaotuskdvera graafikul jaotab mediaan koveraaluse pindala kaheks
vordseks osaks, kummagi osa pindala on 0,5 (joonis |5.5(b)).
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Analoogselt mediaaniga defineeritakse pideva suuruse korral suva-
list jarku kvantiilid z, nii, et

P(X <zp) =p.

Pideva juhusliku suuruse asendikeskmised.

Mood on jaotustiheduse globaalne maksimumkoht:
Mood,

mediaan ja Mo : f(Mo) = max[f(z)]. (5.32)
kvantiilid

pideval juhul Mediaan on viirtus, millest viiksemate vadrtuste esinemise
toendosus on 0,5:

Me
Me : f(z)dz = 0,5. (5.33)

p-kvantiil z, on viirtus, millest viiksemate vidrtuste esinemise
toendosus on p:

T ¢ /_xp f(z)dz = p. (5.34)

@ (b

05 | 05

Jaotustihedus f
Jaotustihedus f

Mo Me

Joonis 5.5. (a) Mood on jaotustiheduse globaalne maksimumkoht. (b) Me-
diaan jaotab jaotuskoveraaluse piirkonna kaheks vordseks osaks, nii et kum-
magi osa pindala on 0,5

Tiiendkvantiil Pideva juhusliku suuruse korral on tihti kasutusel ka tdiendkvan-
tiil z,, millest suuremate véértuste esinemise téendosus on a: P(X >
zq) = a. Téiendkvantiil on integraali alumine raja:

T /OO f(z)dz = a. (5.35)
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Niide 5.8. Moodi leidmine

Olgu juhusliku suuruse X jaotustihedus f(x) = ze™%, kui z > 0.
Leiame moodi.

Mood on jaotustiheduse maksimumkoht. Maksimumkoha leid-
miseks votame jaotustihedusest tuletise ja paneme selle vérduma
nulliga. Tuletise votmisel kasutame korrutise tuletise valemit:

f(z) = (:ve_””), =2e "+ (e_a’)/ =e —zet=(1—-x)e "

On néha, et f/(x) = 0, kui x = 1, mis on jaotusfunktsiooni
maksimumkoht. Jarelikult mood on 1.
f(x)
035}
0,30F
025}
0,20
045
010
005

X
10

Pideva juhusliku suuruse keskvaartuse leidmiseks ldhtume valemist
, kus i-nda vadrtuse tdendosuse p; asemel kirjutame lopmatult
véikesesse vahemikku dz kuulumise téendosuse dp = f(x)dz ja laheme
sumieerimiselt iile integreerimisele.

Pideva juhusliku suuruse keskviirtus on Keskviirtus

0o pideval juhul
i :/ zf(z)dz, (5.36)

—00

kus f(z) on jaotustihedus.

Kui jaotustihedus on nullist erinev vaid 16igus [a, b], siis on integ-
reerimisrajadeks 16igu otspunktid a ja b:

b
;L:/ xf(x)dx. (5.37)

Pideva juhusliku suuruse keskvéértuse korral kehtivad samad oma-
dused, mis on toodud peatiikis [5.2]
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Niide 5.9. Normeerimistingimuse kontroll ning asendi-

keskmiste ja keskvidrtuse leidmine

Allugu juhuslik suurus X vahemikus [1, 10] jaotusele, mille jao-

tustihedus on .

@)= xIn10
Kontrollida, kas kehtib normeerimistingimus ning leida
mood, mediaan ja keskvéértus.
1. Normeerimistingimuse kontrollimiseks leiame integraali

(5.31)), kus rajadeks on vahemiku otspunktid a = 1 ja b = 10.

10 10
1 1 1 1 0
de — — Cdr = — 1 _
/1 0™ " w10 ), 2%~ w10 oh
In10

1
— (In10—1In1) = =
(In10—Inl) = ;=0

~ In10

Vastus: normeerimistingimus kehtib.
2. Moodi leidmisel arvestame seda, et funktsioon % onxz >0
korral monotoonselt kahanev funktsioon. Jarelikult mood on va-
hemiku [1,10] vasakpoolne otspunkt 1. Vastus: mood on 1.

3. Mediaani leidmiseks tuleb integraalis alumine raja vot-
ta 1, sest kui < 1, siis f(z) = 0. Seejérel tuleb leida integraal
ning panna see vorduma 0,5-ga. Saadakse vorrand mediaani Me
jaoks, mis tuleb lahendada.

Me Me
1 1 1 1 M lnMe
d = —d :—1 E: .
/1 210" 11110/1 2= o el = o

InMe

In 10 =05
InMe =0,5In10
In Me = Inv/10

Me:\/m

Vastus: mediaan on /10 ~ 3,16.
4. Keskvidrtuse leidmiseks kasutame valemit (5.36[), kus integ-
reerimisrajadeks on vahemiku otspunktid:

10 1 1 10 9
_ de = —— | de= —— ~39.
K /1 Tem10™ T w10, T~

Vastus: keskvdartus on ligikaudu 3,9.
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f(x)

0,4}

0,2f

0.1f

Pideva juhusliku suuruse dispersiooni leidmiseks lahtume diskreetse
juhusliku suuruse dispersiooni valemist . Pidevale juhule iilemi-
nekuks asendame toendosused p; lopmatult viikesesse vahemikku dx
langemise toendosusega dp = f(z)dr ja summeerimiselt ldheme tile
integreerimisele:

S = wPpi s [ widp= [z = pfrla)d

Pideva juhusliku suuruse dispersioon

o2 — / (l‘ . ,LL)2f(:C)d1:, (5.38) Dispersioon

o pideval juhul

kus p on keskvadrtus ja f(x) jaotustihedus.

Arvestades keskvaartuse valemit (5.36]) voime dispersiooni esitada
keskvadrtuse kaudu:

o2=E [(X - E[X])Q] . (5.39)

See langeb kokku valemiga . Jarelikult valem on iildine
dispersiooni valem, mis kehtib soltumata sellest, kas juhuslik suurus on
pidev voi diskreetne.

Kasutades alapeatiikis toodud statistiliste momentide formalis-
mi, on voimalik leida valemid ka pideva jaotuse asiimmeetriakordaja
ning piistakuse leidmiseks (vt néiteks Ivar Tammeraidi opikut ,, Toe-
ndosusteooria ja matemaatiline statistika“).
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5.4. Teoreetilised jaotusseadused

Niites tuletasime jaotusseaduse, millele allub kahe téringu viska-
misel saadav silmade arv. Reaalses elus on palju erinevaid juhuslikke
suurusi, mis kiituvad erinevalt, s.t neil on erinevad jaotusseadused.
Nende kéitumise kirjeldamiseks on matemaatilises statistikas konst-
rueeritud ligikaudu 100 erinevat teoreetilist jaotusseadust. Tdhtsamaid
on ldhemalt kirjeldatud Aksel Jogi opikus ,,Toendosusteooria“ ning pal-
judega saab tutvuda portaalis WolframMath World ﬂ

See, kui juhuslik suurus X allub mingile jaotusseadusele, pannakse
tavaliselt kirja jargmiselt:

X ~ jaotusseadus (jaotusseaduse parameetrid).

Teades seda, millisele jaotusseadusele juhuslik suurus allub, on voi-
malik prognoosida juhusliku suuruse kditumist ning leida erinevaid toe-
n#osusi. Mingi empiirilise juhusliku suuruse analiiiisimisel:

1) valitakse arvatavalt sobiv teoreetiline jaotusseadus. Seda, kas an-
tud juhuslik suurus allub valitud jaotusseadusele voi mitte, on
voimalik testida (vt niiteks y2-test alapeatiikis ;

2) vaatlusandmete pohjal leitakse valitud teoreetilise jaotusseaduse
parameetrid;

3) vajalike toen#osuste leidmiseks kasutatakse teoreetilist jaotussea-
dust, mille parameetrid on méaédratud vaatlusandmete pohjal.

Jargnevalt on loetletud moningaid olulisemaid juhusliku suuruse
jaotusseadusi (vt ka lisa[A.5).

e Diskreetsed:

— iihtlane jaotus;
— Bernoulli jaotus;
— binoomjaotus;
— Poissoni jaotus.

e Pidevad:

— pidev iihtlane ehk ristkiilikjaotus;
— eksponentjaotus;

— normaaljaotus;

— Studenti ehk ¢-jaotus;

— x? (hii-ruut) jaotus;

— Fisheri ehk F-jaotus.

Teatud juhtudel kasutatakse diskreetse juhusliku suuruse kirjelda-
miseks pideva suuruse jaotusseadust. Seda voib teha siis, kui diskreet-
se suuruse vadrtuste arv on vaadeldavas vahemikus viga suur. Néiteks
tunni aja jooksul poodi astuvate ostjate arv on diskreetne juhuslik suu-
rus, mis voib omandada naturaalarvulisi vaartusi. Kui me analiitisime

Zhttp://mathworld.wolfram.com/topics/StatisticalDistributions.html
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viikest maapoodi, mida tunni aja jooksul kiilastab ehk maksimaalselt
20 inimest, tuleb kasutada diskreetse suuruse jaotusseadust. Kui aga
vaatluse all on nditeks suurlinna ostukeskus, kus kiilastajate arv tunnis
on keskmiselt 1000, voib kasutada pideva suuruse jaotusseadust.

Jargnevalt tutvume ladhemalt tdhtsamate majandus- ja drindusvald-
konnas ning statistiliste meetodite kasutamisel vajaminevate jaotuste-
ga. t-, x*- ja F-jaotusi kiisitleme lihemalt valikvaatlustega tutvumisel
ja hiipoteeside kontrollimisel (peatiikid @] ja .

5.5. Diskreetne ja pidev iihtlane jaotus

Kui juhuslik suurus voib omandada erinevaid diskreetseid vaérusi ja
koigi védrtuste toendosus on iithesugune, on tegemist diskreetse iiht-
lase jaotusega. Diskreetne iihtlane jaotus véljendab vordsete voima-
luste printsiipi. Kui juhuslikul suurusel on n véimalikku véartust, siis

1
pL=p2=...=pp=—. (5.40)
n
0% (3 10f (b) —
0,20F §o,8 —
Q ® ° ° ° ° ° =
g 0,15} Zos —
: -
g o0} H04f
[ 2 —
0,05} Bozf
0,00 00 ‘ ‘ ‘
2 3 4 5 6 ' 1 2 3 4 5 6
Silmade arv Silmade arv

Joonis 5.6. Niide diskreetsest iihtlasest jaotusest: taringuviskel saadud silma-
de arv. (a) Tdendosusjaotus, kus joon naitab teoreetilist téendosust 1/6 ja
tulbad kirjeldavad 100 viskel saadud tulemuste empiirilist jaotust. (b) Teo-
reetilise jaotuse jaotusfunktsioon

Tuntuim diskreetne iihtlane jaotus on téringu viskamisel saadav sil-
made arv. Erinevate silmade arvu saamise toendosused on iihesugused:

Téaringu viskamisel saadavate silmade arvu keskvidrtus oli arvutuse
pohjal 3,5. Arv 3,5 on ka selle jaotuse mediaan. Ka juhusliku
taisarvu valimine hulgast {1,2,...,10} (ndide alapeatiiki alguses)
vastab diskreetsele {ihtlasele jaotusele konstantse toendosusega p; = 0,1
ja keskvdirtusega pu = 5,5.

Kuna iihtlase jaotuse korral on koikide véértuste toendosus iithesu-
gune, siis mood iihtlasel jaotusel puudub.
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Analoogne iihtlane jaotus voib esineda ka pideva juhusliku suuruse
korral.

Pidevat iihtlast jaotust tuntakse ka nime all ristkiilikjaotus 16i-
gul [a, b]. Selle jaotuse jaotustihedus on 16igul [a, b] nullist erinev
konstant ja véljaspool seda 1oiku 0:

Ristkilikjaotus
0, kui z < a
1
f(z) = . kuia <z <b (5.41)
—a
0, kui z > b

Kui X voib omada vaartusi 16igul [0, 1], siis vastav jaotustihedus
sellel Ioigul f(x) = 1/(1 —0) = 1. Kui aga védrtused asuvad 16igul
[100, 300], siis jaotustihedus sellel 16igul f(z) = 1/(300 —100) = 0,005.

Jaotustiheduse selline soltuvus 1oigu otspunktidest tuleneb normee-

rimistingimusest (5.31]):

b boq 1 b 1
/af(a:)da::/a b_adx:b_a/adx:b_a(b—a)zl.

f(x) F)
@ 1 (b

1
b-a

Joonis 5.7. Ristkiilikjaotuse jaotustihedus (a) ja jaotusfunktsioon (b). Jaotus-
tiheduse graafikul (a) oleva ristkiiliku pindala rahuldab jaotustiheduse nor-

TS 1
meerimistingimust, bi(b —a)=1
—a

Jargnevalt moningaid néiteid ristkiilikjaotuse kasutamise kohta.

o Ristkiilikjaotus kirjeldab arvude {imardamisel tekkivat viga. Kui
avaldatud SKP vidrtus on néiteks 4,9 mld eurot, siis tegelik viar-
tus voib olla vahemikus 4,9 £ 0,05 mld eurot, kusjuures jaotusti-
hedus on selles vahemikus konstantne.

o Tihti palutakse kiisitlusel méarkida, millisesse vanusevahemikku
kiisitletava vanus kuulub. Kui vastaja on valinud vastusevariandi
,20-30-aastane”, siis tema tegelik vanus ankeedi analiiiisija jaoks
on selles vahemikus iihtlaselt jaotunud juhuslik suurus.
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e Mediaani ja kvartiilide leidmisel intervallitud variatsioonridade
korral eeldatakse, et vastav tunnus on intervalli piires jaotunud
ithtlaselt.

e Monikord eeldatakse, et mingi kauba hind varieerub erinevatel
miiiijatel teatud vahemikus iihtlaselt (Stigler, [1961).

e Ristkiilikjaotus on oluline mitmesuguste arvutisimulatsioonide
puhul. Tarkvara abil genereeritakse iihtlase jaotusega juhuslikke
arve 16igul [0,1] ja nendest ldhtutakse iilejdénud jaotuste saa-
misel. Simulatsioone kasutatakse néiteks riskianaliiiisis.

Tabelarvutuses on vahemikus [0, 1] iihtlaselt jaotunud juhusliku

suuruse vadrtuste genereerimiseks funktsioon RAND. Parameetrid
sellel funktsioonil puuduvad ja tabelarvutuse lahtrisse kirjutatakse
lihtsalt =RAND(). Kui me soovime saada 100 arvu, siis kopeerime
selle funktsiooni 100 lahtrisse. Uute vddrtuste saamiseks tuleb téoleht
lasta uuesti arvutada (Excelis Calculate Sheet voi kiirklahv Shift+F9).

Kui juhuslik suurus allub iihtlasele pidevale jaotusele, siis mérgi-

takse seda jargmiselt:

|
fral
Juf

X ~ Ula,b),

kus a ja b on jaotuse parameetrid, sest need méiravad tiheselt &dra
jaotusfunktsiooni.
Ristkiilikjaotuse jaotustfunktsiooni saab leida valemist (5.29)):

¢ © 1 1 ¢ c—a
F(c)—/a f(z)da:—/a b—adm_b—a/a daz—b_a.

Loigul [a, b] esineva ristkiilikjaotuse jaotusfunktsioon on

F@):i:z. (5.42)

Geomeetriliselt on jaotusfunktsiooni vadrtus kohal x vordne sellise
ristkiiliku pindalaga, mille laius on = — a ja korgus 1/(b — a). Kui ¢ ja
d on 16igult [a, b], siis toendosused (vt ka joonis [5.8)):

c—a
P(X =
c—a b—c
(X>¢) b—a b-—a’
P(c<X<d):c_a d—a d—c

b—a b—a b—a

Viimane valem kehtib muidugi juhul, kui ¢ < d.
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Ristkiilikjaotuse
keskvddrtus,
mediaan,

dispersioon

f(x) F()

P(X<c) P(X>c)

P(X<c)

f(x)

P(c<X<d)

Joonis 5.8. Jaotustiheduse graafikul (a) on tdéendosus P(X < ¢) vord-
ne varjutatud ristkiiliku pindalaga ning tdendosus P(X > ¢) vordne var-
jutamata ristkiiliku pindalaga. Jaotusfunktsiooni graafikult (b) saab toe-
ndosuse F(c) = P(X < c¢) médrata jaotusfunktsiooni teljelt. Toendosus
P(X > ¢) =1—- P(X < ¢). Toendosus P(c < X < d) on jaotustiheduse
graafikul (c) varjutatud ristkiiliku pindala ning jaotusfunktsiooni graafikul
(d) kahe toendosuse vahe P(X < d) — P(X < c¢)

Pideva juhusliku suuruse keskvéértuse (5.36) ja mediaani ([5.34)
valemitest saab leida valemid ristkiilikjaotuse keskvaartuse ja mediaani
arvutamiseks, kui panna sinna jaotustihedus (5.41)).

Loigul [a,b] esineva ristkiilikjaotuse keskvidrtus p ja mediaan
Me langevad kokku:

= %(a—l—b), (5.43)
Me = %(a—i—b). (5.44)

Ristkiilikjaotuse dispersioon on

2_ 1

Ry
o° = 12(b a) (5.45)
ja standardhélve
1
=——(b—a). 5.46
o= 5(b-a) (5.46)
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Valemite (5.43)) ja (5.44) toestuse jatame lugeja hooleks (iilesan-
ne [5.16)). Dispersiooni (5.45)) leidmiseks kasutatakse valemit (5.38) ja

vastav tuletuskiik on toodud lisas

5.6. Bernoulli jaotus

Alapeatiikis[3.9]tutvusime kahevéirtuselise tunnusega. Selleks voib olla
sugu (mees/naine), t66hoive seisund (t66tab/ei to6ta), jaatav voi eitav
vastus mingile kiisimusele jpt.

Ko6ik kahevadrtuselised tunnused saab kodeerida arvude 0 ja 1 abil.
Selline juhuslik suurus X, mis v&ib omada vaid kahte vadrtust 0 ja 1, on
Bernoulli jaotusegarﬂ. Véértuse 1 esinemise toendosus p = P(X = 1)
médrab dra ka vadrtuse 0 esinemise toendosuse ¢ = P(X =0) =1 —p.
Jérelikult on Bernoulli jaotusel iiks parameeter p. Kui juhuslik suurus
X on Bernoulli jaotusega, siis tdhistame seda jargmiselt:

X ~ Be(p).
Bernoulli jaotusele alluva juhusliku suuruse X saab siduda mingi
siindmuse A toimumisega jargmiselt:

1, kui katse tulemusena esineb siindmus A,
0, kui katse tulemusena esineb siindmus A,

kus A on siindmuse A vastandsiindmus. Sellisel juhul on X siindmuse
A indikaator. Sellist katset, millel vGib olla vaid kaks tulemust, nime-
tatakse Bernoulli katseks. Néiteks on Bernoulli katseteks miindi vis-
kamine, juhuslikult valitud inimese soo madramine, juhuslikult valitud
toote nouetele vastavuse médramine (vastab/ei vasta).

Bernoulli jaotuse Be(p) keskvidrtus

p=p (5.47)

ja dispersioon
o =p(l—p). (5.48)

Need valemid tuletasime me kahevaartuselise tunnuse analiiiisimise

juures alapeatiikis (valemid (3.20) ja (3.25])).

3Jacob Bernoulli (1605-1705), Sveitsi matemaatik.
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5.7. Binoomjaotus

Enamasti ei piirduta ithe Bernoulli katsega, vaid tehakse katsete see-
ria. Naiteks kontrollitakse mitme tooteeksemplari vastavust kvaliteedi-
noéuetele. Kui me teeme jirjest mitu Bernoulli katset, siis voime definee-
rida uue juhusliku suuruse, mis vordub siindmuse A esinemise sagedu-
sega n katse korral. Sellise juhusliku suuruse analiiiisimisel on suurem
praktiline téhtsus.

Niide 5.10. Edukad miiiigikoned

Telemarketingiga tegelevas ettevottes t6otav telefonimiiiija teeb
péevas 30 konet. Loeme edukaks telefonikoneks konet, mille tu-
lemusena klient soetab pakutud toote. Kahe kuu jooksul on edu-
kaid miitigikonesid esinenud jargmiselt:

Edukate konede

arv paevas x; 0 1 2 3 4 ) 6
Pievade arv
ehk sagedus f; 2 6 10 10 7 4 2

Suhteline sagedus ehk
statistiline toendosus 0,049 0,146 0,244 0,244 0,171 0,098 0,049

Edukate konede arv Y f; = 41 péeva jooksul on »_ fix; = 116.
Kokku on 41 pdeva jooksul tehtud 41 - 30 = 1230 konet. Siit
toendosus, et miitigikone on edukas:
116
P= 1530 = 0,094.

Edukate konede arv pédevas X on juhuslik suurus, mis voib oman-
dada vdartusi m = {0,1,2,3,...,n}, kus n on koigi konede arv
péaevas. Ilmselt soltub mingi konkreetse viartuse esinemise toe-
nédosus nii konede arvust piaevas kui ka tdenfosusest p, kas tiksik
kéne on edukas. Tabelis toodud statistiline tdendosus annab mei-
le selle juhusliku suuruse empiirilise jaotusseaduse. Kuidas leida
vastav teoreetiline jaotusseadus?

Iga miiiigikonet voime vaadelda kui katset, millel saab olla kaks voi-
malikku tulemust: ,edukas”, ,ei ole edukas®. Jarelikult iga miitigikonet
iseloomustab kaheviirtuseline tunnus. Uht kénet véime vaadelda kui
Bernoulli katset ja jérjestikused miiiigikdned moodustavad Bernoulli
katsete seeria. Tahistame edukat konet tahega S (success) ja selle toe-
ndosus on p. Mitteedukas kone olgu U (unsuccess) ja selle tGendosus on

174



5.7. BINOOMJAOTUS

1—p. Kolme jirjestikuse kone tulemused voime skemaatiliselt kujutada
Bernoulli katsete puul, mis on toodud joonisel

p

1—p U p(l-p)
P__-S p*(l-p)

1— S <
P U<p 15~ U p(-p)?
p S 1—p)?
1-p U< =y
U (1-p)?

1—p

Joonis 5.9. Bernoulli katsete puu

Joonise 5.9 viimases veerus on vastava tee libimise toendosus. Nai-
teks tee SSS toendosus on p?, SSU tdendiosus p?(1 — p) ja samasugune
on ka teede SUS ning USS toendosused. Jéarelikult tdendosus, et kol-
mest konest kolm on edukad, on p3. Tdeniosus, et kolmest konest kaks
on edukad, on 3p?(1—p) ja toeniiosus, et kolmest konest iiks on edukas,
on 3p(1 — p)? (teed SUU, USU ja UUS).

,

Kui
e katse (¢rial) tulemus voib olla positiivne (success) voi ne- _
gatiivne; pmoom-
e katset korratakse mitu korda, registreerides positiivsete tu- Jao t“"”“}
lemuste arvu; esinemine

e katsed on soltumatud, s.t eelneva katse tulemus ei mojuta
jargnevate katsete tulemusi;
e positiivse tulemuse esinemise toendosus on koikide katsete
korral iithesugune;
siis positiivsete tulemuste arv on juhuslik suurus, mis allub bi-
noomjaotusele.

Tahistame téendosust, et positiivsete tulemuste arv X omandab
vadrtuse m jirgmiselt: P(X = m). Leiame selle toendosuse erinevate
m vidrtuste jaoks. Olgu positiivse tulemuse toendosus iiksikul katsel
p, negatiivse tulemuse toendosus on siis 1 — p. Katsete arv on n.

Olgu m = 0, s.t positiivseid tulemusi on 0. Koik n katset annavad
negatiivse tulemuse, mille toendosus on 1 — p. Tegemist on n soltuma-
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tu stindmuse korrutamisega ning jérelikult tdendosused korrutatakse

(valem ([4.16)):
PX=0=(10-p)-1=p)-A=p)-...-(L=p)=1-p)"

n

Olgu m = 1, s.t positiivseid tulemusi on n katse hulgas 1. See voib
juhtuda mitmel erineval moel. Téhistades positiivset tulemust tdhega
S ja negatiivset tulemust tdhega U, koostame jirgmise tabeli.

Tulemuste jarjestus Toenéosus

SUU...U p-(l=p)-...-(l=p)= p-(1—p"*
n—1

USUU...U (1-p)-p-(I=p" 2= p-(1—p"*

UUSU... U (1-p)-(1-p)p (1—p" 3= p-(1-pn!

UUU...S (1-ptp= p-(1-—p""

On selge, et erinevaid véimalusi on n tiikki ja meid rahuldab  kas see
voi teine voi kolmas voi ...“. Tegemist on iiksteist vélistavate slindmuste
liitmisega ja tdendosused liidetakse. Tulemuseks saame

P(X =1)=np(1 —p)" .

Olgu m = 2, s.t positiivseid tulemusi on n katse hulgas 2. Sarnaselt
eelnevale situatsioonile koostame tabeli, kus esitame erinevad voima-

lused.
Tulemuste jirjestus Toendosus
SSUU...U pp-(1=p)..-(l—p)= p*-(1—p)n2
SUSUU...U p- 1—p)-p-n(12—p)"—3= p*-(1—p)"2
USSUU...U  (1-p)-pp-(1-p" 3= p> (1-p"-
UUU...SS (lfp)"*”pé.:. P (1-p)"?

Kui palju on niiiid erinevaid voimalusi? Selleks tuleb esitada kii-
simus: mitu véimalust on kahe elemendi valikuks n elemendi hulgast?
Vastus on: kombinatsioonide arv n elemendist kahe kaupa. Téhistatak-
se seda tavaliselt C2. Otsitav tSenfiosus on jirelikult

P(X =2) = Cpp*(1 —p)" 2.

Suuremaid m vadrtusi me ei vaata, piitiame saadud tulemusi iil-
distada. Selleks kirjutame leitud toendosused uuesti vilja. Arvestame
seda, et C¥ = 1 (on ainult {iks voimalus mitte iihegi elemendi valikuks
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n hulgast) ja C} = n (iihe elemendi valikuks n elemendi hulgast on n
voimalust).

0) = (1—p)" =Cp°(1 —p)"
P(X =1)=np(1—p)" ' = Cpp'(1 —p)" "
2) = Cop*(1—p)" %

Uldistades neid tulemusi suvalise arvu m jaoks, voime kirja panna

P(X=m)=C"p"™(1—p)" ™.

Olgu katse tulemus toendosusega p positiivne ja toendosusega
1—p negatiivne. Katset n korda soltumatult korrates voib saada
m positiivset ja n—m negatiivset tulemust. Positiivsete tulemus-
te arv m on diskreetne juhuslik suurus, mille toenéosus leitakse
Bernoulli valemist:

Toendosus bi-
noomjaotuse

korral

P(X =m)=Cyp™(1-p)" ", (5.49)

kus C"' on kombinatsioonide arv n elemendist m kaupa:

n!
Clt'= ————. 5.50
" ml(n—m)! (5:50)
Tuletame meelde, et n! tdhistab arvu n faktoriaali: n! =1-2-...-n.

Niiteks 4! =1-2-3-4 = 24. Eraldi on defineeritud arvu 0 faktoriaal:
o' =1.

0,20} o® S
n=40 [) p=0,3
0,15 ° * e p=01 015 o ® n=20
"n = p=05 ° uy = n=60
0.10 ° n n 0,10 . "
| | | ° n u
° n -
0,05 * " " 0,05 - .
° .' .. ° ®u [}
o, N . _-l. "
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35

Joonis 5.10. Binoomjaotus soltub kahest parameetrist. Vasakul on kaks jao-
tust, kus katsete arv on {ihesugune: n = 40, aga positiivse tulemuse téendosus
p on erinev. Parempoolsel graafikul on tdendosus p = 0,3 {ihesugune ja katsete
arv n erinev
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Binoomjaotusel on kaks parameetrit: katsete arv n ja positiivse tu-
lemuse toendosus iiksikul katsel p. Need médravad téielikult binoom-
jaotusele alluva juhusliku suuruse vidrtuste téendosused, s.t médravad
ara jaotusseaduse. Kui mingi juhuslik suurus X allub binoomjaotusele
parameetritega n ja p, tdhistatakse seda jargmiselt:

X ~ B(n,p).

Kui me teeme ainult iithe katse, s.t n = 1, siis saame Bernoulli
Jjaotuse:
B(1,p) = Be(p).

Niide 5.11. Defektiga toodete arvu toendosusjaotus

Olgu defektiga toote esinemise tdendosus 0,2. Valime suvaliselt
vélja 10 toodet. Leiame, kui suur on toendosus, et nende 10
hulgas

a) pole iihtegi defektiga toodet;

b) ks toode on defektiga;

c) kaks toodet on defektiga.
Defektiga toodete arv allub binoomjaotusele B(10,0,2). Leiame
valemi abil toendosused, et n toote hulgas on defektiga
tooteid m tiikki, kus m voib omada vadrtusi 0, 1, 2 ning n = 10

jap=0,2.

a) Kui 10 toote hulgas pole iihtegi defektiga toodet, siis m = 0.
10!

P(X =0)=C%-02° (1 -02)170 = ool L 0,819 = 0,107.

Vastus: toenfosus, et 10 toote hulgas pole iihtegi defektiga too-

det, on 0,107.

b) Kui defektseid tooteid on iiks, siis m = 1.

1 1 10-1 _ 10! 9
P(X=1)=C-02"-(1-0,2) =To1” 0,2-0,8° = 0,268.
Vastus: toendosus, et 10 toote hulgas on iiks defektiga toode, on
0,268.
¢) Kui defektseid tooteid on kaks, siis m = 2.

2 2 10-2 _ 10! 2 8
P(X =2)=C%-0,2*-(1-0,2) = ol 0,2-0,8° = 0,302.
Vastus: tGendosus, et 10 toote hulgas on kaks defektiga toodet,
on 0,302.

Analoogselt vGime leida toendosused ka iilejidnud m vidrtuste
jaoks. Defektiga toodete arvu tdendosusjaotus on esitatud joo-

nisel 5111
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0.35¢
0.30F °
E °
0,25
020} °
015}
Fe
010 °
0,05F
[ [
O e e .
0 2 4 6 8 10
Defektiga toodete arv
Joonis 5.11. Defektiga toodete arvu toendosusjaotus

See, kumb katsetulemus lugeda positiivseks, kumb negatiivseks, po-
le oluline. Olgu niiteks tulemus A positiivne ja tulemus B negatiivne.
Tulemuse A esinemiste arvu m téendosuse saame siis valemite
ja pohjal, kus p on A esinemise tdendosus iiksikul katsel:

n!

P(X =m) = AU A (5.51)

m!(n —

Loeme niilid positiivseks tulemuse B. Siis m on tulemuse B esine-
miste arv ja p tulemuse B esinemise tdendosus iiksikul katsel. Tulemuse
A esinemiste arv on n — m ja tulemuse A esinemise toendosus liksikul
katsel 1 — p. Leiame uuesti tulemuse A esinemiste arvu tGenfdosuse:

n!

P(X=n—-m)= (I —p)"mp™. (5.52)

(n —m)!m!
Saime sama tulemuse, mis puhul.
Tabelarvutuses leiab binoomjaotusele vastava toendosuse voi jao-
tusfunktsiooni vadrtuse funktsioon BINOM.DIST, mille parameetrid
on jargmised:
Number s — positiivsete siindmuste arv m;
Trials — katsete arv n;
Probability s — iiksiku positiivse tulemuse toenédosus p;
Cumulative — toendosuse leidmisel 0, jaotusfunktsiooni véédrtuse leid-
misel 1.
Parameetri Cumulative vadrtus toimib jargmiselt:
Cumulative = 0 korral leitakse téendosus P(x = m);
Cumulative = 1 korral leitakse jaotussfunktsiooni védrtus F(m) =
Plx<m)=Plx=0)+Plx=1)+...+ Plx =m).
Kui binoomjaotuse parameetriteks on katsete arv m ja positiivse
tulemuse toendosus p, siis erinevate toendosuste leidmiseks kasutatakse
tabelarvutuse funktsiooni BINOM.DIST jargmiselt:

|
fral
Juf
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m) = BINOM.DIST(m;n;p;0),
) = BINOM.DIST(m;n;p; 1),
) =1—BINOM.DIST(m;n;p;1).

Niide 5.12. Laenud ettevotetele ja krediidirisk

li! Kbige levinum risk panganduses, mis laenu andmisega kaasneb,
@%e on krediidirisk. See on risk, et laen jidb pangale tagastamata.
NO5Jaotused Laenuvotjate kontrollimisel kasutavad pangad tihti krediidiinfo
N5.12 kogumisele spetsialiseerunud asutusi, mis omistavad ettevotetele

krediidireitinguid. Tuntumad nendest on Moody’s, Standard &
Poor’s, Fitch, Eestis Krediidiinfo AS.
Uhe panga laenuportfelli kuulub 250 ettevotet, mille krediidi-
reiting Moody’si jargi on Baa. Keskmine laenu pikkus on viis
aastat. Ettevotte reiting Baa tdhendab, et viie aasta jooksul on
maksejouetuse tekkimise tdendosus 1,94% (Cantor, Hamilton ja
Tennant, . Leiame tGendosuse, et viie aasta jooksul muutub
maksejouetuks 250 ettevottest

a) mitte iikski ettevote;

b) maksimaalselt viis ettevotet;

c) iile viie ettevotte.
Méarame binoomjaotuse parameetrite viidrtused. Maksejoue-
tuks jadmise tdendosus on positiivse siindmuse toendosus p =
0,0194. Katsete arv on vastava krediidireitinguga laenuvotjate
arv n = 250. Toendosuste leidmiseks kasutame tabelarvutust.
a) Tuleb leida toendosus, et maksejouetuks jadab 0 ettevotet:

P(X = 0) = BINOM.DIST(0; 250; 0,0194; 0) ~ 0,0075.

Vastus: toendosus, et maksejouetuks ei jaa iikski ettevote 250-st,
on 0,0075.

b) Tuleb leida toendosus, et maksejouetuks jadab maksimaalselt
viis ettevotet:

P(X < 5) = BINOM.DIST(5; 250; 0,0194; 1) ~ 0,643.

Vastus: toendosus, et maksejouetuks jadb kuni viis ettevotet, on
0,643.
c¢) Tuleb leida tdendosus, et maksejouetuks jadb rohkem kui viis
ettevotet:

P(X >5)=1-0,643 = 0,357.

Vastus: toendosus, et maksejouetuks jadab rohkem kui viis ette-
votet, on 0,357.
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Olgu panga juhtkonna poolt seatud eesmérk, et halbade (s.t ta-
gastamata jadnud) laenude osakaal ei tohiks olla suurem kui 4%
laenuportfellist. Kui suur on toendosus, et see piir tletatakse?
Kuna 4% 250-st on 10 ettevotet, tuleb leida toendosus, et mak-
sejouetuks jadb rohkem kui 10 ettevotet:

P(X > 10) = 1 — BINOM.DIST(10; 250;0,0194; 1) = 0,01.

Vastus: toenfosus, et halbade laenude osakaal iiletab etteantud
piiri 4% laenuportfellist, on 0,01.

Binoomjaotuse keskviirtuse leidmiseks arutleme jargmiselt. Kui
me teeme n katset, millel voib olla kaks voimalikku tulemust, siis
iga katse tulemus vastab Bernoulli jaotust omavale juhuslikule suu-
rusele X;. Seega, binoomjaotusele alluv suurus Y ~ B(n,p) on iiksi-
kute Bernoulli jaotusele Be(p) alluvate juhuslike suuruste X; summa
Y = X1+ X2 + ...+ X,,. Kuna positiivse tulemuse toendosus p jaab
jarjestikuste katsete ajal konstantseks, siis Bernoulli jaotusele alluvate
suuruste keskviidirtus on iithesugune (vt valem (5.47)):

EXi]=E[Xs] =...= E[X,] = p

ja dispersioon (valem (5.48))

2 2 2
oy, = 0%, =...=0%, =p(l—p).

Arvestades keskvadrtuse aditiivsuse omadust (5.18)), voime kirjuta-
da

EY]=E[X||+ EXo]+...+ E[X,]=p+p+...+p=np.

Dispersiooni leidmisel arvestame seda, et jarjestikused katsed ning
jarelikult suurused X; on soltumatud. Sellisel juhul on summa disper-
sioon vordne dispersioonide summaga.:

oy = ok, +o%,+. . .+0%, = p(1=p)+p(1—p)+...+p(1—p) = np(1-p).

Kui katsete arv on n ja positiivse tulemuse tdendosus p, siis
binoomjaotuse keskviirtus on

w=pn (5.53)
ja standardhilve

g

np(l — p). (5.54)
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Valemist (5.53) voime avaldada positiivse tulemuse toendosuse
,u

= —. 5.55
p= (5.59)
Niiiid saame Bernoulli valemi (5.49)) kirjutada binoomjaotuse keskvéér-
tuse kaudu:
M m 'LL n—m
P(x=m)=cp(2)" (1-5)", 5.56
(x=m)=cp (5" (12 (5.56)

Niide 5.13. Kindlustusettevotte riskide juhtimine

Kindlustusettevotte riskide juhtimisel kasutatakse mitmeid toe-
niosusmudeleid. Lihtsa mudeli korral eeldatakse, et

1) koikidel kindlustuslepingutel on kahjujuhtumi toen#osus
tthesugune (kehtib juhul, kui kindlustusportfellis on ainult
tiht liiki kindlustustooted);

2) kahjujuhtumid toimuvad soéltumatult (kehtib enamasti
alati).

Sellisel juhul allub kahjujuhtumite arv aastas binoomjaotusele
B(n,p), kus n on solmitud lepingute arv ning p kindlustusjuh-
tumi tekkimise toendosus aastas. Kindlustusmaksete ja vajaliku
omakapitali suuruse méiramisel voib lahtuda kahest pohireeglist
(Beneplanc ja Rochet, 2011}, ptk 5).

1. Kindlustusmaksetest saadav tulu peab olema vdhemalt
nii suur kui kindlustushiivitiste viljamaksmisest tingitud
oodatav kulu. See tingimus garanteerib, et kindlustusand-
jal on piisavalt raha voimalike kindlustushiivitiste vilja-
maksmiseks. Kui keskmine hiivitis iithe kahjujuhtumi kohta
on ¢, siis tulu aastas

R > cp, (5.57)

kus p on kahjujuhtumite arvu keskvéadrtus aastas.

2. Kuna kahjujuhtumite arv voib olla keskviartusest suurem,
peab eksisteerima omakapital K, mis moodustab turvava-
ru. Selle miinimumvéartuseks voetakse

K > cso, (5.58)

kus s on turvakordaja (safety coefficient) ja o kahjujuhtu-
mite arvu standardhilvd®
Kaks tingimust voib kokku votta:

R+ K > c(u+ so).
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Kui kahjuhiivitisi tuleb maksta rohkem kui kindlustusettevottel
on varasid, ootab ettevotet pankrot. Vottes niiteks s = 10, siis
Tgebosovi teoreemist (vt alaptk toendosus, et kindlustus-
juhtumite arv erineb keskviértusest rohkem kui 100 vorra, on
viiksem kui 1/102. See tihendab, et pankroti tdeniosus on sel
juhul viiksem kui 1%. Tegelikult on see veel viiksem, sest Tsebo-
Sovi teoreemi jargi leitud toendosus jaguneb kaheks: vihem kui
@ — 100 ja rohkem kui g + 100. Lisaks sellele kehtib TSebosovi
teoreem 1iildjuhul ja ei arvesta konkreetset jaotusseadust.

Olgu iihel kindlustusettevottel 5000 lepingut, millel kindlustus-
juhtumi tekkimise toendosus aastas on 5%. Keskmine hiivitis
ithe kahjujuhtumi kohta on 1200 eurot. Leida minimaalne vaja-
lik tulu aastas ning minimaalne omakapitali suurus, kui s = 10.
Aastas aset leidvate kahjujuhtumite arvu keskvéértus (valemist
(5.53))

@ =0,05-5000 = 250

ning minimaalne vajalik tulu (valemist (5.57))
R =1200 - 250 = 1200 - 270 = 300000.

Kahjujuhtumite arvu standardhélve (valemist (5.54)

o =+/5000-0,05- (1 —0,05) ~ 15
ning minimaalne omakapital (valemist (5.58]))
K =1200-10- 15 = 180000.

Vastus: minimaalne vajalik tulu aastas on 300 tuhat eurot ning
minimaalne omakapitali suurus 180 tuhat eurot.

“Eestis on kindlustusandja omavahendite miinimum madratud kindlus-
tustegevuse seadusega.

Niites kasutasime minimaalse omakapitali leidmiseks valemit
, kus kordaja s voeti ette. On voimalik ka teistsugune ldhenemine:
vOtta ette kriteerium 3, nii et pankroti tekkimise téendosus oleks sellest
vaiksem. Siis peab kehtima tingimus

P(X >m) < p,
kus X on kahjujuhtumite arv aastas. Vastandsiindmuse jaoks kehtib
tingimus

P(X <m) > a,
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)
rof
)

NO5Jaotused
N5.14

kus @ = 1 — (. Viimane on tingimus jaotusfunktsiooni viédrtuse F(m)
jaoks: tuleb leida vahim m viértus, mille korral

F(m) > a. (5.59)

See on jaotusfunktsiooni vidrtuse leidmise poordiilesanne.
Tabelarvutuses aitab viimast probleemi lahendada funktsioon BI-

NOML.INV. See funktsioon leiab minimaalse positiivsete tulemuste

arvu m, mille korral kehtib tingimus . Funktsiooni parameetrid

on jargmised:

Trials — katsete arv n;

Probability s — iiksiku positiivse tulemuse toendosus p;

Alpha — kriteerium « tingimusest , 0<a<l.

Niide 5.14. Kindlustusettevotte minimaalne omakapital

Leiame néites [5.13] toodud andmetele tuginedes, kui suur peab
olema selle kindlustusettevotte omakapital, et pankroti tekki-
mise toendosus oleks viiksem kui 1%.

Lepingute arv n = 5000 ja kahjujuhtumi téen&osus p = 0,05.
Kriteerium § = 0,01, jérelikult o = 1—0,01 = 0,99. Minimaalne
kahjujuhtumite arv m, mille korral on taidetud tingimus :

m = BINOM.INV (5000; 0,05; 0,99) = 286.

Sellise arvu kahjujuhtumite hiivitamiseks vajalike ressursside
suurus (tulu aastas R pluss omakapital K)

R+ K =1200 - 286 = 343200.
Kuna vajalik tulu aastas oli R = 300000, siis
K = 343200 — 300000 = 43200.

Vastus: selleks, et néites kirjeldatud kindlustusettevotte
pankroti tekkimise tdeniosus oleks viiksem kui 1%, peab mi-
nimaalne omakapital olema 43,2 tuhat eurot. See on oluliselt
véiksem kui naites [5.13] leitud 180 tuhat eurot, kus me kasuta-
sime kriteeriumit K > 100.

5.8. Poissoni jaotus

Mingi aja jooksul poodi sisenevate ostjate arv on juhuslik suurus. Kui
me loendame sisenenud ostjaid jarjestikuste viieminutiliste intervallide
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jooksul, voime saada néiteks arvud m = {5,7,2,0,5,6}. Selle vaatluse
pohjal siseneb viie minuti jooksul keskmiselt 4,17 inimest.

Enamasti teeb otsuse, kas siseneda poodi voi mitte, iga inimene sol-
tumatult teiste kditumisest. Sellisel juhul on erinevate inimeste poodi
sisenemised soltumatud siindmused.

,

Poissoni jaotus kirjeldab diskreetset juhuslikku suurust, mille
vaartuseks on haruldaste siindmuste arv m teatud intervallis.
Stindmused toimuvad

e juhuslikult ja iiksteisest soltumatult;

e harva;

e kindlas ajaintervallis voi ruumipiirkonnas.

R

Joonis 5.12. Kindlas ajavahemikus esinevate soltumatute siindmuste arv on
juhuslik suurus, mis allub Poissoni jaotusele

Poissoni
jaotuse

esinemine

Me voime 5-minutiliste intervallide asemel vaadelda lithemaid inter-
valle, néiteks sekundilisi, ja vaadata, kas mingis sekundis keegi astub
poodi voi mitte. Sellisel juhul on tegemist kahevdirtuselise tunnusega:
,Siseneb/ei sisene®, mis allub binoomjaotusele. Positiivsete tulemuste
,sisenes” arvu m toendosuse saame jarelikult leida valemist , sest
meil on leitud 5 minuti jooksul sisenevate inimeste arvu keskviirtus
u = 4,17. Sekundilisi intervalle on viies minutis 300, jarelikult katsete
arv n = 300. Niiteks toenfosus, et viie minuti jooksul astub poodi 6
inimest, on

4.17\°¢ 4,17\ 2
P(X =6) = C%y, <3’00) <1 - 3’00> ~ 0,1133. (5.60)

Aga kuidas arvutada toendosust siis, kui sekundi jooksul astub poo-
di korraga kaks inimest? Sel juhul ei saa me kasutada binoomjaotust,
sest binoomjaotusele alluv suurus peab olema kaheviértuseline (,sise-
neb/ei sisene”). Ei ole voimalust ,siseneb kaks inimest“. Sellest problee-
mist iilesaamiseks jagame 5-minutilise intervalli veel lithemateks osa-
deks, millega suurendame katsete arvu n.

Lisason néidatud, mis juhtub valemiga , kui katsete arv n
ldheneb 16pmatusele. Kui kasutame keskvidrtuse jaoks tdhistust A = p,

siis
lim [C,T <A> <1 - A) ] = e*AA—'. (5.61)
n—o00 n n m:
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Poissoni

valem

Néeme, et toendosus P(X = m) ei soltu enam katsete arvust. Bi-
noomjaotuse piirjuht katsete arvu ldhenemisel I6pmatusele on Pois-
soni jaotus. Oma nimetuse on see jaotus saanud Prantsuse matemaa-
tiku ja fiitisiku Siméon Denis Poissoni (1781-1849) jargi.

Kui A on keskmine haruldaste siindmuste arv mingis intervallis,
siis m stindmuse toimumise toendosus selles intervallis on leitav
Poissoni valemi abil:

A

m!’

P(X=m)=e (5.62)

kus A > 0 on Poissoni jaotuse keskvidrtus ja e = 2,718... on
Euleri arv.

Kasutame Poissoni valemit (5.62) leidmaks toendosust, et poodi
astub viie minuti jooksul kuus inimest, kui sisenejate arvu keskvaartus
A=4,1T:

4,176
26_4’17 )

P(X =6) ~ 0,1128. (5.63)

Lopmatu arvu katsete korral saame ligikaudu sama tulemuse, mis bi-
noomjaotuse kasutamisel katsete arvu n = 300 korral (arvutus (5.60)).

Poissoni jaotusel on {iks parameeter: keskvadrtus A, mis méarab
tdielikult dra Poissoni jaotusele alluva juhusliku suuruse jaotusseaduse
(vt joonis [5.13)). Kui mingi juhuslik suurus X allub Poissoni jaotusele
keskvadrtusega A, tdhistatakse seda jargmiselt:

X ~ Pois(A).
0,30¢ 030¢
0,25¢ t @ 0,25} (b)
020} * ° 0,20
0,15} . 0,15}
010, 0,10}
0,05 I, 005
O’OO L \‘ L L LAY " + 4 O‘OO L] L L ‘ L L .\ L Y .
0 2, 4 6 8 10 12 14 0 2 4,6 8 10 12 14

Joonis 5.13. Kaks erinevat Poissoni jaotust: (a) A =2,5; (b) A=5

Kuna Poissoni jaotusele alluva juhusliku suuruse viartused saa-
dakse siindmuste loendamisel, siis voib see juhuslik suurus omandada
vaid naturaalarvulisi vadrtusi, m € {0;1;2;...}. Poissoni jaotuse kesk-
védrtus A voib aga olla positiivne murdarv. Jooniselt on naha,
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et viikeste keskvadrtuste korral on Poissoni jaotuse kdver parempoolse
asiimmeetriaga. See on seletatav sellega, et jaotus on vasakult poolt
piiratud: loendamisel saadav tulemus ei saa olla viiksem kui null. Suu-
remate keskvidrtuste korral muutub jaotus siimmeetrilisemaks, sest
null on keskvéértusest kaugemal.

Naiide 5.15. Telefonikonede arvu jaotus

Telefonifirma Bell registreeris seitsme pieva jooksul, kui palju
konesid tehti taksofonidest viieminutiliste intervallide jooksul.
Iga paev vaadeldi 20 intervalli ajavahemikus 12:00-14:00 ja vaat-
luse all oli neli taksofoni, millest tehtud kénede arv summeeriti.
Tulemused on toodud tabelis (Thorndike, . Niiteks selli-
seid viieminutilisi intervalle, mille jooksul ei tehtud iihtegi konet,
oli 140 intervalli hulgas viis. Selliseid intervalle, mille jooksul teh-
ti neljast taksofonist kokku kolm kénet, oli 38.

Konede arv
intervallis 0 1 2 3 4 5 6 7

Intervallide arv
ehk sagedus f 5 33 24 38 23 9 4 4

Kokku vaadeldi 140 intervalli, mille jooksul tehti konesid kok-
ku 384. Jirelikult keskmine konede arv viieminutilise intervalli

jooksul on
Ao fimi 384, o
S fi 140
Mingi aja jooksul tehtud telefonikonede arv on juhuslik suurus.
Kuna vaatluse all olid ténaval seisvad taksofonid, siis jarjestiku-
sed koned olid iiksteisest soltumatud, tehtud erinevate inimest

poolt. Jarelikult telefonikonede arvu jaotust kirjeldab Poissoni

jaotus.
Vordluseks leiame iga m viértuse jaoks statistilise toendosuse
pr = Ji
' 384

ja keskvédrtusega A = 2,74 Poissoni jaotusele vastava teoreeti-
lise toendosuse. Tulemused (imardatult) on toodud jérgnevas
tabelis ja joonisel [5.14]

Konede arv

intervallis 0 1 2 3 4 5 6 7
Statistiline
toendosus p* 0,036 0,236 0,171 0,271 0,164 0,064 0,029 0,029
Teoreetiline

toendosus 0,064 0,177 0,242 0,221 0,152 0,083 0,038 0,015
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3 4
Konedearv m

Joonis 5.14. Viieminutiliste intervallide jooksul tehtud konede arvu
jaotus. Tulbad vastavad statistilisele toendosusele, joon néitab vastava
Poissoni jaotuse alusel leitud teoreetilist toendosust

Poissoni jaotust kasutatakse tihti noudluse prognoosimisel ja varu-
de juhtimisel, liiklusvoogude prognoosimisel, ressursside planeerimisel
(to6tajate arv klienditeeninduses), tookindluse teoorias, fiitisikas, info-
tehnoloogias — koikjal, kus teatud aja jooksul voib toimuda juhuslik
arv soltumatuid siindmusi (kaupluse voi teenindussaali kiilastamine,
ostuotsused, infopéringud, rikete esinemine, radioaktiivne lagunemine
jne). On vaja vaid leida siindmuste arvu keskvaiartus mingi aja jooksul
ja me saame leida toendosuse, et sindmuste arv selles ajavahemikus
on vordne mingi vadrtusega, suurem voi viiksem mingist védrtusest.

Niide 5.16. Sisenevate ostjate arvu toendosuse leidmine

Poodi sisenevate ostjate keskmine arv minutis on 3,4. Eeldades,
et sisenejate arv allub Poissoni jaotusele, leida toenédosus, et iihe
minuti jooksul

a) el sisene iihtki ostjat;

b) siseneb tépselt iiks ostja;

c) siseneb kaks voi rohkem ostjat.
Kasutame valemit , kus keskvaartus A = 3.4.
a) Kui keegi ei sisene, siis m = 0 ja

40
P(X =0)= 6*3743’7 = e 31~ 0,0334.

Vastus: tdendosus, et minuti jooksul ei sisene iihtki ostjat, on
0,0334.
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b) Kui siseneb 1 ostja, siis m =1 ja

—-3,4 3’ 41 —3,4
PX=1)=e" o =¢ *.3,4~0,1135.

Vastus: toendosus, et minuti jooksul siseneb tédpselt iiks ostja,
on 0,1135.

¢) Kui soovime leida toen#osust, et minuti jooksul siseneb kaks
voi rohkem ostjat, arvestame jaotusseaduse normeerimistingi-
musega: koikvoimalike vadrtuste toendosuste summa on 1. Jare-
likult

P(X=0+PX=1)4+PX>2)=1.

Sellest tingimusest

P(X>2)=1-(P(X=0)+P(X =1)) =
=1—(0,0334 +0,1135) = 0,8531.

Vastus: toendosus, et minuti jooksul siseneb kaks voi rohkem
ostjat, on 0,8531.

Poissoni jaotuse keskvéértus on antud mingi kindla intervalli kohta.
Kui on vaja leida toenfosus mingi teise pikkusega intervalli jaoks, tuleb
kasutada sellele intervallile vastavat keskvaartust. Kui keskviartus iihe
minuti kohta on A, siis keskvéirtus viie minuti kohta on 5.

Intervalli
Kui mingis intervallis X ~ Pois()), siis k intervallis ¥ ~ muutmine

Pois(k).

Niide 5.17. Telefonikonede esinemissagedus erinevates

ajavahemikes

Niites (.15l oli toodud andmed telefonikonede arvu kohta viie
minuti pikkustes intervallides. Viie minuti jooksul tehtud konede
arvu keskvidrtus on A = 2,74.
Leiame jargmised toendosused:

a) ithe minuti jooksul ei tehta iihtegi konet;

b) tunni aja jooksul tehakse iile 50 kone.
Nende toendosuste leidmiseks kasutame vastavate intervallide
jaoks leitud keskvaartusi.
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a) itheminutilisi intervalle on viies minutis 5. Jarelikult keskmine
konede arv iithe minuti jooksul on

2,74

= 0,548.
5
Kui ei tehta iihtegi konet, siis konede arv m = 0. Vastav toe-
naosus
0,548°
P(X =0) = 082 — 70588 — (578,

0!

Vastus: toendosus, et ithe minuti jooksul ei tehta iihtegi konet,
on 0,578;

b) tunnis on viieminutilisi intervalle 20, jarelikult konede arvu
keskvadrtus tunnis peab olema 20 korda suurem:

2,74 - 20 = 54.8.

Et leida, kui suure toendosusega on konede arv suurem kui 50,
arvestame jaotusseaduse normeerimistingimust:

P(X=0)4+P(X =1)+...+ P(X = 50) + P(X > 50) = 1.
Siit
P(X>50)=1—(P(X=0)+P(X =1)+...+ P(X =50)) =

=1- P(X < 50).

Toendosuse P(X < 50) leidmiseks kasutame tabelarvutuse
funktsiooni POISSON.DIST(50;54,8;1), s.t parameeter Cumu-
lative on 1. See annab tulemuseks 0,98. Niiiid

P(X >50) =1— 0,98 = 0,02.

Vastus: toendosus, et tunni aja jooksul tehakse rohkem kui 50
kénet, on 0,02.

J

Tabelarvutuses on Poissoni jaotuse téenédosuse voi jaotusfunktsioo-
ni leidmiseks funktsioon POISSON.DIST. Parameeter Cumulative
on toendosuse leidmisel 0. Jaotusfunktsiooni viédrtuse F'(m) = P(X <
m) leidmiseks tuleb panna parameetri Cumulative vadrtuseks 1. Néi-
teks

|
|
jut

POISSON.DIST(2; 1,5; 1) = POISSON.DIST(0; 2,5; 0)+
+ POISSON.DIST(1;2,5; 0) + POISSON.DIST(2; 2,5; 0),
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sest

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X = 2).

Kui Poissoni jaotuse keskvadrtus on A, siis erinevate toendosuste leid-
miseks kasutatakse tabelarvutuses funktsiooni POISSON.DIST jarg-
miselt:
P(X =m) = POISSON.DIST(m; \; 0),
P(X <m) = F(m) = POISSON.DIST (m; \; 1),
P(X >m)=1—-F(m) =1-POISSON.DIST(m;A;1).

m
m

9
9

Niide 5.18. Bussireisijate arv

Linnadevahelist bussiliini teenindava bussiettevotte statistika, il

néitab, et keskmiselt reisib sellel liinil 36,7 reisijat. Liini tee- @’

nindavas bussis on 49 kohta. Leida NO5Jaotused
a) toendosus, et bussi tuleb tdpselt 49 reisijat; N5.18

b) toendosus, et bussi tuleb kuni 49 reisijat;
¢) toendosus, et bussi peale soovib tulla rohkem inimesi, kui
on kohti ja vihemalt {iks inimene jadb maha;
d) kui buss teeb aastas 240 reisi, siis mitmel reisil voib moni
inimene maha jadda?
Toendosuste leidmiseks kasutame tabelarvutust.
a) Tuleb leida toendosus, et bussi tuleb tapselt 49 reisijat:

P(X = 49) = POISSON.DIST(49; 36,7; 0) ~ 0,00883.

Vastus: toendosus, et bussi tuleb tapselt 49 reisijat, on 0,00883.
b) Tuleb leida toendosus, et bussi tuleb kuni 49 reisijat:

P(X < 49) = POISSON.DIST(49; 36,7; 1) ~ 0,979.

Vastus: toendosus, et bussi tuleb kuni 49 reisijat, on 0,979.
c¢) Tuleb leida toendosus, et sbita soovijaid on rohkem kui 49:

P(X > 49) =1— 0,979 = 0,021.

Vastus: téendosus, et soita soovijaid on rohkem kui bussis kohti,
on 0,021.

d) Reiside arv kokku on 240 ja tden#osus, et moni inimene jiib
maha, on 0,021. Jarelikult selliste vdljumiste arv

0,021 - 240 ~ 5,1.

Vastus: mahajasjaid voib olla umbes viiel reisil aastas.
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Poissoni
jaotuse

dispersioon

Poissoni jaotuse dispersioon on vordne jaotuse keskviirtusega

0-12301'5 =A (564)

ja standardhélve
Tpois = V. (5.65)

Seost saab kasutada kontrollimaks, kas mingi suurus allub
Poissoni jaotusele. Kui see seos ligikaudu kehtib, siis on tegemist Pois-
soni jaotusega. Tapsemaks testimiseks voib aga kasutada x2-testi (vt
ptk .

Kui me soovime kasutada Poissoni jaotust mingi empiirilise juhus-
liku suuruse toendosuste arvutamiseks, tuleb eelnevalt 1dbi viia vaatlus
ja selle alusel leida jaotuse keskvédrtus. Vaatluse kiigus loendatakse
siindmuste arv paljudes iihesuguse pikkusega intervallides. Intervallid
peavad olema valitud nii, et jaotuse keskvadrtus oleks konstantne. Néi-
tes kasutatud allika korral vaadeldi 20 intervalli erinevatel pdevadel
ajavahemikus 12:00-14:00. Kui vaadelda monda teist ajavahemikku,
néiteks 18:00-20:00, on jaotuse keskviirtus teistsugune. Samamoodi
poodi sisenevate ostjate arvu jaotust analiiiisides peame leidma piirid,
mille jooksul keskvadrtus ei muutu. Néiteks kellaaegadel 10:00-12:00
ja 16:00-18:00 on jaotuse keskvéidrtus ilmselt erinev. Seda arvestatakse
kassapidajate t66 planeerimisel.

Poissoni jaotust kasutades on massteeninduse ehk jirjekorrateoo-
rias (queuing theory) tuletatud praktilised valemid jarjekorra pikkuse
ja keskmise ooteaja leidmiseks (vt niiteks Evald Ubi ja Kadrin Keres
,2Rakendusmatemaatika“ voi Tiiu Paas ,Kvantitatiivsed meetodid ma-
janduses®). Lahtesuurusteks on keskmine sisenejate arv ehk sisendvoo
intensiivsus ja keskmine teenindatud klientide arv (teenindaja t60kii-
rus). Valemeid saab kasutada lihtsamate, iihe teenindajaga siisteemide
analiiiisimisel. Keerulisemate siisteemide korral, kus on mitu teeninda-
jat voi kus tuleb jarjestikku ldbida mitu teeninduspunkti, kasutatakse
vastava tarkvara abil 1dbiviidud simulatsioone. Selline modelleerimine
voimaldab optimeerida teenindusprotsessi.

5.9. Eksponentjaotus

Kui mingis ajavahemikus toimuvate soltumatute siindmuste arv allub
Poissoni jaotusele, siis ajavahemik nende siindmuste vahel allub eks-
ponentjaotusele. Eksponentjaotusele voib alluda niiteks

e ajavahemik kahe jarjestikuse kliendi saabumise vahel;

e ajavahemik kahe jérjestikuse paringu vahel veebilehelt;
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e uue seadme (raadio, arvuti) tooaeg esimese rikkeniﬁ;
e aeg mingi demograafilise siindmuseni (inimese surm, kahe lapse
stinni vaheline aeg slinnitusmajas).

. . . B . Eksponent-
Eksponentjaotusele allub ajavahemik kahe soltumatult toi- jaotuse
muva samaliigilise jirjestikuse siindmuse vahel. o

esinemine

T 117

| 1 1 1

Joonis 5.15. Eksponentjaotusele allub ajavahemik kahe jarjestikuse soltumatu
siindmuse vahel
Protsessi, mille kdigus toimuvate siindmuste arv allub Poissoni
jaotusele ja slindmustevaheline aeg eksponentjaotusele, nimetatakse
Poissoni protsessiks. Aega kahe siindmuse vahel nimetatakse ka
ooteajaks (waiting time).
i . q 3 Eksponent-
Eksponentjaotuse jaotustihedus .
jaotuse
Ne— e kui z > 0 jaotustihedus
= g .= 0.66
f(z) { 0, kuiz <0’ ( )

kus A on jaotuse parameeter ja e = 2,718 ... on Fuleri arv.

Erinevate parameetri A viirtustega jaotustiheduse graafikud on
toodud joonisel|5.16(a). Paneme téhele, et jaotustiheduse graafik 16ikab
y-telge punktis (0, A). Seda ndeme ka jaotustiheduse valemist (5.66)):

FO)=xe™0 =2 = X

Kui juhuslik suurus X allub eksponentjaotusele parameetriga A,
mérgitakse seda jargmiselt:

X ~ Exp()).

4Uue seadme rike voib olla pohjustatud defektsetest komponentidest voi toot-
misprotsessi parameetrite koikumisest. Seadme vananedes hakkab rolli midngima
kulumine ning edaspidi voib rikke tekkimise toendosus soltuda seadme elueast. Sel-
lisel juhul kasutatakse nditeks gammajaotust voi Weibulli jaotust.
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F(x)
1,0¢
08¢

A=3
0,61 A=2
0,41
0,21 A=0,5

(b

, . x 00 S
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

Joonis 5.16. Eksponentjaotuse jaotustiheduse (a) ja jaotusfunktsiooni (b)
graafikud erineva A korral. Jaotustiheduse graafik 16ikab y-telge punktis (0, A)

Niide 5.19. Paringud veebiserverist

.| 2003. aasta algul sai Audentese Ulikoolis valmis dppeinfosiistee-
@ mi veebiliides, mis voimaldas tilidopilastel vaadata oma tulemusi.
NO5Jaotused Ajavahemikul 28.01.2003-25.02.2003 tehti selle kaudu 1124 pi-
N5.19

ringut. Tabelis on toodud veebiserveri logifailist parinevad and-
med. Neid juhtumeid, kus kahe péaringu vaheline aeg oli viiksem
kui 1 minut, oli 170. Neid, kus kahe jarjestikuse paringu vaheline
aeg oli 1-3 minutit, oli 185 jne. Aegade aritmeetiline keskmine
tuli 14,46 minutit ja standardhélve 18,11 minutit.

Aeg Suhteline Ek.sponent—
kahe — Vahemiku Suhteline ~sagedus- ~ Jaotuse
paringu laius Sagedus sagedus tihedus Jjaotustihedus
vahel, min Ax n; w; I f(x)
0-1 1 170 0,1512 0,1512 0,066 8
1-3 2 185 0,1646 0,0823 0,060 2
3-5 2 129 0,1148 0,057 4 0,052 4
5-15 10 284 0,2527 0,025 3 0,034 6
15-50 35 281 0,2500 0,007 14 0,007 31
50-80 30 62 0,0552 0,001839  0,000772
80-100 20 13 0,0116 0,000578  0,000137

Iga vahemiku jaoks leiti suhteline sagedus

kus vaatluste koguarv N = > n; = 1124. Et vorrelda, kas jaotus
sarnaneb eksponentjaotusele, leiti ka empiiriline jaotustihedus:
suhteline sagedus jagatud klassi laiusega:

fi* = i

Az’
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Viimases veerus on vordluseks leitud eksponentjaotuse jaotusti-
hedus f(z). Jaotuse parameetri leidmiseks kasutati empiirilistest
andmetest leitud aritmeetilist keskmist:

A =1/14,46 ~ 0,0692.

Tabeli kahe viimase veeru pohjal on koostatud diagramm, kus
markeritega joon tihistab empiirilist jaotust. Empiirilise jaotuse
esitamiseks kasutatakse suhtelist sagedustihedust (tabeli eelvii-
mane veerg).

Jaotustihedus
0,15
e empiiriline
0,10 — teoreetiline
0,05
0,00 : ; Aeg, min
0 20 40 60 80

Eksponentjaotuse jaotusfunktsiooni leidmiseks kasutame valemit
(5.29). Alumiseks rajaks votame 0, sest x < 0 korral on jaotustihe-
dus f(z) =0.

a a a 1 a
/ f(z)dz = / e Mdy = /\/ e Mdr = )\ [_e—m] —
0 0 0 A 0

= _ (ef’\a — 60> =1—e 7

Eksponentjaotuse jaotusfunktsioon

_ 1-— 6_)‘1, kuixz >0 Eksponent-
F(x) = { 0. iz <0 (B67) | oot
jaotusfunkt-

kus A on jaotuse parameeter.

. v

stoon

Jaotusfunktsiooni graafikud erineva A korral on toodud joonisel
b). Jaotusfunktsiooni kasutades on voimalik leida jargmisi toe-
néosusi:

P(X <a) = F(a), (5.68)
P(X >a)=1- F(a), (5.69)
P(a < X <b) = F(b) — F(a). (5.70)
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SMiluta®

Jjaotus

Eksponent-
jaotuse
keskvddrtus ja

standardhdalve

NO05Jaotused
N5.20

Eksponentjaotuse tdhtis omadus on ,mélu“ puudumine, s.t ekspo-
nentjaotus on ,,miluta* jaotus. Milles see viljendub? Olgu niiteks
T aeg maapoes kahe jirjestikuse ostja sisenemise vahel, T ~ Exp(\).
Oletame, et miitija on jargmist ostjat oodanud juba vihemalt s minu-
tit. Kui suur on toenéosus, et ta peab ootama veel vihemalt ¢t minutit?
Meil tuleb leida tinglik tdendosus P(T > s+ t|T > s). Kasutame ting-

liku toendosuse leidmise valemit (4.10]) ja valemeid (5.69) ning (5.67)):

P(T>s+t) 1—(1—e ety
P(T>s)  1—(1—e?)

e—)\(s+t)

P(T>s+tT >s)=

—At

=€

e—As

Toendosus, et tuleb veel oodata vihemalt ¢ minutit, ei séltu s vaar-
tusest, s.t sellest, kui kaua on juba oodatud. See tdhendabki ,malu“
puudumist.

Eksponentjaotuse keskvairtus ja standardhilve on vordsed:

, (5.71)

(5.72)

Praktikas saab vaatlusandmete pohjal leida ajavahemike keskvéar-
tuse . Eksponentjaotuse kasutamiseks tuleb siis arvutada jaotuse pa-
rameeter A = 1/pu.

Niide 5.20. Piduriketaste eluiga

Auto piduriketaste eluiga allub eksponentjaotusele keskvair-
tusega 10 aastat. Kui piduriketaste garantiiaeg on 5 aastat,
kui suure toendosusega kestavad pidurikettad kauem kui garan-
tiiaeg?

Kui keskvddrtus p = 10 aastat, siis parameeter A = 1/10 = 0,1.
Toendosus, et eluiga on suurem kui 5 aastat, leitakse valemitest

(-69) ja (5.67):
P(X >5)=1-F(5)=e "% %061,

Vastus: toendosus, et pidurikettad kestavad kauem kui garan-
tilaeg 5 aastat, on 0,61.

J

Tabelarvutuses on eksponentjaotuse jaotustiheduse ja jaotusfunkt-
siooni leidmiseks funktsioon EXPON.DIST. Jaotustiheduse leidmisel
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on parameeter Cumulative 0, jaotusfunktsiooni leidmiseks tuleb Cu-
mulative vadrtuseks panna 1. Kui eksponentjaotuse parameeter on A,
siis toendosuste leidmiseks kasutatakse vastavat tabelarvutusfunktsioo-
ni jargmiselt:

P(X <a)=F(a) = EXPON.DIST (a; A\; 1),

P(X >a)=1-F(a) = 1— EXPON.DIST(a; A; 1),

Pla< X <b)=F(b)— F(a) =EXPON.DIST(b;\;1)—

—EXPON.DIST (a; A; 1).
Moénikord tuleb lahendada probleem, kus téenfosus ja seega jaotus-

funktsiooni viidrtus F'(x) on ette antud ning tuleb leida sellele vastav
juhusliku suuruse vaartus x. Siis tuleb valemist avaldada zx.

|
fral
Juf

Flz)=1—e
e =1-F(z)
—Az =1In(1 — F(z)).

Viimasest avaldisest saame, et

r=—-————"" (5.73)

Niide 5.21. Garantiiaja pikkuse leidmine

Analiiiisides rikete statistikat, on tootja kindlaks teinud, et kesk-
miselt on tema toodetud seadmel 0,1 riket aastas. Kui pikka
garantiiaega peaks ta oma seadmele lubama, et garantiiajal ta-
gastavaid seadmeid ei oleks tile 5%7

Eeldame, et aeg, mis kulub rikke tekkimiseni, allub eksponent-
jaotusele. Meil on vaja leida a, nii et P(X < a) = F(a) = 0,05.
Eksponentjaotuse parameeter A = 0,1. Kasutame valemit :

In(1— F(z))  In(1—0,05)
A 01

= ~ 0,513.

Vastus: garantiiajaks tuleks panna 0,5 aastat.

5.10. Normaaljaotus

Jargnevalt vaatame pideva juhusliku suuruse iiht sagedamini kasuta-
tavat teoreetilist jaotust, mida nimetatakse normaaljaotuseks (normal
distribution) ehk Gaussi jaotuseks (Gaussian distribution). Saksa ma-
temaatik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) formuleeris selle jaotuse kui
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iildise mudeli eksperimendi vigade jaotuse modelleerimiseks. XIX sa-
jandil demonstreeris Soti teadlane James Clerk Maxwell (1831-1879),
et normaaljaotus pole mitte ainult sobiv matemaatiline mudel, vaid
see jaotus esineb ka looduses. Termin ,normaaljaotus” voeti kasutusele
XIX sajandi 1opul méarkimaks, et see kirjeldab tiitipilist, standardset

Jjaotust.
Niide 5.22. Kullerfirma saadetiste arvu jaotus
|.! Kullerfirma viis 1dbi oma téokoormuse analiiiisi aastatel 2000
@ﬁ kuni 2003. Analiiiisiti kohaletoimetatud vaikesaadetiste arvu
NO5 Jaotused kuus. Saadetiste arvu aritmeetiline keskmine oli £ = 17394 ja
N5.22 standardhélve o = 220,5 saadetist kuus. Et saada paremat iile-

vaadet todkoormuse varieerumisest, rithmitati vaatlusandmed
klagsidesse laiusega Ax = 200. Iga klassi jaoks leiti suhteline
sagedus w; = n;/N, kus vaatluste koguarv N = > n; = 36.
Et vorrelda, kas jaotus sarnaneb normaaljaotusele, leiti ka em-
piiriline jaotustihedus: suhteline sagedus jagatud klassi laiusega,

fi* = w; / Ax.

o Normaal-

Suhteline  Empiiriline Jaotusele

Sagedus sagedus jaotustihedus vastav
Sagedusklass n; w; fr jaotustihedus f;

1200-1400 3 0,083 0,000417 0,000249
1400-1600 6 0,167 0,000833 0,001004
1600-1800 14 0,389 0,001944 0,001780
1800-2000 10 0,278 0,001389 0,001387
2000-2200 3 0,083 0,000417 0,000475

Viikesaadetiste arvu jaotus on esitatud joonisel, kus empiirilist
jaotustihedust néitavatele tulpadele on lisatud keskvédirtusega
1739,4 ja standardhilbega 220,5 midratud normaaljaotuse jao-

tuskover.

0,0020f

9 0,0015] /\ \

g

B 0,0010]

3 0,0005] // \\

/ \

0,0000:

1200 1400 1600 1800 2000 2200
Saadetiste arv kuus
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Saadetiste arvu kuus voime vaadelda pideva juhusliku suurusena,
mille konkreetne viirtus soltub viga paljudest faktoritest. On voima-
lik néidata, et selline suurus allub normaaljaotusele, mille tiitipiline
jaotustiheduse graafik on toodud joonisel .17)(a) ja jaotusfunktsiooni

graafik joonisel [5.17[b).

Juhuslik suurus allub normaaljaotusele, kui see
e on mojutatud paljude faktorite poolt;
e iga iiksikfaktori moju on viike;
e puudub domineeriv faktor.

f(% F)

1 n
@ (b)
0,75+
20

05-------------- /
|
0,25}
|
H H

Joonis 5.17. Normaaljaotuse jaotustiheduse (a) ja jaotusfunktsiooni graafik
(b). Jaotustiheduse graafikut (a) nimetatakse ka Gaussi koveraks. Kovera
lajus kiidnupunktide juures on kahekordne standardhélve (vt lisa [A.4)

Kui mingi juhuslik suurus allub normaaljaotusele, siis 6eldakse, et
see suurus on normaalselt jaotunud. Normaalselt jaotunud on tih-
ti néiteks tootmisliinilt tulnud toodete kaal ja mootmed, mingi tege-
vuse jaoks kulunud aeg, toodangu maht, poe kiilastajate arv pievas,
vAdrtpaberi tulusus, samuti inimeste fiiiisilised parameetrid ja vaimsed

voimed (vt néiteks jooniseid jap.19).

r

Normaaljaotuse jaotustihedus viirtusel z:

1 _(z=p)?

flx) = e 2?7, (5.74)

oV 2m

kus p on jaotuse keskvadrtus ja o standardhélve.

Keskvaartus méirab normaaljaotuskovera asukoha, standardhil-
best soltub, kui lai on jaotuskover (joonised [5.20|ja [5.21]). Kuna jaotus-
kovera alla jaddv pindala on alati iiks (t6endosus, et juhusliku suuruse
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Joonis 5.19. Koolinoorte mate-
maatikavoistluse ,Kénguru 2002“
juunioride tulemuste jaotus. Osa-
votjaid 2141. Aritmeetiline kesk-

mine on 61,4 ja standardhilve
19.4. Lisatud on vastav normaal-
jaotuskover

standardhélve 1,5%. Joon on vas-
tava normaaljaotuse jaotustihedus

vadrtus jaab vahemikku (—oo, 00), on iiks), siis mida hajuvam on antud
Jjuhuslik suurus, seda madalam on jaotuskover. Kui leida keskviartuse-
le pu vastav jaotustiheduse vddrtus, siis valemis (5.74) © = u ja arvu e
astmenéditaja on 0. Siis

1

= . 5.75
oV 2 ( )

f(u)

Jaotustiheduse vidrtus maksimumpunktis on mé#iratud ainult stan-
dardhilbega. On niha, et mida suurem on standardhélve o, seda véiik-
sem on f(u) ja jarelikult seda madalamal on jaotustiheduse graafiku
tipp.

f(x) f(x)

H1 H2 u
Joonis 5.21. Kaks erineva stan-
dardhélbega normaaljaotuskove-

rat

Joonis 5.20. Kaks erineva kesk-
vadrtusega normaaljaotuskoverat

Jooniselt (a) on ndha, et normaaljaotuse keskviartuse kohal on
jaotustiheduse graafik koige korgem. Jarelikult seal asub ka normaal-
jaotuse mood. Samuti on ndha, et normaaljaotuskover on simmeetri-
line ning keskviartus p jagab koveraaluse piirkonna vordsete pindala-
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dega osadeks. Jarelikult asub mediaan samas kohas. Seda on voimalik
nididata ka matemaatiliselt, ldhtudes jaotustiheduse valemist (5.74)) (vt

lisa .

( 3

Normaaljaotuse korral:
aritmeetiline keskmine = mood = mediaan.

Asiimmeetria kordaja
A=0 (5.76)

ja ptstakuse kordaja ehk ekstsess

E =0. (5.77)

Sageli kasutatav Pearsoni piistakusekordaja on normaaljaotuse kor-
ral 3.

Erinevate toendosuste leidmiseks tuleb kasutada jaotusfunktsiooni,
mis vastavalt valemile on integraal jaotustihedusest:

F(a) = / OO f(z)da.

Normaaljaotuse jaotusfunktsioon viirtusel a:

1 @ (z—w)?
F(a) = e 22 dr, 5.78
@=—=/ (5.78)

kus p on jaotuse keskvidrtus ja o standardhélve.

. 7

Valemis olevat integraali ei ole voimalik avaldada elemen-
taarfunktsioonide kaudu, sest integraal [ e~*"dz on mitteelementaar-
ne integraal. Seepérast ei saa normaaljaotusele alluva suuruse korral
kasutada toendosuste arvutamiseks valemit ja kalkulaatorit. Selle in-
tegraali arvutamiseks kasutatakse ligikaudseid numbrilisi meetodeid,
mida rakendab vastav tarkvara.

Nii nagu iga pideva jaotuse korral, on jaotustiheduse graafikul toe-
ndosus vordne graafiku alla jadva vastava piirkonna pindalaga (vt joo-
nis (a) ja (c)).

Normaaljaotuse jaotustiheduse voi jaotusfunktsiooni leidmiseks ka-
sutatakse tabelarvutuses funktsiooni NORM.DIST. Jaotustiheduse
vidrtuste leidmisel on parameeter Cumulative 0, jaotusfunktsiooni
vadrtuste leidmisel Cumulative 1. Kui normaaljaotuse keskvéirtus
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on p ja standardhilve o, siis tabelarvutuses saab toendosusi leida

jargmiselt:
P(X <a)=F(a) = NORM.DIST(a; u;0; 1),
P(X >a)=1—-F(a) =1—NORM.DIST(a; p; 03 1),

Pla< X <b)=F(b) — F(a) =NORM.DIST(b; i:0:1)—
—NORM.DIST(a; p; 03 1).

f(x) F(x)
@

P(x<a)

P(X<a) P(X>a)

(%) a FO9
(© @
P(x<b)[-q4----------------— ‘
P(a<X<b) i
P(a<X<b) i
P(x<a)F-¥-----— i
: : X ‘ X
a b a b

Joonis 5.22. Jaotustiheduse graafikul (a) on toendosus P(X < a) vordne var-
jutatud piirkonna pindalaga ning téendosus P(X > ¢) vordne kdvera all oleva
varjutamata piirkonna pindalaga. Jaotusfunktsiooni F'(z) graafikul (b) saab
toendosuse F(a) = P(X < a) méadrata jaotusfunktsiooni teljelt. Toendosus
P(X > a) =1— P(X < a). Téendosus P(a < X < b) on jaotustiheduse
graafikul (c) varjutatud piirkonna pindala ning jaotusfunktsiooni graafikul
(d) kahe toendosuse vahe P(X <b) — P(X < a)

Niide 5.23. Kullerfirma saadetiste arvu toeniosuste

leidmine
.| Kasutades niites £.22] toodud andmeid kullerfirma viikesaade-
{%& tiste kohta ja eeldades, et saadetiste arv kuus allub normaaljao-
NO5Jaotused tusele, leiame, kui suure téendosusega on kuus
N5.23 a) alla 1500 saadetise;

b) iile 1500 saadetise;

c) saadetiste arv 1500 ja 2000 vahel.
Selleks kasutame normaaljaotust, mille keskvi#rtus ja standard-
hélve on leitud empiiriliste andmete pohjal.
a) Uhes kuus kiittetoimetatud vilikesaadetiste arvu keskviidirtus
oli p = 1739,4 ja standardhédlve o = 220,5 saadetist kuus.
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Otsitava toendosuse annab meile jaotusfunktsioon F(1500).
Selle vaartuse leidmiseks kasutame tabelarvutuses funktsiooni
NORM.DIST(1500;1739,4;220,5;1):

P(X < 1500) = F(1500) ~ 0,139.

Vastus: toendosus, et saadetiste arv kuus on alla 1500, on 0,139
(joonisel (a) varjutatud piirkonna pindala).
b) Tdendosus, et kuus on iile 1500 saadetise (joonis (b)):

P(X > 1500) = 1 — F(1500) = 1 — 0,139 = 0,861.

Vastus: toendosus, et saadetiste arv kuus on suurem kui 1500,
on 0,861 (joonisel (b) varjutatud piirkonna pindala).

c) Et leida, kui suure toendosusega on saadetiste arv 1500 ja
2000 vahel, leiame jaotusfunktsioonide F'(1500) ja F'(2000) vahe

(joonis (c)):
P(1500 < X < 2000) = F(2000)—F(1500) = 0,881—0,139 = 0,742

Vastus: toenfosus, et saadetiste arv kuus on 1500 ja 2000 vahel,
on 0,742 (joonisel (c) varjutatud piirkonna pindala).

f(X) f(X) f(x)
(@ (b) (©

1500 1500 1500 2000

Joonis 5.23. (a) Varjutatud ala pindala on téendosus, et saadetiste arv
on alla 1500. (b) Varjutatud ala pindala on téendosus, et saadetiste
arv on iile 1500. (c) Varjutatud ala pindala on tdendosus, et saadetiste
arv on 1500 ja 2000 vahel

Sageli on vaja leida toendosust, et normaaljaotusele alluva suuruse
vadrtus jadb teatud vahemikku, mille keskel on keskvéértus (vt joonis
. Seda vahemikku tihistatakse tavaliselt p+ Ax, kus Ax on abso-
luutne korvalekalle. Vahemiku alumine piir on siis g — Ax ning iilemine
piir i + Az. Monikord antakse aga ette suhteline korvalekalle, mis on
teatud protsent keskvidrtusest. Sellisel juhul tuleb eelnevalt leida ab-
soluutne korvalekalle Ax, seejérel vahemiku alumine ja iilemine piir
ning siis saab jaotusfunktsiooni védrtuste vahe abil leida vahemikku
langemise toendosuse.
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f(x)

Joonis 5.24. Varjutatud piirkonna pindala on toendosus, et juhusliku suuruse
vidrtus jadb vahemikku p 4+ Az

Niide 5.24. Korgemasse kvaliteediklassi kuuluvate too-

dete osakaal

Toote A 18bim&ot peab olema 5 mm ja toode kuulub kérgemasse
klassi, kui selle tegelikud mootmed ei erine nominaalmootmest
rohkem kui 10%. Toodete modtmed alluvad normaaljaotusele
ja on kindlaks tehtud, et standardhélve on 0,8 mm. Kui suur
on oodatav korgemasse klassi kuuluvate toodete arv paevas, kui
péevas toodetakse toodet A 40 tiikki?

Suhtelisele korvalekaldele 10% vastab nominaalméotmete 5 mm
korral absoluutne korvalekalle 0,5 mm. Leiame, kui suure téenéo-
susega jadb 1abimoot vahemikku (4,5 mm,5,5 mm). Selleks kasu-
tame vastava normaaljaotuse jaotusfunktsiooni viituste vahet,
mille leiame tabelarvutusfunktsiooniga NORM.DIST:

F(5,5) — F(4,5) = 0,734 — 0,266 = 0,468.

Jarelikult kuulub keskmiselt 46,8% toodetest korgemasse klassi.
Kui toodetakse 40 toodet, siis

40-0,468 ~ 18,7.

Vastus: 40 tootest kuulub korgemasse kvaliteediklassi ligikaudu
19 toodet.

Monikord on vaja lahendada toendosuse leidmise poodrdiilesanne:
antakse ette toendosus p ja leida tuleb juhusliku suuruse X selline
vaartus a, et

P(X <a)=p.
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f(x)

X

Joonis 5.25. Normaaljaotuse detsiilid. Detsiili tdhistava joone kohal on mér-
gitud detsiilile vastav toendosus p

Kui naiteks p = 0,1 ja P(X < a) = 0,1, siis a on esimene detsiil.
Kui P(X < a) = 0,2, siis a on teine detsiil jne. Joonis nétitab nor-
maaljaotuse detsiilide paiknemist. Horisontaaltelje juures on mérgitud
detsiilile vastav toendosus p. Igasse koveraalusesse joontega eraldatud
piirkonda jaab 10% koikidest vidrtustest. See tahendab, et koikide piir-
kondade pindalad on 0,1.

Sellist normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse viartust x, mille
korral jaotusfunktsioon F'(x) = p, kus p on antud, voimaldab tabelar-
vutuses leida funktsioon NORML.INV. Téhistades jaotusfunktsiooni
péordfunktsiooni F~1, véime tabelarvutuse jaoks kirjutada (vt ka joo-
nis :

p=F(z) = NORM.DIST(z; u; 03 1),
r=F"1(p) = NORM.INV(p;u;0).

12|
L)
juf

f(x) f(x)
(b)

a="?
NORM.INV

Joonis 5.26. Tabelarvutuse funktsioonide kasutamine normaaljaotuse korral.
NORM.DIST leiab véirtusele a vastava toendosuse p. NORM.INV leiab vadr-
tuse a, kui sellele vastav toendosus p on antud

Niiteks kui normaaljaotuse keskvidrtus pu = 100 ja standardh&lve
o = 50, siis arvule 30 vastav jaotusfunktsiooni véértus

F(30) = NORM.DIST(30; 100; 50; 1) ~ 0,0808.
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Kui me tahame aga leida, millise arvu x korral on jaotusfunktsiooni
vaartus 0,0808, siis

2 = NORM.INV/(0,0808; 100; 50) = 30.

Niide 5.25. Piima tellimuskoguse leidmine

B Toidupoes miiiiakse péaevas keskmiselt 5000 liitrit piima ja pée-
(%7 vaste miiligikoguste standardhélve on 400 liitrit. Eeldame, et pii-
NO5Jaotused ma miiiik allub normaaljaotusele. Kui palju tuleks pdevas piima
N5.25 tellida, et piima jatkuks pdeva lopuni toendosusega 90%?

Meil tuleb leida selline vdirtus a, et P(X < a) = 0,9, s.t ithek-
sas detsiil. Selle leidmiseks kasutame tabelarvutuses funktsiooni
NORM.INV:

NORM.INV(0,9; 5000; 400) =~ 5512,6.

Vastus: piima tuleks tellida ligikaudu 5513 liitrit.

f(x)

90%

5000 a=?

J

Niites [5.25] ette antud toendosust, et kaupa jétkuks, nimetatakse
teenindustasemeks. Vastandsiindmus on kaubavaegus. Kui teenin-
dustase on 90%, siis kaubavaeguse tekkimise toendosus on 10%. Prak-
tikas voetakse teenindustase tihti ette ning seejérel leitakse sobiv telli-
muse suurus. Kasutatava normaaljaotuse keskvéartus ja standardhélve
leitakse eelmiste perioodide vaatlusandmete pohjal.

Niide 5.26. Varude juhtimine ja normaaljaotusele alluv

noudlus

Jalatsikaupluse Kuldne King juhatajal tuleb ette valmistada tel-

limused jargmiseks kevad-suviseks hooajaks. Tellida tuleb para-
NO5 Jaotused jasti nii palju kaupa, et jouaks suve 16puks maha miitia. Augustis
N5.26 on vaja laopind vabastada stigisjalatsite jaoks ja jarelejdanud su-

vejalatsid tuleb miitia siis madalate hindadega. Mudeli A hind
hooajal on 50 eurot. Augustis saab aga jirelejadinud kingadest
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lahti hinnaga 25 eurot, kusjuures mudeli omahind on kaupluse
jaoks 35 eurot.

Eelmiste perioodide miiiigimahtude statistiline analiiiis néitas,
et keskmiselt miiliakse seda mudelit hooaja jooksul 400 paari,
kusjuures noudlus allub normaaljaotusele ja standardhélve on
142 paari. Tuleb leida optimaalne tellimuskogus.

Juhataja arutleb jargmiselt. Iga hooaja jooksul miitidud lisa kin-
gapaar annab lisatulu: MR = 50 — 35 = 15 eurot. Iga hoo-
aja jooksul miilimata jadnud kingapaar tekitab lisakulu: MC =
35 —25 = 10 eurot. Kuna eeldame, et ndudlus allub normaaljao-
tusele, siis keskvaartus 400 paari on samal ajal ka mediaan. Kui
tellimust suurendada 400 paarilt 401 paarini, siis tdenfosusega
0,5 voib noudlus D olla suurem kui 400, P(D > 400 = 0,5),
ja voib saada lisatulu ning toendosusega 0,5 voib noudlus olla
viiksem kui 400 ning tekib lisakulu. Seega on lisatulu oodatav
vaartus

E(MR)js00 = MR- P(D >400) =15-0,5=7,5
ja lisakulu oodatav vaartus
E(MC)j400 = MC - P(D < 400) = 10-0,5 = 5.

Kuna oodatav lisatulu on suurem kui oodatav lisakulu, on méist-
lik tellimuskogust suurendada. Kogust tasub suurendada sellise
vadrtuseni @, et oodatav lisakulu saaks vordseks oodatava lisa-
tuluga:

E(MR)g = E(MC)|q
MR-P(D>Q)=MC-P(D<Q).
Arvestame, et P(D > Q) =1— P(D < Q), ja avaldame toenéo-
suse P(D < Q):
MR-(1-P(D<Q))=MC -P(D<Q)

MR- MR- -P(D<Q))=MC-P(D<Q).
Viimasest vordusest saame, et kauba piisavuse toendosus (néud-
lus D on viiksem kui tellimuskogus Q):

MR
P(D < =—. 5.79
(D =Q) MR+ MC ( )
Pannes valemisse (5.79)) lisatulu ja lisakulu véértused, saame
leida toendosuse, mis néitab teenindustaset:
15
B0 0%

P(D<Q)=
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.

NO5Jaotused
N5.27

Teades toendosust, leiame optimaalse tellimuskoguse Q. Selleks
kasutame tabelarvutuses funktsiooni NORM.INV:

Q = NORM.INV/(0,6; 400; 142) = 436.

Vastus: optimaalne tellimuskogus on 436 paari.

Niites [5.26] toodud situatsiooni tuntakse ka ajalehepoisi problee-
mina (newsboy problem). Ajalehepoiss peab samuti hommikul otsusta-
ma, kui palju ajalehti ta sellel pdeval miiimiseks ostab. Lisaks sellisele
itheks hooajaks tellimise probleemile kasutatakse normaaljaotust ka

muude kaubavarude juhtimisega seotud probleemide korral.

Niites [5.24] leidsime, kui suure tGendosusega jaab normaaljaotusele
alluva juhusliku suuruse vaértus vahemikku pu + Az. Sageli on vaja
lahendada vastupidine probleem: on ette antud vahemikku p + Az

langemise toendosus ning tuleb leida vahemiku poollaius Azx.

Niide 5.27. Lubatud korvalekalle nominaalsest

Naites[5.24] oli toote nominaalne 1&bimdot 5 mm ja standardhal-
ve 0,8 mm. Mitu millimeetrit voib olla korvalekalle nominaalsest,
kui tahame, et korgemasse kvaliteediklassi kuuluks 50% toode-
test?

Otsitav vahemik on siimmeetriline keskvéirtuse suhtes. Seega
on meil vaja leida selline suurus Az, et

P —Ar <X <5+ Ax)=0,5.

f(x)

25% 50% 25%

a 5 b

Joonis 5.27. Kui vahemikku 5 + Ax jaab 50% koikidest vairtustest,
siis P(z < a) =0,25ja P(x < b) =0,75,kusa =5—Azxjab=5+Azx
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Jooniselt [5.27) on néha, et
1-0,5

P(X <5—-Ax) =
P(X <5+ Az) = 0,25+ 0,5 = 0,75.

= 0,25,

Tahistame alumist piiri tdhega a = 5— Az ja iilemist piiri tihega
b =54 Ax. Meil tuleb leida sellised véartused a ja b, et

F(a) = 0,25 ja F(b) = 0,75.

Tabelarvutuse vastava funktsiooni kasutamine annab jérgmised
tulemused:

F~1(0,25) = NORM.INV(0,25; 5; 0,8) ~ 4,46,
F~1(0,75) = NORM.INV(0,75; 5;0,8) ~ 5,54.

Jarelikult korvalekalle keskmisest voib olla

b—a 5.54—4.46
Az — =2 0 054,
T 2 ’

Vastus: et korgemasse kvaliteediklassi kuuluks 50% toodetest,
tohib lubatud korvalekaldumine nominaalsest olla £0,54 mm.

Naites [5.27) kasutatud lahendusskeemi voib kirja panna jargmiselt.

Kui on vaja leida normaaljaotuse N (u, o) keskvidrtuse p suhtes
stimmeetriline vahemik (u — Az, pu + Ax), millesse langemise
toendosus oleks 3, tuleb algul leida sellised viartused a ja b, et
vastavad jaotusfunktsioonid oleksid

1-7 . 1+p Vahemiku
F(a) = 2 ja F(b) = 2 leidmine
. . . . . toendosuse
Sellisel juhul on otsitava vahemiku poollaius jiingi
b—a
A =
T

Normaaljaotuskovera alumine osa on ndgus ja iilemine osa kumer.
Nogusus ldheb kumeruseks {ile kidnupunktides, mis on keskvidrtusest
standardhalbe kaugusel punktides p — o ja u + o (joonis . Selle
toestus on toodud lisas [A4] Jérelikult kuni standardhélbe kauguse-
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o-kordsed

vahemikud

ni keskvéirtusest kahaneb jaotustihedus kiirenevalt (kumer) ja edasi
toimub aeglustuv kahanemine (nogus).

f0

Kumer

K&&nupunkt

K&&nupunkt

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
l l
u-o u uto

Joonis 5.28. Normaaljaotuskovera kddnupunktid on standardhélbe kaugusel
keskviartusest

Suvalise juhusliku suuruse korral kehtis T8ebosovi teoreem, mille
alusel sai leida, kui suure toendosusega jadb juhusliku suuruse vaartus
keskviidrtusest kaugemale kui k standardhilvet (alaptk [3.5). Néiteks
aritmeetilisest keskmisest kaugemal kui kaks standardhélvet asub koi-
ge enam 1/4 = 25% selle vidrtustest. Kui aga juhuslik suurus allub
normaaljaotusele, on vastav toendosus vaiksem, ainult 4,8%.

Ukskoik, milliste vifrtustega on normaaljaotuse parameetrid kesk-
vaartus p ja standardhélve o, on standardhélbe kordsega médratud
vahemikku jadmise toendosus iithesugune:

Plpu—o<X<pu+o)=F(u+o)—F(p—0)~0,683  (580)
P(p—20 <X <pu+20)=F(u+20)—F(p—20)~0,954, (5.81)
P(p—30c <X <pu+30)=F(u+30)—F(p—30)~0,997, (5.82)

kus F'(z) on normaaljaotuse jaotusfunktsioon (joonis [5.29)).

7~

Tabel 5.3. Standardhélbega madratud vahemikku ja vahemikust vélja
jddmise toendosused normaaljaotuse korral. Protsendid on ligikaudsed

Vahemik Vahemiku sees Vahemikust viljas
(/L -0, [ + U) 6873% 3177%
(u— 20, p+20) 95,4% 4,6%
(b —30, u+30) 99,7% 0,3%
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68,3%

95,4%
-3c0 20 -o u o 20 30

¢ 99,7% )

Joonis 5.29. Kui suur osa koikidest véértustest jadb normaaljaotuse korral
standardhélbe kordsega miiratud vahemikesse

Niide 5.28. Aktsiahinna Bollingeri koridor

2014. aasta Parnu Finantskonverentsil esines USA-st périt akt-
siahindade tehnilise analiiiisi spetsialist John Bollinger, kes tut-
vustas oma 1980-ndatel loodud meetodit aktsiahindade muu-
tumise jalgimiseks ja investeerimisotsuste tegemiseks (Abigala,
2015)). Bollingeri koridori (Bollinger Bands) piirid on aktsiahin-
na libisevast keskmisest kummalegi poole kahe standardhélbe
kaugusel. Kahekordse standardhélbe kasutamine garanteerib, et
95%-lise toendosusega jadab hinnaliitkumine koridori p + 20 pii-
ridesse, kus p on tavaliselt viimase 20 perioodi keskmine. Hind
puudutab koridori serva ainult viga tugevate koikumiste ajal.
Kui hind puudutab koridori alumist serva p — 20, siis on hind
ekstreemselt madal ning varsti on toendoliselt oodata hinnatdu-
su. Kui hind puudutab koridori iilemist serva p + 20, on varsti
oodata hinna alanemist. (Bollinger,

Erinevate kaupade tootmisel ei ole voimalik garanteerida, et koiki-
de eksemplaride parameetrid vastaksid etteantud nominaalviirtusele
kuitahes tapselt. Tootmisprotsessi isedrasustest lihtudes esineb alati
juhuslik koikumine. Seepédrast antakse toote tehnilises kirjelduses tih-
t1 parameetrite vairtuste lubatud piirm#irad. Kui tootja soovib, et
99,7% koikidest eksemplaridest jidks antud piirméadradesse, siis annab
ta koikumiseks £30, kus o on selle parameetri standardhélve (vt joonis
. Standardhélbe midramiseks moodab tootja tootmisliinilt juhus-
likult voetud tooteid.
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Niide 5.29. Patareide mootmete varieeruvus

Duracelli AAA patarei QU2400 tehnilises kirjeldused” on mérgi-
tud, et patarei pikkus jadb vahemikku 43,5 kuni 44,5 mm. Kui
suur voib olla patareide pikkuse standardhélve, kui Duracell soo-
vib garanteerida, et 99,7% koikidest toodetud patareidest jaiks
sellesse vahemikku? Kui suur on pikkuse variatsioonikordaja?
Lubatud pikkusevahemiku voib anda kujul 44,0 & 0,5 mm, kus
0,5 mm on vahemiku poollaius. Téendosusele 99,7% vastab pool-
laius 30 (tabel [.3). Jérelikult 30 = 0,5 ning o = 0,5/3 ~
0,167 mm. Variatsioonikordaja on 0,167/44 ~ 0,38%.

“Duracelli veebileht http://ww2.duracell.com Technical Library

e Kui tootmisprotsess on selline, et toote parameetrid varieeruvad
palju, on standardhélve suur ja ka lubatud vahemik suur. Sellisel
juhul ei ole toode konkurentsivoimeline.

e Kui tehnilises kirjelduses anda lubatud vahemik viiksem kui
+30, siis on toendosus, et moni toode jadb vahemikust vélja,
suur. Néiteks +20 korral 4,6% ehk ligikaudu viis toodet sajast.
See aga tdhendab voimalikke pretensioone.

e Et garanteerida véike koikumine ja samal ajal lubatud piirmaé-
rade suur usaldusvairsus, on ainukeseks voimaluseks vihendada
tootmisprotsessis esinevat varieerumist (standardhélvet).

Niide 5.30. Kvaliteedijuhtimise Kuus Sigmat

1980-ndatel hakkasid USA autotootjad ja samuti telekommu-
nikatsiooniseadmete tootjad tugevalt alla jaddma Jaapani kon-
kurentidele ja kandsid suurt majanduslikku kahju. Ameerika
ostjad tajusid, et jaapanlaste valmistatud tooted olid parema
kvaliteediga. USA autotootja Fordi labiviidud defektimé&srade
uurimus néitas, et kui nende toodetud autode defektimaar koi-
kus 2600-6000 tk/mln, siis jaapanlaste autodel oli see 4 tk/mln.
USA firma Motorola toodetud telefonidel oli defektiméar ligikau-
du 2600 tk/mln, jaapanlaste toodetud seadmetel 3 tk/mln. 1986.
aastal kdivitas Motorola programmi, et viia koigi oma toodete
ja teenuste vead tasemele 3 tk/mln. Selle programmi nimetuseks
oli Kuus Sigmat (Siz Sigma). 1988. aastal sai Motorola selle
eest USA kvaliteediauhinna Malcolm Baldrige National Quality
Award.

Ettevote, mille toodete defektimééir on véiksem kui 3tk/mln
kohta (tdpsemalt 3,4 tk/mln), on kvaliteedijuhtimises saavuta-
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nud taseme Kuus Sigmat. Kust tuleb termin ,Kuus Sigmat“ ja
miks just 3,4 tk/mln?

Arvutused néitavad, et kui toote parameetrid alluvad normaal-
jaotusele, siis iihele poole keskviartusest kaugemale kui 60 ja&-
vate toodete osakaal on ligikaudu 10~?, mis teeb iiks toode mil-
jardi kohta (defektiks loetakse seda, kui eemaldumine keskvéér-
tusest on iihele poole, n-6 halvemas suunas). 3,4 tk/mln koh-
ta vastab hoopis kaugusele 4,50 (vt {ilesanne . Kvaliteedi-
juhtimisel kasutatava statistilise protsessiohje korral eristatakse
toodete parameetrite pikaajalist ja lihiajalist varieerumist. Lii-
hiajaline varieerumine on niiteks pdeva toodangu parameetri-
te varieerumine ja pikaajaline varieerumine kuu toodangu pa-
rameetrite varieerumine. Pdeva jooksul jadb keskmine samaks,
kuid kuu aja jooksul esineb ka moéningane keskmise koikumine
(vt joonis. On tdhele pandud, et kui liihiajaline varieerumi-
ne jaab piiridesse 4,50, siis pikaajaline varieerumine on piirides
6o.

Joonis 5.30. Toodete parameetrite lithiajaline (kolm perioodi) ja pi-
kaajaline varieerumine

Seega, Kuue Sigmaga madratud 3,4 defekti miljoni kohta vastab
tegelikult liihiajalisel varieerumisel méaratud kaugusele 4,50.
(Taghizadegan, 2006))

Tabel 5.4. Defektim&ér erinevate sigma tasemete korral kvaliteedijuh-
timises

Sigma Liihiajaline Toendosus, et Toendosus, et Defektimair

tase varieerumine vastab normile ei vasta normile  tk/mln
3 1,50 93,3% 6,7% 66 807
4 2,50 99,38% 0,62% 6210
5 3,50 99,977% 0,023% 233
6 4,50 99,99966% 0,00034% 3,4

Ka teenindusettevotete kvaliteeti saab selle jargi hinnata. Kui
néditeks McDonalds teenindab pievas miljon klienti ja ainult
kolm neist ei ole teenindusega rahul, siis on McDonaldsi tee-
ninduskultuur Kuue Sigma tasemel. Ténapédeval on Kuus Sig-
mat meetodite kogum ettevotte voi organisatsiooni protsesside
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pidevaks parandamiseks. Probleemide kindlaksmé#ramisel ka-
sutatakse statistilist analiiiisi. Seda vo6ib vaadelda ka kui juh-
timisstrateegiat, mille eesmirgiks on ettevottes maailmaklassi
kvaliteedi saavutamine.

Alapeatiikis [3.6] tutvusime standardiseeritud skaala maistega. Kui
normaaljaotusele alluv juhuslik suurus teisendada standardiseeritud
skaalale, saame standardiseeritud normaaljaotuse.

Standardi- . ) .
seeritud Kui juhuslik suurus X allub normaaljaotusele keskviirtusega p
normaal. ja standardhélbega o, siis selle standardiseeritud vaartused
Jaotus T —
s=2k (5.83)
o

alluvad standardiseeritud normaaljaotusele keskviirtusega
0 ja standardhélbega 1. Standardiseeritud normaaljaotuse téhis
on N(0, 1).

Valemi (5.74) pbhjal on standardiseeritud normaaljaotuse jaotusti-

hedus: ) ,
fz) = \/%e_?. (5.84)

Vastav graafik on toodud joonisel

f(x

Joonis 5.31. Standardiseeritud normaaljaotuse jaotuskover

Tabelarvutuses on standardiseeritud normaaljaotuse tihedus- ja
jaotusfunktsiooni leidmiseks funktsioon NORM.S.DIST.

Standardiseeritud normaaljaotust on mugav kasutada erandlike
vadrtuste médramisel. Kui erandlikeks vaartusteks lugeda need, mille

|2
{raj
jui
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esinemise toendosus on vaiksem kui 0,3%, siis vastavalt tabelile 5.3 on
need vadrtused keskvdértusest kaugemal kui 3o:

|z —p|> 30
x J—
o
Arvestades, et standardhélve o on alati positiivne, o =| o |, voime
kirjutada
:E [R—
B> s,
o

Vorreldes viimast vorratust valemiga (5.83)), voime kirjutada tingimuse
erandlike vadrtuste madramiseks.

Normaaljaotusele alluva suuruse X erandlike vAdrtuste méaa-
ramiseks kasutatakse tingimust
Erandlike
‘ 2 ‘> 3, (5_85) vidrtuste
tingimus
kus standardiseeritud vdartus z on leitud valemist .
Niide 5.31. Erandlikud tulemused matemaatikaoliim-
piaadil
Joonisel [5.19]oli toodud koolinoorte matemaatikavoistluse ,Kén- i|
guru 2002¢ juunioride tulemuste jaotus, mille keskviirtus pu = @
61,4 ja standardhélve o = 19,4. Leida erandlikud véiartused eel- NO5Jaotused
dusel, et tulemuste jaotus allub normaaljaotusele. N5.31

Tabelarvutuses on valemi (5.83)) pohjal leitud iga osavotja tule-
muse z skoor. Erandlikud tulemused olid esimesel 17 osavotjal
(120 punkti ja rohkem (z > 3)).

5.11. Ulesanded

5.1. Juhusliku suuruse X védrtuste hulk on {10, 11, 12, 13, 14}. Jaotusseadus
Jaotusseadus on antud tabeli kujul:

z; 10 11 12 13 14
pi 01 02 04 02 0,1

1. Kontrollida jaotusseaduse normeerimistingimust.
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Jaotus-
funktsioon

2. Kui suur on toen#osus, et juhuslik suurus X omandab viirtuse
10 voi 117

3. Kui suur on téenfosus, et juhuslik suurus X omandab vidrtuse,
mis on suurem kui 127

4. Kui suur on téendosus, et juhuslik suurus X omandab vadrtuse,
mis on suurem kui 147

VasTus 1k [664]

5.2.  Haiglas jalgiti operatsiooniruumide kasutamist 20 paeva jook-
sul. Kolmel paeval kasutati vaid 1 operatsiooniruumi, viiel paeval 2
ruumi, kaheksal pdeval 3 ruumi ja vaid neljal pdeval kasutati koiki 4
ruumi. Olgu X mingil suvalisel padeval kasutuses olevate operatsiooni-
ruumide arv.

1. Kirjutada vélja juhusliku suuruse X jaotusseadus.

2. Konstrueerida vastav jaotuspoliigoon.

3. Niidata, et jaotusseadus rahuldab normeerimistingimust.
Vastus lk

5.3. Leibkonna eelarve uuringus osalenud 9080 peres oli leibkonna
liikkmete arvu jaotus jirgmine (Leibkonna eelarve uuring [2012):

. Leibkondade
Liikmete arv arv
1 886
2466
1917
2060
1751

S W N

Olgu X juhuslik suurus, mis kirjeldab leibkonna liikmete arvu ju-
huslikult véljavalitud leibkonnas.
1. Panna kirja juhusliku suuruse X jaotusseadus.
2. Kui suur on téenéosus, et juhuslikult véljavalitud leibkonnas on
kolm liiget?
3. Kui suur on tdenéosus, et juhuslikult véljavalitud leibkonnas on
rohkem kui kolm liiget?
VasTus lk 664

5.4. 2014. aasta mais koostas Eesti To6tukassa analiiiisiosakond
LEttevotluse alustamise toetuse mojuanaliiiisi“. Analiiiisi eesmérgiks oli
muu hulgas vilja selgitada, kas to6tukassa makstav ettevotluse alus-
tamise toetus on mojus meede tooStute téole aitamiseks. Vaatluse all
olid 2009. aasta 1. maist kuni 2011. aasta 16puni avalduse esitanud
ja hiljemalt 2011. aasta 16puks valjamakse saanud inimesed ning nen-
de asutatud ettevotted. Tabelis on toodud toetust saanud ettevotete
jagunemine tootajate arvu jargi kolmanda majandusaasta aruannete
pohjal, aruande esitas 420 ettevotet. (Villsaar jt, [2014)
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Tootajate arv  Protsent ettevotetest

0 47%
1 39%
2 6%
3 2%
4 2%
5 voi rohkem 4%

Leida
a) tootajate arvu jaotusfunktsiooni vadrtused;
b) kui suurel osal ettevotetest oli tootajate arv kuni kaks;
c¢) kui suurel osal ettevotetest oli tootajate arv suurem kui kaks.
Vastus 1k 665

5.5. On hinnatud kahe erineva projekti voimalikku kasumit. Kumb Oodatav

projekt valida ja miks? vddrtus

Projekt A Projekt B
Toendosus Kasum, € Toendosus Kasum, €
0,6 4000 0,2 2000
0,4 8000 0,3 2500
0,3 4000
0,1 8000
0,1 12000

Vastus lk [665]

5.6.  Transpordiettevote soovib osaleda vallasisese reisijateveo riigi-
hankel. Hankel osalemiseks tuleb juurde osta iiks buss. Valida on kahe
variandi vahel: suur buss voi viike buss. Viikese bussi korral on iihe
reisi kulud kiill viiksemad, aga kui reisijate arv on suur, siis tuleb teha
tihedam graafik. See tdhendab rohkem reise ning lisaks tousevad ka
t66joukulud. Tabelis on prognoositud talitluskulud (kiitusel- ja t66-
joukulud) kummagi bussi korral soltuvalt reisijate arvust. Kumb buss
tuleks osta?

Reisijate arv aastas Toendosus Talitluskulud aastas, tuh eurot

Viike buss Suur buss
Viike 0,2 110 170
Keskmine 0,5 180 200
Suur 0,3 260 220

VasTus 1k 665

5.7. Ettevotja Kaarel tegeleb piikeseprillide maaletoomisega. Pai-
keseprillide miiiik toimub pohiliselt suvel, aga juba jaanuaris on tal
vaja tellida kaup jargmiseks suveks. Loomulikult s6ltub miiiik sellest,
milline suvi tuleb: kas péikesepaisteline voi vihmane. Tellimisel tuleb
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Kaarlil valida, kas orienteeruda péaiksepaistelisele suvele ja tellida suur
kogus 100 tuhande euro eest voi on oodata vihmast suve ja tuleks tellida
viike kogus 40 tuhande euro eest. Kaarel teab, et kui tuleb péikeseline
suvi, siis onnestub tal suur kogus maha miiiia ja planeeritav tulu on
siis 120 tuhat eurot. Vihmase suve korral 6nnestub maha miitia véike
kogus ning planeeritav tulu on 48 tuhat eurot. Eelmisest suvest kaupa
alles ei ole, s.t miiiia saab ainult seda, mida ta jaanuaris tellib.
1. Milline variant tuleks Kaarlil valida, kui péikeselise ja vihmase
suve toendosus on ithesugune?
2. Millistes piirides vdivad toendosused varieeruda, et valikut ei
peaks muutma?
VasTus lk 665

5.8.  Ettevote on viimase kolme aasta jooksul saanud erinevatel kuu-
del kasumit jargmiselt: 8 kuud 20 tuhat eurot, 16 kuud 30 tuhat eurot,
10 kuud 40 tuhat eurot ja 2 kuud 50 tuhat eurot. Leida oodatav kasum
kuus. VasTus lk 665

5.9.  Jadtisemiitija ldbimiiiik soltub ilmast. 20% péevadest on soe
ilm, 30% kiilm ja iilejadnud péaevadel keskmine. Sooja ilma korral on
keskmine pdevatulu 220 eurot, keskmise ilma korral 130 eurot ja kiilma
ilma korral 40 eurot. Keskmine kulu péevas on 80 eurot. Leida oodatav
kasum pédevas. VASTUS lk

5.10. Kaubitseja miiiib turul piima. Piima ostab ta talunikelt hin-
naga 30 senti liiter ja miiiib hinnaga 45 senti liiter. 50 liitrit onnestub
tal maha miiiia 10%-1 paevadest, 100 liitrit miitib ta 40%-1, 200 liitrit
30%-1 ja 300 liitrit onnestub tal maha miiiia 20%-1 piaevadest. Miitima-
ta jaanud piima ostab pdeva 16pul temalt dra kohalik talunik hinnaga 7
senti liiter. Uhel pieval ostis kaupmees kauplemiseks 200 liitrit piima.
Leida oodatav kasum sellel pdeval. VasTus 1k [665]

5.11.  Ettevote, mis tegeleb torude paigaldamisega maasse, solmis
lepingu 500 meetri toru panekuks. Kuivade ilmade korral pannakse
péevas 20 meetrit toru, vihmaste ilmade korral t66 efektiivsus langeb
60%. Vihmaste ilmade esinemise toendosus on 0,3. Leida oodatav pée-
vade arv, mis kulub lepingu taitmiseks. VASTUS lk

5.12.  Hotellipidajad teavad, et mingi osa broneeringu teinud klien-
tidest kohale ei ilmu ja seetottu jadb osa tube tiihjaks. Nende tubade
eest tulu ei saada. Nimetame neid kliente, kes kohale ei ilmu, mitteil-
mujateks. Et vihendada mitteilmumisest tingitud tulude vdhenemist,
kasutavad hotellipidajad hotelli iile broneerimist (overbooking) (Bitran
ja Gilbert, |1996; Toh ja Dekay, [2002). Kui hotell on {ilebroneeritud
ja kohale ilmub rohkem kiilastajaid, kui hotellis on kohti, siis need,
kellele kohti ei jatku, paigutatakse monda teise hotelli. Sellise tulude
optimeerimisega suurendas naiteks rahvusvaheline hotellikett Marriott
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International (iile 535000 hotelli) 1991. aastal oma tulu 25-35 miljoni
dollari vorra (Baker ja Collier, |1999).

Uhes viikeses perehotellis on kolm tuba. Nidalavahetus maksab
selles hotellis 100 eurot. Kasutades eelmiste perioodide andmeid, on
hotellipidaja leidnud, kui suure tGendosusega on mitteilmujate arv null
kuni kolm (vt tabelit). Téendosus, et mitteilmujaid on neli v6i rohkem,
on praktiliselt null.

Mitteilmujate arv 0 1 2 3
Toendosus 04 03 02 0,1

Kui hotell iilebroneerida ja osale saabujatest kohti ei jatku, on need
voimalik paigutada ldhedal asuvasse suurde hotelli, kus nddalavahetus
maksab 150 €. Kuna broneeringu teinud kliendilt rohkem raha kiisida
ei tohi, siis vahe 50€ maksab kinni hotellipidaja, mille vorra viheneb
tema tulu.

1. Kui suur on hotellipidaja oodatav tulu, kui ta véljastab kolm

broneeringut?
2. Mitu broneeringut tuleks viljastada, et oodatav tulu oleks mak-
simaalne?

Vastus lk [665]

5.13. Juhuslik suurus X allub pidevale iihtlasele jaotusele vahemi- Pidev dihtlane
kus [20, 60]. Jaotus
1. Panna kirja vastav jaotustihedus ja jaotusfunktsioon.
2. Leida jargmised toendosused:
a) P(X < 25);
b) P(X > 50);
c) P(25 < X < 50);
d) P(45 < X < 70).
Vastus 1k [665]

5.14. Teatud toote hind vdéib erinevatel miiiijatel olla vahemikus
250-300 eurot. Eeldame, et hind allub selles vahemikus pidevale {ihtla-
sele jaotusele. Leida hinna keskviirtus, mediaan ja standardhélve. Kui
suur on toendosus, et hind on suurem kui 280 eurot? VAsTUS lk

5.15.  2013. aastal Eesti Statistikaameti ldbiviidud Eesti sotsiaaluu-
ringus kiisitleti 15053 isikut. Nendest 1646 valisid oma vanusevahe-
mikuks variandi ,,25-34 aastat“. (Festi sotsiaaluuring 2013) Mitme ini-
mese vanus vois olla vahemikus 25-30 aastat? VASTUS lk 663l

5.16.  Niidata, et jaotustihedusega (5.41)) ristkiilikjaotuse keskvéér-
tus ja mediaan on molemad kohas (a + b)/2.

5.17. Ajakirjas Business Journal ilmus 23. oktoobril 2014 intervjuu Binoomjaotus
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raamatu ,Entrepreneurial StrengthsFinder“ ithe autori, Ph.D. Sangee-
ta Badaliga. Intervjuus mainiti, et ligikaudu 50% USA-s loodavatest
ettevotetest ei tegutse kauem kui viis aastat (Robison, 2014). Kui suur
on toendosus, et viiest loodud ettevottest iiks ei tegutse kauem kui viis
aastat? VASTUS lk [665

5.18. 2012. aasta novembris tehtud Swedbanki uuring niitas,
et Eesti suurimate kaubanduskettide kliendid eelistasid kaupade
eest tasuda pangakaardiga. Néiteks Prisma Peremarketites oli
kaardimaksete osakaal koikidest ostutehingutest 63% (Inselberg,
2012). Leida toendosus, et kiimnest Prisma Peremarketi ostjast
a) mitte iikski ei maksa kaardiga;
b) koik maksavad kaardiga;
) tapselt pooled maksavad kaardiga;
) rohkem kui pooled maksavad kaardiga.
) Kui suure toendosusega 50 ostjast rohkem kui pooled maksavad
kaardiga?
VasTUS 1k 665

o o

5.19. Toendosus, et todpink vajab nédala jooksul seadistamist, on

0,2. Kui tsehhis on kuus t66pinki, leida toendosus, et nddala jooksul
a) el vaja tikski t66pink seadistamist;

b) seadistamist vajab {iks t66pink;

c¢) seadistamist vajab kaks t66pinki;

d) seadistamist vajab rohkem kui kaks t66pinki.

VasTus lk [665]

5.20.  Toetudes perioodilistele leibkonnauuringutele, avaldab Eesti
Statistikaamet andmeid leibkonnaliikme kuu sissetuleku kohta tulu-
detsiilidena. Leida, kui suur on toen#osus, et juhuslikult valjavalitud
10 leibkonna hulgas
a) ei ole lihtegi, kus sissetulek leibkonnaliikme kohta oleks viiksem
kui esimene tuludetsiil;
b) on tépselt kaks peret, kus sissetulek leibkonnaliikme kohta on
suurem kui kaheksas tuludetsiil.
VasTUs 1k 665

5.21. Tootmiseks vajaminevate detailide vastuvotmiseks on kehtes-
tatud jargmine siisteem: igast kastist valitakse juhuslikult vélja 20 de-
taili. Kui nende hulgas on rohkem kui kaks defektset, siis seda kasti
vastu ei voeta. Kui suur osa kastidest tagastatakse, kui on teada, et
ligikaudu 5% detailidest on defektsed? Vastus lk [665]

5.22.  Tarnija saadetud tootepartii kdikne kontrollimine on suurte
partiide korral viga t6omahukas. Seepérast valitakse igast partiist ju-
huslikult moned tooted ning testitakse ainult neid. Seda nimetatakse
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proovivalimiks. Vastuvotja poolt médratakse kindlaks partii aktseptee-
rimiseks lubatud defektsete toodete arv valimis m. Kui defektimaér p
on defekti esinemise tdendosus lksikul tootel ja n proovivalimi maht,
siis suurte partiide korral defektsete toodete arv proovivalimis allub
binoomjaotusele B(n,p)ﬂ Toendosust P(X < m) nimetatakse akt-
septeerimise méadraks. Aktsepteerimise méadra soltuvust defektiméirast
kirjeldab nn OC-kéver (Operating Characteristic Curve). Selle kovera
korral on proovivalimi maht n ning lubatud defektsete toodete arv m
fikseeritud. (Allen, 2006, ptk 10.6)

Olgu proovivalimis lubatud defektsete toodete arv m = 1. Konst-
rueerida iihes ja samas teljestikus kaks OC-koverat n = 25 ja n = 50
korral. Defektiméédr muutugu vahemikus 0 kuni 0,25. VasTus 1k [665]

5.23. Nafta puurimisega tegelev ettevote kavatseb rajada neli uut
puurauku. Toendosus, et puuraugust hakkab naftat saama, on 0,4, ja
sellist puurauku nimetatakse onnestunud puurauguks. Iga puuraugu
rajamine maksab 200 tuhat dollarit. Nafta leidmisel on puuraugust
saadav tulu 600 tuhat dollarit.
1. Kui suur on téenéosus, et vihemalt iiks puurauk oénnestub?
2. Kui suur on onnestunud puuraukude arvu keskviirtus ja stan-
dardhilve?
3. Kui suur on ettevotte oodatav kasum?
4. Arvestades koiki voimalusi, kumb on suurema tdendosusega, kas
kasum vo6i kahjum?
Vastus 1k 665

5.24. Volakiri on vidrtpaber, mis néitab, et volakirja véiljalaskja
on kohustatud kokkulepitud perioodi jooksul tagasi maksma volakirja
nimivddrtuse ja intressid. Krediidirisk on oht, et volakirja viljalask-
ja ei tdida oma kohustusi (muutub maksejouetuks) ning volakiri voib
muutuda vadrtusetuks. Krediidiriski saab vihendada, ostes mitmeid
erinevaid volakirju, s.t moodustades volakirjade portfelli.

Uheks meetodiks, mida reitinguagentuur Moody’s kasutab investee-
ringu oodatava kahju hindamisel, on nn binomiaalse laiendamise teh-
nika (Binomial Ezpansion Technique, BET) (Cifuentes ja O’Connor,
1996)). Selle korral eeldatakse, et koikide portfelli kuuluvate volakirja-
de krediidirisk p on ihesugune ja soltumatu {ilejadnutest. Séltumatuse
eeldus kehtib siis, kui portfellis on volakirjad ettevotetelt, mis tegut-
sevad erinevatel tegevusaladel. Tden#dosus, et n volakirjast koosneva

5Seda juhul, kui proovivalimi maht n on oluliselt viiksem partii suurusest N
ning valimisse mittesattunud detailide arv on praktiliselt sama, mis partii suurus,
s.t N —n ~ N. Viiksemate partiide korral, kui valimisse mittesattunud detailide
arv mérgatavalt viheneb, tuleb arvestada ka partii suurust N ning siis kasutatakse
hiipergeomeetrilist jaotust.
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portfelli korral krediidirisk realiseerub parajasti m volakirja korral, lei-
takse binoomjaotuse valemist .
Uksiku volakirja krediidirisk on 5% ning portfelli kuulub 20 iihe-
aastast volakirja.
1. Leida toendosus, et krediidirisk realiseerub
a) vahemalt iihel volakirjal,
b) koikidel portfelli kuuluvatel volakirjadel.
Olgu iihe volakirja nimiviartus 50 eurot ning igalt volakirjalt makstak-
se intressi 11% nimivddrtusest. Eeldame, et nende volakirjade korral,
mille viljalaskja muutus maksejouetuks, ei saada intressi ega saada
tagasi ka volakirja ostmisel makstud raha (nimiviértust).
2. Kui suur on toenéosus, et volakirjadelt saadav tulu iiletab vola-
kirjade ostmisel tehtud kulu, s.t investeeringu kasum on positiiv-
ne?

w

Kui suur on oodatav kasum?

4. Kui suur on oodatav kasum siis, kui ostetakse samadel tingimus-
tel (nimivddrtus 50 eurot, intress 11% nimivadrtusest) 20 tihe ja
sama ettevotte volakirja, mille krediidirisk on 5%?7

VasTUS 1k 666

5.25.  IT-teenuse pakkuja kasutab servereid, kus maksimaalne samal
ajal sisseloginud ehk konkureerivate kasutajate arv on tihe serveri kohta
50. Teenusepakkuja klientide koguarv on 720.

1. Kui palju peab teenusepakkujal servereid olema, et maksimaalne
konkureerivate kasutajate arv ei iiletaks serveripargi joudlust?

Teenusepakkuja teab, et koik tema kliendid ei ole pidevalt sisse loginud
ja soovib vihendada serverite muretsemiseks tehtavaid kulutusi. Logi-
failide pohjal on teada, et keskmiselt on konkureerivate kasutajate arv
pool klientide koguarvust ning eeldatakse, et iga kasutaja logib sisse
soltumatult teistest kasutajatest.

2. Kui palju peab servereid olema, et konkureerivate kasutajate arv
ei tiletaks serveripargi joudlust 99,99% toendosusega?

3. Kui suur on eelmises punktis leitud serverite arvu korral toendo-
sus, et konkureerivate kasutajate arv liletab serveripargi joud-
lust?

VasTUs lk 666

5.26. FEttevottes toodetakse boilereid. Iga boileri korral tuleb te-
ha kaheksa keevisomblust. Peale boileri valmimist kontrollitakse koik
keevisomblused kvaliteediinspektori poolt iile. Kui monel boileril avas-
tatakse rohkem kui iiks defektne keevisémblus, informeeritakse t66de-
juhatajat keevitajast, kes selle boileri valmistas.
1. Keevitaja Peetri tehtud keevisdmblustest on 5% defektsed. Kui
suurel osal tema valmistatud boileritest on defektseid omblusi
rohkem kui iiks?
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2. Poole aasta jooksul keevitab Peeter iga nidal 30 boilerit. Keskmi-
selt mitu korda nidalas tema nimi téddejuhatajale edastatakse?
3. Kui suur on toendosus, et Peetri nimi edastatakse té6dejuhataja-
le rohkem kui kahel korral nidalas?
VasTus 1k GGG

5.27.  Katkendliku noudluse (lumpy demand) korral noudluse pe-
rioodid vahelduvad noudluse puudumise voi olulise vihenemise perioo-
didega. Sellise noudluse korral on varude optimaalse taseme leidmiseks
sobiv kasutada binoomjaotust (Pham,|2006). Eeldatakse, et iga kliendi
tellimus sisaldab ainult iiht eksemplari, s.t tellimuste summa vordub
kogunoudlusega vaadeldaval perioodil. Samuti eeldatakse, et kliendid
on iihesugused, s.t toendosus, et neil vaadeldava perioodi jooksul tekib
selle toote jargi vajadus, on iithesugune (Verganti, |1997). Tihti kasu-
tatakse sellist 1dhenemist mitmesuguste varuosade (autod, lennukid,
toostusseadmed) optimaalse laovaru médramisel.

Piirkondlikus laos votab iihe konkreetse varuosa laovarude taien-
damine aega iiks kuu alates tellimuse saatmisest. Jarelikult tellimuse
saatmise hetkel peab laovaru olema piisav rahuldamaks kuu aja noud-
lust. Kliente, kes seda varuosa vdivad laost vajada, on 50 ning statistika
néaitab, et kuu aja jooksul vajab seda keskmiselt 2% klientidest. Millise
laovarude taseme juures tuleb vormistada uus tellimus, kui

a) see peab olema kuu noudluse keskvidrtusest kaheksa standard-
héilbe vorra suurem;
b) teenindustase, s.t toendosus, et seda varuosa jatkub kuuks ajaks,
el tohi olla viiksem kui 95%7
Viimasel juhul v6ib arvutusteks kasutada tabelarvutuse funktsiooni BI-
NOM.INV. VasTus lk 666

5.28.  Ulesandes oli hotellipidaja leidnud téenédosused, et toa
broneerinud klientidest ei ilmu kohale 0, 1, 2 v6i 3 klienti. Need toe-
néosused ei soltunud sellest, mitu broneeringut hotellipidaja véljastas.

Toetudes 12 hotellis ldbiviidud uuringu andmetele (Toh ja Dekay,
2002)), votta liksiku mitteilmumise toendosuseks 3,7%. Eeldada, et mit-
teilmumised on tiksteisest soltumatud ja alluvad binoomjaotusele. Lei-
da iilesandes kirjeldatud hotellipidaja oodatav tulu, kui ta viljas-
tab 3, 4 voi 5 broneeringut. VAsSTUS lk

5.29.  Lennuettevotjad kasutavad tihti lennukite iilebroneerimist, s.t
pileteid miiiiakse teadlikult rohkem, kui lennukis kohti on. Ulebronee-
rimise pohjuseks tuuakse asjaolu, et praktikas teatud osa reisijatest ei
kinnita oigeaegselt oma broneeringut, ei saabu digeks ajaks lennujaa-
ma voi ei teavita lennuettevotjat sellest, et nad on otsustanud valitud
kuupédeval mitte lennata. Inglise keeles kasutatakse selliste broneerin-
gute nimetamiseks terminit no-show. Kui lennuettevotja kasutab {ileb-
roneeringut, aga lennule ilmuvad koik pileti broneerinud reisijad, on
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Poissoni
jaotus

lennuettevotja sunnitud osa reisijaid lennult maha jatma. Vastavalt
Euroopa Liidus kehtivale lennureisijate digusi kaitsvale méarusele on
lennust mahajidtmise korral reisijal digus saada rahalist hiivitist.
Sobiva iilebroneerimiste arvu Y méiramiseks kasutatakse lennun-
duses erinevaid mudeleid. Lihtsama mudeli korral eeldatakse, et iga
broneeringu kinnitamine on soltumatu iilejidnud broneeringute kinni-
tamisest, s.t ignoreeritakse mitmekesi reisimist. Sellisel juhul, kui reisile
on tehtud n broneeringut (sh iilebroneeringud), siis kinnitatud bro-
neeringute arv m allub binoomjaotusele. Sobiva iilebroneerimiste arvu
leidmiseks voib kasutada kas etteantud teenindustaset voi oodatavat
kasumit. (Taylor, [2007, ptk 19.14.1)
Lennukis Embraer-190 on 98 kohta. Olgu iiksiku broneeringu kin-
nitamata jatmise toendosus 10%.
1. Milline vo6ib olla maksimaalne iilebroneeringute arv, kui téenéo-
sus, et vihemalt {iks reisija tuleb lennust maha jatta, ei tohi iile-
tada 1%7
2. Teatud lennuliini pilet maksab 200 eurot, mis tuleb reisi bronee-
rimisel kohe maksta. Lennult mahajietud reisijale peab lennuet-
tevotja tagasi maksma piletiraha ning vastavalt Euroopa Liidu
seadustele tuleb maksta ka hiivitist 250 eurot (kui lennu pikkus
on kuni 1500km). Need kokku on lennuettevotja kulud maha-
jatmise korral. Eeldame, et muid kulusid, néiteks reisija hotelli
paigutamine, ei esine. Milline peaks olema iilebroneerimiste arv,
et sellest saadav oodatav kasum oleks maksimaalne?
Vastus 1k [666]

5.30. Tuletada valem variatsioonikordaja arvutamiseks binoomjao-
tusele alluva juhusliku suuruse korral. Kuidas variatsioonikordaja muu-
tub, kui katsete arv n suureneb? VasTus 1k [666]

5.31. 1960-ndatel hakkas joudsasti arenema arvutite tootmine.
Shane M. Greenstein ja James B. Wade analiiiisisid arvutiturgu
aastatel 1968-1982 ja leidsid, et keskmiselt ilmus arvutiturule 0,37
uut toodet aastas iihe tootja kohta ning uute toodete arv aastas allus
Poissoni jaotusele (Greenstein ja Wade, [1998)). Leida toeniosus, et
moni tootja toi aastas turule

a) vahem kui iihe uue arvuti;

b) rohkem kui kaks uut arvutit.
VasTus lk 6661

5.32.  2014. aastal viidi Harjumaal Viimsi vallas l4bi teede ja téna-
vate liiklusuuring (Ess, |2014). Muuhulgas moddeti ka liiklusvoogusid
Viimsi valla suurematel sissesoitudel. Vaatlused néitasid, et suvel t66-
paeviti kella 8:00 ja 8:59 vahel séidab Muuga tee kaudu valda sisse
keskmiselt 82 autot tunnis ja vallast vilja keskmiselt 53 autot tunnis.
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1. Leida toendosused, et iihe minuti jooksul sGidab Muuga tee kau-
du valda sisse m autot, kus m = {0,1,2,3,4,5}. Konstrueerida
jaotusseadust illustreeriv diagramm.

2. Leida toendosus, et iithe minuti jooksul séidab valda sisse rohkem
kui viis autot.

3. Leida toendosus, et ithe minuti jooksul ei soida valda sisse ega
vallast vilja iihtegi autot.

Vastus 1k [666]

5.33.  Politsei infotelefon 612 3000 t66tab t6dpéaeviti hommikul ka-
heksast 6htul kuueni. Infotelefonile helistatakse keskmiselt 13 500 kor-
da kuus ja konesid votab vastu 10 inimest (Tartu Postimees, 11. mérts
2014). Leida toendosus, et
a) minutis helistab politsei infotelefonile rohkem kui iiks inimene;
b) 5 minuti jooksul helistab iile viie inimese.
Toopéevade arvuks kuus votta 21. VAsTUS 1k [666]

5.34.  Lennupiletite reserveerimise telefonile tuleb keskmiselt 48 ko-
net tunnis. Kénesid votab vastu tiks klienditeenindaja.
1. Kui suur on téendosus, et 5 minuti jooksul tuleb 3 konet?
2. Kui suur on téenfosus, et 15 minuti jooksul tuleb 10 kdnet?
3. Kui suure toendosusega saab teenindaja puhata 3 minutit, kui
momendil pole iihtegi pooleliolevat kdnet?
Vastus 1k [666]

5.35.  Telefonipoes kasutatakse laovarude tdiendamiseks fikseeritud
tellimusperioodiga (fized-time period) mudelit (vt joonis [5.32)).

, A
e Tellimuse suurus @) 1_L

Kaubavaru I

e V-
Tellimishetk : \ Kaubavacgus // Ace

Uue partii saabumine

gl ‘.
<« >

Fikseeritud tellimisperiood

Joonis 5.32. Fikseeritud tellimusperioodiga kaubavarude juhtimine. Murd-
joon kujutab miitigist tingitud kaubavaru vihenemist

Iga kuu algul saadetakse tarnijatele uued tellimused, kus tellitava
kauba kogus @) on maksimaalse kaubavaru I,,q, ning olemasoleva kau-
bavaru I vahe: Q = I 44 — I. Igale kaubaartiklile on méiratud oma
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maksimaalne kaubavaru, mis séltub selle kauba ndudlusest ning peab
tagama kauba olemasolu kuu aja jooksul. Kuna noudlus on juhuslik
suurus, siis monikord voib juhtuda, et kaup 16peb enne otsa, kui uus
partii on kohale joudnud.

Philipsi juhtmeta lauatelefoni Aloris 5100 jaoks on méidratud mak-
simaalne kaubavaru I, = 10tk. Uhes kuus ostetakse seda telefoni
keskmiselt 8tk.

1. Kui suur on téendosus, et noudlus iiletab pakkumise?

2. Mitmel kuul aastas voivad aparaadid otsa saada, enne kui uus

partii kohtale jouab?

3. Kui suur peaks olema maksimaalse kaubavaru minimaalne viar-

tus, et kaubavaeguse toendosus oleks vaiksem kui 5%7
VasTus 1k [666]

5.36.  G. Swartzman analiiiisis ithes Michigani (USA osariik) haiglas
patsientide haiglasse saabumise protsessi (Swartzman, |1970). Nelja né-
dala jooksul registreeriti 2359 patsiendi saabumine. Patsiendid voisid
saabuda eelregistreerimisega ja eelregistreerimiseta. Eelregistreerimise-
ta patsiendid jagunesid nelja suurde kategooriasse, kelle saabumise koh-
ta peeti eraldi arvestust. Analiilis naitas, et koikides nendes kategoo-
riates allus tunnis saabunud patsientide arv Poissoni jaotusele. Kuna
patsientide saabumise sagedus oli paeva loikes iildiselt erinev, jaota-
ti 60pédev mitmeks osaks, mille kestel oli saabumise sagedus ligikaudu
ithesugune. Tabelis on toodud keskmine tunni aja jooksul saabunud
patsientide arv nendes neljas kategoorias hommikul kell 8:00-10:00.

Patsiendi kategooria Patsienti tunnis
Erakorralist abi vajavad 3,12

Arsti suunamiskirjaga haiglasse 0,458
Ambulatoorsed patsiendid (réntgen, laboratoorium) 3,99
Ambulatoorsed patsiendid (muu) 2,99

1. Koostada diagramm, millel on kella 8 ja 10 vahel tunnis saabu-
nud erakorralist abi vajavate patsientide arvu téendosusjaotus.
Tunnis saabuvate patsientide arv votta vahemikus 0 kuni 11.

2. Kui suur on toendosus, et kella 8 ja 10 vahel saabub parajasti
kolm patsienti igast kategooriast?

Soltumatute  Poissoni  jaotusele alluvate juhuslike suuruste
X; ~ Pois()\;) summa on ka Poissoni jaotusega, mille parameeter
A = > ;. Jarelikult tunnis haiglasse saabuvate eelregistreerimiseta
patsientide koguarv allub Poissoni jaotusele, mille keskviirtus
vahemikus 8:00-10:00 on tabelis toodud kategooriate keskvairtuste
summa.

3. Leida, mitu eelregistreerimata patsienti saabub keskmiselt tunnis
kella 8 ja 10 vahel.
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4. Koostada diagramm, millel on kella 8 ja 10 vahel tunnis saabu-
nud eelregistreerimiseta patsientide arvu toenédosusjaotus. Tunnis
saabuvate patsientide arv votta vahemikus 0 kuni 25.

Vastus 1k [666]

5.37.  Ajakirjas Journal of the American Statistical Association il-
munud artiklis analiiiisis J. D. Davis mitmesuguste juhuslike siindmus-
te toimumist ja vordles neid Poissoni jaotusega. Niiteks tehases, kus
tootas iile 3000 t6otaja, unustas iga paev teatud arv td6tajaid maha
oma personalikaardi, millega sai tehaseviravast sisse. 33 pédeva jooksul
toimunud vaatluse kiigus selgus, et keskmiselt unustati péevas maha
27,79 personalikaarti. (Davis, [1952)

Leida, mitmel pédeval on oodata tabelis mirgitud arvu kaartide
unustamist, s.t tiita tabeli teine rida. VASTUS lk

Péaevas unustatud 33 ja
kaartide arv 023 2426 2729 30-32 rohkem
Oodatav

pievade arv

5.38.  Alapeatiiki[5.8] (Poissoni jaotus) alguses riékisime, et Poissoni

jaotus on binoomjaotuse piirjuht katsete arvu n ldhenemisel Iopmatuse-
le (vt ka lisa. Niidata, et kiillalt suure n ja viikese p korral annab
Poissoni jaotus parameetriga A = np ligikaudu samad tulemused, mis
binoomjaotus. Selleks koostada iihes ja samas teljestikus kaks graafi-
kut, kus horisontaalteljel on m vahemikus 0 kuni 15 ning vertikaalteljel
toendosus P(X = m), mis on leitud

1) binoomjaotusest, kus n = 50 ja p = 0,1;

2) sama keskviirtusega Poissoni jaotusest.
Vastus 1k [666]

5.39.  Joonisel on niha, et kui Poissoni jaotuse keskvddrtus
A =5, on téendosused P(X = 4) ja P(X = 5) vordsed. Niidata, et
see on Poissoni jaotuse iildine omadus: kui jaotuse keskvadrtus A on
taisarv, siis P(X = A —1) = P(X = \).

5.40. On teada, et sagedane t66 katkestamine vdhendab tootlik- Eksponent-
kust. Ajakirjas Business Journal ilmus 8. juunil 2006 intervjuu Cali- Jaotus
fornia Ulikooli professori Gloria Markiga, kes tutvustas oma uuringut
tobaja kasutamisest. Uuringus osalesid juhtivtodtajad, finantsanaliiii-
tikud, projektijuhid, insenerid, tarkvaraarendajad. Uuring néitas, et
kontoris té6tavat inimest katkestatakse tema tegevuses keskmiselt iga
12 minuti tagant. Seejuures olid vélja jaetud vdhemtihtsad katkesta-
mised, mis kestsid alla kahe minuti. (Robison, 2006])

1. Panna kirja kahe jarjestikuse katkestamise vahelise aja jaotusti-

hedus ja jaotusfunktsioon, kui aega moodetakse minutites.
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2. Kui suur on toendosus, et tootajat katkestatakse jargmise 10 mi-
nuti jooksul?
3. Kui suur on toéendosus, et té6tajat el katkestata 30 minuti jook-
sul?
VasTus lk 667

5.41.  Elektri vorguteenuse pakkuja kodulehel on kirjas, et 70%
elektririketest likvideeritakse kahe tunni jooksul. Eeldades, et rikke
likvideerimise aeg allub eksponentjaotusele, leida,
a) milline on keskmine rikke likvideerimise aeg;
b) kui suur on tdendosus, et rikke likvideerimiseks kulub rohkem kui
viis tundi.

VasTus 1k [667

5.42.  Aktsiaturgude kiditumist uurides ei analiiiisita mitte ainult
hindade ja tuluméifrade muutumist, vaid ka kauplemise sagedust. Kuna
hind kujuneb ostu-miiiigitehingutel, siis mida sagedamini need toimu-
vad, seda kiiremini hind muutub. Arvestades, et erinevate turul osale-
jate vahel sooritatud tehingud toimuvad séltumatult, on alust eeldada,
et kahe jirjestikuse tehingu vaheline aeg allub eksponentsiaalsele jao-
tusele.

Ajakirjas Finance Letters 2005. aastal ilmunud artiklis analiiiisisid
autorid New Yorgi borsil 1999. aasta oktoobris tehtud 800000 tehin-
gu toimumisaega. Aktsiad, mille tehinguid analiiiisiti, kuulusid Dow
Jonesi toostuse keskmisse indeksisse (Dow Jones Industrial Average
Index). Naiteks General Motorsi aktsia korral oli keskmine aeg kahe
jarjestikuse tehingu vahel hommikupoole (9:00-10:59) 24,6 sekundit ja
keskpédeval (11:00-13:59) 36,6 sekundit (Scalas jt, 2005)). Nii hommiku
kui ka keskpdeva jaoks leida tdendosus, et General Motorsi aktsiate-
ga ei tehta iihe minuti jooksul {ihtegi tehingut. Kasutada selleks nii
eksponentjaotust kui ka Poissoni jaotust. VasTus lk

5.43. Autoraadiote tootja on kindlaks teinud, et raadio keskmine
riketeta t6oaeg on 17000 pieva (Majeske ja Herrin, 1998)). Kui garan-
tiiajaks on iiks aasta, siis mitu protsenti toodangust vajab garantiire-
monti? VASTUS 1k

5.44.  Arvutitootja on garantiiremondiks planeerinud ressursse nii,
et neid jatkub kuni 3%-le koigist miitidud arvutitest. Kui pikk peaks
olema arvuti garantiiaeg, kui keskmiselt esineb 0,02 riket aastas? VAS-

TUS lk [667]

5.45.  Michigani haigla erakorralise meditsiini osakonnas on o&isel
ajal (kell 2:00-8:00) kahe jdrjestikuse patsiendi saabumise vaheline
keskmine aeg 39,40 minutit (Swartzman, 1970). Leida toen#osus, et
a) kahe jarjestikuse patsiendi saabumise vahele jaib rohkem kui iiks
tund;
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b) kahe jérjestikuse patsiendi saabumise vahele jadb rohkem kui
kaks tundi;

¢) jargmise patsiendi saabumiseni jaab vihemalt iiks tund, kui eel-
mise saabumisest on méddunud juba {ile tunni aja.

Vastus lk 667

5.46. Teenindussaalis pole parajasti iihtegi klienti ning klienditeen-
dindaja palub osakonnajuhatajalt luba viieks minutiks lahkuda. Osa-
konnajuhataja luba ei anna. Ta pohjendab keeldumist sellega, et kuna
tiikk aega ei ole iihtegi klienti sisenenud, siis toen&osus, et jargmise
viie minuti jooksul keegi tuleb, on viga suur. Kas osakonnajuhataja
pohjendus on loogiline? Vastus 1k [667]

5.47.  Poissoni jaotus ja eksponentjaotus on omavahel seotud ning
moningate probleemide korral voib kasutada kas iiht voi teist jaotust,
tulemus on sama.

Olgu meil tegemist Poissoni protsessiga, kus keskmine siindmuste

arv ajaiithikus on A.

1. Kasutades Poissoni valemit , leida toendosus, et siindmuste
arv ajalihikus on 0.

2. Poissoni jaotuse keskvéidrtus A on vordne vastava eksponentjao-
tuse parameetriga A. Kui siindmuste arv ajaiihikus on 0, siis
kahe jérjestikuse siindmuse vaheline ajavahemik on suurem kui
valitud ajaiihik. Kasutades eksponentjaotuse jaotusfunktsiooni
, leida toendosus, et kahe jarjestikuse siindmuse vaheline
aeg on suurem kui {iks.

Vastus 1k 667

5.48. Exir on iiks Iraani juhtivaid farmaatsiatehaseid, kus toode-
takse vihemalt 250 erinevat toodet. Tootmisprotsessis labivad ravimid
mitu tootmisliini ning 16pus on iiheks oluliseks liiniks pulberpakendi-
te taiteliin. Tootmisprotsessi optimeerimiseks ja kitsaskohtade avasta-
miseks koguti iihe aasta jooksul (2011 mérts kuni 2012 mérts) andmeid
tootmisliinide koormuse kohta. Selgus niiteks, et pulberpakendite tai-
teliini pidevatoodang allub normaaljaotusele keskviirtusega 44600 ja
standardhalbega 1540 toodet (Eskandari, Babolmorad ja Farrokhnia,
2013)). Leida tdendosus, et liini pdevatoodang on

a) viiksem kui 43000 tk;

b) suurem kui 46 000 tk;

¢) 43000 ja 46 000 vahel.
VasTtus 1k 667

5.49.  Joonisel oli toodud Xeroxi aktsia tulum&ir pievas 8.
veebruar kuni 9. august 2013. Tulumaara keskvairtus oli 0,2% ja stan-
dardhélve 1,5%. Eeldades, et tuluméaér allub normaaljaotusele, leida
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toendosus, et Xeroxi aktsia tuluméir pdevas on negatiivne. VASTUS lk
667

5.50.  Hanois (Vietnam) on pohilisteks transpordivahenditeks moo-
torrattad, motorollerid ja mopeedid, mille osakaal on {ile 80% koikidest
mootorsoidukitest. Linnas viidi 1dbi uuring, kus moddeti mootorrataste
kiirust erineva laiuse ja liiklustihedusega tdnavatel. Mootorrataste alla
liigitusid koik kaherattalised mootorsoidukid. Analiiiis néitas, et nende
kiirus allub normaaljaotusele, mille parameetrid on erinevatel tdna-
vatel erinevad. Néiiteks iihel tdnaval oli mootorrataste keskmine Kkii-
rus 32,3km/h standardhélbega 5,7 km/h, teisel tanaval aga 32,7 km/h
standardhdlbega 5,2km/h. (Minh, Sano ja Matsumoto, 2005)

1. Pistitada hiipotees, kummal tdnaval on kiiremini kui 40km/h

soitvate mootorrataste osakaal suurem.

2. Kontrollida oma hiipoteesi vastavate arvutustega.

VasTUs lk 667

5.51.  Ulesandes analiiiisiti eelregistreerimiseta patsientide saa-
bumist iihes Michigani haiglas, mis vastas Poissoni protsessile. Lisaks
sellele saabus haiglasse ka eelregistreerimisega ambulatoorseid patsien-
te, kellele oli maaratud kindel vastuvotuaeg. Enamik neist patsientidest
joudis kohale moni minut enne vastuvotuaega, kuid oli ka neid, kes hili-
nesid. Patsientide saabumisaja erinevus vastuvotuajast allus normaal-
jaotusele. Niiteks fiisioteraapia kabinetti tulnud patsientide saabumis-
aja erinevus vastuvotuajast allus normaaljaotusele keskviartusega —2
minutit ja standardh&lbega 12 minutit, kus keskvi#rtuse negatiivne
vaartus tdhendab varem tulemist. (Swartzman, [1970))

1. Kui suur osa patsiente saabus fiisioteraapia kabinetti rohkem kui
10 minutit enne vastuvotuaega?

2. Kui suur osa patsiente hilines fiisioteraapia kabinetti rohkem kui
5 minutit?

3. Oletame, et fiisioteraapia kabinetis kulub iga patsiendi peale 30
minutit ning vastuvotuajad on parajasti sellise intervalliga. Ka-
bineti ukse taga on oma aega ootavate patsientide jaoks iiks tool.
Parajasti kutsutakse kabinetti uus patsient ning see tool vabaneb.
Kui suur on toenédosus, et tool hoivatakse kohe jargmise patsiendi
poolt?

4. Kui suur on téendosus, et see tool on jargmised 15 minutit tiihi?

Vastus 1k [667]

5.52.  Uhiskondliku transpordi sdiduplaanide koostamisel ning iim-
beristumiseks kuluva aja planeerimisel tuleb arvestada jalakiijate lii-
kumiskiirusega. Jalakdija liikumiskiirus soltub mitmetest individuaal-
setest karakteristikutest, samuti ilmast, teeoludest ja muudest vélis-
test tingimustest. Erinevate uuringute pohjal allub jalakiijate kiirus
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normaaljaotusele keskvairtusega 1,34 m/s ja standardhélbega 0,37 m/s
(Daamen ja Hoogendoorn, 2007)).
Umberistumiseks iihelt rongilt teisele peab libima 260 meetrit. Aeg
ithe rongi saabumise ning teise viljumise vahel on neli minutit.
1. Kui suur osa reisijatest jouab selle ajaga iimber istuda, kui eel-
dada, et koik liiguvad neile omase kiirusega ning ei jookse?
2. Milline peaks olema kahe rongi vaheline aeg, et vihemalt 95%
reisijatest jouaks {imber istuda?
Vastus Lk 6671

5.53. Leida normaaljaotuse keskviirtusele vastav jaotustiheduse
vadrtus, kui standardhélve

a) o =1;
b) o =4.
VasTus 1k 667

5.54.  Joogi kogus karastusjookide tootmisliinilt tulevates pudelites
varieerub veidi ja see varieerumine allub normaaljaotusele. Milline voib
olla maksimaalne standardhélve, kui vihemalt 99,7% pudelites peab
joogi kogus olema vahemikus 495 kuni 505 milliliitrit? VasTus 1k [667]

5.55.  Ehitusmaterjalide poes kasutatakse kaubavarude juhtimiseks
fikseeritud tellimuskogusega (fized order quantity) mudelit. Sellisel ju-
hul tehakse uus tellimus siis, kui varud on langenud teatud tasemeni,
mida nimetatakse timbertellimistasemeks (joonis [5.33)). Arvestada tu-
leb kittetoimetamisajaga ning iimbertellimistase leitakse iga kaubaar-
tikli jaoks nii, et varudest jatkuks kuni uue partii saabumiseni. Telli-
muse suurus on iga kord iihesugune. Tingituna noudluse juhuslikkusest
voib siiski monikord tekkida olukord, kus kaup 16peb enne otsa, kui uus
partii kohale jouab.

/ } Kattetoimetamisaeg

Tellimuse suurus @

N

Umbertellimistase

Kaubavaru

/ Wegé / Aeg
Tellimishetk . .
Uue partii saabumine

Joonis 5.33. Ulesande juurde: fikseeritud tellimuskogusega kaubavarude
juhtimine. Murdjoon kujutab miiiigist tingitud kaubavaru vihenemist

Uhe konkreetse kaubaartikli korral on kittetoimetamisaeg iiks ni-
dal. Ostujuht teab, et seda kaupa ostetakse niddalas keskmiselt 750 tk

231



PEATUKK 5. JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSSEADUSED

standardhilbega 210tk ning noudlus allub normaaljaotusele. Kui suur
peab olema selle kauabaartikli imbertellimistase, et kaubavaeguse toe-
niosus poleks suurem kui 5%7? VAsTUs lk 667}

5.56.  Ajakirjas The Accounting Review 1983. aastal ilmunud ar-
tiklis analiiiisiti erinevate ettevotete rahandussuhtarvude koéikumist.
Vaatluse all oli periood 1950-1979 ning ettevotete arv koikus vahe-
mikus 346 aastal 1950 kuni 1243 aastal 1978. Artikli autorid leidsid, et
kui erindid eemaldada, siis vaadeldud rahandussuhtarvud alluvad nor-
maaljaotusele. Niiteks ettevotte likviidsust iseloomustav liihiajaliste
kohustuste kattekordaja (kiibevara jagatud lithiajaliste kohustustega)
allus normaaljaotusele, mille keskviartus oli 0,65 ja dispersioon 0,011.
(Frecka ja Hopwood, |1983)) Leida selle suhtarvu jaoks keskviértuse suh-
tes siimmeetriline vahemik, millesse langeks 75% ettevotte vastav néi-
taja. VASTUS lk

5.57.  FElektroonikakomponente tootvas ettevottes jagatakse takis-
tid nelja kvaliteediklassi vastavalt sellele, mitu protsenti on korvalekal-
le nominaalvaartusest. Tabelis on toodud vastavad méiérad ning 100
oomise nominaalviadrtusega takistite hulgihind. Kvaliteedikontroll on
nédidanud, et 100 takistite tootmisel vastab toodangu keskviirtus
nominaalvidrtusele ja standardhélve on 3. Kui suur on oodatav tu-
lu, kui toodetakse 10000 takistit nominaalvidrtusega 100 Q7 VASTUS

1k [6671
Lubatud korvalekalle Tiikihind,
nominaalvidrtusest  Kvaliteediklass €
Kuni 1% Eriti korge kvaliteediga 0,016
1% kuni 2% Korge kvaliteediga 0,012
2% kuni 5% Standardkvaliteediga 0,005
5% kuni 10% Madala kvaliteediga 0,001
Rohkem kui 10% Praak
5.58.  Peeter elab bussipeatusest 2 km kaugusel ning normaalse tem-

poga kondides kulub tal koju joudmiseks 20 minutit. Peeter teab, et
ta konnib paljudest jalakdijatest kiiremini. Kasutades iilesandes
toodud andmeid jalakiijate liikumiskiiruse kohta, leida, mitmendasse
kiimnendikku Peeter oma kondimiskiirusega kuulub. VAsSTUS lk

5.59.  Leida, kui suur osa normaaljaotusele alluva suuruse viartus-
test jadb keskvidrtusest paremal pool keskviirtusest kaugemale kui
a) 3o0;
b) 4,50;
c) 6o.
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Koikidel juhtudel leida ka vastav defektiméir, s.t mitu tikki miljoni
kohta. Nouanne: kasutada voib standardiseeritud normaaljaotuse jao-
tusfunktsiooni, mis tabelarvutuses leitakse NORM.S.DIST abil. VAs-
TUs 1k [667

5.60.  Telefonikone pikkus on juhuslik suurus, mille jaotuse uurimine
aitab planeerida néiteks ettevotte infotelefonile vastavate klienditeenin-
dajate arvu. On tdhele pandud, et mida kauem on kone kestnud, seda
toendosem on, et see kestab veel. Seda ndhtust seletatakse psiihhofiiii-
sikast tuntud Weberi-Fechneri seadusega: mida intensiivsem on stiimul,
seda aeglasemalt kasvab tajumulje. Néiteks kui kone on kestnud ks
minut, siis jirgmist minutit tajutakse sama pikana kui kiimmet sekun-
dit siis, kui kone on kestnud 30 sekundit. Sellest tulenevalt ei allu nor-
maaljaotusele mitte telefonikone pikkus, vaid kone pikkuse logaritm.
(Bolotin, |1994)

Kui juhusliku suuruse X naturaallogaritm allub normaaljaotusele,
In X ~ N(u,0), siis juhuslik suurus ise allub logaritmilisele normaal-
jaotusele (vt ka joonis . Kui on teada logaritmilise normaaljaotu-
se keskvidrtus urn ja standardhélve oy, siis vastava normaaljaotuse
keskvidrtus p ning standardhélve o avalduvad nende kaudu jargmiselt:

2
p=In | —HN 1 o= m1e () ). (5.86)
2 MLN

1+ (ow)
HLN

() f(x)

0,0025 @) 0.4 (b)
0,0020 0,3

0,0015

0,0010 0.2

0,0005 0,1

f Aegt s
100 200 300 400 500 600 700 1 Int

3 4 5 6 7 8 9

Joonis 5.34. Kone pikkuse logaritmiline normaaljaotus (a) ja vastav normaal-
jaotus (b)

Optimeerimaks klienditeenindusele kuluvaid ressursse, analiiiisiti
iihe panga konekeskuse t66d 12 kuu viltel. Selle aja jooksul tehti panka
450000 konet. Registreeriti konede pikkus sekundites, mis allus logarit-
milisele normaaljaotusele. Koned jaotati nelja suurde gruppi: interne-
tipanga abi, potentsiaalsed kliendid, aktsiatega kauplemine ja muud.
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Keskmiselt koige pikemad olid koned, kus sooviti abi internetipanga
kasutamise kohta. Nende konede pikkuse keskmine oli 401 sekundit ja
standardhélve 473 sekundit. (L. Brown jt, [2005)

1. Leida selle normaaljaotuse keskviértus ning standardhélve, mille-
le allub internetipanga kasutamise kohta tehtud kdnede pikkuse
naturaallogaritm.

2. Kui suur on téendosus, et kdne, kus soovitakse abi internetipanga
kasutamise kohta, kestab

a) alla viie minuti,
b) rohkem kui 10 minutit.

3. Leida toendosus, et kone kestab veel vihemalt viis minutit, kui
see on juba kestnud vdhemalt iiks minut.

4. Leida tdendosus, et kone kestab veel vihemalt viis minutit, kui
see on juba kestnud vihemalt viis minutit. Vorrelda seda toenéo-
sust eelmises punktis leitud toendosusega.

Vastus 1k [667]

Erinevad jao- 5.61. Uhel teeldigul toimub keskmiselt iiks avarii nidalas. Leida,
tusseadused  mitmel niidalal aastas ei tohiks toimuda iihtegi avariid ja mitmel ni-
dalal aastas on oodata kolme avarii toimumist. VASTUS 1k [6671

5.62. Toodangu kvaliteedi kontrollimisel voetakse tootmisliinilt ju-
huslikult 3 toodet. Kui neist iiks voi rohkem on defektsed, voetakse
liinilt juhuslikult veel 3 toodet. Kui ka selles partiis on vihemalt iiks
defektne toode, siis tootmisliin peatatakse. Kui on teada, et defektse
toote toendosus on 0,05, leida toendosus, et

a) tuleb votta teine proovipartii;

b) liin peatatakse.
Vastus 1k [667

5.63. Tipptundidel toimub linnas keskmiselt kaks avariid tunnis.
Hommikul kestab tipptund 1 tund 30 minutit ja ohtul 2 tundi. Leida
toendosus, et
a) hommikusel tipptunnil ei toimu iihtegi avariid;
) ohtusel tipptunnil toimub 2 avariid,
) hommikusel tipptunnil toimub 4 v6i rohkem avariid.
) Kui suure toendosusega ei toimu tihtegi avariid ei hommikusel
ega ka ohtusel tipptunnil?
VasTus lk 667

2o T

5.64.  Viis raamatupidajat tegid 10 padeva jooksul kokku 88 005 raa-
matupidamiskannet. Analiiiis néitas, et nendest 218 olid vigased (Da-
vis, [1952).
1. Leida vea toendosus iiksiku raamatupidamiskande korral.
2. Audiitor kontrollib juhuslikult véljavalitud 100 kannet. Kui suur
on toendosus, et ta leiab vihemalt {ihe vigase kande?
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VasTus 1k 667

5.65.  Keskmiselt soidab auto nidalas 14bi 800 km standardhélbega
90 km. Leida tdendosus, et auto sdidab niddalas 1dbi 900-1000 km. Mit-
mel nidalal aastas peaks 14bisoit jidma sellesse vahemikku? Néidalate
arv aastas on 52. VASTUS 1k [667]

5.66.  Valikvastustega testis on 20 kiisimust ja igal kiisimusel on kaks
vastusevarianti, millest iiks on 6ige. Kui iiliopilane pole testiks oppi-
nud ja koikide kiisimuste korral valib vastusevariandi juhuslikult, siis
kui suure toendosusega vastab ta oigesti rohkem kui pooltele kiisimus-
tele? Kui suur on see toenfosus aga siis, kui igal kiisimusel on kolm
vastusevarianti ja ainult iiks neist on Gige? VAsTUs lk [667]

5.67.  Volli elab tdnavas, mida 1&bib keskmiselt kolm autot tunnis.
Kui suure toendosusega saab Volli vihemalt poolt tundi vaikust nau-
tida? VasTus lk [667

5.68.  2013. aastal oli Eestis suurettevotteid (tootajate arv 250 ja
enam) 0,16% koikidest ettevotetest. Kui konverentsil on osalejaid 120
Eesti ettevottest, siis kui suure tdendosusega on konverentsil esinda-
ja vihemalt iihest suurettevottest? Eeldada, et konverentsil osalemise
soov ei soltu ettevotte suurusest. VASTUS 1k 6671

5.69.  Ajakiri Consumer Reports viis 1dbi uuringu, milles kiisitleti
16 tuhandet ajakirja lugejat, kes olid aastatel 2007-2011 ostnud kooki
uue pliidi. Selgus, et tootja Whirlpool pliidi soetanutest pidid 5% selle
viilja vahetama voi laskma parandada. Tootja Jenn-Air pliidi soetanute
hulgas oli selliseid 12%. (CR Buying Guide, 2013)

1. Kui suure téendosusega on juhuslikult valitud 20 Whirlpooli plii-
di soetanu hulgas tdpselt kaks ostjat, kes on pidanud seda paran-
dama voi selle vilja vahetama?

2. Kui suure téendosusega on juhuslikult valitud 20 Jenn-Airi pliidi
soetanu hulgas tapselt kaks ostjat, kes on pidanud seda paranda-
ma voi selle vilja vahetama?

3. Kui suure téenédosusega on juhuslikult valitud 20 Jenn-Airi pliidi
soetanu hulgas vdhemalt {iks, kes on pidanud seda parandama
voi selle vilja vahetama?

VasTus 1k 668

5.70.  Tuletorjebrigaad A saab keskmiselt viis véljakutset péevas.
Uhe tulekahju kustutamiseks arvestada keskmiselt iiks tund.
1. Kui suure toendosusega saavad brigaadi liilkmed puhata rohkem
kui kaks tundi jarjest?
2. Kui suure toendosusega tuleb viljakutsele saata brigaad teisest
linnaservast, sest brigaad A on veel eelmist tulekahju kustuta-
mag?

VasTus 1k 668
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I

UL0SJaotused  Jxrgmiste iilesannete andmed on failis UL05Jaotused

A.5.1. Kui t66tajaga juhtub to66nnetus ja to6andja on selle eest vastu-

tav, siis peab ta korvama t66onnetuse tagajarjel tekkinud kahju. T66-
andja vastutuskindlustus on ette ndhtud juriidiliste isikute vastutuse
kindlustamiseks tema alluvuses to6tavate inimeste ohutuse eest. Tabe-
lis on toodud todandja vastutuskindlustuse lepingute, kahjujuhtumi-
te ja maksete andmed, mis on voetud Finantsinspektsiooni avaldatud
kindlustusseltside koondandmetest 2014. aasta I kuni IV kvartali koh-
tal

1. Leida keskmine kahjujuhtumi toendosus kvartalis.

2. Leida keskmise hiivitise suurus iithe kahjunoéude kohta.

Olgu kindlustusseltsis solmitud 500 t66andja vastutuskindlustuse le-
pingut. Jargmiste arvutuste tegemisel kasutada punktides 1. ja 2. leitud
tulemusi.

3. Leida selle kindlustusliigi maksete pealt kvartalis kogutava tulu
miinimumvaértus, mis vordub oodatava kuluga kvartalis.

4. Leida minimaalse omakapitali suurus, nii et rahalisi ressursse (tu-
lu pluss omakapital) jiatkuks kahjuhiivitiste viljamaksmiseks toe-
niosusega 99,5%.

Vastus lk

A.5.2. Tabelis on toodud katkestustega viljaliilitumiste arv Eleringi

hallatavas elektrivorgus aastatel 2006-2014 (Vorguteenuste ... ).
1. Leida katkestuste arvu keskvéértus ja dispersioon aastas.
2. Kas katkestuste arv aastas allub Poissoni jaotusele?
3. Mitmel aastal 20st voib katkestuste arv aastas olla suurem kui
307
Vastus lk

A.5.3. AS OLI miiiib aastas keskmiselt 144 000 liitrit diiselmootorioli.

Analiilis on néidanud, et varude tiiendamisel on optimaalne tellimus-
kogus 40 vaati, s.o 8000 liitrit. Tellimuse saatmisest uue kaubakoguse
kéttesaamiseni kulub 1 nddal. Varude suurust on voimalik pidevalt
jalgida ja uus tellimus tuleb teha, kui varude kogus on vihenenud tea-
tud tasemeni, mida nimetatakse iimbertellimushetkeks. Ostujuht ot-
sustab leida sellise iimbertellimushetke, et toendosusega 95% jatkuks
allesjadnud kogusest uue partii saabumiseni, s.o {iheks nddalaks. Selleks
on tal kasutada eelmise aasta miiligimahud nédalate 16ikes (vt tabe-

SFinantsinspektsioon https://www.fi.ee/index.php?id=3271, kahjukindlus-
tuse lepingud, preemiad ja nouded.
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lit). Ostujuht eeldab, et noudlus allub normaaljaotusele. Millise varude
taseme juures tuleb teha uus tellimus? VAsTus 1k [668|

A.5.4. 2007. aastal pakkus SEB pank investeerimishoiust, mille tulu-

sus soltus USA dollari kéiitumisest euro suhtes. Aluseks oli EUR/USD
valuutakurss, millele oli leitud {ilemine ja alumine barjéir. Kui dol-
lari kurss ei puudutanud vaatlusperioodi jooksul kordagi iilemist ega
alumist barjaari, siis maksti hoiuse lopptahtpéeval maksimaalset int-
ressi. Kui aga valuutakurss puudutas iilemist voi alumist barjdéri, siis
intressi ei makstud. Ulemise ja alumise barjiiri misras pank.

Tabelis on toodud dollari kurss euro suhtes perioodil 2.02.—
24.02.2015. FEeldades, et kursimuutused alluvad normaaljaotusele,
leida. alumine ja iilemine barjdar, nii et nende vahele jaamise

toendosus oleks 90% ja vahemik oleks siimmeetriline keskvaartuse
suhtes. VAsTUS 1k [663

A.5.5. Vetropack Straza D.D. on Horvaatias asuv klaasitehas, mis too-

dab muuhulgas ka klaaspudeleid. Pudelid peavad olema kerged, l&bi-
paistvad, odavad ja samal ajal vastupidavad temperatuurile ning me-
haanilistele mdjudele. Klaaspudelite tootmise tehnoloogia on keeruli-
ne ning pudelite kvaliteedi tagamiseks tuleb tootmisprotsessi pidevalt
tdiustada.

Teatud tiilipi pudelite nominaalmass on 190 grammi ning lubatud
korvalekalle nominaalist molemale poole 1 gramm. K&ik need pudelid,
mille mass erineb nominaalmassist rohkem kui 1 g vorra, tunnistatakse
praagiks. Tootmisliinilt tulnud pudelite mass allub normaaljaotusele.
Tabelis on liinilt L621 voetud 80 pudeli mass. (Kovacec, Pilipovi¢ ja
Stefanié, 2010)

1. Leida pudelite massi aritmeetiline keskmine ja standardhélve.

2. Kasutades eelmises punktis leitud parameetritega normaaljao-

tust, leida, kui suur osa tootmisliinilt 1621 tulevast toodangust

on praak.
VasTus lk [668]
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Peatukk 6

Valikuuringud

2012. aasta algul viidi Eestis 1dbi rahvaloendus, mille kdigus kiisitleti
koiki Eesti elanikke. Kiisitlejaid oli 2000 ja nad kiilastasid ligikaudu
500 tuhandet isikut (65% téitsid ankeedi veebipohiselt) (Tiit, 2014).
Rahvaloenduse planeeritud kulud olid 18,9 miljonit eurot.

Aastatel 2011-2012 viidi Eestis 1dbi valikuuring ,Tean ja oskan“,
mille kiigus kiisitleti 13 tuhandet isikut. Uuringu eelarve oli 1,6 miljonit
eurot (Raudvere, 2011]).

Koikse vaatluse suured kulud on iiks pohjustest, miks kasutatakse
valikuuringuid.

6.1. Kogum, valim ja valikumeetodid

Statistiline uuring voib olla

e koikne: uuritakse ldbi kogu iildkogum;

e valikuline: uuritakse 1dbi iildkogumit esindav osa valim.

Valikuuringu eemirgiks on valimi pohjal jarelduste tegemine {ild-
kogumi kohta. See tdhendab, et valim on vahend iildkogumi analiiii-
simiseks.

. pllﬂe;musel({i
fildkogum moodustata e valim ildistatakse > ildkogum
maht, keskvadrtus,
aritmeetiline keskmine, usalduspiirid
standardhéilve

Valikuuringu kasutamise pohjused:

e viiksem maksumus;

e suurem kiirus, tulemused saab kiiremini kitte;

e suurem paindlikkus;

e laiem rakendatavus — voimaldab kasutada spetsiaalset apara-
tuuri voi spetsiaalselt ettevalmistatud intervjueerijaid;
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e suurem téipsus andmete kogumisel — viiksema td6dmahu tottu
voimalik kasutada korgema kvalifikatsiooniga t66joudu, suurema
kontrolliga vihendada andmete kogumisel ja tootlemisel tekki-
vaid vigu;

e objekti testimine voib teatud juhtudel rikkuda objekti ning tes-
timiseks tuleb kasutada proovivalimit:

— peale vedrumadratsi vastupidavuse testimist ei saa seda
madratsit enam miiiia;

— peale toiduainetest proovide votmist el saa neid enam muia;

— klaasi tugevuse testimisel klaas puruneb.

Jargnevalt moningad moisted, mida valikuuringutes kasutatakse.
Objekt on indiviid, organisatsioon, ndhtus, mida moddetakse, vaadel-
dakse voi kiisitletakse.

Uldkogum (population) on objektide hulk, mille kohta soovitakse vas-
tavalt probleemiilesandele saada informatsiooni.

Osakogum (subpopulation) on iildkogumi alamhulk, mis on fikseeri-
tud mone tausttunnuse voi uuritava tunnuse vidrtuste jargi ja mille
kohta soovitakse esitada eraldi hinnanguid. Néiteks kui {ildkogumiks
on Eesti elanikud, siis osakogumiteks voivad olla mehed ja naised voi
linna- ja maaelanikud.

Loend, freim (sampling frame) on vahend pédsemiseks tildkogumi ob-
jektide juurde. Selleks voib olla loetelu, nimekiri, register, andmebaas.
Valim (sample) on iildkogumi osahulk, mis méératakse kindlate vali-
kumeetoditega. Objektide votmine valimisse toimub loendi abil.
Kadu (loss) on valimi osa, mis mingil pohjusel ja&b uuringust korvale
(el saada kitte, ei vasta).

Kao maéér (loss rate) on kao osakaal valimis.

Vastamisméir (response rate) on vastanute osakaal valimis.

Erinevate uuringute korral voib vastamismaéar olla erinev. 2008. aas-
tal ilmus ajakirjas Human Relations artikkel, mille autorid olid 14bi
tootanud 1607 uuringu aruannet, mis avaldati akadeemilistes ajakir-
jades aastatel 2000-2005. Need uuringud kokku holmasid 100 tuhan-
det organisatsiooni ja 400 tuhandet isikut. Keskmine vastamismé&ir
isikukiisitluste korral oli 52,7% standardhélbega 20,4%. Keskmine vas-
tamismadr organisatsioonide korral oli 35,7% standardhilbega 18,8%.
(Baruch ja Holtom, 2008)

Tabelis on Eesti Statistikaameti ettevotete aastastatistika iild-
kogum, valim ja vastanute arv kolmel erineval aasta]ﬂ Eesti 2014. aas-
ta t00jou-uuringus oli keskmine vastamismé&ir erinevates maakondades

!Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas] http://pub.stat.ee/. Tabel
EMO026: ettevotete aastastatistika iildkogum, valim ja vastanud.
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74,8%, koige viiksem Hiiu maakonnas (58,3%) ja koige suurem Saare
maakonnas (86,7% 7]

Tabel 6.1. Eesti Statistikaameti ettevotete aastastatistika iildkogum, valim ja
vastanud

Valimi osatdhtsus Vastamis-

Aasta Kogum  Valim Vastanud kogumis, % madr, %
2005 44094 12613 10 305 28,6 81,7
2010 61293 11643 9231 19,0 79,3
2012 69 694 12037 8 844 17,3 73,5

Valikumeetodid voivad olla toendosuslikud ehk juhuslikud ning em-
piirilised.

Toendosusliku valikumeetodi (probability/random sampling) kor-
ral

e on koigile {ildkogumi objektidele tagatud teadaolev valimisse kaa-
samise toenaosus;

e on voimalik leida valimi pohjal tehtud hinnangute usaldusvahe-
mikku ja teame toendosust, et meid huvitava parameetri vadrtus
kogumis langeb sellesse vahemikku.

Empiirilise valiku (empirical sampling) korral ei ole objektide va-
limisse sattumise toendosused teada. Eesmérgiks on saada valim, mille
struktuur langeb kokku iildkogumi struktuuriga.

Objekti juhuslikku valikut saab teostada mitmel viisil.

Toémbeviisi valik. Uhe juhusliku katse tulemus otsustab, millised
kogumi objektid valimisse vGetakse. Arvutis kasutatakse juhuarvude
generaatoril pohinevat valimi moodustamist (sampling), mis objekti-
koodide tldkogumist véljastab etteantud mahuga juhuvalimi. Selline
voimalus on olemas koigis statistikapakettides ja samuti tabelarvu-
tuses. Vajalik on kogumisse kuuluvate objektide loetelu ehk loend.

Loeteluviisi valik. Kogumi iga objekti korral sooritatakse katse,
mille tulemus otsustab, kas see objekt voetakse valimisse voi mitte. Ka-
sutatakse jélle juhuarvude generaatorit. Kui soovime, et valimisse sat-
tumise toeniosus oleks iga objekti korral 10%, siis lastakse juhuarvude
generaatoril genereerida juhuslik arv 16igul [0, 1]. Kui genereeritud arv
on 16igul [0,0,1], siis vastav objekt voetakse valimisse. Seda meetodit
saab kasutada ka siis, kui loend puudub. Niiteks voime seda kasutada
iga poodi astunud isiku korral voi tanavakiisitluses.

Jargnevalt on kirjeldatud tuntumaid toenéosuslikke valikumee-
todeid.

Lihtne juhuvalik (random sampling). Kasutatakse loeteluviisi vali-

?Allikas: Festi Statistikaamet [e-andmebaas| http://pub.stat.ee/. Tabel
TT57: Eesti to6jou-uuringu vastamisméar.
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Empuirilise
valiku

meetodid

kut, koigil objektidel on tihesugune valimisse sattumise toenfosus.
Siistemaatiline valik (systematic random sampling). Objektide valik
loendist toimub fikseeritud sammuga ning esimene objekt méidratakse
juhuslikult.

Kihtvalik (stratisfied random sampling). Uldkogum jagatakse osadeks
ehk kihtideks. Kihtide m&dramise aluseks on tunnused, mis tdendoli-
selt mojutavad mooddetavat tunnust (naiteks vanus, sugu). Igas kihis
rakendatakse valimi saamiseks mingit toendosuslikku valikumeetodit.
Kihi valimilt saadakse hinnangud kihi parameetrite jaoks. Kihtide pa-
rameetrite pohjal saadakse hinnangud iildkogumi parameetritele.
Klastervalik (cluster sampling). Uldkogum koosneb objektigruppi-
dest ehk klastritest. Toimub juhuslik klastrite valik ning iga klastri
parameetrid leitakse selle klastri koigi objektide pohjal. Klastrite pa-
rameetrite alusel leitakse Gildkogumi parameetrite hinnangud.
Kaheastmeline valik (two-stage cluster sampling). Esimesel astmel
klastrite juhuslik valik, teisel astmel klastritest objektide juhuslik valik.

Niide 6.1. Noorsoouuring KISS 1999

Noorsoouuring KISS uurib noorte seksuaalset kiipsemist ja sel-
lega seonduvaid riske. KISS on lithend sonadest kiipsemine,
inimsuhted, s6brad, seksuaalsus. 1999. aasta uuringu juhuvalimi
koostamisel ldhtuti eesti ja vene oppekeelega iildhariduskooli-
de tiheksandate klasside loendist. Kasutati kihtvalimit (eesti ja
vene koolid), milles tehti klastervalik opilaste arvu jargi: viike-
sed, keskmised ja suured klassid. Klastrites sooritati juhuvalik.

(Papp, Part ja Tarik, [2001)

Tuntumad empiirilise valiku meetodid on jérgmised.
Kvootide meetod (quota sampling). Antakse ette kvoodid, kui
palju objekte tuleb vaadeldavatest tunnusrithmadest valida. Kvoodid
maaratakse vastavalt iildkogumi struktuurile.
Tasakaalustatud valik (balanced sampling). Analoogne kvootide
meetodiga, kuid iildkogumi ja valimi vordlemiseks ei kasutata mitte
tausttunnuse vadrtuse sagedusi, vaid néiteks keskmisi.
Ekspertvaliku (ezpert sampling) korral on valik téiesti subjektiivne.
Niiteks nimetab ekspert kiimme tédnavat, mis on tema arvates
uuritava linna jaoks tiilipilised, ning andmed korjatakse nendelt
tanavatelt.
Sobivusvalimi (availability sampling) korral valitakse vilja objektid,
mis mingil pohjusel on sobivad. Naiteks kiisitletakse inimesi, keda
isiklikult tuntakse, voi postitatakse Facebooki viide veebikiisitlusele ja
sellele reageerivad vaid postitaja sobrad. Monikord nimetatakse sellist
valikuviisi ka mugavusvalimiks (convenience sampling).
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Spontaanne valim (voluntary sample) tekib siis, kui inimesed ise
vabatahtlikult otsustavad kiisitluses osaleda. Tédnapdeval on laialt
levinud mitmesuguste kiisitluste paigutamine veebilehtedele voi
vaatajate arvamuse registreerimine telesaadetes. Valim moodustub
nendest, kes satuvad sellele veebilehele voi vaatavad telesaadet ning
kes soovivad kiisimus(t)ele vastata. Tavaliselt on neil siigavam huvi
vastava teema vastu.

Niide 6.2. Vilisturistide alkoholi ostumahu uuring ja

ekspertvalik

2011. aasta novembrist kuni detsembrini viis TNS Emor 1dbi
uuringu, mille eesmérk oli kaardistada vilisturistide ostukiitu-
mist alkohoolsete jookide puhul. Uuringu kéigus viidi 1&bi in-
tervjuud poodide voi alkoholiosakondade juhatajatega. Kasutati
ekspertvalikut: valimisse valiti spetsialiseerunud turismipiirkon-
na kauplused ja jaeketid, mida turistid sageli kiilastavad. (Voog,
Sarv ja Ménnaste, 2012)

Viga tihti kiisitakse, kui suur peab olema valim. Uhest vastust selle-  valimi maht
le pole. Valimi maht soltub uuritava tunnuse varieerumisest kogumis.

Tabel 6.2. Valimi suurus moningate uuringute korral

Uldkogumi  Valimi Valimi

maht, maht, osakaal
Uuring Uldkogum tuh tuh  kogumist, %
Erakondade reiting 18-aastased ja 1068 1 0,09
(Emor, perioodiline)  vanemad
Tean ja oskan (ESA? 16-65-aastased 860 13 1,5
2011) isikud
Sotsiaaluuring (ESA, Leibkonnad 600 7 1,2
2013)
Noorsoouuring KISS 9. ki opilased 12 1,2 10
(1999)
EUROSTUDENT IV Uliopilased 65 8 12
(Praxis, 2010)
Ettevotete aastastatis- Ettevotted 73 11,5 17
tika (ESA, 2013)
Toolepingu  seaduse Ettevotted 17 4.4 26

uuring (Praxis, 2013)

a ESA — Eesti Statistikaamet

Olgu meil niiteks kastis kuulid, mille diameeter on tihesugune, s.t
varieerumine puudub. Mitu kuuli peame kastist votma, et saaksime
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Valimi

esinduslikkus

Valikunihe

maédrata kuulide diameetri keskvadrtust? Piisab iihest kuulist, s.t vali-
mi maht on antud juhul 1. Kui aga kastis on erineva diameetriga kuu-
lid, peab valimi maht olema suurem. Valimi mahu m#iramist vaatame
lahemalt alapeatiikis Arvestada tuleb ka prognoositava vastamis-
midraga. Tabelis[6.2] on toodud valimi maht ja selle vordlus iildkogumi
mahuga moningate uuringute korral.

Valimi koostamisel tuleb arvestada seda, et valim peab olema esin-
duslik ehk representatiivne, s.t see peab olema viike mudel iildko-
gumist ning valimi struktuur erinevate tausttunnuste (inimese sugu,
vanusegrupp, ettevotte tegevusala, ettevotte suurus jms) suhtes peab
olema sama, mis iildkogumis. Olulised on need tausttunnused, mis mé-
jutavad uuritavaid tunnuseid.

Niide 6.3. Valimiste voitja prognoosimine USA presi-

dendivalimistel

Ajakiri Literary Digest oli USA presidendivalimiste voitjat &i-
gesti prognoosinud alates 1916. aastast. Prognoosimiseks viidi
1&bi kiisitlusi, kus valimi maht oli ca 2,4 miljonit inimest. 1936.
aasta valimiste voOitjaks prognoosis ajakiri vabariiklast Alfred
Landonit. Tegelikult voitis valimised demokraat Franklin Roo-
sevelt. Tema voitu oli digesti prognoosinud George Gallup, kuigi
Gallupi kasutatud valim 50 tuhat inimest oli oluliselt vdiksem.
(Squire,

Miks siis Literary Digest tookord valesti prognoosis? Esmakord-
selt kasutati uuringu ldbiviimiseks telefonikiisitlust. Aga 1936.
aastal oli USA-s telefon vaid 25%-1 elanikest, joukamatel. Pre-
sidendikandidaat Alfred Landon ei lubanud suuri muutusi ja
joukamad olid sellega rahul. Kuid vaesem elanikkond ei olnud
tolleaegse USA majandusega rahul ning pooldasid Roosevelti,
kes lubas suuri muutusi. Kuigi Literary Digesti valim oli suur,
ei olnud see 1936. aastal esinduslik, ei vastanud USA elanike
varanduslikule struktuurile.

Valikunihe (sampling bias) tekib siis, kui valimi moodustamisel
on kogumi teatud tiilipi objektidel suurem voimalus valimisse sattuda
kui teistel. Néitest [6.3] on néha, et valesti koostatud suur valim annab
halvema tulemuse kui digesti koostatud viike valim. Valimi suurus ei
korva vadrast koostamisest tingitud nihet. Suur nihkes valim on halvem
kui vdike nihkes valim, sest see lisab tulemustele voltsi usaldusvéarsust.

Lihemalt voib valikuuringute kohta lugeda Tartu Ulikoolis villja an-
tud opikust ,Toendosuslik valikuuring”, mille autoriteks on Imbi Traat
ja Jaano Inno (1997).
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6.2. Punkthinnang ja vahemikhinnang

Statistilise uuringu eesmérk on teha jireldusi iildkogumi kohta. N&i-
teks: tunnuse X keskvaértus on uuritavas iildkogumis p. Kui kasutame
koikset uuringut, saame selle keskvadrtuse leida. Valikuuringu korral
saame seda keskvadrtust vaid hinnata (estimate). Selleks kasutatakse
spetsiaalseid hindamisreegleid, mille véljat66tamine on iihe matemaa-
tilise statistika osa — hinnangute teooria — iilesanne.

Hinnata voib uuritava tunnuse erinevaid parameetreid (keskvéir-
tus, dispersioon). Hinnatakse nende parameetrite tegelikke viédrtusi s.t
nende viartusi iildkogumis. Parameetri hindamise tulemusena saadak-
se arv, mis on punkthinnang. Seda voib nimetada ka lihtsalt hinnan-
guks (estimator), kuid termin ,punkthinnang® réhutab erinevust vahe-
mikhinnangust. Vahemikhinnang on vahemik, kuhu {ildkogumi viartus
teatud toendosusega langeb.

Valimi pohjal leitud néitaja on iildkogumi vastava niitaja Punkthinnang
punkthinnang (point estimate).

Hinnang leitakse valimi pohjal, aga valim on voetud juhuslikult.
Oletame, et soovime leida Festi elanike keskmist kuupalka. Kiisitleme
juhuvalimit, kuhu kuulub 1000 inimest. Tulemuseks saame, et nende
1000 inimese keskmine palk on 950 eurot. Seejirel moodustame teise
juhuvalimi, kus on samuti 1000 inimest. Kuna valimisse sattumine on
juhuslik, siis teise valimisse kuuluvad teised isikud ja nende keskmine
palk voib olla 1020 eurot. Kolmanda juhuvalimiga saame uue keskmise.
Niitena on tabelis[6.3]toodud viie juhuvalimi keskvéaértus iildkogumist,
mille keskvadrtus on p = 942,8. Koikide valimite maht on n = 50.

Tabel 6.3. Viie juhuvalimi keskmised, kui tildkogumi keskvéairtus p = 942,8.
Koikide valimite maht n = 50

Valimi nr 1 2 3 4 5
Valimi keskmine 981,6 938,0 898,8 968,0 935,8

[ Punkthinnang on juhuslik suurus. ]

Iga konkreetse valimi pohjal leitud hinnang v6ib erineda tegelikust
vadrtusest. Kui teeme palju valimeid, véime leida hinnangute keskvaar-
tuse. Olgu niiteks a hinnatava parameetri viirtus iildkogumis, a selle
punkthinnang ja E[a] hinnangute keskvairtus. Hinnangu nihe (bias)
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Vahemik-

hinnang

Usaldus-
vahemik,

usaldatavus

Kogum

Joonis 6.1. Valimid on voetud juhuslikult, jérelikult valimi keskmine on ju-
huslik suurus, mis voib nelja valimi korral omandada vaértusi z1, T2, T3 ja
Ty

on hinnangute keskvdartuse ja hinnatava parameetri tegeliku viartuse
vahe:

b= Ela] — a. (6.1)

Kuna iihe konkreetse valimi pohjal leitud iildkogumi parameetri
punkthinnang on juhuslik suurus, on otstarbekas kasutada vahemik-
hinnangut. Toen&osus, et parameetri vadrtus iildkogumis vordub vali-
mi pohjal saadud punkthinnanguga, on praktiliselt null. Nullist erinev
on vahemikku sattumise tdenéosus.

Vahemikhinnang on valimi pohjal m&iratud vahemik, mis ka-
tab parameetri tegeliku védrtuse etteantud (kiillalt suure) toe-
naosusega.

Koige sagedamini kasutatakse vahemikhindamisel usaldusvahe-
mikku (confidence interval), mille korral on méadratud ka vahemikku
sattumise toendosus ehk usaldatavus.

Parameetri ¢ usaldusvahemikuks usaldatavusega S nimeta-
takse vahemikku (a—Aa; a+Aa), mis katab parameetri vidrtuse
a tGendosusega (:

B = P(la —a| < Aa), (6.2)

kus G on parameetri a punkthinnang.
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Usaldusvahemiku otspunktideks on alumine usalduspiir ¢~ ja iile-
mine usalduspiir a™ (vt ka joonis :

— Aa,
+ Aa,

I
Q>

J’_

I
j=N

a
a
kus @ on valimi pohjal leitud punkthinnang. Suurust Aa nimetame
usaldusvahemiku poollaiuseks.

Aa Aa }
m vahemiku

| poollaius

Usaldus-

Y

Joonis 6.2. Usalduspiirid a~ ja a™, usaldusvahemik ja selle poollaius Aa

Moéningatel juhtudel voib usaldusvahemik olla punkthinnangu suh-
tes ebasiimmeetriline (naiteks mediaani usaldusvahemik, vt alapeatiikk
. Siis ei saa seda iseloomustada poollaiusega, vaid antakse lihtsalt
alumine ja iilemine usalduspiir.

6.3. Uldkogumi keskviirtuse, dispersiooni ja
standardhalbe punkthinnangud

Edaspidi tuleb eristada valimi keskmist Z, mida me teame, ning iildko-
gumi keskvaartust, mida me ei tea. Eristamiseks tdhistame iildkogumi
keskvidrtust tdhega p. Sama probleem on dispersiooni ja standardhil-
bega. Uldkogumi dispersioon on o2 ja standardhilve o. Valimi disper-
sioon on s? ja standardhilve s (vt ka tabel .

Olgu meil valim mahuga n ja elementidega z;. Uldkogumi kesk-
vadrtuse p punkthinnanguks on valimi aritmeetiline keskmine

ehk lihtsalt valimi keskmine (sample mean): Valimi

keskmine,

_ 1 ’ o
7= EZ ;. (6.3) dispersioon ja

standardhdlve
Uldkogumi dispersiooni punkthinnang on
=12
o _ 2 (xi—T)
§4==—" 6.4
il (6.4)
mida nimetatakse valimi dispersiooniks (sample variance).

Uldkogumi standardhilbe punkthinnang on

s — 2@ —1)? (6.5)

n—1 "~
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mida nimetatakse valimi standardhélbeks (sample standard
deviation).

|
maf
ju

Valimjaotus

Valimi dispersiooni avaldis erineb iildkogumi dispersiooni avaldisest
(3.3) nimetaja poolest: nimetajas on n— 1. Kui me kasutaksime kogumi
dispersiooni hindamiseks hilvete ruutude aritmeetilist keskmist

Z(l’z‘—i’)Z’

saaksime nihkega hinnangu (vt lisa . Nihe tuleneb sellest, et me ei
tea iildkogumi keskvaartust p ja kasutame arvutamisel selle hinnangut
ehk valimi keskmist Z. Suurte valimite (n > 100) korral on o2 ja s
erinevus tiithine, aga viikeste valimite korral erinevad need oluliselt.

Tabel 6.4. Niitajate tdhistus kogumi ja valimi korral

Maht Keskmine Dispersioon Standardhélve

Uldkogum N I o?

Valim n z 52 s

Tabelarvutuses on valimi dispersiooni leidmiseks funktsioon
VAR.S ja valimi standardhéilbe leidmiseks STDEV.S.

6.4. Valimi keskmise valimjaotus

Tabelis 6.3 oli toodud viie erineva valimi keskmised. Kuna valimi kesk-
mine on juhuslik suurus, voime radkida valimite keskmiste jaotusest.
Seda nimetatakse valimi keskmise valimjaotuseks (sample distribu-
tion of sample mean), sest see saadakse suure arvu ithesuguse mahuga
valimite moodustamisel. Muidugi voib uurida mitte ainult aritmeetili-
se keskmise, vaid ka néiteks standardhélbe voi mediaani valimjaotust.
Valimjaotus (sampling distribution) on mingi statistiku kui juhusliku
suuruse jaotus, mille vidrtused saadakse suurest arvust juhuvalimitest
mahuga n.

Milline on valimi keskmise valimjaotus? Uldiselt soltub see valiku-
meetodist, valimi suurusest ning uuritava tunnuse jaotusest kogumis.
Jargnevalt analiiiisime valimjaotust, mis tekib lihtsa juhuvaliku korral.
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Tsentraalne piirteoreem
Killalt suure valimi mahu n korral alluvad valimite keskmised Tsentraalne
T normaaljaotusele keskviirtusega u ja standardhélbega o/+/n, piirteoreem
kus o on kogumi standardhélve:

7 ~N <u, &%) : (6.6)

Tentraalsest piirteoreemist jéreldub, et kui kogumi standardhélve
on o, siis valimi keskmise valimjaotuse standardhélve on o//n. Mida
suurem on valimite maht n, seda vihem valimite keskmised hajuvad.
Joonisel on toodud kaks valimi keskmise valimjaotust iihe ja sama
tildkogumi korral. Valimjaotustel on {ihesugune keskvaartus, kuid eri-
nev standardhélve, sest valimite mahud on erinevad. Ndeme, kui oluli-
ne on valimi maht. Viaikese valimi korral tdendosus, et valimi keskmine
erineb kogumi keskvédrtusest viga palju, voib olla iipris suur.

Valimite maht n=100

YValimite maht n=10

=I

u

Joonis 6.3. Valimi keskmise valimjaotused, kui valimite maht on 100 ja 10.
Valimid on voetud iihest ja samast kogumist, mille keskvadrtus on y

Pole oluline, millisele jaotusele allub tunnuse viartus kogumis. Va-
limite keskmised alluvad alati normaaljaotusele, kui valimid on vaid
kiillalt suured. Praktikas voib lugeda kiillalt suurteks selliseid valimeid,
kus valimi maht n > 30.

Alapeatiikis négime, et normaaljaotuse N (u, o) korral séltub
vahemikku p+ko jadmise toendosus standardhélbe o kordajast k (vale-
mid (5.80)—(5.82))). Naiteks 68,3% koikidest vidrtustest jaib keskviir-
tusest mitte kaugemale kui iihekordne standardhilve (vt ka tabel [5.3)).
Tsentraalse piirteoreemi jargi alluvad valimite keskmised normaaljao-
tusele N(u,0/+/n), kus n on valimi maht. Seega, tdendosusega 68,3%
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jadb iihe konkreetse valimi keskmine vahemikku p + o/y/n:

P(u—\;ﬁ<£<u+;ﬁ> ~ 0,683. (6.7)

Toendosusega 99,7% jaab mingi konkreetse valimi keskmine vahemikku

p =+ 30/y/n:

g g
P —3—=<z< 3— | = 0,997. 6.8

Uldiselt ei pea vahemiku laiust miirav standardhilbe kordaja olema
taisarv. Valemid (6.7) ja voime iildisemalt kirja panna jargmiselt:

P(M_kﬁjﬁgjgﬂ+kﬁ;ﬁ> =3, (6.9)

kus kg on toendosuskordaja. Valemis kg =1 ja valemis
kg = 3. Sellisel juhul on toenédosus f ligikaudne arv. Tavaliselt voetakse
aga toendosus [ tépselt ette ning leitakse sellele vastav tdoendosuskor-
daja kg.

f(x)

/2 <_|(L>’<_I(L> /2

\ 0 \ X
—Zy/2 Zyj2

Joonis 6.4. Toendosuskordaja kg leitakse standardiseeritud normaaljaotusest
N(0,1) ja see vordub taiendkvantiiliga zq /o

Normaaljaotuse korral leitakse toendosuskordaja vaartus standardi-
seeritud normaaljaotusest N (0, 1). Jooniselt |6.4/ on néha, et see vordub
standardiseeritud normaaljaotuse tdiendkvantiiliga z, /2, kus a = 1—0.

Keskvidrtuse valimjaotuse standardhélbe o //n leidmisel on prob-
leem selles, et enamasti me ei tea kogumi standardhilvet o. Valimi
pohjal saame leida vaid selle hinnangu s, mis on valimi standardélve
. Sellisel juhul on keskviartuse valimjaotuse dispersiooni hinnang

s3(7) =

2
S
— 6.10
: (6.10)
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ning valimjaotuse standardhélbe hinnang ruutjuur sellest.

Tsentraalse piirteoreemi korral eeldatakse, et kogumi maht N on
16pmata suur. Jarelikult valem kehtib 16pmatu tldkogumi kor-
ral. Praktikas on kogumi maht l6plik suuruﬂ Valimi moodustamisel
kogumi maht viheneb iga objekti valimisel, kui me seda objekti tagasi
ei pane. Sellist valikumeetodit nimetatakse ka tagasipanekuta ehk
kordumisteta valikuks. Tagasipanekuta valiku korral kehtib keskvaar-
tuse valimjaotuse dispersiooni jaoks aga valem

2

s4(7) = ‘% (1 . %) . (6.11)

Vorreldes valemeid ja , ndeme, et kogumi mahu arves-
tamisel tuleb tagasipanekuta valiku korral dispersiooni korruta-
da avaldisega "

1-— N (6.12)
kus n on valimi maht ja N kogumi maht. Kui kogumi maht on vali-
mi mahuga vorreldes viga suur, siis n/N ldheneb nullile, parandusliige

(6.12) 1dheneb iihele ning valem (6.10) valemile (6.11)). Jérelikult va-

limi mahuga vorreldes lopmatult suure kogumi korral voime kasutada

valemit (6.10).

e A

Keskvaartuse valimmjaotuse standardhilbe hinnang on stan-

dardviga (standard error), mis lopmatult suure kogumi korral Standardviga

S
V'
kus s on valimi standardhélve ja n valimi maht.

Lopliku kogumi korral, mille maht N on teada, on keskvaértuse
valimjaotuse standardhélbe hinnang

se = \/SHH (6.14)

Nagu eespool nigime, siis see, kas kasutada standardvea leidmiseks
valemit voi korrigeeritud valemit (6.14)), soltub valimi ja kogumi
mahtude suhtest n/N. Kui see suhe on viike, siis standardvea parandus
on ligikaudu iiks ning kasutame valemit . Mitmed autorid (D. An-
derson, Sweeney ja Willams, 1999; McClave, Benson ja Sincich, 2005
soovitavad korrigeeritud valemit kasutada siis, kui n/N > 0,05

(6.13)

Se =

3Lopliku kogumi korral kehtib valem (6.10), kui me kasutame tagasipanekuga
ehk kordumistega valikut. Praktikas meid tagasipanekuga valik ei huvita: iiht ja
sama isikut ei intervjueerita mitu korda.
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(vt ka tabel @ Kuna parandus on véiksem kui 1, siis korrigeerimata
valemi (6.13)) kasutamisel suure suhte n/N korral tuleb standardviga
suurem, s.t me iilehindame standardviga. Valemit tuleb parata-
matult kasutada siis, kui me kogumi mahtu NN ei tea.

Tabel 6.5. Standardvea paranduse soltuvus valimi ja kogumi mahtude suhtest

0,5 025 0,1 0,06 0,01

=2|=

1—% 071 087 095 0,97 0,99

Toome veel kokkuvotlikult dra, mis vahe on valimi standardhélbel
ja standardveal:

e valimi standardhéilve iseloomustab iiksikute vaédrtuste hajumist;

e valimi standardviga iseloomustab valimite keskmiste hajumist.
Valimi standardhélve on null siis, kui hajumine puudub ja koéik vaartu-
sed on valimis iihesugused. Valimi standardviga l&heneb nullile siis, kui
valimi maht suureneb ja l&dheneb kogumi mahule N. Kui valimi maht
saab vordseks kogumi mahuga, on standardviga null.

6.5. Keskvaiartuse usalduspiirid suure valimi
korral

Eelmises alapeatiikis analiiiisisime valimi keskmise valimjaotust ning
saime teada, kuhu v6ib valimi keskmine Z sattuda kogumi keskvaartu-
se p suhtes (valem (6.9))). Praktikas on meil aga olukord vastupidine:
meil on valimi keskmine ¥ teada ja me peame leidma kogumi keskvaar-
tuse usaldusvahemiku. Vaatame uuesti seoses esinevat vahemikku
valimi keskmise Z jaoks. Lihtsuse mottes votame kasutusele tdhistuse
Az = ky(s/\/n):

w—Ar <z <p+ Ax. (6.15)

Vasakpoolsest vorratusest saame:

p <+ Ax. (6.16)

Avaldise (6.15]) parempoolsest vorratusest saame:

T<pu+Ax
z—Ax < p. (6.17)
Vorratused (6.16)) ja (6.17)) voib kokku votta:
T—Ar<pu<z+Ax. (6.18)
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Kui vorratused médravad dra vahemiku, kuhu langeb valimi
keskmine Z, siis avaldises on meil kirja pandud vahemik, milles
asub kogumi keskvddrtus p. Seega saime kogumi keskviirtuse va-
hemikhinnangu. See ongi meie eesmirk: iihe valimi alusel méirata
kogumi keskvairtuse usalduspiirid.

Valemi pohjal saame kirja panna selle vahemiku seose usalda-
tavusega (:

P(x—kg §u§$+k5) = B. (6.19)

Suure (n > 30) valimi korral on kogumi keskvifrtuse usal-

duspiirid usaldatavusega :
Keskvddrtuse

T+ Ar, (6.20) usalduspiirid,
S suur valim

7 (6.21)

kus T on valimi keskmine, s valimi standardhélve, n valimi maht
ning toendosuskordaja z, /o on standardiseeritud normaaljaotuse
tdiendkvantiil, kus vea tdenfosus on @ = 1 — . Suurust Az voib
nimetada usaldusvahemiku poollaiuseks.

Léopliku kogumi mahu N korral on usaldusvahemiku poollaius

S / n

Valem kehtib lihtsa juhuvaliku korral ning arvestab ainult
valimi juhuslikkusest tingitud viga. Muid voimalikke vigu nagu néiteks
loendiviga, kaoviga, mootmisviga (vt alapeatiikk, arvesse voetud
ei ole. Kuidas hinnata viga teistsuguste valikuviiside korral, voib lugeda
Imbi Traadi ja Jaan Inno opikust ,, Toendosuslik valikuuring®.

Koige sagedamini kasutatatakse usaldatavuse g viartust 0,95.
Monikord voetakse ka sellest vdiksem 0,9 voi suurem 0,99. Standardi-
seeritud normaaljaotuse tdiendkvantiilid z,/, moningate toendosuste
korral on toodud tabelis 6.6

Az =z 9

Tabel 6.6. Moned standardiseeritud normaaljaotuse tidiendkvantiilid

B | 005 015 03 05 075 09 095 0099
a/2 | 0475 0425 0,35 025 0,125 0,05 0,025 0,005
Zas2 | 0,06 0,19 0,39 067 1,15 164 196 2,58

Suurema usaldatavuse korral

253



PEATUKK 6. VALIKUURINGUD

e on tdendosus, et kogumi keskvidrtus langeb usalduspiiridesse,

suurem;

e on usaldusvahemik laiem.

Jooniselt on naha, kuidas usaldatavuse suurenedes muutuvad
usaldusvahemikud laiemaks. Seepérast ei olegi moistlik kasutada viga
suurt usaldatavust. Mis kasu on meil néiteks teadmisest, et Eesti elani-
ke keskmine brutopalk jaab vahemikku 100 kuni 3000 eurot, kuigi selle
tulemuse usaldatavus on véiga korge.

=0ty =
CLRUANINN N H M gt

Joonis 6.5. Kahekiimne valimi (n = 50) usaldusvahemikud usaldatavuse 0,7
(a) ja 0,95 (b) korral. Punktid néitavad valimite keskmisi ning vertikaalsed
loigud usaldusvahemikke. Horisontaalne kriipsjoon vastab kogumi keskvéaar-
tusele. Valimid on joonistel (a) ja (b) samad, kuid usaldusvahemike arvuta-
misel on voetud erinev usaldatavus. Usaldatavuse 0,7 korral on vea toenédosus
a = 30%, mis 20 valimi puhul on 6. Joonisel (a) on tegelik valimite arv, mille
usaldusvahemikesse kogumi keskvéirtus ei jaé, 8. Usaldatavuse 0,95 korral
on vea toendosus o = 5%, mis 20 valimi puhul on 1. Joonisel (b) on tege-
lik valimite arv, millega médratud usaldusvahemikesse kogumi keskviartus ei
jaa, 1 (valim nr 12)

Standardiseeritud normaaljaotuse tdiendkvantiili leidmiseks tabel-
arvutuses tuleb kasutada funktsiooni NORM.S.INV (probability),
kus probability = a/2. See funktsioon viljastab véirtuse —z,/o (vt
joonis . Positiivne vaartus on selle vastandvaartus. Moned néited:

|
nf
)

ﬁ 04/2 Za)2

09 (1-09)/2=005 —NORM.S.INV(0,05) ~ 1,64
0,95 (1—0,95)/2=0,025 —NORM.S.INV(0,025) ~ 1,96

On olemas ka tabelarvutusfunktsioon usaldusvahemiku poollaiuse
Ax leidmiseks, mis arvutab valemi jargi, ja see on CONFI-
DENCE.NORM. Siis tuleb ette anda vea toendosus o = 1 — 3 (Alp-
ha), valimi standardhélve s (Standard_ dev) ja valimi maht n (Size).

Valemist on niha, et usaldusvahemiku poollaius Az s6ltub
usaldatavusega 3 méiératud toendosuskordajast z, /o, valimi standard-
hélbest s ja valimi mahust n. Valimi standardhélve soltub sellest, kui-
das uuritav tunnus kogumis hajub ja seda me mojutada ei saa. Kui me
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ettevoetud usaldatavuse korral soovime vihendada usaldusvahemiku
poollaiust ehk méiadramatust, siis ainuke véimalus on suurendada vali-
mi mahtu n. Kui soovime poollaiust Az néiteks 10 korda vihendada,
tuleb valimi mahtu 102 = 100 korda suurendada. See aga suurendab
valikvaatluse kulusid. Joonisel (a) on esitatud kordaja 1/y/n sol-
tuvus valimi mahust n. Nieme, et viikeste valimite korral viheneb
usaldusvahemiku laius n kasvades kiiresti. Valimi mahu suurendamine
400-st 500-ni aga enam nii suurt efekti ei anna.

J oonis (b) kirjeldab toenéosuskordaja soltuvust usaldatavusest.
Kui usaldatavus S hakkab lihenema tihele, siis toendosuskordaja z, /9
vaartus ja koos sellega usaldusvahemiku laius kasvavad jarsult.

—a

1 1 L ! | 1 L L ! L | :l
0 100 200 300 400 500n 0,700,750,800,850,900,95 1,0(6

Joonis 6.6. (a) Kordaja 1/+/n soltuvus valimi mahust n. (b) Toéendosuskor-
daja z, /2 sOltuvus usaldatavusest 3

Niide 6.4. Kulud toidule leibkonna liikme kohta

2012. aasta leibkonna eelarve uuringus kiisitleti 9080 isikut. Uhes
kiisimuses paluti hinnata toiduainetele ja mittealkohoolsetele
jookidele tehtavaid kulutusi aastas leibkonnaliikme kohta. Vas-
tuste keskvéirtus oli 915,3 eurot standardhélbega 541,72 eurot
(Leibkonna eelarve uuring|2012). Kui suured on keskmised kulud
toiduainetele ja mittealkohoolsetele jookidele aastas leibkonna-
litkkme kohta?
Paneme kirja lahteandmed:

valimi maht n = 9080;

valimi keskmine & = 915,30;

valimi standardhélve s = 541,72.
Usaldatavuseks votame 8 = 0,95, sellele vastav tdendosuskor-
daja tabelist (voi tabelarvutuses —NORM.S.INV(0,025)) on
20,025 = 1,96. Valemist leiame usaldusvahemiku poollaiu-
se:

541,72

Az = 1,96 - =~ 111
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Vastus: usaldatavusega 0,95 oli keskmine kulu toiduainetele ja
mittealkohoolsetele jookidele 915,3+11,1 eurot aastas pereliikme
kohta. Alumist ja tilemist usalduspiiri kasutades voime kulude
usaldusvahemiku anda kujul (904,2, 926,4) eurot.

Keskvéartuse usalduspiire on voimalik leida ka intervallitud variat-
sioonridade korral, kuid siis tuleb valimi keskmise leidmiseks kasutada
kaalutud aritmeetilist keskmist . Valimi dispersiooni valemi saame
kaalutud dispersiooni valemist , kui nimetajas votame » f; asemel
vabadusastmete arvu n — 1= > f; — 1

s2 = Z%f:f)ffl. (6.23)

Valimi standardhélve on nagu ikka ruutjuur valimi dispersioonist.

Niide 6.5. Noorte siddstmisharjumused USA-s

NO6Valikvaatlused - s . : .
N6 5 arivastiuse 2006. aastal viidi USA-s ldbi uuring teismeliste noorte finants-

kditumise kohta. 39 kiisimusest koosnevale kiisitlusele vastas 243
noort vanuses 14 kuni 19 aastat. Kiisimusele, kui palju raha on
sddstetud, olid vastusevariantidena antud vahemikud. Vastuste
jaotus on toodud tabelis. (Koonce jt,

Summa dollarites Vastanute arv

< 100 75
101-200 30
201-300 28
301-400 17
401-500 13
501-1000 29

>1000 51

Leiame keskmise sdfstetud summa usaldusvahemiku. Selleks tu-
leb algul leida valimi keskmine ja standardhilve. Kuna andmed
on esitatud sagedustabelina, tuleb kasutada kaalutud aritmee-
tilise keskmise ja dispersiooni valemeid. Kaalutud aritmeetili-
se keskmise leidmiseks lisame tabelisse veerud ,Klassi keskmine
;¥ ja JKorrutised f;x;“. Dispersiooni leidmiseks lisame veerud
(2 — )% ja Korrutised f;(z; — )%, mis saab tiita peale kesk-
mise Z leidmist. Klasside keskmiste leidmisel tuletame meelde, et
avatud klasside korral voetakse klassi laiuseks korvaloleva klassi
laius.
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Summa Klassi Vastanute Korrutised Korrutised

dollarites keskmine z;  arv f; fix; (x; —2)? fi(z; —7)?
<100 50,0 75 3750,0 170994,2 12824 562
101-200 150,5 30 4515,0 97978,0 2939341
201-300 250,5 28 7014,0 45375,1 1270504
301-400 350,5 17 5958,5 12772,3 217128
401-500 450,5 13 5856,5 169,4 2202
501-1000 750,5 29 21764,5 82360,7 2388461
> 1000 1250,5 51 63775,5 619346,3 31586663
KOKKU 243 112634 51228861

Vastavalt valemile (2.6 on aritmeetiline keskmine

S fi 243

Dispersiooni leidmiseks arvestame sellega, et tegemist on valik-
vaatlusega ja me soovime leida kogumi dispersiooni hinnangut,
jarelikult valemis (3.4]) peab nimetajas oleman—1=">_ f; — I

f:

= 463,51.

—3)%f; 1228861
2o 2@ o)) L2861 )y o
> fi—1 243 -1

Valimi standardhélve on siis

s =Vs2 = /211689,5 ~ 460,1

ja usaldusvahemiku poollaius

Az = 1,96 -

Vastus: usaldatavusega 0,95 on USA teismelised keskmiselt
sdastnud 463,5 + 57,8 dollarit.

Omaette probleem on see, kas keskviartus on siin sobiv statistik,
iseloomustamaks USA noorte sddstmisharjumusi. Kui me vaata-
me erineva vahemiku valinud vastajate arvusid f;, siis ndeme, et
moodklassiks on ,,< 100“. Seega, koige sagedamini sdfstetakse
kuni 100 dollarit.

Kummal juhul on keskviirtuse jaoks saadud tulemus tapsem, kas
niites saadud tulemus 915,3 & 11,1 eurot aastas pereliikme kohta
voi néites [6.5] saadud tulemus USA noorte sddstmise kohta 463,5+57,8
dollarit? Ilmselt ei saa me vorrelda usaldusvahemikke, sest tegemist
on erinevate suurustega. Kiill aga voime molemal juhul leida suhte
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Suhteline viga

t-jaotus

Vabadus-
astmete

arv

Az /Z ja vorrelda neid suhteid. Eesti elanike kulud toidule on méadratud
tapsusega

11,1
— =~ 0,0112 = 1,12%.
915,3 ’ 12%
USA noorte siddstmine on leitud tdpsusega
57,8
— ~ 0,125 = 12,5%.
463,5 0,125 5%

Esimene tulemus on oluliselt tdpsem. Selle iiheks pohjuseks on oluliselt
suurem valimi maht.

Usaldusvahemiku méidramise tdpsust nditab suhteline viga

E=2%, (6.24)
X

kus Az on usaldusvahemiku poollaius ning z valimi keskmine.

6.6. Keskvairtuse usalduspiirid viikese valimi
korral

Viikeste valimite korral erineb valimi keskmise valimjaotus normaal-
jaotusest ja tsentraalne piirteoreem ei kehti. Sellisel juhul kasutatakse
kogumi keskviartuse usalduspiiride madramisel ¢-jaotust ehk Studen-
ti jaotust. Jaotuse vottis kasutusele inglise matemaatik William Seally
Gosset (1876-1937) oma t606s, mille ta avaldas varjunime all Student.

Viikeste valimite korral alluvad valimite keskmiste standardiseeri-
tud vadrtused t¢-jaotusele

T—p

~ t(v), (6.25)

se

kus p on tildkogumi keskvédrtus, se valimi standardviga ning v vaba-
dusastmete arv:

v=mn-—1, (6.26)

kus n on valimi maht.

Uldiselt on vabadusastmete arv sjltumatute muutujate arv (vt
ka lisa[A.6]). Kui me arvutame valimi standardhélvet ja leiame hilbed
valimi keskmisest, on vabadusastmete arv iithe vorra viiksem valimi
mahust n (vt lisa [A.7).

Valimi mahu ja seega ka vabadusastmete arvu v suurenedes lahe-
neb ¢(v)-jaotus standardiseeritud normaaljaotusele N (0, 1) (joonis[6.7)).
Seepdrast voibki suurte valimite korral kasutada normaaljaotust.
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———

-4 -2 0 2 4

Joonis 6.7. Kaks t-jaotuse koverat vabadusastmete arvuga 2 ja 6 ning vord-
luseks standardiseeritud normaaljaotuse N (0, 1) kdver

Viikese (n < 30) valimi korral on kogumi keskviértuse usal-

dusvahemik usaldatavusega 3:
Keskvidrtuse

T+ Ar, (6.27) usaldusvahe-
S mik, vaike
A= ta/Q(y) \/ﬁ7 (6.28) walim

kus Z on valimi keskmine, s valimi standardhélve, n valimi maht,
v = n— 1 vabadusastmete arv ning toendosuskordaja ta/g(l/) on
t(v)-jaotuse taiendkvantiil, kus vea toendosus o = 1 — 3.

t-jaotuse taiendkvantiili ¢, o(v) nimetatakse monikord ka Studenti
koefitsiendiks ja selle véddrtused on toodud lisas [B-I]

t-jaotuse taiendkvantiili leidmiseks tabelarvutuses saab kasutada
funktsiooni T.INV, kus Probability = «/2 ja Deg_freedom = v. See
funktsioon viéljastab védrtuse —t,/2(v) (nii nagu ka standardiseeri-
tud normaaljaotuse korral, vt joonis . Positiivne védirtus on sel-
le vastandarv. Lihtsam voimalus on kasutada funktsiooni T.INV.2T,
kus Probability = «. Need kaks funktsiooni on omavahel seotud jérg-
miselt: T.INV.2T(«a; v) = - T.INV(«a/2; v).

Usaldusvahemiku poollaiuse Az leidmiseks on koige mugavam kasu-
tada funktsiooni CONFIDENCE.T, mis arvutab valemi jargi.
Siis tuleb ette anda vea toendosus o = 1 — 3 (Alpha), valimi standard-
hélve s (Standard_ dev) ja valimi maht n (Size).

|2
L)
Juf
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Niide 6.6. Kauba ldbimiiik

o

NO6Valikvaatlused
N6.6

Kauba A n#dalane libimiiiik viies juhuslikult valitud kesklinna
poesoli 16, 82, 29, 31 ja 55 tk. Leida selle kauba keskmine nédala
labimiitik kesklinna poodides usaldatavusega 0,9 ja 0,95.
Paneme kirja andmed:

valimi maht n = 5;

valimi keskmine & = 42,6;

valimi standardhélve s = 26,14.
Toendosuskordaja vabadusastmete arvu 4 ja usaldatavuse
0,9 korral tp05(4) = 2,13 ning usaldatavuse 0,95 kor-
ral on tpoes(4) = 2,78 (tabelarvutuses T.INV.2T(0,1;4) ja
T.INV.2T(0,05;4) voi lisa [B.I)).
Usaldusvahemiku poollaius, kui usaldatavus on 0,9:

S 26,14

A.’ﬂ = ta/Q(l/)% = 2,13 . W ~ 24,9

ja usaldatavuse 0,95 korral

s 26,14
Ar =t,/9(V)—= = 2,78 - —— =~ 32,5.
a/2( )\/ﬁ \/5
Vastus: usaldatavusega 0,9 on antud kauba keskmine labimiiiik
néddalas 42,6 4+24,9 tk ja usaldatavusega 0,95 on ldbimiiiik 42,6 +
32,5 tk nddalas.

Valimi mahu véhenedes suureneb usaldusvahemiku laius ja seega
ka méadramatus (joonis . See on tingitud kahest pohjusest. Esiteks
viheneb valemi nimetajas olev maht n, mille tulemusena murd
suureneb. Teiseks suureneb toendosuskordaja t,, /2(1/), sest viheneb va-
badusastmete arv (vt joonis [6.7).

80r
70t
6ot
50F in:lo n=5 b N=3

40r

30

20

Joonis 6.8. Erineva mahuga n valimite korral leitud usaldusvahemikud. Vali-
mite keskmised ja standardhélbed on iihesugused
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Kuna suurte valimite korral ldheneb ¢-jaotus standardiseeritud
normaaljaotusele, siis tdiendkvantiil ¢, /2(1/) ldheneb normaaljaotuse
téiendkvantiilile z,/o (vt tabel . Seepirast voib ka suurte valimite
korral kasutada t-jaotusest leitavat toendosuskordajat ¢, /2(1/).

Kasutades iildist toendosuskordaja tahistust kg, voib kogumi kesk-
vaartuse usaldusvahemiku poollaiuse valemi panna kirja kujul

Az = l%%, (6.29)

kus kg on
e suure valimi (n > 30) korral standardiseeritud normaaljaotuse
tédiendkvantiil 2z, /9;
e viikese valimi korral #(v)-jaotuse tdiendkvantiil ¢, /o(v/).

Tabel 6.7. t(v)-jaotuse tédiendkvantiili vordlus standardiseeritud normaal-
jaotuse taiendkvantiiliga 1,96, kui usaldatavus on 0,95. Viimases veerus on
t-jaotuse taiendkvantiili suhteline erinevus standardiseeritud normaaljaotuse
taiendkvantiilist

Suhteline
Valimi erinevus
maht n  t(v)  normaaljaotusest, %
3 4,30 120
4 3,18 62
5 2,78 42
10 2,26 15
20 2,09 7
30 2,05 4
50 2,01 3
100 1,98 1,2
200 1,97 0,6
500 1,965 0,2

6.7. Valimi mahu planeerimine

Hinnangu tépsuse méédrab usaldusvahemiku laius. Fikseeritud usalda-
tavuse korral on usaldusvahemiku laius médratud valimi mahuga ja
valimit moodustades on voimalik vahemiku laiust ette planeerida.

Niide 6.7. Keskmine ldbimiiiik ja valimi mahu planee-

rimine

Niites [6.6] leiti viie juhuslikult véljavalitud poe pohjal kesk-
mise labimiiligi usaldusvahemik. Usaldatavusega 0,95 oli see
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Valimi mahu

planeerimine

42,6 £ 32,5 tk nddalas. Valimi standardhélve oli s = 26,14 ja
vastav toendosuskordaja 2,78.

Usaldusvahemiku poollaius 32,5 on killalt suur ja moodustab
76,2% valimi keskmisest. Kui palju poode tuleks valimisse votta,
kui me tahame, et hinnang oleks tdpsem ja usaldusvahemiku
poollaius oleks viiksem kui 40% valimi keskmisest?
Usaldusvahemiku poollaiuse jaoks kehtib siis tingimus

Az < 04-42,6 = 17,04.
Valemi (6.28)) pohjal voime kirjutada:

tojo(v)—= < 17,04

NG

S
ta/?(y)m < \/ﬁ

s 2
(s ) <

Paneme leitud avaldisse valimi standardhélbe s viartuse ja usal-
datavusele 0,95 vastava toendosuskordaja o g25(4) = 2,78:

26,14\ 2

> (2,78 —=

"= < )78 17,04)
n > 18,14.

Jarelikult peab valimi maht olema 19. Valimi mahtu tuleb iimar-
dada alati iilespoole, sest allapoole {imardades ei ole vorratus
tdidetud.

Kui tahame aga, et usaldusvahemiku laius oleks alla 20%, saame
vajaliku valimi mahuks 73.

Valimi mahu planeerimisel tuleb algul teha uuritavast iildkogumist
proovivalim. Olgu proovivalimi maht ng ja standardhilve sy. Kui
soovime, et usaldusvahemiku poollaiuse jaoks kehtiks tingimus

Az < d, (6.30)

saame vajaliku valimi mahu n méirata tingimusest

n> (ta/g(u) %0)2. (6.31)

Kuna aga toendosuskordaja t,, /2(1/) vaheneb vaatluste arvu n suu-
renermisel, toimub valimi mahu moningane iilehindamine. Kui vaatluste
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sooritamine on viga kallis, ei tohiks iilehindamist lubada ja siis kasu-
tatakse mitmesammulist protseduuri, kusjuures valimi suurendamine
toimub objektide lisamise teel eelmisele valimile.

Suurte valimite korral voetakse valemis toendosuskordajaks
standardiseeritud normaaljaotuse taiendkvantiil z, o:

2
n > (za/Q %?) . (6.32)

Moénikord voib juhtuda, et planeeritud mahuga valimi pohjal leitud
usalduspiirid on siiski laiemad ning soovitud tingimus (6.30)) pole tdide-
tud. See juhtub siis, kui planeeritud mahuga valimi standardhélve tuleb
maérgatavalt suurem proovivalimi standardhélbest so. Naiteks sattusid
valimisse moned ekstreemsed vadrtused, mida viikeses proovivalimis ei
esinenud.

6.8. Kahevaartuselise tunnuse osakaalu
usalduspiirid

Alapeatiikis [3.9] leidsime valemi kahevéértuselise tunnuse standardhél-
be jaoks . Sellest lahtudes saame leida iihe viartuse osakaalu
usalduspiirid (confidence interval for proportion) kaheviartuselise tun-
nuse korral.

Olgu kogumis positiivsete tulemuste osakaal p. Selle osakaalu

punkthinnang on
p= (6.33)
n

kus n on valimi maht ja m positiivsete tulemuste arv valimis.

( 3

Suure valimi korral on kaheviirtuselise tunnuse osakaalu p usal-

datavusega  méadratud usaldusvahemik
Kahevadrtu-

p £ Ap, (6_34) selise tunnuse
ﬁ(l — ﬁ) osakaalu usal-

Ap = Za/2 Ee— (6.35) dusvahemik,
suur valim
kus p on iihe vadrtuse osakaal valimis, n valimi maht ning toe-
niosuskordaja z, /o on standardiseeritud normaaljaotuse taiend-
kvantiil, nii et « =1 — .
Lopliku kogumi mahu N korral on osakaalu usaldusvahemiku
poollaius
pl=p) f;_ 1 (6.36)

Ap =
P = Za/2 - N
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Nii nagu keskviirtuse usalduspiiride leidmisel, kui valimi maht on
kogumi mahuga vorreldes suur, n/N > 0,05, tuleb kasutada korrigee-

ritud valemit (6.36]))(vt ka tabel [6.5)).
Niide 6.8. Valimistest osavott

2003. aasta riigikogu valimiste eel viidi Eestis labi mitmesu-
guseid kiisitlusi. Uhes Emori uurimuses kiisitleti iile Eesti 500
valimisealist kodanikku, valima lubas minna neist 51% (Ideon,
. Kui suur protsent koigist valimisealistest kodanikest pidi
selle uuringu jérgi valima minema?

Teeme vastavad arvutused. Valimi maht n = 500, valima mine-
jate osakaal valimis p = 0,51. V&ttes usaldatavuseks § = 0,95,
saame toendosuskordaja 2025 = 1,96. Usaldusvahemiku pool-
laius

0,51(1 —0,51)

500

Vastus: usaldatavusega 0,95 pidi selle uuringu pohjal valima mi-
nema 51,0% =+ 4,4% ehk 46,6% kuni 54,4% koigist valimisealis-
test kodanikest. Vabariigi valimiskomisjoni andmetel osales va-
limistel tegelikult 58% valimisoiguslikest kodanikest.

Ap = 1,96 - ~ 0,044.

J

Valemist ((6.35)) voib leida, kuidas, usaldusvahemiku poollaius Ap
soltub osakaalust valimis fikseeritud valimi mahu n korral (joonis .
Koige laiem on usaldusvahemik osakaalu p = 0,5 korral, sest siis on
mittehomogeensus ehk hajuvus kéige suurem ja jarelikult ka standard-
hélve koige suurem. Matemaatiliselt ndidati seda alapeatiikis [3.9

Ap
0,07}
0,06/

0,05}

b

Joonis 6.9. Osakaalu usaldusvahemiku poollaiuse Ap soltuvus vastava vadr-
tuse osakaalust valimis p valimi mahu n erinevate viartuste korral

Analoogselt alapeatiikis [6.7] vaadeldud valimi mahu planeerimisega
iildkogumi keskvéértuse hindamisel saab ka osakaalu hindamisel tule-
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tada tingimuse valimi mahu jaoks. Kui tahame, et osakaalu usaldusva- Valimi mahu
hemiku poollaius Ap ei iiletaks teatud vaartust D, s.t planeerimine

Ap < D, (6.37)
siis valemist (6.35]) saame tingimuse valimi mahu jaoks:

2 ]30(1 - ]50)

N2z, oy (6.38)

kus pg on eelvalimi pohjal hinnatud osakaal.

Valem annab o6iged usalduspiirid siis, kui valimi maht n > 30,
kuid arvestada tuleb ka osakaalu p. Kui osakaal on viga ldhedal nullile
voi tihele (nditeks 0,001 voi 0,999), peab valimi maht olema odigete
usalduspiiride saamiseks viga suur. Kirjanduses soovitatakse enamasti
vaikese osakaalu korral tingimust np > 5 ning suure osakaalu korral
n(l —p) > 5 (L. D. Brown, Cai ja DasGupta, [2001). Arvestades seost
6.33)), on np vordne positiivsete tulemuste arvuga m. Jarelikult valemi
6.36)) kasutamiseks peab valimis nii {iht kui teist vdartust omavate
elementide arv olema > 5.

Kahevéiartuselise tunnuse osakaalu usalduspiiride leidmiseks Suure valimi
voib valemit (6.36)) kasutada juhul, kui kumbagi vadrtust oma- tingimus
vate elementide arv on valimis > 5, s.t kehtib tingimus

n-min(p,1 —p) > 5. (6.39)

Kui tingimus pole taidetud, ei ole osakaalude valimjaotus nor-
maaljaotus ning usalduspiiride leidmiseks tuleb kasutada teistsugust
lihenemist. Erinevad autorid on soovitanud mitmeid ldhenemisviise,
sagedasti leiab kasutamist Agresti-Coulli korrigeeritud intervall (Ag-
resti ja Coull, 1998)). Seda nimetatakse monikord ka ,nelja lisamise
reegliks” (,,plus four® method), sest korrigeeritud osakaalu p leidmiseks
lisatakse neli tulemust, millest kaks on positiivsed:

m — m + 2,
n—n-+4.

Nende asenduste tegemisel valemis (6.35)) saadakse osakaalu jaoks kor-
rigeeritud usalduspiirid.
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Korrigeeritud Korrigeeritud usalduspiirid osakaalu jaoks:
usalduspiirid 5 5
P+ Ap,

— (6.40)

kus valimi korrigeeritud osakaal

m+ 2
n+4

= (6.41)

ja m on positiivsete tulemuste arv valimis.

Niide 6.9. Pettusealaste riskide uuring

2014. aasta juunis viis audiitorfirma Ernst & Young Eestis 13-
bi pettusealaste riskide uuringu. Uuringu eesmérgiks oli saada
teavet pettuste esinemise, juhtumitega kaasneva kahju ja riski-
de juhtimiseks rakendatavate meetmete kohta Eesti dritihingu-
tes ja avaliku sektori asutustes. Veebipohisele kiisitlusele vas-
tas 112 juhtimisfunktsiooniga isikut erinevatest organisatsiooni-
dest. Kiisimuse ,Kas jargnev tegevus tundub Teile digustatud,
et majandussurutises toime tulla? vastusevariandi ,,Rahalised
maksed (majandus)tegevuse jatkamiseks ja elavdamiseks* korral
valis kaks vastajat vastusevariandi ,Jah®. (Pettuseriskide alane|
luuring Eestis||2014)

Leiame, kui suur osa juhtidest arvab, et rahalised maksed (ma-
jandus)tegevuse jatkamiseks ja elavdamiseks on majandussuru-
tise korral digustatud. Korrigeeritud osakaal valemist

242 4
p = =— 45.
P=Tia14 116 =00

Usaldusvahemiku poollaius usaldatavuse 0,95 korral valemist

(6.40)
_ 0,0345(1 — 0,0345)
Ap =1 ~ 2.
P ’96\/ 112+ 4 0,033

Vastus: seda, et rahalised maksed (majandus)tegevuse jitka-
miseks ja elavdamiseks on majandussurutise korral digustatud,
arvab 3,45% =+ 3,32% juhtidest.
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6.9. Kolme ja enama vaartusega kvalitatiivse
tunnuse osakaalude usalduspiirid

Kiisitlustes kasutatakse tihti valikvastustega kiisimusi, kus on rohkem
kui kaks vastusevarianti. Siis ei ole tegemist kahevddrtuselise tunnu-
sega ning vastuste osakaalude usalduspiiride leidmisel ei ole korrektne
kasutada eelmises alapeatiikis toodud valemeid.

Kvalitatiivne tunnus on kas nimiskaalas voi jarjestusskaalas moo-
detud tunnus. Nimiskaalas on nditeks jargmised tunnused:

e isiku sotsiaal-majanduslik seisund:
— tootav,
— tootu,
— opilane,
— Ppensiondr;
e cluruumi tiiiip:
— eramaja,
— mitmepereelamu,
— korter.

Jarjestusskaalas on néiteks

e isiku haridustase:
1) T taseme haridus (alghariduseta, algharidusega, pohiharidu-
sega):
2) 1T taseme haridus (keskharidus, kutseope pohihariduse
baasil);
3) III taseme haridus (kutseope keskhariduse baasil, korghari-
dus, magister, doktor);
e toimetulek:
1) suurte raskustega;
2) moningate raskustega;
3) tuleb toime.

Kui valimis on mingi vastusevariandi esinemise osakaal p;, siis kui-
das niiiid leida selle osakaalu usalduspiire {ildkogumi jaoks? Erinevate
autorite poolt on pakutud mitmeid meetodeid, millest moned on arvu-
tuslikult {ipris mahukad (Fitzpatrick ja A. Scott, 1987; Sison ja Glaz,
1995; Wang, [2008)). Toome siin &ra iihe lihtsama meetodi, mille tuletas
Leo Goodman (1965).

Eeldatakse, et valikvastuste hulgast saab valida {ihe ja ainult iihe
vastusevariandi, s.t peab kehtima tingimus

Zﬁi =1, (6.42)
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Kuvalitatiivse

tunnuse

osakaalu usal-

dusvahemik
suure valimi

korral

kus k on valikute arv ja p; on i-nda valiku osakaal valimis. Jargne-
vad valemid ei sobi kasutamiseks juhul, kui vastaja voib valida mitu
vastusevarianti.

Olgu meil kvalitatiivne tunnus, millel on k vadrtust my, ma, ..., mg.
Vastavate vadrtuste osakaalud valimis on p1,po,...,Pr ja kehtib tin-
gimus . Siis ¢-nda véartuse osakaalu p; usaldusvahemiku pool-
laiuse leidmisel tuleb valemis standardiseeritud normaaljaotuse
tédiendkvantiili z, /o asemel kasutada tihe vabadusastmega x2-jaotuse

tiiendkvantiili. Uhe vabadusastmega y?-jaotuse jaotustiheduse graafik

on toodud joonisel (vt ka lisa [A.5).

10,
08
06"
04

02|

6 8

Joonis 6.10. Uhe vabadusastmega x2-jaotuse jaotustiheduse graafik ja o jirku
tdiendkvantiil x?2

Kui usaldatavuseks on 3 ja vea toendosus o = 1 — [, siis suure
valimi korral on i-nda osakaalu p; usaldusvahemiku poollaius

pi(L — pi)

Ap; = Xi/k(l) %7 (6.43)
kus Xi/k(l) on iihe vabadusastmega y2-jaotuse a/k jirku
tadiendkvantiil, p; on ¢-nda viirtuse osakaal valimis ning n valimi
maht.

Valemist leitud usalduspiiride korral iiksiku osakaalu p; jaoks
toendosus, et usalduspiirid ei kata tegelikku védrtust, on «/k, kus k on
vaartuste arv. Toendosus, et usalduspiirid ei kata tegelikku vaartust
kas py vOi ps VOi ... pi korral, on «. Usaldatavus 8 on siis téendosus,
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et koik k usaldusvahemikku katavad vastavate osakaalude tegelikud
vadrtused.

Tabelarvutuses on x2-jaotuse tiiendkvantiili leidmiseks funktsioon
CHISQ.INV.RT. Usaldatavust 8 omava usaldusvahemiku jaoks va-
jaliku tdiendkvantiili leidmisel on argument Probability (1 — 3)/k ning
vabadusastmete arv Deg_ freedom on 1. Niiteks kui esitatud kiisimusel
on 4 vastusevarianti ning soovime leida osakaalude usalduspiire usal-
datavusega 8 = 0,95, siis valemi kasutamiseks tuleb leida

Xi/k(l) = x3,05/4(1) = Xg.0125(1) = CHISQ.INV.RT(0,0125;1).

Niide 6.10. Hinnang majanduslikule olukorrale

2012. aasta leibkonna eelarve uuringus paluti hinnata, milline
voiks olla vastaja leibkonna majanduslik olukord iihe aasta pa-
rast. Kokku oli vastajaid 9080 ning vastused jagunesid jargmiselt
(Leibkonna eelarve uuring|2012):

Sagedus n; Osakaal p;

1 Marksa parem 277 3,05%
2  Monevorra parem 1847 20,34%
3 Uldiselt samasugune 4421 48,69%
4  Monevorra kehvem 1801 19,83%
5 Mairksa kehvem 734 8,08%

Leiame osakaalude usalduspiirid usaldatavusega 0,95, s.t a =
0,05. Vastusevariantide arv k = 5 ning a/k = 0,05/5 =
0,01. x%jaotuse taiendkvantiili X%,m(l) leiame tabelarvutuses:
CHISQ.INV.RT(0,01; 1) = 6,6349.

Vastusevariandi 1 jaoks saame valemist

]_ _
Ap1 = 1/6,6349 - \/ 0’0305(9800’0305) ~ 0,0046.

Jarelikult nende osakaal, kes aastal 2012 arvasid, et aasta péirast
on nende majanduslik olukord méarksa parem, oli 3,05% 4-0,46%
ehk vahemikus (2,59%; 3,52%). Niimoodi leiame usalduspiirid
koikide vastusevariantide jaoks.

Alumine Ulemine

Osakaal p; Ap; piir piir
1 Marksa parem 3,06% 0,46% 2,59% 3,52%
2 Monevorra parem 20,34%  1,09% 19,25% 21,43%
3 Uldiselt samasugune 48,69% 1,35%  47.34%  50,04%
4  Monevorra kehvem 19,83% 1,08% 18,76%  20,91%
5 Marksa kehvem 8,08% 0,74% 7,35% 8,82%
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Sageli kasutatakse rohkem kui kahe vadrtusega kvalitatiivse tunnu-
se osakaalude usalduspiiride leidmiseks siiski valemit (6.35), mis kehtib
kahevéaartuselise tunnuse korral. Kuna valemid ja erine-
vad ainult toendosuskordaja poolest, siis kahel erineval meetodil leitud
usalduspiiride vordlemiseks piisab nende kordajate vordlemisest. Tabe-
lis on vorreldud vastavaid toendosuskordajaid usaldatavuse 0,9 ja
0,95 korral. Esimeses veerus on kvalitatiivse tunnuse erinevate viartus-
te arv k. Kui k = 2, on toenéosuskordajaks 2,9, ja kui k = 3,4,..., on

toendosuskordaja /Xi/k(l)' Nieme, et normaaljaotuse taiendkvantiili
Za 2 kasutamisel k = 3,4, ... korral on usalduspiirid kitsamad ja seega

alahinnatud.

Tabel 6.8. Usaldusvahemiku toendosuskordajad kaheviartuselise tunnu-
se (zq/2) ja rohkem kui kahe védrtusega kvalitatiivse tunnuse korral

( Xi/k(1)>

k B=09 B=0095
2

1,64 1,96 %o/
3 213 239
4 224 2,50
5 2,33 2,58
6 239 2,64 :
7 245 2,69 Xa/i(1)
8 250 2,73
9 2,54 2,77
10 2,58 2.81

Valemit voib usalduspiiride leidmiseks kasutada suure valimi
korral, kui valimis on ¢-nda vi#rtuse esinemissagedus n; > 100. Nende
vaartuste jaoks, mille korral see tingimus pole tédidetud, tuleb usaldus-
vahemiku leidmiseks kasutada tépsemat, kuid keerulisemat valemit.
Sellisel juhul on osakaalude p1, po, . . ., pr usaldusvahemikud

- <pi <pj, (6.44)

kus alumine ja iilemine piir (Goodman, 1965))

24+ 2n;, — VD
py =Xt Qf, (6.45)
2(n + x?)
24+ 2n; +VD
pf _X + 2n +2\/7 (6.46)
2(n + x?)
ja suurus D leitakse valemist
D = ? <X2 +4(n — nz)%) . (6.47)
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Siin on x? iihe vabadusastmega x2-jaotuse tiiendkvantiil Xi /k(l), n;
on i-nda vadrtuse esinemissagedus valimis ja n valimi maht. Valemid

(6.45)—(6.47) on teatud ruutvorrandi lahendid.

Niide 6.11. Varimajandus Bulgaarias

Aastatel 2007-2008 viidi Bulgaaria ettevotete hulgas 14bi uuring
varimajanduse kohta, valimis oli 345 ettevotet. Kiisimusele, kui
suure osa SKP-st moodustab Bulgaarias varimajandus, vastas
343 ettevotet jirgnevalt (Goev, [2009):

Vastusevariant Vastajate arv  Osakaal
Varimajandus puudub 1 0,3%
Kuni 10% 4 1,2%
10% kuni 25% 69 20,1%
25% kuni 50% 178 51,9%
50% kuni 75% 74 21,6%
Rohkem kui 75% 17 5,0%

Kuna enamiku vastusevariantide korral on vastajate arv viiksem
kui 100, kasutame osakaalude usalduspiiride leidmiseks tépseid
valemeid f. Votame usaldatavuseks 0,95. Vastuse-
variantide arv k = 6 ning a/k = 0,05/6. x-jaotuse tiiend-
kvantiili Xg’% /6(1) leiame vastava tabelarvutusfunktsiooni abil:
CHISQ.INV.RT(0,05/6;1) = 6,9604. Arvutusteks kasutame ta-
belarvutust ja vordluseks leiame usalduspiirid ka ligikaudse va-

lemi (6.43) pohjal.

Tépne valem  Ligikaudne valem
Vastajate Alumine Ulemine Alumine Ulemine

Vastusevariant arv piir piir piir piir
Varimajandus puudub 1 0,03% 2,53% —048% 1,06%
Kuni 10% 4 0,34%  3,94% -0,36%  2,70%
10% kuni 25% 69 15,03% 26,40% 14,41% 25,83%
25% kuni 50% 178 44.81% 58,90% 44,78% 59,01%
50% kuni 75% 74 16,31% 27,97% 15,71% 27,43%
Rohkem kui 75% 17 2,66% 9,04% 1.86% 8,05%

Nagu eelmises néites toodud tabelist on niha, voib viikese vasta-
jate arvu korral ligikaudsest valemist leitud usaldusvahemiku alumine
piir olla negatiivne, kuid osakaal ei saa olla negatiivne. Negatiivsete
vadrtuste véltimiseks tulebki kasutada tdpset valemit. Kui mingi vas-
tusevariandi valijaid on rohkem kui 100, langevad tépse ja ligikaudse
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valemi pohjal leitud usaldusvahemiku piirid ligikaudu kokku ning siis
voib kasutada lihtsamat ligikaudset valemit (6.43)).

6.10. Mediaani usalduspiirid

Kui juhusliku suuruse X jaotus iildkogumis on siimmeetriline, siis lan-
gevad keskvdidrtus ja mediaan kokku. Mediaani punkthinnanguks on
sel juhul soovitatav kasutada valimi aritmeetilist keskmist, sest selle
valimjaotuse hajumine on véiksem kui valimi mediaani valimjaotusel.
Usalduspiirideks on siis keskviirtuse usalduspiirid.

Kui juhusliku suuruse jaotus iildkogumis ei ole siimmeetriline, siis
valimi aritmeetiline keskmine ei sobi iildkogumi mediaani Me hinnan-
guks. Toome siin dra nn Thompsoni-Savuri protseduuri (Savur, 1937;
W. R. Thompson, [1936), kuidas hinnata {ildkogumi mediaani usaldus-
piire, kui juhusliku suuruse jaotus iildkogumis on suvaline jaotus.

Olgu meil valim mahuga n. Arvestades mediaani definitsiooni, voi-
me valimi iga elemendi x; jaoks kirjutada, et

P(x; < Me) =0,5;
P(z; > Me) = 0,5.

Uldkogumi mediaanist viiksema viirtusega elementide arv valimis
on n~ ja mediaanist suurema viirtusega elementide arv on n*. Nii n~
kui ka n* alluvad iihesugusele binoomjaotusele B(n,0,5).

Olgu Me™ ja Me™ vastavalt mediaani usaldusvahemiku alumine
ning iilemine piir. Alumiseks piiriks Me™ voib olla kasvavalt jirjestatud
valimi esimene element z; voi teine element xo jne. Ulemiseks piiriks
voib olla jarjestatud valimi viimane element x,, voi eelviimane element
Tp—1 jne. Kui alumiseks usalduspiiriks on kasvavalt jarjestatud valimi

e esimene element, siis toendosus, et tildkogumi mediaan on sellest

viiksem, vordub toendosusega, et valimis pole iihtegi iildkogumi
mediaanist viiksemat elementi:

P(Me < Me™)=P(n~ =0)=P(n~ <1);
e teine element, siis toendosus, et iildkogumi mediaan on sellest
viiksem, vordub téendosusega, et valimis pole ithtegi voi on tap-
selt iiks tildkogumi mediaanist viiksem element:

P(Me< Me )=P(n~ =0)+P(n” =1)=P(n” <2).

Analoogselt, kui iilemiseks usalduspiiriks on kasvavalt jarjestatud
valimi
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e viimane element, siis tdendosus, et tildkogumi mediaan on sellest
suurem, vordub toenfosusega, et valimis pole iihtegi iildkogumi
mediaanist suuremat elementi:

P(Me > Me") = P(nt =0) = P(n~ < 1);

e eelviimane element, siis toenfosus, et tildkogumi mediaan on
sellest suurem, vordub toenfosusega, et valimis pole iihtegi voi
on iiks tildkogumi mediaanist suurem element:

P(Me > Me")=P(nt =0)+P(nt =1)=P(n" <2).

See loogika on kokkuvotlikult esitatud tabelis Teises veerus
on tdoendosused P(Me < Me™), kui alumiseks usalduspiiriks
on valitud {z1,x9,...,25}. Tabeli viimases veerus on toendo-
sused P(Me > Me*), kui iilemiseks usalduspiiriks on valitud

{xna Tn—15--- 7xn—l<:+1}-
Tabel 6.9. Mediaani usalduspiiride valik ning piiridest vilja ji&mise tdenéo-

sused. z; on kasvavalt jirjestatud valimi elemendid, n~ on kogumi mediaanist
viiksemate valimi elementide arv ja n™ mediaanist suuremate elementide arv

Me~ P(Me< Me™) Met  P(Me > Me™)
z1  Pn <1) T, P(nt <1)
ze  Pn~ <2) Tp—1  Pnt <2)
zs P(n~ <3) Tpn_o  P(nT <3)
xp  Pn™ <k) Tp_pt1 PnT <k)

Kuna n~ ja n™ alluvad samale binoomjaotusele, siis mingi k korral

P(n~ < k)= P(nt <k). (6.48)

Kui soovime leida mediaani usaldusvahemikku (Me™, Me™)
usaldatavusega 0,95, siis vahemikust vélja jdfmise tOendosus on
1—-0,95 = 0,05 ning

P(Me < Me™) = 0,025, P(Me > Me™) = 0,025. (6.49)

Niiid tuleb binoomjaotusest B(n,0,5) leida maksimaalne k vdirtus,
mille korral kehtib tingimus P(n~ < k) < 0,25. Arvestame sellega, et

1

P(n~ <k)= Z P(n~ =m),

k—
m=0

kus toendosused P(n~ = m) leitakse Bernoulli valemist (5.49).
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Tabelarvutuses saab k viirtuse leida funktsiooni BINOM.INV abil:

EIEIE]

k = BINOM.INV(n;0,5; a/2),

kus n on valimi maht ja a = 1— /. Vastava jarjenumbriga elemendi leid-
miseks tabelarvutuses tuleb kasutada funktsiooni SMALL(Array;K),
kus Array on valimi andmete piirkond ning K otsitava elemendi jéirje-
number.

Mediaani usaldusvahemiku tilemisele piirile vastava elemendi jirje-
number jérjestatud valimis on (vt tabel

n—k+1. (6.50)

Kui niiteks valimi maht n = 10, siis tabelistnéieme, et P(n™ <
2) =~ 0,011 ja P(n~ < 3) =~ 0,055, mis juba iiletab vidrtuse 0,025.
Jarelikult tuleb valida k& = 2 ning mediaani alumine usalduspiir on
kagvavalt jarjestatud valimi teine element.

Tabel 6.10. Binoomjaotusest B(n,0,5) leitud téendosused, kui valimi maht
n = 10 (téendosused on iimardatud)

k' P(n™ <k)
1 0,001
2 0,011
3 0,055

Mediaani tilemise usalduspiiri jarjenumber
n—k+1=10-2+1=09.

Jarelikult on mediaani iilemine usalduspiir jarjestatud valimi {iheksas
element. Néeme, et tingimuste tdpset tditmist pole voimalik ta-
gada. Seepéirast pole leitud vahemiku usaldatavus tépselt 0,95, vaid on
sellest suurem:

f=1-2-0,011=0,978.

Olgu meil jérjestatud valim, milles on 10 elementi {20, 27, 30, 35,
39, 43, 49, 55, 63, 70}. Mediaani alumiseks usalduspiiriks on teine ele-
ment 27 ja {ilemiseks usalduspiiriks iiheksas element 63. Jarelikult on
mediaani usaldusvahemik (27,63) ja selle usaldatavus 5 ~ 0,978.

Tabelis on esitatud mediaani usalduspiiride jarjenumbrid mo-
ningate erineva mahuga valimite jaoks. Tabeli viimases veerus on bi-
noomjaotusest leitud vahemikku langemise toendosus ehk tegelik usal-
datavus

B=Plxy<Me<uz, jy1)=1—(P(Me <z)+ P(Me > xp_gt+1))-
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I
Tabel 6.11. Mediaani usalduspiiride jarjenumbrid jarjestatud valimis Ql&_

Me™ jérjenumber Me™T jirjenumber Usaldatavus

Valimi maht 3 NO06Valikvaatlused

n k n—k+1 T611
6 1 6 0,969
7 1 7 0,984
8 1 8 0,992
9 2 8 0,961
10 2 9 0,979
11 2 10 0,988
12 3 10 0,961
13 3 11 0,978

Arvestades vordust (6.48)), on toendosused P(Me < xy) ja P(Me >
Zp—k+1) vordsed, ning usaldatavus

B=1-2-P(Me<axp)=1—2-P(n~ <k). (6.51)

Toendosuse P(n~ < k) saab leida binoomjaotusest B(n,0,5).
Mediaani usalduspiiride leidmiseks tuleb kasutada niisiis jérg-
mist protseduuri.
1. Votta ette usaldatavus 5.
2. Kasutades tabelarvutusfunktsiooni BINOM.INV, leida alumise “®/duspiiride
usalduspiiri jirjenumber kasvavalt jirjestatud valimis: leidmine

Mediaant

k = BINOM.INV(n;0,5; a/2),

kus n on valimi maht jaa=1— 3.

3. Leida iilemise usalduspiiri jarjenumber n — k 4 1.

4. Mediaani usalduspiiride Me~ ja Me™ leidmiseks leida kasvavalt
jarjestatud valimist elemendid jarjenumbritega k ja n — k + 1.
Tabelarvutuses kasutada funktsiooni SMALL:

Me™ = SMALL(Array; k),
Me" = SMALL(Array;n — k + 1),

kus Array on valimi andmete piirkond (andmed ei pea olema
sorteeritud).

5. Kui valim on viike, siis tuleb leida usaldusvahemiku tegelik usal-
datavus. Suurte valimite korral binoomjaotusest leitud tegelik
usaldatavus 1dheneb ette voetud usaldatavusele. Tabelarvutuses
funktsiooni BINOM.DIST kasutamisel tuleb arvestada sellega, et
BINOM.DIST(k;n;0,5;1) = P(X < k), meie vajame aga toenéo-
sust P(X < k). Tegelik usaldatavus valemist

B=PMe <Me<Me")=1-2-P(n~ <k)=
=1-2-BINOM.DIST(k — 1;7n;0,5; 1).
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Mediaani punkthinnangut see protseduur leida ei voimalda, sest ildi-
selt soltub mediaani punkthinnangu leidmise metoodika juhusliku suu-
ruse jaotusest iildkogumis.

Niide 6.12. Kulud toidule ja mediaani usalduspiirid

NO06Valikvaatlused
N6.12

Suured

valimid

Niites leidsime leibkonnauuringu pohjal, kui palju kuluta-
takse keskmiselt toidukaupadele ja mittealkohoolsetele jookide-
le pereliikme kohta aastas. Keskvaartuse usalduspiirideks saime
915,3 + 11,1 eurot aastas pereliikme kohta usaldatavusega 0,95.
Leiame niiiid mediaani usalduspiirid. Valimi maht n = 9080.

1. Votame usaldatavuseks 0,95.

2. Mediaani alumise usalduspiiri jirjenumber

k = BINOM.INV(9080; 0,5; 0,05/2) = 4447.
3. Mediaani iilemise usalduspiiri jarjenumber
n—k+1=9080 — 4447 + 1 = 4634.
4. Vastavate jirjenumbritega elemendid valimis

Me™ = SMALL(Array; 4447) = 814,82,
Met = SMALL(Array; 4634) = 838,83,

kus Array on valimi andmete piirkond.
5. Kuigi valim on suur, kasutame binoomjaotust tegeliku
usaldatavuse leidmiseks:

g =1-2-BINOM.DIST (4447 — 1;9080;0,5; 1) ~ 0,95.

Vastus: toidukaupadele ja mittealkohoolsetele jookidele tehtava-
te kulutuste mediaan jadb usaldatavusega 0,95 vahemikku
(814,82, 838,83) eurot pereliikme kohta aastas. Kuna keskvadr-
tus on mediaanist suurem, siis kulude jaotus on parempoolse
astimmeetriaga: on iiksikuid peresid, kelle kulud on ekstreem-
selt suured.

\. J

Suurte valimite korral 1aheneb binoomjaotus normaaljaotusele ning
siis kasutatakse alumise usalduspiiri jarjenumbri leidmiseks ka valemit

k=05 (n—z42Vn), (6.52)
kus z,/7 on normaaljaotuse tdiendkvantiil ja n valimi maht. Kuna jar-

jenumber peab olema téisarv, iimardatakse arvutuse (6.52) tulemus
tdisarvuni. Ulemise usalduspiiri jarjenumber leitakse valemist (6.50)).
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Lahtudes valemist (6.52), voib mediaani usaldusvahemiku piirid
suure valimi korral anda ka valimi protsentiilide kaudu. Alumine piir
on valimi protsentiil jirguga

0,5 (1 - Za\/ﬁ?) (6.53)

ja iilemine piir on valimi protsentiil jairguga

Za2 1
0,5 (1 + \/ﬁ> + - (6.54)

Arvestades, et usaldatavuse 8 = 0,95 korral z,/, = 1,96, saame lei-
da mediaani usaldusvahemiku piirid valimi protsentiili jarkude kaudu
erineva mahuga valimite korral. Need on esitatud tabelis Konk-
reetse valimi korral tuleb valimist leida protsentiilijarkudele vastavad
protsentiilid. Niiteks kui valimi maht on 500, siis mediaani usaldusva-
hemiku alumine piir on valimi element, mis vastab protsentiilile 45,6%,
ja iilemine piir protsentiilile 54,6% vastav element.

Tabel 6.12. Mediaani usaldusvahemiku piirid valimi protsentiilides

Valimi maht  Valimi protsentiili jirk (iimardatud)

Alumine piir Ulemine piir
100 40,2% 60,8%
200 43.1% 57,4%
500 45,6% 54,6%
1000 46,9% 53,2%
10000 49,0% 51,0%

6.11. Valimi kaalumine

Valimi kaalumist kasutatakse valimi esinduslikkuse parandamiseks.
Kui valimis on mone olulise tausttunnuse (inimese sugu, elukoht,
vanus, ettevotte suurus, tegevusvaldkond) proportsioonid oluliselt
erinevad iildkogumis esinevatest proportsioonidest, voib valimi pohjal
tehtud hinnang tulla nihkega. Selle viltimiseks viiakse I&dbi valimi
kaalumine.

1. Arvestades tausttunnuse vairtuste esinemise osakaalusid iildko-
gumis, kaalutakse valim iimber, nii et kaalutud valimis on erine-
vate vidrtuste osakaalud samad, mis kogumis.

2. Igale valimis esinevale objektile omistatakse vastav kaal soltuvalt
tema tausttunnuse vaartusest.

3. Valimi aritmeetilise keskmise leidmisel kasutatakse kaalutud arit-
meetilist keskmist.
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Niide 6.13. Ulikooli vilistlaste kiisitlus ning valimi kaa-

lumine

o

NO6Valikvaatlused
N6.13

Uhe iilikooli vilistlaste hulgas viidi libi kiisitlus. Ulikoolis on
kolm teaduskonda ning vastanute hulgas oli koigi kolme teadus-
konna vilistlasi. Kuid erinevate teaduskondade vilistlaste osa-
kaalud valimis ei vastanud nende osakaaludele iildkogumis (koigi
vilistlaste hulgas). Seepérast tuli 1&bi viia valimi kaalumine.

1. etapp: kaalude leidmine.

Néiteks teaduskonna A vilistlasi on iildkogumis 50%), kuid vali-
mis ainult 30%. Leiame kaalu, millega tuleb arvu 0,3 korrutada,

et saada arv 0,5:
0,5
—— ~1,667.
0,3

Niimoodi leitakse kaalud ka tlejainud teaduskondade jaoks.

Lopetanute Korrigeeritud
osakaal Osakaal osakaalud
Teaduskond iildkogumis  valimis Kaalud valimis
A 50% 30% 1,667 50%
B 20% 50% 0,400 20%
C 30% 20% 1,500 30%

2. etapp: kaalude omistamine.

Lihtsuse mottes vaatame valimit mahuga 10. Igale isikule omis-
tatakse kaal vastavalt sellele, mis teaduskonna vilistlane ta on.
Kaalude summa on kokku 10.

Isik Teaduskond Kaal

1,667
1,667
1,667
0,400
0,400
0,400
0,400
0,400
1,500
1,500

—
(@R @NvsRvsRveliveiivciie o g g

O © 00~ Ut W

—_

3. etapp: kaalutud aritmeetilise keskmise leidmine.

Oletame, et iiheks kiisimuseks oli vilistlase brutokuupalga suu-
rus. Keskmise kuupalga leidmiseks kasutatakse kaalutud arit-
meetilist keskmist. Selleks leitakse viimasesse veergu korrutised

fizi.
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Kuupalk z;,

Isik Teaduskond eurot Kaal f; fix;
1 A 760 1,667 1266,7
2 A 800 1,667 1333,3
3 A 930 1,667 1550,0
4 B 850 0,400  340,0
5 B 1200 0,400  480,0
6 B 1100 0,400  440,0
7 B 950 0,400  380,0
8 B 800 0,400  320,0
9 C 1050 1,500 1575,0

10 C 890 1,500 1335,0

Viimase veeru summa on 9020. Kaalutud aritmeetiline keskmine

i 2
2w 9020 _ g5

>fi 10

Vastus: valimi keskmine on 902 eurot. Kui kasutada kaaluma-
ta valimit, saaksime keskmiseks 933 eurot. Seda sellepirast, et
teaduskonna B 16petajaid, kelle kuupalk on iildiselt suurem, on
valimis palju. Kuid nende osakaal koigi vilistlaste hulgas on vii-
ke.

Tr =

Kui valim vajab kaalumist mitme erineva tausttunnuse jirgi, siis
objektidele kaalude omistamisel korrutatakse omavahel erinevate taust-
tunnuste jérgi saadud kaalud.

Niide 6.14. Valimi kaalumine kahe tausttunnuse jirgi

Jatkame néites [6.13] toodud valimiga. Olgu teiseks tausttunnu- .|
seks sugu, mille osakaalud valimis samuti ei lange kokku osa- @
kaaludega iilldkogumis. NO6Valikvaatlused
1. Leiame soole vastavad kaalud. N6.14
Lopetanute Korrigeeritud
osakaal Osakaal osakaalud
Sugu {ildkogumis valimis Kaalud valimis

M 50% 40% 1,250 50%

N 50% 60% 0,833 50%
2. Niitid omistatakse igale isikule kaal, mis on kahe kaalu korru-
tis: fi = fiifo-
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Kaal Kaalude
teaduskonna Kaal soo korrutis
Isik Teaduskond Sugu jargi fi; jargi fo;  fi = frife

1 A M 1,667 1,250 2,083
2 A M 1,667 1,250 2,083
3 A N 1,667 0,833 1,389
4 B N 0,400 0,833 0,333
5 B N 0,400 0,833 0,333
6 B N 0,400 0,833 0,333
7 B M 0,400 1,250 0,500
8 B N 0,400 0,833 0,333
9 C M 1,500 1,250 1,875
10 C N 1,500 0,833 1,250

3. Kuupalga kaalutud aritmeetilise keskmise leidmisel kasuta-
takse kaaluna kahe kaalu korrutist.

Kuupalk z;,

Isik  Teaduskond Sugu eurot Kaal f; fix;
1 A M 760 2,083 1583,33
2 A M 800 2,083 1666,67
3 A N 930 1,380 1291,67
4 B N 850 0,333 283,33
5 B N 1200 0,333 400,00
6 B N 1100 0,333 366,67
7 B M 950 0,500 475,00
8 B N 800 0,333 266,67
9 C M 1050 1,875 1968,75

10 C N 890 1,250 1112,50

Kuupalga kaalutud aritmeetiline keskmine

Zfz-% _ 9414,58
S fi 10,514

Vastus: valimi keskmine peale kaalumist kahe tausttunnuse jargi
on 895,44 eurot.

~ 895,44.

T =

6.12. Vea komponendid

Olgu a valimi pohjal arvutatud hinnang {ildkogumi parameetrile a.
Vahet
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nimetatakse hinnangu a veaks. Vea suurust ei ole voimalik leida, sest
parameetri tegelik vadrtus a on teadmata. Teatud juhtudel on aga voi-
malik hinnata vea tlempiiri.

Praktilistes valikuuringutes mojutavad hinnangu a viga valimi vot-
mise toendosusliku protseduuri korval ka teised faktorid. Tinglikult
voib eristada jargmisi veakomponente:

¢ valikuviga;
loendiviga;
kaoviga;
objektide asendamise viga;
mootmisviga;

e tHotlusviga.

Jargnevalt kirjeldame neid veakomponente ldhemalt.

Valikuviga (sampling error) esineb alati hinnangutes, mis arvuta-
takse valimi pohjal ja seda tingib valikudisainist (valimi moodustamise
protseduurist) pohjustatud varieeruvus hinnangutes. Valikuviga moo-
dab hinnangu varieeruvust iile erinevate valimite, mida antud disainiga
voib saada. Toendosuslike valikuuringute korral saab valikuviga hinna-
ta. Enamasti valikuviga viheneb valimi mahu kasvades.

Loendiviga (coverage error) on pohjustatud ebakorrektsest loen-
dist. Kui loend sisaldab {ildkogumisse mittekuuluvaid objekte, siis on
loend {ilekaetud. Selliseid objekte on voimalik avastada ja loendist
eemaldada. Kui loend ei sisalda koiki {ildkogumisse kuuluvaid objekte,
on tegemist alakaetusega. Loendisse mittekuuluvad objektid ei saa
kunagi valimisse sattuda. Sageli erinevad loendis mitteolevad objektid
oma karakteristikute poolest neist objektidest, mis loendis on, ja sel
juhul saame nihkega hinnangu. Ebakorrektsest loendist pohjustatud
vea suurust ei suudeta tavaliselt moota. Loendivigadele tuleb juhtida
tdhelepanu uuringu kirjelduses.

Kaoviga (nonresponse error) on pohjustatud uuringus esinevast
kaost, kui mingitel pohjustel ei saada andmeid ko6igi valimisse sattunud
objektide kohta. Voib esineda objekti kadu (nt inimene ei ela mérgitud
aadressil) voi tunnuse vidrtuse kadu (monel objektil puudub uuritava
tunnuse véirtus, nt vastamisest keeldumine). Kadu iseloomustab nii
kiisitluse korraldust kui ka vastajate hoiakuid. Kao méar ulatub sageli
30%—40%-ni. Suur kao maar pohjustab nihet ja suurt dispersiooni. Kao
kompenseerimiseks on kasutusel mitmeid meetodeid (omistusmeetodid,
kaalumismeetodid).

Objektide asendamise viga (substitution error) on tingitud va-
limisse sattunud objekti asendamisest mone teise kittesaadava objek-
tiga. Naiteks kui antud aadressil ei ela mitte valimisse sattunud pere,
vaid moni teine pere, kiisitleb intervjueerija viimast.

Mo6tmisviga (measurement error) tekib uuritava tunnuse moot-
misel. Mootmisvigu voib olla mitmeid.
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e Mootmisvahendi viga. Niiteks aja md&otmisel kella viga. Kii-
simustiku korral on mdéotmisvahendiks kiisimus ja moéotmisviga
tuleneb sellest, et kiisimus ei mooda tdpselt seda, mida me taha-
me, et ta moodaks. Oluline on kiisimuste oskuslik sénastamine,
soovitav on lasta seda teha spetsialistidel. Peab olema kindel, et
kiisija ja vastaja saavad kiisimustest {ihtmoodi aru. Tuleb vilti-
da mitmet&henduslikke ja ebamééraseid kiisimusi, samuti suuna-
vaid kiisimusi. Néiteks kui kiisida inimestelt, kas nad kasutavad
mingit toodet, kalduvad inimesed vastama ,jah“ ka siis, kui nad
seda toodet ei kasuta. See on mugavam ja tuleneb inimeste loo-
mulikust hoiakust valmistada kiisijale heameelt. Sageli esitatakse
mitu erinevalt sonastatud kiisimust, mis peaksid md6tma, iiht ja
sama, ning analiilisimisel kasutatakse vastavate vastuste keskmist
vOl summat.

e Mootmisolukorra viga. Eri objektide m&otmise korral voib
mootmisolukord olla erinev ja see voib avaldada moéju mdoote-
vadrtustele.

e Intervjueerija viga. Kiisimus esitatakse valesti, vastused mér-
gitakse iiles valesti. Intervjueerija vigu ning valesti antud vas-
tuseid saab kontrollida mitmesuguste loogiliste seoste abil. In-
tervjueerija moju saab uurida statistilise analiiiisi vahenditega,
vorreldes erinevate intervjueerijate poolt kogutud andmeid.

Too6tlusviga tekib andmete kodeerimisel, sisestamisel, analiiiisi-
misel. Vigade vihendamiseks tuleb kodeerimine ja sisestamine teha voi-
malikult lihtsaks, varustada loogiliste seoste ja viartusvahemike kont-
rolliga. Programmis Excel on néiteks valik Validation. Eraldi tuleb ko-
deerida tunnuse vadrtuse puudumine, et eristada seda sisestamata jaa-
nud véirtusest. Puuduva védrtuse kood tuleb valida selline, mis vas-
tusena ei sobi. Néiteks:

e kahe vastusevariandi korral ,ei” —, 0%, ,,jah“ — 1 ja puuduv vastus

I

e kuu sissetuleku registreerimisel ei tohi puuduvat vastust kodee-

rida arvuga ,0“. Siis nditeks ,,—1

Niide 6.15. Loendiviga ja kadu leibkonna eelarve uurin-

gus

Leibkonna eelarve uuringus on loendiks rahvastikuregister. 2010.
aasta uuringus oli iildkogumiks tavaleibkondades elavad koik
2010. aasta 1. jaanuari seisuga vihemalt 15-aastased Eesti alali-
sed elanikud, v.a pikka aega (vdhemalt aasta) institutsioonides
viibijad. Valimis oli 7803 isikut. Jargmises tabelis on esitatud
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loendivead ja nende suurused (Tikva ja Arnik, 2012). Suurima
osatdhtsusega pohjus oli pikaajaline viibimine véalismaal.

Loendiviga Arv % valimist % loendiveast
Kiisitletav surnud 85 1,1 21,8
Kiisitletav viidud institutsiooni 41 0,5 10,5
(hooldekodusse, vanglasse)

Kiisitletav viibib vélismaal vihe- 264 3,4 67,7
malt aasta

KOKKU 390 5,0 100,0

Kadu oli kokku 3781 isikut. Kao pohjused on jagatud kolme ka-
tegooriasse: kontakti puudumine, keeldumine ja muud pohjused.
Ule poole kaost tuli kontakti puudumisest. Jirgnevas tabelis on
suurema osatihtsusega kadude pohjused koigis kolmes kategoo-

rias.
Osatdhtsus
Kao pohjus Arv kaos, %
Kontakti puudumine 1951 51,6
majja pddsenuna ei onnestu kiisitletavat taba- 896 23,7
da, kuna teda pole kodus
antud aadressil ei ela valimisikut 508 134
el pidse majja/trepikotta 177 4,7
valimiisik ei viibi uuringuperioodil elukohas 135 3,6
valimiisik elab ajutiselt mujal 113 3,0
Keeldumine 1391 36,8
kiisitletav keeldub (kategooriliselt) vastamast 882 36,8
kiisitletav keeldub ajanappuse tottu 259 6,9
kiisitletaval puudub usaldus, on kahtlus and- 110 2,9
mete konfidentsiaalsuse tagamise suhtes
kiisitletav on pettunud riigis, statistikas voi 55 1,5
uuringute kasulikkuses
Muud pohjused 439 11,6
kiisitletav ei viibi kokkulepitud ajal ja kohas 110 2,9
voi valdib kontakti
korge vanus, ei saa ise hakkama, ei ole seetottu 103 2,7

voimeline uuringus osalema
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Kogums
keskvadrtuse
usaldus-
vahemik, suur
valim

Niide 6.16. Mootmisvead terviseuuringutes

Aastal 2012 Tervise Arengu Instituudi korraldatud Eesti taiskas-
vanud rahvastiku tervisekditumise uuringu jargi on 19% tiiskas-
vanutest rasvunud. Valimi suurus oli 5000 ja kiisitlus viidi 1&bi
posti teel. Valimisse sattunud isikutel paluti kirja panna oma
kehamassiindeks. (Tekkel ja Veideman,
2014. aastal Tartu Ulikoolis kaitstud doktoritod tulemusena sel-
gus aga, et rasvunud on 32% téiskasvanutest (Eglit, [2014). Vali-
mi maht oli 495 ja doktoritod autor Triin Eglit kiilastas inimesi
ise ning mootis nende kehamassiindeksit.
Miks nii suur erinevus?
Posti teel 1dbiviidud uuringu tulemusi voisid méjutada mitmed
vead.
1. Ulekaalulised inimesed on vihem altid vastama kiisimusele
nende kehamassiindeksi kohta. See vois pohjustada kaovea.
2. Inimesed ise kalduvad niitama viiksemat kehamassiin-
deksit, kui see tegelikult on. See on tahtlik mdotmisviga.
3. Vanemad inimesed ei pruugi oma kaalu ja pikkust tépselt
teada. Ka see on moéotmisviga.

Valikuviga, mis on pohjustatud valimi kasutamisest, tuleb hinnata.
Ulejésnud vigu tuleks uuringu planeerimisel ja korraldamisel viltida
voi minimeerida.

6.13. Ulesanded

6.1. Ajakirjas International Journal of Consumer Studies 2005. aas-
tal ilmunud artiklis uuriti Austraalia majapidamiste finantskditumist
(Worthington, . Valimisse kuulus 3268 majapidamist. Eluaseme
keskmine vaartus neil majapidamistel oli 1469 tuhat Austraalia dollarit
standardhélbega 1321 tuhat dollarit. Kui suur on Austraalia majapida-
miste keskmine eluaseme viértus usaldatavusega 0,9 ja usaldatavusega
0,957 Vastus lk [668]

6.2.  Ajakirjas Industrial and Labor Relations Review 1993. aastal
ilmunud artiklis analiiiisiti riikliku koolitusprogrammi moju USA Mic-
higani osariigis (Holzer jt, . Selle programmi kéigus eraldatakse
ettevotetele toetust tootajate koolitamiseks. Valimisse kuulus 390 ette-
votet, milles keskmine koolitusaeg to6taja kohta aastas oli 14,97 tundi
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standardhélbega 25,71 tundi. Mitu tundi aastas koolitatakse t&6tajaid
Michigani osariigi ettevottes keskmiselt? VAasTUS Ik

6.3. Valimi standardhélbe 53 korral saadi keskviirtuse usalduspii-
rid (242, 254) usaldatavusega 0,95. Kui suur oli valimi maht? VASTUS
1k 668

6.4. Kasutades valimit mahuga 250, saadi {ildkogumi keskvéirtuse
usalduspiirideks 35,6 + 1,25 usaldatavusega 0,9. Kui suur oli valimi
standardhalve? VasTus 1k [668]

6.5.  Valimi maht oli 500, keskmine 660 ja standardhélve 220. Kesk-
vidrtuse usalduspiirideks saadi 660,0 £+ 25,4. Kui suur on usaldatavus?
Vastus 1k 668

6.6.  Usaldatavusega 0,9 saadi usaldusvahemiku poollaiuseks 10,55.
Kui suur oleks usaldusvahemiku poollaius usaldatavuse 0,99 korral, kui
on teada, et valimi maht oli suur? Vastus lk [668]

6.7.  Mitu korda tuleb valimi mahtu suurendada, kui soovime usal-
dusvahemiku poollaiust vihendada 5 korda? VasTus lk

6.8.  Mitu protsenti viheneb usaldusvahemiku poollaius, kui valimi
mahtu suurendada 50-1t 100-ni? 200-1t 250-ni? VASTUS lk

6.9. Kasutades tabelarvutuses funktsiooni NORM.S.INV, leida
standardiseeritud normaaljaotusest usaldusvahemiku toen&osus-
kordaja z,/o usaldatavuse 0,95, 0,99 ja 0,999 korral. VasTus lk
668

6.10. Valimi maht oli 300 ja standardhélve 45. Keskvadrtuse usal-
dusvahemiku poollaiuseks saadi 5,64. Kui suurt usaldatavust kasutati?
Népuniide: algul arvutada z,/; ja siis leida usaldatavus j, kasuta-

des tabelarvutuses standardiseeritud normaaljaotuse jaotusfunktsiooni
leidmiseks funktsiooni NORM.S.DIST. Vastus 1k

6.11. Ettevottes tootab 200 tootajat. Juhuslikult vilja valitud 50 Léplik kogum
tootaja korral moodeti konkreetse todiilesande sooritamiseks kulunud
aeg. Keskmiseks ajaks kujunes 13 minutit standardhélbega 5,7 minutit.
Leida, millistesse piiridesse jadb keskmine selle iilesande sooritamiseks
kulunud aeg koikidel to6tajatel. Usaldatavuseks votta 95%. Arvutused
teha kahel juhul:

a) eeldada, et kogumi maht on valimi mahuga vorreldes viga suur;

b) kasutada usalduspiiride leidmiseks 16pliku kogumi mahuga vale-

mit.

Vastus lk 668

6.12.  Eesti Statistikaamet kogub ettevotetelt mitmesugust majan-
dusstatistikat. Alla 20 to6tajaga ettevotetest tehakse stratifitseeritud
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Viéike valim

Valimt mahu
planeerimine

Kahevddartuse-

lise tunnuse
osakaalu
usalduspiirid

(alamgruppidesse jaotatud) lihtne juhuslik valik hoivatute arvu ja te-
gevusala jirgi. Tabelis on toodud kogumi ja valimi maht kolmel tege-
vusalal aastal 2012@ Leida standardvea parandus, mida tuleb arvesta-
da 16pliku kogumi mahu korral. VasTus lk

Tegevusala Kogum Valim
Jadtmetdotlus ja -korvaldus 32 22
Ehitus 8780 1218
Jaemdiilik posti voi Interneti teel 623 42
6.13. USA-s moodetakse alates 1991. aastast erinevate keemiliste

elementide kontsentratsiooni miiiigil olevates toiduainetes. Analiiiise
kogutakse iildise toitumise uuringu ( Total Diet Study) kiigus igal aas-
tal neli korda ning kokku analiiiisitakse 280 erinevat miiiigil olevat toi-
dukaupa. Analiiiiside aruanded avaldatakse USA toidu- ja ravimiameti
(FDA) kodulehel. Vastavalt aastatel 2006-2011 l&biviidud mo6dtmistele
oli elavhobeda sisaldus moningates kalades jargmine (Total Diet Study,
2014):
a) kiipsetatud l6he: valimi maht 9, keskmine 0,022 mg/kg, standard-
hélve 0,011 mg/kg;
b) kuivatatud tuun: valimi maht 9, keskmine 0,142 mg/kg, stan-
dardhélve 0,153 mg/kg.
Leida elavhobeda sisalduse keskvéédrtuse usalduspiirid mélema kalatoo-
te korral. VAsTUS lk

6.14.  Valimi maht oli 10, keskmine 42,5 ja standardhélve 12,1. Kesk-
vaartuse usaldusvahemikuks saadi 42,5 4+ 7,01. Millise usaldatavusega
see vahemik on? VASTUS lk

6.15. Niites leiti, kui palju USA noored keskmiselt sdfstavad.
Valimi maht oli 243, keskmine 463,5 dollarit ja standardhilve 460,1
dollarit. Usaldusvahemikuks saadi 463,5 £ 57,8 dollarit usaldatavusega
0,95. Suhteline viga oli 12,5%. Leida, kui suur peaks olema valimi maht,
et suhteline viga oleks viiksem kui 5%. VAsTUS lk

6.16.  Eeluuringus oli valimi suurus 200 isikut. Huvipakkuva tun-
nuse valimi keskmine tuli 230 ja standardhélve 14,6. Kui palju isikuid
tuleks veel kiisitleda, et usaldatavuse 0,95 korral oleks usaldusvahemi-
ku poollaius véiksem kui 17 VASTUS lk

6.17. TNS Emori 2013. aastal 1abiviidud uuringus ,,Heategevusalas-
te hoiakute uuring” vastas kiisitlusele 1140 Eesti elanikku vanuses 18-
60. Kiisimusele ,Kas olete piisiannetaja (toetate mingit valdkonda voi

*Allikas: Eesti Statistikaamet [e-andmebaas| http://pub.stat.ee/. Tabel
EMO026: ettevotete aastastatistika iildkogum, valim ja vastanud.
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tthendust teatud regulaarsusega, rohkem kui tiks kord)?* vastas ,Jah*
12% vastajatest (Kandla jt,[2013). Leida usaldatavusega 0,90, kui suur
osa 18-60-aastastest Eesti elanikest on piisiannetajad? VAsTUs lk [668]|

6.18. 2013. aasta Eesti sotsiaaluuringu valimis oli 25—64-aastaseid
isikuid 7727, nendest 613 oli teinud aasta jooksul sissemakseid era-
pensioniskeemidesse (pensioni ITI sammas). Sissemakseid teinutel oli
keskmise sissemakse suurus 420,91 eurot standardhilbega 554,74 eu-
rot. (Eesti sotsiaaluuring 2013) Leida usaldatavusega 0,95,

a) kui suur osa 25—64-aastastest isikutest oli 2013. aastal teinud

sissemakseid erapensioniskeemidesse;
b) milline oli neil keskmine sissemakse suurus aastas.

VasTus 1k 668

6.19. 2013. aastal viidi Sotsiaalministeeriumi tellimusel Eestis 14~
bi ,/ Té6lepingu seaduse nuring®, milles kisitleti individuaalse t666iguse
alast oigusteadlikkust ja diguskindlust, t66lepingu s6lmimise, to6tingi-
muste kokkuleppimise ning téosuhte loppemise praktikaid (Masso jt,
2013). Valimisse kuulus 4352 asutust ja ettevotet. Joonisel on toodud
ettevotete ja asutuste osakaal, kellel subjektiivse hinnangu jargi oleks
t000igusest vaja rohkem teada, jaotatud ettevotete suurusgruppidesse
tootajate arvu jargi. Esitatud on osakaalude usaldusvahemike alumised
ja tilemised piirid. Leida, kui palju oli valimis igasse suurusgruppi kuu-
luvaid ettevotteid, kui on teada, et usaldusvahemikud on antud usal-
datavusega 0,95. VasTuUs 1k [668]

100%
192% 93%
86%
83% Ps
80% T / 9U 0
74%
700
1rv’/o
[ ]
60% byu Z6)
40% 1 1 1 1
5-9 10-49 50-249 250+
Ettevotte suurusgrupp

6.20. EUROSTUDENT on iileeuroopaline uuring, mis keskendub
kérghariduse sotsiaalsele dimensioonile iilidpilaste vaatenurgast. Prae-
guseks on EUROSTUDENT-i uuringut tehtud neljal korral alates 2000.
aastast, Eesti on osalenud kahes viimases uuringus — EUROSTU-
DENT III (2008) ja EUROSTUDENT IV (2010). Viimases uuringus
osales 1219 iiliopilast 34 korgkoolist. (Kirss jt, 2011)
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Kualitatiivse
tunnuse
osakaalude
usaldusvahe-
maikud

1. Mitu protsenti on suurim osakaalu usaldusvahemiku poollaius
selle valimi korral, kui usaldatavuseks on 0,957
2. Koigist tudengitest elas kiisitluse ajal iihiselamus 18%. Millistesse
piiridesse jadb iihiselamus elavate iiliopilaste osakaal usaldatavu-
sega 0,957
Vastus lk

6.21.  Arseeni leidub looduses metallirohketes geoloogilistes mater-
jalides ning ka inimtegevuse tagajirjel vase, plii ja kulla tootmise kor-
valsaadusena. Nii satub see vette, ohku ja sealt toiduainetesse. Aastatel
19912005 koguti USA-s iildise toitumise uuringu kdigus 443 mahla-
proovi, millest neljas oli arseenisisaldus lubatust suurem (Bolger, Egan
ja Tao, 2008])). Leida usaldatavusega 0,90, kui suur osa USA-s miiiida-
vast mahlast sisaldab arseeni iile lubatud piirmédra. VAsTus 1k [668]

6.22.  Niites[6.§ késitletud riigikogu valimiste eel toimunud kiisitluse
tulemusena pidi valima minema 51,0% + 4,4% koigist valimisealistest
kodanikest. Valimi maht oli 500. Kui suurt valimit oleks tulnud kasu-
tada, et osakaalu usaldusvahemiku poollaius ei oleks suurem kui 1%7?

Usaldatavuseks votta 0,95. VAsTUs 1k [668]

6.23. EUROSTUDENT 1V kiisimustikus oli {iks kiisimus iiliopilase
peamise sissetulekuallika kohta. Peamine sissetulekuallikas on see, mis
moodustab kogusissetulekust rohkem kui 50%. Vastajaid oli 1219 ja
vastused jagunesid jargmiselt (Kirss jt, 2011):

e enda teenitud palk 48%;

e perekonnalt/partnerilt saadud raha 33%;

e riigi toetused 15%;

e muu 4%.
Leida, kui suure osal Eesti iiliopilastest on peamiseks sissetulekualli-
kaks enda teenitud palk, kui suurel osal perekonnalt/partnerilt saadud

raha ja kui suurel osal riigi toetused. Kasutada usaldatavust 0,95. VAs-
TUS lk

6.24. Invatakso on sotsiaalteenus, mida osutatakse Tallinna rah-
vastikuregistrisse kantud puuetega inimestele. Teenust finantseeritakse
Tallinna eelarvest. Alates 2002. aastast korraldab MTU Tallinna Puue-
tega Inimeste Koda kiisitlust, mille eesmérgiks on uurida rahulolu tak-
soteenusega. Valim moodustatakse juhuvaliku alusel. 1. novembri 2011
seisuga oli invatakso kasutamise voimalus 989 kliendil. 2011. aasta an-
keetkiisitlus saadeti 125 kliendile, vastas 76 isikut. Rahulolu taksojuhti-
de t66ga oli jargmine (Tiik, 2011)):

e hea® — 68 vastajat;

e _rahuldav® — 5 vastajat;

e mitterahuldav‘ — 3 vastajat.
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Leida usaldatavusega 0,95, kui suur osa invatakso kasutajatest hin-
davad taksojuhtide t66d heaks, kui suur osa rahuldavaks ja kui suur
osa mitterahuldavaks. VASTUS lk [GGS]

6.25. Valimi maht on 500. Leida, mitmenda elemendi véirtus kas-
vavalt jarjestatud valimis on mediaani alumine usalduspiir ja mitmenda
elemendi vadrtus on iilemine usalduspiir, kui usaldatavuseks votta

a) 0,95,

b) 0,99.
Vastus 1k [668]

Jargmiste lilesannete andmed on failis
UL06Valikvaatlused

A.6.1. Miaramaks Maroko apelsinide keskmist kaalu, on kaalutud &ra

50 juhuslikult valitud apelsini. Leida apelsinide kaalu
a) keskvadrtuse, dispersiooni ning standardhéilbe punkthinnangud;
b) standardviga;
c) keskvddrtuse usaldusvahemik usaldatavusega 0,95.

VasTtus 1k 668

A.6.2. 1994. aastal viis ajakiri Quality Progress oma lugejate hulgas

18bi kiisitluse. 100 tuhande tellija hulgast valiti juhuvaliku abil vilja
9117 isikut, kellele saadeti posti teel vastav kiisimustik. Tédidetud kiisi-
mustikke laekus 4823, s.t vastamisprotsent oli 53%. Tabelis on esitatud
uuringul pohinevad andmed ametikohtade ja palkade kohta.
1. Leida iga ametikoha jaoks palga usaldusvahemiku alumine ja iile-
mine piir usaldatavusega 95%.
2. Milliste ametikohtade palkade usaldusvahemikud osaliselt kattu-
vad?
3. Leida suhtelised vead. Millise ameti palk on selle uuringu jargi
médratud koige tdpsemini? Miks on sellel tulemusel tapsus koige
suurem?

Vastus Lk 668
A.6.3. Niites[6.4)leiti, tuginedes 2012. aasta Leibkonna eelarve uuringu

andmetele, et keskmised kulud toidule ja mittealkohoolsetele jookidele
pereliikme kohta aastas on 915,3 & 17 eurot. Tabelis on ainult iiheliik-
meliste leibkondade andmed (Leibkonna eelarve uuring [2012). Leida
usaldatavusega 0,95 keskmised kulud aastas toidule ja mittealkohool-
setele jookidele iiheliikmelise leibkonna korral. Vorrelda tulemusega,
mis saadi koikide leibkondade andmete kasutamisel. VASTUS 1k [669]

A.6.4. Valimis on erinevate isikute rahaline netosissetulek palgatoost
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vahemik,
vdike valim

aastas, eurodes. Kiisitletud on kahest piirkonnast: Pohja-Eestist (kood
1) ja Kirde-Eestist (kood 3). Andmed périnevad Eesti Statistikaameti
sotsiaaluuringust (Eesti sotsiaaluuring [2013).
1. Leida keskmise netosissetuleku usaldusvahemik Pcohja-Eestis ja
Kirde-Eestis. Kasutada usaldatavust 0,95.
2. Vorrelda valimite standardhélbeid ja usaldusvahemike poollaiusi.
Milline on jéreldus?
3. Kui suur oli kummaski piirkonnas keskmine netosissetulek kuus?
VasTUs lk 669

A.6.5. Tabelis toodud andmed pirinevad #riregistrist. Uhes valimis

on 100 finantsvahenduses tegutsevat ettevotet ja teises 100 kinnisvara
valdkonnas tegutsevat ettevottet. Toodud on nende ettevotete kasum
ithe t66taja kohta 2010. aastal (eurot). Leida iihe to6taja kohta saadud
keskmise kasumi hinnang mdlema tegevusvaldkonna jaoks usaldatavu-
sega 0,95. Kas voib viita, et aastal 2010 oli keskmine kasum {ihe t66taja
kohta neis tegevusvaldkondades erinev? VASTUS lk

A.6.6. Paljudel USA iilikoolidel ja kolledZitel on rahaline fond, millesse

teevad sissemakseid eraisikud ja ettevotted. Oppeasutuse tegevuskulud
ja tootajate palgad kaetakse selle fondi teenitud intressidega. Tabelis
on toodud juhuslikult véljavalitud kaheksa kolledzi vastava fondi suurus
miljonites dollarites’] Leida keskmine kolledzi fondi suurus usaldata-
vustega 75%, 90% ja 95%. VAasTus 1k [669]

A.6.7. Artikli ,Small Firm Internationalization and Business Strate-

gy* autorid viisid Suurbritannia tootmisettevotete seas ldbi uuringu,
mille eesmargiks oli selgitada rahvusvahelisustumise arengutrende véi-
keettevotete dristrateegias (Bell, Crick ja Young, [2004). Intervjueeriti
30 vaikeettevotte (tootajate arv viiksem kui 250) juhtivtéotajaid. 15
ettevotet olid n-6 traditsioonilistest tegevusvaldkondadest (kergetdos-
tus, toiduainetetoostus, tekstiilitoostus) ja 15 ettevotet teadmusmahu-
katest tegevusvaldkondadest (elektroonika, informatsiooni- ja kommu-
nikatsioonitehnoloogia).

Uheks niitajaks, mida ettevotete korral analiiiisiti, oli ekspordi osa-
kaal kogukiibes. Leida kummagi grupi jaoks keskmine ekspordi osakaal
usaldatavusega 0,95. VasTus lk

A.6.8. Arst soovib paremini oma t66d planeerida. Uhe nidala viltel

registreerib ta 25 korral patsiendi peale kulutatud aja. Andmed on too-
dud tabelis. Leida, millisesse vahemikku jaab keskmine patsiendi kohta
kuluv aeg usaldatavusega 95%. Kasutada kaht meetodit: normaaljao-

5Allikas: Chronicle of Higher Education Almanac, Sept, 2. 1996, http://
chronicle.com
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6.13. ULESANDED

tuse pohjal (suur valim) ja ¢-jaotuse pohjal (viike valim) ning vorrelda
tulemusi. VASTUS 1k 669

A.6.9. Tabelis on 599 isiku vanused. See on kogum. Votta kogumist

kolm juhuvalimit mahuga 10 ja leida iga valimi pohjal keskmine vanus
ning selle usalduspiirid usaldatavusega 0,95. Seejdrel leida kogumi arit-
meetiline keskmine ja vaadata, kas valimite pohjal leitud usalduspiirid
katavad kogumi keskmise. Juhuvalimite moodustamiseks saab prog-
rammis FExcel kasutada vahendit Sampling komplektist Data Analysis.

A.6.10. Eesti 2012. aasta leibkonnaeelarve uuringus paluti osalejatel Kahevid
ahevddrtu-

vastata erinevate kodumasinate olemasolu kohta oma leibkonnas (Leib-| selise tunnuse
konna eelarve uuring| 2012). Tabelis on andmed ndudepesumasinate ©sekaalu usal-
olemasolu kohta viielitkmelistes leibkondades (,,1“ — on noudepesuma- dusvahemik
sin, ,2“ — ei ole noudepesumasinat). Leida usaldatavusega 0,95, kui

suurel osal viielitkmelistest leibkondadest on kodus ndudepesumasin.

Vastus 1k 669

A.6.11. 2015. aastal TTU-s kaitstud magistritoos ,Eesti noorte siist-

misharjumused” viidi 1abi kiisitlus 18-35-aastaste Eesti noorte seas
(Tiitso, 2015). Uheks kiisimuseks oli ,Kas olete liitunud III pensio-
nisambaga?“. Vastusevariant 1 on ,Jah“ ja 2 on ,Ki“ Leida usaldatavu-
sega 0,95, kui suur osa 18-35-aastastest Eesti noortest on liitunud III
pensionisambaga. VASTUS lk

A.6.12. Eesti Konjunktuuriinstituut viib pidevalt 1dbi tarbijabaro-

Kvalitatiivse
meetri uuringuid, kus palutakse hinnata majandusliku olukorra muu- tunnuse

tumist nii vastaja perel kui ka Eestis tervikuna. Kiisitlusi viiakse libi 0sakaalude
telefoni teel, valimis on 800 inimest. Tabelis on esitatud kiisimusele umsz.(;clzsswhe'
LJKulutamine piisikaupade ostuks jargmisel 12 kuul (vorreldes viima-
se 12 kuuga)“ vastanute vastused 2004. aasta oktoobris ja detsembris
(Josing, [2014)).
1. Leida koigi vastusevariantide jaoks usaldusvahemike alumised ja
iilemised piirid mélema kuu korral.
2. Kas usaldusvahemike pohjal voib véita, et kahe kuuga toimusid
muutused?

Vastus lk [669

A.6.13. Ulesandes [A.6.11) nimetatud uuringus oli iiheks kiisimuseks

,IKas pohi- ja/voi keskkooli viimases klassis peaks olema majandusma-
temaatika voi -Opetus kohustuslik?* Vastusevariandid olid:

,Jah* — 1;
,Voiks olla valikaine* — 2;
nEi“ - 3
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Mediaani
usalduspiirid

Leida vastuste osakaalud ja nende usaldusvahemikud usaldatavusega
0,95. VasTus lk

A.6.14. Ulesandes toodud andmete pohjal leida iiheliikmeliste
leibkondade korral toidule tehtavate kulutuste mediaani usaldusvahe-
miku alumine ja iilemine piir usaldatavusega 0,95. Kui {iksinda elav
inimene kulutas 2012. aastal toidule ja mittealkohoolsetele jookidele

keskmiselt 80 eurot kuus, kas ta oli viiksema kulutustega 50% hulgas
voi mitte? Aga kui tema kulutused olid 95 eurot kuus? Vastus 1k [670]

A.6.15. Tabelis on miiiigitulu iihe t66taja kohta 2010. aastal 323 Eesti

viikeettevottes, mille tegevusala on veondus ja laondus. Andmed on
eurodes. Leida miitigitulu mediaani usalduspiirid usaldatavusega 0,9.
Vastus 1k [670]
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Peatukk 7

Hupoteeside statistiline
kontrollimine

2013. aasta kevadel roomustasid paljud eestlased: kahekordne oliim-
piavoitja Andrus Veerpalu moisteti dopinguskandaalis 6igeks. Veerpa-
lu siitidistati dopingu tarvitamises, kuna kasvuhormoonide tase tema
proovis iiletas lubatud piirméa&ra. Rahvusvaheline Spordiarbitraaziko-
hus leidis, et kasvuhormooni piirméaérad polnud diged. Teema oli ak-
tuaalne veel kaua aega ning paljud eestlased piitidsid ennast kurssi viia
testide ning mootmiste statistiliste niianssidega.

Analoogne piirméddra probleem esineb ka &rinduses ja ma-
jandusanaliiiisis. Naiteks kavatseb tootja oma toote ldbimiiiigi
suurendamiseks tellida reklaamikampaania. Et hinnata reklaami-
kampaania tulemuslikkust, viiakse 1&dbi kiisitlused enne ja pérast
kampaaniat. Enne reklaamikampaaniat vastas 100 kiisitletavast 32,
et tarbivad antud toodet. Parast kampaaniat ldbiviidud kiisitluse
tulemusel vastasid 45 inimest 100-st, et tarbivad seda toodet.
Erinevus on 13 inimest. Kas sellest piisab, et kinnitada: kampaania
oli tulemusrikas, tarbimine suurenes? Kiisitlusele vastajad olid ju
erinevad.

Aastatel 2004-2010 sai Ettevotluse Arendamise Sihtasutuselt toe-
tust 508 Eesti viikeettevotet kogusummas 13,8 miljonit eurot (Hart-
senko ja Sauga, [2013). Kas toetustest oli kasu? Kas toetust saanud
ettevotetel suurenes miiiligitulu, kasum ja eksport rohkem kui ettevo-
tetel, kes toetust ei saanud? Milline on kriteerium?

Hiipoteeside statistilise kontrollimise meetod véimaldab kindlaks
teha, kas erinevus on piisav viitmaks, et selle on pohjustanud ks
oluline tegur, voi on erinevus seletatav moddetava tunnuse vidrtuste
juhusliku varieerumisega. Otsuse vastuvotmiseks kasutatakse statisti-
list kriteeriumi.
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7.1. Nullhiipotees, sisukas hiipotees ja
statistiline kriteerium

Hiipoteeside statistilist kontrollimist kasutatakse viga mitmesuguste
probleemide analiiiisimisel.

e Kas mingil tegevusel oli méju? Naiteks muudatused seadusand-
luses, ettevotte juhtimises, téckorralduses, uute tehnoloogiate voi
toovahendite kasutuselevott.

e Kas toodang vastab teatud standarditele? Naiteks vastavus Eu-
roopa Liidu, Eesti vo6i mone muu riigi standarditele, kvaliteedi-
nouetele, ostu-miiiigilepingus fikseeritud parameetritele.

o Kas vastus ankeedis esitatud kiisimusele s6ltub monest tausttun-
nusest nagu sugu, vanus, elukoht?

Miks on vaja statistilist kriteeriumi? Vaatleme jargmist situatsioo-
ni. Joonisel [7.I]on toodud kahest erinevast iildkogumist voetud juhuva-
limid. Horisontaaltelg on valimite eristamiseks, vertikaalteljel on vali-
mite keskmised. Kogumi keskvéadrtus on p (kriipsjoon), mis pole reaal-
setes oludes teada. Hiipoteesiks on, et kogumi keskvdartus p = 100.

zy (a) zy (b)
+ * +
+ + +
150} . 15 R * _—
+ 7 + + 7
10 ©) . 1004 oy R
501 Valim A + +* 501 Vg?m A
+ F *+ +
Valimid ! Valimid

Joonis 7.1. Kahest erineva keskvidrtusega iildkogumist voetud juhuvalimid.
Vertikaalteljel on valimite keskmised Z, horisontaaltelg loendab valimeid.
Kriipsjoon néitab vastava kogumi keskvaartust u

Otsustamiseks, kas meie hiipotees kehtib, voetakse iiks juhuvalim.
Oletame, et meile satub valim A. Me ei tea, kummast kogumist see
voeti. Valim vdib olla vasakpoolsest kogumist, mille keskvadrtus vastab
meie piistitatud hiipoteesile 4 = 100. Aga valim voib olla ka parem-
poolsest kogumist (b), mille keskvéidrtus erineb meie piistitatud hiipo-
teesist. Kuidas otsustada, kumma situatsiooniga on tegemist?

On vaja teatud objektiivset kriteeriumi: kui kaugel peaks valimi
keskmine z olema meie hiipoteesile vastavast vddrtusest 100, et voik-
sime hiipoteesi tagasi liikata ning véita: pole tdendoline, et see valim
périneb kogumist, mille keskvidrtus on 100, see valim péarineb kogu-
mist, mille keskviartus p # 100.

Joonisel on punktiirjoontega lisatud kriteeriumid zg,1 ja 2g9,
mis aitavad valimi keskmise pohjal otsustada, kummast kogumist voiks
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valim olla. Kui valimi keskmine jdab punktiirjoonte vahele, on toenéo-
line, et tegemist on kogumiga, mille keskviartus vastab meie poolt
plistitatud hiipoteesile u = po. Kui valimi keskmine on punktiirjoonte
vahelt véljas, kriitilises piirkonnas, on vihetdendoline, et tegemist on
kogumiga, mille keskvidrtus pu = pg. Sel juhul jireldame, et p # po.

Za (a)  kriitiline piirkond zx (b) krijtiline piirkond
+
+
+
+ + + oy
o [T R RS o [Fr s R -+ -
+ 7t + + N +
Mo T + Ho T +
+ + +
+ 4+
Zle .......................................... Zk:’[‘l ..........................................
+ +
kriitiline piirkond kriitiline piirkond
Valimid Valimid

Joonis 7.2. Méératud on kriteeriumid zx.1 ja zrr2- (a) Nullhiipotees tegeli-
kult kehtib, kogumi keskvéadrtus p = pg. (b) Nullhiipotees tegelikult ei kehti,
kogumi keskvéartus p # po. Paneme tihele, et molemal juhul voib meile sat-
tuda valim, mille keskmine asub kas varjutamata voi varjutatud piirkonnas,
kuid juhul (b) on varjutatud kriitilisse piirkonda sattumise toenfosus suurem

Kontrollimiseks on otstarbekas esitada hiipoteeside paar. Paarikau-
pa esitatud hiipoteesid peavad teineteist vélistama ja iiks neist peab

kindlasti kehtima. Uks hiipotees piistitatakse tavaliselt nii, et {ildkogu- N “”_W]’O fees
mi mingi parameeter on vordne teatud viirtusega voi et kogum vas- /¢ ¢6ukas
hiipotees

tab teatud standardile voi erinevus kahe kogumi vahel puudub vms.
Selliselt piistitatud hiipoteesi nimetatakse nullhiipoteesiks Hy, seda
vilistavat aga alternatiivseks ehk sisukaks hiipoteesiks H;.
Nullhiipotees vastab mingile konkreetsele vdartusele ja kehtib vai-
kimisi. Valim vo6ib nullhiipoteesi imber liikata, aga ei pruugi. Sisukas
hiipotees on see, mida uurija tavaliselt soovib toestada. Jargnevalt on
toodud moningaid néiiteid hiipoteesipaaride piistitamise kohta.

Hp: Suur- ja viikeettevotetes on tooviljakus iithesugune: p; = po.
Hi: Suur- ja viikeettevotetes on tooviljakus erinev: py # po.

Hp: Maisihelbepakkide keskmine kaal on 250 g: p = 250.
H;: Maisihelbepakkide keskmine kaal ei ole 250 g: u # 250.

Hp: Reklaamikampaania tulemusena ldbimiiiik ei suurenenud: p; < po.
H;: Reklaamikampaania tulemusena labimiitik suurenes: p; > po.

Hp: Vaidrtpaberi tuluméir allub normaaljaotusele.
Hy: Vaartpaberi tuluméair ei allu normaaljaotusele.
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Nullhiipotees
kas voetakse
vastu vo1
likatakse

tagasi

Olulisuse

nivoo

Hy: Téotajate rahulolu ja info kittesaadavuse vahel ei ole olulist seost.
H;: To6otajate rahulolu ja info kittesaadavuse vahel on oluline seos.

Tuginedes valimi pohjal arvutatud teststatistikule, voime viita iiht
kahest:

e erinevus nullhiipoteesiga plistitatud vadrtusest on nii suur, et on

toendoline: nullhiipotees ei kehti;

e erinevus nullhiipoteesiga piistitatud vidrtusest on nii viike, et on

toendoline: nullhiipotees kehtib.

Viimasel juhul valimi pohjal leitud teststatistik kiill erineb nullhii-
poteesiga piistitatud vaartusest, aga sellest ei piisa nullhiipoteesi ta-
gasiliikkamiseks. Erinevus on tingitud lihtsalt sellest, et me ei vaatle
tervet kogumit, vaid meil on juhuvalim. Nullhiipotees on aga piistita-
tud kogumi jaoks. Naiteks kui kogumi keskviartus on ug, siis valimite
keskmised hajuvad iimber selle vastavalt valimjaotusele (vt alapeatiikk

5d).

Hiipoteesipaar piistitatakse iildkogumi jaoks. Piistitatud hiipo-
teesi kontrollimisel juhuvalimi abil voib tulemus olla {iks kahest:
1) tuleb jadda nullhiipoteesi Hy juurde;
2) nullhiipotees liikatakse tagasi ja vastu voetakse sisukas hii-
potees Hj.

Erinevate hiipoteeside kontrollimiseks kasutatakse erinevaid teste,
millel igaiihel on oma statistiline kriteerium (z-test, t-test, y*-test, mér-
gitest, Manni-Whitney test, Wilcoxoni test, iihe- ja mitmefaktoriline
dispersioonanaliiiis). Testi valik soltub probleemi piistitusest, moode-
tava suuruse iseloomust (kas nimi-, jarjestus- voi intervallskaala), moo-
detava suuruse nivoode arvust (kaks voi enam). Kaikide testide korral
vorreldakse vaatlusandmete (empiiriliste andmete) pohjal leitud test-
statistiku K empiirilist vaartus vastavast juhusliku suuruse jaotussea-
dusest leitud kriitilise viartusega Kj,. Kui empiiriline viartus iiletab
kriitilise, siis teststatistik langeb kriitilisse piirkonda.

Kuidas leitakse kriitiline vadrtus? See vGetakse selline, et kehtiva,
nullhiipoteesi korral oleks kriitilisse piirkonda sattumise téendosus ehk
riskitase viiksem teatud vadrtusest, mis tavaliselt on 0,05. Seda nime-
tatakse olulisuse nivooks.

Olulisuse nivoo «a néitab, millest viiksem peab olema kriitilisse
piirkonda sattumise tdendosus kehtiva nullhiipoteesi korral.
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Vaatame sellist néidet, kus urnis on 100 kuuli, mustad ja valged.
Sealt tuleb votta juhuslikult 10 kuuli ja nende pohjal otsustada, kas
urnis on musti ja valgeid kuule vordselt vai ei ole.

Oletame, et musti ja valgeid kuule on urnis vordselt, molemaid 50.
See on nullhiipotees. Leiame, millise téendosusega satub sel juhul kéitte
10 valget voi 9 valget ja 1 must voi 8 valget ja 2 musta jne. Mustade
ja valgete arv juhuslikult valitud 10 kuuli hulgas allub hiipergeomeet-
rilisele jaotusele (Jogi, 2000)). Kui urnis on nii musti kui valgeid kuule
50, siis toendosus, et 10 kuuli hulgas on m valget, on

m ~50—m
_ 010090

P(X = m) = =0 —. (7.1)

kus C)" on kombinatsioonide arv n elemendist m kaupa. Valemi ([7.1])
abil leitud toeniosused on esitatud tabelis

Tabel 7.1. Valgete kuulide arvu toendosusjaotus

Valgete Toenéosus
arvm  P(X =m)

.
18 8:882 ;9 P(X > 8) =0,00779 < 0,025 Kriitiline pk

77777 8 0038

7 0,11

6 021

5 0,26

4 021

3 011

2 0,038

(1) 8:885 gg P(X <2)=0,00779 < 0,025 Kriitiline pk

Viikeseks loetakse tdendosust, mis on viiksem kui 0,05. Selle jar-
gi méadratakse kriitilised vdartused: teststatistiku vdartuse sattumine
kriitilisse piirkonda on kehtiva nullhiipoteesi korral viiksem kui 0,05.
Kuna kriitiline piirkond jaguneb kaheks vordseks osaks, siis kummas-
segi ossa sattumise toendosus peab olema viiksem kui 0,025. Tabelist
[7.I néeme, et

P(X<2)=P(X=1)+P(X =0)=

= 0,0072 + 0,00059 = 0,00779 < 0,025,
P(X >8)=P(X =9)+ P(X =10) =

= 0,0072 + 0,00059 = 0,00779 < 0,025.

Jarelikult kriitiline piirkond on P(X < 2) ja P(X > 8) ning kriitilised
vadrtused vastavalt 2 ja 8. Kui valgete kuulide arv m on vahemikus
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FEeskiri
hiipoteesi
kontrolli-

miseks

2 < m < 8, vétame vastu nullhiipoteesi: urnis on musti ja valgeid kuule
vordselt. Kui valgete kuulide arv m < 2 v6i m > 8, on nullhiipotees
iimber litkatud ja votame vastu sisuka hiipoteesi: valgeid ja musti kuule
ei ole urnis vordne arv.

Nullhiipoteesi voib piistitada ka nii, et urnis on 40 valget kuuli ja
60 musta kuuli. Sellisel juhul tulevad kriitilised vidrtused teistsugused.
Me ei saa aga piistitada nullhiipoteesi nii, et urnis on valgeid kuule
rohkem. Selle viite alusel ei saa leida kriitilisi va&rtusi.

Nullhiipotees tuleb piistitada nii, et on voimalik seda timber li-
kata.

Et nullhiipoteesi saaks iimber liikata, peab kehtiva nullhiipoteesi
korral olema voimalik leida kriitilisi visrtusi. Uldjuhul leitakse kriitili-
sed vddrtused jargmiselt (vt ka joonis :

1) leitakse teststatistiku valimjaotus kehtiva nullhiipoteesi korral;

2) voetakse ette olulisuse nivoo «, millest viiksem peab kriitilisse
piirkonda sattumise toendosus olema kehtiva nullhiipoteesi kor-
ral;

3) teststatistiku valimjaotusest leitakse olulisuse nivoole vastavad
kriitilised vadrtused.

VAN

- Kkr Kkr

Joonis 7.3. Teststatistiku kriitilise vadrtuse leidmine. Algul leitakse teststatis-
tiku valimjaotus kehtiva nullhiipoteesi korral, siis méiratakse olulisuse nivoo
« pohjal kriitiline piirkond (varjutatud) ja seejarel kriitilised vidrtused — Ky,
ning Ky,

Uldine eeskiri hiipoteesi kontrollimiseks

1. Otsustada, millist testi tuleb kasutada.

2. Piistitada hiipoteesipaar: nullhiipotees Hg ja sisukas ehk
alternatiivne hiipotees Hj.

3. Kasutades juhuvalimit, leida valitud testile vastava statis-
tilise parameetri empiiriline vadrtus K.

4. Votta ette olulisuse nivoo (tavaliselt 5% voi 1%) ja leida
teststatistikule vastavast jaotusseadusest statistiku kriiti-
line vaartus K.
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5. Vorrelda, kas teststatistiku empiiriline vadrtus K langeb
vaartusega Kj, madratud kriitilisse piirkonda voi ei lange.
6. Teha jareldus hiipoteesi kohta:
e kui K ei lange kriitilisse piirkonda, jiddakse nullhii-
poteesi juurde;
e kui K langeb kriitilisse piirkonda, on nullhiipotees
iimber liikkatud ja voetakse vastu sisukas hiipotees.

7.2. Keskvaartuse testimine suure valimi
korral

Alapeatiikis esitatud tsentraalse piirteoreemi kohaselt alluvad suur-
te valimite (n > 30) keskmised normaaljaotusele keskvadrtusega u ja
standardhilbega o/y/n, kus p on kogumi keskvairtus ning o kogumi
standardhélve. Kuna me kogumi standardhélvet ei tea, kasutame selle
hinnangut: valimi standardhélvet s.

Igal konkreetsel juhul on normaaljaotuse keskvéirtus ja standard-
hélve erinevad ning jarelikult ka statistilise kriteeriumi vaéartus tuleb
erinev. Otstarbekas on valimi keskmine teisendada standardiseeritud
skaalale z (3.9)): B

L — Ho

= 7.2
s= M0, (72)

kus standardviga (valimi keskmise valimjaotuse standardhélve)

se = —. 7.3

T (73)

Testi, mida kasutatakse suurte valimite korral kogumi keskviirtuse
testimiseks, nimetatakse seetottu z-testiks.

Nullhiipotees on, et kogumi keskvéartus p vordub mingi arvuga po:

Ho : pp = po- (7.4)

Sisukas hiipotees on, et kogumi keskvaartus ei vordu selle arvuga:

Hy @y # po. (7.5)

Nullhiipoteesi kehtimise korral on vahe  — pg nullilihedane, s.t valimi
keskmise Z ja testitava vidrtuse pg vahel statistiliselt oluline erinevus
puudub. See erinevus, mis eksisteerib, on tingitud juhuvalimi kasuta-
misest. On ju selge, et kui 1000 arvu aritmeetiline keskmine on néiteks
500 ja me valime nende hulgast juhuslikult 100 arvu, siis valitud arvude
aritmeetiline keskmine ei pruugi olla 500. Kui kehtib nullhiipotees, siis
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a2 a2

T f f z
—Za/2 0 2o /2

@ﬁkkan Hyp tagasi|<Aktsepteerin H0>Lﬁkkan Hyp taga%

Joonis 7.4. Nullhiipoteesi vastuvotmine ja tagasiliikkamine keskviirtuse ka-
hepoolsel testimisel, kui olulisuse nivoo on «. Kriitiline piirkond, mille korral
Hy tagasi liikkatakse, jaguneb kaheks

kogumist voetud valimite keskmiste standardiseeritud vidrtused
alluvad standardiseeritud normaaljaotusele.

Statistiku z empiirilist vaartust vorreldakse kriitilise vdartusega,
milleks on standardiseeritud normaaljaotuse téiendkvantiil z, /. Joo-
niselt [EII on niha, et nullhiipotees likatakse tagasi, kui z > 2,5 VOl
z < —2z4/2- Need kaks tingimust saab kokku votta iiheks:

12 > Za/a- (7.6)

Viimane tdhendab, et kui teststatistiku z vidrtus on nullist piisavalt
kaugel, kaugemal kui 2,7, on nullhiipotees iimber likatud. Vastupidi-
sel juhul on aga vdoimalik, et kogumi keskvidrtus vordub arvuga pg ja
Kahepoolne — yatame vastu nullhiipoteesi. Hiipoteesipaari ja nimetatak-
hiipotees se kahepoolseks hiipoteesiks (two-tailed hypothesis), sest kriitiline
piirkond jaguneb kaheks (joonis [7.4)).
Enamkasutatavad olulise nivoo o« vidrtused on 10%, 5% ja 1%
ning neile vastavad standardiseeritud normaaljaotuse taiendkvantiilid
on esitatud tabelis [[.2

Tabel 7.2. Statistiku z kriitilised viirtused kahepoolse hiipoteesi korral on
standardiseeritud normaaljaotuse taiendkvantiilid 2, /o

Olulisuse nivoo o 10% 5% 1%
Kriitiline vidrtus z,, 1,645 1,96 2,58

Standardiseeritud normaaljaotuse tdiendkvantiili leidmiseks tabel-
arvutuses tuleb kasutada funktsiooni NORM.S.INV, kus parameeter
Probability = a/2. See funktsioon viljastab védrtuse —z,/o (vt joonis
ja positiivse vaartuse saamiseks tuleb ette panna miinusmark.

|2
{raj
jui

300



7.2. KESKVAARTUSE TESTIMINE, SUUR VALIM

Esitame hiipoteesi testimise protseduuri kokkuvotlikult.

Kogumi keskviiirtuse testimine kahepoolse hiipoteesiga

Hiipoteesipaar:
Keskvddrtuse

Ho: p= po, testimine,
Hy: o # po. kahepoolne

hiipotees

Teststatistik

kus Z on valimi keskmine ning standardviga

S
se = —. 7.8
- (79)
Siin on n valimi maht ja s valimi standardhélve.
Olulisuse nivoole « vastav kriitiline va#rtus on standardiseeritud
normaaljaotuse taiendkvantiil z, /.
Votta vastu

Ho, kui ‘Z| < Rouf2s
Hi, kui |Z| > Za2-

v

Analiiisime, millest s6ltub teststatistiku védrtus. Selleks paneme
standardvea avaldise ([7.8]) teststatistiku valemisse ([7.7)):

— m_ (7.9)
S
1. Mida rohkem erineb valimi keskmine z nullhiipoteesiga piistita-
tud védrtusest g, seda suurem on z ja seda kergem on nullhii-
poteesi iimber liikata.
2. Mida suurem on valimi maht n, seda suurem on z ja seda kergem
on nullhiipoteesi timber liikata.
3. Mida suurem on valimi standardhélve s, seda viiksem on z ja
seda raskem on nullhiipoteesi iimber liikata.

Niide 7.1. Duracelli patareide pikkuse testimine

Duracelli AAA patarei QU2400 tehnilise kirjeldusd? pohjal on ’il
patarei pikkus 44,0 mm. Kontrollimaks, kas tootmisliin on kor- @%&
rektselt seadistatud, voetakse toodangu hulgast juhuvalim ma- NO7Hiipoteesid
huga 50 ja moodetakse valitud patareide pikkus. Valimi kesk- N7.1

mine tuleb 44,25 mm ja standardhélve 1,5 mm. Kontrollida, kas
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patareide pikkus vastab etteantud vadrtusele. Kasutada olulisu-
se nivood 0,05.
1. Kasutame z-testi. Hiipoteesipaari piistitamine:

Hy:p=44,
Hy:p # 44,

2. Valimi statistilised parameetrid: valimi maht n = 50, valimi
keskmine & = 44,25 ja valimi standardhélve s = 1,5. Teststatis-

tiku z empiiriline vidrtus valemitest ((7.7) ja (7.8):

4425 — 44
S It

V50

3. Olulisuse nivoole 0,05 vastav kriitiline vadrtus on 1,96.

4. Empiirilise vordlus kriitilisega: 0,17 < 1,96, jarelikult teststa-
tistik ei lange kriitilisse piirkonda.

5. Kuna teststatistik ei lange kriitilisse piirkonda, pole alust null-
hiipoteesi tagasi liikata. Valimvaatluse tulemus on kooskolas et-
teantud védrtusega 44 mm ja tootmisliin on korrektselt seadis-
tatud.

=0,17.

“http://ww2.duracell.com, Technical Library.

Niide 7.2. Uliopilaste ajakasutus

2005. aasta kevadel Eesti iilidpilaste hulgas ldbiviidud uuringust
selgus, et keskmiselt kulub iilidpilastel oppettdle 25 tundi né-
dalas (Uliopilaste sotsiaalmajanduslik olukord 2005/2006/2007).
Oletame, et iihe teaduskonna juhtkond soovib teada, kas selles
teaduskonnas on iiliépilaste keskmine ajakasutus sama. Selleks
viiakse 1dbi valikuuring, millesse kaasatakse 100 juhuslikult va-
litud tiliopilast. Kiisitletud iiliopilastel kulub nadalas 6ppetdo-
le keskmiselt 21,2 tundi standardhélbega 18,1 tundi. Kas antud
teaduskonnas on tliopilaste keskmine ajakasutus sama, mis Ees-
ti keskmine?

1. Kasutame z-testi. Hiipoteesipaari piistitamine:

HO:/,L=25,
H1:M#25.

2. Valimi statistilised parameetrid: valimi maht n = 100, valimi
keskmine £ = 21,2 ja valimi standardhélve s = 18,1. Teststatis-
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tiku z empiiriline véartus valemitest (7.7) ja (7.8

21,225
#7181

v/100

3. Olulisuse nivoole 0,05 vastav kriitiline vadrtus on 1,96.

4. Vordlemine kriitilisega: | —2,1 |> 1,96, jérelikult teststatistik
langeb kriitilisse piirkonda.

5. Kuna teststatistik langeb kriitilisse piirkonda, on nullhiipotees
iimber liikatud: selles teaduskonnas ei ole iiliopilaste keskmine
ajakulu oppetddle 25 tundi nddalas.

= —2,10.

Uldkogumi keskviidrtuse testimine ja keskvidrtuse usalduspiiride
leidmine on omavahel seotud. Olgu meil nullhiipoteesiks, et iildkogumi
keskvidrtus vordub pg. Kui valimi keskmine Z langeb piirkonda, kus
olulisuse nivool a vbetakse vastu Hy, siis ug asub valimi pohjal usal-
datavusega = 1 — « leitud keskvidrtuse usaldusvahemikus (vt joonis
. Hiipoteesi testimisel 1ahtume nullhiipoteesiga piistitatud vaartu-
sest o, aktsepteerimisvahemik on sellest molemale poole ja aktsep-
teerime nullhiipoteesi, kui valimi keskmine z jadb sellesse vahemikku.
Keskvaartuse usaldusvahemiku leidmisel ldhtume aga valimi keskmisest
Z ning iildkogumi keskvadrtus p langeb antud usaldatavusega sellesse
vahemikku.

.. . < Aktsepteerin Hy >
Hiipoteesi
testimine | } } >
T
. Ho
Usaldusvahemiku ! ! 1 >
leidmine ' 5; ' x
Usaldusvahemik

Joonis 7.5. Hiipoteesi testimine iildkogumi keskviirtuse kohta ja valimi poh-
jal usaldusvahemiku leidmine on omavahel seotud. Usaldusvahemiku laius on
vordne vahemikuga, kus aktsepteeritakse Hy

7.3. Olulisuse nivoo ja kahte liiki vead

Jarelduse tegemiseks vajaliku teststatistiku kriitiline védrtus soltub
uurija poolt ette voetud olulisuse nivoost «, mis néitab, kui suure toe-
ndosusega me voime viita, et erinevus on oluline. Olulisuse nivoo méaé-
ramisel tuleb arvestada, et jarelduste tegemisel vdivad esineda kahte
liiki vead.
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Kahte liiki Hiipoteesi statistilisel kontrollimisel voib esineda kahte liiki viga:
I liiki viga, kui liikatakse tagasi kehtiv nullhiipotees;
IT liiki viga, kui voetakse vastu mittekehtiv nullhiipotees.

vead

Soltuvalt tegelikkusest ja otsuse vastuvGtmisest realiseerub iiks nel-
jast variandist. Koikvoimalikud variandid on toodud tabelis

Tabel 7.3. 1 ja II liiki viga

Hy vastu voetud Hj tagasi likatud

Ho kehtib | Oige, I liiki viga,

toendosus 1 — o  toendosus «

Hp ei kehti | II liiki viga, Oige,
toendosus 3 toendosus 1 — 3

Olulisuse Olulisuse nivoo « on uurija médratud toke I liiki vea toendo-

niwoo susele.

Kriitilise vadrtuse leidmiseks tuleb olulisuse nivoo ette votta ning
see voetakse enamasti kas 10%, 5% voi 1%. Koige sagedamini kasuta-
takse vidrtust 5%.
Testi voimet liikata tagasi mittekehtiv Hg nimetatakse testi voim-
o suseks (power). Kui II liiki vea toen#dosus on 3, siis testi voimsus on
Testi voimsus 1 _ g (vt tabel [7.3] ja joonis [7.6). Jérelikult testi voimsus on seda suu-
rem, mida viiksem on II liiki vea tOen&osus.
Erinevat liiki vigade tagajirg on enamasti erineva raskusastmega.
Niites oli patareide pikkuse mootmisel nullhiipoteesiks, et patarei-
de pikkus vastab normile 44,0 mm ja tootmisliin ei noua seadistamist.
Kui tehakse I liiki viga, siis tekib tdiendav ajakulu tootmisliini seadis-
tamisele, kuigi liin on korras. Kui aga tehakse II liiki viga, siis 1ldheb
miiiiki toodang, mis ei vasta nouetele. Ilmselt on II liiki vea tagajirg

raskem.
H, voetakse vastu, Hj liikatakse tagasi,
liini ei seadistata liini seadistatakse
Hy kehtib, liin ei vaja Otsus oige I liiki viga
seadistamist
Hp ei kehti, liin vajab 1T liiki viga Otsus oOige
seadistamist

Teise néitena vaatame ravimi kliinilist uuringut. Ravimi toime tes-
timisel kasutatakse kahte katseisikute rithma. Uhele rithmale antakse

304



7.3. OLULISUSE NIVOO JA KAHTE LIIKI VEAD

Teststatistiku jaotus kehtiva Hq korral

e

N

Teststatistiku jaotus
mittekehtiva Hy korral

1-p

Testi voimsus

T

0 a2

N

Joonis 7.6. Teststatistiku jaotus kehtiva ja mittekehtiva nullhiipoteesi korral.
Testimisel me ei tea, kumb jaotus esineb

testitavat ravimit, teisele antakse ravimi asemel platseebot ehk tiihira-
vimit, mis maitse- ja 16hnaomadustelt sarnaneb ravimile, kuid ei sisal-
da uuritavat toimeainet. Viimast rithma nimetatakse kontrollrithmaks.
Seejarel vorreldakse katseisikute tervislikke néitajaid kummaski riih-
mas. Nullhiipoteesiks on, et ravimil toime puudub ning molema rithma
niitajad on ithesugused.

H, voetakse vastu, Hy likatakse tagasi,
jireldus: ravim ei toimi, jireldus:ravim toimib,
ravimit miiiiki ei lasta ravim lastakse miiiiki

Hy kehtib, ravim Otsus oige I liiki viga
ei toimi

Hy ei kehti, ravim IT liiki viga Otsus oige
toimib

Kui ravim tegelikult toimib, aga eksperimendi tulemustele tugine-
des otsustatakse, et ei toimi (erinevused katsealuste ja kontrollgrupi
vahel on viikesed), siis seda ravimit miiiigile ei lasta. Ravimifirma ku-
lutused jadvad kompenseerimata. See on II liiki vea tagajirg.

Kui ravim tegelikult ei toimi, aga testi tulemustele tuginedes otsus-
tatakse, et toimib (I liiki viga), siis lastakse miitigile mittetoimiv ravim
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Olulisuse
nivoo

muutmine

ja inimesed ostavad ning tarbivad seda ilmaasjata. Ilmselt on niiid 1
liiki viga raskemate tagajirgedega. Et vihendada I liiki vea toen&osust,
peab erinevus ravimit saanute ja kontrollrithma vahel olema piisavalt

suur.

zp (a) kriitiline piirkond
a = 0,05 +

_zk’f’ ..................... + ....................
04l +

Zk)’l” ----------------------------

kriitiline piirkond

A\ 4

Valimid

~Zkr

o = 0,01 4L
i A@ ............... i
+ o+ 7
L +
+ + o F
. A F o T

"""""" kriitiline piirkond

>
>

Valimid

Joonis 7.7. Nullhiipotees kehtib. Joonisel (a) lilkatakse valimi A korral Hy ta-
gasi ja tehakse I liiki viga. Joonisel (b) on olulisuse nivood vithendatud, kriiti-
lised véértused on nullist kaugemal ning sellega I liiki vea toendosus viheneb

Soltuvalt sellest, kumb viga on raskemate tagajargedega, valitakse
olulisuse nivoo suurem voi viiksem. Joonisel kehtib nullhiipotees.
Kui meile satub valim A, siis joonisel (a) on see kriitilises piirkon-
nas, me lilkkkame kehtiva nullhiipoteesi tagasi ja teeme I liiki vea. Et I
liiki vea toendosust vihendada, voib kriitilise piirkonna piire nihutada
nullist eemale, s.t viihendada olulisuse nivoo viirtust a. Selle tulemusel
valim A ei ole enam kriitilises piirkonnas (joonis|7.7|(b)). Niiiid votame

nullhiipoteesi vastu ja otsus on odige.

Aga me ei tea, kas nullhiipotees kehtib. Tegelikult v&ib esineda
situatsioon, mis on toodud joonisel [7.8], kus nullhiipotees ei kehti. Kui
me vihendasime olulisuse nivood, on niiid suurem toen#dosus votta
vastu mittekehtiv nullhiipotees, s.t suureneb II liiki vea toendosus. Seda
on niha ka jooniselt viiiksema olulisuse nivoo korral nihkub z, /o
paremale ning alumisel jaotuskoveral suureneb toendosusele 8 vastav

pindala.

Olulisuse nivoo vihendamine liikkkab kriitilise piirkonna nullist kau-

gemale. Sellega
e viheneb I liiki vea toendosus;
e suureneb II liiki vea toenédosus.

Korraga molemat liiki vigade toenédosust vihendada ei saa. Olulisuse
nivoo valik soltub sellest, kumb on ohtlikum, kas

e kehtiva nullhiipoteesi tagasiliikkamine (T liiki viga);

e mittekehtiva nullhiipoteesi vastuvotmine (I liiki viga).

Praktika on néidanud, et I liiki vead on enamasti raskemate ta-
gajiargedega. Majandusalaste otsuste suhtes loeb tihti see, kumb viga

rohkem maksma ldheb.
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z z
() kriitiline plirkond (b) kriitiline piirkond
a=0,05 + = a=0,01 + +
Zk‘T ...........................................
T +
U r Ovalma " ¢ Ovatiin .
0+ * + ++ ol 7 + i
JE IO OO SO o 1. + * +
kriitiline piirkond ) I Kriitiline piirkond
Valimid ! Valimid

Joonis 7.8. Nullhiipotees ei kehti. Joonisel (a) liikkatakse valimi A korral Hy ta-
gasi ja otsus on 0Oige. Joonisel (b) on olulisuse nivood véhendatud, kriitilised
vadrtused on nullist kaugemal. Valimi A korral votame vastu nullhiipoteesi
ja teeme II liiki vea

Niide 7.3. Uue kassasiisteemi muretsemine

Kauplusele pakutakse uut kassasiisteemi. Kaubanduse infosiis-
teemidega tegeleva ettevotte miitligiesindaja véitel vihendab uus
siisteem oluliselt iihele ostjale kuluvat aega. Miiiigiesindaja viite
kontrollimiseks otsustab kaupluse juhataja iihte aparaati nidal
aega katsetada. Selle aja jooksul moddetakse 50 juhuslikult vil-
javalitud ostja teenindamiseks kulunud aeg. Saadud valimi and-
metele tuginedes kontrollitakse miiligimehe viite paikapidavust
ning kontrollimiseks kasutatakse z-testi.
Nullhiipotees Hp: keskmine ostjate teenindamiseks kulu-
nud aeg on uue kassaaparaadi korral sama, mis vana kas-
saaparaadi korral (see on varasemast teada), u = po.
Sisukas hiipotees Hi: uue kassaaparaadi korral on keskmi-
ne aeg erinev [ # lo-
Teststatistiku z empiiriliseks viartuseks saadakse 2,4. Kriitilised
vadrtused on
olulisuse nivoo 5% korral 1,96;
olulisuse nivoo 1% korral 2,58.
See tahendab, et kasutades olulisuse nivood 5%, tuleb vastu vot-
ta sisukas hiipotees: uus siisteem toimib. Aga olulisuse nivoo 1%
juures pole uue siisteemi paremus toestatud. Mida peab kaup-
luse juhataja tegema?
Niitid tuleb lisaks arvestada ka seda, kui palju uus siisteem mak-
sab ja kui palju on rahalisi vahendeid. Kui hind on korge ja raha
viahe, tuleks kasutada viiksemat olulisuse nivood, kus I liiki vea
(ostan olukorda mitteparandava siisteemi) toendosus on viik-
sem. Voib ka suurendada valimit ja testida, kas suurema valimi
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korral on nullhiipotees timber liikatud ja uue siisteemi paremus
toestatud ka nivool 1%.

7.4. Kahepoolne ja iihepoolne hiipotees

Kahepoolsete hiipoteeside korral kontrollitakse seda, kas kogumi kesk-
vaartus erineb mingist etteantud vidrtusest. Erinevus voib olla mole-
male poole, kriitiline piirkond koosneb kahest osast (joonis .

Monikord on pohjust oodata kindlasuunalist korvalekallet
standardvaértusest, s.t et kogumi keskvidrtus on suurem voi
viiksem mingist arvust. Sellisel juhul on tegemist iihepoolse
hiipoteesiga. Néites kasutati kiill kahepoolset hiipoteesi, kuid
tegelikult rahuldab uue kassasiisteemi muretsemisel poodi vaid see,
kui ostjate teenindamiseks kulunud aeg viheneb.

Kui me tahame kontrollida, kas kogumi keskvidrtus on viiksem
mingist arvust pg, piistitatakse jargmine hiipoteesipaar:

Ho: p = po; (7.10)

Hi: p<po. (7.11)

Kui me tahame kontrollida, kas kogumi keskvdirtus on suurem min-
gist arvust pg, pilistitatakse hiipoteesid jargmiselt:

Ho: p < pos (7.12)

Hi:  p> po. (7.13)

Uhepoolse hiipoteesi korral on teststatistiku kriitiline piirkond iihel

pool nulli, kas paremal voi vasakul (joonis . Seetottu on kriitili-

ne vadrtus nullile 1ahemal. Teststatistiku kriitiliseks vaartuseks parem-

poolse hiipoteesi korral on standardiseeritud normaaljaotuse taiend-
kvantiil z, ja vasakpoolse hiipoteesi korral —z,.

Tabel 7.4. Statistiku z kriitilised vadrtused iihepoolse hiipoteesi korral

Olulisuse nivoo o 10% 5% 1%

Parempoolse hiipoteesi korral z, 1,28 1,64 2,33
Vasakpoolse hiipoteesi korral —z, —1,28 —1,64 —2,33

Esitame kogumi keskvéirtuse testimise iihepoolse hiipoteesiga kok-
kuvotlikult. Vasakpoolseks nimetame situatsiooni, kus tahame kontrol-
lida, kas kogumi keskvéddrtus on viiksem mingist arvust, sest siis asub
kriitiline piirkond vasakul. Parempoolne hiipoteesipiistitus on siis, kui
tahame kontrollida, kas kogumi keskvéartus on suurem mingist arvust.
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- oy :
0 Zow z —Za 0 z
Liikkan Liikkan
H) tagasi H, tagasi

Aktsepteerin Hg Aktsepteerin Hg

Joonis 7.9. Kriitiline piirkond {ihepoolse hiipoteesi korral. Vasakul Hy: ¢ < pg
ja Hiz pu > po, paremal Ho: p > po ja Hiz pp < pio

Kogumi keskviirtuse testimine iihepoolse hiipoteesiga

1. Hiipoteesipaar:
Keskvddartuse

vasakpoolne parempoolne testimine,
Ho: p>po Ho: p < po, d{%epoolne
hiipotees
Hi: p<upo Hi: p> wo.
2. Teststatistik ~
T —
=2 H (7.14)

se

kus Z on valimi keskmine ning standardviga

S
se = N (7.15)

Siin on n valimi maht ja s valimi standardhélve.

3. Olulisuse nivoole « vastav kriitiline viartus on standardisee-

ritud normaaljaotuse tdiendkvantiil z,. Vasakpoolse hiipoteesi

korral on kriitiline vadrtus tdiendkvantiili vastandviirtus —z,.

4. Votta vastu

Hy, kui Z > —Za, z < 2q,
Hi, kui z < —Zq, Z > 2q.

Nii kahepoolse hiipoteesi kui ka moélema iihepoolse hiipoteesi korral
on nullhiipotees iimber likatud, kui teststatistiku empiiriline vairtus
on nullist kaugemal kui kriitiline viartus.

Jargnevalt vaatame kaht ndidet iihepoolse hiipoteesi kasutamise
kohta.
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NO7Hiipoteesid
N7.5,6

Niide 7.4. Muudatus tehnoloogias ja patarei keskmine
kasutusiga

Patareide tootja on kindlaks teinud, et patarei keskmine kasu-
tusiga on 299 tundi. Peale tehnoloogiliste muudatuste tegemist
patareide tditmisel soovib tootja kontrollida, kas kasutusiga on
pikenenud. Selleks valitakse juhuslikult vélja 200 patareid ja
testitakse neid. Viljavalitud patareide keskmine kasutusiga oli
300,55 tundi standardhilbega 8,28 tundi.

1. Kasutame iihepoolset z-testi.

2. Hiipoteesipaari piistitamine:

HO : /J,S 299,
Hi:p> 299.

3. Valikvaatluse pohjal saadud statistilised parameetrid: valimi
maht n = 200, aritmeetiline keskmine & = 300,55 ja standard-
hélve s = 8,28. Teststatistiku empiiriline vaartus

300,55 — 299
#7828
200

= 2,65.

4. Olulisuse nivoole 5% vastav kriitiline vadrtus on 1,645.

5. Vordlus kriitilisega: 2,65 > 1,645, teststatistik langeb kriiti-
lisse piirkonda.

6. Kuna teststatistik langeb kriitilisse piirkonda, tuleb nullhii-
potees tagasi lilkata. Vaatluse tulemus on kooskolas viitega, et
patareide keskmine kasutusiga pikenes.

Niide 7.5. Maisihelveste paki kaal

Poes on miiiigil maisihelbed 250-grammises pakis. Tarbijakait-
seameti esindaja soovib kontrollida, kas pakendil mérgitud kaal
vastab tegelikkusele. Selleks kaalub ta dra 50 juhuslikult valitud
pakki. Nende pakkide keskmine kaal on 248,14 grammi stan-
dardhélbega 18,51 grammi. Kontrollida olulisuse nivool 5%, kas
pakkides on keskmiselt maisihelbeid vihem kui pakendile mér-
gitud voi mitte.

1. Kasutame iihepoolset z-testi.
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2. Hiipoteesi piistitamine:

Ho : p > 250,
Hy @ p < 250.

3. Valimi statistilised parameetrid: valimi maht n = 50, aritmee-
tiline keskmine T = 248,14 ja standardhélve s = 18,51. Statisti-
ku z empiiriline viartus

248,14 — 250
T 71851

V50

4. Olulisuse nivoole 5% vastav kriitiline vidrtus on 1,64.

5. Vordlus kriitilisega: —0,71 > —1,64, jarelikult teststatistik ei
lange kriitilisse piirkonda.

6. Kuna teststatistik ei lange kriitilisse piirkonda, tuleb vastu
votta nullhiipotees. Kontrolli tulemus ei kinnita véidet, et mai-
sihelbeid on pakkides vihem kui 250 grammi.

= —0,71.

Uhepoolseid hiipoteese kasutatakse tihti juhul, kui tahetakse hin-
nata tootja riski voi tarbija riski. Tegeliku koguse korvalekaldumisele
normist reageerivad tootja ja tarbija erinevalt. Kui néiteks pakendis on
rohkem kui 250 grammi, kannatab kahju tootja, sest tarbija maksab
vaid 250 eest. Seega ei tohi tootja seisukohast maisihelveste kogus pakis
olla suurem kui 250, voib olla viiksem ning tootja kontrollib jargmist
hiipoteesipaari:

Tootja risk,
tarbija risk

Hp : o < 250,

Hy:p> 250.
Tarbija seisukohast ei tohi kogus olla vdiksem kui 250 grammi, voib
olla suurem, siis on tarbija rahul. Tarbija peab kontrollima sellist hii-
poteesipaari:

Hp : > 250,

Hy:p < 250.

7.5. Olulisuse toenaosus

Niites patareide kasutusea testimise kohta leidsime, et z-testi em-
piiriliseks vaartuseks tuli 2,65, aga kriitiline va&rtus oli olulisuse nivoo
0,05 korral 1,64. Kui madal voiks olla olulisuse nivoo, et antud and-
mete pohjal saaks veel vastu votta sisuka hiipoteesi? See tdhendab,

311



PEATUKK 7. HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE

Olulisuse

toendosus

Olulisuse
toendosuse

kasutamine

milline tdendosus vastab vidrtusele 2,657 Standardiseeritud normaal-
jaotusest saame leida, et tdiendkvantiilile z, = 2,65 vastab p = 0,004.
Joonisel on kriitilisele védrtusele 1,64 vastav toendosus a = 0,05
ja empiirilisele védrtusele 2,65 vastav toendosus p = 0,004 (varjutatud
piirkond).

|
1 i
1,64 2,65

Joonis 7.10. Varjutatud ala pindala on teststatistiku empiirilisele viirtusele
2,65 vastav olulisuse toendosus p = 0,004

Olulisuse toeniosus on viikseim olulisuse nivoo, mis antud
valimi pohjal lubab vastu votta sisuka hiipoteesi. See néitab an-
tud valimi sobivust nullhiipoteesiga.

Teststatistiku valimjaotusest on voimalik leida siis kaks toen&osust:

e olulisuse nivoo o — teststatistiku kriitilisele viirtusele vastav

toendosus;

e olulisuse toenfosus p — teststatistiku empiirilisele viirtusele

vastav toenfosus.

Mida viiksem on olulisuse toen#osus, seda viiksem on toendosus,
et kehtib nullhiipotees ja seda kindlamini on sisukas hiipotees toesta-
tud. Ingliskeelses terminoloogias kasutatakse selle markimiseks termi-
nit p-value voi significance probability. Analiiiisi tulemuste esitamisel
tuuakse dra olulisuse toendosuse arvuline vadrtus, mis voimaldab luge-
jal otsustada, kui kindlalt on sisukas hiipotees toestatud voi kui palju
jai olulisuse nivoost puudu. Testide ldbiviimisel leiab enamik statisti-
kapakette olulisuse toendosuse.

Jarelduse tegemiseks vorreldakse olulisuse toendosust p olulisuse
nivooga a. Kui

p > a, voetakse vastu nullhiipotees;

p < «, voetakse vastu sisukas hiipotees.
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Kaks meetodit: olulisuse toenfosuse vordlemine olulisuse nivooga
ja teststatistiku empiirilise vaartuse vordlemine kriitilise va&rtusega on
ekvivalentsed. Jooniselt nideme, et kui p < «, siis teststatistiku
empiiriline vaartus z. on nullist kaugemal kui kriitiline vaartus zx, ja
kehtib nullhiipotees (vasakul). Kui aga p > «, siis empiiriline vadrtus
ze on nullile 1dhemal kui kriitiline vdartus ja kehtib sisukas hiipotees
(paremal). Seos on lihtne: mida véiiksem on mingist vddrtusest paremale
jaava koveraaluse piirkonna pindala, seda kaugemal see vaértus nullist
on.

Votta vastu H; Votta vastu Hy

| 1 T 1
0 Rkr e z 0%e Zkr z

Joonis 7.11. Olulisuse toendosuse p vordlemine olulisuse nivooga « on ekviva-
lentne teststatistiku empiirilise véértuse z. ja kriitilise viirtuse zg, vordlemi-
sega. Lainelise mustriga ala pindala on kriitilisele vi&rtusele vastav olulisuse
nivoo « ja varjutatud ala pindala on empiirilisele viirtusele vastav olulisuse
toendosus p

See, kas kasutada empiirilise viartuse vordlemist kriitilisega voi olu-
lisuse toendosuse vordlemist olulisuse nivooga, soltub sellest, kas meie
késutuses olev tarkvara voimaldab leida olulisuse toenédosust p voi mit-
te. Kui voimaldab, siis on olulisuse téendosuse kasutamine lihtsam.

12|
L)
juf

Tabelarvutuses leiab iithepoolse z-testi olulisuse tdendosuse p funkt-
sioon Z.TEST(Array; X; Sigma). Array on andmete piirkond ja X
nullhiipoteesiga piistitatud véirtus pg. Funktsiooni kolmas parameeter
Sigma on moeldud juhuks, kui kogumi standardhilve o on teada. Kui
see teada pole, tuleb Sigma &ra jitta: kogumi standardhilbe hinnan-
guks kasutatakse valimi standardhélvet, mis arvutatakse funktsiooni
kasutamisel automaatselt. Funktsioon Z.TEST leiab valimi aritmeeti-
lise keskmise ja standardhilbe, arvutab valemite ja poh-
jal statistiku z ning seejirel leiab standardiseeritud normaaljaotusest
sellele vastava olulisuse tdendosuse p.

Kahepoolse hiipoteesi korral tuleb funktsiooniga Z.TEST leitud
olulisuse toendosust vorrelda suurusega «/2, kus « on olulisuse nivoo.
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Niide 7.6. Olulisuse toenfosuse kasutamine hiipoteesi

kontrollimisel
.| Naites [7.5] testisime, ega maisihelbepakkides pole helbeid vihem
@ kui 250 grammi. Viime selle testimise uuesti l&bi, kasutades olu-
NO7Hiipoteesid lisuse toendosust.
N7.5,6 1. Kasutame iihepoolset z-testi.

2. Hiipoteesipaar:

Ho : oo > 250,
Hi: p < 250.

3. Vaatlusandmete ja nullhiipoteesiga piistitatud véadrtuse 250
pohjal leiame olulisuse toendosuse, kasutades tabelarvutuses
funktsiooni Z.TEST. Tulemuseks saame, et olulisuse toendosus
p = 0,76.

4. Olulisuse nivoo vétame 0,05.

5. Vordleme olulisuse toendosust olulisuse nivooga: 0,76 > 0,05,
jarelikult teststatistik ei lange kriitilisse piirkonda ning tuleb
vastu votta nullhiipotees.

6. Kontrolli tulemus ei kinnita viidet, et maisihelbeid on pakki-
des keskmiselt vahem kui 250 grammi.

7.6. Vaike valim ja keskvairtuse testimine
t-testiga

Alapeatiikis nigime, et viikeste valimite (n < 30) korral alluvad
valimite keskmiste standardiseeritud vaédrtused t-jaotusele ehk Studen-
ti jaotusele. Seepédrast tuleb viikeste valimite korral kasutada kogumi
keskvidrtuse testimiseks t-testi ehk Studenti testi.

Hiipoteeside pilistitamine ja nende kontrollimise metoodika on sa-
ma, mis z-testi korral. Valem teststatistiku ¢ empiirilise véirtuse leid-
miseks on ka samasugune, mis z-testi korral. Erinevus z-testist on vaid
kriitilistes vadrtustes: t-testi kriitiline vidrtus on t-jaotuse tdiendkvan-
tiil, mis soltub lisaks olulisuse nivoole ka vabadusastmete arvust v.
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Kogumi keskviirtuse testimine viikese valimi korral
1. Hiipoteesipaar:

kahepoolne vasakpoolne parempoolne
Ho: p=po Ho: p = po Ho: p<po
Hy s p# po Hy:op<po Hy:op> po.

2. Teststatistiku empiiriline vaartus

T — fo
t= 7.16
Lo, (7.16)
kus standardviga
se = — (7.17)

o on nullhiipoteesiga plistitatud keskvéartus, n valimi maht, =
valimi keskmine ja s valimi standardhélve.

3. Olulisuse nivoole « vastav kriitiline vdirtus on t-jaotuse
taiendkvantiil ¢, /5(v) kahepoolse hiipoteesi korral ja o (v) iihe-
poolse hiipoteesi korral, kus vabadusastmete arv

v=n-—1 (7.18)
4. Votta vastu
Ho, kui [t] < tq)2(v), b 2 (D) t <ta(v),
Hy, kui [t| > ta/z(y), t < —to(v), t > to(v).

Tabelarvutuses kasutatakse ¢-testi kriitilise vaartuse leidmiseks
ithepoolse hiipoteesi korral funktsiooni T.INV. Ette on vaja
anda olulisuse nivoo « (Probability) ja vabadusastmete arv v
(Deg_ freedom). Kahepoolse (two-tail) hiipoteesi korral kasutatakse
funktsiooni T.INV.2T, mille korral samuti Probability= a.

Niide 7.7. Auto bensiinikulu testimine

|
fral
Juf

Reklaamis viidetakse, et Suzuki Baleno tarbib maantees6idul i-I
bensiini 6,8 liitrit 100 km kohta. Autoomanik soovib kontrollida, @?
ega tema auto okonoomsus pole lubatust vaiksem. Viiel katsel NO7Hiipoteesid

suutis ta 50 liitriga ldbida vastavalt 690, 750, 645, 730 ja 740 N7.7
kilomeetrit. Nende katsete keskmisena tuleb kiitusekuluks 7,05
liitrit 100 km kohta standardhélbega 0,45. Kas auto 6konoomsus
vastab reklaamis toodule?

1. Hiipoteesi kontrollimiseks kasutame iihepoolset t-testi.
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Soltumatud ja
soltuvad

valimid

2. Hiipoteesipaar:

HO Y < 6787
Hy : p > 6.8.

3. Valemitest (7.16]) ja (7.17)) leiame teststatistiku ¢ vdartuse
70568

V5

4. Olulisuse nivooks votame 5%. Vabadusastmete arv on
v=n—1=5-—-1=4.

Kriitiliseks vadrtuseks on t-jaotuse taiendkvantiil ¢9 o5(4) = 2,13.
5. Vordleme teststatistiku empiirilist védartust kriitilisega:
1,27 < 2,13, teststatistik ei lange kriitilisse piirkonda.

6. Kuna teststatistiku vadrtus ei lange kriitilisse piirkonda, pole
alust nullhiipoteesi tagasi liikata. Jarelikult voib viita, et auto
6konoomsus vastab reklaamis toodule.

Kuna suurte valimite korral 1dheb t-jaotus iile normaaljaotuseks,
siis voib koikide valimite korral kasutada ¢-testi.

z-testi ja t-testi erinevus seisneb vaid kriitilistes vadrtustes véi-
keste valimite korral.

Seepirast réddgitakse jargmistes alapeatiikkides vaid t-testist. Ka
statistikapakettides ei ole z-testi valikut, leiab ainult ¢-testi.

7.7. Kahe kogumi keskvairtuse t-test ja
soltumatud valimid

Praktikas esineb sagedamini olukordi, kus meil on kaks valimit ning
nende abil tuleb vorrelda mingi tunnuse keskvéirtusi kahes kogumis.
Siis on tegemist kahe keskvadrtuse vordlemisega.
Pohimdatteliselt voib esineda kaks voimalust:
o tuleb vorrelda erinevaid objekte ning nendest on moodustatud
kaks soltumatut valimit;
e molemas valimis on iihed ja samad objektid, aga objektide tun-
nuse viirtus muutub mingi tegevuse tulemusel ning iga objekti
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jaoks on kaks vadrtust, iiks iihes valimis, teine teises valimis: sol-
tuvad valimid.

Soltumatute valmite (indenpendent samples) korral leitakse eraldi
molema valimi keskmine ja standardhilve. Seejdrel testitakse, kas vali-
mite keskmised on oluliselt erinevad voi mitte. Nullhiipoteesile vastab
erinevuse puudumine.

Naiide 7.8. Sotsiaal-majanduslik erinevus Euroopa riiki-

de vahel

2007. aastal ajakirjas International Advances in Economic Rese-
arch ilmunud artiklis vorreldi 45 sotsiaal-majanduslikku néitajat
erinevates Euroopa riikides (Niroomand ja Nissan, 2007). Riigid
olid jagatud gruppidesse. Gruppi A kuulusid 15 Euroopa Liidu
riiki seisuga 1995. Gruppi B kuulusid kandidaatriigid 1997. aas-
tal: Eesti, Kiipros, Poola, Sloveenia, T8ehhi ja Ungari. Tabelis
on toodud andmed mdnede néitajate kohta: keskmine kummaski
riigigrupis ning keskvadrtuste testimisel leitud ¢-statistik. Statis-
tiku kriitiline vadrtus on 1,73 ja tarniga on méargitud statistiliselt
oluline erinevus.

Keskmine
Naiitaja A B t-statistik
Kulutused haridusele (% RKP-st) 1995~ 5,5 46 —0,38
1997
Kulutused haridusele (% valitsuskuludest) 10,7 16,1 —2,68 *
1995-1997
Oodatav eluiga stinnimomendil 77,4 734 4,74 *
Imikute suremus (1000 siinni kohta) 1999 50 9,0 3,14 *
SKP elaniku kohta (PPP 1000 USD) 23,7 12,7 3,94 *
SKP kasv aastas (%) 1990-1999 2,1 20 0,22
Keskmine THI muutus (%) 1990-1999 3,1 192 -—-59 *

Olgu meil kaks kogumit keskvidrtustega p; ja pg. Kui soovime
testida, kas keskvairtused on vordsed voi mitte, siis nullhiipoteesiks
on, et erinevus puudub (kahepoolne hiipotees):

Ho: p1 = po. (7.19)

Kahepoolne

hiipotees

Sisukas hiipotees on, et kogumite keskvéértused ei ole vordsed:
H1 . M1 75 Ha. (720)

Hiipoteesipaari (7.19)), (7.20)) testimiseks on meil iiks valim mahuga
n1, keskmisega Z; ja standardhilbega s; ning teine valim mahuga ns,
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t-statistiku
valem soltub
tunnuse
hajumasest

kogumites

keskmisega Zo ja standardhélbega so. Nullhiipoteesile ja sisukale hii-
poteesile vastavad situatsioonid on toodud joonisel Vasakpoolsel
iilemisel paneelil on valimkeskmiste valimjaotus ning kahe valimi kesk-
mised kehtiva Hg korral: valimid tulevad iihest ja samast kogumist. Va-
sakpoolsel alumisel paneelil on valimite keskmiste valimjaotused ning
kahe valimi keskmised kehtiva H; korral: valimid tulevad erinevatest ko-
gumitest. Aga kehtiva nullhiipoteesi korral voib esineda ka situatsioon,
kus kogumite keskviértused on vordsed, aga standardhélbed erinevad.
Selline situatsioon on kujutatud iilemisel parempoolsel paneelil.

Otsustamiseks, kumb hiipotees kehtib, tuleb valimite alusel leida
vastav teststatistik. Aga enne on vaja kindlaks teha, kas valimid tule-
vad sama voi erineva standardhilbega kogumitest, sest teststatistiku
leidmise valem soltub sellest.

Joonis 7.12. Uleval vasakul kehtib Ho ning valimid tulevad iihest ja samast ko-
gumist. All vasakul kehtib H; ning valimid tulevad erinevate keskvéiartustega
kogumitest. Uleval paremal kehtib samuti Hg, kuid valimid tulevad erineva
standardhilbega kogumitest

See, mismoodi t-testi statistikut leida, soltub sellest, kas tunnuse
hajumine on kummaski kogumis ithesugune voi erinev.

Valimite standardhé&lbeid lihtsalt vorreldes ei pruugi me oigesti ot-
sustada, kas hajumine kogumites on iihesugune v6i mitte. Nii nagu
valimi keskmine erineb kogumi keskvdirtusest, nii ka valimi disper-
sioon erineb kogumi dispersioonist. Ka iihest ja samast tildkogumist
voetud valimitel on dispersioon erinev. Seepérast tuleb korrektse tule-
muse saamiseks viia eelnevalt 14bi dispersioonide testimine, mida vaa-

tame alapeatiikis [7.9
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Kui kogumite dispersioonid on erinevad, siis kasutatakse test-
statistiku arvutamiseks valemit

T — X2

t= 22 ~t(ws). (7.21)
2 2
S S
514 %
niy no

Siin on ni, 1 ja s% valimi 1 maht, keskmine ja dispersioon ning nao,
Ty ja s3 vastavalt valimi 2 maht, keskmine ja dispersioon. Efektiivne
vabadusastmete arv vy g leitakse Welchi-Satterthwaite’i valemist (Sat-
terthwaite, [1946; Welch, [1951]):

e (s%/nl—i—s%/nQ)Q
T (s m)® | (s3/n2)”

711—1 n2—1

(7.22)

ja imardatakse tdisarvuni. Teststatistiku kasutamist nimetatak-
se ka Welchi testiks.

Kui molema kogumi dispersioon on iithesugune, siis valemis
(7.21)) asendatakse valimite dispersioonid s? ja s ithendatud disper-
siooni (pooled variance) hinnanguga 312). Selleks on valimite dispersioo-
nide kaalutud aritmeetiline keskmine

3129 = M’ (7.23)
v+ v
kus kaaludeks on valimite vabadusastmete arvud v1 = n; — 1 ja 1rp =
ng — 1. Sellisel juhul saadakse teststatistiku jaoks valem

t= ~t(ny +ng —2). (7.24)
82 i + i
p ni %)

Teststatistik ((7.24) allub t-jaotusele vabadusastmete arvuga, mis on
valimite vabadusastmete summa,;

v=uvi+ve=(ny—1)+(ng—1) =n; +ng — 2. (7.25)

Seda testi nimetatakse ka Studenti testiks.

Teststatistiku kriitiline vdartus on molemal juhul vastava vabadus-
astmete arvuga t-jaotuse tdiendkvantiil ¢, /5(v), kus o on olulisuse toe-
nédosus ja v leitakse kas valemist voi (7.22)). Kui aga molemad
valimid on suured, siis ¢-jaotus ldheneb normaaljaotusele ning kriitili-
seks vaartuseks voib votta normaaljaotuse tdiendkvantiili 2, /.
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Niide 7.9. Naissoost juhtide t60staazi vordlus viike- ja

suurettevotetes

Ajakirjas American Journal of Small Business ilmus 1988. aastal
iilevaade uuringust, mille kiigus kiisitleti naissoost juhte viike-
ettevotetes (alla 100 tootajaga) ja suurettevotes (R. L. Ander-
son ja K. P. Anderson, . Vorreldi viike- ja suurettevotetes
tootavate naisjuhtide vanust, t60staazi, sissetulekut ning eduta-
miste arvu viimase kolme aasta jooksul. Viikeettevotetest saadi
tagasi 86 kiisitluslehte, suurettevotetest 91 kiisitluslehte.
Viikeetevotetes oli naisjuhtide keskmine toostaaz 4,8 aas-
tat standardhélbega 4,6 aastat. Suurettevotetes oli keskmine
toostaaz 5,3 aastat standardhélbega 5,2 aastat. Testime, kas
naisjuhtide keskmine t66staaz on viike- ja suurettevotetes eri-
nev. Kuna standardhélbed ei erine viaga palju, eeldame, et ko-
gumite dispersioonid on iihesugused.

1. Kasutame kahepoolset t-testi kahe kogumi keskvéartuse vord-
lemiseks, kui dispersioonid on vordsed.

2. Hiipoteesipaar:

Ho : p1 = po,
Hi:pn # po.

3. Leiame t-statistiku empiirilise vaartuse. Olgu suurettevotted
valim 1 ja viikeettevotted valim 2. Uhine dispersioon valemist

(7.23)
91 —1)-5,22 + (86 — 1) - 4,6
o2 = )52+ ( )-4, = 24,184
P 91 + 86 — 2
ja t-statistik valemist ([7.24])
5,3 —4,8
t= T = 0,676.

11
\/24,184- <9—1 + %>

4. Kuna tegemist on suurte valimitega, votame kriitilise viartuse
normaaljaotusest. Olulisuse nivoo 0,05 ja kahepoolse hiipoteesi
korral on see 1,96.

5. Vordleme t-statistiku empiirilist ja kriitilist vA&artust:
0,676 < 1,96.

6. Kuna statistik ei lange kriitilisse piirkonda, vétame vastu null-
hiipoteesi. Naisjuhtide keskmine toostaaz vaike- ja suurettevo-
tetes ei ole erinev.
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Niide 7.10. Naissoost juhtide sissetuleku vordlus viike-

ja suurettevotetes

Eelmises néites viidatud uurimuses vorreldi erinevaid tunnuseid
véike- ja suurettevotetes todtavate naisjuhtide korral. Sissetule-
ku kohta saadi jargmised andmed: suurettevotetes oli naisjuhti-
de keskmine sissetulek 19497 dollarit aastas standardhidlbega
6118 $. Vaikeettevotetes oli keskmine sissetulek 19870 $ aastas
standardhilbega 8756 $. Kas naisjuhtide keskmine sissetulek on
véike- ja suurettevotetes erinev?

Kuna standardhidlbed on viga erinevad, siis ilmselt pole dige
kasutada ldhenemist, mis eeldab {ihesuguseid dispersioone.

1. Kasutame kahepoolset t-testi kahe kogumi keskviértuse vord-
lemiseks, kui dispersioonid on erinevad.

2. Hiipoteesipaar:

Ho : p1 = po,
Hy : g # po.

3. Leiame t-statistiku empiirilise vadrtuse. Valim 1 on suurette-
votted ja valim 2 viikeettevotted. Valimite mahud olid ny = 91
ja ng = 86. t-statistik valemist ([7.21))

[ 1049719870 a0

/61182 87562
91 + 86
4. Kuna tegemist on suurte valimitega, siis kriitilise vaartuse
votame normaaljaotusest. Usaldatavuse 0,05 ja kahepoolse hii-
poteesi korral on see 1,96.
5. Empiirilise vadrtuse vordlus kriitilisega: |—0,327| < 1,96.
6. Kuna statistik ei lange kriitilisse piirkonda, votame vastu null-

hiipoteesi. Naisjuhtide keskmine sissetulek viike- ja suurettevo-
tetes ei ole erinev.

Kui molema valimi mahud on vordsed

Vordse
ny=mnz2 =mn, (7.26) mahuga
valimid

siis valemist ([7.23]) ithendatud dispersioon

so = (7.27)
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ning t-statistik tihesuguste dispersioonide korral (7.24) ja t-statistik
erinevate dispersioonide korral (7.21)) tulevad iihesugused:

o LT T2 (7.28)

/s%—i—s%
n

Vabadusastmete arv on aga erinev. Uhesuguste dispersioonide korral

valemist ((7.25)

v=2n-—2 (7.29)
ja erinevate dispersioonide korral valemist (|7.22))

(s2 4 s3)°

7.30
3‘1L + S% ( )

vws = (n—1)

Kuna vabadusastmete arv on erinev, siis ka ¢(v)-jaotusest leitavad krii-
tilised vddrtused tulevad erinevad.

Olgu meil kaks valimit mahuga n = 6, mis on toodud tabelis [7.5]
Testime, kas need on iithesuguse keskviirtusega kogumitest voi mitte.
Kasutame molemat, nii iithesuguse kui ka erineva dispersiooniga kogu-
mite meetodit.

Tabel 7.5. Kaks iihesuguse mahuga valimit

Valimite elemendid T s

Valim 1 6 8 10 12 18 20 12,33 5,574
Valim 2 12 18 20 28 33 55 27,67 15,32

Kuna valimite mahud on {ihesugused, siis t-statistiku leidmiseks
voib kasutada valemit (7.28)):

L_ 12335574 230,
\/5,5742 + 15,332

6

Kui votame olulisuse nivooks o = 0,05, siis seda statistikut tuleb vor-
relda t-jaotuse tdiendkvantiiliga ¢o 025 (V).

1. Kui eeldame, et kogumite dispersioonid on vordsed, siis valemist
(7.29) v = 10, mille korral taiendkvantiil ¢ 025(10) = 2,23. Kuna
| — 2,3| > 2,23, liilkkame Hy tagasi ja votame vastu Hj.

2. Kui eeldame, et kogumite dispersioonid on erinevad, siis valemist
(7.30) vws = 6,30 = 6, mille korral téiendkvantiil £ g25(6) =
2,45. Kuna | — 2,3| < 2,45, votame vastu Hy.

Négime, et kui kasutame vordsete dispersioonide meetodit, aga tegeli-
kult kogumite dispersioonid ei ole vordsed, siis voib juhtuda, et liikkame
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tagasi kehtiva nullhiipoteesi. See on I liiki viga. Kui dispersioone pole
testitud, siis keskvidrtuste testimisel tuleb kasutada erinevate disper-
sioonide meetodit ehk Welchi testi. Sellega me vihendame I liiki vea
toenfdosust.

Kui valimite maht n on suur, ldheneb t-jaotus standardiseeritud
normaaljaotusele ning kriitilise vdartuse voib leida viimasest. Jareli-
kult pole suure iihesuguse mahuga valimite korral oluline, kas kogumite
dispersioonid on vordsed voi mitte. t-statistik leitakse valemist
ning selle absoluutvéaartust vorreldakse standardiseeritud normaaljao-
tuse tdiendkvantiiliga z, /.

Kui soovime toestada, et kogumis 1 on tunnuse keskvédrtus suurem

kui kogumis 2, kasutame iithepoolset hiipoteesipaari: 3
Uhepoolne

Ho : p1 < po, hiipotees
Hy o > po. (7.31)

Kui tahame kontrollida, kas tihes kogumis on keskvéértus viiksem kui
teises kogumis, on see ekvivalentne hiipoteesipaariga . Suurema,
keskvidrtusega kogum tuleb votta kogumiks number 1.

Teststatistiku kriitiline vadrtus on ithepoolse hiipoteesi korral vas-
tava vabadusastmete arvuga t-jaotuse taiendkvantiil ¢, (v), kus « on
olulisuse nivoo ja v leitakse kas valemist voi (7.22)). Testimise

tulemusena votta vastu

HO, kui ¢ < ta(V),
Hy, kui ¢ >t (v).

Kui moélemad valimid on suured, siis ¢t-jaotus ldheneb normaaljao-
tusele ning kriitiliseks vaartuseks voib votta normaaljaotuse tdiend-
kvantiili z,.

Olukord, kus kahe kogumi keskvidrtus on iithesugune voi erinev,
on erijuht {ildisemast vordlusest, kus kahe kogumi keskviartuse vahe
vordub véi ei vordu mingi arvuga Dg. Hiipoteese ja voime

iildistada:
Kogumite

Ho : 11 — pio = Dy, keskvadrtus
Hy : iy — po # Do. (7.32) erineb ming:

arvy vorTa
Kui Dy = 0, saame siit hiipoteesid (7.19) ja (7.20).

Kui kogumite dispersioonid on erinevad, kasutatakse hiipoteesipaa-
ri ((7.32) testimiseks teststatistikut

t = —=—=——= ~tvws), (7.33)
82 2
514 %
ni na
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m

NO7Hiipoteesid
N7.11

kus kriitilise viartuse leidmiseks vajalik vabadusastmete arv vy g lei-
takse valemist (7.22)). Uhesusuguste dispersioonide korral kasutatakse
teststatistikut

71— &y — D
p= AT TE0 tny s — 2), (7.34)

(L1
s _ _
p ni ng

kus iihine dispersioon s leitakse valemist (7.23).

Analoogse iildistuse voime teha ka iihepoolse hiipoteesi jaoks. Kui
soovime kontrollida, kas kahe kogumi keskviirtuste vahe on suurem
mingist arvust Dy, siis

Ho : 1 — p2 < Do,
H; : H1 — po > Dy. (735)

Tabelarvutuses leitakse t-testi kriitilised viartused kahepoolse hii-
poteesi korral funktsiooni T.INV.2T abil ja iihepoolse hiipoteesi korral
funktsiooni T.INV abil.

Programmis Excel on ¢-testi labiviimiseks otstarbekas kasutada vas-
tavat andmeanaliiiisi vahendit komplektist Data Analysis.

1. Kui kogumite dispersioonid on ithesugused, siis tuleb kasutada

vahendit t-Test: Two-Sample Assuming Equal Variances.

2. Kui kogumite dispersioonid on erinevad, tuleb kasutada vahen-

dit t-Test: Two-Sample Assuming Unequal Variances.
Naiited nende vahendite kasutamise kohta on lisades [C.4] ja [C.5] Seda,
kas dispersioonid on iihesugused vo6i mitte, tuleb eelnevalt testida ja se-
da vaatame alapeatiikis Kui dispersioonide erinevust pole testitud,
tuleks kasutada teist varianti.

Niide 7.11. Meeste ja naiste sissetulek

Palju on kirjutatud sellest, et Eestis on naiste t66 vahemtasusta-
tud kui meestel. Kasutame Eesti sotsiaaluuringu andmeid
\sotstaaluuring2013) ja uurime, kas meestel on sissetulek palga-
t60st suurem kui naistel. Kuna sissetulek séltub ettevotte tege-
vusalast ja ka ametikohast, siis on vastajate hulgast valja valitud
vaid need, kes mérkisid oma ettevotte tegevusalaks finantsva-
hendus, kinnisvara, rentimine ja dritegevus ning oma ametialaks
keskastme spetsialist, tehnik voi ametnik. Mehi oli nende hulgas
28 ja naisi 71. Meestel oli keskmine rahaline netosissetulek pal-
gatdost 9337,23 eurot aastas ja naistel 6757,37 eurot aastas.
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Testime, kas meestel on keskmine sissetulek suurem kui naistel.
Hiipoteesipaar:

Ho : p1 < po,
Hy @ py > po,

kus valim 1 on mehed ja valim 2 naised.

Lahtume erinevate dispersioonide metoodikast ning kasuta-
me programmis Excel vahendit t-Test: Two-Sample Assuming
Unequal Variances (vt ka Iisa. Tulemused on esitatud jérg-
nevas tabelis.

Mehed Naised

Valimi keskmine 9337,23 6757,73
Valimi dispersioon 43292030 12846605
Valimi maht 28 71
Nullhiipoteesile vastav erinevus 0
Vabadusastmete arv 34
t-statistik 1,963
Olulisuse toenédosus ithepoolse hiipoteesi korral 0,029
Kriitiline vadrtus ithepoolse hiipoteesi korral 1,691
Olulisuse toendosus kahepoolse hiipoteesi korral 0,058
Kriitiline viartus kahepoolse hiipoteesi korral 2,032

Viljastatakse kummagi valimi keskmine ning dispersioon. ¢-sta-
tistik leitakse valemist ja vabadusastmete arv valemist
. Otsuse vastuvotmiseks on lisatud olulisuse tGendosus ja
t-statistiku parempoolne kriitiline vidrtus olulisuse nivool 0,05
iihepoolse hiipoteesi jaoks. Samad suurused véiljastatakse ka ka-
hepoolse hiipoteesi jaoks, kuid see meid praegu ei huvita.
Nieme, et t-statistik on suurem kui kriitiline vaartus, 1,963 >
1,691. Jarelikult on olulisuse nivool 0,05 nullhiipotees timber lii-
katud ning votame vastu sisuka hiipoteesi: valitud tegevusalal
ja ametialal on meeste sissetulek suurem kui naiste oma. Sama
jarelduse teeme, kui vaatame olulisuse toendosust ja vordleme
seda olulisuse nivooga: 0,029 < 0,05.

Paneme tdhele seda, et kahepoolse hiipoteesi korral tuleks jaa-
da nullhiipoteesi juurde, sest olulisuse toendosus 0,058 > 0,05.
Jarelikult kui oleksime soovinud testida, kas meestel ja naistel
on sissetulek erinev, oleks tulemuseks olnud, et see pole toes-
tatud. Seeparast tulekski voimaluse korral piistitada iihepoolne
hiipotees.
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7.8. Kahe kogumi keskvairtuse t-test ja
soltuvad valimid

Kui mingi tunnuse muutuste médramiseks mdodetakse samu objek-
te kahel korral, on tegemist soltuvate valimitega (paired samples).
Mootmistulemustes esineb iga objekti jaoks kaks vaartust. Sellisel juhul
ei tohi kasutada eelmises punktis esitatud metoodikat, vaid tuleb leida
iiksikobjektidele vastavad erinevused ja testida, kas keskmine erinevus
on null (nullhiipotees) voi mitte (sisukas hiipotees).

Olgu i-nda objekti esimese moGtmise tulemus x; ja teise mootmise
tulemus y;. Erinevus

di =Y; — X4 (7.36)

Leitud erinevusi d; vaadeldakse {ihe valimina ning leitakse erinevuste
aritmeetiline keskmine d ja standardhélve sy . Kahepoolse
hiipoteesi korral kontrollitakse, kas erinevuste keskvadrtus on nullist
erinev. Uhepoolse hiipoteesi korral kontrollitakse, kas erinevuste kesk-
vaartus on suurem voi vaiksem nullist.

Keskviirtuse testimine, soltuvad valimid
1. Hiipoteesipaar:

kahepoolne vasakpoolne parempoolne
HQD:O H()DZO H()DSO
H12D750 Hi: D<QO Hi:D>Q0,

kus D on erinevuste keskvaértus kogumis.
2. Statistiku ¢ empiiriline vdartus:

d Sd

t=—, se=—, 7.37

se NLD (7.37)
kus d on erinevuste d; = y; — x; aritmeetiline keskmine, sy eri-
nevuste valimi standardhélve ja n valimi maht.
3. Kriitilised véartused voib suure valimi korral leida normaal-
jaotusest, vaikese valimi korral t-jaotusest vabadusastmete ar-

vuga
v=n-—1. (7.38)
4. Votta vastu
Ho, kui |t [<ty/0(v), t > —to(v), t <ta(v),
Hy, kui |2 [> to/2(v), t < —to(v), t>to(v).
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Niide 7.12. Mitgitulu t66taja kohta veonduse ja laon-

duse tegevusalal

Kuidas mojutas majanduskriis veondus- ja laondusettevotete
midigitulu? Kas 2009. aastal oli see vdiksem kui 2008. aas-
tal? Hiipoteesi kontrollimiseks vordleme juhuslikult valitud 10
veondus- ja laondusettevotte miiiigitulu {ihe to6taja kohta aas-
tatel 2008 ja 20097

Kiimne ettevotte andmed on esitatud jargnevas tabelis. Miiiigi-
tulu todtaja kohta on tuhandetes eurodes. Viimases veerus on
erinevus 2009. aasta ja 2008. aasta miiiigitulu vahel.

Miitigitulu tootaja kohta

Ettevotte ID 2008 2009 Erinevus d;
1 1126 115,3 2,7
2 1472 145,5 -1,7
3 609 52,6 -8,3
4 111,7 89,1 —22,6
5 186,5 180,8 -5,7
6 164,2 130,7 —33,5
7 73,3 55,6 —-17,7
8 287 374 8,7
9 60,9 38,7 —22,2

10 405,3 310,9 —94.4

1. Hiipoteesipaar:

Ho: D >0,
H;: D <O,

kus D on 2009. aasta ja 2008. aasta vaartuste erinevuste kesk-
mine.
2. Tabeli viimase veeru pohjal leiame erinevuste keskmise

-1
d=— > di = —1947,

kus
di = mt09i — mt08i.

Siin mt08; on i-nda ettevotte miiligitulu té6taja kohta aastal
2008 ja mt;09 sama néitaja aastal 2009. Erinevuste standard-
héilve sg = 29,34. Valemitest ([7.37)) leiame t-statistiku:
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3. Kiiitilise védrtuse olulisuse nivool 0,05 leiame t-jaotusest
vabadusastmete arvuga v = 10 — 1 = 9. Tabelarvutuses:
T.INV(0,05;9) = —1,83.

4. Teststatistiku ja kriitilise vaartuse vordlemine: —2,1 < —1,83.
5. Kuna teststatistik on viiksem kui vasakpoolne kriitiline véér-
tus (nullist kaugemal), on nullhiipotees iimber liikatud. 2009.
aastal oli veondus- ja laondusettevotetes miitigitulu iihe t66taja
kohta vaiksem kui 2008. aastal.

Allikas: Ariregister

Mis juhtub, kui kasutame séltuvate valimite korral vale meetodit,
soltumatute valimite ¢-testi? Analiilisime seda néite pohjal.

Séltumatute valimite korral tuleb eraldi leida miiligitulu keskmi-
ne ja standardhilve 2008. ja 2009. aastal. 2008. aastal on need Zggs =
135,13 ja sgg = 107,41 ning 2009. aastal Tg9 = 115,66 ja sg9 = 84,21.
Soltumatute valimite korral kasutame erinevate dispersioonidega va-

rianti ehk Welchi testi. Teststatistik valemist (7.21)):

,_ 1156613513 0.4,
\/84,212 N 107,422

10 10

Vabadusastmete arv on 17 ja kriitiline viartus olulisuse nivoo 0,05
korral —1,74. N&eme, et teststatistik on nullile ldhemal kui kriitiline
(—0,45 > —1,74) ning niiiid kehtib nullhiipotees.

Probleem on selles, et kui me leiame miiiigitulu standardhélbe mo-
lema aasta jaoks eraldi, siis need tulevad viga suured, sest ettevotete
loikes erineb miitigitulu viga palju (vt tabel. t-statistiku arvutusest
ndeme, et sellisel juhul on nimetaja suur ning ¢t-statistiku absoluutvaar-
tus tuleb viike, nullile 1ahemal. Aga kui me leiame iga ettevitte jaoks
miiiigitulu erinevuse, siis on erinevuste hajumine oluliselt viiksem, selle
standardhilve oli 29,34. Sellisel juhul tuleb ¢-statistiku absoluutvaartus
suurem, t-statistik asub nullist kaugemal ning nullhiipoteesi on kergem
iimber liikata.

Hoiduda tuleb ka vastupidisest eksimusest, soltuvate valimite mee-
todi kasutamine soltumatute valimite korral. Erinevusel on mote
vaid siis, kui vidrtused x; ja y; kuuluvad iihele ja samale objektile, esi-
nevad paarikaupa. Inglise keeles ongi selle testi nimetuseks tihti paired
samples t-test. Soltuvate valimite testi on lubatud kasutada erinevate
objektide korral, kui eelnevalt on toimunud objektide paarikaupa sobi-
tamine. Sellisel juhul on valimites erinevad objektid ja igale objektile
tihest valimist on leitud sobiv paariline teisest valimist (matched pairs).
Sobivuse madramine toimub tausttunnuste alusel.
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Tabel 7.6. Varieeruvuse vordlus soltuvate valimite korral, andmed néitest [7.12

Miitigitulu to6taja kohta

Ettevotte
1D 2008 2009 Erinevus d;
1 112,6 115,3 2,7
2 1472 1455 17 o
3 60,9 .2 52,6 .2 -83 £
4 11,7 £ 89,1 £ 9226 §
5 186,5 & 180,8 & 57 8
6 164,2 'E 130,7 B -335 &
7 733 © 55,6~ 17,7 o
8 28,7 & 374 5 87 =
9 60,9 ~ 38,7 % —222 ~
10 405,3 310,9 —94,4
Valimi

standardhédlve 107,41 84,21 29,34

Soltuvate valimite testimiseks saab programmis Excel kasutada va- |5
hendit ¢-Test: Paired Two Sample for Means, mis asub andmeanaliiiisi [
komplektis Data Analysis (vt ka lisa[C.6).

Niites toodud andmete korral on tulemus Excelis jargmine
(Variablel on 2009. ja Variable2 2008. aasta andmed):

-
L)
jul

o~

2009 2008
Valimi keskmine 115,66 135,13 o7 Rupoteesid
Valimi dispersioon 7091 11539
Valimi maht 10 10
Nullhiipoteesile vastav erinevus 0
Vabadusastmete arv 9
t-statistik -2,1
Olulisuse toendosus iithepoolse hiipoteesi korral 0,033
Kriitiline viartus {ihepoolse hiipoteesi korral 1,83

t-statistik tuleb sama, mis néites arvutatud, sest kasutatak-
se sama arvutusskeemi. Lisaks on esitatud olulisuse toendosus ning
kriitiline vaartus olulisuse nivoo 0,05 korral. Paneme tihele seda, et
Exceli tabelis esitatakse parempoolne kriitiline viartus. Kuna tegemist
on vasakpoolse hiipoteesiga, siis tuleb t-statistikut vorrelda vasakpool-
se kriitilise vadrtusega: —2,1 < —1,83. Exceli aruandes on ka kriitiline
vaartus kahepoolse hiipoteesi korral (vt lisa, kuid see meid praegu
ei huvita ja seda me ei ole vilja toonud.

Kui programmi Excel andmeanaliitisi komplekti Data Analysis ka-
sutamine pole voimalik, siis t-testi jaoks voib tabelarvutuses kasutada
ka funktsiooni T. TEST. See leiab ¢-testi olulisuse toendosuse, kui vor-
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reldakse kahe kogumi keskvéirtust. Funktsiooni parameetrid on jéirg-
mised:

Arrayl iihe valimi andmed;

Array2 teise valimi andmed;

Tails iihepoolse hiipoteesi korral 1, kahepoolse hiipoteesi korral
2;

Type soltuvad valimid 1, séltumatud valimid ja vordsed disper-
sioonid 2, soltumatud valimid ja erinevad dispersioonid 3.

7.9. Dispersioonide vordlemine F-testiga ja
t-testi valik

Alapeatiikis négime, et kahe soltumatu valimi korral on dige t-testi
valikuks vaja teada, kas valimid on iihesuguse voi erineva dispersioo-
niga kogumitest. Selle madramiseks testitakse valimite dispersioone.
Dispersioonide testimiseks kasutatakse F-testi, mille vottis kasutusele
inglise matemaatik Ronald Fisher (1890-1962).

Kahepoolse hiipoteesi korral on nullhiipotees, et kogumite disper-
sioonid on vordsed, ja sisukas hiipotees, et ei ole vordsed:

Hy : 0% = 03,
H, : 0% # o3 (7.39)

Hiipoteesipaari kontrollimiseks leitakse teststatistik, mis on valimite
dispersioonide s? ja s3 suhe ning allub F-jaotusele vabadusastmete
arvuga n1 — 1 ja ng — 1:
2
F= é ~ F(ny —1,n9 —1). (7.40)

F-jaotus on asiimmeetriline jaotus. Joonisel (a) on esitatud kahe
erineva vabadusastmete paariga F-jaotuse tdendosustiheduse graafi-
kud.

Kui valimite dispersioonid on tépselt vordsed, siis vastavalt valemile
F = 1. Kui valimite dispersioonid ei ole téipselt vordsed, voib
F' statistiku vadrtus erineda arvust 1 iihele voi teisele poole. Kuna
F jaotus on astimmeetriline, siis kahepoolse hiipoteesi korral on kaks
kriitilist viartust Fy,, ja Fkyp, mis asuvad arvust 1 vasakul ja paremal
pool erinevatel kaugustel. Otsustamine (vaata joonis (b)):

e votta vastu nullhiipotees, kui Fi, < F < Fpp;

e votta v