POORDULESANDED MURRULISTELE ADSORPTSIOONIKINEETIKA
VORRANDITELE

Bakalaureusetoo

Ulidpilane: Mattias Arakas
Ulidpilaskood: 233508YAFB
Juhendaja: Jaan Janno, professor
Oppekava: Rakendusfiilisika

Tallinn 2026



INVERSE PROBLEMS FOR FRACTIONAL ADSORPTION KINETICS
EQUATIONS

Bachelor’s thesis

Student: Mattias Arakas

Student code: 233508YAFB
Supervisor: Jaan Janno, professor
Study programme: Applied Physics

Tallinn 2026



Autorideklaratsioon

Kinnitan, et olen koostanud antud I6putdo iseseisvalt ning seda ei ole kellegi teise poolt varem
kaitsmisele esitatud. Koik t66 koostamisel kasutatud teiste autorite t66d, olulised seisukohad,
kirjandusallikatest ja mujalt parinevad andmed on t60s viidatud.

Autor: Mattias Arakas

Too vastab bakalaureusetoole esitatavatele ndouetele.
Juhendaja: Jaan Janno

Tallinn 2026



Sisukord

1 Sissejuhatus

2 Matemaatilised eelteadmised
2.1 Paripidi- jap66rdilesanne . . . . . . . ...
2.2 Parameetrite hindamine vahimruutude meetodil . . . . . . ... .. ..
2.3 Caputo murrulinetuletis . . .. ... ... ... ... ... .......
2.4 Laplace’iteisendus . . . . . . ...
2.5 Mittag—-Leffleri funkisioon . . . ... ... ... ... L.
2.6 Caputo tuletise L1-diskretiseerimine . . . . ... ... ... ......

2.7 Sulnteetilised andmed javeamudel . . . . .. ... ... ... ...

3 Fraktaalne adsorptsioonimudel
3.1 Mudelituletus . . . . . . . ..
3.2 Paripidillesande analtdtiline lahend . . . . . . .. .. .. L.
3.3 Markus mudeliolemusekohta. . . . ... ... ... .. ........

3.4 Pdoérdllesande plstitus . . . . . . . ... Lo

4 Murruline adsorptsioonimudel
41 Erijuhtn=1. ... ... . . e
42 Uldiuhtn>1 .. ..
4.3 Li1-skeemirakendamine . . . . . . .. ... ...
4.4 Poordilesande pustitus . . . . . .. L Lo
4.5 Numbriliste katsete metoodika . . . . . . ... ... oL
4.5.1 Sinteetiliste andmete genereerimine . . . . . .. ... ... ..

452 Parameetritevalik . . .. .. ... ... ..



4.5.3

454

4.5.5

4.5.6

4.5.7

5 Tulemused

Mudelivalik . . . ... ... ... ... .. ..
Pbdordilesande lahendamine . . . . . .. ... ... ... ...
Koonduvusjatédpsus . . . . . . . . . . . .. ..
L1-skeemi numbriline valideerimine . . . . ... ... .....

Statistiline valideerimine . . . . . . . .. ... .. ...

5.1 Fraktaalne mudel:vorrand (8) . . . . . . . . . . ... L.

5.2 Murruline mudel: vérrand (16) . . . . . . . . . . .. ...

5.3 Mudelite vordlus ja maratundlikkus . . . . . . ... ...

5.4 Mudelijargu ntuvastamine . . .. .. ... ... oL L.

6 Kokkuvote

Tanuavaldused

Annotatsioon

Abstract

Lisad

Lisa 1 — Lihtlitsents . . . . . . . . . . . . . . .

Lisa2 —Pythoniskriptid . . . . . .. ... ... ... ..

32

32

33

35

37

39

40

43

44

45



1 Sissejuhatus

Adsorptsioon on protsess, mille kdigus lahustunud aine koguneb tahke materjali
pinnale. Selliste protsesside kineetika kirjeldamine on oluline keskkonnatehnoloogias
ja materjaliteadustes. Klassikalised kineetilised mudelid, nagu pseudo-esimest ja
pseudo-teist jarku mudelid [10, 12], on laialdaselt kasutatavad, kuid need ei suuda ala-
ti kirjeldada keerulisemat, mitte-eksponentsiaalset kaitumist, mida eksperimentides
taheldatakse.

Viimastel aastakimnetel on murrulistele tuletistele [16, 5] tuginev modelleerimine
loonud alternatiivse [&henemise, mis vdimaldab kirjeldada maluefektiga ja justkui
anomaalse dinaamikaga protsesse [9, 14]. Bakalis ja Zerbetto [2] on esitanud
ststemaatilise vordluse klassikalise, fraktaalse ja murrulise kineetika vahel adsorpt-
siooniprotsesside kontekstis. Nende t66 on k&esoleva bakalaureuset6d peamine
alusartikkel.

T66 eesmark on uurida fraktaalse- ja murrulise adsorptsioonimudeli pé6rdilesannete
lahendamist slinteetiliste andmete pdhjal. Paripiditilesandena mdoistetakse mudeli
lahendi arvutamist teadaolevate parameetrite korral. Péérdilesandes on eesmark
vastupidine. Nimelt puttakse mdodetud andmete pohjal taastada mudeli tundmatud
parameetrid. Pédrdilesanded on tadpiliselt halvasti pustitatud [7, 8], mistdttu on
oluline hinnata parameetrite taastatavuse tapsust ja stabiilsust mira suhtes.

Esmalt kasitletakse fraktaalset pseudo-n-jarku mudelit, kus mittestandardne kinee-
tika tekib aja skaleerimisest, ning teisena murrulist pseudo-n-jarku mudelit, kus
taisarvuline tuletis on asendatud Caputo murrulise tuletisega. Mélema mudeli korral
genereeritakse teadaolevate parameetritega slnteetilised andmed, lisatakse neile
muUra ning lahendatakse p66rdilesanne vahimruutude meetodit kasutades. Fraktaal-
se mudeli korral viiakse katsed l&bi jarkudega n = 1, 2, 3 ning murrulise mudeli korral
kasitletakse juhtu n = 1 analtdtiliselt ning numbrilised katsed teostatakse jarkudega
n = 2, 3. Mlratasemeid testitakse vahemikus § € {0,01; 0,05; 0,10}. Lisaks uuritakse
olukorda, kus ka mudeli jark n on tundmatu ning tuleb andmete péhjal maarata. Jargu
maaramist teostatakse taisarvulise optimeerimisilesandena. Kéik katsed on teosta-
tud slnteetilises seadistuses, kus tasakaaluline adsorptsioonimaht g. on fikseeritud.
See lihtsustab pddrdilesannet ning tulemusi tuleb vastavalt tdlgendada.



2 Matemaatilised eelteadmised

Selles peatlkis tuuakse sisse vajaminevad matemaatilised definitsioonid, millele toe-
tuvad jargnevad peatikid. T66 keskendub adsorptsioonimudelite pddrdilesannetele,
mistéttu defineeritakse esmalt péripidi- ja pddrdilesande mdisted, vahimruutude
meetod ning murrulise analltsi pdhiobjektid. Lisaks kirjeldatakse lUhidalt Caputo
murrulise tuletise diskretiseerimist L1-skeemi abil.

2.1 Paripidi- ja poordiilesanne

Matemaatilise mudeli kontekstis nimetatakse péripiditilesandeks olukorda, kus mudeli
kuju ja selle parameetrid on teada ning eesmaérk on leida siisteemi vastus. Uldisel
kujul voib seda kirjutada kui

F(g,0) =0, (2.1.1)

kus ¢ tahistab otsitavat lahendit ja & mudeli parameetrivektorit. Kui # on teada, siis
paripidillesanne seisneb lahendi « leidmises.

Péérdiilesandes on olukord vastupidine. Olemas on mddtmisandmed vaéi siintee-
tilised andmed, mis kirjeldavad ststeemi lahendit, ning eesméark on nende pohjal
taastada mudeliparameetrid. Kéesolevas t66s tdhendab see adsorptsioonimudeli
parameetrite leidmist funktsiooni ¢(t) vaadeldud vaartuste pdhjal. Pé6érdulesanded
on sageli halvasti pUstitatud selles méttes, et lahend ei pruugi olla Gheselt maaratud
vOi vOib see olla vaga tundlik mddtevea suhtes [7, 8, 1].

Kui vaatlushetked on ¢4, ts, ..., txy ja méodetud andmed on yy, v, . .., yn, Siis saab
parameetrite maaramise tlesande kirjutada kujul

y; ~ g(t;;0), j=1,2,...,N, (2.1.2)

kus ¢(t; 8) on mudeli poolt ennustatud vastus ajahetkel ¢, kui parameetrivektor on 6.

2.2 Parameetrite hindamine vahimruutude meetodil

Péordilesannete lahendamine toimub labi vahimruutude meetodi. Selle idee on
valida selline parameetrivektor 6, mille korral mudeli poolt ennustatud vaartused
g(t;; 0) oleksid véimalikult Iahedased vaadeldud andmetele y;.



Defineerime jaagi ajahetkel ¢; valemiga

ri(0) = g(t;;0) — y;. (2.2.1)

Siis vahimruutude sihtfunktsioon on

J0) =370 =3 (g(t;:0) — )", (2.2.2)

N N
Jj=1 J=1

Siin

* N on mddtmispunktide arv,

* t; on j-s mootmisaeg,

* y; on moodetud voi stinteetiliselt genereeritud vaartus hetkel ¢;,
* g(t;;0) on mudeli vaartus samal ajahetkel,

* 0 on tundmatute parameetrite vektor.

Vahimruutude meetodi eesmark on lahendada optimeerimisiilesanne

0" = argmin J(0), (2.2.3)
6co

kus © on lubatud parameetrite hulk. Praktikas valitakse parameetritele sageli kitsen-
dused, naiteks positiivsusnéuded

0<a<l, kn, >0, 0<a<l,

sest need on mudeli fiUsikalise tAhenduse seisukohalt loomulikud.

Vahimruutude meetod on mittelineaarsete parameetrite hindamisel ks standardseid
lahenemisi. Kui mudel séltub parameetritest mittelineaarselt, siis sihtfunktsiooni
(2.2.2) miinimum leitakse tavaliselt numbriliste optimeerimismeetoditega [15, 1].

2.3 Caputo murruline tuletis

Murruline analliUs Uldistab klassikalise integraali ja tuletise mdisted mitte-taisarvulistele
vaartustele. Murruliste operaatorite definitsioonides esineb gammafunktsioon

[Na) = / e du, a >0, (2.3.1)
0



mis Uldistab faktoriaali: I'(n + 1) = n!igan € N U {0} korral.

Kaesolevas t66s kasutatakse Caputo tllpi murrulist tuletist, sest see vdimaldab
algtingimusi sGnastada taisarvuliste tuletiste kaudu, mis on rakenduste seisukohalt
mugavam kui Riemann—Liouville’i tuletis.

Olgu 0 < « < 1. Siis funktsiooni f Caputo murruline tuletis on defineeritud kui

C na _ 1 ! — AV dr
DL = fyma | U= o 232)
Uldisemalt, kui m — 1 < a < m, siis
“Dyf(t) = —F(ml_ o /0 (t—7)" =t f(7) dr. (2.3.3)

Caputo tuletise Uks tdhtsamaid omadusi on see, et konstantse funktsiooni murruline
tuletis on null:
“DrC = 0.

See on kooskodlas klassikalise diferentsiaalarvutusega ja lihtsustab algvaartusilesan-
nete kasitlemist [5, 16].

Uks Caputo definitsiooni eelistamise pdhjuseid Riemann—Liouville'i definitsiooni ees
on see, et Riemann—Liouville’i murruline tuletis konstantsest funktsioonist ei ole null:

t—Oé

Dfl=—
! I'l —a)

70,

mis on fldsikaliselt ebaloomulik. Lisaks tuleb Riemann—Liouville’i definitsiooniga
diferentsiaalvérrandite algtingimused anda murdintegraali 7™~ f(0) kaudu, mis ei ole
otseselt méddetav suurus. Caputo definitsiooni korral on algtingimused aga antud
taisarvuliste tuletiste kaudu.

2.4 Laplace’i teisendus

Laplace’i teisendus on oluline t6oriist diferentsiaalvorrandite lahendamisel, sest see
teisendab diferentsiaalvorrandi algebraliseks vorrandiks.

Funktsiooni f(t), mis on defineeritud vahemikus ¢ > 0, Laplace’i teisendus on defi-
neeritud valemiga

CLF(DY(s) = F(s) = /0 TR et (2.4.1)

kus s on kompleksne sagedusmuutuja ning integraal eksisteerib piisavalt suurte Re(s)
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vaartuste korral [17, 16]. Funktsiooni F'(s) nimetatakse funktsiooni f(¢) Laplace’i
kujutiseks.

Laplace’i teisendus on lineaarne:

L{crf(t) + cag(t)}(s) = c1F (s) + 2G(s). (2.4.2)

Tavalise n-ndat jarku tuletise Laplace’i teisendus on

n—1

L{FM ()} (s) = s"F(s) = Y _s"F f#)(0), (2.4.3)

mis voimaldab diferentsiaalvérrandid teisendada algebralisteks [17].

Caputo murrulise tuletise Laplace’i teisendus juhul m — 1 < o < m on [16, 5]

3

L{ODE ()} (s) = °F(s) — 3 2B (0). (2.4.4)

0

e
Il

Kui0 < a <1 (stm=1)ja f(0) =0, siis lihntsustub see kujule
LD f(t)}(s) = s“F(s). (2.4.5)

Just seda seost kasutatakse hiljem alampeatlkis 4.3 murrulise mudeli analttilisel
lahendamisel.

2.5 Mittag-Leffleri funktsioon

Murruliste diferentsiaalvérrandite lahendites esineb vaga sageli Mittag—Leffleri funkt-
sioon, mis mangib murrulises anallilsis sarnast rolli nagu eksponentfunktsioon
tavalistes diferentsiaalvorrandites.

Uheparameetriline Mittag—Leffleri funktsioon defineeritakse reaga

;Falﬁ—l a>0. (2.5.1)

See rida koondub kogu komplekstasandil iga « > 0 korral [6]. Kaheparameetriline
Mittag—Leffleri funktsioon on

Eap(2) =Y <, a>0,3>0. (2.5.2)



Kui oo = 1, siis saame tagasi eksponentfunktsiooni:

El(Z) = €.

Mittag—Leffleri funktsiooni oluline omadus on selle Laplace’i teisenduse paar. Kui
a > 0jak >0, siis kehtib

Safl

L{E.(—kt¥)}(s) = ik (2.5.3)
Uldisemalt, kaheparameetrilise Mittag—Leffleri funktsiooni korral kehtib
s h
L{PTE, s(At) }(s) = Y (2.5.4)

Valem (2.5.3) on erijuht 5 =1, A = —k [6, 16].

Mittag—Leffleri funktsioon ilmub loomulikult selliste murdvérrandite lahendites nagu

“Dig(t) = Mg(t),  g(0) = go, (2.5.5)

mille lahend on
9(t) = goEa(A?). (2.5.6)

See erijuht on oluline, sest see annab analidtilise kontrollpunkti murrulise mudeli
jaoks [6, 16, 5].

2.6 Caputo tuletise L1-diskretiseerimine

Murrulise adsorptsioonimudeli paripidiilesande numbriliseks lahendamiseks on vaja
Caputo tuletis diskretiseerida. Selleks kasutatakse L1-skeemi. [13, 19, 5].

Olgu ajavork Ghtlane:
t, = nh, n=20,1,..., N, (2.6.1)

kus h > 0 on ajasamm. Tuletame nild L1-skeemi Caputo tuletise definitsioonist. Kui
0 < a < 1, siis Caputo tuletis on antud kujul

€ pog(t) = ﬁ /0 (t—7)2g(r) dr. (2.6.2)

11



Huvitume selle vaartusest vorgupunktis ¢ = t,,. Siis

CDg(t,) = ﬁ / (ta — 1)/ (") dr. (2.6.3)

Jagame integraali alamvahemikeks [tx, tx+1], kKus k =0,1,...,n — 1:

D) = g X, 7 YO 26.4)

L1-skeemi pdhieeldus seisneb selles, et igal 16igul [t, ¢ 1] asendatakse taisarvuline
tuletis ¢'(7) selle 16igu 16pp-punktidest saadud jagatisega:

g'(r) ~ g(tk+1)h_ g(tk)7 T € [ty trs]- (2.6.5)

See tdhendab, et funktsiooni ¢ kasitletakse igal alamvahemikul lineaarselt interpolee-
rituna, mistottu tuletis on seal ligikaudu konstantne.

Asendades lahenduse (2.6.5) valemisse (2.6.4), saame

—_

“Dg(t,) ~

1 gltn) —g(te) [ .
I'(l—a) : h / (tp — 1) dr. (2.6.6)

0 Uk

i

Jaab Ule integraal

tet1
/ (t, — ) “dr.

lk

Antud integraali lahendamiseks leiame algfunktsiooni. Kuna 0 < « < 1, siis

/(tn A M ks i

l—«

Seega

[ [

173 1 - T=tg
_ l-a __ _ -«
_ (b = t) 7 = (i) (2.6.7)
11—«

Asendades saadud tulemuse tagasi valemisse (2.6.6), saame

n—1

“Dg(t,) ~

g(tkﬂ)h— 9te) (tn = 1) = (tn = te2) ™ 5 5 )

1
I'l—a) -«

k=0

12



Kasutame nlid seost
1-—a)l'(l—a)=T(2-a),

ning kirjutame

,_.

CD?,Q(UL) ~ F(zl_ a) g<tk+1)h_ g(tk) ((tn . tk)l—a . (tn . tk—i—l)l_a)‘ (269)
0

iy

Kuna vork on Ghtlane ja t; = jh, siis
tn —t = (n — k)h, tp —tksr = (n—k —1)h.
Seega
(tn = 1) = (t = i) ™ = B (0 = B)1 7 = (n = k= 1)),

Asendades selle valemisse (2.6.9), saame

n—1

o - 9(ter) —gte) 10 1—a -«
D)~ pp o W (T = =k )

- - ((n — k) —(n—k— 1)““) (9(trsr) — g(te)).
(2.6.10)

Saadud kuju on korrektne L1-skeem. Sageli teostatakse veel indeksivahetus, et
kaalud oleksid kirjutatud kasvava indeksi abil: Olgu

j=n—k—1

Siis, kui £k =0,0n j =n —1,jakui k =n —1,0n 5 = 0. Summat timber kirjutades
saame

-1

“Dgltn) ~ o Z G+D7 =37 (9ltay) — 9(ta—j-1)).  (2.6.11)
2 @)

Saadud tulemus (2.6.11) ongi Caputo tuletise L1-diskretisatsioon Uhtlasel ajavorgul.
Piisavalt siledate lahendite korral on L1-skeemi klassikaline veajark O(h?~2) [13,
19]. Murruliste algvaartustlesannete tadpilised lahendid kaituvad aga punkti ¢ = 0
l&heduses kui g(t) — g(0) ~ t~, mistottu lahendi esimene tuletis on ¢ = 0 l&heduses
singulaarne. Uhtlasel ajavérgul langeb sellistel mittesiledatel lahenditel L1-skeemi
koonduvusjark O(h*)-ni [18, 11]. Klassikalise jargu O(h*>~*) taastamiseks tuleks

13



kasutada graderitud ajavorku, kus sammud on nulli [Aheduses tihedamalt.
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Saadud tulemuses

* h on ajasamm,

* t, = nh on diskreetne ajahetk,

* a € (0,1) on murrulise tuletise jark,

* ¢(t,) on lahendi ligikaudne véaartus vérgupunktis ¢,,

* tegurid

on L1-skeemi kaalud.

Valemis (2.6.11) soltub uus vaartus koigist eelnevatest vaartustest ¢(to), g(t1), . . ., g(tn)-
See peegeldab murrulise tuletise mitte-lokaalset iseloomu ja tdhendab, et diskreetsel
kujul séilib sisteemi méluefekt.

Kui vaadeldav diferentsiaalvérrand on mittelineaarne, siis sisaldab diskreetne samm
tavaliselt suurust g(t¢,) mittelineaarsel kujul. Sellisel juhul ei saa uut vaartust otse
valemist avaldada, vaid tuleb igal ajasammul tuleb lahendada mittelineaarne skalaar-
ne vorrand. Just sellist lahenemist kasutatakse hiljem murrulise adsorptsioonimudeli
paripiditlesande lahendamisel.

2.7 Sunteetilised andmed ja veamudel

Arvutuskatsetes kasutatakse stinteetilisi andmeid. Selleks valitakse esmalt parameet-
rid 6;... ning lahendatakse paripidiilesanne. Saadud vaartusi

9(tj; Otrue)
kasitletakse ideaalsete andmetena.
Modtevea modelleerimiseks lisatakse neile mara:
Yi = g(tj; Orene) + €5, (2.7.1)
kus ¢, téhistab mirakomponenti. Mira on Ghtlaselt jaotunud 18igus [—4, J]:
ej ~U(=96,9),

kus 0 > 0 on mirataseme parameeter. Selline veamudel tagab, et hairitus on tdkesta-
tud (|e;| < 0 alati), mis lihtsustab pédrdilesande stabiilsuse analtiisi.

15



Seejarel leitakse vahimruutude meetodil hinnang 6* ja vorreldakse seda tegelike
parameetritega. Hindamise kvaliteeti moddetakse parameetri p suhtelise veaga

_ ‘ptrue B p*|

5, = -100%, (2.7.2)
|ptrue|

kus piwe ON parameetri tegelik vaartus ja p* selle hinnang. Selline lahenemine voi-
maldab hinnata, kui tundlik on parameetrite taastamine andmete murale [1, 8].

16



3 Fraktaalne adsorptsioonimudel

Mablema mudeli korral on otsitavaks funktsiooniks ¢(¢), mis kirjeldab adsorbeerunud
aine hulka ajahetkel t. Fraktaalse mudeli puhul on paripidiilesande eelis see, et
mitmel juhul on olemas analtdtiline lahend. Murrulise mudeli puhul tuleb Gldjuhul
paripiditlesanne lahendada numbriliselt ning alles seejarel saab moodustada va-
himruutude sihtfunktsiooni, mis teeb murrulise mudeli p66rdilesande arvutuslikult
kallimaks.

Kaesolevas peatlkis vaadeldakse fraktaalset pseudo-n-jarku adsorptsioonimudelit,
mis on klassikalise kineetilise mudeli Uldistus. Fraktaalse mudeli korral muudetakse
aja skaleeringut, kuid diferentsiaaloperaator jaéb taisarvuliseks tuletiseks. Alusartiklis
on vastav mudel esitatud vorrandina (8) [2].

3.1 Mudeli tuletus

Olgu ¢(t) adsorbeerunud aine hulk ajahetkel ¢ ja g. tasakaalu adsorptsioonimaht.
Klassikaline pseudo-n-jarku adsorptsioonivérrand on kujul

—_ :kn(ge—g(t))n. (3.1.1)
Siin k,, > 0 on Kineetiline konstant ja » on mudeli jarku maarav parameeter [10].

Fraktaalse mudeli korral eeldatakse, et protsess areneb mitte harilikus ajas ¢, vaid
fraktaalses ajas
£=t*, O<a<l. (3.1.2)

Seega kirjutatakse kineetiline seadus kujul

= k:n(ge — g(t))n. (3.1.3)

Rakendades liitfunktsiooni tuletise reeglid,

dg(t) _ dg(t) d(t*)

dt d(ta) dt’

ja kasutades seost

saame
= aknt* (g — g(1))". (3.1.4)

17



See ongi fraktaalne pseudo-n-jarku adsorptsioonivérrand. Kui a = 1, siis taandub
(3.1.4) tagasi klassikaliseks mudeliks (3.1.1).

3.2 Paripiditlesande analtitiline lahend

Eeldame algtingimust

g(0) = 0. (3.2.1)
Juhtn =1
Kui n = 1, siis vérrand (3.1.4) on
dfl—(tt) = akit" (g — g(t)). (3.2.2)

See on eraldatavate muutujatega vérrand

dg(t)

= akyt® ' dt.
Je — g(t) !

Integreerides mélemad pooled, saame
—In(ge — g(t)) = kit* + C.
Véttes mblemad vorrandi poole e astmeks ja kasutades algtingimust (3.2.1), jareldub

g(t) = g.(1 — e ™). (3.2.3)

Juhtn # 1

Kui n # 1, siis (3.1.4) annab

dg(t) R
(0 — gl M

Integreerides vasakut poolt asendusega v = g. — ¢(t) ja paremat poolt otse, saame

(ge — g(t)' ™"

p—— =kt + C.
Algtingimusest (3.2.1) jareldub
1-n
_ 9
¢= n—1



Seega
(9e = 9(t))' ™" = (n = Dkut* + 9.7

Parempoolsest avaldisest saab vélja tuua teguri g!—":
(ge —g()' ™" =g, 7" [1+ (n = V)kng 1] .
Avaldades siit g(t), saame

g(t) = g {1 — 1+ (0 — V)k,g "] f} . (3.2.4)

Tulemused (3.2.3) ja (3.2.4) annavad fraktaalse mudeli paripiditlesande lahendi.
Need langevad kokku alusartiklis toodud kujuga [2].

3.3 Markus mudeli olemuse kohta

Fraktaalse mudeli korral on vasakul pool endiselt taisarvuline tuletis %. Mittestandard-
ne kineetika tekib siin parempoolses liikmes oleva ajaséltuva kordaja at*~* kaudu.
Seetdttu jadb mudel lokaalseks ehk muutumise kiirus ajahetkel ¢ séltub ksnes sama
hetke vaartusest ¢(t) ja ajast t. See eristabki hetkel vaadeltavat fraktaalset mudelit hil-
jem kasitletavast murrulisest mudelist, kus Caputo tuletise téttu tekib mitte-lokaalsus
ja maluefekt [2].

Siinkohal on oluline markida, et vorrand (3.1.4) sisaldab kordajat at*~!, mis on
singulaarne punktis t = 0, kui a < 1, sest lim,_,o+ ' = +oo. Sellest hoolimata
on analtitilised lahendid (3.2.3) ja (3.2.4) regulaarsed kogu vahemikus [0, co) ning
rahuldavad algtingimust ¢(0) = 0. Seet6ttu tuleb diferentsiaalvérrandit (3.1.4) mdista
poolavatud vahemikus ¢ > 0, kusjuures algtingimus kehtib lahendi piirvaartuse kaudu
lim; o+ g(t) = 0.

3.4 Poordiulesande pustitus

Olgu antud médtmispunktid

t17t27"'7tN

ja neile vastavad vaadeldud vaartused

Yi,Y2, - - YN,

kus



To0s kasitletakse olukorda, kus n ja g. on teada ning hinnatakse parameetreid
0= (a,ky,). (3.4.2)

Siis mudeli vaartus punktis t; on
g(t;:0),

kus kasutatakse vastavalt kas valemit (3.2.3) voi (3.2.4).
Defineerime jaagid
ri(0) = g(t;;0) —y;,  j=12,...,N, (3.4.3)

ja vahimruutude funktsionaali

N N
J(0) = Z => (g(t;:0) —y;)". (3.4.4)

J=1

Péoérdilesanne seisneb sellise parameetrivektori leidmises, mille korral funktsionaal
(3.4.4) on minimaalne:
0* = argmin J(0), (3.4.5)
USS)
kus loomulikuks lubatud parameetrite hulgaks voib votta

©={(a,k,):0<a<1, k,>0}. (3.4.6)

Kui n = 1, siis mudeli valem on
g(t5;0) = ge(1— e M%), (3.4.7)

ning vahimruutude funktsionaal on

N
J(a, k) = Z ge 1—6 kit —yj)Q. (3.4.8)
7j=1

Kui n # 1, siis kasutatakse mudelit

9(t;:0) = ge {1 = [14 (n = Dkng?~'t5] 1”} : (3.4.9)

ning vastav funktsionaal on

— i [ge (1 — [1 4 (n = 1kng? 1] in) - yj}?. (3.4.10)

j=1
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Fraktaalse mudeli oluline eelis seisneb selles, et paripidiilesande lahendamine
taandub valemite (3.2.3) ja (3.2.4) otsesele vaartustamisele: iga ajahetke ¢, jaoks
saab ¢(t;) arvutada Uhe valemiga, ilma et oleks vaja lahendada diferentsiaalvérrandit
numbriliselt. Arvutuslik keerukus on seega O(1) punkti kohta ja O(V) kogu ajavérgu
kohta.
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4 Murruline adsorptsioonimudel

Klassikaline pseudo-n-jarku adsorptsioonimudel on kujul

d‘zi—gf) = kn(ge — g(t))n. (4.0.1)

Selle murruline Uldistus saadakse, kui vasakpoolne taisarvuline tuletis asendada
Caputo murrulise tuletisega jarku o € (0, 1):

Deg(t) = kn(ge —g(t))",  O<a<l. (4.0.2)
See ongi alusartikli vorrand (16) ning tahistus a on siin asendatud siimboliga « [2].

Mudelis

* ¢(t) on adsorbeerunud aine hulk ajahetkel ¢,
* g. on tasakaaluline adsorptsioonimaht,

* k, > 0 on kineetiline konstant,

* n.on mudeli jark,

« « on Caputo murrulise tuletise jark.

Eeldame algtingimust
g(0) = 0. (4.0.3)

4.1 Erijuhtn =1

Kui n = 1, siis vorrand (4.0.2) muutub lineaarseks:
“Dig(t) = ki(ge — g(t)). (4.1.1)
Kirjutame selle imber kujule

“Dfg(t) + kig(t) = kige. (4.1.2)

Rakendame Laplace’i teisendust. Caputo tuletise Laplace’i teisenduse definitsiooni
(2.4.4) kohaselt kehtib
L{EDRg(t)}(s) = s*G(s) — s*1g(0).
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Kuna ¢(0) = 0, saame vorrandist (4.1.2)

s“G(s) + k1G(s) = klsge.
Seega
klge
- . 4.1.
G(s) s(s® + ky) (4.1.3)
Seda saab kirjutada kujul
1 51
Gls) = g (g e —i—k1> '
Kasutades Mittag—Leffleri funktsiooni Laplace’i paari (2.5.3)
Safl
E(—kit® =
L{E(hit*)} ) =
saame podrdteisenduse tulemusena
9(t) = ge(1 — Ea(—Fkat®)). (4.1.4)

See langeb kokku alusartiklis antud pseudo-esimest jarku murrulise kineetika lahen-
diga [2].

Kui o = 1, siis kehtib £, (—kt) = e7™* ning (4.1.4) taandub klassikaliseks lahendiks

g(t) = g (1 —e ™).

4.2 Uldjuhtn > 1

Kui n > 1, siis vdrrand (4.0.2) on mittelineaarne murd-diferentsiaalvérrand

“Dig(t) = kn(ge —g(t))",  g(0)=0. (4.2.1)

Erinevalt fraktaalsest mudelist ei ole siin Uldjuhul véimalik lahendit suletud kujul
avaldada. Alusartiklis on naidatud, et juhu n = 2 korral saab lahendit arendada ast-
mereaks, kuid Uldisema pboérdilesande ja numbriliste katsete jaoks on otstarbekam
kasutada numbrilist lahendamist [2].

Uldjuhu (4.2.1) lahendamiseks kasutatakse L1-diskretisatsiooni.
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4.3 L1-skeemi rakendamine

Olgu ajavork Ghtlane:
t,, = mbh, m=0,1,..., M, (4.3.1)

kus h > 0 on ajasamm. L1-skeemi jargi ligikaudistatakse Caputo tuletist punktis ¢,,
jargnevalt

CDtag(tm) ~ —h,o‘ Z((] + 1)1—(1 - jl_a) (gm —j — 9m—j— 1) (432)

kus tahistus
Im ~ g(tm)

margib lahendi ligikaudset vaartust vorgupunkitis ,,,.

Asendades (4.3.2) vorrandisse (4.2.1), saame

e G o g ) = o0 (439
=0

Téstame summast vélja likme j = 0. Kuna

(1)1701 - Olfa — 1’

saame
1 m—1
I‘(Q _ Oé)ha — Om— 1 + ; j + 1 )(gm j gmqu) = kn(ge — gm)n
(4.3.4)
Korrutades mdlemad pooled teguriga I'(2 — «)h®, jduame kujuni
~ m-— 1+Z (G+1)° ) (g = Gmj—1) = D2 — )Wk (ge — gm)". (4.3.5)

Seega tuleb igal ajasammul lahendada mittelineaarne skalaarne vérrand tundmatu
gm Suhtes:

gm =T 2= a)hn(ge = gm)" = gm—1— > ((G+1)"*=5"%) (9m=j — gm—j—1)- (4.3.6)



Just sellist tadpi sammvadrrandit kasutatakse hiljem koodis paripiditlesande lahenda-
miseks.

Arvutuslik protseduur

Tahistame mugavuse huvides

1
I'2—a)h>

ning defineerime igal sammul m ajaloo summa
Hm = bj (gm—j - gm—j—l)a (437)
j=1

kus b; = (j 4+ 1)~ — j=* on L1 kaalud. Summa H,, sisaldab ainult varem arvutatud
vaartusi go, 91, - - -, gm_1, S€€QA 0N see igal sammul teada suurus. Esimesel sammul
(m=1)on H; =0, sest summa on tuhi.

Vérrandi (4.3.6) saab nldd kirjutada kujul: otsitakse selline x = g,,, et
F(z) = A(z = gm-1 + Hp) — knlge — )" = 0. (4.3.8)
Funktsiooni F' omadused on jargmised:

* kui x =0, siis F'(0) = A(—gm-1 + Hn) — kn, g7; kOigis kéesolevas t66s teostatud
arvutuskatsetes oli £'(0) < 0;

* kui z = g., Siis F'(g.) = A(ge — gm-1 + Hpn) > 0, sest lahend on monotoonselt
kasvav ja A > 0;

« Fon pidev ja rangelt kasvav 16igul [0, ¢.], sest selle tuletis on
F'(z) = A+nk,(g.—2)" >0 igaz € [0,g.), (4.3.9)
kuna A>0,k,>0,n>1jag.—x>0.

Kuna F on rangelt kasvav, saab vérrandil F(z) = 0 I6igus [0, ¢.] olla kdige rohkem
uks lahend.

Arvutuskatsetes kontrolliti igal sammul margimuutust 16igul [0, ¢.]. Koigis t66s ka-
sutatud parameetrikombinatsioonides kehtis F(0) < 0 ja F(g.) > 0, mistottu oli
poolitusmeetod rakendatav ning andis Gheselt maaratud lahendi fldsikaliselt lubatud
vahemikus.
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Algoritm (L1-skeem).

1. Sisend: parameetrid «, k,, n, g.; ajavork tg, t1, ..., ty Sammuga h; algtingimus
go = 0.

2. Arvutatakse eeltegur A = 1/(T'(2 — ) h*) ja L1 kaalud b; = (j + 1)} — j1@
kbigi j =0,1,..., M — 1 jaoks.

3. Tsukkel lle ajasammude m =1,2,..., M:
(a) arvutatakse ajaloo summa H,, valemiga (4.3.7), kasutades varem leitud
vaartusi go, ..., Gm—1;
(b) defineeritakse funktsioon F(z) = A(z — gm—1 + Hm) — kn(ge — )"

(c) leitakse g,, poolitusmeetodiga I6igul [0, ¢.], lahendades vorrandi F(z) = 0
etteantud tapsusega;

(d) karbitakse tulemus fliisikalistesse piiridesse: g,,, +— max (0, min (g, ge))-

4. Valjund: lahendi vaartused go, g1, - -, gu-

Oluline on réhutada, et sammu 3(a) arvutuslik keerukus kasvab lineaarselt: sammul m
tuleb summeerida m — 1 lidetavat. Kogu lahenduse arvutamine nduab seega O(M?)
operatsiooni. See on oluliselt kallim kui fraktaalse mudeli analttiline valem, mille
vaartustamine thes punktis on O(1). Siin tahistab M + 1 péripidillesande lahenda-
miseks kasutatud ajavorgu punktide arvu. Pé6rdilesandes kasutatud vaatluspunktide
arv N voib olla sama véi sellest erinev. Kasutati M = 3000 ajasammu (st M +1 = 3001
vorgupunkti), mis tagas piisava tdpsuse (vt veajarku O(h?~*) alampeatiikis 2.6) ning
maistliku arvutusaja.

4.4 Poordiulesande pustitus

Olgu antud médtmispunktid

tl,tg,...,tN

ja neile vastavad vaadeldud vaartused

Y1,Y2, -+ - YN,

kus
y; ~ g(t;), j=1,2...,N. (4.4.1)
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Defineerime jaagid
ri(0) = g(t;:0) —y;,  j=1,2,...,N, (4.4.2)

kus g(t;;0) saadakse:

* valemist (4.1.4), kuin = 1;

» L1-skeemi abil lahendatud diskreetse paripidililesande kaudu, kui n > 1.

Vahimruutude funktsionaal on

N
=> (g(t;:0) — er . (4.4.3)

j=1

Pddrdilesanne seisneb sellise parameetrivektori leidmises, mille korral (4.4.3) on
minimaalne:
0* = argmin J(0), (4.4.4)
0cO
kus loomulikuks lubatud parameetrite hulgaks vaib votta

O ={(a,kn):0< <1, k, >0} (4.4.5)

Kui n = 1, siis mudeli vaartus on analiutiliselt antud:
g(tj;a ki) = ge(1 = Ea(—katf)), (4.4.6)

ning vahimruutude funktsionaal on

N
J(a k) = (ge —kit9)) — ;)" (4.4.7)

Jj=1

Kui n > 1, siis mudeli vaartus ¢(¢;; a, k,,) leitakse kdigepealt numbriliselt, lahendades
samm-sammult vorrandi (4.3.6) ehk iga optimeerimissamm eelab esmalt numbrilist
lahendamist.

4.5 Numbriliste katsete metoodika
Péripiditlesande lahendamiseks vaadeldi ajavahemikku
€ [0,T],
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kus l6pphetkeks valiti 7 = 10. Ajavahemik diskretiseeriti Uhtlase sammuga vorguks
tm = mh, m=20,1,..., M,

kus h = L on ajasamm ja M on ajasammude arv. Siinteetilised méotmised generee-
riti samadel vorgupunktidel, mistéttu on vaatluspunktide arv N = M + 1 = 3001. See
valik tagab murrulise mudeli L1-skeemi jaoks piisava tapsuse ( 4.5.6) ning tulemuste
otsese vorreldavuse mudelite vahel.

4.5.1 Sinteetiliste andmete genereerimine

Eksperimentides kasutati stunteetilisi andmeid, mis genereeriti mudeli lahendi pohjal.
Olgu ¢*(t) mudeli lahend tegelike parameetrite 6* korral. M66teandmed konstrueeriti
kujul

yi = g"(t:) + &,
kus ¢; on juhuslik mira.

Juhuslike arvude genereerimisel kasutati fikseeritud algseadistust, et tagada tule-
muste taastatavus.

Oluline piirang on see, et stinteetilised andmed genereeriti sama mudeliklassi pdh-
jal, mille parameetreid hiljem hinnati. Seetottu kontrollivad katsed eelkdige p66rd-
tlesande arvutusliku lahendamise korrektsust antud mudeliraamistiku sees, mitte
mudeli véimet kirjeldada s6ltumatuid eksperimentaalseid andmeid. Numbrilise p66rd-
tlesande kirjanduses nimetatakse sellist ohtu sageli pddrdilesande liiga soodsaks
testimiseks.

4.5.2 Parameetrite valik

Sinteetiliste andmete genereerimiseks tuleb valida tegelikud parameetrid 6;,,., mille
pdhjal arvutatakse mudelilahend. Valik peab rahuldama kahte nduet: parameetrid
peavad kuuluma flUsikaliselt lubatud piirkonda ning asuma selle piirkonna siseosas
(mitte piiridel).

Tasakaaluline adsorptsioonimaht valiti g. = 1,0. See on sobiv valik, sest mudeli
valemites esineb ¢, alati kordajana, siis vdib Uldisust kaotamata fikseerida g. = 1 ja
télgendada ¢(t) kui adsorbeerunud aine suhtelist hulka.
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Fraktaalse mudeli korral (vorrand (3.1.4)) valiti tegelikeks parameetriteks
Qtrue = 0777 ktrue = 079

Parameeter a = 0,7 asub lubatud vahemiku (0, 1] siseosas. Adrejuht a = 1 taandaks
mudeli klassikaliseks. Vaga vaikesed vaartused (a < 1) tekitaksid numbriliselt raskusi,
kuna kordaja at*' muutub singulaarseks punktis ¢ = 0. V&artus a = 0,7 valdib
molemat &arejuhtu. Kineetiline konstant £ = 0,9 on mé6duka suurusega positiivne
arv, mis tagab, et lahendikdver on selgelt eristatav nii nullist kui tasakaaluvaartusest
vaadeldavas ajavahemikus [0, 10].

Murrulise mudeli korral (vorrand (4.0.2)) valiti
Atrue = 0787 ktrue = 1a0

Parameeter o = 0,8 asub lubatud vahemiku (0, 1) siseosas. A&rejuht o — 1 taandaks
Caputo tuletise taisarvuliseks tuletiseks ning darejuht o — 0 muudaks lahendi kaitu-
mise kvalitatiivselt erinevaks ning piirvadartus on matemaatiliselt mittetriviaalne [5].
Vaartus o = 0,8 on piisavalt kaugel mélemast piirist. Kineetiline konstant £ = 1,0 on
valitud sarnastel kaalutlustel nagu fraktaalse mudeli korral.

Kahe mudeli tegelikud parameetrid on teadlikult valitud erinevaks (a # «, kgaxtaaime 7
kmuwraline), €1 tulemused ei s6ltuks parameetrite juhuslikust kokkusobivusest.

Mdlema mudeli korral loeti tundmatuteks parameetriteks ainult (a, k,,) (fraktaalne) voi
(e, ky,) (murruline). Parameetri g, fikseerimine vahendab parameetritevahelist korrelat-
siooni ning parandab pdérdilesande stabiilsust. Seetdttu kasitletakse pédrdilesande
lihtsustatud varianti; kui ka g. oleks tundmatu, oleks parameetrite eristamine Gldjuhul
keerulisem. Mudeli jarke testiti vaartustega n = 1, 2, 3 fraktaalse mudeli korral ning
n = 2,3 murrulise mudeli korral.

Optimeerimise algvaartusteks valiti parameetrite tegelikest vaartustest ménevorra eri-
nevad vaartused (naiteks ay = 0,8 ja ko = 1,0 fraktaalse mudeli korral), et kontrollida,
kas optimeerija leiab diged parameetrid ka siis, kui algldhenend ei ole tapne.

4.5.3 Mudelivalik

Erijuhuna véib pddrdilesandes olla tundmatuks ka mudeli struktuuriparameeter,
mis maarab mudeli kvalitatiivse kaitumise. Selliseks parameetriks on mudeli jark n,
mis kirjeldab adsorptsiooni mittelineaarsuse astet. Kui n vaartus ei ole ette teada,
muutub llesanne mudelivaliku iilesandeks (ingl model selection) [4, 1]. Uks levinud
lahenemine on lahendada p6érdilesanne eraldi iga -n korral ning valida see n, mille
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korral sihtfunktsiooni (2.2.2) optimaalne vaartus on vaikseim:

n* = argminJ(6*(n)), (4.5.1)
nes
kus S on kandidaatvaartuste hulk (néiteks S = {1,2,3,4,5}) ja 0*(n) tahistab iga
konkreetse n korral leitud optimaalseid parameetreid.

Mudelivaliku katsetes lahendati pd6rdilesanne eraldi iga kandidaatvaartuse n €
{1,2,3,4,5} korral ning valiti see n, mille korral sihtfunktsiooni vaartus oli vaikseim.
Iga kandidaadi korral hinnati parameetrid (qa, k,,) (fraktaalne) voi (o, k,,) (murruline)
samamoodi nagu fikseeritud n korral.

4.5.4 Poordilesande lahendamine

Parameetrite maaramiseks kasutati vahimruutude meetodit, mille korral minimeeriti
funktsionaali

Mz

tzae _yz

=1

Optimeerimislilesanne lahendati SciPy [20] funktsiooniga least_squares, mis ka-
sutab usalduspiirkonna peegeldavmeetodit (ingl trust-region-reflective, TRF) [3, 15].
Iga iteratsiooni korral arvutati paripiditlesande lahend antud parameetrite vaartuste
korral.

Parameetritele seati fulsikaliselt pohjendatud kitsendused: 0 < a < 1 (v0i 0 < a < 1)
ja k, > 0.

4.5.5 Koonduvus ja tapsus

Optimeerimisprotsess ldpetati, kui muutused funktsionaali vaartuses, parameetrites
vOi gradiendis muutusid piisavalt vaikesteks. Fraktaalse mudeli korral kasutati vaike-
tolerantse. Murrulise mudeli korral seati rangemad tolerantsid ftol = xtol = gtol =
10710, et tagada piisav tapsus ka juhul, kui péripiditilesande numbriline lahendami-
ne sisaldab diskretisatsiooniviga. Saadud parameetrite hinnanguid vdrreldi tegelike
vaartustega, et hinnata pé6érdilesande lahendamise tapsust.
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45.6 L1-skeemi numbriline valideerimine

Kuna murrulise mudeli péérdulesanne kasutab L1-skeemi sisemise lahendajana, on
oluline kontrollida, et diskretisatsiooniviga ei moonutaks parameetrite hinnanguid.
Selleks kasutati erijuhtu n = 1, mille korral on olemas analiittiline lahend (4.1.4). L1-
skeemiga arvutatud lahendeid parameetritega oo = 0,8, k; = 1,0, g. = 1,0, ¢ € [0, 10]
vorreldi analtdtilise Mittag—Leffleri lahendiga erinevate ajasammude h korral.

Tulemused naitasid, et maksimaalne viga kahaneb sammuga vérdeliselt 22, mis
vastab jargule O(h®). See ei vasta siledate lahendite teoreetilisele jargule O(h*~*) =
O(h'?), kuid on taielikus kooskdlas tilpilise FDE-lahendi mittesileduse méjuga:
analldtilise lahendi g(t) = g.(1— E.(—k:t*)) Mittag—Leffleri funktsiooni reaarendusest
(4.1.4) jareldub

g€ kl 1o . +
g(t) ot t kuit — 0", (4.5.2)

mistéttu ¢'(t) ~ t*~* on punkti ¢ = 0 lAheduses singulaarne. Stynes et al. tulemuse

[18] kohaselt langeb sellistel lahenditel L1-skeemi Uhtlasel ajavérgul koonduvusjark
tapselt O(h®)-ni, mis on kooskdlas kdesoleva eksperimendi tulemustega.

Katsetes kasutatud N = 3001 korral (h =~ 0,0033) oli maksimaalne diskretisatsioonivi-
ga suurusjargus 2 x 1073, mis on tunduvalt vaiksem koigist testitud miratasemetest.

4.5.7 Statistiline valideerimine

Pdordilesande tulemuste statistilise usaldusvaarsuse kontrollimiseks korrati katseid
erinevate juhuslike algseadistustega. Mélema mudeli korral teostati iga (n, ) kom-
binatsiooni jaoks 20 kordust. Mudeli jargu tuvastamise katsetes (jaotis 5.4) kasutati
fraktaalse mudeli korral samuti 20 realisatsiooni, kuid murrulise mudeli korral piirdu-
ti arvutusliku keerukuse tottu 10 realisatsiooniga. Tulemuste esitamisel on toodud
suhteliste vigade keskmine ja standardhalve.
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5 Tulemused

5.1 Fraktaalne mudel: vorrand (8)

Fraktaalse mudeli pd6rdulesande jaoks valiti tegelikeks parameetriteks (valikut on
pdhjendatud alampeattkis 4.5.2)

Qtrue = Oa7a ktrue = 0797 Je = 170

Parameetrit g. hoiti fikseerituna ning hinnati ainult parameetreid a ja k,. Kuna fraktaal-
se mudeli paripiditlesande lahend on analtutiliselt antud valemitega (3.2.3) ja (3.2.4),
siis on iga optimeerimissamm arvutuslikult vdga odav. Katsetati kolme erinevat jar-
ku (n = 1,2,3) ning kolme mirataset (6 = 0,01; 0,05; 0,10) ehk kokku Uheksa
kombinatsiooni.

Koigi Uheksa kombinatsiooni korral koondus optimeerimisprotsess edukalt iga reali-
satsiooni korral. Tabelis 1 on esitatud suhteliste vigade keskmised ja standardhalbed
20 mura realisatsiooni Ule. Vaikse mira korral (§ = 0,01) jaadvad keskmised suhtelised
vead alla 0,1%. Mira suurenedes kasvavad vead moddukalt: taseme § = 0,10 korral
jadvad suhtelised vead jarkude n = 2 ja n = 3 korral alla 1%. Erandiks on juht n = 1,
0 = 0,10, kus parameetri a keskmine viga on 3,7% — see voib olla tingitud juhust n = 1
lahendikdvera kujust, mis on parameetri a suhtes vahem tundlik suurte ¢ vaartuste
juures. Katsetes ei ilmnenud, et mudeli jark n tekitaks iseenesest ebastabiilsust ja
vigade kasv oli eeskatt seotud mirataseme suurenemisega.

Tabel 1: Fraktaalse mudeli, vérrandi (8), péérdilesande tulemused (N = 3001).
Tegelikud parameetrid: aqwe = 0,7, kywe = 0,9, g = 1,0. Suhtelised vead on esitatud
kujul keskmine + standardhalve 20 mura realisatsiooni Ule.

S

§ Ot o (%)

J(6%)

0,01
0,05
0,10
0,01
0,05
0,10
0,01
0,05
0,10

WWwWww PN ===

0,06 + 0,04
0,77 £ 0,36
3,67 +0,67

0,06 =+ 0,04
0,28 & 0,22
0,56 = 0,44
0,07 £ 0,05
0,34 £ 0,26
0,69 = 0,52

0,05 & 0,03
0,26 £ 0,18
0,58 == 0,45

0,07 & 0,05
0,37 £ 0,24
0,75 £ 0,48
0,10 £ 0,06
0,48 £ 0,30
0,97 & 0,60

4,9 x 1072
1,1 x 10°
4.1 x 10°
4,9 x 1072
1,3 x 10°
5,0 x 10°
5,0 x 1072
1,2 x 10°
4.9 x 10°

Neid tulemusi illustreerib joonis 1, kus on kujutatud kodigi Uheksa katse miraga
sUnteetilised andmed, tegelik mudel ja sobitatud mudel. Veergude kaupa on naha,
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kuidas suurenev miratase muudab andmeid tha hajusamaks, samas kui sobitatud
mudel jaab tegeliku mudeli I1&hedale. Ridade kaupa on néha, et mudeli jark n muudab
lahendikdvera kuju, kuid pdoérdilesande lahendamine toimib kdigi jarkude korral
korrektselt.

Vorrand (8): fraktaalne mudel (N = 3001)

miraga andmed — tegelik mudel = = sobitatud mudel

n=1, 6§=0.01 n=1, 6=0.05

g(t)

n=2 6=0.01 n=2, 6=0.05 n=2 56=01

n=3, 6=0.01 n=3, 6=0.05 n=3, 6=0.1

Joonis 1: Fraktaalse mudeli, vérrandi (8), pé6rdilesande tulemused kaigi testitud »
ja 6 kombinatsioonide korral. Sinised punktid — miraga slnteetilised andmed, puna-
ne joon — tegelik mudel, roheline kriipsjoon — sobitatud mudel. Igas alamjoonises
on toodud suhtelised vead ¢, ja 6.

5.2 Murruline mudel: vorrand (16)

Murrulise mudeli p6érdilesande jaoks valiti tegelikeks parameetriteks (vt jaotis 4.5.2)
atrue - 0787 ktrue - 1707 n 6 {27 3}’ ge - 1707 g(o) = 0

Péripiditlesanne lahendati L1-skeemiga. Sarnaselt eelmise jaotisega hinnati ainult
parameetreid « ja k,,, hoides g, fikseerituna. Katsetati jarke n = 2 ja n = 3 ning kolme
murataset, kokku kuus kombinatsiooni.
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Kadigis kuues kombinatsioonis koondus optimeerimisprotsess edukalt iga realisat-
siooni korral. Tabelis 2 esitatud tulemused naitavad, et ka murrulise mudeli korral
on vaikese mira juures (6 = 0,01) suhtelised vead alla 0,3%. Suurema mdra korral
(6 = 0,10) ulatuvad parameetri k, keskmised vead kuni 2,1%, mis on margatavalt
suurem kui fraktaalse mudeli vastavad vead samal miratasemel. See erinevus on
osaliselt tingitud sellest, et murrulise mudeli L1-skeem toob sisse taiendava diskreti-
satsioonivea, mida fraktaalse mudeli analtdtiline lahend ei sisalda.

Tabel 2: Murrulise mudeli, vorrandi (16), péérdilesande tulemused (N = 3001).
Tegelikud parameetrid: a;,ue = 0,8, kirue = 1,0, g. = 1,0. Suhtelised vead on esitatud
kujul keskmine + standardhélve 20 mura realisatsiooni Ule.

n 0 daxto (%) oto (%) J(0%)
0,01 0,06+0,03 0,164+0,09 5,0 x 1072
0,05 0,30+0,16 0,794+043 1,2 x 10°
0,10 0,614+0,32 1,5840,88 4,9 x 10°

0,01 0,0840,04 0214011 5,0 x 102
0,05 0,39+0,20 1,04+056 1,2x 10°
0,10 0,79+0,42 2,10+£1,12 4,9 x 10°

WwWwwmMPNDDND

Joonisel 2 on esitatud kodigi kuue katse tulemused. Sarnaselt fraktaalse mudeliga
jaéb sobitatud mudel kdigil juhtudel tegeliku mudeli lahedale, kuigi tabelite 1 ja 2 kvan-
titatiivne vordlus naitab, et murrulise mudeli parameetrite hinnangud on keskmiselt
veidi vahem tapsed.

Oluline on markida, et murrulise mudeli korral on iga sihtfunktsiooni vaartustamine ar-
vutuslikult oluliselt kallim, sest see eeldab L1-skeemiga paripidillesande lahendamist.
Katsetes kasutatud N = 3001 vérgupunktiga lahendamine vottis iga parameetri-
kombinatsiooni jaoks suurusjargus kimme sekundit, samas kui fraktaalse mudeli
analtutiline otsene lahend véimaldas kogu optimeerimise 1abi viia alla sekundi.
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n=2, 6§=0.01

Vorrand (16): murruline mudel (N = 3001)

miraga andmed = tegelik mudel = = sobitatud mudel

n=2, 6=0.05

n=2,6=0.1

n=3, 6=0.01

n=3, 6=0.05

n=3, 6=0.1

Joonis 2: Murrulise mudeli, vorrandi (16), pé6rdilesande tulemused koigi testitud »
ja ¢ kombinatsioonide korral. Sinised punktid — miraga slnteetilised andmed, puna-
ne joon — tegelik mudel, roheline kriipsjoon — sobitatud mudel. Igas alamjoonises
on toodud suhtelised vead 4, ja Jy.

5.3 Mudelite vordlus ja miuratundlikkus

Kahe mudeli tulemuste vordlemiseks on tabelis 3 kdrvutatud keskmised suhtelised
vead juhtudel, kus mdélema mudeli jaoks on tulemused olemas, st jarkude n = 2
ja n = 3 korral. Mélema mudeli tulemused péhinevad samal andmepunktide arvul
N = 3001, mis tagab tulemuste otsese vdrreldavuse.

Tabel 3: Fraktaalse ja murrulise mudeli keskmiste suhteliste vigade vordlus (%).
Maolemad mudelid kasutavad N = 3001 vérgupunkii.

Vérrand (8)

Vérrand (16)

n_ 0 0, (%) 0k (%) da (%) Ok (%)
2 0,01 0,06 0,07 0,06 0,16
2 005 028 037 030 0,79
2 0,10 056 0,75 0,61 1,58
3 0,01 0,0/ 0,10 0,08 0,21
3 005 034 048 039 1,04
3 0,10 1069 097 0,79 2,10

Tabelist 3 jareldub mitu tahelepanuvaarset asja. Esiteks, vaikse mura korral (6 = 0,01)
annavad molemad mudelid parameetrite hinnangud, mille keskmine suhteline viga
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on alla 0,3%. Seega on mélema mudeli pdérdilesanne hésti lahendatav, kui andmete
kvaliteet on korge.

Teiseks, mirataseme kasvades ilmneb, et fraktaalse mudeli parameetrite hinnangud
on keskmiselt veidi tdpsemad kui murrulise mudeli omad. Seda tulemust ei tuleks
télgendada murrulise mudeli ndrkusena, sest vordluses erinevad nii paripiditlesan-
de lahendamise viis kui ka valitud parameetrireziimid. Erinevuse peamine pdhjus
seisneb tdenaoliselt selles, et fraktaalse mudeli paripiditilesanne lahendatakse ana-
lGGtiliselt (valemid (3.2.3) ja (3.2.4)), mistdttu parameetrite hindamisvead tulenevad
ainult andmete marast. Murrulise mudeli korral lisandub andmemrale ka L1-skeemi
diskretisatsiooniviga, mis summaarselt suurendab parameetrite hinnangute ebatép-
sust.

Kolmandaks, parameetri k,, vead on murrulise mudeli korral stiistemaatiliselt suure-
mad kui parameetri o vead. See viitab sellele, et kineetilise konstandi hindamine on
murrulise mudeli puhul tundlikum kui murrulise tuletise jargu hindamine.

Neid erinevusi illustreerib joonis 3, kus on kujutatud sobituse viga g (t) — Girue(t)
funktsioonina ajast ¢t mélema mudeli ja mdélema jargu korral. Tuleb réhutada, et
joonisel ei ole kujutatud mddteandmete jadke, vaid taastatud mudelikovera halvet
tegelikust miravabast lahendist.

Sobituse viga erinevatel miiratasemetel (N = 3001)

Vérrand (8), n = 2 Vérrand (8), n = 3

= 56 =0.01
h 0.0000 -

5=0.05 |

0.0000

- 0=0.1

—0.0005 - —0.0005 -

g_true(t)

|
} —0.0010 - —0.0010 1

fit(t)

o —0.0015 —0.0015 1
— 5 = 0.01
-0.0020 4 6=0.05
—_— 6=0.1

—0.0020 4

Vérrand (16), n = 2 Vérrand (16), n = 3

0.00025 -

0.00000 A 0.0000

. —0.00025 1
=)

7]
2 —0.00050 1 —0.0005 1

o
I —0.00075 4

= -0.0010 §

&, —0.00100 A
o

—0.00125 A

—0.00150 A

-0.00175 {__

= 0 =0.01
6 =0.05
— 56=0.1

10

—0.00151

= 6 =0.01
6=0.05
— 6=0.1

o

.

10

Joonis 3: Sobituse viga gac(t) — guue(t) erinevatel miiratasemetel. Ulemine rida:

vorrand (8); alumine rida: vérrand (16). Vasakul: n = 2; paremal: n = 3.

36




5.4 Mudeli jargu » tuvastamine

Eelnevates peatlikkides eeldati, et mudeli jark n on ette teada. Praktikas ei pruugi
see aga nii olla. Adsorptsiooniprotsessi jark tuleb sageli samuti andmete pdhjal maa-
rata. Kdesolevas alampeatikis uuritakse, kas n on véimalik tuvastada mudelivaliku
lAhenemisega (4.5.1), kus pbéoérdilesanne lahendatakse eraldi iga kandidaatvaartuse
n € {1,2,3,4,5} korral ning valitakse see n, mille juures sihtfunktsiooni optimaalne
vaartus on vaikseim ehk lahendatakse taisarvuline optimeerimistlesanne.

Sarnaselt parameetrite hindamisega jaotistes 5.1-5.2 korrati mudelivalikut mitme mu-
ra realisatsiooni Ule, et hinnata tuvastamise usaldusvaérsust statistiliselt. Fraktaalse
mudeli korral kasutati 20 realisatsiooni iga (n:.., 9) kombinatsiooni kohta; murrulise
mudeli korral 10 realisatsiooni.

Fraktaalne mudel

Fraktaalse mudeli korral kasutati samu tegelikke parameetreid nagu jaotises 5.1.
Tabelis 4 on esitatud dige jargu tuvastamise edukuse maar 20 mura realisatsiooni
ule.

Tabel 4: Fraktaalse mudeli jargu n tuvastamise edukuse maar tle 20 realisatsiooni.

Ntrue 0 Edukuse maar
1 0,01 20/20 (100%)
0,05 20/20 (100%
0,10 20/20 (100%

(

(
0,01  20/20 (100%
0,05 20/20 (100%
0,10 20/20 (100%

(

(

(

0,01 20/20 (100%
0,05 20/20 (100%
0,10 20/20

WwWww MNP - —
— O ' " " ~— ~— ~—

100%

Kdigis Uheksas konfiguratsioonis tuvastati dige jark n iga realisatsiooni korral. See
naitab, et fraktaalse mudeli korral on mudelivalik vadga usaldusvaarne isegi suurima
testitud mura korral (6 = 0,10).

Murruline mudel

Murrulise mudeli korral kasutati parameetreid a;ne = 0,8, ke = 1,0, g = 1,0.
Tabelis 5 on esitatud edukuse méar Ule 10 realisatsiooni.
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Tabel 5: Murrulise mudeli jargu n tuvastamise edukuse maar tle 10 mira realisat-

siooni.

Nitrue ) Edukuse maar
2 0,001 10/10 (100%)
2 0,05 10/10 (100%)
2 0,10 9/10 (90%)
3 0,001 10/10 (100%)
3 0,05 10/10 (100%)
3 0,10 6/10(60%)

Vaikese miira korral (§ < 0,05) tuvastati dige jark kéigil kordadel. Suurima mira korral
(0 = 0,10) langes edukuse maar margatavalt: juhul n.,. = 2 ebadnnestus tuvastamine
10% juhtudest ning juhul n... = 3 koguni 40% juhtudest. Need ebadnnestumised on
tingitud sellest, et suurel miratasel muutub sihtfunktsiooni maastik naaberjarkude
vahel nii lamedaks, et juhuslikud mira realisatsioonid vdivad kallutada miinimumi vale
kandidaadi kasuks. Mdlemal juhul valiti ebadnnestumise korral naaberjark: n* = 3
tegeliku n = 2 asemel ja n* = 2 tegeliku n = 3 asemel.
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6 Kokkuvote

Ké&esoleva bakalaureusetd6 eesmark oli uurida fraktaalse ja murrulise adsorptsiooni-
mudeli pé6érdilesannete lahendamist stinteetiliste andmete pdhjal. MGlema mudeli
korral genereeriti teadaolevate parameetritega mudelilahend, lisati kontrollitud mara
ning taastati parameetrid vahimruutude meetodil. Katsete usaldusvaéarsuse taga-
miseks kasutati mélema mudeli jaoks sama andmepunktide arvu (N = 3001) ning
tulemusi valideeriti Gle mitme mura realisatsiooni.

Fraktaalse mudeli korral testiti jarke n = 1,2, 3 ning kolme murataset. Kdigi Uhek-
sa kombinatsiooni puhul koondus pédrdilesanne edukalt; vaikse mira korral jaid
keskmised suhtelised vead alla 0,1%.

Murrulise mudeli korral testiti jarke n = 2,3 samade miratasemete juures. Ka siin
koondusid kdik kuus kombinatsiooni edukalt iga realisatsiooni korral. Keskmised
suhtelised vead olid aga mdénevdrra suuremad kui fraktaalse mudeli korral. See
erinevus on peamiselt tingitud L1-skeemi diskretisatsiooniveast, mida fraktaalse
mudeli analtGtiline lahend ei sisalda.

Lisaks uuriti olukorda, kus ka mudeli jark n on tundmatu. Mudelivaliku lahenemine
tuvastas fraktaalse mudeli korral dige n igas realisatsioonis(100%) ning murrulise
mudeli korral vaikese mura juures samuti 100%-liselt, kuid suurima mura korral langes
edukuse maar kuni 60%-ni.

To66 peamisteks jareldusteks on esiteks see, et mdlema vaadeldud mudeli para-
meetrid on kontrollitud stnteetilistes tingimustes edukalt taastatavad. Teiseks see, et
testitud kombinatsioonides ei pdhjustanud mudeli jargu n suurenemine iseenesest
pbdordilesande ebastabiilsust. Kolmandaks, et mudeli jarku » oli véimalik enamasti
tuvastada lihtsa jadksumma pohise optimeerimistlesande lahendamise abil, kuid
murrulise mudeli korral muutus see Ulesanne suure murataseme juures ebakindla-
maks.

Tulemusi tuleb siiski kasitleda kontseptuaalse ja arvutusliku valideerimisena, mitte
16pliku jareldusena adsorptsioonikineetika kohta. Peamised piirangud on fikseeritud
tasakaalu adsorptsioonimaht g., stinteetilised andmed, tdkestatud mura, lokaalne
optimeerimine ning asjaolu, et sinteetilised andmed parinevad samast mudeliklas-
sist, mida hiljem sobitati. Edasistes uuringutes oleks otstarbekas testida meetodit
reaalsetel adsorptsiooniandmetel, hinnata parameetrit g. koos teiste parameetrite-
ga, kasutada séltumatut voi kérgema jargu paripidiilesande lahendajat ning lisada
parameetrite usaldusvahemikud.
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Annotatsioon

Td6 eesmark on uurida fraktaalse ja murrulise adsorptsioonimudeli p66rdilesanne-
te lahendamist slinteetiliste andmete pdhjal. Fraktaalse mudeli korral kasutatakse
analldtilist paripiditlesande lahendit; murrulise mudeli korral lahendatakse péaripidi-
tlesanne numbriliselt Caputo tuletise L1-skeemi abil. Pé6rdilesanne lahendatakse
molema vorrandi vahimruutude meetodil. Arvutuskatsetes testitakse erinevaid mude-
lijarke (n = 1, 2, 3 fraktaalse ning n = 2, 3 murrulise mudeli korral) ja miratasemeid
(6 = 0,01; 0,05; 0,10). Tulemused naitavad, et mélema mudeli parameetrid on edukalt
taastatavad: vaikese mira korral jAdvad suhtelised vead alla 0,3%. Mudelite vordlus
samadel vorgutingimustel viitab sellele, et parameetrite taastamise tapsust mojutab
oluliselt ka paripidillesande lahendamise viis: fraktaalse mudeli korral kasutatakse
analuutilist lahendit, murrulise mudeli korral aga L1-skeemi. Seetdttu ei saa tahel-
datud erinevusi tdlgendada Uksnes mudelite matemaatilise struktuuri erinevusena.
Lisaks naitavad katsed, et mudeli jark n on enamikul juhtudel tuvastatav taisarvulise
optimeerimisilesandena.

Marksonad: pddrdilesanne, adsorptsioon, murruline tuletis, Caputo tuletis, L1-
skeem, vahimruutude meetod.
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Abstract

The aim of this bachelor’s thesis is to investigate inverse problems for fractal and
fractional adsorption models using synthetic data. For the fractal model, the forward
problem is solved analytically; for the fractional model, the forward problem is solved
numerically using the L1 discretization of the Caputo derivative. In both cases, the
inverse problem is solved by the least-squares method. Computational experiments
are carried out for different model orders (n = 1, 2, 3 for the fractal and n = 2, 3 for the
fractional model) and noise levels (6 = 0.01, 0.05, 0.10). The results show that model
parameters can be successfully recovered for both models: at low noise levels, relative
errors remain below 0.3%. A controlled comparison using equal grid sizes suggests
that the accuracy of parameter recovery is substantially affected by the forward-solver
choice: the fractal model uses an analytic solution, whereas the fractional model relies
on the L1 discretization. Therefore, the observed differences cannot be attributed
solely to the mathematical structure of the models. The experiments also indicate that
the model order n can in most cases be identified successfully by a model-selection
approach.

Keywords: inverse problem, adsorption, fractional derivative, Caputo derivative, L1
scheme, least-squares method.
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Lisa 2 — Pythoni skriptid

Kaesolevas lisas on esitatud t66s kasutatud Pythoni skriptid. Skriptid eeldavad
jargmisi pakette: numpy, scipy jamatplotlib. Failinimed on sailitatud sellistena, nagu
nad on import-lausetes — runexperiments.py ja poordylvorrandi6.py séltuvad
teistest moodulitest nimepidi.

poordylvorrand8.py — vorrandi (8) analtttiline paripidilahend ning parameetrite
(a, k,,) hindamine vahimruutude meetodil.

nnn

Inverse fitting for Eq. (8): dg/dt = a * k_n * t~(a-1) * (g_e - g)~°n.

Forward model uses the analytic solution; the parameters (a, k_n) are

estimated from observed data by nonlinear least squares, with g_e
fixed.

wn

import numpy as np

from dataclasses import dataclass

from scipy.optimize import least_squares

@dataclass

class FitResult:
a_hat: float
k_hat: float
success: bool
cost: float

def forward_eq8_analytic(t, a, k_n, n, g_e):
"""Analytic solution of Eq. (8) with g(0) = o."""
t = np.asarray(t, float)
if == 1:
return g_e * (1.0 - np.exp(-k_n * np.power(t, a)))
inside = 1.0 + (1.0 - n) * (g_e ** (n - 1)) * k_n * np.power(t, a)
inside = np.maximum(inside, 1le-15)

return g_e * (1.0 - np.power (inside, 1.0 / (1.0 - n)))

def make_synthetic_data_uniform_noise(g_true, delta, *, clip_to=None,

seed=0) :

"""Add uniform noise U(-delta, delta); optionally clip to [lo,
hi]."""

rng = np.random.default_rng(seed)

g_noisy = g_true + rng.uniform(-delta, delta, size=g_true.shape)

if clip_to is not None:
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g_noisy = np.clip(g_noisy, clip_to[0], clip_tol[1])

return g_noisy

def fit_eq8_inverse(t, g_obs, n, g_e=1.0, a0=0.8, k0=1.0):
"""Estimate (a, k_n) by nonlinear least squares."""
t = np.asarray(t, float)

g_obs = np.asarray(g_obs, float)

def residuals(x):
return forward_eq8_analytic(t, a=x[0], k_n=x[1], n=n,

g_e=g_e) - g_obs

res = least_squares(residuals, x0=[a0, kO],
bounds=([1e-6, 1le-12], [1.0, 1e6]),
method="trf")
return FitResult(float(res.x[0]), float(res.x[1]),
bool (res.success), float(res.cost))

vorrandi6lahendamine_ NUMBRILINE.py - vorrandi (16) numbriline paripidila-
hendaja implitsiitse L1-skeemi abil.

Implicit L1 time-stepping solver for the fractional kinetic equation
(Eq. 16):
C D_0"a g(t) = k_n * (g_e - g(t)) n, 0 < a <=1, n >= 1.

At each step the scalar nonlinear equation for g_{m+1} is solved by
bisection

within the physical interval [0, g_e].

nnn

import numpy as np

from scipy.special import gamma

def _check_uniform_grid(t):
dt = np.diff (t)
h = float(dt[0])
if not np.allclose(dt, h, rtol=1e-10, atol=1e-12):
raise ValueError ("Uniform time grid required.")

return h

def _L1_weights(a, m):
"nep_j o= (j+1)-~(1-a) - j~(1-a) for j = O0..m."""
j = np.arange(0, m + 1, dtype=float)
return np.power(j + 1.0, 1.0 - a) - np.power(j, 1.0 - a)
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def solve_eql6_L1_implicit(t, a, k_n, n, g_e, g0=0.0,

bisection_maxiter=200,
bisection_tol=1e-12):

Solve Eq. (16) on a uniform grid using the implicit L1 scheme.

Step equation at t_{m+1}:
A x (x - gm + Hm) - k.n * (g_e - x)"n = 0,
where A = 1 / (Gamma(2-a) * h~a) and H_m is the L1 history term.
t = np.asarray(t, dtype=float)
h = _check_uniform_grid(t)
if not (0.0 < a <= 1.0):
raise ValueError ("Require 0 < a <= 1.")
if k.n <= 0.0 or g_e <= 0.0:

raise ValueError ("Require k_n > O and g_e > 0.")

A 1.0 / (gamma (2.0 - a) * (h *x a))
N = t.size - 1

g np.empty(t.size, dtype=float)
gl0] = float(g0)

b = _L1_weights(a, max(N - 1, 0))

for m in range(N):
# History term H.m = sum_{j=1}"{m} b_j5 * (g_Am+1-5} - g_{m-35})
Hm = 0.0
if m >= 1:

j = np.arange(l, m + 1)

H.om = float(mp.dot(b[1:m + 1], g[(m + 1) - jl - glm - jI1))
g_m = float (glm])
def F(x):

return A * ((x - g_m) + H.m) - k_n * (g_e - x) ** n

lo, hi = 0.0, float(g_e)
f_lo, f_hi = F(lo), F(hi)
if f_lo * f_hi > 0.0:
glm + 1] = lo if abs(f_lo) < abs(f_hi) else hi

continue

for _ in range(bisection_maxiter):
mid = 0.5 * (lo + hi)
f_mid = F(mid)
if abs(f_mid) <= bisection_tol or (hi - lo) <=
bisection_tol:
lo = hi = mid
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break
if f_lo * f_mid <= 0.0:
hi, f_hi = mid, f_mid
else:
lo, f_lo = mid, f_mid
glm + 1] = float(np.clip(0.5 * (lo + hi), 0.0, g_e))

return g

poordylvorrand16.py — vorrandi (16) parameetrite («, k,,) hindamine, kasutades
L1-lahendajat paripidimudelina.

nnn

Inverse fitting for Eq. (16): C D~a g(t) = k_.n * (g_e - g)~n.

Forward model is the implicit L1 scheme (see
vorrandl6lahendamine NUMBRILINE) .

The parameters (a, k_n) are estimated from observed data by nonlinear
least

squares, with g_e fixed.

wn

import numpy as np

from dataclasses import dataclass

from scipy.optimize import least_squares

from vorrandl6lahendamine_ NUMBRILINE import solve_eql6_L1_implicit

@dataclass

class FitResult:
a_hat: float
k_hat: float
success: bool

cost: float

def forward_eql6(t, a, k_n, n, g_e, g0=0.0):
"""Forward model via the implicit L1 scheme."""
return solve_eq16_L1_implicit(t, a=a, k_n=k_n, n=n, g_e=g_e,
g0=g0)

def make_synthetic_data_uniform_noise(g_true, delta, *, clip_to=None,

seed=0) :

"""Add uniform noise U(-delta, delta); optiomnally clip to [lo,
hi].m"""

rng = np.random.default_rng(seed)
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g_noisy = g_true + rng.uniform(-delta, delta, size=g_true.shape)

if clip_to is not None:
g_noisy = np.clip(g_noisy, clip_to[0], clip_tol[1])

return g_noisy

def fit_eql6_inverse(t, g_obs, n, g_e=1.0, g0=0.0, a0=0.8, k0=1.0):

"""Estimate (a, k_n) by nonlinear least squares."""
t = np.asarray(t, float)

g_obs = np.asarray(g_obs, float)

if t.shape != g_obs.shape:

raise ValueError ("t and g_obs must have the same shape.")

def residuals (x):

return forward_eql6(t, a=x[0], k_n=x[1], n=n, g_e=g_e, g0O=g0)

- g_obs

res = least_squares (residuals, x0=[a0, kO],
bounds=([1e-6, 1e-12], [1.0, 1e6]),
method="trf", ftol=1e-10, xtol=1e-10,
gtol=1e-10)
return FitResult(float(res.x[0]), float(res.x[1]),

bool (res.success), float(res.cost))

runexperiments.py —numbriliste katsete labiviija. Genereerib mdlema mudeli jaoks
paripidilahendi, lisab mira ning sobitab parameetrid tagasi; tulemused (kokkuvdte +

joonised) salvestatakse kausta results/.

Run forward problem -> add noise -> inverse fit, for both Eq. (8)
(analytic

forward) and Eq. (16) (L1 implicit forward). For each setting (n,
delta) a

text summary and a PNG plot are saved into ./results/.

wn

import os

from dataclasses import asdict

from datetime import datetime

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from poordylvorrand8 import (
forward_eq8_analytic, fit_eq8_inverse,
make_synthetic_data_uniform_noise as noise_eq8,
)

from poordylvorrandl6 import (

50



20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

def

def

def

def

forward_eql6, fit_eql6_inverse,

make_synthetic_data_uniform_noise as noise_eql6,

ensure_results_dir (path="results"):
os.makedirs (path, exist_ok=True)

return path

summarize_fit (title, true_params, fit_obj):
lines = [title, "-" % len(title), "True parameters:"]
for k, v in true_params.items():
lines.append (f" {k} = {v}")
lines.append ("\nFit result:")
for k, v in asdict(fit_obj).items():
lines.append (f" {k} = {v}")

return "\n".join(lines)

plot_and_save (out_png, t, g_obs, g_true, g_fit, title):
plt.figure(figsize=(9, 5))

plt.plot(t, g_obs, label="synthetic noisy data", linewidth=1)
plt.plot(t, g_true, label="true model", linewidth=2)
plt.plot(t, g_fit, label="fit model", linewidth=2)

plt.xlabel ("t"); plt.ylabel("g(t)"); plt.title(title)
plt.grid(True); plt.legend(); plt.tight_layout ()
plt.savefig(out_png, dpi=200)

plt.close ()

experiment_eq8(results_dir, n, delta, seed):
a_true, k_true, g_e = 0.7, 0.9, 1.0
t = np.linspace (0.0, 10.0, 400)

g_true = forward_eqS_analytic(t, a=a_true, k_n=k_true, n=n,
g_e=g_e)

g_obs = noise_eq8(g_true, delta=delta, clip_to=(0.0, g_e),
seed=seed)

fit = fit_eq8_inverse(t, g_obs, n=n, g_e=g_e)

g_fit = forward_eq8_analytic(t, a=fit.a_hat, k_n=fit.k_hat, n=n,
g-e=g_e)

stamp = datetime.now().strftime ("% YV/m%d_%H%AM%S")
base = os.path.join(results_dir,

f"eq8_n{n}_delta{str(delta) .replace(’.’, ’p’)}_{stampl}")

with open(base + ".txt", "w", encoding="utf-8") as f:
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def

def

f.write(summarize_fit(
f"Experiment: Eq(8), n={n}, delta={deltal}",

{"a_true": a_true, "k_true": k_true, "n": n, "g_e": g_e,
"delta": delta, "seed": seed},
fit))

plot_and_save (base + '

f"Eq(8), n={n}, delta={deltal}")

'.png", t, g_obs, g_true, g_fit,

experiment_eql6 (results_dir, n, delta, seed, N=3001):
a_true, k_true, g_e, g0 = 0.8, 1.0, 1.0, 0.0
t = np.linspace(0.0, 10.0, N)

g_true = forward_eql6(t, a=a_true, k_n=k_true, n=n, g_e=g_e,
g0=g0)

g_obs = noise_eql6(g_true, delta=delta, clip_to=(0.0, g_e),
seed=seed)

fit = fit_eql6_inverse(t, g_obs, n=n, g_e=g_e, g0=g0)

g_fit = forward_eql6(t, a=fit.a_hat, k_n=fit.k_hat, n=n, g_e=g_e,
g0=g0)

stamp = datetime.now().strftime ("%Y%m%Ad_%H%AM%AS")
base = os.path.join(results_dir,
f"eql6_n{n}_delta{str(delta) .replace(’.’, ’p’)}_{stampl}")

with open(base + ".txt", "w", encoding="utf-8") as f:
f.write(summarize_fit(
f"Experiment: Eq(16), n={n}, delta={deltal}",

{"a_true": a_true, "k_true": k_true, "n": n, "g_e": g_e,
"g0": g0, "delta": delta, "seed": seed, "N_grid": N},
fit))

plot_and_save (base + "

f"Eq(16), n={n}, delta={deltal}")

.png", t, g_obs, g_true, g_fit,

main () :
results_dir = ensure_results_dir("results")
deltas = [0.01, 0.05, 0.10]

for i, n in enumerate([1, 2, 3]):
for j, delta in enumerate(deltas):
experiment_eq8(results_dir, n=n, delta=delta,
seed=1 + 10 * i + j)

for i, n in enumerate ([2, 3]):
for j, delta in enumerate(deltas):
experiment_eql6 (results_dir, n=n, delta=delta,
seed=100 + 10 * i + j)
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