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§ 1. Теоретические основы построения перспективы
при помощи вспомогательных косоугольных проекций

Затруднения, связанные с построением и использова-
нием гармонических шкал на центральных проекциях ко-
ординатных осей, являются невидимому главной причиной
того, что метод центральной аксонометрии не нашел до
сих пор заметного применения на практике. Ввиду этого
возникает необходимость в разработке таких способов
применения аксонометрического метода, при которых
была бы устранена надобность в использовании гармони-
ческих шкал. Одной попыткой, сделанной в этом направ-
лении, является работа О. Я- Рюнка и автора [l]. В ней
рассматривается возможность применения аксонометри-
ческого метода без построения гармонических шкал в не-
которых частных случаях расположения координатного
трехосника относительно картинной плоскости. В настоя-
щей работе эти исследования будут расширены и обоб-
щены.

1. Система отнесения. При выборе системы от-
несения следует различать два случая: 1) главный луч
направлен наклонно вверх и 2) главный луч направлен
наклонно вниз. В первом случае объект отнесем к левой,
а во втором случае к правой косоугольной системе коор-
динат Ouuw с масштабными точками А, В и С, удовле-
творяющей требованиям:

Выбор угла õ будем производить в зависимости от угла
между вертикальным направлением и картинной плоско-
стью. Первому случаю соответствует чертеж 1-а, а вто-
рому случаю чертеж 2-а. На этих чертежах S означает
точку зрения, я картинную плоскость, а п\ предмет-
ную (горизонтальную) плоскость. Как левый, так и пра-
вый координатный трехооник Ouüw расположим так,
чтобы начало координат О лежало на картинной плос-

Ow J_ Ouv, /_[uOv—2b , OA =OB = OC=e. (1)
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кости, 'плоскость Ouu совпадала с предметной плоскостью,
а оси Ом.и Ои образовывали бы с картинной плоскостью
равные углы наклона. В обоих случаях координатный
трехосник ориентируем так, чтобы картинная плоскость
не 'пересекала масштабного тетраэдра ОАВС.
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При выполнении указанных условий ось Ow будет
иметь как в первом, так и во втором случае вертикальное
направление, а картинная плоскость будет образовывать с
ней «екоторый угол наклона ср.

Объект желательно отнести к выбранной системе коор-
динат Ouvw так, чтобы все его точки имели положитель-
ные координаты.
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2. Вспомогательные -косоугольные пр о-
екцни. Произвольную точку М (u,v, w), отнесенную к
системе координат Ouuw, можно рассматривать как точку
пересечения трех координатных прямых этой точки. Ввиду
этого перспективу точки М можно получить как точку
пересечения перспектив ее координатных прямых. Пер-
спективы же координатных прямых, как и всяких других
прямых, можно построить по точкам схода и следам этих
прямых на картинной плоскости. Однако точкой схода
координатной прямой является точка схода той координат-
ной оси, которой эта прям,ая параллельна. Ввиду этого
остается найти только следы координатных прямых. Для
их определения будем проектировать точку М на картин-
ную плоскость первый раз параллельно оси Ои, второй
раз параллельно оси Ov и третий раз параллельно оси Ow.
При таких проектированиях косоугольные проекции точ-
ки М совпадут со следами соответствующих координат-
ных прямых.

На чертежах 1-а и 2-а косоугольные проекции коорди-
натных осей и масштабных точек обозначены следующим
образом;
Ои', Ov', А', В' - проекции при проектировании па-

раллельно оси Ow,
Ои", Ow", А", С" проекции при проектировании па-

раллельно оси Ov и
Ои'", Ow"', В'", С'" проекции при проектировании па-

раллельно оси Ои.
Нетрудно заметить, что косоугольные проекции коорди-

натных осей совпадают со следами соответствующих коор-
динатных плоскостей. Отсюда следует, что косоугольные
проекции координатных осей должны быть параллельны
линиям схода соответствующих координатных плоскостей.

На чертежах 1-Ь и 2-Ь представлены виды на картин-
ную плоскость со стороны центра проекций 5, соответ-
ствующие чертежам 1-а и 2-а. Точки схода осей Ои, Ои и
Ow обозначены соответственно через Р, Q и R (на черте-
жах 1-а и 2-а эти точки не показаны). Таки как лучи,
проектирующие центрально несобственные точки коорди-
натных осей параллельны осям, то точки схода совпадают
с соответствующими косоугольными проекциями центра
проекций;

Р S'", Q = S", R = S',
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Ввиду равнонаклоненности осей Ои и Ov к картинной
плоскости треугольник схода PQR получается ка в слу-
чае правой, так и в случае левой системы координат рав-
нобедренным (PR= QR), а косоугольные проекции мас-
штабных единиц попарно равными;

3. Коэффициенты искажения. При косоуголь-
ных Iпроектироlваниях координатные отрезки точки будут
проектироваться с некоторым искажением. Выразим коэф-
фициенты искажения

по косоугольным проекциям координатных осей через
углы ф и Õ.

Так как лучи, проектирующие точку С (черт. 1-,а) па-
раллельны координатным осям: CC'" II Ои и CC" II Ov, то
коэффициенты искажения можно выразить также через
длины ребер тетраэдра ОСС"С"' следующим образом:

Имея в виду, что CC" J_ ОС, можем написать, что

Выражая СС" из 'прямоугольного треугольника CNC",
получим:

Но из прямоугольного треугольника OCN имеем, что

ОА' ОВ', ОА"= ОВ"', ОС"=ОС"'.

ОА' ОВ' ОА" ОВ"'тх = =г т2 -
= иее’ ее

ОС" ОС"' ( 2 )
т3 =6 ее

_

ОС" С"С"'
_

ОС" /очmi СС" ’ т2 “ СС" ’ тз ОС ‘

OC"=]/(QC)2 +(CC") 2
.

СС"= .

COS о

CN ОС ■ tg cp.
Ввиду этого:

CC"=OC - -Щг-, (4)eos о ’ 4 ’

и следовательно:

ОС"=ОСр + [Щ. (5)
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Подставляя выражения (4) и (5) в выражение (3) для
т ь получим, что

Подставляя, далее, (5) в выражение для ш3 , находим, что

Наконец, из треугольника СС"С" имеем:

Подставляя это выражение в выражение для т2, получим:

Для построения косоугольных проекций координатных
осей необходимо знать угол 2а между прямыми Ow" и
Ow"'. Угол а определится из прямоугольного треуголь-
ника ONC

Но из прямоугольных треугольников CNC" и OCN полу-
чим соответственно, что

4. Построение косоугольных проекций
точки. Предположим теперь, что углы ср и б известны.
Тогда коэффициенты искажения m b m2, m 3 и угол а могут
быть вычислены по формулам (6), (7), (8) и (9). Зная
угол а, можно построить косоугольные проекции коорди-
натных осей следующим образом: сначала проведем пря-
мые Оп'= Ow"' и Ос/ Ow" под углом 2 а друг к другу
(черт. 3), а затем прямую Ои" = Ои'" перпендикулярно
к биссектрисе угла 2 а. Имея косоугольные проекции коор-
динатных осей и зная коэффициенты искажения, можно
нанести на картинную плоскость косоугольные проекции

,,..J!?1.Ü£1 = |/T + (Sf- Pl

С"С'"=2 ■ NC" -2 ■ CC" ■ sin õ.

OA" OB'" „ . s /очm2 = ■—- —-—=2 sm 6. (8)

, NC"‘B а= ~оГ-

NC"=CN -tg ö

on=-cn
~.sm ф

Ввиду этого
tg a—sin ф tg 6. (9)
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М', М" и М'" произвольной точки M(u.\ t V\,W\), отнесен-
ной к системе координат Ouvw. Так, например, зная коэф-
фициент ть можно в системе Ои'и' (черт. 3) отложить
координатные отрезки

и тем самым получить точку М'. Аналогично', зная т2 и т3,

можно в координатных системах Ou"w " и Ov'"w'" отло-
жить отрезки

и получить точки М" и М'". Конечно, при откладывании
отрезков необходимо считаться со знаками координат
(положительные направления осей указаны стрелками).

Отметим, что стороны треугольника М'М"М"' парал-
лельны соответствующим сторонам треугольника схода:

Это следует из того, что плоскости, определяемые коорди-

и v[= m v v l ,

u![=mt ult v";=m2v,,

M'M"\\QR, M'M'"\\PR, M"M'"\\PQ.
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натными прямыми точки М, параллельны соответсвую-
щим координатным плоскостям. Ввиду этого две косо-
угольные проекции точки всегда определяют третью
проекцию.

Понятно, что если центр проекций S(uo,vo,w o) также
отнести к системе координат Ouvw, то его косоугольные
проекции, т. е. точки схода координатных осей, тоже
можно нанести на картинную плоскость при помощи
координат.

В общем случае коэффициенты искажения являются
дробными числами, что в значительной мере усложняет
нанесение косоугольных проекций точек. Однако, как бу-
дет показано в дальнейшем, в определенных пределах
изменения угла ф всегда можно подобрать угол 2 õ так,
что оказывается возможным откладывать координатные
отрезки в их натуральную длину.

Нетрудно заметить, что чертеж 3 можно рассматривать
как своеобразный трехкартинный комплексный чертеж
точек М и 5. В самом деле, картинная плоскость, отнесен-
ная к системе координат Ои'и', является полем проекций
точек плоскости Ouv; она же, отнесенная к системе коор-
динат Ou"w ", является полем проекций точек плоскости
Ouw ит. д. Прямые М'М", М'М"' и М"М"' можно рас-
сматривать как линии связи. При этом все линии связи
одной и то же системы параллельны между собой и па-
раллельны, кроме того, проекциям соответствующих коор-
динатных осей:

Ввиду этого чертеж 3 можно формально назвать осо-
бым комплексным чертежом точек М и S, а
точки М', М" и AV" соответственно горизонтальной,
фронтальной и профильной косоугольными проекциями
точки М.

5. Построение перспективы точки. После
построения особого комплексного чертежа точек М и S
перспектива М* точки М (черт. 3) определится как точка
пересечения перспектив трех координатных прямых:

Однако, перспективы координатных прямых являются в
то же время косоугольными проекциями (горизонталь-
ной, фронтальной и профильной) луча SM, проектирую-
щего центрально точку М. Ввиду этого результаты наших

M'M"\\S'S"\\Ov', M"M"'\\S"S'"\\Ou”.

M*= M'RXM"QXM'"P.
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рассуждений можно сформулировать следующим обра-
зом;

Перспективой М* точки М на особом комплексном чер-
теже является точка пересечения косоугольных проекций
луча SM, проектирующето центрально точку М\

Конечно, для определения перспективы точки достаточ-
но провести только две косоугольные проекции луча,
проектирующего эту точку центрально; третью косоуголь-
ную проекцию луча можно использовать для проверки
точности построений.

6. Перспектива прямой линии определяется
перспективами двух ее точек. На чертеже 4 показано по-
строение перспективы M*N* прямой MN по заданным
косоугольным проекциям точек М и N. Перспективы М*
и N* точек М и N найдены как точки пересечения косо-
угольных проекций центрально проектирующих лучей 5Л4
и SN этих точек:

M*==S'M'XS"M"XS"'M"'.

M* =S'M' X N* =S'N' X S"'N"'.
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Следом J прямой MN на особом комплексном чертеже
является точка пересчения косоугольных проекций этой
прямой:

Ясно, что через след J проходит также и перспектива
M*N* прямой MN.

Точка схода F прямой MN определится как перспектива
несобственной точки этой прямой. Так как луч, проекти-
рующий центрально несобственную точку прямой паралле-
лен этой прямой, то параллельны и их одноименные косо-
угольные проекции. Ввиду этого точка схода F опреде-
лится как точка пересечения прямых, проведенных через
S', S" и S'" параллельно косоугольным проекциям пря-
мой MN:

7. Определение главной точки и дистан-
ции. Для определения дистанции и главной точки долж-
ны быть заданы угол б и треугольник схода S'S"S"'
(черт. 5). Совместим треугольник SS"S вращением во-
круг стороны S"S'" с картинной плоскостью. Так как лучи
SS" и SS'" параллельны координатным осям Ov и Ои, то
угол S"SS"' равен 26. Ввиду этого совмещенный треуголь-
ник SS"S"' строим исходя из условия, что //S"ŠS"'= 2ö.

J— M'N' XM"N" X

F S'FX S"F X S"'F,
ГДе S'F\\M'N', S"F\\M"N" и S'"F\\M"'N"'
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Совмещенный с картинной плоскостью центр проекций S
должен лежать на окружности с диаметром S'D (так как
луч 55'_1_5"55'") на расстоянии DS = DŠ от точки D.
Главная точка 50 определится на_прямой S'D 'проведе-
нием SS o_\_S'D, а дистанция d=SQS.

§ 2. Исследование случая т^рШз

Нанесение косоугольных проекций точки на картинную
плоскость можно в значительной мере упростить, если по-
требовать, чтобы отношение каких-нибудь двух коэффи-
циентов искажения было бы небольшое целое число.
Выясняется, что такое требование всегда выполнимо, если
подходящим образом выбрать угол 2б между осями Ои
и Ov.

Важно рассмотреть только два случая, а именно:

где (i и X подходящим образом выбранные множители.
Третий случай, ml =vm2) не представляет интереса, так
как он не содержит косоугольных проекций масштабной
единицы оси Ow.

1. Основные формулы. Исследуем сначала слу-
чай m { =ii т ъ . Прежде всего выведем формулы для опре-
деления углов б и а.

Подставляя в равенстве (10) вместо т\ и т3 их выра-
жения из (6) и (7), получим, что

Выражая отсюда tg ц> и подставляя в равенство (9), по-
лучим после несложных тригонометрических преобразова-
ний следующую зависимость между углами а и б:

Формулы (12) и (13) позволяют вычислить углы б и а,
если известны значения угла ср и множителя р.

Выразим еще косоугольные проекции ОА'= ОВ' и
QC"=OC'" масштабных единиц через е и р. -

mi = pm 3 (10)
и

т2 =Хтг , (11)

eos ö = \itgy. (12)

• sitt ö / 1 n \sma= VT=r=-2 -
( 13)

У i + ц 2
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Из равенств (6) и (7) находим соответственно, что

Подставляя в эти выражения выражение для eos б из ра-
венства (12), получим:

2. Графический способ определения
углов Õ и а. На основании формул (12) и (13) можно
получить следующий графический способ для определе-
ния углов б и а но заданному углу ср.

Отложим на прямой в определенном масштабе отрезок
AB = i_i и построим заданный угол /_ ВАС (черт. 6).

Из точки В проведем перпендикуляр к отрезку А В до
пересечения со стороной угла ср в точке С. Затем из
точки С как из центра сделаем радиусом равным единице
засечку на прямой АВ. В результате этого получим
точку D так, что CD —l. Нетрудно показать, что

BCD=6. В самом деле, из прямоугольного треуголь-

ОА' = ОВ' = е |/l + (^) 2

и

ОС"=ОС'"=е |/ 1 + (“~)
2

.

ОА' ОВ'—е ]/ 1 + р 2
, (14)

ОС"= ОС"'= -]/ТТ]х*. (15)
г
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ника АВС шкодим, что BC=\i tg ср. С другой стороны,
из прямоугольного треугольника BCD получим, что
ВС = eos б. Таким образом

что является равенством (12).
Для определения угла а проведем СЕ CD и отложим

СЕ— р. Тогда DE = ]/1 + р 2 . Сделаем из точки D как из
центра радиусом равным отрезку DE засечку на прямой
ВС в точке О. Тогда OD=]/ 1 + р 2 . Покажем, что
/
/BOD =a. В самом деле, из прямоугольного треуголь-

ника OBD следует, что BD sin «]/1 + р2
. С другой сто-

роны, из прямоугольного треугольника BDC находим, что
BD sin б.
Значит

Этим условие (13) выполнено н построение дает нам дей-
ствительно угол а.

3. Построение перспе к т и в ы точ к и в слу-
чае т { т г . Дадим в равенстве (10) множителю р зна-
чение [1 —l. Тогда т,\ =т ъ . Этот случай представляет с
точки зрения практических применений особый интерес.
Формулы (12) и (13) примут в этом случае вид:

Эти формулы позволяют вычислить значения углов б и а
для всех значений угла ср в промежутке o°-<ср-<45 о .
Результаты вычислений для определенного ряда значений
угла ср приведены в таблице № 1.

Из таблицы видно, что при ср=o° и ср = 45° координат-
ный трехе отн ик Ouvw «вырождается» (26 = 180° и 26= 0°),
а при ср = 35° 16' превращается в систему прямоугольных
координат (26 = 90°). В последнем случае все шесть косо-
угольных проекций масштабных единиц оказываются рав-
ными. В самом деле, по формулам (8), (14) и (15) полу-
чим при ц=l и 6 = 45°, что

Из этого следует, что в указанном случае прямоугольной
системы координат все координатные оси имеют один и

eos õ = \x tg ep,

sin б sin а]/ 1 + р 2 .

cosö= tg(p (12,1)
и .

• Sitt О /1 о 1 \sm а— -трг. (13, 1)]/2 v > /

OA'=OB'= OA"=OB'" = OC"=OC"'=e]/ 2.
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тот же угол «а клон а относительно картинной плоскости
а именно 35° 16'. Треугольник схода в этом случае оказы-
вается равносторонним (2а = 60°).

В качестве .примера построим перспективу точки
М(и, v, w) =М (2, 1,3) в случае левой системы
координат, если 26=120°, ф = 26°34' п S(u o,v o,wо) =

5 (-3,-4, 2).
На чертеже 7-а показаны ортогональные проекции Mi

иSi точек Миs на предметной плоскости л ь которая сов-
падает с плоскостью Ouv; точка W\=o является ортого-
нальной проекцией оси Ow, а прямая р следом картин-
ной плоскости на плоскости Яь

На чертеже 7-Ь показано построение угла а по задан-
ному углу 6. Это выполнено по примеру чертежа 6 следу-
ющим образом: построен /_OCD —6 = 60°, проведена пря-
мая CE_\_DC и отложен отрезок CE=DC (так как р= 1,
а единицей измерения служит отрезок DC) ; затем из
точки D как из центра сделана радиусом равным DE за-
сечка «а прямой СО в точке О; тогда угол COD и есть
искомый угол а. Конечно, угол а можно было бы взять и
непосредственно из таблицы 1.

Проследим теперь, как получена перспектива М* точки
М на чертеже 7-с. Прежде всего строим при помощи угла
а косоугольные проекции координатных осей, как было
объяснено в § 1, п. 4 (следует отметить, что нахождение
угла а надо производить непосредственно на чертеже 7-с;

Т а б л и ц а

№№ Ф 26 а

1 0° 180'J 45°
2 7°26' 165° 44°ЗГ
3 14°ЗГ 150° 43°05'
4 20°56' 135° • 40°47'
5 26°В4' 120° 37°46'
6 31°20' 105° 34°08'
7 35° 16' 90° 30°
8 38°26' 75° 25°30'
9 40°54' 60° 20°43'

10 42°44' 45° 15°42'
11 44°00' 30° Ш°33'
12 44°45' 15° 5° 18'
13 45° 0° 0°
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в рассматриваемом случае это сделано на отдельном чер-
теже только для ясности). Далее наносим косоугольные
проекции М' и М" точки М. Учитывая, что в рассматри-
ваемом случае mi:m3=\, можем координатные отрезки

откладывать на осях Ои\ Ои\ Ow" и От'” в их натураль-
ную величину, т. е. можем применить приведенные коэф-
фициенты искажения т {

= \ и тъ —\. Этим мы лишь изме-
ним масштаб чертежа. Откладывание координатных от-
резков целесообразно производить в определенном поряд-
ке. Так, например, если сначала отложим координатный
отрезок ОМ'и —и= 2 на оси Ои', то следующим шагом
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целесообразно провести через точку М'и линию связи па-
раллельно оси Ov' и отложить на ней отрезки M'u M‘=v =

= 1 и M'l' iM"=w =3. Проекцию М'" можно также нанести
при помощи координат или же определить как точку пере-
сечения линий связи, проведенных через точки М' и М"
параллельно осям Ои' и Он". Но так как двух косоуголь-
ных проекций точки достаточно для определения перспек-
тивы точки, то проекция М'" на чертеже 7-с не показана.

Аналогично строятся и косоугольные проекции S' и S"
центра проекций 5. Только здесь необходимо координат-
ные отрезки OSn

=н0 = 3 и S‘[ S' = v o = 4 отложить
в отрицательном направлении осей Oli' и Ov'.

Перспектива М* точки М получается как точка пересе-
чения косоугольных проекций луча SM :

Ясно, что точку М* можно отметить на прямой S'M' и без
проведения линии S"M" простым прикладыванием линей-
ки. Ввиду этого прямая S"M", ,а также другие прямые,
которые не нужны для построения точки М*, проведены
на чертеже 7 штриховыми линиями.

Для построения перспективы точки М по изложенному
способу понадобилось выполнения шести операций: прове-
дения трех прямых (ЛДМ", S'M', S"M") и откладывания
трех отрезков ( и , и, ш). В параллельной изометрической
проекции построение изображения точки, как известно,
требует выполнения пяти операций: проведения двух пря-
мых и откладывания трех отрезков. В самом простом слу-
чае параллельной диметрической проекции к указанным
пяти операциям прибавляется операция деления отрезка
пополам или же удваивание двух отрезков. Таким обра-
зом построение перспективы точки по изложенному спо-
собу по своей простоте не уступает, например, построению
изображения точки в стандартной ортогональной ди-
метрии.

Следует отметить, что перспектива, построенная по при-
меру чертежа 7, получается в сравнении с нормальной
перспективой уменьшенной. В самом деле, при построении
были использованы приведенные коэффициенты искаже-
ния т 1 =т3 =/. Действительные -же величины коэффи-

М* S'M' X S"M".
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циентов искажения можно вычислить по формулам (14)
и (15), откуда при (.I=l получим:

Отсюда следует, что коэффициент уменьшения перспек-
тивы k равен;

Чтобы получить перспективу с увеличением в 1,414 раза,
необходимо использовать приведенные коэффициенты
1711= =2.

Следует также отметить, что способ т.\ =т ъ неприме-
ним для построения перспективы при малых и больших
значениях угла ср. В самом деле, из таблицы № 1 видно,
что при малых углах ср (ф<4s°) угол 26 слишком боль-
шой, вследствие чего координатный трехосник близок к
«вырожденному». Ввиду этого способ вообще неприменим
для построения перспектив на вертикальной картинной
плоскости (ф = 0). С другой стороны, способ также непри-
меним при больших значениях угла ф вслед-
ствие малости угла а. В § 3 будет рассмотрен случай
т2 =т3, который позволяет строить перспективу также на
вертикальной картинной плоскости.

4. Построение перспективы точки в слу-
чае тх = 2тг . Рассмотрим еще случай, когда в равенстве
(10) множитель ц имеет значение р= 2. Тогда формулы
(12) и (13) примут вид:

В таблице 2 приведены значения углов Õ и а, вычисленные
по этим формулам исходя из значений ф.

Из таблицы видно, что при ф= 0° и ф=2б°34' коорди-
натный трехосник Ouuw «вырождается», а при ф = 19°28/

превращается в систему прямоугольных координат.
Пусть требуется построить перспективу точки

М(и, и, w) =М(2, 1,3) при S(uq,ü o,w o)= S(—3, —4,2)
и ф= 15° в случае левой системы координат. Прежде всего

m.= —=Р. m 3 =-^=V2.

k = = -L- 0,707.V 2

cosb = 2tg ф, (12,2)
• sitl Ö /10 04sm а = (13,2)

У 5
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определим по примеру чертежа 6 углы 6 и а по заданному
углу ф=ls°. Это сделано на чертеже 8-а. Далее строим
по найденному углу а косоугольные проекции координат-
ных осей. Так как в рассматриваемом случае т { : т ъ—2,
то для нанесения косоугольных проекций точек исполь-
зуем приведенные коэффициенты искажения mi — 2 и
Щ=l. Ввиду этого на осях Ои' и Ои' следует отклады-
вать удвоенные натуральные координатные отрезки. Это

и сделано на чертеже 8-Ь при нахождении горизонтальных
проекций М' и S' точек М и S; фронтальные же проекции
М" и S" получены откладыванием координатных отрезков
w и w0 без искажения. Перспективой точки М является
точка М* ~S'M' X S"M".

Определим коэффициент уменьшения перспективы, по-
строенной по рассмотренному способу. Из формул (14) и
(15) получим для коэффициентов искажения т{ и т3 при
ц —2'следующие значения:.

Сравнивая эти величины с приведенными коэффициента-
ми искажения тх 2 и т3 =7, получим для коэффициента
уменьшения k значение:

Хаким образом, в случае т\ = 2 т3 перспектива получается
лишь немного меньше нормальной.

Щ-У 5 и тъ =

= 0,894.т х ]/ 5

Таблица 2

№№ Ф 2 б а

1 0° 180° 26°34'
2 3°44 7 165° 26°19'
3 7°08' 150° 25°36'
4 10°50/ 135° 24°24'
5 14°027 120° 22°47'
6 1б°5б' 105° 20°47'
7 19°28г 90° 18°26'
8 21°38' 75° 15°48/
9 23°25' 60° 12°55'

10 24°48' 45° 9°5Г
И 25°47' 30° 6°39'
12 26°22/ 15° 3°2Г
13 26°34/ 0° 0°
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§ 3. Исследование случая m 2 =m 3

1. Определение углов б и а. Исследуем теперь
возможности использования равенства (11) для построе-
ния 'перспективы точки. Рассмотрим только основной слу-
чай, когда множитель А,= 1, т. е. когда т2 т3. Прежде
всего выведем формулу для определения угла Õ по задан-
ному углу ср. Приравнивая выражения (7) и (в) для коэф-
фициентов искажения т 2 и т3 , получим, что

2 sinrf = |/l +("^~8“) 2 •
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После нескольких преобразований это уравнение примет
форму ! ,

откуда находим, что

Для определения угла а служит попрежнему формула (9);

Из формулы (16) видно, что eos Õ будет иметь вещест-
,

.....
3венные значения только в случае, если tg ф , т. е.

если ф 36°52/ . Значения углов би а, вычисленные по
формулам (16) и (9), приведены в таблице З 1 ).

Сравнивая в таблице углы öi и 62, видим, что послед-
ние определяют координатные трехосники более близкие
к «вырожденному», чем углы õj. Вследствие этого углы öi
являются более пригодными для использования при по-
строении перспектив, чем углы бг. Кроме того, при ф= 0
угол 2õi = 60°; это дает возможность строить перспективы
также на вертикальной картинной плоскости.

Из таблицы видим также, что при ф = 35°16' координат-
ный трехооник переходит в прямоугольную систему .коор-
динат (2õi=9o°), рассмотренную уже в § 2, п. 3.

1 ) Формула (16) определяет для каждого угла ф только два
существенно различных координатных трехосника Ouvw.

4 eos4 б 3 eos2 б + tg2 ф= 0,

cosft=|/-[-±l/(-) 2 —#g2 cpj. (16)

tg a = sin ф tg ö. (9)

Таблица 3

№№ Ф 2öi «1 2б2 а 2

1 0° 60° 0° 180°
2 5° 60°20' 2°53' 174°10' 86°49'
3 10° 61°20' 5°53' 168°28' 62°15'
4 15° 63°14' 9°03' 161°54' 58°24'
5 20° 66°02' 12°32' 154°54' 56°43'
6 25° 70°18' 16°34' 146°52' 54°53'
7 30° 76°46' 21°37' 1Зб°46' 51°37'
8 35° 89°08' 29°28' 120°58' 45°23'
9 35°16' 90° 30° 120° 45°

10 36°52' 104°28' 37°45' 104°28' 37°45'
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2. Г р а ф и ч е с к и й с п о с о б определения углов
õi и «ь Для определения угла õi была применена фор-
мула (16) со знаком плюс перед внутренним радикалом.
Исходя из этой формулы и из формулы (9), можно полу-
чить следующий графический способ для определения
углов õi и ai по заданному углу ср.

Отложим на прямой четыре равных отрезка и примем
их сумму АВ за единицу (черт. 9}. Построим угол АВС,
равный заданному углу ср и проведем из точки А перпен-
дикуляр к прямой Л Б до пересечения со стороной угла ср
в точке С.

Сделаем далее из, точки С как из центра, радиусом рав-
ным трем делениям единичного отрезка АВ, засечку на
прямой А В в точке D. Тогда СО —— и

3Отложим теперь DE = CD = и найдем середину М от-
резка АЕ.
Тогда

Тогда АС = АВ -tg ф = tg ср.

AD = f(CDy>(АС)* |(.)' аА,.

ам =Ш+\/Ш-Н-
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Проведем на отрезке ВМ как на диаметре окружность;
пусть F ее точка пересечения с прямой АС. Тогда

Принимая во внимание формулу (16), видим, что

Засекая из точки F как из центра радиусом равным
А В = 1 точку L на прямой АВ, получим, что

Для построения угла ai проведем AN_\_ВС ; тогда

Отложим теперь отрезок FP AN и проведем PR_\_FP]
тогда ■

Отсюда и из формулы (9) следует, что

Отложим, наконец, РО АВ = 1. Тогда угол POR, оче-
видно', и есть искомый угол со.

3. При м ер по с т р О' ени я пе рспе кт ив ы точки.
В рассматриваемом случае углы õi и ai были определены
из условия, что т2 т3. Ввиду этого для построения пер-
спективы точки можно использовать приведенные коэффи-
циенты искажения т2 1 и m 3 = 1.

Пусть требуется 'Построить перспективу точки
M(u,v,w) === М (2, 1,4) при ф = 20° и 8= ( —3, —2, 2) в
случае левой системы координат. Угол ai можно опреде-
лить графическим способом по примеру чертежа 9 или же
взять непосредственно из таблицы 3. Используя вторую
возможность, будем иметь, что ai = 12°32/

. Построения
для нахождения косоугольных проекций М" и М"' точки
М целесообразно выполнить в следующем порядке
(черт. 10); прежде всего отложим на оси Ow" (или на

(AF) 2 = АМ-АВ,
откуда

AF = УЖПв = ]/|[|+ 2ф] •

AF = eos 61.

/_AFL = õi.

AN = AB- sin ф = sin ф.

PR = FP- tg öi = sin ф tg öi.

PR = tg ai.
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оси Ow'") координату w, т. е. отрезок 0M‘w =4, затем
проводим через точку M‘w линию связи параллельно оси
Он" и отложим на ней координатные отрезки а
= М|2 и V = = 1 .

В таком же порядке наносим и координатные отрезки
точки S, т. е. сперва отложим О = 2, а затем =

=—3 и = —2. Перспектива М* точки М полу-
чается как точка пересечения прямых S"M" и

4. Замечания. Если координаты w и w0 точек М и S
по величине равны или мало отличаются друг от друга, то
прямые S"M" и совпадают или пересекаются под
очень острым углом. Ввиду этого перспектива точки М
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остается либо неопределенной, либо же определяется с
недостаточной точностью. В таком случае 'следует по-
строить горизонтальные проекции М' и S' точек М и S и
перспективу точки М определить при помощи прямой
S'M'. Точки М' и 5' определяются как точки пересечения
линий связи, проведенных через точки М", М'" и S", S"'
параллельно осям Ow" и Ow'". На чертеже 10 соответст-
вующие построения показаны штриховыми линиями.

В случае когда ф = 0, т. е. в случае вертикальной кар-
тинной плоскости оси Ow" и Ow'" совпадают (ai = 0) и
поэтому горизонтальные проекции центрально проекти-
рующих лучей будут перпендикулярны к оси Ои".

Учитывая формулу (8), получим в расематр ив, аем ом
случае для коэффициента уменьшения перспективы сле-
дующее выражение:

Отсюда видим, что в случае пг2 = т3 коэффициент k не
остается постоянным, как это было в предыдущих случаях,
а уменьшается вместе с увеличением угла бь

В случае вертикальной картинной плоскости (ф =O,
õi = 30°) коэффициент k равен единице, т. е. перспектива
получается в натуральную величину.

§ 4. Пример построения перспективы объекта

Пусть требуется построить перспективу колонны, изобра-
женной на чертеже 11-,а. Построение точек перспективы
будем производить по примеру чертежа 7, т. е. на основе
равенства тл тъ . В качестве системы отнесения выберем
левую систему координат Ouvw, характеризуемую дан-
ными: 26 = 120°, ср = 26°34', а
Картинная плоскость будет образовывать в этом случае с
горизонтальной плоскостью угол наклона 90° —ф =

- 63°26'.
Построение начнем, как обычно, с выбора центра про-

екций S, т. е. с выбора его ортогональных проекций S { и
S 2. После этого проведем горизонтальную проекцию глав-
ного луча и перпендикулярно к ней горизонтальный
след р картинной плоскости. Наконец проведем на плане
объекта координатные оси Ои и Ov под равными углами
к прямой р. В рассматриваемом случае ось Ои совпадает

I
.т2 2 sin У
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с одной из сторон плана объекта (это, конечно, не яв-
ляется необходимым условием).

Для определения координат основных точек объекта
проведем на плане объекта координатные прямые парал-
лельно оси Ои до пересечения с осью Ov в точках 1,2, 3,
4, 5. Координаты и0 иv0 центра проекций S(u o, v O , w0)
определятся проведением прямой S { Sv\\Ou. Этим закан-
чиваются построения на ортогональных проекциях
объекта.

Для получения перспективы объекта строим прежде
всего косоугольные проекции координатных осей
(черт И-b) и наносим при помощи координат иO , vO , w0
косоугольные проекции S', S", S'" центра проекций
S(uo, Vq, wq ). Далее строим горизонтальные косоугольные
проекции основных точек плана объекта. Для этого пере-
несем при помощи полосы бумаги точки 1,2, 3,4, 5 с чер-
тежа 11-а на ось Ои' и отложим на прямых, параллельных
оси Ои', координаты и основных точек плана. Так, напри-
мер, для получения косоугольной проекции М' точки М
откладываем \М' = Шь Для большей ясности косоуголь-
ная проекция плана на чертеже 11-Ь вычерчена полностью.

Построение перспективы объекта значительно упро-
щается, если используем также точку схода F прямых,
параллельных ребру ОА объекта. Согласно изложенному
в § 1, п. 6 точка схода F прямой ОА является точкой пере-
сечения косоугольных проекций луча, проектирующего
центрально несобственную точку прямой ОА. Так как
точка F должна лежать на линии схода S"S'", то для ее
нахождения достаточно провести через точку S' прямую,
параллельную прямой ОА' до пересечения с линией S"S'".

Построение перспективы объекта целесообразно произ-
водить так, что сперва строим перспективы точек, имею-
щих какую-нибудь одну и ту же координату w, т. е. то-
чек, расположенных на одной и той же плоскости уровня
относительно плоскости Ouvw ; затем переходим к по-
строению перспектив точек, находящихся на другой плос-
кости уровня и т. д. Рассмотрим, например, построение
перспектив точек, расположенных на уровне точки М,
т. е. имеющих координату w = М хМг- Прежде всего- про-
ведем через основные точки косоугольной проекции плана
перспективы вертикальных ребер объекта. Затем находим
профильную косоугольную проекцию точки М, отклады-
вая на линии связи координатный отрезок =
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М ЛМ2 . Перспектива M* точки М определится как точка
пересечения прямых S'M' и Имея перспективу
точки М и используя топки схода S"' и F , нетрудно про-
вести 'перспективы всех ребер, расположенных на уровне
точки М. Аналогично построены перспективы точек и пря-
мых, расположенных на других плоскостях уровня. Для
построения всей перспективы понадобилось нанести про-
фильные косоугольные проекции всего лишь пяти точек
объекта. В сравнении с нормальной перспективой построе-
ния перспектива получилась уменьшенной в 0,707 раза.
Главная точка 50 и дистанция d определены по примеру
чертежа 5.

§ 5. Заключительные замечания

В работе изложен способ применения аксонометриче-
ского метода для построения перспектив, не требующий
построения гармонических шкал. Последнее обстоятель-
ство достигается отнесением объекта к специально вы-
бранной косоугольной системе координат и использова-
нием вспомогательных косоугольных проекций. Очень
важно, что снятие координат точек объекта, отнесенного
к указанной системе координат, осуществляется по орто-
гональным проекциям объекта почти также просто, как и
в случае прямоугольной системы координат. Используя
одну или другую комбинацию коэффициентов искажения
можно изложенным приемом практически строить пер-
спективы при всех углах ф в пределах o°<ф^40а .

Построение изображения точки по изложенному спосо-
бу (не считая подготовительной работы) требует примерно
столько же работы, как н в случае прямоугольной димет-
р ической 'Проекции.

К числу недостатков способа следует отнести сравни-
тельно малые размеры перспективы, получаемой в слу-
чае Ш\ =ш3 (к = 0,707) и сложность графического спо-
соба определения углов õi исо в случае т2 т3 . Конечно,
при применении способа могут возникнуть также затруд-
нения, связанные с недоступными точками схода, как это
случается и при применении многих других способов для
построени я перспектив [2], [3].

Увеличения размеров 'перспективы можно достигнуть
применением больших приведенных коэффициентов иска-
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жения Так. например, если в случае т\ = т3 применить
приведенные коэффициенты искажения т { =тъ —2, то
перспектива увеличится в сравнении с нормальной в
1,414 рада.

Подготовительной работы, связанной с определением
углов б и а, можно избежать, если по аналогии с парал-
лельной аксонометрией пользоваться только некоторыми
определенными координатными системами. В качестве
таких стандартных аксонометрических систем можно ре-
комендовать следующие;
1) случай прямоугольной системы координат, характери-

зуемый данными: 26 = 90°, ф = 35° 16', а = 30° (№ 7
в таблице № 1);

2) случай прямоугольной системы координат, характери-
зуемый данными: 26 = 90°, ф = 19°28', а = 18°26'
(№ 7 в таблице № 2); v

3) случай косоугольной системы координат, характери-
зуемый данными: 26i = 60°, ф = 0 и cti = 0. (№ 1 в
таблице № 3).

Первые две координатные системы предвидены для
построения перспектив на наклонной картинной пло-
скости, а последняя для построения перспектив на вер-
тикальной картинной плоскости.

Все вышеизложенное велось главным образом с учетом
левой системы координат Ouvw; однако результаты оста-
ются верными и в случае правой системы координат.

Из всего изложенного можно сделать вывод, что мне-
ние, будто бы аксонометрический метод не может иметь
практического значения в случае центральной проекции,
является неоправданным.
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