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К РАСЧЕТУ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ
С УЧЕТОМ ПОЛЗУЧЕСТИ И РЕЛАКСАЦИИ БЕТОНА

В настоящей статье делается попытка найти основы
новой расчетной теории, которые по сравнению с суще-
ствующими теориями позволили бы несколько лучше учи-
тывать деформативные свойства бетона и избегать мате-
матических сложностей. Применение этих основ рассмат-
ривается подробнее при расчете напряженного состояния
железобетонных балок постоянного сечения и статически
неопределимых стержневых систем.

I ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОСЛЕДЕЙСТВИЯ
1. Основные понятия

Ползучестью бетона называется увеличение его
деформации в течение времени при неизменном напря-
жении бетона.

Релаксацией бетона называется уменьшение его
напряжения в течение времени, без изменения деформа-
ции бетона.

Ползучесть и релаксация являются различными видами
проявления деформативных свойств бетона. Расчетная
теория, базирующаяся на явлении ползучести, называется
теорией ползучести, а теория основанная на явле-
нии релаксации теорией релаксации. По форме
обе теории являются аналогичными и их можно рассмат-
ривать совместно, как единую теорию теорию
последействия.

В предлагаемой теории последействия приняты следу-
ющие понятия;

фактор напряжение или сила по теории ползу-
чести; деформация или перемещение по теории релак-
сации;

действие деформация или перемещение по
теории ползучести; напряжение или сила по теории
релаксации;
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виды действия;
удельное действие действие единичного фак-

тора;
мгновенное действие действие фактора, воз-

никающее в момент изменения фактора;
последействие действие фактора, присоеди-

няющееся в течение времени к мгновенному действию при
постоянном факторе;

кривая действия график удельного действия.

2. Общие методы решения
Связь между изменяющим фактором и его действием

В основу теории последействия, развитой в настоящей
статье, положены следующие предпосылки:

а) бетон ведет себя как однородный и изотропный мате-
риал; !■ *■!

б) изменения деформативных свойств бетона в коротком
промежутке времени (г v т ) не зависят от изменений
фактора, совершающихся в том же самом промежутке
(фиг. 1).

Исходя из этих основных предположений, можно полу-
чить общую зависимость между изменяющим фактором
Х{г) и действием его:

где t момент времени, для кото-
рого определяется действие; т
момент времени изменения факто-
ра (г < /); S[t, t, Х{х) ] фактор-
функция (если |*(т)| -1, то
|s|= 1); K{t, х) удельное дей-
ствие; индекс «о» обозначает соот-
ветствие к начальному моменту т0

(фиг. 1).
Функции K g{t, х) и S [t, х, Х(т)] действуют в случае, если

фактор Х{х) в промежутке (xg_v rg
) безпрерывно либо

г=т;
h Г д

т=Ф,ro)’So [tr o Л)]+Г J K s(t,r)—Sg [t,T,XirUdT ,

g~

r=V'
(1)
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увеличивается, либо уменьшается. К {t,г) и S g [t, г, Х(т)]
при увеличении и уменьшении фактора будут различными;
они действуют только при т 1 соответствуют из-
вестным величинам фактора вплоть до момента времени
Vi (Ф иг - *)•

Задачи, где фактор Х(г) известная функция

Если фактор Х{т) известная функция, то действие его
Y(t) можно легко найти из (1) при помощи прямого
интегрирования. В зависимости от того, является ли фак-
тором перемещение (деформация) или сила (напряже-
ние) , следует применять в расчете либо теорию ползу-
чести либо теорию релаксации.

Как видно, в ряде случаев определение напряжений от
усадки бетона, осадки опор, изменений температурного
режима и т. д. является достаточно простым.

Задачи, где факторы являются неизвестными функциями

По данным литературы [l, 4, 3] нелинейная зависимость
между напряжением и деформацией вытекает только из
деформации ползучести. Разделим целый наблюдаемый
промежуток времени (т O , Т) на части т ) t в преде-
лах которых можно допустить существование линейной
зависимости между фактором и его действием, т. е.

В данном случае можно определить неизвестные фак-
торы из системы линейных интегральных уравнений (2):

Система уравнений (2) выражает непрерывность дефор-
маций по теории ползучести и условие равновесия по тео-
рии релаксации.

-i g[t.T. .

ЕОсАЩьХЫь+Е /к,Ьг)а-£щк агl~Щ .

Т~ Т9-1
(2)

(* = 1,2,...,«).



Уравнения (2) можно решить постепенно. 1 ) Например,
если известны величины факторов Xo{r)k , Xl {r)k, ...,

X 1 (г)д , которые соответствуют начальному моменту т0

и промежуткам времени (тO , хг ), (т х, г2),..., (г 2’, г j),
то величины факторов (т) А следующего промежутка
(т 1? тд ) можно найти из системы уравнения (3):

Систему (3) можно представить в следующем т. н. нор-
мальмом виде:

где

Функции F (/) • известны, так как факторы Xf {r)k уже
определены.

Отсюда следует, что решение многих задач не представ-
х ) См. тоже [2].

6

E_m,rJik -XSrJh+l_jfKfit,r)ik-~Xf(r)h dr +■
r= Tf-i

У ъ+JK/fAk^W^ nth • (3)

W
\{i= l, 2,.. ~n).

r g-ihk ' Xg^r g-Jk rhk dr X9^ dr^
T=zT g—l

{i= 1, 2 я), (4)

LKit, To )[fr aXO
{T

O
)k +Д7 •o^Xf{r)k-dr +

r=TM
- Kg{t

' T9-M ' Xg^g-i^+ УЦ = F gWi •
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ляет теоретических затруднений, если сумеем решить
элементарную задачу, которая дается системой
(5):

где т0 начальный момент элементарной задачи и t
произвольно выбранный момент времени, для которого
определяется действие.

Систему интегральных уравнений (5) можно привести
к системе линейных алгебраических уравнений, при пред-
положении

где функции и{r) lk известны, а постоянные alk не из-
вестны.

Функции K{t, x) ik и F{t). обыкновенно имеют ассимпто-
тический характер. Поэтому является целесообразным вы-
разить функции u{r)lk в следующем виде:

где

Из однопараметрических функциональных видов фак-
тора подходящими являются следующие:

и

t

i:iK{t,rJlk -X{Tjk+ fxit,T>lk -—X(r)k dr] =F{t) i ,

fe= ' dr,
(i = 1,2, ..., n), (5)

m

X(T)k =X(Tjk a[k -u(r)
(J ,

li(r) zfe
“ *

f n К{г,тo \~ к{т
0 ,т0

)и
v{z)—n L K{t t)

l=/
•

’ C'o’ L 0 'I I

X(t\=X(xo )t;U+ak v(T)'] .

и (r) (6)
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Применяя приближенные функции (6), можно получить
удовлетворительные результаты (погрешность zKS%),
если и(г) <0,5.

Точность найденных факторов X« характеризуется
функциями

Если, факторы X {r)k выражены через точные функции,
то

Результаты, получаемые изложенным методом, могут
быть рассмотрены как первые приближения. Пусть функ-
ции K{t, r) ik и Y{t) . будут непрерывны во всем рассмат-
риваемом промежутке времени (r O , Т ). В этом случае фак-
торы Х{г)к будут тоже непрерывными функциями. Но
первые приближения факторов Х{г)п имеют разрывы в
концах частичных промежутков времени, которые были
применены при решении элементарных задач (см. фор-
мула (5). Поэтому пои определении второго приближения

фактора Х(г)к2 является целесо-
образным предположить, что

где: т0 начальный момент час-
тичного промежутка времени,
отвечающий ;■ элементарной задаче
(формула (5));

=
~ tüig(t,rg_,) lk -Хд(Хд.,)к +

К =/

г 9
Õ+J K/t,T)lk -—Xft)k dT ] ,

r “V*
(i = 1,2, . . . ,п)

= О.

*n,=x4ü+ ] .
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X* (t) ä1 —на основе функции X{r) Äj выбранная, непре-
рывная функция,

(см. фиг. 2);
ак искомая постоянная.

Большой практический интерес представляют задачи с
одним неизвестным фактором. Для этого вида задач
можно вывести расчетные формулы, применяемые также
при значении и(т)Х),5. Вывод указанных формул рас-
сматривается ниже.

3. Задача с одним неизвестным фактором

Неизвестный фактор определяется из следующего инте-
грального уравнения:

Если F (t) = F {г0 ) = const и решение уравнения (7)
X{t) = X{t)% известно, тогда решение уравнения (7) в об-
щем случае (т. е. в случае когда F{t) ф const) можно
легко найти при помощи следующего приема.

Фактор X{t)%, можно рассмотреть как функцию началь-
ного момента (времени тO , т. е. при г0 т

Из структуры уравнения (7) следует, что величина
X(t)* : F {хо) является удельным действием нового факто-
ра F (г) и решение уравнения (7) (в случае когда F(t) ф
ф const) можно найти из выражения (7а):

X(x)^X(r)k ,

t
r ä

K{t,To )- X(T
O )+JK{t,T)--— X{t)'üt = F{t) (7)

r=re

X(t) = X(t,г). .

\

X(t) =X{
. (7а)

т=т0
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Здесь X ( t, г) * решение уравнения

где

Чтобы получить практически применимые расчетные
формулы, следует выбрать подходящие приближенные
функции F(/) и /С(*, г). При этом оказывается целесооб-
разным исходить из следующих условий;

где * обозначает точные функции, К(г)—К(гчт)

и

Условие (8а) следует применить для промежутка
(т o+At, Т), где Ж интервал времени, в течение которого
свойства бетона практически не изменяются иТ=шах t.

где АХ изменение фактора в промежутке времени (т O , Г),
если действие его остается постоянным, т. е. Y {t) = const.
Это условие является неприменимым в теории ползучести,
если фактор увеличивается, и в теории релаксации, если
фактор уменьшается.

Г/=*
F{rO )^X(T4T)

# -K{t,r)-hjK{ti T^j--X(rif r);(iri , (76)
т,=г 1 ОТ{

Г «5 ГУ С t .

1.
~

=Sb^J-[K\rJ+b\t,Tj}+Fb)-F\) . (8а)

ы,г)-т,т)~к{т)

„„

X\T„)+X\t)
m 2

2. АХ=АХ*, (8Ь)



где Atx и At.2 промежутки времени, в течение которых
свойства бетона практически не изменяются.

Предлагаемые методы решения базируются на двух ви-
дах кривых действия:

а) параллельные кривые действия,
б) непараллельныекривые действия.
Оба вида кривых можно применять как в теории ползу-

чести, так и в теории релаксации; как при увеличении, так
и при уменьшении напряжения. Но метод непараллельных
кривых дает обыкновенно более точные результаты (за
исключением отдельных случаев в теории ползучести,
когда напряжения бетона уменьшаются).

Метод параллельных кривых действия. 2 )

В данном случае предполагается, что

где k(ro, г0) =0 и К (г)— К (г, г). На этой основе можно
получить из интегрального уравнения (7):

cl, b O , Ь г иb2 постоянные, определяемые из условий (8), то
из формулы (9) следует:

-) См. тоже [6].

11

3 ‘ K{r o+Jt,, T o }
_

K{ro +Jtn тO Т
K(T,T-Jt 2

}~~ KizT-jt 2
)*

8c)

Kit, г) =K(r) +kit,z o ) —k(r,TO Y

ГdkГЛ d Г й Т

ад-в J K*
(k) J в J K*(k) dk + c\, (9)

где
k = k(t, Т 0) И K*(k)~K*\k(t, To)\= K(t)

F*(k) =F(t).

а) Если Л* (к)=Кo +ак и F*{k)=b o + blk+b 2k 2
, где КO ,

X(k)=*0 • /да + Й, [1 -/да] -/да]}.
(10)
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Здесь

и

б) Если К* (k) =K0+a 1[ 1— ей2/г
] и F(k) —b, где K O , a l5 a 2

и b постоянные, определяемые из условий (8), то из фор-
мулы (9) следует:

Параллельные кривые действия являются наиболее
подходящими, если k{t, т) выражает последеформацию
бетона при уменьшении напряжения бетона. Причиной
является здесь обстоятельство, что деформацию упругого
последействия можно почти всегда учитывать как мгно-
венное действие.

В данном случае

где c{t, т 0 ) удельная последеформация при увеличении на-
пряжения (или мер ползучести [l]), и Е{г) модуль упруго-
сти.

где Еl {г) модуль упруго-мгновенной деформации, и
Е2 {Т,г) модуль упругой последеформации (последей-
ствия) .

Метод непараллельных кривых действия.
Оказалось целесообразным применить следующее выра-

жение для удельного действия:

Х0 = Х(т0)

_

k
Если а— О, то f{k)=e Ко

.

k

[rs -|aa 2•«'
. a = -(K,+ aJ. (Il)

K(t,r) = + си, то-)- с (г,г0 ) ,

E(г) Е,(г) EJT,t)

K{t, r) =Ko+a [l —

,
(12)



13

где К0 и а константы и 5 некоторая известная функция вре-
мени.

Если

где Ь{ констант и s s{t), то из выражений (7, 12, 13) по-
лучим

где

Примеры кривых последеформации (ползучести):
теория упруго-ползучего тела [l]:

метод параллельных кривых:

метод непараллельных кривых;

F(t)=i Ь&, (13)
г =0

ЛУ: '~ f’C['V '■ ' •-) ] +

Л= И 50 = 5 (г0 )
Ко

k(t, tj = a(0,5-|-^-)[l— <T °'036 »

k(t, г) = а • 0,87[е-°’°36 (---о) _ е- о.озе

k(t, т) = а (l—--)
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Для применения предложенных основ теории последей-
ствия необходимо определить функции K{t, г) и F{t), ко-
торые зависят от деформативных свойств материалов и от
геометрических размеров конструкции. В следующей ча-
сти рассматривается определение функции K{t, т) и F{t )

для некоторых практически важных случаев.

Лl. РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ
ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК И СТАТИЧЕСКИ
НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ

Ниже рассматриваются случаи, когда стержни имеют
одну продольную плоскость симметрии и внешние силы
лежат в этой же плоскости, трещины отсутствуют, армату-
ра не может сдвигаться в бетоне, величина расчетных на-
грузок не превышает эксплуатационных, и время наблюде-
ния длиннее периода развития последеформации в арма-
туре.

При этом предполагается, что сечения стержней остают-
ся плоскими, между напряжениями и деформациями и
между внешними силами и перемещениями существует ли-
нейная зависимость; что влияние касательных напряжений
незначительно и что в течение развития последствия в
арматуре свойства бетона практически не изменяются.

Введем следующие обозначения;

öa , бб —• напряжения,
Na , N 6 продольные внутренние силы,
sa , еб относительные продольные деформации,
Fa ,

F 6 площади поперечных сечений,
Iа,1
а , 1б - главные моменты инерции поперечных сечений.

Здесь, а также в дальнейшем, индексы а и б обознача-
ют арматуру и бетон.

1. Железобетонная балка
Частные случаи внецентренного сжатия (или растяжения), когда
внутренние продольные силы в бетоне и арматуре находятся на од-

ной прямой линии

Внецентренная внешняя продольная сила N (t) и внут-
ренние силы Na иNб (фиг. 4) находятся на одцой пря-



мой линии, если расстояние силы N(t) от центра тяжести
поперечного сечения арматуры равняется:

(см. тоже [s])

Здесь ia иi6 главные радиусы инерции поперечного се-
чения арматуры и бетона; с расстояние между центра-
ми тяжести поперечных сечений бетона и арматуры.

Условие равновесия дает в данном случае зависимость
между напряжениями в бетоне и арматуре:

где у расстояние от центра тяжести арматуры,
и F ау и F бу условные площади сечений арматуры и бе-
тона. Последние определяются по следующим формулам;

Определение напряженного состояния
по теории ползучести базируется на условии:

15

'j —« — « s i hч - c\-
*U = - J ± |/(-^f—)+« ( ,5 >

А1(0 = oa (t, у) • Fay 4 a 6 (t, у) ■ Fбу , (16)

F =

Fa p =

F6tay
1i hy ’

I_L (h ~ c)(y — c) ’

_4y
!*y f* r6y

e6 {t,y) = e a {t,y). (17)
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На основе выражений (1 ,16, 17) можно получить урав
некие (7), где

Здесь 80 {t, г) и 8 1 {t, т) деформации бетона от изменения
напряжения \Лаб х) \ = Г); Еа модуль деформации ар-
матуры.

Деформации балки определяются по формуле (18Ь):

По теории релаксации определение напря-
женного состояния базируется на условии равновесия;

На основе выражений (1, 17, 16) получается уравне
ние (7), где

и

Здесь г0 (/, т0 ) и гД/, г 0 ) напряжение бетона от изме-
нения деформации \Ле{х) \ 1.

*) Значение индексов такое же как в формуле (1).

F{t) = -=— N{t)+a6(T„ij)-iö,(t т.)
L ar aä

K(t,r)= 6,4,0+——

,

(18а)
а Еу

Х{т)= ог 6 {т,у)

( 18b>
\_ ay ry J

N{t)=Na {t)+N6 (t).

F ( t ) =-- Ш)+с(гo ,у)-[гДг o) -ro (f,rj] ,b6v

K(t,r)= r;(t,z)-hyyF a
18c)

Jf(r) = e(t,y) .
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Напряжение бетона получается из формулы (18d)

Угол пово р о т а cp{t) и прогиб у(() балки
определяются по следующей формуле:

где z координат продольной оси балки.

Некоторые другие частные случаи

Любое внецентренное сжатие (или рас-
тяжение) и изгиб можно рассматривать как
сумму двух таких частных случаев внедентренного сжа-
тия (или растяжения), при которых положение внецент-
ренной силы определяется формулой (15) (см. [s]).

В случае если расстояние «с» малое, то этот метод обы-
кновенно оказывается не подходящим. Здесь более целе-
сообразно применять следующий прием. Отделяем часть
арматуры с сечением AFa таким образом, чтобы
AJ а 0(zl/a главный момент инерции сечения арма-
туры AFa ), чтобы центры тяжести остального сечения ар-
матуры и бетона совпадали и определяем деформативные
свойства полученной условной балки (см. ниже). Потом
армируем условную балку как однородную (деформатив-
ные свойства которой определены) одиночной армату-
рой AFа и определяем действительное напряжение состоя-
ния балки.

Если расстояние с= 0, то действие центренной силы
определяется по формулам (18), принимая /г 12 =O. При
определении действия момента М (/) можно применять

1атакже формулы (18), заменяя в последней Я— вместо
К 1б 6

/и у, -у- вместо Fay , -—вместо Fбу и M(t) вместо N {t) .
Деформация бетона е (/) от внутренней

силы предварительно напряженной арма-
туры такое же, как от постоянной внецентренной внеш-
ней продольной силы

= (18d)
1 бу

d2v(t) _d ep (t)
_

e(t, y\) e(t, y2) /j gx
dz2 dz у\ —y2

’ ' '

N{t)=Nal % -Рл -оа.
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Здесь F аl
- площадь сечения предварительно напря-

женной арматуры и оаХ напряжение, которое получала
предварительно напряженная арматура при деформации
бетона еб (т 0 ) =O.

Напряжение бетона об (t) от усадки бе-
тона такое же, как от внецентренной внешней продоль-
ной силы:

Здесь е бу (/) относительная деформация свободной
усадки бетона. Сила N(t) находится в центре тяжести по-
перечного сечения арматуры.

2. Статически неопределимые стержневые системы

Напряженное состояние статически неопределимой
стержневой системы определяется при помощи системы
интегральных уравнений (4), где значения символов по
теории ползучести и по теории релаксации различаются.

По теории ползучести фактором X ( r) k являет-
ся статически неопределимая внутренняя сила. Функция
K{t, r )ik обозначает перемещение в месте i, если в ме-
сте k действует фактор iZ(r)Ä NI. Функция F{t ). обоз-
начает перемещение в статически определимой основной
системе от внешних нагрузок, перемещений опор ит. д.
Таким образом при решении системы по теории ползуче-
сти следует применять метод сил.

По теории релаксации является фактором
X{r) k перемещение системы. Функция K{t, x) ih обознача-
ет реактивную силу в месте i, если в месте k действует
фактор |X(r)

Äl=l. Функция F{t). обозначает реактивную
силу в месте iот внешних нагрузок, перемещений опор
и т. д. Таким образом при решении системы по теории ре-
лаксации следует применять метод деформации.

Преимуществом теории релаксации является в данном
случае то, что она позволяет определять непосредственно
перемещения системы и напряжения арматуры, которые
обыкновенно являются главной целью расчетов. Кроме
того, определение функции K{t, r) ik является в данном
случае очень простым.

JV(O=-V*, •«,,(')•
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РЕЗЮМЕ

Расчетные теории железобетонных конструкций, бази-
рующиеся на явлениях ползучести и релаксации бетона,
можно рассматривать в качестве единой теории последей-
ствия. В настоящей работе показано, какие исходные экс-
периментальные данные являются необходимыми для
применения теории последействия. Практический расчет
конструкции с учетом этих данных оказывается возмож-
ным в тех случаях, когда напряженное состояние констук-
ции определено при помощи системы интегральных урав-
нений. Эту систему можно решить постепенно по более ко-
ротким промежуткам времени. При этом оказывается воз-
можным привести решение системы интегральных уравне-
ний к решению системы линейных алгебраических уравне-
ний. В конструкции, изменение деформаций которой изве-
стно, напряженное состояние легко определяется при по-
мощи теории релаксации путем интегрирования. Для ре-
шения задач, определяемых одним интегральным уравне-
нием, изложены два метода. Из них метод непараллель-
ных кривых действия дает иногда более простые формулы
и имеет более широкий круг применения. Метод парал-
лельных кривых действия является применимым главным
образом при апроксимации деформации бетона от умень-
шения напряжения. Для определения постоянных, в слу-
чае приближенных функций этих методов, в статье изло-
жены практические условия, обеспечивающие необходи-
мую точность расчетов.

Применение основ теории последействия рассматри-
вается при расчете железобетонной балки и статически
неопределимой стержневой системы. Для определения на-
пряженного состояния в железобетонной балке изложены
два приема решения, при помощи которых легко решают-
ся различные частные случаи. При рассмотрении статиче-
ски неопределимых стержневых систем выясняется, что
теория ползучести требует применения метода сил, а тео-
рия релаксации применения метода деформации. Послед-
ний имеет некоторые существенные преимущества.

В общем теория ползучести и теория релаксации имеют
свои подходящие области применения. Использование это-
го обстоятельства позволяет упростить и уточнить расчеты.
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