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Mente et manu

Õhukeseseinalisi vardaid kasutatakse lennuki-, laeva- ja sillaehituses ning ehituskonst-
ruktsioonides. Õhukeseseinaliste varraste projekteerimisel tuleb arvestada ka varda väänet,
mida on käsitletud vaid põgusalt raamatus „Teraskonstruktsioonide arvutus Eurokoodeks 3
järgi" [Loo08]. Tänaseni puudub eestikeelne kirjandus, ka õppematerjal, takistatud väändega
seotud suuruste arvutamiseks. Siin esitatu püüab seda lünka täita.

Valik raamatus kasutatud termineist koos vastetega saksa, inglise ja vene keeles on koon-
datud sõnaseletuste loendisse „Terminid ja sümbolid".

Esimeses peatükis vaadeldakse Vlassovi hüpoteese õhukeseseinalise varda takistatud
väände kohta. Tuuakse avaldised kooldenormaalpingete, kooldenihkepingete ja bimomendi
leidmiseks ning määratakse märgikokkulepped väändel. Kirjeldatakse varraste liittööseisun-
dit põhjustava koormuse ülekandmist elastsele teljele.

Teises peatükis esitatakse takistatud väände diferentsiaalvõrrandid. Tuletatakse takistatud
väände põhivõrrandid ja laiendatud ülekandemaatriks EST-meetodiga lahendamiseks. Näi-
datakse, et varda takistatud väände ülesannete lahendamisel on EST-meetodiga leitud suu-
rused heas kooskõlas raamatus [Sad63] toodud tulemustega.

Kolmas peatükk käsitleb õhukeseseinaliste varrassüsteemide arvutamist. Seatakse
toetingimused (rajatingimused) varrassüsteemi kui terviku vabastamisel välissidemetest.
Varrassüsteemi jaotamisel osadeks vabastatakse elemendid sisesidemetest1: sõlmedes ele-
mente ühendavad sidemed asendatakse pidevus- ja tasakaalutingimustega (rajatingimustega).
Sidemetest vabastamise printsiibi ning kinemaatiliste ja staatiliste rajatingimuste rakendamist
vaadeldakse järgmistes näidetes:

• jätkuvtala arvutus EST-meetodiga (lk 109),
• murtud teljega L-tala arvutus EST-meetodiga (lk 121),
• murtud teljega Π-tala arvutus EST-meetodiga (lk 137).

Eesmärgiga testida EST-meetodit valiti näideteks ülesanded, millele olid juba olemas jõu- ja
deformatsioonimeetodiga leitud lahendid [Bõt62], [Sad63].

Lisas A on vaatluse all õhukeseseinalise varda ristlõike geomeetrilised karakteristikud:
sektorkoordinaat, staatiline sektormoment, sektortsentrifugaalmoment, sektorkoordinaadi
nullpunkt, sektorinertsimoment jt.

1 Sise- ja välissidemed vt [Jür85, lk 9].
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Lisa B tutvustab elastsete varrassüsteemide energiateoreemi, milles sisalduv rajajõudude
töö avaldis on oluline rajatingimuste püstitamisel.

Lisas C esitatakse õhukeseseinalise tala takistatud väände ülekandevõrrandid ja koor-
musvektorid.

Lisast D leiab avaldised, mis aitavad paindemomendi ja koguväändemomendi ühen-
dussõlmes kontakti panna.

Lisas E on viited programmidele jätkuvtala ja murtud tala väände arvutamiseks.

Raamatus viidatakse vabavara GNU Octave2 3 abil kirjutatud programmidele. Siin peab
arvestama, et kümnendkoha märkimiseks kasutatakse punkti. Nii on arvutuspäevikutes küm-
nendkohad arvus eraldatud punktiga.

Raamatule lisatud CD-plaadilt leiab arvuti kettaseadme tähisele vastava pdf-faili:

Kettaseadme tähis Pdf-fail

D: avatud6huke_D.pdf

E: avatud6huke_E.pdf

F: avatud6huke_F.pdf

S: avatud6huke_S.pdf

Z: avatud6huke_Z.pdf

/media/cdrom0 avatud6huke_cdrom0.pdf

/media/E_OPE avatud6huke.pdf

Kõrgetasemelises programmeerimiskeeles GNU Octave kirjutatud programmide vaata-
miseks soovitame installida Notepad++ redaktori4.

Sobivad failid võib CD-plaadilt kirjutada mälupulgale. USB-draivi tähist arvutis saab
muuta (vt Changing drive letters for the USB stick)5.

Vanemas pdf-failide lugejas/vaatajas6 tuleb failis leiduvate viidete avamiseks aktiveerida
tugevdatud turbe suvand (Enable enhanced security)7.

Andres Lahe

2 http://vabavara.eu/index.php?programm=501 (03.02.2016)
3 http://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Octave (03.02.2016)
4 https://notepad-plus-plus.org/ (16.03.2016)
5 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Structural_Mechanics_Book_with_Media_and

_Computer_Programs.pdf#page=4 (16.03.2016)
6 https://helpx.adobe.com/acrobat/kb/install-reader-xi-windows2.html

(16.03.2016)
7 https://helpx.adobe.com/acrobat/using/enhanced-security-setting-

pdfs.html (16.03.2016)
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1. Põhimõisted

1.1 Avatud ja suletud ristlõikega vardad
Õhukeseseinalise varda seina paksus 𝛿 on varda teiste mõõtmetega võrreldes väike: 𝛿 ≪ 𝑏 ≈
ℎ < 𝐿 (jn 1.1). Õhukeseseinalised vardad võivad olla suletud ristlõikega (jn 1.1a) või avatud
ristlõikega (jn 1.1b).

L

h

b

δ

(a) Suletud ristlõige

L

h

b

δ

(b) Avatud ristlõige

Joonis 1.1. Avatud ja suletud ristlõikega vardad

Õhukeseseinalise suletud ristlõikega varda arvutus erineb vähe mitteümara ristlõikega
varda arvutusest, mis leidub õpikus [KMPR12]. Õhukeseseinalise avatud ristlõikega varda
arvutustes kehtib ristlõigete tasandilisuse hüpotees (Bernoulli1 hüpotees) ainult koormuse
teatud rakendamisel ristlõikes.

1.2 Vaba ja takistatud vääne
Kui kõik ristlõiketasandid kõverduvad takistuseta ja ühtmoodi, siis nimetatakse väänet
vabaväändeks ehk takistamata väändeks (sks Saint-Venant Torsion, ingl St. Venant torsion,
vn qistoe kruqenie e svobodnoe kruqenie).

Vabaväändemomendi (St. Venant’i väändemomendi) 𝑇𝑥 𝑡 ja väändenurga 𝜃 (𝑥) tuletis
varda teljesuunalise koordinaadi 𝑥 järgi on omavahel seotud (vt väändenurga diferentsiaalvõr-
rand [KMPR12]).

𝑇𝑥 𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′ (1.1)

1 Jacob Bernoulli (1655–1705), šveitsi matemaatik.
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Joonis 1.2. Vabavääne

kus

𝐺𝐼𝑡 – vabaväändejäikus;

𝐺 – nihkeelastsusmoodul e nihkemoodul e Coulomb’i2 moodul;

𝐼𝑡 – väändeinertsimoment.

𝐼𝑡 =
1

3
𝜂

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝛿
3
𝑖 (1.2)

kus
𝑏𝑖 ja 𝛿𝑖 − varda ristlõikes (jn 1.1) oleva ristkülikulise lehe küljed (𝑏𝑖 ≫ 𝛿𝑖);

𝜂 − tegur, mille väärtus sõltub ristlõike kujust: L-profiilil 𝜂 = 1.00 . . . 1.10,
I-profiilil 𝜂 = 1.2, U-profiilil 𝜂 = 1.12 ja T-profiilil 𝜂 = 1.15, vt [Sad63, lk 23].

Väändeinertsimomendi 𝐼𝑡 arvutamist suletud ristlõike korral vt [KMPR12, lk 305].

Vabaväändel (jn 1.2) säilitavad varda pikikiud oma pikkuse. Normaalpinged ristlõikes
puuduvad, mõjuvad ainult nihkepinged.

Kui ristlõiketasandite kõverdumine on takistatud, siis sellist väänet nimetatakse takistatud
väändeks (sks Wölbkrafttorsion, ingl restrained warping torsion, vn izgibnoe kruqenie e
stesnennoe kruqenie [Vla59], [Smi75, lk 314]).

Mitteümarvarraste väändel toimub ristlõiketasandi kõverdumine – kooldumine 3,

F/2

(b)

F/2

F

F

F/2

F/2

(a)

T/2

T/2

T

Joonis 1.3. Takistatud vääne

2 Charles Augustin de Coulomb (1736–1806), prantsuse füüsik ja insener.
3 http://www.eki.ee/dict/ies/index.cgi?Q=warp&F=M&C06=et (28.04.2015)

http://www.eki.ee/dict/ies/index.cgi?Q=warp&F=M&C06=et
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− kooldeväändemoment

− kooldemoment
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− kooldenihkepinge

− kooldenormaalpinge

Joonis 1.4. Kooldepinged

deplanatsioon (sks Wölbung 4 e Verwerfung, ingl warping 5 6 7 e deplanation, vn korob-
lenie8 e deplanaci�).

Takistatud väändel deformeeruvad varda pikikiud erinevalt (jn 1.3). Joonisel 1.4 näeme
I-profiili ülemise ja alumise vöö erisugust deformeerumist takistatud väändel. Erineva defor-
meerumise tagajärjel ristlõige kooldub (kõverdub). Ristlõike kooldumisel tekivad koolde-
pinged, mis jagunevad

– kooldenormaalpingeteks 𝜎𝜔 (sks Wölbnormalspannungen9, ingl warping normal
stresses10, vn sektorial~nye normal~nye napr��eni�) ja

– kooldenihkepingeteks 𝜏𝜔 (sks Wölbschubspannungen, ingl warping shear stresses, vn
sektorial~nye kasatel~nye napr��eni�).

Kooldenormaalpinged 𝜎𝜔 ülemises ja alumise vöös moodustavad paindemomentide 𝑀𝜔

paari (jn 1.4), mille korrutist nende vahekaugusega a nimetatakse bimomendiks 𝐵𝜔.
4 http://dict.leo.org/#/search=w%C3%B6lbung&searchLoc=0&resultOrder=

basic&multiwordShowSingle=on (28.04.2015)
5 http://www.structuralwiki.org/en/Warping (28.04.2015)
6 http://dict.leo.org/ende/index_de.html#/search=warping&searchLoc=

0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on (28.04.2015)
7 http://www.ttu.ee/public/m/Mehaanikateaduskond/Instituudid/Materja

litehnika_instituut/Materjalitehnika_seletav_sonaraamat.pdf#page=163
(19.20.2015)

8 http://slovar-vocab.com/english-russian/vocabulary/warping-100033.html
(28.04.2015)

9 http://de.wikipedia.org/wiki/Torsion_%28Mechanik%29#W.C3.B6lbkrafttorsion
(8.03.2015)

10 http://www.steel-insdag.org/TeachingMaterial/Chapter17.pdf#page=14
(8.03.2015)

http://dict.leo.org/#/search=w%C3%B6lbung&searchLoc=0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on
http://dict.leo.org/#/search=w%C3%B6lbung&searchLoc=0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on
http://www.structuralwiki.org/en/Warping
http://dict.leo.org/ende/index_de.html#/search=warping&searchLoc=0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on
http://dict.leo.org/ende/index_de.html#/search=warping&searchLoc=0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on
http://www.ttu.ee/public/m/Mehaanikateaduskond/Instituudid/Materjalitehnika_instituut/Materjalitehnika_seletav_sonaraamat.pdf#page=163
http://www.ttu.ee/public/m/Mehaanikateaduskond/Instituudid/Materjalitehnika_instituut/Materjalitehnika_seletav_sonaraamat.pdf#page=163
http://slovar-vocab.com/english-russian/vocabulary/warping-100033.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Torsion_%28Mechanik%29#W.C3.B6lbkrafttorsion
http://www.steel-insdag.org/TeachingMaterial/Chapter17.pdf#page=14
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1.3 Siirete ja deformatsioonide vahelised seosed
Vaatleme nüüd õhukeseseinalise varda siirete ja deformatsioonide vahelisi seoseid. Nendes
seostes arvestatakse järgmisi hüpoteese [Vla59]:

• õhukeseseinalise varda keskpinnal võib hüljata nihkedeformatsioonid ehk nihkemoon-
ded (vt [KMPR12, lk 109]), s.t keskpinnal on nihkenurk 𝛾 ≈ 0;

• õhukeseseinalise varda ristlõike kontuur ei deformeeru, s.t kaugus ristlõike kahe punkti
vahel ei muutu.

Esimese hüpoteesi selgitamiseks vaatleme õhukeseseinalise varda keskpinnal (jn A.1) ristkü-
likulist elementi PRQD mõõtmetega 𝑑𝑥× 𝑑𝑠 (jn 1.5).

d
s

dxx

x

z

y

R

DQ

P

Joonis 1.5. Ristkülik keskpinnal

Nihkedeformatsiooni varda keskpinnal käsitleme kui kõrgemat järku väikest suurust:
𝛾 ≈ 0.

Ristkülikulise elemendi punkti 𝑃 (jn 1.6) siirete komponendid koordinaadi 𝑥 ja sektor-
koordinaadi 𝑠 (vt jaotis A.1) suunas tähistame vastavalt 𝑢 (𝑥, 𝑠) ja 𝑣 (𝑥, 𝑠). Ristkülikulise
elemendi punkti 𝑅 siirete komponendid

𝑢𝑅 = 𝑢+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
d𝑥, 𝑣𝑅 = 𝑣 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
d𝑥 (1.3)

ja punkti 𝑄 siirete komponendid

𝑢𝑄 = 𝑢+
𝜕𝑢

𝜕𝑠
d𝑠, 𝑣𝑄 = 𝑣 +

𝜕𝑣

𝜕𝑠
d𝑠 (1.4)

Ristkülikulise elemendi deformeerumisel (jn 1.6) moodustub nihkenurk 𝛾 nurkade 𝛼 ja 𝛽
summana:

𝛾 =
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 (1.5)

Tingimuse (1.5) rakendamine õhukeseseinalise varda keskpinnal moodustab esimese
hüpoteesi sisu.
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Joonis 1.6. Ristküliku deformatsioon

Nihkenurga puudumisel (𝛾 = 0) võib elemendi siirdumist ja pöördumist vaadelda kui
jäiga keha pööret. Ristkülikulise elemendi PRQD (jn 1.5 ja 1.7) kontuur ei deformeeru.
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Joonis 1.7. Ristküliku pööre

Kahe ristlõike pööret teineteise suhtes ümber varda telje 𝑥 mõõdame väändenurgaga 𝜃.
Vlassovi teooria [Vla59] teise hüpoteesi põhjal on väändenurk 𝜃 (𝑥) ainult varda teljesuu-
nalise koordinaadi 𝑥 funktsioon.

Ristlõike pöördumisel ümber telje, mis on paralleelne varda teljega (joonisel 1.8 on näi-
datud ristlõike keskjoone pööre ümber pooluseks nimetatava punkti 𝑃 ), võime keskjoone
puutujasuunalise elementaarsiirde d𝑣 kirjutada kujul
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d𝑣 = 𝑁𝑁* cos𝜙 ≈ 𝜌 cos𝜙 d𝜃 (𝑥) = 𝑟 d𝜃 (𝑥) (1.6)

d𝑣 = 𝑟
𝜕𝜃

𝜕𝑥
d𝑥 (1.7)

kus
𝜌 – raadiusvektor poolusest 𝑃 vaadeldavasse punkti 𝑁 (jn 1.8 ja jaotis A.1);
𝑟 – pooluse 𝑃 kaugus keskjoone puutujast 𝑡−𝑡, mis läbib vaadeldavat punkti 𝑁 ;
d𝜃 – elementaarväändenurk.

.

..
M

*

.

t

t

d
v

ρ

P

N

dθN

ϕ
r

s
ϕ

Joonis 1.8. Keskjoone pööre

Nihkenurga 𝛾 = 0 puudumise tingimusest (1.5) saame

𝜕𝑢

𝜕𝑠
= − 𝜕𝑣

𝜕𝑥
= − 𝑟

𝜕𝜃

𝜕𝑥
(1.8)

𝜕𝑢 = − 𝑟
𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝜕𝑠 (1.9)

Varda teljega paralleelse kiu pikkedeformatsioonil s-koordinaat ei muutu. Seega saame osa-
tuletise avaldises (1.9) asendada täistuletisega:

d𝑢 = − 𝑟
d𝜃

d𝑥
d𝑠 = − 𝑟 𝜃′d𝑠 (1.10)

Nüüd saab suuruse 𝑟 d𝑠 asendada sektorkoordinaadi diferentsiaaliga d𝜔 (A.33):

d𝑢 = − 𝜃′ 𝑟 d𝑠 = − 𝜃′ d𝜔 (1.11)

Ristlõikes, kus 𝑥 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡, saab siirde 𝑢 (𝑠) leida avaldisega

𝑢 = − 𝜃′
∫︁
𝑠

𝑟 d𝑠 = −𝜔 𝜃′ (1.12)
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Ristlõike kõverdumisest (kooldumisest) tekkiv kooldepikkedeformatsioon on leitav avaldi-
sega

𝜖𝑥𝜔 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −𝜔 𝜃′′ (1.13)

Vlassovi teooria teise hüpoteesi põhjal on raadiusvektori
−−→
𝑃𝑁* projektsiooni pikkus

(jn 1.8) ristlõiketasandil pärast ristlõike kooldumist võrdne raadiusvektori
−−→
𝑃𝑁 esialgse

pikkusega. Õhukeseseinalise varda ristlõike kontuur ei deformeeru (jn 1.9a), seega jääb kau-
gus kahe ristlõikes asuva punkti vahel deformeerimise käigus muutumatuks (jn 1.9b).
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(a) Ristlõike pööre (b) Ristlõike projektsioon

Joonis 1.9. Ristlõike kooldumine takistatud väändel

1.4 Kooldenormaalpinged
Normaalpingete leidmiseks takistatud väändel kasutatakse Hooke’i11 seadust:

𝜎 = 𝐸 𝜖 (1.14)

Tegurit 𝐸 seoses (1.14) nimetatakse (normaal)elastsusmooduliks (ka Youngi12 moodu-
liks). Asendades deformatsiooni 𝜖 avaldises (1.14) tema avaldisega (1.13), saame

𝜎𝜔 = −𝐸𝜔𝜃′′ (1.15)
kus

𝜎𝜔 – kooldenormaalpinged;
𝜔 – sektorpindala ehk sektorkoordinaat (vt jaotis A.1);
𝜃′′ – väändenurga 𝜃 teine tuletis koordinaadi 𝑥 järgi.

11 Robert Hooke (1635–1703), inglise füüsik.
12 Thomas Young (1773–1829), inglise füüsik.
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Praktilisteks arvutusteks moodustame kooldenormaalpinge 𝜎𝜔 ja bimomendi 𝐵𝜔

(jn 1.4) vahelise seose analoogiliselt tugevusõpetuses kasutatava normaalpinge 𝜎 ja painde-
momendi 𝑀 vahelise seosega [KMPR12]. Korrutame avaldist (1.15) sektorkoordinaadiga 𝜔
ja ristlõike elementaarpindalaga d𝐴 ning integreerime pindala A ulatuses.∫︁

𝐴

𝜎𝜔𝜔d𝐴 = −𝐸𝜃′′
∫︁
𝐴

𝜔2d𝐴 (1.16)

Seose (1.16) vasakpoolset suurust nimetame bimomendiks 𝐵𝜔.

𝐵𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜎𝜔𝜔d𝐴 (1.17)

Seose (1.16) parempoolne integraal määrab sektorinertsimomendi 𝐼𝜔 (A.60):

𝐼𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜔2d𝐴 (1.18)

Võttes arvesse bimomendi 𝐵𝜔 ja sektorinertsimomendi 𝐼𝜔 avaldised (1.17), (1.18), saame
seose (1.16) esitada kujul

𝐵𝜔 = −𝐸𝐼𝜔𝜃
′′ (1.19)

Bimoment 𝐵𝜔 õhukeseseinalise varda ristlõikes on momendipaar (jn 1.4), mis staatilises
mõttes on tasakaalustatud. Bimomendi leidmist vaatleme edaspidi. Avaldame suuruse 𝐸𝜃′′

seosest (1.19):

− 𝐸𝜃′′ =
𝐵𝜔

𝐼𝜔
(1.20)

Saadud avaldise paigutame seosesse (1.15):

𝜎𝜔 =
𝐵𝜔𝜔

𝐼𝜔
(1.21)

Bimoment 𝐵𝜔 ja sektorinertsimoment 𝐼𝜔 ristlõikes ei muutu. Muutub ainult sektorkoordinaat
𝜔. Seega sarnaneb kooldenormaalpingete 𝜎𝜔 epüür sektorkoordinaadi 𝜔 epüüriga.

Raamatus [HIM11, lk 3] toodud märkuses rõhutatakse, et bimomendi ja kooldemomendi
mõistet ei tohi segi ajada. Bimomendi suuruseks on jõud korrutatud pikkuse ruuduga, koolde-
momendi suuruseks aga jõu ja pikkuse korrutis.

𝑀𝜔 = ∓ 𝐸𝐼𝜔
(ℎ− 𝑡𝑓 )

𝜃′′ (1.22)

kus
ℎ – ristlõike kõrgus;
𝑡𝑓 – vöö paksus13.

13 http://sahtel.keila.ee/avalik/Tallinn%20-%20Paldiski%20mnt.%20eelprojek
t/III.3%20Keila%20II%20sild/1_DOKUMENDID/2_LISAD/Lisa%204%20-%20arvutused-
%20Keila%20II%20sild.pdf (6.06.2015)

http://sahtel.keila.ee/avalik/Tallinn%20-%20Paldiski%20mnt.%20eelprojekt/III.3%20Keila%20II%20sild/1_DOKUMENDID/2_LISAD/Lisa%204%20-%20arvutused-%20Keila%20II%20sild.pdf
http://sahtel.keila.ee/avalik/Tallinn%20-%20Paldiski%20mnt.%20eelprojekt/III.3%20Keila%20II%20sild/1_DOKUMENDID/2_LISAD/Lisa%204%20-%20arvutused-%20Keila%20II%20sild.pdf
http://sahtel.keila.ee/avalik/Tallinn%20-%20Paldiski%20mnt.%20eelprojekt/III.3%20Keila%20II%20sild/1_DOKUMENDID/2_LISAD/Lisa%204%20-%20arvutused-%20Keila%20II%20sild.pdf
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Kooldemomendi märgi (∓) määrame vastavalt bimomendi märgireeglile (jn 1.18). Vaadates
piki momendipaari õlga, tuleb avaldises (1.22) vaatajapoolse momendi määramisel võtta mii-
nusmärk, vaatajast kaugema momendi määramisel aga plussmärk. Vaatajapoolne moment
on positiivne pöördumisel vastupäeva. Vaatajast kaugem moment on positiivne pöördumisel
päripäeva. Siin on kasutatud parema käe teljestiku (jn A.3) märgireegleid.

Näide 1.1 (kooldenormaalpingete epüür). Koostada kooldenormaalpingete epüür joonisel
1.10a toodud U-profiili ristlõikele. Ristlõikes mõjub bimoment 𝐵 = 0.59 kN·m2
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(b) Peasektorkoordinaadid

Joonis 1.10. U-profiili peasektorkoordinaadid

Joonisel 1.10a toodud ristlõike sektorkoordinaatide 𝜔𝑖 arvutus on toodud näites A.6:
𝜔1 = −51.9 cm2, 𝜔2 = 31.3 cm2, 𝜔3 = −31.3 cm2, 𝜔4 = 51.9 cm2. Ristlõike sektorinert-
simoment 𝐼𝜔 = 19 226 cm6 (A.62). Kooldenormaalpinged 𝜎𝜔 on võrdelised sektorkoordi-
naatidega 𝜔 (jn 1.10b).

𝜎𝜔 1 =
𝐵𝜔𝜔1

𝐼𝜔
=

5.9×106 · (−51.9)

19 226
= −1.5927×104 N/cm2 = −159.27 MPa

𝜎𝜔 2 =
𝐵𝜔𝜔2

𝐼𝜔
=

5.9×106 · 31.3

19 226
= 9.6052×103 N/cm2 = 96.05 MPa (1.23)

𝜎𝜔 3 =
𝐵𝜔𝜔3

𝐼𝜔
=

5.9×106 · (−31.3)

19 226
= −9.6052×103 N/cm2 = −96.05 MPa

𝜎𝜔 4 =
𝐵𝜔𝜔1

𝐼𝜔
=

5.9×106 · 51.9

19 226
= 1.5927×104 N/cm2 = 159.27 MPa

Kooldenormaalpingete 𝜎𝜔𝑖
(1.21) epüür on esitatud joonisel 1.11.
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(a) U-profiili keskpind
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(b) Kooldenormaalpinged

Joonis 1.11. Kooldenormaalpinged U-profiilis

1.5 Tasakaaluvõrrandid ristlõike kõverdumisel
Vaatleme pingete jaotust ristlõikes takistatud väändel:

– vabaväändele vastavad nihkepinged 𝜏𝑡 (jn 1.12a) ristlõike keskjoonel (jn A.1) puudu-
vad, seina paksuses muutuvad lineaarselt;

– kooldenormaalpinged 𝜎𝜔 (jn 1.13) on seina paksuses konstantsed;
– kooldenihkepinged 𝜏𝜔 (jn 1.12b) on seina paksuses konstantsed.

Õhukeseseinalise varda ristlõikes moodustavad kooldenormaalpinged isetasakaalustuva
süsteemi. Selle süsteemi kirjeldamisel seame järgmised tingimused:

– varda ristlõikes puudub pikijõud 𝑁𝑥𝜔:

𝑁𝑥𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜎𝜔d𝐴 = 0 (1.24)

– varda ristlõikes puudub paindemoment y-telje suhtes 𝑀𝑦 𝜔:

𝑀𝑦 𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜎𝜔 𝑧d𝐴 = 0 (1.25)

– varda ristlõikes puudub paindemoment z-telje suhtes 𝑀𝑧 𝜔:

𝑀𝑧 𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜎𝜔 𝑦d𝐴 = 0 (1.26)

– koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 on võrdne vabaväändemomendi 𝑇𝑥 𝑡 (jn 1.12a) ja kooldenih-
kepingetele vastava väändemomendi 𝑇𝑥𝜔 (jn 1.12b) algebralise summaga:

𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑥 𝑡 + 𝑇𝑥𝜔, 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑥 𝑡 +

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝑟d𝐴 (1.27)
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(a) Nihkepinged vabaväändel
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(b) Nihkepinged takistatud väändel

Joonis 1.12. Väändemomendid

Tingimus (1.27) annab seose välise väändemomendi ja takistatud väände komponentide
vahel.

Kooldenihkepingetele vastav kooldeväändemoment 𝑇𝑥𝜔 saadakse kooldenihkepinge 𝜏𝜔
korrutamisel lõiguga 𝑟 ja integreerimisel ristlõike pindala A ulatuses. Lõik 𝑟 on sektorkoor-
dinaadi pooluse kaugus keskjoone puutujast (vt jaotis A.1), mis läbib vaadeldavat kooldenih-
kepinge rakenduspunkti.

𝑇𝑥𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝑟d𝐴 (1.28)

Tingimuses (1.24) asendame 𝜎𝜔 tema avaldisega (1.15):∫︁
𝐴

𝜎𝜔d𝐴 = −𝐸𝜃′′
∫︁
𝐴

𝜔d𝐴 = 0 ⇒
∫︁
𝐴

𝜔d𝐴 = 𝑆𝜔 = 0 (1.29)

Siit leiame, et sektorkoordinaat 𝜔 algab peanullpunktis (𝑆𝜔 = 0, vt avaldist (A.52)).
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I
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ωσ
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II
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Joonis 1.13. Kooldenormaalpinged
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Tingimustest (1.25) ja (1.26) leiame pooluse, mille puhul sektortsentrifugaalmomendid
𝐼𝜔 𝑦 (A.41), 𝐼𝜔 𝑧 (A.42) on võrdsed nulliga. Leitud poolus on lõikekese (vt jaotis A.5).

𝑀𝑦 𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜎𝜔 𝑧d𝐴 = −𝐸𝜃′′
∫︁
𝐴

𝜔𝑧d𝐴 = 0 ⇒
∫︁
𝐴

𝜔𝑧d𝐴 = 𝐼𝜔𝑧 = 0 (1.30)

𝑀𝑧 𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜎𝜔 𝑦d𝐴 = −𝐸𝜃′′
∫︁
𝐴

𝜔𝑦d𝐴 = 0 ⇒
∫︁
𝐴

𝜔𝑦d𝐴 = 𝐼𝜔𝑦 = 0 (1.31)

Kirjanduses [Jür85, lk 229] on väljendi lõikekese sünonüümina kasutatud ka terminit
paindekese (sks Schubmittelpunkt e Drillruhepunkt, ingl bending center e twist center, vn
centr izgiba e centr kruqeni�).

1.6 Sisejõududevahelised seosed

1.6.1 Seos kooldepingete vahel
Kooldenormaalpinge 𝜎𝜔 ja kooldenihkepinge 𝜏𝜔 vahelise seose kirjeldamiseks vaatleme joo-
nist 1.13. Eraldame õhukeseseinalisest vardast kahe teineteisele lähedase ristlõikega elemendi
pikkusega d𝑥 (jn 1.13a). Eraldatud elemendi otspindadel mõjuvad erinevad kooldenormaal-
pinged 𝜎𝜔 ja 𝜎𝜔 + d𝜎𝜔. Vaadeldavast elemendist eemaldame lõigetega 𝐼-𝐼 ja 𝐼𝐼-𝐼𝐼 riba
laiusega d𝑠 ja paksusega 𝛿 (jn 1.13b).

Võtame arvesse kooldenihkepinged 𝜏𝜔 ja 𝜏𝜔 + d𝜏𝜔, mis Ẑuravski14 hüpoteesi kohaselt
laotuvad pikilõike laiuses ühtlaselt. Koostame vaadeldava riba tasakaalutingimuse:

Σ𝑋 = 0; −𝜎𝜔𝛿 d𝑠+ (𝜎𝜔 + d𝜎𝜔) 𝛿 d𝑠− 𝜏𝜔𝛿 d𝑥+ (𝜏𝜔 + d𝜏𝜔) 𝛿 d𝑥 = 0 (1.32)

Pärast sarnaste liikmete koondamist

Σ𝑋 = 0; d𝜎𝜔 𝛿 d𝑠+ d𝜏𝜔 𝛿 d𝑥 = 0 (1.33)

Siit leiame otsitava seose kooldenormaalpinge ja kooldenihkepinge vahel:

d𝜎𝜔
d𝑥

= − d𝜏𝜔
d𝑠

(1.34)

1.6.2 Seos bimomendi ja kooldeväändemomendi vahel
Bimomendi 𝐵 (1.17) ja kooldeväändemomendi 𝑇𝑥𝜔 (1.28) vahelise seose otsimist alustame
avaldisest

𝐵𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜎𝜔𝜔d𝐴 (1.35)

mida diferentseerime muutuja 𝑥 järgi:

d𝐵𝜔

d𝑥
=

∫︁
𝐴

d𝜎𝜔
d𝑥

𝜔d𝐴 (1.36)

14 Dmitri Ẑuravski (1821–1891), vene insener.
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Asendame siin kooldenormaalpinge tuletise d𝜎𝜔/d𝑥 kooldenihkepinge tuletisega −d𝜏𝜔/d𝑠
(vt avaldis (1.34)) ja pinnaelemendi d𝐴 keskjoone pikkusele vastava elemendiga d𝑠 (d𝐴 =
𝛿 d𝑠):

d𝐵

d𝑥
= −

∫︁
𝐴

d𝜏𝜔
d𝑠

𝜔𝛿 d𝑠 = −
∫︁
𝐴

𝜔 d (𝜏𝜔 𝛿) (1.37)

Integreerime võrrandi (1.37) parempoolseimat liiget ositi valemi

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 |𝑏𝑎 −
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑣𝑑𝑢 (1.38)

järgi, võttes 𝑢 ja 𝑑𝑣 järgmiselt: ∫︁ 𝑏

𝑎

𝜔⏟ ⏞ 
𝑢

d (𝜏𝜔 𝛿)⏟  ⏞  
𝑑𝑣

Saame avaldise

d𝐵𝜔

d𝑥
= − 𝜏𝜔 𝛿 𝜔 |𝐴 +

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝛿 d𝜔 (1.39)

Siin võrdub esimene parempoolne liige −𝜏𝜔 𝛿 𝜔 |𝐴 nulliga, sest varda välispinnal (sektorkoor-
dinaadi 𝜔 |𝑏𝑎 äärmistes punktides) kooldenihkepinged puuduvad: 𝜏𝜔𝑏 = 0, 𝜏𝜔𝑎 = 0.

− 𝜏𝜔 𝛿 𝜔 |𝐴= − 𝜏𝜔 𝛿 𝜔 |𝑏𝑎= − 𝜏𝜔𝑏 𝛿 𝜔𝑏 + 𝜏𝜔𝑎 𝛿 𝜔𝑎 = 0 (1.40)

Võrrandis (1.39) teeme asenduse d𝜔 = 𝑟d𝑠 (vt jaotis A.1):

d𝐵𝜔

d𝑥
=

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝛿 d𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝑟 𝛿d𝑠 =

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝑟 d𝐴 (1.41)

Avaldiste (1.41) ja (1.28) võrdlusest saame

d𝐵𝜔

d𝑥
= 𝑇𝜔 (1.42)

kus d𝐵𝜔/d𝑥 – bimomendi tuletis varda teljesuunalise koordinaadi 𝑥 järgi – on võrdne kool-
deväändemomendiga 𝑇𝜔.

Seostest (1.19) ja (1.42) saame kooldeväändemomendi 𝑇𝜔:

𝑇𝜔 = −𝐸𝐼𝜔𝜃
′′′ (1.43)
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1.6.3 Seos üldväändemomendi ja lausmomendi vahel
Üldväändemomendi 𝑇𝑠𝑢𝑚 (1.27) ja ümber varda telje mõjuva lausmomendi𝑚𝑥 vahelise seose
leidmiseks vaatleme varda elementi pikkusega d𝑥 (jn 1.14).

Txn TxndTxn+

mx

dx

x

Joonis 1.14. Lausmoment

Koostame tasakaaluvõrrandi x-teljele:∑︁
𝑋 = 0, −𝑇𝑠𝑢𝑚 +𝑚𝑥d𝑥+ (𝑇𝑠𝑢𝑚 + d𝑇𝑠𝑢𝑚) = 0 (1.44)

Siit

d𝑇𝑠𝑢𝑚
d𝑥

= −𝑚𝑥 (1.45)

Õhukeseseinalise varda lõikudes, kus väändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 on konstantne, kehtib seos

d𝑇𝑠𝑢𝑚
d𝑥

= 0 (1.46)

1.7 Kooldenihkepinged
Vaatleme joonisel 1.15b kujutatud õhukeseseinalisest vardast eraldatud osa tasakaalu.

Koostame tasakaaluvõrrandi x-teljele:∑︁
𝑋 = 0, −

∫︁
𝐴*
𝜎𝜔d𝐴+

∫︁
𝐴*

(︂
𝜎𝜔 +

𝜕𝜎𝜔
𝜕𝑥

d𝑥

)︂
d𝐴+ 𝜏𝜔 𝛿d𝑥 = 0 (1.47)

kus 𝐴* = 𝛿𝑑𝑠 on lõikega 𝐼-𝐼 eraldatud osa pindala.
Asendame kooldenormaalpinge 𝜎𝜔 avaldises (1.47) tema avaldisega (1.15) ja jagame

d𝑥-iga:

𝜏𝜔 𝛿 +

∫︁
𝐴*

𝜕𝜎𝜔
𝜕𝑥

d𝐴 = 0, 𝜏𝜔 𝛿 − 𝐸𝜃′′′
∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴 = 0 (1.48)

Siit leiame

𝜏𝜔 =
𝐸𝜃′′′

𝛿

∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴 (1.49)
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δ

Joonis 1.15. Kooldenihkepinged

Tähistame joonisel 1.15 lõikega 𝐼-𝐼 eraldatud osa staatilise sektormomendi (A.3) tähisega
𝑆*
𝜔:

𝑆*
𝜔 =

∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴 (1.50)

Nüüd saame leida kooldenihkepinge:

𝜏𝜔 = 𝐸𝜃′′′
𝑆*
𝜔

𝛿
(1.51)

Diferentseerime avaldist (1.19) varda teljesuunalise koordinaadi 𝑥 järgi ning jagame sek-
torinertsimomendiga 𝐼𝜔:

d𝐵𝜔

𝐼𝜔d𝑥
= −𝐸𝜃′′′ (1.52)

Siit asendame 𝐸𝜃′′′ avaldisse (1.51). Valemis (1.52) saame bimomendi 𝐵𝜔 tuletise varda
teljesuunalise koordinaadi 𝑥 järgi asendada kooldeväändemomendiga 𝑇𝜔 (1.42).

𝜏𝜔 = − d𝐵𝜔

d𝑥

𝑆*
𝜔

𝐼𝜔 𝛿
= − 𝑇𝜔𝑆

*
𝜔

𝐼𝜔 𝛿
(1.53)

Suurimad kooldenihkepinged 𝜏𝜔 on ristlõikes seal, kus 𝑆*
𝜔/𝛿 on maksimaalne.

Avaldis (1.53) on struktuurilt sarnane tugevusõpetuses kasutatava Ẑuravski valemiga
[KMPR12].

Näide 1.2 (kooldenihkepinged). Leida joonisel 1.10a kujutatud U-profiili ristlõikes suurim
kooldenihkepinge kooldeväändemomendist 𝑇𝜔 = 600 N·m.

Selle ristlõike sektorinertsimoment 𝐼𝜔 = 19 226 cm6 (A.62). Suurim kooldenihkepinge on
ülemises vöös, kus eraldatud osa staatiline sektormoment 𝑆*

𝜔 on minimaalne. Staatilise sek-
tormomendi 𝑆*

𝜔 arvutamisel kasutame valemit (A.7). Selleks leiame peasektorkoordinaatide
nulli asukoha joonisel 1.10b kujutatud sarnastest kolmnurkadest.

∆𝑦 = 51.9 · 8.0/ (31.3 + 51.9) = 4.99 cm (1.54)
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Ülemisest vööst eraldatud osa staatiline sektormoment

𝑆*
𝜔 = 𝛿Ω = 1.2 (−51.9 · 4.99) /2 = −155.4 cm4 (1.55)

Suurimad kooldenihkepinged

max 𝜏𝜔 = − 𝑇𝜔𝑆
*
𝜔

𝐼𝜔 𝛿
=

600 · 155.4×10−8

1.2×10−2 · 1.9226×10−8
= 4.04×106 Pa = 4.04 MPa (1.56)

1.8 Kooldenihkepinged ja pikikoormus
Järgnevalt tuletame diferentsiaalvõrrandi, kui õhukeseseinaline varras on koormatud
pikikoormusega 𝑛 (𝑥) (jn 1.16). Näitame, et pikikoormuse 𝑛 (𝑥) olemasolul ei kehti avaldis
(1.42), s.t d𝐵𝜔/d𝑥 ̸= 𝑇𝜔 [Bõt62].

Vaatleme õhukeseseinalise varda elementi ABCD mõõtmetega 𝑑𝑥× 𝑑𝑠 (jn 1.16), kus d𝑠
on keskjoone diferentsiaal (jn A.2).
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Joonis 1.16. Pikikoormus

Vaadeldaval elemendil läbib pikikoormus 𝑛 (𝑥) ristlõike punkti 𝑃 (𝑦𝑝, 𝑧𝑝, 𝜔𝑝). Siin on
𝜔𝑝 punkti 𝑃 sektorkoordinaat (jn A.2). Ristlõike paksuse suunas ebaühtlaselt jaotatud
nihkepingete (vabaväände, St. Venant’i nihkepingete) mõju tähistame jaotatud väändemo-
mendina 𝑚𝜏 . ∫︁

𝐴

𝑚𝜏d𝑠 = 𝑇𝑡 (1.57)

kus 𝑇𝑡 on vabaväändemoment.
Ristlõikes mõjuvad veel kooldenormaalpinged 𝜎𝜔 ja kooldenihkepinged 𝜏𝜔. Koostame

vaadeldava elemendi tasakaaluvõrrandi x-teljele:∑︁
𝑋 = 0,

∫︁
𝐴*

(𝜕𝜎𝜔 𝛿)

𝜕𝑥
d𝑥d𝑠+ 𝑛 (𝑥) d𝑥+ 𝜏𝜔 𝛿d𝑥 = 0 (1.58)
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kus 𝐴* = 𝛿𝑑𝑠 on lõikega eraldatud osa pindala.
Ristlõikes (koordinaat 𝑥 on fikseeritud) on elemendi paksus 𝛿 koordinaadi 𝑠 funktsioon,

mis lubab 𝛿 tuua osatuletise märgi alt välja. Jagades avaldise ka 𝑑𝑥-iga, saame∑︁
𝑋 = 0,

∫︁
𝐴*

𝜕𝜎𝜔
𝜕𝑥

d𝐴+ 𝑛 (𝑥) + 𝜏𝜔 𝛿 = 0 (1.59)

Asendame siin kooldenormaalpinged 𝜎𝜔 nende avaldisega (1.15)

𝜎𝜔 = −𝐸𝜔𝜃′′ (1.60)

Nüüd

− 𝐸 𝜃′′′
∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴+ 𝑛 (𝑥) + 𝜏𝜔 𝛿 = 0 (1.61)

millest avaldame kooldenihkepinged 𝜏𝜔:

𝜏𝜔 =
1

𝛿

[︂
𝐸𝜃′′′

∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴− 𝑛 (𝑥)

]︂
(1.62)

Kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 arvutame vastavalt avaldisele (1.28):

𝑇𝑥𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝛿𝑟d𝑠 =

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝛿d𝜔 (1.63)

Siin on tehtud asendus d𝐴 = 𝑟d𝑠 = d𝜔 (vt (A.1)).
Asendame kooldenihkepinged valemis (1.63) nende avaldisega (1.62):

𝑇𝑥𝜔 =

∫︁
𝐴

[︂
𝐸𝜃′′′

∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴− 𝑛 (𝑥)

]︂
d𝜔 = 𝐸𝜃′′′

∫︁
𝐴

d𝜔

∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴− 𝑛 (𝑥)

∫︁
𝐴

d𝜔 (1.64)

Integreerime esimest integraali ositi:∫︁
𝐴

d𝜔

∫︁
𝐴

𝜔d𝐴 = 𝜔

∫︁
𝐴

𝜔d𝐴−
∫︁
𝐴

𝜔 𝜔d𝐴 (1.65)

Kui sektorkoordinaat 𝜔 algab peanullpunktist, siis võrdub kogu ristlõike staatiline sektor-
moment nulliga:

∫︀
𝐴
𝜔d𝐴 = 0 (vt avaldist (1.29)).

Kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 saab nüüd esitada kujul

𝑇𝜔 = −𝐸𝐼𝜔 𝜃′′′ − 𝑛 (𝑥) 𝜔 (1.66)
kus

𝐼𝜔 – sektorinertsimoment (A.60);
𝜔 – sektorkoordinaat ristlõike punktile 𝑃 (𝑦𝑝, 𝑧𝑝, 𝜔𝑝), mida läbib pikikoormuse 𝑛 (𝑥)
mõjusirge (jn 1.16).
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Diferentseerime bimomenti 𝐵𝜔 (1.19) x-koordinaadi järgi:

d𝐵𝜔

d𝑥
= −𝐸𝐼𝜔𝜃

′′′ (1.67)

Asendame nüüd −𝐸𝐼𝜔 𝜃′′′ avaldises (1.66) bimomendi tuletisega (1.67):

𝑇𝜔 =
d𝐵𝜔

d𝑥
− 𝑛 (𝑥) 𝜔 (1.68)

Siit

𝑇𝜔 ̸= d𝐵𝜔

d𝑥
(1.69)

Varem saadud avaldis d𝐵𝜔/d𝑥 = 𝑇𝜔 (1.42) ei kehti koormamisel pikikoormusega 𝑛 (𝑥).

1.9 Märgikokkulepped väändel
Võtame kasutusele parema käe teljestiku (jn A.3). Nüüd on väändemomendi 𝑇 ja vään-
denurga 𝜃 (𝑥) pööre vastupäeva ümber varda teljega paralleelse x-telje positiivne (vt mär-
gireegel [Bõt62, lk 166], mis erineb raamatus [KMPR12, lk 30] kasutatust).

Varda otste välispinnal mõjuvaid rajajõude vaatleme kui välisjõude, täpsemini, kui reakt-
siooni mõjuvale koormusele. Reaktsioonijõud määratakse tasakaalutingimustest. Rajajõudu-
de märgi määramisel on kasutusel kaks märgikokkulepet. Esimene märgikokkulepe (jn 1.17a)
on tuttav tugevusõpetusest [MR96, lk 10, jn 8]. Teine märgikokkulepe (jn 1.17b) on vajalik
varrassüsteemide tasakaaluvõrrandite algoritmide koostamiseks.

TωTtθ

B

TωTtθ

B

II märgikokkulepe

z

(b)

x

TωTtθ

TωTtθ

B

B

I märgikokkulepe

z

x(a)

Joonis 1.17. Märgikokkulepped

Märgikokkuleppeid võrreldes näeme, et rajajõudude suunad varda lõpus ühtivad, varda
alguses on aga vastandmärgilised.

Bimoment𝐵𝜔 õhukeseseinalise varda ristlõikes on staatilises tasakaalus momendipaar (jn
1.18). Bimomendi tekitavad kooldumist takistavad kooldenormaalpinged 𝜎𝜔 (jn 1.4).
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Joonis 1.18. Bimomendi märgireegel

Kui vaadata piki momendipaari õlga (𝜁-telje suunas), siis loeme bimomendi 𝐵𝜔 (jn 1.18)
positiivseks juhul, kui vaatajapoolne moment pöörab vastupäeva ning vaatajast kaugem mo-
ment pöörab päripäeva (jn 1.18b). Reegel kehtib olenemata sellest, millises suunas 𝜁-telge
vaadata.

Kontrollime bimomendi märgireegli kehtivust valemiga (1.21) näite 1.1 abil. U-profiili
ristlõikes on antud positiivne bimoment 𝐵𝜔. U-profiili ristlõike punktides 1, 2, 3 ja 4 on
leitud kooldenormaalpinged, mille epüür on toodud joonisel 1.11. Joonisel 1.11a näidatud
kooldenormaalpinged tekitavad bimomendi 𝐵𝜔, mis vastab eespool olevale bimomendi mär-
gireeglile. Siin on peasektorkoordinaatide leidmisel kasutatud parema käe teljestikku, mille
puhul on raadiusvektori 𝜚 pööre vastupäeva positiivne.

1.10 Koormused

Õhukeseseinalise varda koormamisel põikkoormusega (jn 1.19), mis ei läbi lõikekeset, on
varras liittööseisundis (paine koos väändega). Painde ja takistatud väände eraldi arvutamiseks
kanname koormused üle ristlõike lõikekeskmeid (väändekeskmeid [Loo08], paindekeskmeid
[Jür85, lk 229]) ühendavale joonele. Seda joont nimetame edaspidi elastseks teljeks (sks
Schubmittelachse15 16, ingl elastic axis e line of shear centers, vn upruga� os~ e lini�
centrov izgiba). Paindel kõverdunud varda telge nimetatakse elastseks jooneks (sks
Biegelinie e elastische Linie, ingl elastic line, vn upruga� lini�). Koormuste ülekand-
misega elastsele teljele õnnestub meil eraldi vaadelda takistatud väände tööseisundit [Bõt62]
[BKL13].

15 https://www.bbik.de/assets/files/Seminare/Eurocode%203_2014/script-
stahlbau-teil-3-2.pdf (07.01.2015)

16 https://e-collection.library.ethz.ch/eserv.php?pid=eth:33999&dsID=eth-
33999-02.pdf#page=59 (07.01.2015)

https://www.bbik.de/assets/files/Seminare/Eurocode%203_2014/script-stahlbau-teil-3-2.pdf
https://www.bbik.de/assets/files/Seminare/Eurocode%203_2014/script-stahlbau-teil-3-2.pdf
https://e-collection.library.ethz.ch/eserv.php?pid=eth:33999&dsID=eth-33999-02.pdf#page=59
https://e-collection.library.ethz.ch/eserv.php?pid=eth:33999&dsID=eth-33999-02.pdf#page=59
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Joonis 1.19. Koormused

Järgnevas vaatleme põik- ja momentkoormuse ning varda teljesuunalise koormuse üle-
viimist elastsele teljele. Siin peab arvestama tugede vastavust ülekantavale koormusele. Toe-
reaktsioone käsitleme edaspidi.

1.10.1 Põikkoormuse ülekandmine elastsele teljele
Mõjugu õhukeseseinalise varda mingis ristlõikes koondatud põikkoormus 𝐹 , mille kaugus
elastsest teljest on 𝑒 (jn 1.20a). Kanname koondatud põikkoormuse 𝐹 varda elastsele teljele.
Nüüd on eraldi vaadeldavad kaks tööseisundit:

• paine, kus varras on koormatud põikkoormusega 𝐹 (jn 1.20b);

• vääne, kus ristlõikes mõjub pöördemoment ℳ𝑥 = 𝐹 ·𝑒 (jn 1.20c).

Pöördemomendi suuna märgi määrame vastavuses parema käe teljestikuga (jn A.3).
Pöördemomendi ℳ𝑥 vastupäevane suund ümber varda teljega paralleelse x-telje on posi-
tiivne.
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Joonis 1.20. Koondatud põikkoormuse lahutamine
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Joonis 1.21. Ühtlaselt jaotatud põikkoormuse lahutamine

Nii nagu koondatud põikkoormuse juhul, kanname ka juhul, kanname ka ühtlaselt jao-
tatud põikkoormuse 𝑞 elastsele teljele (jn 1.21a).

Ühtlaselt jaotatud põikkoormuse 𝑞 kaugus elastsest teljest on 𝑒 (jn 1.21a). Koormuse
ülekandmisel tekib kaks tööseisundit, mida saab eraldi vaadelda:

• paine, kus varras on koormatud ühtlaselt jaotatud põikkoormusega 𝑞 (jn 1.21b);
• vääne, kus varras on koormatud ühtlaselt jaotatud pöördemomendiga 𝑚𝑥 = 𝑞 ·𝑒 (jn

1.21c).

Jaotatud pöördemomendi suuna märgi määrame vastavuses parema käe teljestikuga (jn
A.3), mispuhul on jaotatud pöördemomendi 𝑚𝑥 vastupäevane suund ümber varda teljega pa-
ralleelse x-telje positiivne.

1.10.2 Momentkoormuse ülekandmine elastsele teljele
Mõjugu õhukeseseinalise varda mingis ristlõikes, ümber vardaga risti oleva telje 𝑦, koondmo-
ment 𝑀𝑦, mille kaugus elastsest teljest on 𝑒 (jn 1.22a). Varras on liittööseisundis, kus esineb
korraga paine ja takistatud vääne.

Koormuse ülekandmisel tekib kaks tööseisundit, mida saab eraldi vaadelda:
• paine, kus varras on koormatud momendiga 𝑀𝑦 (jn 1.22c);
• takistatud vääne, kus varras on koormatud jõudude bipaariga17 𝑀 ·𝑒, kus 𝑒 on jõudude

bipaari õlg (jn 1.22d, 𝑀 = 𝑀𝑦).
Kui vaadata piki momendipaari õlga, siis loeme jõudude bipaari momendi (bimomen-

di) positiivseks juhul, kui vaatajapoolne moment pöörab vastupäeva ning vaatajast kaugem
moment pöörab päripäeva (jn 1.18b). Reegel kehtib olenemata sellest, kummas telje suunas
vaadata.

𝐵𝜔 = 𝑀𝑦 · 𝑒 (1.70)
kus

17 Kaks võrdvastupidist jõupaari (joonisel 1.22b jõupaarid 𝐹 · ℎ), mis asetsevad paralleelsetel tasanditel,
moodustavad jõudude bipaari. Nende tasandite vahelist kaugust nimetatakse jõudude bipaari õlaks. Jõupaari
momendi korrutist bipaari õlaga nimetakse bimomendiks: 𝐵= 𝐹 ·ℎ·𝑒 = 𝑀 ·𝑒.
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Joonis 1.22. Koondatud momentkoormuse lahutamine

𝑀𝑦 – koondmoment;
𝑒 – lõikekeskme kaugus ristlõike keskjoonest.

Nii nagu koondmomendi 𝑀𝑦 üleviimisel, kanname ühtlaselt jaotatud momendi 𝑚𝑦 elast-
sele teljele (jn 1.23a). Jaotatud momendi 𝑚𝑦 kaugus elastsest teljest on 𝑒. Varras on liittöö-
seisundis, kus esineb korraga paine ja takistatud vääne.

Koormuse ülekandmisel tekib kaks tööseisundit, mida saab eraldi vaadelda:

• paine, kus varras on koormatud ühtlaselt jaotatud momendiga 𝑚𝑦 (jn 1.23b);
• takistatud vääne, kus varras on koormatud ühtlaselt jaotatud jõudude bipaariga 𝑚 ·𝑒,

kus 𝑒 on jõudude bipaari õlg (jn 1.23c, 𝑚 = 𝑚𝑦).

𝑏𝜔 = 𝑚𝑦 · 𝑒 (1.71)

kus

𝑚𝑦 – ühtlaselt jaotatud moment;
𝑒 – lõikekeskme kaugus ristlõike keskjoonest.
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Joonis 1.23. Ühtlaselt jaotatud momentkoormuse lahutamine
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Ühtlaselt jaotatud jõudude bipaari 𝑏𝜔 märgi määrame samal viisil kui jõudude bipaari
momendi märgi.

1.10.3 Pikikoormuse ülekandmine elastsele teljele
Mõjugu õhukeseseinalise varda ristlõike keskjoone punktis k (mis ei ole sektorkoordinaadi
nullpunkt) koondatud pikikoormus 𝐹𝑥 (jn 1.24a).
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Joonis 1.24. Koondatud pikikoormuse lahutamine

Kanname nimetatud pikikoormuse üle sektorkoordinaadi nullpunkti O (jn 1.24b), mis
asub kaugusel a, ja lisame jõupaari õlaga a (jn 1.24c). Et jõupaar ei asu lõikekeset läbival
tasandil, siis on varras liittööseisundis (paine + vääne), mida vaatlesime eelmises jaotises.
Punkti k sektorkoordinaadi (sektorpindala) 𝜔𝑘 saame avaldada kauguse a ning lõikekeskme
ja ristlõike keskjoone vahekauguse e kaudu (jn 1.24c):

𝜔𝑘 = − 2 · △𝑜𝑘𝑐 = − 𝑎·𝑒 (1.72)

Sektorkoordinaadi määramisel on raadiusvektori päripäevane pööre negatiivne.
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Koormuse ülekandmisel saime järgmised tööseisundid:

• pike, kus vardal on koondatud pikikoormus 𝐹𝑥 sektorkoordinaadi nullpunktis O (jn
1.24b);

• paine + vääne, kus varras on koormatud koondmomendiga (jn 1.24c).

Lahutame liittööseisundi „paine + vääne" (jn 1.24c ja 1.25a) paindeks ja väändeks.
Paindel kanname jõupaari momendi lõikekeset 𝑐 läbivale tasandile, mis on paralleelne antud
mõjutasandiga (jn 1.25b). Väändel lisame teise jõupaari tasandile, mis läbib lõikekeset c ja
on paralleelne antud jõupaari mõjutasandiga. Antud ja lisatav jõupaar on moodulilt võrdsed,
kuid vastassuunalised (jn 1.25c).

Kahel paralleelsel mõjutasandil mõjuvaid võrdseid, kuid vastupidiselt suunatud jõupaare
nimetatakse jõubipaariks. Ühe jõupaari korrutamisel bipaari õlaga (jõupaaride mõjutasandite
vahelise kaugusega) saadakse bipaari moment (bimoment).

Pikikoormuse 𝐹𝑥 (ei asu sektorkoordinaadi nullpunktis) ülekandmisel saame tööseisun-
diteks pikke, painde ja väände.

Takistatud väändel tekib bipaari moment (bimoment) 𝐵𝜔.

𝐵𝜔 = −𝐹𝑥𝑎·𝑒 = 𝐹𝑥 ·𝜔𝑘 (1.73)
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Joonis 1.25. Koondatud pikikoormuse lahutamine
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kus

𝐹𝑥 – pikijõud;
𝜔𝑘 – pikijõu rakenduspunkti 𝑘 sektorkoordinaat;
𝑎 – jõupaari õlg;
𝑒 – lõikekeskme kaugus ristlõike keskjoonest.

Järgmisena vaatleme juhtu, kus keskpinna vabalt valitud punktis, mis on antud koordi-
naadiga 𝜔, mõjub moment 𝑀 (jn 1.26).
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Joonis 1.26. Moment keskpinnas

Siin võib momentkoormust käsitleda kui pikijõu 𝐹𝑥 ja õla ∆𝑠 korrutise piirväärtust 𝑀 =
lim
Δ𝑠→0

𝐹𝑥∆𝑠, kust avaldame pikikoormuse

𝐹𝑥 =
𝑀

∆𝑠
(1.74)

Kasutame bipaari momendi (bimomendi) 𝐵𝜔 avaldist (1.73):

𝐵𝜔 = 𝐹𝑥 ·(𝜔 + ∆𝜔) − 𝐹𝑥 ·𝜔 = 𝑀
∆𝜔

∆𝑠
(1.75)

Suhtega ∆𝜔/∆𝑠 piirile minnes saame piirväärtuseks

lim
Δ𝑠→0

∆𝜔

∆𝑠
=

d𝜔

d𝑠
= 𝜔′ (1.76)

Nüüd saame bimomendile 𝐵𝜔 (1.75) avaldise

𝐵𝜔 = 𝑀𝜔′ (1.77)

Selgub, et avaldistes (1.70) ja (1.77) on võrdsed suurused:

𝑀 · 𝑒 = 𝑀 ·𝜔′ (1.78)
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Bipaari momendi märgi määrame vastavalt bimomendi märgireeglile (jn 1.18). Bimomen-
di vaatajapoolsel mõjutasandil oleva jõupaari pööramissuund18 määrab ära ka tema märgi.
Jooniselt 1.25c näeme, et vaatajapoolne moment pöörab päripäeva ja on seega negatiivne.
Siin on kasutatud parema käe teljestiku (jn A.3) märgireegleid, kus telje otsast vaadates on
pööre päripäeva negatiivne ja pööre vastupäeva positiivne.

Eespool vaadeldud liittööseisunditest lahutatud väändetööseisundid on esitatud tabelis.

Tabel 1.1. Koormusskeemid õhukeseseinalise varda takistatud väändel

Liittööseisund Vääne

eF

M = F  e.

vt jaotis 1.10.1

qe e

m = q  e.

vt jaotis 1.10.1

e
M

e
B = M  e.

vt jaotis 1.10.2

e
e

m

.b = m  e

vt jaotis 1.10.2

ω k

e

N
B = N  ω.

e

vt jaotis 1.10.3

e
e

n

ω

.b = n  ω

vt jaotis 1.10.3

18 http://www.mh.ttu.ee/jkirs/staatika/Staatika3.doc lk 126, (10.02.2016)

http://www.mh.ttu.ee/jkirs/staatika/Staatika3.doc
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Ühtlaselt jaotatud pikikoormuse 𝑛𝑥 tööseisundi saab lahutada lihttööseisunditeks nii nagu
koondatud pikikoormuse juhul [Bõt62]. Takistatud väänet põhjustab ühtlaselt jaotatud bimo-
ment 𝑏𝜔:

𝑏𝜔 = 𝑛𝑥 ·𝜔𝑘 (1.79)
kus 𝑛𝑥 – ühtlaselt jaotatud pikikoormus;

𝜔𝑘 – ühtlaselt jaotatud pikikoormuse rakenduspunkti 𝑘 sektorkoordinaat.

1.11 Toed
Õhukeseseinaliste varraste takistatud väändel võib tugedele seada rajatingimusi väände-
nurga 𝜃, suhtelise väändenurga 𝜃′, vabaväändemomendi 𝑇𝑡, koguväändemomendi 𝑇𝑠𝑢𝑚,
kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 ja bimomendi 𝐵𝜔 järgi (vt tabel 1.2 ja [BP68, lk 424]).

Tabel 1.2. Toed õhukeseseinalise varda väändel

Toe skeem Rajatingimus Toe kirjeldus

��
��
��
��

����

𝜃 = 0
𝜃′ = 0

Jäik tugi: ei võimalda
pööret ega kooldumist

��
��
��
��

����

𝜃 = 0
𝐵𝜔 = 0

Tugi ei võimalda pööret;
kooldumine on vaba

𝜃′ = 0
𝑇𝜔 = 0

Tugi võimaldab pööret;
ei võimalda kooldumist

𝐵𝜔 = 0
𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 = 0

Vaba ots

����
����
����

����
����
����

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

M

Tugi võimaldab pööret;
ei võimalda kooldumist.
Toel on rakendatud
väändemoment

𝜃′ = 0
𝑇𝜔 = 𝑀

����
����
����

����
����
����

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

M 𝐵𝜔 = 0
𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 = 𝑀

Vabale otsale on rakendatud
väändemoment
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Rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energiateoreemis (B.8) leitud rajatingimusi:

𝑊𝑟 =
[︁
𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃′ − 𝑏𝜔𝜃

]︁ ⃒⃒𝑙
0

(1.80)

Kui esitatud paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃, 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′, 𝑏𝜔 ⇔ 𝜃 üks suurus on ette antud, siis teine on
tundmatu, mis tuleb leida. Nii näiteks on tabelis 1.2 jäiga toe puhul antud 𝜃 ja 𝑇𝑡. Tundmatuks
on 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔, kus 𝑇𝑡 on antud, ning järelikult 𝑇𝜔 tuleb leida.



2. Takistatud väände võrrandid

2.1 Takistatud väände diferentsiaalvõrrandid

2.1.1 Väändenurga elastse joone diferentsiaalvõrrand
Õhukeseseinalise varda takistatud väände diferentsiaalvõrrandi tuletamist alustame määran-
gust (1.27)

𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑥 𝑡 + 𝑇𝑥𝜔 (2.1)
kus

𝑇𝑠𝑢𝑚 – koguväändemoment;
𝑇𝑥 𝑡 – vabaväändemoment (väändemoment St. Venant’i väändel);
𝑇𝑥𝜔 – kooldeväändemoment (kooldenihkepingetele vastav väändemoment).

Vabaväändemoment 𝑇𝑥 𝑡 ja väändenurk 𝜃 (𝑥) on seotud avaldisega (1.1)

𝑇𝑥 𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′ (2.2)

kus 𝐺 on nihkeelastsusmoodul e nihkemoodul e Coulomb’i moodul ja 𝐼𝑡 on väändeinertsi-
moment.

Bimomendi 𝐵𝜔 ja väändenurga tuletis 𝜃′′ on seotud avaldisega (1.19)

𝐵𝜔 = −𝐸𝐼𝜔 𝜃
′′ (2.3)

Kooldeväändemoment 𝑇𝜔 ja väändenurk 𝜃 (𝑥) on seotud avaldisega (1.43)

𝑇𝜔 = −𝐸𝐼𝜔𝜃
′′′ (2.4)

kus 𝐸 on (normaal)elastsusmoodul (Youngi moodul) ja 𝐼𝜔 on sektorinertsimoment (A.60).
Koguväändemomendi 𝑇𝑠𝑢𝑚 ja lausmomendi 𝑚𝑥 vaheline seos (1.45):

d𝑇𝑠𝑢𝑚
d𝑥

= −𝑚𝑥 (2.5)

Diferentseerime võrrandit (2.1) x-koordinaadi järgi:

− 𝑇𝑥 𝑡
d𝑥

− 𝑇𝑥𝜔
d𝑥

= − 𝑇𝑠𝑢𝑚
d𝑥

(2.6)

43
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Asendame võrrandis (2.6) väändemomendid väändenurga 𝜃 avaldistega ja lausmomendiga
𝑚𝑥:

𝐸𝐼𝜔
d4𝜃

d𝑥4
− 𝐺𝐼𝑡

d2𝜃

d𝑥2
= 𝑚𝑥 (2.7)

Saadud võrrandi jagame kooldejäikusega 𝐸𝐼𝜔 (sks Wölbsteifigkeit, ingl warping rigidity, vn
sektorial~na� �estkost~ deplanacii):

d4𝜃

d𝑥4
− 𝐺𝐼𝑡
𝐸𝐼𝜔

d2𝜃

d𝑥2
=

𝑚𝑥

𝐸𝐼𝜔
(2.8)

Võtame kasutusele õhukeseseinalise varda takistatud väänet iseloomustava karakteristiku 𝜅,
mida edaspidi nimetame kooldekarakteristikuks (sks Abklingfaktor für Torsion, ingl flexural-
torsion cross-section characteristic, vn izgibno-krutil~na� harakteristika ster�-
n�):

𝜅 =

√︂
𝐺𝐼𝑡
𝐸𝐼𝜔

, 𝑎 =

√︂
𝐸𝐼𝜔
𝐺𝐼𝑡

(2.9)
kus

𝑎 – kooldekarakteristiku pöördväärus (ingl torsional bending constant) [HIM11];
𝐸𝐼𝜔 – kooldejäikus;
𝐺𝐼𝑡 – vabaväändejäikus (sks Torsionssteifigkeit, ingl torsional rigidity, vn �estkost~
pri qistom kruqenii).

Õhukeseseinalise varda takistatud väänet iseloomustava karakteristikuna on kasutusel ka
varda tunnusarv väändel 𝜖𝑡 (sks Stabkennzahl für Torsion, ingl torsion parameter e warping
parameter, vn koren~ harakteristiqeskogo uravneni�).

𝜖𝑡 = 𝑙

√︂
𝐺𝐼𝑡
𝐸𝐼𝜔

(2.10)

kus 𝑙 on varda pikkus.
Nüüd esitame diferentsiaalvõrrandi (2.8) kujul

𝜃𝐼𝑉 − 𝜅2𝜃′′ =
𝑚𝑥

𝐸𝐼𝜔
(2.11)

2.1.2 Väändenurga elastse joone diferentsiaalvõrrand pikikoormusel
Koostame elemendile ABCD (jn 1.16) mõjuvate jõudude momentide võrrandi elastse telje
O-O suhtes:∑︁

𝑀𝑜−𝑜 = 0, −
∫︁
𝐴

(𝜕𝜏𝜔 𝛿)

𝜕𝑥
d𝑥𝑟d𝑠−

∫︁
𝐴

𝜕𝑚𝜏

𝜕𝑥
d𝑥d𝑠 = 0 (2.12)

kus r on pooluse 𝐶𝑘 kaugus keskjoone puutujast (vt ka jn A.2).
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Taandame võrrandi (2.12) d𝑥-iga ja asendame 𝑟d𝑠 sektorkoordinaadi diferentsiaaliga d𝜔
(vt jaotis A.1): ∫︁

𝐴

𝛿
𝜕𝜏𝜔
𝜕𝑥

d𝜔 +
𝜕

𝜕𝑥

∫︁
𝐴

𝑚𝜏 d𝑠 = 0 (2.13)

Saadud võrrandi teise liikme teisendamisel arvestame seost (1.57) ja vabaväändemomendi 𝑇𝑡
avaldist (1.1):

𝜕

𝜕𝑥

∫︁
𝐴

𝑚𝜏 d𝑠 =
𝜕

𝜕𝑥
𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′′ (2.14)

Kooldenihkepingete avaldise (1.62) ja avaldise (2.14) kasutamine võimaldab võrrandi (2.13)
esitada järgmisel kujul:∫︁

𝐴

[︂
𝐸𝜃𝐼𝑉

∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴− 𝑛′ (𝑥)

]︂
d𝜔 +𝐺𝐼𝑡𝜃

′′ = 0 (2.15)

Kirjutame viimase võrrandi kujule

𝐸𝜃𝐼𝑉
∫︁
𝐴

d𝜔

∫︁
𝐴*
𝜔d𝐴−

∫︁
𝐴

𝑛′ (𝑥) d𝜔 +𝐺𝐼𝑡𝜃
′′ = 0 (2.16)

Võrrandi (2.16) esimest liiget ositi integreerides (vt avaldis (1.65)) saame

𝐸𝜃𝐼𝑉
∫︁
𝐴

(︂
𝜔

∫︁
𝐴

𝜔d𝐴−
∫︁
𝐴

𝜔2d𝐴

)︂
− 𝑛′ (𝑥)𝜔 +𝐺𝐼𝑡𝜃

′′ = 0 (2.17)

Kui sektorkoordinaadi 𝜔 algus on sektorkoordinaadi peanullpunktis, siis võrdub kogu
ristlõike staatiline sektormoment nulliga:

∫︀
𝐴
𝜔d𝐴 = 0 (1.29). Nüüd võtab võrrand (2.17)

kuju

𝐸𝐼𝜔 𝜃
𝐼𝑉 −𝐺𝐼𝑡𝜃

′′ + 𝑛′ (𝑥)𝜔 = 0 (2.18)

Jagame saadud võrrandi kooldejäikusega 𝐸𝐼𝜔:

𝜃𝐼𝑉 − 𝜅2𝜃′′ +
𝑛′ (𝑥)𝜔

𝐸𝐼𝜔
= 0 (2.19)

kus 𝜅 on kooldekarakteristik

𝜅 =

√︂
𝐺𝐼𝑡
𝐸𝐼𝜔

(2.20)

Siin on 𝐸𝐼𝜔 kooldejäikus ja 𝐺𝐼𝑡 vabaväändejäikus.
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2.1.3 Väändenurga elastse joone diferentsiaalvõrrand
Ühendame diferentsiaalvõrrandid (2.11) ja (2.19):

𝜃𝐼𝑉 − 𝜅2𝜃′′ =
𝑚𝑥 − 𝑏′𝑥
𝐸𝐼𝜔

(2.21)

kus 𝑏′𝑥 = 𝑛′ (𝑥)𝜔 (võrdle avaldisega 𝑏𝜔 = 𝑛𝑥 ·𝜔𝑘 (1.79)).
Diferentsiaalvõrrandi (2.21) lahendit otsime kujul

𝜃 = 𝜃0𝜃1 + 𝜃′0𝜃2 + 𝜃′′0𝜃3 + 𝜃′′′0 𝜃4 + 𝜃𝑒 (𝑥) (2.22)

kus
𝜃0, 𝜃

′
0, 𝜃

′′
0 ja 𝜃′′′0 – otsitava funktsiooni väärtused kohal 𝑥 = 𝑥0;

𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 𝑗𝑎 𝜃4 – homogeense diferentsiaalvõrrandi normeeritud lahendite
fundamentaalsüsteem1 [Sad63, lk 39];
𝜃𝑒 (𝑥) – mittehomogeense diferentsiaalvõrrandi erilahend.

2.1.4 Homogeenne diferentsiaalvõrrand
Homogeense diferentsiaalvõrrandi

𝜃𝐼𝑉 − 𝜅2𝜃′′ = 0 (2.23)

normeerimata lahendite süsteemi otsime järgmisel kujul:

𝜃*1 = 1, 𝜃*2 = 𝑥, 𝜃*3 = ch𝜅𝑥, 𝜃*4 = sh𝜅𝑥 (2.24)

kus 𝜅 =

√︂
𝐺𝐼𝑡
𝐸𝐼𝜔

.

Lahendite süsteemi (2.24) normeerimiseks kirjutame välja Wronski2 determinandi3:

𝑊 (𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

1 𝑥 ch𝜅𝑥 sh𝜅𝑥

0 1 𝜅 sh𝜅𝑥 𝜅 ch𝜅𝑥

0 0 𝜅2 ch𝜅𝑥 𝜅2 sh𝜅𝑥

0 0 𝜅3 sh𝜅𝑥 𝜅3 ch𝜅𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ (2.25)

Wronski determinandi 𝑊 väärtus kohal 𝑥 = 0:

𝑊 (0) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 0 1 0

0 1 0 𝜅

0 0 𝜅2 0

0 0 0 𝜅3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ (2.26)

Selleks et determinandi (2.26) väärtus oleks üks, teeme teisendused:
1 http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Difequation/Difequat6.doc#page=163

(30.12.2015)
2 Józef Maria Wronski (1776–1853), poola filosoof, matemaatik ja füüsik.
3 Determinant, kus iga järgmine rida on eelmise rea tuletis.

http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Difequation/Difequat6.doc#page=163
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• lahutame kolmandast veerust esimese veeru ja korrutame tulemuse suurusega (1/𝜅 )2;

• lahutame neljandast veerust 𝜅 -ga korrutatud teise veeru, seejärel korrutame neljanda
veeru suurusega (1/𝜅 )3.

Tulemuseks on ühikmaatriks

𝑊 (0) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 1 (2.27)

Teeme sarnase teisenduse normeerimata lahendite süsteemiga (2.25):

• lahutame kolmandast veerust esimese veeru ja korrutame tulemuse suurusega (1/𝜅 )2;

• lahutame neljandast veerust 𝜅 -ga korrutatud teise veeru, seejärel korrutame neljanda
veeru suurusega (1/𝜅 )3.

Saame normeeritud lahendite fundamentaalsüsteemi:

𝜃1 = 1, 𝜃2 = 𝑥,

𝜃3 =
1

𝜅2
(ch𝜅𝑥 − 1), 𝜃4 =

1

𝜅3
(sh𝜅𝑥 − 𝜅𝑥 )

(2.28)

Varda sisejõudude leidmisel kasutatakse rajajõudude (kontaktjõudude) määramiseks
kahte erinevat märgikokkulepet (jn 1.17). Esimese märgikokkuleppe puhul

𝜃0 = 𝜃0, 𝜃′0 =
𝑇

(0)
𝑥 𝑡

𝐺𝐼𝑡
, 𝜃′′0 = −𝐵

(0)
𝜔

𝐸𝐼𝜔
, 𝜃′′′0 = − 𝑇

(0)
𝜔

𝐸𝐼𝜔
(2.29)

ja teise märgikokkuleppe korral

𝜃0 = 𝜃0, 𝜃′0 = −𝑇
(0)
𝑥 𝑡

𝐺𝐼𝑡
, 𝜃′′0 =

𝐵
(0)
𝜔

𝐸𝐼𝜔
, 𝜃′′′0 =

𝑇
(0)
𝜔

𝐸𝐼𝜔
(2.30)

Homogeense diferentsiaalvõrrandi üldlahend esimese märgikokkuleppe puhul on

𝜃 = 𝜃0 +
𝑇

(0)
𝑥 𝑡

𝐺𝐼𝑡
𝑥− 𝐵

(0)
𝜔

𝐸𝐼𝜔

1

𝜅2
(ch𝜅𝑥 − 1) − 𝑇

(0)
𝜔

𝐸𝐼𝜔

1

𝜅3
(sh𝜅𝑥 − 𝜅𝑥 ) (2.31)

ning teise märgikokkuleppe korral

𝜃 = 𝜃0 −
𝑇

(0)
𝑥 𝑡

𝐺𝐼𝑡
𝑥+

𝐵
(0)
𝜔

𝐸𝐼𝜔

1

𝜅2
(ch𝜅𝑥 − 1) +

𝑇
(0)
𝜔

𝐸𝐼𝜔

1

𝜅3
(sh𝜅𝑥 − 𝜅𝑥 ) (2.32)
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Asendame avaldises (2.32) kooldejäikuse pöördväärtuse (1/𝐸𝐼𝜔) seosega (2.9) (1/𝐸𝐼𝜔 =
𝜅2/𝐺𝐼𝑡).

𝜃 = 𝜃0 −
𝑇

(0)
𝑥 𝑡

𝐺𝐼𝑡
𝑥+

𝐵
(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡
(ch𝜅𝑥 − 1) +

𝑇
(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅
(sh𝜅𝑥 − 𝜅𝑥 ) (2.33)

𝜃′ = 0 − 𝑇
(0)
𝑥 𝑡

𝐺𝐼𝑡
+
𝐵

(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡
𝜅 sh𝜅𝑥 +

𝑇
(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡
(ch𝜅𝑥 − 𝜅 ) (2.34)

𝜃′′ = 0 + 0 +
𝐵

(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡
𝜅2ch𝜅𝑥 +

𝑇
(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡
𝜅 sh𝜅𝑥 (2.35)

𝜃′′′ = 0 + 0 +
𝐵

(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡
𝜅3sh𝜅𝑥 +

𝑇
(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡
𝜅2ch𝜅𝑥 (2.36)

2.1.5 Diferentsiaalvõrrandi erilahendid
Mittehomogeense diferentsiaalvõrrandi (2.21) vabaliikmele lisame lauskoormusega ekviva-
lentse üldistatud koormuse [YSM00].

𝜃𝐼𝑉 − 𝜅2𝜃′′ =
𝑚𝑥

𝐸𝐼𝜔
+

M𝑥𝛿 (𝑡− 𝑥0)

𝐸𝐼𝜔
(2.37)

Siin on
M𝑥𝛿 (𝑡− 𝑥0)/𝐸𝐼𝜔 lauskoormusega 𝑚𝑥 = 𝑞𝑧 ·𝑒 (jn 1.19a) ekvivalentne koguväände-
moment (2.1)), kus M𝑥 = 𝐹𝑧 ·𝑒 ning e on jõu 𝐹𝑧 kaugus lõikekeskmeid ühendavast
teljest (jn 1.19b);
𝛿 (𝑡− 𝑎) – Dirac’i4 deltafunktsioon.

Mittehomogeense diferentsiaalvõrrandi (2.37) erilahendit 𝜃𝑒 (𝑥) (2.22) otsime Cauchy5

valemi [Sad63, lk 40], [Ste59] abil:

𝜃𝑒 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾 (𝑥, 𝑡) 𝑓𝑛 (𝑡) 𝑑𝑡 (2.38)

kus 𝐾 (𝑥, 𝑡) on vastava homogeense diferentsiaalvõrrandi normeeritud lahend. Täpsemalt,

𝜃𝑒 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾4 (𝑥, 𝑡) 𝑓4 (𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾3 (𝑥, 𝑡) 𝑓3 (𝑡) 𝑑𝑡 (2.39)

Siin kasutame normeeritud lahendite fundamentaalsüsteemi (2.28):

𝐾4 (𝑥, 𝑡) = 𝜃4 (𝑥− 𝑡) =
1

𝜅3
(sh𝜅 (𝑥− 𝑡) − 𝜅 (𝑥− 𝑡) ) (2.40)

𝐾3 (𝑥, 𝑡) = 𝜃3 (𝑥− 𝑡) =
1

𝜅2
(ch𝜅 (𝑥− 𝑡) − 1) (2.41)

4 Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984), inglise füüsik.
5 Augustin-Louis Cauchy (1789–1857), prantsuse matemaatik.
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ja koormusfunktsioone 𝑓𝑛 (𝑡):

𝑓4 (𝑡) =
𝑚𝑥 (𝑡)

𝐸𝐼𝜔
, 𝑓3 (𝑡) =

M𝑥 (𝑡)

𝐸𝐼𝜔
(2.42)

Avaldame seosest (2.9) kooldejäikuse 𝐸𝐼𝜔:

1

𝐸𝐼𝜔
=

1

𝐺𝐼𝑡
𝜅2, 𝐸 𝐼𝜔 = 𝐺𝐼𝑡

1

𝜅2
(2.43)

Nüüd saame koormusfunktsioonid 𝑓𝑛 (𝑡) esitada kujul

𝑓4 (𝑡) =
𝑚𝑥 (𝑡)

𝐺𝐼𝑡
𝜅2, 𝑓3 (𝑡) =

M𝑥 (𝑡)

𝐺𝐼𝑡
𝜅2 (2.44)

Vaatleme juhtu, kui 𝑚𝑥 (𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Erilahendi (2.39) saamiseks tuleb integreerida aval-
dis

𝜃4 𝑒 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾4 (𝑥, 𝑡) 𝑓4 (𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑚𝑥

𝐸𝐼𝜔

1

𝜅3

∫︁ 𝑥

𝑥0

(sh𝜅 (𝑥− 𝑡) − 𝜅 (𝑥− 𝑡) ) 𝑑𝑡 (2.45)

või

𝜃4 𝑒 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾4 (𝑥, 𝑡) 𝑓4 (𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅

∫︁ 𝑥

𝑥0

(sh𝜅 (𝑥− 𝑡) − 𝜅 (𝑥− 𝑡) ) 𝑑𝑡 (2.46)

Esmalt integreerime integraalide (2.45), (2.46) esimese liikme:∫︁ 𝑥

𝑎

sh𝜅 (𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡 = − 1

𝜅
ch𝜅 (𝑥− 𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝑥
𝑎

=
1

𝜅

(︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

)︀
(2.47)

kus (𝑥− 𝑎)+ on Heaviside’i6 funktsioon

(𝑥− 𝑎)+ =

{︂
0, 𝑘𝑢𝑖 (𝑥− 𝑎) < 0

𝑥− 𝑎, 𝑘𝑢𝑖 (𝑥− 𝑎) ≥ 0
(2.48)

Integraalide (2.45), (2.46) teise liikme integreerimisel saame∫︁ 𝑥

𝑎

𝜅 (𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡 = −𝜅
(𝑥− 𝑡)2

2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥

𝑎

= 𝜅
(𝑥− 𝑎)2+

2
(2.49)

Asetame leitud integraalid erilahenditesse (2.45), (2.46):

𝜃4 𝑒 (𝑥) =
𝑚𝑥

𝐸𝐼𝜔

1

𝜅4

[︃
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1 − 𝜅2

(𝑥− 𝑎)2+
2

]︃
(2.50)

𝜃4 𝑒 (𝑥) =
𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅2

[︃
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1 − 𝜅2

(𝑥− 𝑎)2+
2

]︃
(2.51)

6 Oliver Heaviside (1850–1925), inglise füüsik ja elektriinsener.
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Mittehomogeense diferentsiaalvõrrandi (2.37) teisele vabaliikmele (M𝑥/𝐸𝐼𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)
vastava erilahendi saame avaldist (2.39) integreerides:

𝜃3 𝑒 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾3 (𝑥, 𝑡) 𝑓3 (𝑡) 𝑑𝑡 =
M𝑥

𝐸𝐼𝜔
𝜅2

∫︁ 𝑥

𝑥0

(ch𝜅 (𝑥− 𝑡) − 1) 𝑑𝑡 (2.52)

või

𝜃3 𝑒 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐾3 (𝑥, 𝑡) 𝑓3 (𝑡) 𝑑𝑡 =
M𝑥

𝐺𝐼𝑡

∫︁ 𝑥

𝑥0

(ch𝜅 (𝑥− 𝑡) − 1) 𝑑𝑡 (2.53)

Integreerime integraalide (2.52), (2.53) esimese liikme:∫︁ 𝑥

𝑎

ch𝜅 (𝑥− 𝑡) 𝑑𝑡 = − 1

𝜅
sh𝜅 (𝑥− 𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝑥
𝑎

=
1

𝜅

(︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

)︀
(2.54)

Integraalide (2.52), (2.53) teise liikme integreerimisel saame∫︁ 𝑥

𝑎

1 𝑑𝑡 = − (𝑥− 𝑡)|𝑥𝑎 = (𝑥− 𝑎)+ (2.55)

Asetame leitud integraalid erilahendisse (2.52), (2.53):

𝜃3 𝑒 (𝑥) =
M𝑥

𝐸𝐼𝜔

1

𝜅3
[︀

sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+
]︀

(2.56)

𝜃3 𝑒 (𝑥) =
M𝑥

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
(2.57)

Lisame bimomendi 𝐵𝑘 = 𝑀 ·𝑒 erilahendi:

𝜃2 𝑒 (𝑥) =
B𝑘
𝐸𝐼𝜔

1

𝜅2
[︀

ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1
]︀

(2.58)

𝜃2 𝑒 (𝑥) =
B𝑘
𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
(2.59)

Lisame erilahendid 𝑛·𝜔 jaoks:

𝜃
(𝑛)
3 𝑒 (𝑥) =

−𝑛·𝜔
𝐺𝐼𝑡

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
(2.60)

𝜃
(𝑁)
2 𝑒 (𝑥) =

−𝑁 ·𝜔
𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
(2.61)

𝜃
(𝑀)
2 𝑒 (𝑥) =

𝑀 ·𝜔′

𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
(2.62)

Tabelis 1.1 esitatud koormuste jaoks on koostatud diferentsiaalvõrrandite erilahendite
tabel 2.1.
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Tabel 2.1. Erilahendid õhukeseseinalise varda väändel

Koormuse skeem Erilahendid

m = q  ea .
𝜃
(𝑞)
4 𝑒 (𝑥) =

𝑚

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅2

[︃
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅2

(𝑥− 𝑎)
2
+

2
− 1

]︃

M = F  e
a

. 𝜃
(𝑀)
3 𝑒 (𝑥) =

M

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀

B = M  e.

e

a

𝜃
(𝐵)
2 𝑒 (𝑥) =

B

𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀

a

. ωb = n  

𝜃
(𝑛)
3 𝑒 (𝑥) =

𝑛 · 𝜔
𝐺𝐼𝑡

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀

B = N  ω.

e

a

𝜃
(𝑁)
2 𝑒 (𝑥) =

𝑁 · 𝜔
𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀

M
ω

a

𝜃
(𝑀)
2 𝑒 (𝑥) =

𝑀 · 𝜔′

𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
(vt 1.77)

Leiame erilahendi 𝜃4 𝑒 (𝑥) tuletised:

𝜃4 𝑒 (𝑥) =
𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅2

[︃
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅2

(𝑥− 𝑎)2+
2

− 1

]︃
(2.63)

𝜃′4 𝑒 (𝑥) =
𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
(2.64)

𝜃′′4 𝑒 (𝑥) =
𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
(2.65)

𝜃′′′4 𝑒 (𝑥) =
𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡
𝜅
[︀

sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+
]︀

(2.66)
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2.2 Ülekandemaatriks takistatud väändel

Õhukeseseinalise varda takistatud väände ülekandemaatriksi koostamiseks teise märgikok-
kuleppe järgi vaatleme väändenurga tuletiste ja momentide vahelisi seoseid:

𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′ = 𝐸𝐼𝜔𝜅

2𝜃′ (2.67)

𝐵𝜔 = −𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′ = −𝐸𝐼𝜔𝜃

′′ (2.68)

𝑇𝜔 = −𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′′ = −𝐸𝐼𝜔𝜃

′′′ (2.69)

Väändenurga ja väändemomentide seosed saame algparameetritest, võttes väändenurgast
tuletised (2.33)–(2.36) ja korrutades need vastava jäikusega (2.67)–(2.69).

𝜃 = = 𝜃0 −
𝑇

(0)
𝑥 𝑡

𝐺𝐼𝑡
𝑥+

𝐵
(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡
(ch𝜅𝑥 − 1) +

𝑇
(0)
𝜔

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅
(sh𝜅𝑥 − 𝜅𝑥 ) (2.70)

𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′ = 0 − 𝑇

(0)
𝑥 𝑡 +𝐵(0)

𝜔 𝜅 sh𝜅𝑥 + 𝑇 (0)
𝜔 (ch𝜅𝑥 − 1) (2.71)

𝐵 = −𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′ = −0 − 0 −𝐵(0)

𝜔 ch𝜅𝑥 − 𝑇 (0)
𝜔

1

𝜅
sh𝜅𝑥 (2.72)

𝑇𝜔 = −𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′′ = −0 − 0 −𝐵(0)

𝜔 𝜅 sh𝜅𝑥 − 𝑇 (0)
𝜔 ch𝜅𝑥 (2.73)

Esitame võrrandid (2.70)–(2.73) maatrikskujul

ZL (x) = U · ZA (2.74)

kus ZL, ZA on varda lõpus ja alguses olevad väändenurgad ning väändemomendid

ZL =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔 𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ , ZA =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜃0
𝑇

(0)
𝑥 𝑡

𝐵
(0)
𝜔

𝑇
(0)
𝜔

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.75)

ja ülekandemaatriks U teise märgikokkuleppe puhul

U =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 − 1

𝐺𝐼𝑡
𝑥 1

𝐺𝐼𝑡
(ch𝜅𝑥 − 1) 1

𝐺𝐼𝑡

1
𝜅

(sh𝜅𝑥 − 𝜅𝑥 )

0 − 1 𝜅 sh𝜅𝑥 ch𝜅𝑥 − 1

0 0 −ch𝜅𝑥 − 1
𝜅

sh𝜅𝑥

0 0 −𝜅 sh𝜅𝑥 −ch𝜅𝑥

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.76)
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2.2.1 Koormusvektor takistatud väändel

Koormusvektori
∘
Z esitame kujul

∘
Z =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝑒
𝑇𝑡 𝑒
𝐵𝜔 𝑒

𝑇𝜔 𝑒

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜃𝑒

𝐺𝐼𝑡𝜃
′
𝑒

−𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′𝑒

−𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′′𝑒

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝑒

𝐸𝐼𝜔𝜅
2𝜃′𝑒

𝐸𝐼𝜔𝜃
′′
𝑒

𝐸𝐼𝜔𝜃
′′′
𝑒

⎤⎥⎥⎦ (2.77)

Koormusvektori leidmist alustame erilahendist (2.51):

𝜃𝑒 = 𝜃4 𝑒 (𝑥) =
𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅2

[︃
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1 − 𝜅2

(𝑥− 𝑎)2+
2

]︃
(2.78)

𝑇𝑡 𝑒 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′
4 𝑒 (𝑥) = 𝑚𝑥

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
(2.79)

𝐵𝜔 𝑒 = −𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′4 𝑒 (𝑥) = 𝑚𝑥

1

𝜅2
[︀

1 − ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+
]︀

(2.80)

𝑇𝜔 𝑒 = −𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′′4 𝑒 (𝑥) = −𝑚𝑥

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
(2.81)

Avaldistest (2.78)–(2.81) moodustame lausmomendi 𝑚𝑥 koormusvektori

∘
Z =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝑒
𝑇𝑡 𝑒
𝐵𝜔 𝑒

𝑇𝜔 𝑒

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅2

[︃
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1 − 𝜅2

(𝑥− 𝑎)2+
2

]︃
𝑚𝑥

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑚𝑥

1

𝜅2
[︀

1 − ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+
]︀

−𝑚𝑥
1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.82)

2.3 Põhivõrrandid takistatud väändel
Avaldame õhukeseseinalise varda takistatud väände põhivõrrandid maatrikskujul

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.83)

kus
ZL, ZA – avaldisega (2.75) näidatud väändenurgad ja väändemomendid varda lõpus
ning alguses;
U – ülekandemaatriks (2.76).

Õhukeseseinalise varda takistatud väände põhivõrrandid teise märgikokkuleppe puhul
(2.83) saab kirjutada võrrandisüsteemina

U · ZA − I4×4 · ZL = −
∘
Z (2.84)
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Lühemalt

̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.85)

kus ̂︀Z =

[︂
ZA

ZL

]︂
(2.86)

̂︁UI4×8 – laiendatud ülekandemaatriks (𝑈4×4 | −𝐼4×4):

̂︁UI4×8 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 𝑖0

𝐺𝐼𝑡
𝑥

𝑖0
𝐺𝐼𝑡

(ch𝜅𝑥 − 1)
𝑖0
𝐺𝐼𝑡

1

𝜅
(sh𝜅𝑥 − 𝜅𝑥 )

0 − 1 𝜅 sh𝜅𝑥 ch𝜅𝑥 − 1

0 0 −ch𝜅𝑥 −1

𝜅
sh𝜅𝑥

0 0 −𝜅 sh𝜅𝑥 −ch𝜅𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦−

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.87)

ning koormusvektor
∘
Z lausmomendiga 𝑚𝑥 avaldub

∘
Z =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑖0𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

1

𝜅2

[︃
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1 − 𝜅2

(𝑥− 𝑎)2+
2

]︃
𝑚𝑥

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑚𝑥

1

𝜅2
[︀
1 − ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
−𝑚𝑥

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.88)

Siin on 𝑖0 väändenurga 𝜃 skaleerimistegur (võrrandisüsteemiga (2.85) leitavad väändenurgad
on 𝑖0 korda suuremad).

Iga varda ülekandevõrrandite (2.85) kohta lisame neli rajatingimust.

2.3.1 Ülekandevõrrandite lahenduste testimine
Ülekandevõrrandeid kasutame varrassüsteemide rajaülesande püstitamiseks. Rajaülesande
lahendamisel rakendame EST-meetodit. Lahendatavad ülesanded valisime nii, et saadud tule-
mused oleksid võrreldavad teiste meetodite abil leitutega. Õhukeseseinalise varda väände
hõreda laiendatud ülekandemaatriksi (U4×4|− I4×4) (2.85) koostamiseks kasutame GNU
Octave’i funktsioone yspWGvfmhvI.m, yspWGfhlin.m. Koormusvektori

∘
Z (vt tabel C.1)

leiame funktsioonidega yzWGmx.m, yzWGMx.m, yzWGBy.m, SisejoudWGmxpunktis.m.
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Näide 2.1 (lausmoment konsoolil) . Koostada joonisel 2.1 kujutatud konsooli väändenurga
𝜃𝑥, vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.

z

x

y
e = 0.01 m

b

c
a

l = 2 m

q = 20 kN/m 

������������������������������������������
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������������������������������������������
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����

����

Joonis 2.1. Lausmoment konsoolil

Andmed. Konsoolile pikkusega 𝑙 = 2 m mõjub ekstsentriline lauskoormus 𝑞 = 20 kN/m
(𝑚𝑥 = −20
𝑚𝑎𝑡ℎ𝑟𝑚(kN · m)/m). Vertikaalse lauskoormuse 𝑞 ekstsentrilisus 𝑒 = 1.0 cm. Ristlõike
kooldejäikus (𝐸𝐼𝜔= 1.052 × 103 kN · m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡= 2.63 × 102

kN·m2) ja kooldekarakteristik (𝜅=
√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
2.63×108/1.052×1013 = 0.005 cm−1)

on konstantsed.
Lahendus. Vaatleme konsooli ühe elemendina, siis sisesidemed [Jür85, lk 8–9] puuduvad.

Rajatingimuste 𝑊𝑟 seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(2.89)

Siit saab jälgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimesel toel on toe-
tingimuste paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃 ja 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′ antud väändenurk 𝜃 = 0 ja suhteline väändenurk
𝜃′ = 0. Seega on esimene tugi jäik ning ei võimalda pööret ega kooldumist. Tundmatud on
bimoment 𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚.

Konsooli lõpus on antud bimoment 𝐵𝜔 = 0 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 = 0.
Tundmatuks jäävad väändenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′).
Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14], [Lah97b],

[Lah98a] puhulgi hõredat võrrandisüsteemi7

spA · Z = B (2.90)
kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z = ̂︀Z =

[︂
Za

Zb

]︂
(2.91)

mille elementideks on väändenurgad ja väändemomendid varda alguses ning lõpus (jn 2.2):

Za =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Zb =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (2.92)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 8) on toodud joonisel 2.2.
7 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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κ = 0.005 1/cm

a b

��
��
��
��

���
���
���
���

[1
 2

 3
 4

]

[5
 6

 7
 8

]

z
x

z

x

Joonis 2.2. Lausmoment konsoolil. Muutujad

Põhivõrrandites (2.84) [Lah12, jn 14.9]8

̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.93)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m.

Võrrandisüsteemis (2.93) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (2.90) (vt väljavõte programmist 2.1).

Väljavõte programmist 2.1 (Naide2_1.m)
# Tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw);
vB=yzWGmx(baasi0,l,l,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJv=1;
vB=vB.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bv
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (2.90) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite arv
peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kinemaatilis-
test ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Järgnevalt

– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi9 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃, suhteline vään-
denurk 𝜃′) on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔) on tundmatu.

Konsoolil on sõlmes a jäik tugi, mis ei võimalda pööret ega kooldumist (vt tabel 1.2).
Tundmatud on bimoment 𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔. Viimases on vabavään-
demoment antud: 𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′ = 0. Tundmatuks jääb kooldeväändemoment 𝑇𝜔.

8 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
9 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Konsooli otsas, sõlmes b, on bimoment 𝐵𝜔 = 0 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 0. Tund-
matud on pöördenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝐺𝐼𝑡𝜃′ = 𝑇𝑡).

𝑍 (1, 1) = 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (2, 1) = 𝑇𝑡 𝐴 ≡ 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (7, 1) = 𝐵𝜔 𝐿 = 0
𝑍 (6, 1) + 𝑍 (8, 1) = 𝑇𝑡 𝐿 + 𝑇𝜔 𝐿 ≡

𝑇𝑠𝑢𝑚𝐿 = 0

(2.94)

Koostatud on neli rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (2.90) (vt
väljavõte programmist 2.2). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult on
sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 2.2 (Naide2_1.m)
####### Rajatingimused
spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,2,1); # $T_tA$ - kooldeväändemoment
spA=spSisestaArv(spA,7,7,1); # $B_{L}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,8,6,1); # $T_{tL}+ T_{\omega L}$ -
spA=spSisestaArv(spA,8,8,1); # - üldväändemoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Joonisel 2.3 on sisestatud võrrandisüsteemi kordajate hõreda maatriksi muster (hõreda
maatriksi spA(8,8) nullist erinevate elementide asukohad).

Põhivõrrandid 1−4

Rajatingimused 5−8

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

spy(spA) − hõreda maatriksi spA(8,8) nullist erinevad elemendid [31%] 

Joonis 2.3. Lausmoment konsoolil. Hõreda maatriksi spA muster
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Sisestatud võrrandisüsteemi kordajad hõredas maatriksis spA on esitatud arvutuspäeviku
väljavõttes 2.1.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.1 (Naide2_1.m)

spA =
Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 20 [31%])

(1, 1) -> 1
(5, 1) -> 1
(1, 2) -> -7604.6
(2, 2) -> -1
(6, 2) -> 1
(1, 3) -> 20.649
(2, 3) -> 0.0058760

(3, 3) -> -1.5431
(4, 3) -> -0.0058760
(1, 4) -> 1332.3
(2, 4) -> 0.54308
(3, 4) -> -235.04
(4, 4) -> -1.5431
(1, 5) -> -1

(2, 6) -> -1
(8, 6) -> 1
(3, 7) -> -1
(7, 7) -> 1
(4, 8) -> -1
(8, 8) -> 1

Sisestatud võrrandisüsteemi vabaliikmete vektor B on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes
2.2.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.2 (Naide2_1.m)

B =

1.3104e+07
7.0080e+03

-4.3446e+06
-4.7008e+04

0.0000e+00
0.0000e+00
0.0000e+00
0.0000e+00

Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime väändenurgad skaleeri-
misteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Konsooli skaleerimata algparameetrid on toodud arvu-
tuspäeviku väljavõttes 2.3.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.3 (Naide2_1.m)

Algparameetrid - AP1
theta - 0.0000e+00

Tt - 0.0000e+00
B - -3.2772e+06

Tw - 4.0000e+04

Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks konsooli ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.95)

kus ZA on konsooli algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 2.3). Ülekandemaatriksi
U leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m ja koormusvektori

∘
Z funktsioonidega

yzWGmx.m ja yzWGMx.m (vt väljavõte programmist 2.3).
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Pinna miinuspool

I ja II märgikokkulepe on
vastandmärkidega

I ja II märgikokkulepe
ühtivad

Pinna plusspool

II märgikokkuleppega

algparameetrid
leitud 

n − T
−

T
+

n +

Z

X

Joonis 2.4. Pinna pluss- ja miinuspool10

Varda algul, ristlõike negatiivsel pinnal (x
= 0, 𝑛−) (jn 2.4), on algparameetrid I ja II
märgikokkuleppe puhul eri märkidega (jn 1.17).
Arvutiprogrammiga leiame algparameetrid II
märgikokkuleppe järgi, sisejõudude märgi mää-
rame aga vastavalt I märgikokkuleppele. Pluss-
pinnal on sisejõud I ja II märgikokkuleppe puhul
sama märgiga. Seega arvutame sisejõud avaldisega
(2.95) ka varda algul ristlõike plusspoolel (x = 0,
𝑛+), nii saame sisejõud I märgikokkuleppe järgi.

Väljavõte programmist 2.3 (Naide2_1.m)

AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=l/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l,xx,GIt,EIw);
vvB=yzWGmx(baasi0,l,xx,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP+vvB;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 2.4.
Väljavõte arvutuspäevikust 2.4 (Naide2_1.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0050000

x= 0.00 50.00 100.00 150.00 200.00
theta - 0.000e+00 -3.169e-04 -1.029e-03 -1.881e-03 -2.748e-03

Tt - 0.000e+00 -2.987e+03 -4.277e+03 -4.580e+03 -4.542e+03
B - 3.277e+06 1.611e+06 5.477e+05 2.185e+04 -9.313e-10

Tw - -4.000e+04 -2.701e+04 -1.572e+04 -5.420e+03 4.542e+03
Tsum - -4.000e+04 -3.000e+04 -2.000e+04 -1.000e+04 -2.001e-11

x = 177.1936900000
theta - -2.354e-03

Tt - -4.561e+03
B - -5.173e+04

Tw - 1.333e-03
Tsum - -4.561e+03

10 Positiivne ja negatiivne sisepind: http://www.mh.ttu.ee/priitp/Tugevusopetus/Tugevus
analuusi_alused/3_Detailide_tugevus_vaandel.pdf#page=7 (lk 37) (4.04.2015)

http://www.mh.ttu.ee/priitp/Tugevusopetus/Tugevusanaluusi_alused/3_Detailide_tugevus_vaandel.pdf#page=7
http://www.mh.ttu.ee/priitp/Tugevusopetus/Tugevusanaluusi_alused/3_Detailide_tugevus_vaandel.pdf#page=7
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Leitud tulemuste põhjal koostame epüürid lausmomendist konsoolil (jn 2.5).

κ = 0.005 1/cm m  = 200 (N  cm)/cm

50 cm 50 cm 50 cm 50 cm

x .����

����

(a) Koormus 𝑚𝑥 = −200𝑁 (vt tabel 1.1)

µ[ 
  

ra
d

]

0

2748

317

1029

1881

(b) Väändenurk 𝜃

.

[N
  
c
m

]

0

4277

2987

4580 4542

(c) Vabaväändemoment 𝑇𝑡

ω

ω

ω

x=178

x=177

B   = − 51730

B   = − 516710

2

.

minB  (177.19369) = − 51730

[N
  
c
m

  
]

3277187

1610540

547686
21852 0

(d) Bimoment 𝐵𝜔

ω

ω

x=178

x=177

T   = − 38

T   = 160
.

[N
  

c
m

]

40000

27012

15722

5420

4542

(e) Kooldeväändemoment 𝑇𝜔

.

[N
  
c
m

]

0

40000

30000

20000

10000

(f) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 2.5. Lausmoment konsoolil. Epüürid
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Tabelist 2.2 näeme, et EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Sad63]
toodutega.

Tabel 2.2. Lausmoment konsoolil. Tulemuste võrdlus

x [cm] Z(x) [Sad63] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 0.00 kG·cm 0.000 N·cm

𝐵𝜔 3.28× 105 kG·cm2 3.277× 106 N·cm2

𝑇𝜔 −4.00× 103 kG·cm −4.000× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −4.00× 103 kG·cm −4.000× 104 N·cm

50

𝜃 rad −3.169× 10−4 rad

𝑇𝑡 kG·cm −2.987× 103 N·cm

𝐵𝜔 kG·cm2 1.611× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·cm −2.701× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm −3.000× 104 N·cm

100

𝜃 −1.6 × 10−4 rad −1.029× 10−3 rad

𝑇𝑡 −4.20× 102 kG·cm −4.277× 103 N·cm

𝐵𝜔 5.47× 104 kG·cm2 5.477× 105 N·cm2

𝑇𝜔 −1.58× 103 kG·cm −1.572× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −2.00× 103 kG·cm −2.000× 104 N·cm

177

𝜃 −2.4 × 10−4 rad −2.351× 10−3 rad

𝑇𝑡 −4.60× 102 kG·cm −4.562× 103 N·cm

𝐵𝜔 −5.23× 103 kG·cm2 −5.173× 104 N·cm2

𝑇𝜔 0.00 kG·cm −3.849× 101 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −4.60× 102 kG·cm −4.600× 103 N·cm

200

𝜃 −2.9 × 10−4 rad −2.748× 10−3 rad

𝑇𝑡 −4.54× 102 kG·cm −4.542× 103 N·cm

𝐵𝜔 0.00 kG·cm2 −9.313× 10−10 N·cm2

𝑇𝜔 4.54× 102 kG·cm 4.542× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·cm −2.001× 10−11 N·cm
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Näide 2.2 (koondmoment konsoolil) . Koostada joonisel 2.6 kujutatud konsooli väändenur-
ga 𝜃𝑥, vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.

z

y

x
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Joonis 2.6. Koondmoment konsoolil

Andmed. Konsooli pikkus 𝑙 = 2.5 m. Konsooli otsa b on ekstsentriliselt rakendatud jõud
𝐹 = 1.0 kN. Vertikaalse koormuse 𝐹 ekstsentrilisus 𝑒 = 10.0 cm. Ristlõike kooldejäikus
(𝐸𝐼𝜔= 5.9130×104 kN·m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡= 9.4608×103 kN·m2) ja kooldekarak-
teristik (𝜅=

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
9.4608×1010/5.9130×1015 = 0.004 cm−1) on konstantsed.

Lahendus. Vaatleme konsooli ühe elemendina, siis sisesidemed [Jür85, lk 8–9] puuduvad.
Rajatingimuste 𝑊𝑟 seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(2.96)

Siit saab jälgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimesel toel on toe-
tingimuste paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃 ja 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′ antud väändenurk 𝜃 = 0 ja suhteline väändenurk
𝜃′ = 0. Seega on esimene tugi jäik ning ei võimalda pööret ega kooldumist. Tundmatud on
bimoment 𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚.

Konsooli lõpus on antud bimoment 𝐵𝜔 = 0 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 =
𝑒 ·𝐹𝑧 = 0.1 ·1.0×103 = 100 N ·m. Tundmatuks jäävad väändenurk 𝜃 ja suhteline väände-
nurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′).
Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi

hõredat võrrandisüsteemi11

spA · Z = B (2.97)

kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z = ̂︀Z =

[︂
Za

Zb

]︂
(2.98)

mille elementideks on väändenurgad ja -momendid varda alguses ja lõpus (jn 2.7):

Za =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Zb =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (2.99)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 8) on toodud joonisel 2.7.

11 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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κ = 0.004 1/cm
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Joonis 2.7. Koondmoment konsoolil. Muutujad

Põhivõrrandites (2.84) [Lah12, jn 14.9]12

̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.100)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m.

Võrrandisüsteemis (2.100) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (2.97) (vt väljavõte programmist 2.4).

Väljavõte programmist 2.4 (Naide2_2.m)
# Tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw);
%vB=yzWGmx(baasi0,l,l,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJv=1;
%vB=vB.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);
% # sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bv
%Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (2.97) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite arv
peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kinemaatilis-
test ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Järgnevalt
– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi13 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃, suhteline
väändenurk 𝜃′) on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔) on tund-
matu.

Konsoolil on sõlmes a jäik tugi, mis ei võimalda pööret ega kooldumist (vt tabel 1.2).
Tundmatud on bimoment 𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔. Viimases on vabavään-
demoment 𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′ = 0 antud. Tundmatuks jääb kooldeväändemoment 𝑇𝜔.
12 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
13 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Konsooli otsas, sõlmes b, on antud bimoment 𝐵𝜔 = 0 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 0.
Tundmatuks jäävad pöördenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝐺𝐼𝑡𝜃′ = 𝑇𝑡).

𝑍 (1, 1) = 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (2, 1) = 𝑇𝑡 𝐴 ≡ 𝜃′𝐴 = 0
𝑍 (7, 1) = 𝐵𝜔 𝐿 = 0
𝑍 (6, 1) + 𝑍 (8, 1) = 𝑇𝑡 𝐿 + 𝑇𝜔 𝐿 ≡

𝑇𝑠𝑢𝑚𝐿 = 10000.0 N·cm

(2.101)

Koostatud on neli rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (2.97) (vt
väljavõte programmist 2.5). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult on
sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 2.5 (Naide2_2.m)
####### Rajatingimused
spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,2,1); # $T_tA$ - kooldeväändemoment
spA=spSisestaArv(spA,7,7,1); # $B_{L}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,8,6,1); # $T_{tL}+ T_{\omega L}$
spA=spSisestaArv(spA,8,8,1); # - üldväändemoment
Bvb(8,1)=10000.0 ;
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandisüsteemi kordajad hõredas maatriksis spA on esitatud arvutuspäeviku
väljavõttes 2.5.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.5 (Naide2_2.m)
spA =
Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 20 [31%])

(1, 1) -> 1
(5, 1) -> 1
(1, 2) -> -26.425
(2, 2) -> -1
(6, 2) -> 1
(1, 3) -> 0.057403
(2, 3) -> 0.0047008

(3, 3) -> -1.5431
(4, 3) -> -0.0047008
(1, 4) -> 4.6297
(2, 4) -> 0.54308
(3, 4) -> -293.80
(4, 4) -> -1.5431
(1, 5) -> -1

(2, 6) -> -1
(8, 6) -> 1
(3, 7) -> -1
(7, 7) -> 1
(4, 8) -> -1
(8, 8) -> 1

Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime väändenurgad skaleeri-
misteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Konsooli skaleerimata algparameetrid on toodud arvu-
tuspäeviku väljavõttes 2.6.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.6 (Naide2_2.m)
Algparameetrid - AP1
theta - 0.0000e+00

Tt - 0.0000e+00
B - 1.9040e+06

Tw - -1.0000e+04
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Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks konsooli ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.102)

kus ZA on konsooli algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 2.6). Ülekandemaatriksi U
leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m (vt väljavõte programmist 2.6).

Väljavõte programmist 2.6 (Naide2_2.m)

AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=l/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l,xx,GIt,EIw);
% vvB=yzWGmx(baasi0,l,xx,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP % +vvB;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 2.7.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.7 (Naide2_2.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0050000

x= 0.00 50.00 100.00 150.00 200.00
theta - 0.000e+00 -3.169e-04 -1.029e-03 -1.881e-03 -2.748e-03

Tt - 0.000e+00 -2.987e+03 -4.277e+03 -4.580e+03 -4.542e+03
B - 3.277e+06 1.611e+06 5.477e+05 2.185e+04 -9.313e-10

Tw - -4.000e+04 -2.701e+04 -1.572e+04 -5.420e+03 4.542e+03
Tsum - -4.000e+04 -3.000e+04 -2.000e+04 -1.000e+04 -2.001e-11

x = 177.1936900000
theta - -2.354e-03

Tt - -4.561e+03
B - -5.173e+04

Tw - 1.333e-03
Tsum - -4.561e+03

Leitud tulemuste põhjal koostame epüürid koondmomendist konsoolil (jn 2.8).
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(a) Koormus 𝑀𝑥 = 100N·m (vt tabel 1.1)
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Joonis 2.8. Koondmoment konsoolil. Epüürid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Bõt62] jõu- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.3).

Tabel 2.3. Koondmoment konsoolil. Tulemuste võrdlus

x [cm] Z(x) [Sad63] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 0.00 kG·cm 0.000 N·cm

𝐵𝜔 −1.904× 105 kG·cm2 −1.904× 106 N·cm2

𝑇𝜔 1.000× 103 kG·cm 1.000× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 1.000× 103 kG·cm 1.000× 104 N·cm

62.5

𝜃 rad 5.632× 10−7 rad

𝑇𝑡 kG·cm 1.610× 103 N·cm

𝐵𝜔 kG·cm2 −1.332× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·cm 8.390× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm 1.000× 104 N·cm

125

𝜃 rad 2.011× 10−6 rad

𝑇𝑡 2.69 × 102 kG·cm 2.692× 103 N·cm

𝐵𝜔 −8.440× 104 kG·cm2 −8.442× 105 N·cm2

𝑇𝜔 7.31 × 102 kG·cm 7.308× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 1.000× 103 kG·cm 1.000× 104 N·cm

187.5

𝜃 rad 4.020× 10−6 rad

𝑇𝑡 kG·cm 3.316× 103 N·cm

𝐵𝜔 kG·cm2 −4.093× 105 N·cm2

𝑇𝜔 kG·cm 6.684× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm 1.000× 104 N·cm

250

𝜃 rad 6.300× 10−6 rad

𝑇𝑡 3.52 × 102 kG·cm 3.519× 103 N·cm

𝐵𝜔 0.00 kG·cm2 4.657× 10−10 N·cm2

𝑇𝜔 6.48 × 102 kG·cm 6.481× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 1.00 × 103 kG·cm 1.000× 104 N·cm
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Näide 2.3 (koondbimoment konsoolil) . Koostada joonisel 2.9 kujutatud konsooli väände-
nurga 𝜃𝑥, vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.
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Joonis 2.9. Koondbimoment konsoolil

Andmed. Konsooli pikkus 𝑙 = 5.0 m. Konsooli otsa b on ekstsentriliselt rakendatud mo-
ment 𝑀𝑦 = 6.0 kN·cm. Momentkoormuse 𝑀𝑦 ekstsentrilisus 𝑒 = 5.0 cm. Ristlõike kool-
dejäikus (𝐸𝐼𝜔= 3.7311×103 kN ·m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡= 2.3879×103 kN ·m2) ja
kooldekarakteristik (𝜅=

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
2.3879×1010/3.7311×1014 = 0.008 cm−1) on

konstantsed.
Lahendus. Vaatleme konsooli ühe elemendina, siis sisesidemed [Jür85, lk 8–9] puuduvad.

Rajatingimuste 𝑊𝑟 seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(2.103)

Siit saab jälgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃 ja 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′ on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja suhteline väändenurk
𝜃′ = 0. Seega on esimene tugi jäik ning ei võimalda pööret ega kooldumist. Tundmatud on
bimoment 𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚.

Konsooli lõpus on antud bimoment 𝐵𝜔 = −3.0 × 104 N · cm2 ja koguväändemoment
𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 = 0. Tundmatuks jäävad väändenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 =
𝐺𝐼𝑡𝜃

′).
Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi

hõredat võrrandisüsteemi14

spA · Z = B (2.104)

kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z = ̂︀Z =

[︂
Za

Zb

]︂
(2.105)

mille elementideks on väändenurgad ja -momendid varda alguses ja lõpus (jn 2.10):

Za =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Zb =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (2.106)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 8) on toodud joonisel 2.10.

14 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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κ = 0.008 1/cm

a b

��
��
��
��

���
���
���
���
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 3
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]

[5
 6

 7
 8

]

z
x

z

x

Joonis 2.10. Koondbimoment konsoolil. Muutujad

Põhivõrrandites (2.84) [Lah12, jn 14.9]15

̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.107)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m.

Võrrandisüsteemis (2.107) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (2.104) (vt väljavõte programmist 2.7).

Väljavõte programmist 2.7 (Naide2_3.m)
# Tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw);
%vB=yzWGmx(baasi0,l,l,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJv=1;
%vB=vB.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);
% # sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bv
%Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (2.104) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite
arv peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Järgnevalt
– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi16 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃, suhteline
väändenurk 𝜃′) on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔) on tund-
matu.

Konsoolil on sõlmes a jäik tugi, mis ei võimalda pööret ega kooldumist (vt tabel 1.2).
Tundmatud on bimoment 𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔. Viimases on vabavään-
demoment 𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′ = 0 antud. Tundmatuks jääb kooldeväändemoment 𝑇𝜔.
15 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
16 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26


70 2. Takistatud väände võrrandid

Konsooli otsas, sõlmes b, on antud bimoment𝐵𝜔 = 0 ning koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 0.
Tundmatud on pöördenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝐺𝐼𝑡𝜃′ = 𝑇𝑡).

𝑍 (1, 1) = 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (2, 1) = 𝑇𝑡 𝐴 ≡ 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (7, 1) = 𝐵𝜔 𝐿 = −3.0 × 104 N·cm2

𝑍 (6, 1) + 𝑍 (8, 1) = 𝑇𝑡 𝐿 + 𝑇𝜔 𝐿 ≡
𝑇𝑠𝑢𝑚𝐿 = 0

(2.108)

Koostatud on neli rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (2.104) (vt
väljavõte programmist 2.8). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult on
sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 2.8 (Naide2_3.m)
####### Rajatingimused
spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,2,1); # $T_tA$ - kooldeväändemoment
spA=spSisestaArv(spA,7,7,1); # $B_{L}$ - bimoment
Bvb(7,1)=-30000.0 ;
spA=spSisestaArv(spA,8,6,1); # $T_{tL}+ T_{\omega L}$ -
spA=spSisestaArv(spA,8,8,1); # - üldväändemoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandisüsteemi kordajad hõredas maatriksis spA on esitatud arvutuspäeviku
väljavõttes 2.8.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.8 (Naide2_3.m)
spA =
Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 20 [31%])

(1, 1) -> 1
(5, 1) -> 1
(1, 2) -> -209.39
(2, 2) -> -1
(6, 2) -> 1
(1, 3) -> 11.017
(2, 3) -> 0.21832

(3, 3) -> -27.308
(4, 3) -> -0.21832
(1, 4) -> 1219.2
(2, 4) -> 26.308
(3, 4) -> -3411.2
(4, 4) -> -27.308
(1, 5) -> -1

(2, 6) -> -1
(8, 6) -> 1
(3, 7) -> -1
(7, 7) -> 1
(4, 8) -> -1
(8, 8) -> 1

Sisestatud võrrandisüsteemi vabaliikmete vektor B on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes
2.9.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.9 (Naide2_3.m)
B =

0
0

0
0

0
0

-30000
0
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Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime väändenurgad skaleeri-
misteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Konsooli skaleerimata algparameetrid on toodud arvu-
tuspäeviku väljavõttes 2.10.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.10 (Naide2_3.m)
Algparameetrid - AP1
theta - 0.0000e+00

Tt - 0.0000e+00
B - 1.0986e+03

Tw - -2.3284e-14

Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks konsooli ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.109)

kus ZA on konsooli algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 2.10). Ülekandemaatriksi
U leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m (vt väljavõte programmist 2.9).

Väljavõte programmist 2.9 (Naide2_3.m)
AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=l/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l,xx,GIt,EIw);
% vvB=yzWGmx(baasi0,l,xx,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP % +vvB;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 2.11.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.11 (Naide2_3.m)
baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0080000

x= 0.00 125.00 250.00 375.00 500.00
theta - 0.000e+00 2.498e-08 1.271e-07 4.172e-07 1.210e-06

Tt - 0.000e+00 1.033e+01 3.187e+01 8.804e+01 2.398e+02
B - -1.099e+03 -1.695e+03 -4.133e+03 -1.106e+04 -3.000e+04

Tw - 2.328e-14 -1.033e+01 -3.187e+01 -8.804e+01 -2.398e+02
Tsum - 2.328e-14 2.309e-14 2.487e-14 1.421e-14 0.000e+00
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Leitud tulemuste põhjal koostame epüürid koondbimomendist konsoolil (jn 2.11).

ω
2

.

= 0.008 1/cmκ

B   = −30 kN  cm

x

125 cm 125 cm 125 cm 125 cm

.����

����

(a) Koormus 𝑀𝑥 = 100N·m (vt tabel 1.1)

[n
ra
d
]

1210

417
127

0 25

(b) Väändenurk 𝜃

.

[N
  

c
m

]

0

88

10
32

240

(c) Vabaväändemoment 𝑇𝑡

2

.

[N
  

c
m

  
]

4133

11060

30000

1099 1695

(d) Bimoment 𝐵𝜔

.

[N
  

c
m

]

0

88

10

240

32

(e) Kooldeväändemoment 𝑇𝜔

.

[N
  
c
m

]

0 00 0 0

(f) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 2.11. Koondbimoment konsoolil. Epüürid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Bõt62] jõu- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.4).

Tabel 2.4. Koondbimoment konsoolil. Tulemuste võrdlus

x [cm] Z(x) [Sad63] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 0.00 kG·cm 0.000 N·cm

𝐵𝜔 −1.099× 102 kG·cm2 −1.099× 103 N·cm2

𝑇𝜔 0.00 kG·cm 2.328× 10−14 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·cm 2.328× 10−14 N·cm

125

𝜃 rad 2.498× 10−8 rad

𝑇𝑡 kG·cm 1.033× 101 N·cm

𝐵𝜔 kG·cm2 −1.695× 103 N·cm2

𝑇𝜔 kG·cm −1.033× 101 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm 2.309× 10−14 N·cm

250

𝜃 rad 1.271× 10−7 rad

𝑇𝑡 3.19 kG·cm 3.187× 101 N·cm

𝐵𝜔 −4.13 × 102 kG·cm2 −4.133× 103 N·cm2

𝑇𝜔 −3.19 kG·cm −3.187 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·cm 2.487× 10−14 N·cm

375

𝜃 rad 4.172× 10−7 rad

𝑇𝑡 kG·cm 8.804 N·cm

𝐵𝜔 kG·cm2 −1.106× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·cm −8.804 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm 1.421× 10−14 N·cm

500

𝜃 rad 1.210× 10−6 rad

𝑇𝑡 2.40 × 101 kG·cm 2.398× 102 N·cm

𝐵𝜔 −3.000× 103 kG·cm2 −3.000× 104 N·cm2

𝑇𝜔 −2.40 × 101 kG·cm −2.398× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·cm 0.000 N·cm
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Näide 2.4 (lausmoment talal) . Koostada joonisel 2.12 kujutatud tala väändenurga 𝜃𝑥,
vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.

y

x

z

b
a

e = 5 cmq = 30 kN/m 

c

1 m 1 m 1 m 1 m

l = 4 m

����
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������
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Joonis 2.12. Lausmoment talal

Andmed. Varda pikkus 𝑙 = 4.0 m. Tala on ekstsentriliselt koormatud lauskoormusega
𝑞 = 30 kN/m (𝑚𝑥 = −150 (kN·m)/m). Vertikaalse lauskoormuse 𝑞 ekstsentrilisus 𝑒 = 5 cm.
Ristlõike kooldejäikus (𝐸𝐼𝜔= 2.9686×104 kN·m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡= 1.1875×103 kN·
m2) ja kooldekarakteristik (𝜅=

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
1.1875×1010/2.9686×1015 = 0.002 cm−1)

on konstantsed.
Lahendus. Vaatleme tala ühe elemendina, siis sisesidemed [Jür85, lk 8–9] puuduvad.

Rajatingimuste 𝑊𝑟 seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(2.110)

Siit saab jälgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃 ja 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′ on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja bimoment 𝐵𝜔 = 0.
Tundmatud on koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′).
Tala lõpus on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja bimoment 𝐵𝜔 = 0. Tundmatuks jäävad kogu-

väändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′).

Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi
hõredat võrrandisüsteemi17

spA · Z = B (2.111)

kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z = ̂︀Z =

[︂
Za

Zb

]︂
(2.112)

mille elementideks on väändenurgad ja -momendid varda alguses ja lõpus (jn 2.13):

Za =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Zb =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (2.113)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 8) on toodud joonisel 2.13.

17 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Joonis 2.13. Lausmoment talal. Muutujad

Põhivõrrandites (2.84) [Lah12, jn 14.9]18

̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.114)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m.

Võrrandisüsteemis (2.114) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (2.111) (vt väljavõte programmist 2.10).

Väljavõte programmist 2.10 (Naide2_4.m)
# Tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw);
vB=yzWGmx(baasi0,l,l,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJv=1;
vB=vB.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);
% # sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bv
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (2.111) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite
arv peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Järgnevalt

– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi19 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃, suhteline
väändenurk 𝜃′) on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔) on tund-
matu.

Tala toed sõlmedes a ja b ei võimalda pööret (𝜃 = 0), kuid kooldumine on vaba: 𝐵𝜔 = 0
(vt tabel 1.2). Tundmatud on suhteline väändenurk 𝜃′ ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚.

18 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
19 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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𝑍 (1, 1) = 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (3, 1) = 𝐵𝜔𝐴 = 0
𝑍 (5, 1) = 𝜃𝐿 = 0
𝑍 (7, 1) = 𝐵𝜔 𝐿 = 0

(2.115)

Koostatud on neli rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (2.111) (vt
väljavõte programmist 2.11).

Väljavõte programmist 2.11 (Naide2_4.m)

####### Rajatingimused
#Tugi a
spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,3,1); # $B_{L}$ - bimoment
#Tugi b
spA=spSisestaArv(spA,7,5,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,8,7,1); # $B_{L}$ - bimoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud

spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandisüsteemi kordajad hõredas maatriksis spA on esitatud arvutuspäeviku
väljavõttes 2.12.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.12 (Naide2_4.m)

spA =
Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 19 [30%])

(1, 1) -> 1
(5, 1) -> 1
(1, 2) -> -336.84
(2, 2) -> -1
(1, 3) -> 0.28416
(2, 3) -> 0.0017762
(3, 3) -> -1.3374

(4, 3) -> -0.0017762
(6, 3) -> 1
(1, 4) -> 37.098
(2, 4) -> 0.33744
(3, 4) -> -444.05
(4, 4) -> -1.3374
(1, 5) -> -1

(7, 5) -> 1
(2, 6) -> -1
(3, 7) -> -1
(8, 7) -> 1
(4, 8) -> -1

Sisestatud võrrandisüsteemi vabaliikmete vektor B on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes
2.13.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.13 (Naide2_4.m)

B =

5.5059e+05
6.6081e+03

-1.2654e+07

-6.6608e+04
0.0000e+00
0.0000e+00

0.0000e+00
0.0000e+00
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Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime väändenurgad skaleeri-
misteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Tala skaleerimata algparameetrid on toodud arvutus-
päeviku väljavõttes 2.14.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.14 (Naide2_4.m)
Algparameetrid - AP1
theta - 0.0000e+00

Tt - 1.5039e+03
B - 0.0000e+00

Tw - 2.8496e+04

Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks tala ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.116)

kus ZA on tala algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 2.14). Ülekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m ja koormusvektori
∘
Z funktsiooniga

yzWGmx.m (vt väljavõte programmist 2.12).

Väljavõte programmist 2.12 (Naide2_4.m)
AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=l/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l,xx,GIt,EIw);
vvB=yzWGmx(baasi0,l,xx,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP+vvB;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 2.15.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.15 (Naide2_4.m)
baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0020000

x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
theta - 0.000e+00 -1.127e-05 -1.581e-05 -1.127e-05 0.000e+00

Tt - -1.504e+03 -1.032e+03 -1.319e-11 1.032e+03 1.504e+03
B - 0.000e+00 -2.116e+06 -2.812e+06 -2.116e+06 0.000e+00

Tw - -2.850e+04 -1.397e+04 1.091e-11 1.397e+04 2.850e+04
Tsum - -3.000e+04 -1.500e+04 -2.274e-12 1.500e+04 3.000e+04
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Leitud tulemuste põhjal koostame epüürid lausmomendist talal (jn 2.14).

x

κ = 0.002 1/cm m  = 150 (N  cm)/cm

100 cm 100 cm 100 cm 100 cm
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(a) Koormus 𝑚𝑥 = −150N (vt tabel 1.1)

[n
ra
d
]

00

1127111271

15813

(b) Väändenurk 𝜃

.

[N
  
c
m

]

0

1032
1504

1032

1504

(c) Vabaväändemoment 𝑇𝑡

2

.

[N
  
c
m

  
]

0 0

2116147 2116147
2812217

(d) Bimoment 𝐵𝜔

.

[N
  
c
m

]

0

13967

28496

13967

28496

(e) Kooldeväändemoment 𝑇𝜔

.

[N
  
c
m

]

0

15000

30000

15000

30000

(f) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 2.14. Lausmoment talal. Epüürid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Bõt62] jõu- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.5).

Tabel 2.5. Lausmoment talal. Tulemuste võrdlus

x [cm] Z(x) [Sad63] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 −1.50× 102 kG·cm −1.504× 103 N·cm

𝐵𝜔 0.00 kG·cm2 0.000 N·cm2

𝑇𝜔 −2.85× 103 kG·cm −2.850× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −3.00× 103 kG·cm −3.000× 104 N·cm

100

𝜃 rad −1.127× 10−5 rad

𝑇𝑡 −1.00× 102 kG·cm −1.032× 103 N·cm

𝐵𝜔 −2.11× 106 kG·cm2 −2.116× 106 N·cm2

𝑇𝜔 −1.40× 103 kG·cm −1.397× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −1.50× 103 kG·cm −1.500× 104 N·cm

200

𝜃 rad −1.581× 10−5 rad

𝑇𝑡 0.00 kG·cm −1.216× 10−11 N·cm

𝐵𝜔 2.87× 105 kG·cm2 −2.812× 106 N·cm2

𝑇𝜔 0.00 kG·cm 3.638× 10−12 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·cm −8.527× 10−12 N·cm

300

𝜃 rad −1.127× 10−5 rad

𝑇𝑡 1.00× 102 kG·cm 1.032× 103 N·cm

𝐵𝜔 −2.11× 105 kG·cm2 −2.116× 106 N·cm2

𝑇𝜔 1.40× 103 kG·cm 1.397× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 1.50× 103 kG·cm 1.500× 104 N·cm

400

𝜃 rad 2.711× 10−20 rad

𝑇𝑡 1.50× 102 kG·cm 1.504× 103 N·cm

𝐵𝜔 0.00 kG·cm2 0.000 N·cm2

𝑇𝜔 2.85× 103 kG·cm 2.850× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 3.00× 103 kG·cm 3.000× 104 N·cm
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Näide 2.5 (koondmoment talal) . Koostada joonisel 2.15 kujutatud tala väändenurga 𝜃𝑥,
vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.

y

z

x
b

a

1 m 1 m 1 m 1 m

c

l = 4 m

e = 5 cm

F = 2.0 kN ����������

���� ������

Joonis 2.15. Koondmoment talal

Andmed. Varda pikkus 𝑙 = 4.0 m. Tala on ekstsentriliselt koormatud koondatud jõu-
ga 𝐹 = 2 kN (𝑀𝑥 = 10.0 kN·cm). Vertikaalse jõu 𝐹 ekstsentrilisus 𝑒 = 5 cm. Ristlõike
kooldejäikus (𝐸𝐼𝜔= 7.560×104 kN ·m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡= 2.7216×104 kN ·m2)
ja kooldekarakteristik (𝜅 =

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
2.7216×108/7.5600×1012 = 0.006 cm−1) on

konstantsed.
Lahendus. Vaatleme tala ühe elemendina, siis sisesidemed [Jür85, lk 8–9] puuduvad.

Rajatingimuste 𝑊𝑟 seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(2.117)

Siit saab jälgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃 ja 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′ on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja bimoment 𝐵𝜔 = 0.
Tundmatud on koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′).
Varda lõpus on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja bimoment 𝐵𝜔 = 0. Tundmatuks jäävad

koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′).

Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi
hõredat võrrandisüsteemi20

spA · Z = B (2.118)
kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z = ̂︀Z =

[︂
Za

Zb

]︂
(2.119)

mille elementideks on väändenurgad ja -momendid varda alguses ja lõpus (jn 2.16):

Za =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Zb =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (2.120)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 8) on toodud joonisel 2.16.

20 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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]
Joonis 2.16. Koondmoment talal. Muutujad

Põhivõrrandites (2.84) [Lah12, jn 14.9]21

̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.121)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m.

Võrrandisüsteemis (2.121) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (2.118) (vt väljavõte programmist 2.13).

Väljavõte programmist 2.13 (Naide2_5.m)
# Tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw);
vB=yzWGMx(baasi0,l,l,a,Mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJv=1;
vB=vB.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);
% # sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bv
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (2.118) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite
arv peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Nüüd

– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi22 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃, suhteline
väändenurk 𝜃′) on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔) on tund-
matu.

Tala toed sõlmedes a ja b ei võimalda pööret (𝜃 = 0), kuid kooldumine on vaba: 𝐵𝜔 = 0
(vt tabel 1.2). Tundmatud on suhteline väändenurk 𝜃′ ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚.

21 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
22 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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𝑍 (1, 1) = 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (3, 1) = 𝐵𝜔𝐴 = 0
𝑍 (5, 1) = 𝜃𝐿 = 0
𝑍 (7, 1) = 𝐵𝜔 𝐿 = 0

(2.122)

Koostatud on neli rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (2.118) (vt
väljavõte programmist 2.14). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult
on sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 2.14 (Naide2_5.m)

####### Rajatingimused
spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,3,1); # $B_{L}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,7,5,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,8,7,1); # $B_{L}$ - bimoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandisüsteemi kordajad hõredas maatriksis spA on esitatud arvutuspäeviku
väljavõttes 2.16.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.16 (Naide2_5.m)

spA =
Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 19 [30%])

(1, 1) -> 1
(5, 1) -> 1
(1, 2) -> -1.4697e+04
(2, 2) -> -1
(1, 3) -> 167.44
(2, 3) -> 0.032797
(3, 3) -> -5.5569

(4, 3) -> -0.032797
(6, 3) -> 1
(1, 4) -> 1.8777e+04
(2, 4) -> 4.5569
(3, 4) -> -911.04
(4, 4) -> -5.5569
(1, 5) -> -1

(7, 5) -> 1
(2, 6) -> -1
(3, 7) -> -1
(8, 7) -> 1
(4, 8) -> -1

Sisestatud võrrandisüsteemi vabaliikmete vektor B on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes
2.17.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.17 (Naide2_5.m)

B =

-1.8951e+07
-8.1066e+03

2.5158e+06
1.8107e+04

0.0000e+00
0.0000e+00

0.0000e+00
0.0000e+00
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Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime väändenurgad skaleeri-
misteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Tala skaleerimata algparameetrid on toodud arvutus-
päeviku väljavõttes 2.18.
Väljavõte arvutuspäevikust 2.18 (Naide2_5.m)
Algparameetrid - AP1
theta - 0.0000e+00

Tt - -2.2386e+03
B - 0.0000e+00

Tw - -2.7614e+03

Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks tala ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.123)

kus ZA on tala algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 2.18). Ülekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m ja koormusvektori
∘
Z funktsiooniga

yzWGMx.m (vt väljavõte programmist 2.15).
Väljavõte programmist 2.15 (Naide2_5.m)
AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=l/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l,xx,GIt,EIw);
vvB=yzWGMx(baasi0,l,xx,a,Mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP+vvB;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 2.19.
Väljavõte arvutuspäevikust 2.19 (Naide2_5.m)
Nmitmeks = 4
k = 0.0060000

x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
theta - 0.000e+00 7.605e-04 1.122e-03 7.605e-04 2.168e-19

Tt - 2.239e+03 1.726e+03 4.547e-13 -1.726e+03 -2.239e+03
B - 0.000e+00 2.930e+05 6.947e+05 2.930e+05 0.000e+00

Tw - 2.761e+03 3.274e+03 -5.000e+03 -3.274e+03 -2.761e+03
Tsum - 5.000e+03 5.000e+03 -5.000e+03 -5.000e+03 -5.000e+03

x = 199.9999999999
theta - 1.122e-03

Tt - 2.501e-09
B - 6.947e+05

Tw - 5.000e+03
Tsum - 5.000e+03
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Leitud tulemuste põhjal koostame epüürid koondmomendist talal (jn 2.17).
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(a) Koormus 𝑀𝑥 = 10 kN·cm (vt tabel 1.1)

µ[ 
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d
]
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(b) Väändenurk 𝜃

.

[N
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m
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(c) Vabaväändemoment 𝑇𝑡
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(d) Bimoment 𝐵𝜔
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27613274

(e) Kooldeväändemoment 𝑇𝜔

.
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m

]

5000 5000 5000

500050005000

(f) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 2.17. Koondmoment talal. Epüürid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Bõt62] jõu- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.6).

Tabel 2.6. Koondmoment tala keskel. Tulemuste võrdlus

x [cm] Z(x) [Sad63] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 2.24× 102 kG·cm 2.239× 103 N·cm

𝐵𝜔 0.00 kG·cm2 0.000 N·cm2

𝑇𝜔 2.76× 102 kG·cm 2.761× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 5.00× 102 kG·cm 5.000× 103 N·cm

100

𝜃 rad 7.605× 10−4 rad

𝑇𝑡 1.73× 102 kG·cm 1.726× 103 N·cm

𝐵𝜔 2.93× 104 kG·cm2 2.930× 105 N·cm2

𝑇𝜔 3.27× 102 kG·cm 3.274× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 5.00× 102 kG·cm 5.000× 103 N·cm

200
𝜃 rad 1.122× 10−3 rad

𝑇𝑡 0.00 kG·cm 4.547× 10−13 N·cm

𝐵𝜔 6.94× 104 kG·cm2 6.947× 105 N·cm2

200− 𝜖 𝑇𝜔 5.00× 102 kG·cm2 5.000× 103 N·cm2

200 𝑇𝜔 −5.00× 102 kG·cm −5.000× 103 N·cm

200− 𝜖 𝑇𝑠𝑢𝑚 5.00× 102 kG·cm 5.000× 103 N·cm

200 𝑇𝑠𝑢𝑚 −5.00× 102 kG·cm −5.000× 103 N·cm

300

𝜃 rad 7.605× 10−4 rad

𝑇𝑡 −1.73× 102 kG·cm −1.726× 103 N·cm

𝐵𝜔 2.93× 104 kG·cm2 2.930× 105 N·cm2

𝑇𝜔 −3.27× 102 kG·cm −3.274× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −5.00× 102 kG·cm −5.000× 103 N·cm

400

𝜃 rad 2.168× 10−19 rad

𝑇𝑡 −2.24× 102 kG·cm 2.239× 103 N·cm

𝐵𝜔 0.00 kG·cm2 0.000 N·cm2

𝑇𝜔 −2.76× 102 kG·cm −2.761× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −5.00× 102 kG·cm −5.000× 103 N·cm
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Näide 2.6 (koondbimoment talal) . Koostada joonisel 2.18 kujutatud tala väändenurga 𝜃𝑥,
vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.

x

z
y

M = 8 kN cm

b
a

c

e = 5 cm

F = 2.0 kN

l = 6 m

1.5 m 1.5 m 1.5 m 1.5 m
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Joonis 2.18. Koondbimoment talal

Andmed. Varda pikkus 𝑙 = 6.0 m. Tala on ekstsentriliselt koormatud koondmomendiga
𝑀𝑦 = 8 kN·cm (𝐵𝑦 = 40.0 kN·cm2). Vertikaalse koondmomendi 𝑀𝑦 ekstsentrilisus 𝑒 =
5 cm. Ristlõike kooldejäikus (𝐸𝐼𝜔= 3.6288×106 kN·m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡= 2.2680×
105 kN ·m2) ja kooldekarakteristik (𝜅=

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
2.2680×109/3.6288×1014 =

0.0025 cm−1) on konstantsed.
Lahendus. Vaatleme tala ühe elemendina, siis sisesidemed [Jür85, lk 8–9] puuduvad.

Rajatingimuste 𝑊𝑟 seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(2.124)

Siit saab jälgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃 ja 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′ on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja bimoment 𝐵𝜔 = 0.
Tundmatud on koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′).
Varda lõpus on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja bimoment 𝐵𝜔 = 0. Tundmatuks jäävad

koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′).

Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi
hõredat võrrandisüsteemi23

spA · Z = B (2.125)

kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z = ̂︀Z =

[︂
Za

Zb

]︂
(2.126)

mille elementideks on väändenurgad ja -momendid varda alguses ja lõpus (jn 2.19):

Za =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Zb =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (2.127)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 8) on toodud joonisel 2.13.
23 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Joonis 2.19. Koondbimoment. Muutujad

Põhivõrrandites (2.84) [Lah12, jn 14.9]24

̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.128)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m.

Võrrandisüsteemis (2.128) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (2.125) (vt väljavõte programmist 2.16).

Väljavõte programmist 2.16 (Naide2_6.m)
# Tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw);
vB=yzWGBy(baasi0,l,l,a,By,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJv=1;
vB=vB.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);
% # sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bv
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (2.125) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite
arv peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Edasi

– püstitame rajatingimused;

– arvutame algparameetrid;

– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;

– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi25 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃, bimoment 𝐵𝜔)
on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, suhteline väändenurk 𝜃′) on tundmatu.

Tala toed sõlmedes a ja b ei võimalda pööret (𝜃 = 0), kuid kooldumine on vaba: 𝐵𝜔 = 0
(vt tabel 1.2). Tundmatud on suhteline väändenurk 𝜃′ ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚.

24 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
25 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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𝑍 (1, 1) = 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (3, 1) = 𝐵𝜔𝐴 = 0
𝑍 (5, 1) = 𝜃𝐿 = 0
𝑍 (7, 1) = 𝐵𝜔 𝐿 = 0

(2.129)

Koostatud on neli rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (2.125) (vt
väljavõte programmist 2.17). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult
on sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 2.17 (Naide2_6.m)

####### Rajatingimused
spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,3,1); # $B_{L}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,7,5,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,8,7,1); # $B_{L}$ - bimoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandisüsteemi kordajad hõredas maatriksis spA on esitatud arvutuspäeviku
väljavõttes 2.20.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.20 (Naide2_6.m)

spA =
Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 19 [30%])

(1, 1) -> 1
(5, 1) -> 1
(1, 2) -> -2645.5
(2, 2) -> -1
(1, 3) -> 5.9630
(2, 3) -> 0.0053232
(3, 3) -> -2.3524

(4, 3) -> -0.0053232
(6, 3) -> 1
(1, 4) -> 1109.8
(2, 4) -> 1.3524
(3, 4) -> -851.71
(4, 4) -> -2.3524
(1, 5) -> -1

(7, 5) -> 1
(2, 6) -> -1
(3, 7) -> -1
(8, 7) -> 1
(4, 8) -> -1

Sisestatud võrrandisüsteemi vabaliikmete vektor B on toodud arvutuspäeviku väljavõttes
2.21.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.21 (Naide2_6.m)

B =

-5.1972e+04
-8.2232e+01

5.1787e+04
8.2232e+01

0.0000e+00
0.0000e+00

0.0000e+00
0.0000e+00
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Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime väändenurgad skaleeri-
misteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Tala skaleerimata algparameetrid on toodud arvutus-
päeviku väljavõttes 2.22.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.22 (Naide2_6.m)
Algparameetrid - AP1
theta - 0.00000

Tt - -5.86284
B - 0.00000

Tw - -60.80382

Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks tala ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.130)

kus ZA on tala algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 2.22). Ülekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m ja koormusvektori
∘
Z funktsiooniga

yzWGBy.m (vt väljavõte programmist 2.18).

Väljavõte programmist 2.18 (Naide2_6.m)
AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=l/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes(ij,1)=xx;
vvF=ylWGfhlin(baasi0,l,xx,GIt,EIw);
vvB=yzWGBy(baasi0,l,xx,a,By,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP+vvB;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 2.23.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.23 (Naide2_6.m)
baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0025000

x= 0.00 150.00 300.00 450.00 600.00
theta - 0.000e+00 2.928e-07 -1.694e-21 -2.928e-07 0.000e+00

Tt - 5.863e+00 1.537e+00 -1.206e+01 1.537e+00 5.863e+00
B - 0.000e+00 9.336e+03 -2.000e+04 -9.336e+03 0.000e+00

Tw - 6.080e+01 6.513e+01 7.872e+01 6.513e+01 6.080e+01
Tsum - 6.667e+01 6.667e+01 6.667e+01 6.667e+01 6.667e+01
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x = 299.99999999
theta - 5.293e-19

Tt - -1.206e+01
B - 2.000e+04

Tw - 7.872e+01
Tsum - 6.667e+01

Leitud tulemuste põhjal koostame epüürid koondbimomendist talal (jn 2.20).
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(a) Koormus 𝐵𝜔 = 40 kN·cm2 (vt tabel 1.1)
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Joonis 2.20. Koondbimoment talal. Epüürid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Bõt62] jõu- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.7).

Tabel 2.7. Koondbimoment tala keskel. Tulemuste võrdlus

x [cm] Z(x) [Sad63] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 0.57 kG·cm 5.863 N·cm

𝐵𝜔 0.00 kG·cm2 0.000 N·cm2

𝑇𝜔 6.08 kG·cm 6.080× 101 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 6.6526 kG·cm 6.667× 101 N·cm

150

𝜃 rad 2.928× 10−7 rad

𝑇𝑡 0.14 kG·cm 1.537 N·cm

𝐵𝜔 9.33 × 102 kG·cm2 9.336× 103 N·cm2

𝑇𝜔 6.51 kG·cm 6.513× 101 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 6.65 kG·cm 6.667× 101 N·cm

300
𝜃 rad −1.694× 10−21 rad

𝑇𝑡 −1.22 kG·cm −1.206× 101 N·cm

300− 𝜖 𝐵𝜔 2.00 × 103 kG·cm2 2.000× 104 N·cm2

300
𝐵𝜔 −2.00 × 103 kG·cm2 −2.000× 104 N·cm2

𝑇𝜔 7.87 kG·cm 7.872× 101 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 6.65 kG·cm 6.667× 101 N·cm

450

𝜃 rad −2.928× 10−7 rad

𝑇𝑡 0.14 kG·cm 1.537 N·cm

𝐵𝜔 −9.33 × 102 kG·cm2 −9.336× 103 N·cm2

𝑇𝜔 6.51 kG·cm 6.513× 101 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 6.65 kG·cm 6.667× 101 N·cm

600

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 0.57 kG·cm 5.863 N·cm

𝐵𝜔 0.00 kG·cm2 0.000 N·cm2

𝑇𝜔 6.08 kG·cm 6.080× 101 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 6.65 kG·cm 6.667× 101 N·cm

26 Täpsem on 𝐿𝐴 = (𝑇𝑠𝑢𝑚) = 800 · 5/600 = 6.666 . . .
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Näide 2.7 (pikikoormus vardal) . Koostada joonisel 2.21 kujutatud varda väändenurga 𝜃𝑥,
vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.
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Joonis 2.21. Pikikoormus vardal

Andmed. Varda pikkus 𝑙 = 4.0 m. Varras on ekstsentriliselt koormatud pikijõuga
𝐹 = 100 kN. Varda otspinnal on pikikoormuse rakenduspunkti sektorkoordinaat 𝜔𝐹 =
30 cm (𝐵𝜔 = 3.0 ×106 N · cm2). Ristlõike kooldejäikus (𝐸𝐼𝜔= 2.9686 ×104 kN · m4),
vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡= 1.1875×103 kN ·m2) ja kooldekarakteristik (𝜅=

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =√︀

1.1875×1010/2.9686×1015 = 0.002 cm−1) on konstantsed.
Lahendus. Vaatleme varrast ühe elemendina, siis sisesidemed [Jür85, lk 8–9] puuduvad.

Rajatingimuste 𝑊𝑟 seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(2.131)

Siit näeb, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja bimoment 𝐵𝜔 = −3.0 × 106 N · cm2.
Tundmatud on suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′) ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔.
Varda lõpus on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja bimoment𝐵𝜔 = 3.0×106 N·cm2. Tundmatuks

jäävad suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′) ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔.

Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi
hõredat võrrandisüsteemi27

spA · Z = B (2.132)

kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z = ̂︀Z =

[︂
Za

Zb

]︂
(2.133)

mille elementideks on väändenurgad ja -momendid varda alguses ja lõpus (jn 2.22):

Za =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Zb =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (2.134)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 8) on toodud joonisel 2.22.

27 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Joonis 2.22. Pikikoormus vardal. Muutujad

Põhivõrrandites (2.84) [Lah12, jn 14.9]28

̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.135)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks

saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m. Siin
∘
Z on tala takistatud väände

koormusvektor (C.8).
Võrrandisüsteemis on (2.135) tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need

võrrandid võrrandisüsteemi (2.132) (vt väljavõte programmist 2.19).

Väljavõte programmist 2.19 (Naide2_7.m)
# Tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw);
%vB=yzWGBy(baasi0,l,l,a,By,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJv=1;
%vB=vB.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);
% # sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bv
%Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (2.132) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite
arv peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Nüüd
– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada
energiateoreemi29 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃, bi-
moment 𝐵𝜔) on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, suhteline väändenurk 𝜃′) on
tundmatu.

Varda toed sõlmedes a ja b ei võimalda pööret: 𝜃 = 0. Sõlmes a on bimoment 𝐵𝜔 =
−3.0×106 N ·cm2. Sõlmes b on bimoment 𝐵𝜔 = 3.0×106 N ·cm2. Tundmatud on suhteline
väändenurk 𝜃′ ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚.

28 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
29 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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𝑍 (1, 1) = 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (3, 1) = 𝐵𝜔𝐴 = −3.0 × 106 N·cm2

𝑍 (5, 1) = 𝜃𝐿 = 0
𝑍 (7, 1) = 𝐵𝜔 𝐿 = 3.0 × 106 N·cm2

(2.136)

Koostatud on neli rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (2.132) (vt
väljavõte programmist 2.20). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult
on sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 2.20 (Naide2_7.m)

####### Rajatingimused
spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,3,1); # $B_{L}$ - bimoment
Bvb(6,1)=-By; # -3.0e+06;
spA=spSisestaArv(spA,7,5,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,8,7,1); # $B_{L}$ - bimoment
Bvb(8,1)= By; # 3.0e+06;
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandisüsteemi kordajad hõredas maatriksis spA on esitatud arvutuspäeviku
väljavõttes 2.24.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.24 (Naide2_7.m)

spA =
Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 19 [30%])

(1, 1) -> 1
(5, 1) -> 1
(1, 2) -> -336.87
(2, 2) -> -1
(1, 3) -> 0.28417
(2, 3) -> 0.0017761
(3, 3) -> -1.3374

(4, 3) -> -0.0017761
(6, 3) -> 1
(1, 4) -> 37.099
(2, 4) -> 0.33742
(3, 4) -> -444.05
(4, 4) -> -1.3374
(1, 5) -> -1

(7, 5) -> 1
(2, 6) -> -1
(3, 7) -> -1
(8, 7) -> 1

Sisestatud võrrandisüsteemi vabaliikmete vektor B on 700dud arvutuspäeviku väljavõttes
2.25.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.25 (Naide2_7.m)

B =

0
0

0
0

0
-3000000

0
3000000
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Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime väändenurgad skaleeri-
misteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Tala skaleerimata algparameetrid on toodud arvutus-
päeviku väljavõttes 2.26.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.26 (Naide2_7.m)

Algparameetrid - AP1
theta - 0.0000e+00

Tt - -2.2796e+03
B - -3.0000e+06

Tw - 2.2796e+03

Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks tala ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.137)

kus ZA on tala algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 2.26). Ülekandemaatriksi U
leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m. Koormusvektor

∘
Z = 0 (vt väljavõte pro-

grammist 2.21).

Väljavõte programmist 2.21 (Naide2_7.m)

AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=l/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l,xx,GIt,EIw);
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP; %+vvB;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 2.27.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.27 (Naide2_7.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0020000

x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
theta - 0.000e+00 1.426e-05 1.895e-05 1.426e-05 1.186e-20

Tt - 2.280e+03 1.117e+03 -5.116e-13 -1.117e+03 -2.280e+03
B - 3.000e+06 2.831e+06 2.775e+06 2.831e+06 3.000e+06

Tw - -2.280e+03 -1.117e+03 0.000e+00 1.117e+03 2.280e+03
Tsum - -4.547e-13 -4.547e-13 -5.116e-13 -4.547e-13 -4.547e-13
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Leitud tulemuste põhjal koostame epüürid pikikoormusest vardal (jn 2.23).

x

ω
2

ω
2

κ = 0.002 1/cm

100 cm 100 cm 100 cm 100 cm

B   = 3.0 MN  cm B   = 3.0 MN  cm. .
����

����

����

������

(a) Koormus 𝐵𝜔 = 3.0 MN·cm2 (vt tabel 1.1)

[n
ra
d
]

0 0

18946
14256 14256

(b) Väändenurk 𝜃

.

[N
  

c
m

]

2279

2279

1117

1117

0

(c) Vabaväändemoment 𝑇𝑡

2

.

[N
  
c
m

  
]

3000000 300000028307132830713 2775029

(d) Bimoment 𝐵𝜔

.

[N
  

c
m

] 2279

2279

1117

1117

0

(e) Kooldeväändemoment 𝑇𝜔

.

[N
  

c
m

]

0 000 0

(f) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 2.23. Pikikoormus vardal. Epüürid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Bõt62] jõu- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.8).

Tabel 2.8. Pikikoormus vardal. Tulemuste võrdlus

x [cm] Z(x) [Sad63] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 2.28× 102 kG·cm 2.280× 103 N·cm

𝐵𝜔 3.00× 105 kG·cm2 3.000× 106 N·cm2

𝑇𝜔 −2.28× 102 kG·cm −2.280× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm −4.547× 10−13 N·cm

100

𝜃 rad 1.426× 10−5 rad

𝑇𝑡 1.12× 102 kG·cm 1.117× 103 N·cm

𝐵𝜔 2.83× 105 kG·cm2 2.831× 106 N·cm2

𝑇𝜔 −1.12× 102 kG·cm −1.117× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm −4.547× 10−13 N·cm

200

𝜃 rad 1.895× 10−5 rad

𝑇𝑡 0.00 kG·cm −5.116× 10−13 N·cm

𝐵𝜔 2.77× 105 kG·cm2 2.775× 106 N·cm2

𝑇𝜔 0.00 kG·cm 0.000 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm −4.547× 10−13 N·cm

300

𝜃 rad 1.426× 10−5 rad

𝑇𝑡 −1.12× 102 kG·cm −1.117× 103 N·cm

𝐵𝜔 2.83× 105 kG·cm2 2.831× 106 N·cm2

𝑇𝜔 1.12× 102 kG·cm 1.117× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm −4.547× 10−13 N·cm

400

𝜃 rad 1.186× 10−20 rad

𝑇𝑡 −2.28× 102 kG·cm −2.280× 103 N·cm

𝐵𝜔 3.00× 105 kG·cm2 3.000× 106 N·cm2

𝑇𝜔 2.28× 102 kG·cm 2.280× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm −4.547× 10−13 N·cm
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Näide 2.8 (laus- ja koondkoormus konsoolil) . Koostada joonisel 2.24 kujutatud konsooli
väändenurga 𝜃𝑥, vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔
epüürid.

z

y

x

a c ed b

M = 1.0 kN m

1.0 m

2.0 m

3.0 m

l = 4 m

e = 6 cm

F = 2.0 kNq = 4.0 kN/m .
��
��
��
��

��
��
��
��

Joonis 2.24. Laus- ja koondkoormus konsoolil

Andmed. Konsooli pikkus 𝑙 = 4.0 m. Konsool on ekstsentriliselt koormatud lauskoor-
musega 𝑞 = 4.0 kN/m (𝑚𝑥 = −240 (N · cm)/cm). Vertikaalse lauskoormuse 𝑞 ekstsent-
rilisus 𝑒 = 6 cm. Konsoolile on ekstsentriliselt rakendatud moment 𝑀𝑦 = −1.0 kN·m
(𝐵𝜔 = 600 kN·cm2). Konsool on ekstsentriliselt koormatud koondatud jõuga 𝐹 = 2 kN
(𝑀𝑥 = −12.0 kN·cm). Vertikaalse jõu 𝐹 ekstsentrilisus 𝑒 = 5 cm. Ristlõike kooldejäikus
(𝐸𝐼𝜔= 7.560×104 kN·m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡= 2.7216×104 kN·m2) ja kooldekarak-
teristik (𝜅=

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
2.7216×108/7.5600×1012 = 0.006 cm−1) on konstantsed.

Lahendus. Vaatleme konsooli ühe elemendina, siis sisesidemed [Jür85, lk 8–9] puuduvad.
Rajatingimuste 𝑊𝑟 seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(2.138)

Siit selgub, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingimuste
paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃 ja 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′ on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja suhteline väändenurk 𝜃′ = 0.
Seega on esimene tugi jäik ning ei võimalda pööret ega kooldumist. Tundmatud on bimoment
𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚.

Konsooli lõpus on bimoment 𝐵𝜔 = 0 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 =
−12.0 kN·cm. Tundmatuks jäävad väändenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′).
Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi

hõredat võrrandisüsteemi30

spA · Z = B (2.139)
kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z = ̂︀Z =

[︂
Za

Zb

]︂
(2.140)

mille elementideks on väändenurgad ja -momendid konsooli alguses ja lõpus (jn 2.25):

Za =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Zb =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (2.141)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 8) on toodud joonisel 2.25.
30 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Joonis 2.25. Laus- ja koondkoormus konsoolil. Muutujad

Põhivõrrandites (2.84) [Lah12, jn 14.9]31̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −
∘
Z (2.142)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m.

Võrrandisüsteemis (2.142) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (2.139) (vt väljavõte programmist 2.22).
Väljavõte programmist 2.22 (Naide2_8.m)

# Tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus
spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw);
vB1q=yzWGmx(baasi0,l,l,a1,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
vB2q=yzWGmx(baasi0,l,l,a2,-mx,GIt,EIw);
vB3B=yzWGBy(baasi0,l,l,a3,By,GIt,EIw);
vB=vB1q+vB2q+vB3B;
IIv=1;
IJv=1;
vB=vB.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (2.139) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite
arv peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Edasi
– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.
Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvesta-

da energiateoreemi32 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃,
suhteline väändenurk 𝜃′) on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔)
on tundmatu.

Jäik tugi konsooli sõlmes a ei võimalda pööret ega kooldumist (vt tabel 1.2). Tundmatuks
on bimoment 𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚. Viimases (𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔) on vabaväände-
moment 𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′ = 0 antud. Tundmatuks jääb kooldeväändemoment 𝑇𝜔.
31 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
32 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Konsooli otsas, sõlmes b, on antud bimoment 𝐵𝜔 = 0 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 =
−1.2 × 104 N·cm. Tundmatud on pöördenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝐺𝐼𝑡𝜃′ = 𝑇𝑡).

𝑍 (1, 1) = 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (2, 1) = 𝑇𝑡 𝐴 ≡ 𝜃𝐴 = 0
𝑍 (7, 1) = 𝐵𝜔 𝐿 = 0
𝑍 (6, 1) + 𝑍 (8, 1) = 𝑇𝑡 𝐿 + 𝑇𝜔 𝐿 ≡

𝑇𝑠𝑢𝑚𝐿 = 0

(2.143)

Koostatud on neli rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (2.139) (vt
väljavõte programmist 2.23). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult
on sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 2.23 (Naide2_8.m)
####### Rajatingimused
spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # $theta(1)$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,2,1); # $Tt(2)$
spA=spSisestaArv(spA,7,7,1); # $B(7)$ -bimoment
Bvb(7,1)=0.0;
spA=spSisestaArv(spA,8,6,1); # $Tt(6)$ -
spA=spSisestaArv(spA,8,8,1); # $Tw(8)$ =Tsum
Bvb(8,1)=Mx; #Mx=-12000.0 Ncm;
#
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud
#
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandisüsteemi kordajad hõredas maatriksis spA on esitatud arvutuspäeviku
väljavõttes 2.28.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.28 (Naide2_8.m)
spA =
Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 20 [31%])

(1, 1) -> 1
(5, 1) -> 1
(1, 2) -> -14.697
(2, 2) -> -1
(6, 2) -> 1
(1, 3) -> 0.16744
(2, 3) -> 0.032797

(3, 3) -> -5.5569
(4, 3) -> -0.032797
(1, 4) -> 18.777
(2, 4) -> 4.5569
(3, 4) -> -911.04
(4, 4) -> -5.5569
(1, 5) -> -1

(2, 6) -> -1
(8, 6) -> 1
(3, 7) -> -1
(7, 7) -> 1
(4, 8) -> -1
(8, 8) -> 1

Sisestatud võrrandisüsteemi vabaliikmete vektor B on toodud arvutuspäeviku väljavõttes
2.29.
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Väljavõte arvutuspäevikust 2.29 (Naide2_8.m)

B =

9.3113e+04
3.1017e+04

-7.9342e+06
-5.5017e+04

0.0000e+00
0.0000e+00

0.0000e+00
-1.2000e+04

Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime väändenurgad skaleeri-
misteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Konsooli skaleerimata algparameetrid on toodud arvu-
tuspäeviku väljavõttes 2.30.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.30 (Naide2_8.m)

Algparameetrid - AP1
theta - 0.0000e+00

Tt - 0.0000e+00
B - -4.4743e+06

Tw - 3.6000e+04

Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks konsooli ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (2.144)

kus ZA on konsooli algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 2.30). Ülekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m ning koormusvektori
∘
Z funktsioonidega

yzWGmx.m ja yzWGMx.m (vt väljavõte programmist 2.24).

Väljavõte programmist 2.24 (Naide2_8.m)

AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=l/Nmitmeks;
vvB=zeros(4,1)
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l,xx,GIt,EIw);
vB1q=yzWGmx(baasi0,l,xx,a1,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
vB2q=yzWGmx(baasi0,l,xx,a2,-mx,GIt,EIw);
vB3B=yzWGBy(baasi0,l,xx,a3,By,GIt,EIw);
vvB=vB1q+vB2q+vB3B;
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP+vvB;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor
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Joonisel 2.26 on näidatud sisestatud võrrandisüsteemi kordajate hõreda maatriksi muster
(hõreda maatriksi spA(8,8) nullist erinevate elementide asukohad).

Põhivõrrandid 1−4

Rajatingimused 5−8

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

spy(spA) − hõreda maatriksi spA(8,8) nullist erinevad elemendid [31%] 

Joonis 2.26. Laus- ja koondkoormus konsoolil. Hõreda maatriksi spA muster

Arvutustulemused on arvutuspäeviku väljavõttes 2.31.

Väljavõte arvutuspäevikust 2.31 (Naide2_8.m)

x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
theta - 0.000e+00 -2.241e-03 -6.639e-03 -1.155e-02 -1.663e-02

Tt - 0.000e+00 -1.041e+04 -1.280e+04 -1.403e+04 -1.371e+04
B - 4.474e+06 1.484e+06 2.810e+05 -1.815e+05 -5.588e-09

Tw - -3.600e+04 -2.559e+04 8.048e+02 2.028e+03 1.710e+03
Tsum - -3.600e+04 -3.600e+04 -1.200e+04 -1.200e+04 -1.200e+04

x = 299.999
theta - -1.155e-02

Tt - -1.403e+04
B - 4.185e+05

Tw - 2.028e+03
Tsum - -1.200e+04

x = 196.782
theta - -6.487e-03

Tt - -1.277e+04
B - 2.797e+05
Tw - 6.755e-02

Tsum - -1.277e+04

x = 197.000
theta - -6.498e-03

Tt - -1.277e+04
B - 2.797e+05

Tw - 5.458e+01
Tsum - -1.272e+04

Leitud tulemuste põhjal koostame epüürid laus- ja koondkoormusest konsoolil (jn 2.27).



2.3 Põhivõrrandid takistatud väändel 103
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(a) Koormus 𝑚𝑥 = 240N, 𝑀𝑥 = 12 kN·cm, 𝐵𝜔 = 600 kN·cm2

(vt tabel 1.1)
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(f) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 2.27. Laus- ja koondkoormus konsoolil. Epüürid

EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Sad63] leitutega (vt tabel 2.9).
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Tabel 2.9. Laus- ja koondkoormus konsoolil. Tulemuste võrdlus

x [cm] Z(x) [Sad63] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 0.000 kG·cm 0.000 N·cm

𝐵𝜔 4.470× 105 kG·cm2 4.474× 106 N·cm2

𝑇𝜔 −3.600× 103 kG·cm −3.600× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −3.600× 103 kG·cm −3.600× 104 N·cm

100

𝜃 rad −2.241× 10−3 rad

𝑇𝑡 1.040× 103 kG·cm −1.041× 104 N·cm

𝐵𝜔 1.480× 105 kG·cm2 1.484× 106 N·cm2

𝑇𝜔 −2.560× 103 kG·cm −2.559× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −3.600× 103 kG·cm −3.600× 104 N·cm

196.782

𝜃 rad −6.487× 10−3 rad

𝑇𝑡 kG·cm −1.277× 104 N·cm

𝐵𝜔 2.720× 104 kG·cm2 2.797× 105 N·cm2

𝑇𝜔 kG·cm 6.755× 10−2 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·cm −1.277× 104 N·cm

200

𝜃 rad −6.639× 10−3 rad

𝑇𝑡 1.276× 103 kG·cm −1.280× 104 N·cm

𝐵𝜔 2.730× 104 kG·cm2 2.810× 105 N·cm2

𝑇𝜔 7.6 × 101 kG·cm 8.048× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −1.200× 103 kG·cm −1.200× 104 N·cm

300
𝜃 rad −1.155× 10−2 rad

𝑇𝑡 −1.395× 103 kG·cm −1.403× 104 N·cm

300− 𝜖 𝐵𝜔 4.050× 104 kG·cm2 4.185× 105 N·cm2

300
𝐵𝜔 −1.950× 104 kG·cm2 −1.815× 105 N·cm2

𝑇𝜔 1.95 × 102 kG·cm 2.028× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −1.200× 103 kG·cm −1.200× 104 N·cm

400

𝜃 rad −1.663× 10−2 rad

𝑇𝑡 −1.356× 103 kG·cm −1.371× 104 N·cm

𝐵𝜔 0.000 kG·cm2 −5.588× 10−9 N·cm2

𝑇𝜔 1.56 × 102 33 kG·cm 1.710× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −1.200× 103 kG·cm −1.200× 104 N·cm

33 Raamatus [Sad63, lk 64] on 𝑀𝜔𝐵 = (𝑇𝜔) = . . .− 0.006 · 10 000 · 0.6367 . . ., peab olema
. . .− 0.006 · 6 · 10 000 · 0.6367 . . . 𝑀𝜔𝐵 . . . = 156 kG·cm.
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Tabel 2.10. Rajatingimused õhukeseseinalise varda väändel

Varda skeem Rajatingimused Valemid
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��
��

����

a b

x

l

𝑥 = 0
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3. Õhukeseseinalised varrassüsteemid

Õhukeseseinalise ristlõikega varda kinemaatikat kirjeldavad 7 vabadusastet: 3 siiret, 3 pöör-
denurka (väändenurka) ja ristlõike kooldumist iseloomustav vabadusaste, mis on võrdne
suhtelise väändenurgaga 𝜃′. Väändenurk 𝜃 ja kooldumine 𝜃′ on omavahel seotud.

Vaatleme kooldumist õhukeseseinaliste talade ühendamisel sõlmes. Piirdume süsteemi-
ga, kus talade ristlõigete pinnakeskmed asuvad ühisel tasandil. Samuti asuvad ühisel tasandil
talade elastsed teljed. Punkti, kus elastsed teljed lõikuvad, nimetame sõlme keskmeks (ingl
joint center, vn centr uzla). Selleks et sõlmes ühendatavate talade kooldumus 𝜃′ oleks
võrdne, peaksid talade ristlõigete sektorkoordinaatide 𝜔 tuletised, s.t sektorkoordinaatide
epüüride puutujad (d𝜔/d𝑠 = 𝜔′), olema kontaktpunktis võrdsed [Bõt62].

au = 

u = a

a

a

z

z

ϑb

ϑ
t

t

b

ϑ

ϑ

x

y

z

P(   )ω

(a) Ristlõike kooldumine

y

z

x

ψ

B

(b) Ristlõike moondumine

Joonis 3.1. Kooldumine sõlmes

Vaatleme õhukeseseinalise tala (jn 3.1a) ristlõike punkti 𝑃 (𝜔) pikisiiret 𝑢. Pikisiirde
𝑢 saame määrata avaldisega 𝑢 = −𝜔 𝜃′ (1.12), kus 𝜔 on punkti 𝑃 (𝜔) sektorkoordinaat
(𝜔𝑝 = −𝑧𝑡𝑎). Tähistame ülemise vöö pöördenurga ümber z-telje sümboliga 𝜗. Ristlõike punk-
ti 𝑃 (𝜔) pikisiirde saame avaldada korrutisena 𝑢 = 𝜗𝑎, kus 𝑎 on punkti kaugus z-teljest. Kui
võtta suhteline väändenurk võrdseks ühega (𝜃′ = 1), siis avaldisest (1.12) saame

𝑢 = −𝜔 · 1 = 𝑧𝑡𝑎 · 1 = 𝜗𝑡𝑎 (3.1)

ning alumises vöös

𝑢 = −𝜔 · 1 = 𝑧𝑏𝑎 · 1 = 𝜗𝑏𝑎 (3.2)
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Kui 𝑧𝑡 = 𝑧𝑏 = ℎ/2, siis

𝜗𝑡 = 𝜗𝑏 = ℎ/2 (3.3)

Õhukeseseinaliste varraste liitekoht võib deformeeruda [MW03]. Kui varraste ühen-
damisel sõlmes ristlõige moondub (jn 3.1b), siis tuleb valida sobivad kinemaatilised pide-
vustingimused [DK90].

Suurte pöördenurkade (väändenurkade) kirjeldamiseks kasutatakse pöörde pseudovek-
torit (D.46) [Teh05].

Õhukeseseinalisi varrassüsteeme arvutatakse ka jõumeetodiga ja deformatsioonimeetodi-
ga [BC09], [Bõt62]. Jõumeetodi puhul on lisatundmatuteks jõud, mis leitakse kinemaatilistest
pidevustingimustest. Deformatsioonimeetodi korral on tundmatuteks siirded ja pöörded, mis
leitakse sõlmede tasakaalutingimustest. EST-meetodiga arvutamisel leitakse siirded, pöörded,
jõud ja momendid varraste otstes samaaegselt. Selle meetodiga rajaülesannet lahendades ka-
sutatakse kinemaatilisi pidevustingimusi ja tasakaalutingimusi.

Jätkuvtala kinemaatilisi pidevustingimusi kirjeldame näites 3.1. Joonisel 3.2 kujutatud
jätkuvtala toesidemed takistavad väänet 1 (väändenurk 𝜃 = 0).
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Joonis 3.2. Jätkuvtala toed ei võimalda pööret

Joonisel 3.3 on kujutatud elastsete tugedega2 3 jätkuvtala. Väändenurga ja paindenurga
pidevustingimust on vaadeldud näites 3.2 „L-tala arvutus ülekandevõrranditega".
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Joonis 3.3. Elastsete tugedega jätkuvtala

1 https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kraanad_ja_sillasambad_Ihaste_si
lla_ehitusel_Tartu_Idaringteel,_28._mai_2013.JPG

2 http://www.youtube.com/watch?v=5smsMzA_xII&feature=related
3 https://www.youtube.com/watch?v=IEl59FCBE-k

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kraanad_ja_sillasambad_Ihaste_silla_ehitusel_Tartu_Idaringteel,_28._mai_2013.JPG
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kraanad_ja_sillasambad_Ihaste_silla_ehitusel_Tartu_Idaringteel,_28._mai_2013.JPG
http://www.youtube.com/watch?v=5smsMzA_xII&feature=related
https://www.youtube.com/watch?v=IEl59FCBE-k
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3.1 Rajatingimused
Varrassüsteemi elemente ühendavad sidemed jagatakse välis- ja sisesidemeteks. Selline
jagamine on tinglik selles mõttes, et üle minnes varrassüsteemi kui terviku käsitluselt tema
osa vaatlusele, muutuvad sisesidemed välissidemeteks, mis seovad vaadeldavat osa terviku-
ga [Jür85, lk 8–9]. 4

Sidemetest vabastamise printsiipi rakendades vaatleme kinemaatilisi ja staatilisi rajatin-
gimusi. Kinemaatiliste ja staatiliste rajatingimuste seadmisel arvestame energiateoreemist5

(B.8) saadud rajatingimusi:

𝑊𝑟 =
[︁
𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃′ − 𝑏𝜔𝜃

]︁ ⃒⃒𝑙
0

(3.4)

Kui toodud avaldises leiduvatest paaridest 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃, 𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′, 𝑏𝜔 ⇔ 𝜃 üks on antud,
siis teine on tundmatu ning tuleb leida. Nii näiteks on tabelis 2.10 [Bõt62, lk 156] jäiga
toe puhul antud väändenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′. Tundmatud on bimoment 𝐵𝜔 ja
koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔, milles vabaväändemoment 𝑇𝑡 = 𝐺𝑇𝑡𝜃

′ = 0 on antud.
Järelikult tuleb leida kooldeväändemoment 𝑇𝜔.

Staatilised rajatingimused jagatakse välimisteks ja sisemisteks reaktsioonideks.6. Väli-
misi reaktsioone nimetame toereaktsioonideks Sisemised reaktsioonid on elementide ühen-
dussõlmes tasakaalus, seega võrdub nende summa siin nulliga. Sisemisi reaktsioone võib
nimetada ka kontaktjõududeks.7 Nii tuleb murtud teljega tala puhul kontakti panna painde-
moment ja koguväändemoment (vt näide D.1 ja 3.2).

Sisemisi kinemaatilisi rajatingimusi elementide ühendussõlmes nimetame pidevustingi-
musteks. Näiteks on jätkuvtala talasid ühendavas sõlmes pöördenurga pidevus 𝜃𝑣𝑎𝑠𝑎𝑘𝑢𝑙 −
𝜃𝑝𝑎𝑟𝑒𝑚𝑎𝑙 = 0 ja kooldepidevus 𝜃′𝑝𝑎𝑟𝑒𝑚𝑎𝑙 − 𝜃′𝑣𝑎𝑠𝑎𝑘𝑢𝑙 = 0. Murtud teljega tala puhul peab ülemi-
nek paindenurgalt väändenurgale ning ka vastupidi olema pidev (vt näited 3.2 ja D.1).

Sisemised kinemaatilised ja staatilised rajatingimused:8

• pidevustingimused (kinemaatilised rajatingimused) ühendussõlmedes;
• ühendussõlmede tasakaalutingimused (staatilised rajatingimused);
• kõrvaltingimused liigendite kohta (varraste otstes).

3.1.1 Jätkuvtala arvutus
Näide 3.1 (jätkuvtala arvutus ülekandevõrranditega) . Koostada joonisel 3.4 kujutatud
jätkuvtala väändenurga 𝜃𝑥, vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi𝐵𝜔 ja kooldeväändemomen-
di 𝑇𝜔 epüürid.

Andmed. Jätkuvtala avad 𝑙1 = 8 m, 𝑙2 = 6 m ja konsooli pikkus 𝑙3 = 2 m. Tala esi-
mene ava on koormatud ühtlase lausmomendiga 𝑚𝑥 = 1.0 (kN · m)/m. Tala teise ava

4 http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
5 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
6 http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf (20.08.2013)
7 https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force (20.08.2013)
8 http://digi.lib.ttu.ee/estmethod/ESTmethod.pdf#figure.1.13

http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force
http://digi.lib.ttu.ee/estmethod/ESTmethod.pdf#figure.1.13
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Joonis 3.4. Jätkuvtala vääne

keskele on rakendatud moment 𝑀𝑥 = 3.2 kN · m. Konsooli otsas mõjub bimoment 𝐵𝜔

= − 1.0 kN ·m2. Ristlõikeks on valitud I-profiil nr 60a [Bõt62, lk 435]. Ristlõike koolde-
tugevusmoment (𝑊𝜔 = 5373.4 cm4), paindejäikus (𝐸𝐼 = 1.7611×105 kN ·m2), koolde-
jäikus (𝐸𝐼𝜔 = 2.8348×105 kN ·m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡 = 1.5640×105 kN ·m2) ja
kooldekarakteristik (𝜅 =

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
1.5640×109/2.8348×1013 = 0.0074278 cm−1)

on konstantsed.

Lahendus. Toetingimuste seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8)

𝑊𝑟 = [𝑇𝑠𝑢𝑚𝜃 −𝐵𝜔𝜃
′ − 𝑏𝜔𝜃]

⃒⃒𝑙
0

(3.5)

Siit saab jälgida, milline toetingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides 𝑇𝑠𝑢𝑚 ⇔ 𝜃 ja𝐵𝜔 ⇔ 𝜃′ on antud väändenurk 𝜃 = 0 ja suhteline väändenurk 𝜃′

= 0. Seega on esimene tugi jäik ning ei võimalda pööret ega kooldumist. Tundmatud on bi-
moment𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚. Varda lõpus on antud bimoment𝐵𝜔 = − 1.0 kN·m2

ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 = 0. Tundmatuks jäävad väändenurk 𝜃 ja suhteline
väändenurk 𝜃′ (𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′).
Teisel ja kolmandal toel on varrassüsteemi elemente ühendavad sisesidemed ja välis-

sidemed. Välissidemeks on antud väändenurk 𝜃 = 0. Tundmatu on toemoment, mis on võrdne
elementide koguväändemomentide 𝑇𝑠𝑢𝑚 summaga. Elemente ühendavateks sisesidemeteks on
väändenurkade 𝜃 võrdsus ja suhteliste väändenurkade 𝜃′ võrdsus. Samal ajal peavad elemen-
tide bimomendid 𝐵𝜔, koguväändemomendid 𝑇𝑠𝑢𝑚 ja toemoment olema sõlmes tasakaalus.

Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi
hõredat võrrandisüsteemi 9

spA · Z = B (3.6)
kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Z
(1)
a

Z
(1)
b

Z
(2)
a

Z
(2)
b

Z
(3)
a

Z
(3)
b

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.7)

mille elementideks on väändenurgad ja -momendid varraste 1, 2 ja 3 alguses ja lõpus (jn
3.5):

9 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Joonis 3.5. Jätkuvtala muutujad

Z(1)
a =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Z
(1)
b =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎦ (3.8)

Z(2)
a =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (9, 1)
𝑍 (10, 1)
𝑍 (11, 1)
𝑍 (12, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Z
(2)
b =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (13, 1)
𝑍 (14, 1)
𝑍 (15, 1)
𝑍 (16, 1)

⎤⎥⎥⎦ (3.9)

Z(3)
a =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (17, 1)
𝑍 (18, 1)
𝑍 (19, 1)
𝑍 (20, 1)

⎤⎥⎥⎦ , Z
(3)
b =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑍 (21, 1)
𝑍 (22, 1)
𝑍 (23, 1)
𝑍 (24, 1)

⎤⎥⎥⎦ (3.10)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 24) on näidatud joonisel 3.5.
Põhivõrrandites 10 (2.84) ̂︁UI4×8 · ̂︀Z = −

∘
Z (3.11)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI4×8 ≡ (𝑈4×4 | −𝐼4×4) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvI.m .

Võrrandisüsteemis (3.11) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (3.6) (vt väljavõte programmist 3.1).

Väljavõte programmist 3.1 (Naide2_10.m)
# Esimese tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l1,GIt,EIw);
vB1=yzWGmx(baasi0,l1,l1,a1,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJv=1;
vB1=vB1.*(-1);

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

10 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
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# sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB1,4,1);

# Teise tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus
spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l2,GIt,EIw);
vB2=yzWGMx(baasi0,l2,l2,a2,Mx2,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
krda=2;
IIv=krda*8-7;
IJv=krda*16-15;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB2,4,1);

# Kolmanda tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus
spvF=yspWGvfmhvI(baasi0,l3,GIt,EIw);
krda=3;
IIv=krda*4-3;
IJv=krda*8-7;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Võrrandisüsteemis (3.6) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite arv
peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kinemaatilis-
test ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Järgnevalt

– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel sõlmedes tuleb arvestada
energiateoreemi11 (B.8). Kui avaldistes 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (pöördenurk 𝜃, suh-
teline väändenurk 𝜃′) on antud, siis teine pool (koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔) on
tundmatu.

Talal on sõlmes 1 jäik tugi, mis ei võimalda pööret ega kooldumist (vt tabel 1.2). Tund-
matud on bimoment 𝐵𝜔, toemoment 𝐶25 (vt jn 3.5) ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔.
Viimases on vabaväändemoment 𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃

′ = 0 antud. Tundmatuks jääb kooldeväändemo-
ment 𝑇𝜔. Teisel ja kolmandal toel on antud pöördenurk 𝜃. Tundmatuks jäävad toemomendid
𝐶26 ja 𝐶27. Tala otsas, sõlmes 4, on antud bimoment 𝐵𝜔 ja koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 0.
Tundmatud on pöördenurk 𝜃 ja suhteline väändenurk 𝜃′ (𝐺𝐼𝑡𝜃′ = 𝑇𝑡).

𝑍 (1, 1) = 𝜃
(1)
𝐴 = 0

𝑍 (5, 1) = 𝜃
(1)
𝐿 = 0

𝑍 (13, 1) = 𝜃
(2)
𝐿 = 0

,

𝑍 (2, 1) = 𝑇
(1)
𝑡 𝐴 ≡ 𝜃

′(1)
𝐴 = 0

𝑍 (22, 1) + 𝑍 (24, 1) =

𝑇
(3)
𝑡 𝐿 + 𝑇

(3)
𝜔 𝐿 ≡ 𝑇

(3)
𝑠𝑢𝑚𝐿 = 0

𝑍 (23, 1) = 𝐵
(3)
𝜔 𝐿 = − 1.0 × 107 N·cm2

(3.12)

11 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Sisemistest rajatingimustest vaatleme sõlmede 2 ja 3 pidevustingimusi. Varraste 1 ja 2
ning 2 ja 3 väändenurgad ja kooldumus12 on võrdsed.

𝑍 (5, 1) − 𝑍 (9, 1) = 𝜃
(1)
𝐿 − 𝜃

(2)
𝐴 = 0

𝑍 (6, 1) + 𝑍 (10, 1) = 𝑇
(1)
𝑡𝐿 + 𝑇

(2)
𝑡𝐴 ≡ 𝜃

′(1)
𝐿 − 𝜃

′(2)
𝐴 = 0

𝑍 (13, 1) − 𝑍 (17, 1) = 𝜃
(2)
𝐿 − 𝜃

(3)
𝐴 = 0

𝑍 (14, 1) + 𝑍 (18, 1) = 𝑇
(2)
𝑡𝐿 + 𝑇

(3)
𝑡𝐴 ≡ 𝜃

′(2)
𝐿 − 𝜃

′(3)
𝐴 = 0

(3.13)

Sisemistest rajatingimustest vaatleme veel sõlmede 2 ja 3 tasakaalutingimusi. Tasakaalus
peavad olema bimomendid, koguväändemomendid ja toeväändemomendid.

𝑍 (7, 1) + 𝑍 (11, 1) = 𝐵
(1)
𝜔 𝐿 +𝐵

(2)
𝜔𝐴 = 0

𝑍 (15, 1) + 𝑍 (19, 1) = 𝐵
(2)
𝜔 𝐿 +𝐵

(3)
𝜔𝐴 = 0

𝑍 (6, 1) + 𝑍 (8, 1) ≡ 𝑇
(1)
𝑠𝑢𝑚+

𝑍 (10, 1) + 𝑍 (12, 1) ≡ 𝑇
(2)
𝑠𝑢𝑚−

𝐶26 = 0

𝑍 (14, 1) + 𝑍 (16, 1) ≡ 𝑇
(2)
𝑠𝑢𝑚+

𝑍 (18, 1) + 𝑍 (20, 1) ≡ 𝑇
(3)
𝑠𝑢𝑚−

𝐶27 = 0

(3.14)

Koostatud on 16 rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (3.6) (vt väl-
javõte programmist 3.2). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult on
sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 3.2 (Naide2_10.m)
########## Rajatingimused
# Pidevustingimused
# Sõlm 2
spA=spSisestaArv(spA,13,5,1); # $theta_{5}$ on võrdne
spA=spSisestaArv(spA,13,9,-1); # $theta_{9}$ väändenurgaga

spA=spSisestaArv(spA,14,6,1); # $T_{t6}$ on võrdne
spA=spSisestaArv(spA,14,10,1); # $T_{t10}$

# Sõlm 3
spA=spSisestaArv(spA,15,13,1); # $theta_{13}$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,15,17,-1); # võrdne $theta_{17}$ väändenurga

spA=spSisestaArv(spA,16,14,1); # $T_{t14}$ on võrdne
spA=spSisestaArv(spA,16,18,1); # $T_{t18}$

# Tasakaalutingimused
# Sõlm 1
spA=spSisestaArv(spA,17,2,1); # $T_{t2}$ +
spA=spSisestaArv(spA,17,4,1); # $T_{t4}$ -
spA=spSisestaArv(spA,17,25,-1); # $C_{25}$ summa on tasakaalus
# Sõlm 2
spA=spSisestaArv(spA,18,7,1); # $B_{7}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,18,11,1); # $B_{11}$ summa on tasakaalus

spA=spSisestaArv(spA,19,6,1); # $T_{t8}$ +

12 Kooldumisel vabaväändemomenti kasutades järgitakse II märgikokkulepet.
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spA=spSisestaArv(spA,19,8,1); # $T_{w8}$ +
spA=spSisestaArv(spA,19,10,1); # $T_{t10}$ +
spA=spSisestaArv(spA,19,12,1); # $T_{w12}$ -
spA=spSisestaArv(spA,19,26,-1); # $-C_{26}$

# Sõlm 3
spA=spSisestaArv(spA,20,15,1); # $B_{15}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,20,19,1); # $B_{19}$ summa on tasakaalus

spA=spSisestaArv(spA,21,14,1); # $T_{t14}$ +
spA=spSisestaArv(spA,21,16,1); # $T_{w16}$ +
spA=spSisestaArv(spA,21,18,1); # $T_{t18}$ +
spA=spSisestaArv(spA,21,20,1); # $T_{w20}$ -
spA=spSisestaArv(spA,21,27,-1); # $C_{27}$ summa on tasakaalus

#SUM1=Z(25,1)+Z(26,1)+Z(27,1)
# Toetingimused
# Sõlm 1
spA=spSisestaArv(spA,22,1,1); # $theta_A$ - väändenurk on null
spA=spSisestaArv(spA,23,2,1); # $T_tA$ - kooldeväändemoment
# Sõlm 2
spA=spSisestaArv(spA,24,9,1); # $theta_A$ - väändenurk on null
# Sõlm 3
spA=spSisestaArv(spA,25,17,1); # $theta_A$ - väändenurk on null
# Sõlm 4
spA=spSisestaArv(spA,26,23,1); # $B_{L}$ - bimoment
Bvb(26,1)=By ;
spA=spSisestaArv(spA,27,22,1); # $T_{tL}+
spA=spSisestaArv(spA,27,24,1); # T_{\omega L}$ = üldväändemoment
#Bvb(27,1)=0.0;
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud
#
#spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Toereaktsioonid (toemomendid) leiab arvutuspäeviku väljavõttest 3.1.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.1 (Naide2_10.m)

Toereaktsioonid (toemomendid)
C25 = -4.1206e+05
C26 = -5.8028e+05
C27 = -1.2767e+05

Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutati väändenurgad skaleerimiste-
guriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad suu-
rused jagada skaleerimisteguriga. Talade 1, 2 ja 3 skaleerimata algparameetrid on toodud
arvutuspäeviku väljavõttes 3.2.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.2 (Naide2_10.m)
Algparameetrid - AP1 AP2 AP3
theta - 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00

Tt - 0.0000e+00 4.7899e+04 3.4901e+04
B - 3.7593e+07 2.7948e+07 8.5483e+06

Tw - -4.1206e+05 -2.4023e+05 -3.4901e+04
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Väändenurkade ja väändemomentide arvutus. Väändenurkade ja väändemomentide
leidmiseks tala ristlõigetes kasutame ülekandevõrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (3.15)

kus ZA on tala algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 3.2). Ülekandemaatriksi U

leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylWGfhlin.m ning koormusvektori
∘
Z funktsioonidega

yzWGmx.m ja yzWGMx.m (vt väljavõte programmist 3.3).

Väljavõte programmist 3.3 (Naide2_10.m)
AP=AP1;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;
xsamm=l1/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l1,xx,GIt,EIw);
vvB1=yzWGmx(baasi0,l1,xx,a1,mx1,GIt,EIw);
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP+vvB1;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor
AP=AP2;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;
xsamm=l2/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l2,xx,GIt,EIw);
vvB2=yzWGMx(baasi0,l2,xx,a2,Mx2,GIt,EIw);
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP+vvB2;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor
AP=AP3;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;
xsamm=l3/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylWGfhlin(baasi0,l3,xx,GIt,EIw);
Fvv(1:4,ij)=vvF*AP; %+vvB3;
Fvv(5,ij)=Fvv(2,ij)+Fvv(4,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor
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Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 3.3.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.3 (Naide2_10.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270

x= 0.00 200.00 400.00 600.00 800.00
theta - 0.000e+00 1.267e-02 2.194e-02 1.442e-02 -2.665e-15

Tt - 0.000e+00 1.225e+05 8.375e+03 -1.155e+05 -4.790e+04
B - -3.759e+07 5.007e+06 1.292e+07 7.084e+06 -2.795e+07

Tw - 4.121e+05 8.954e+04 3.682e+03 -7.244e+04 -3.400e+05
Tsum - 4.121e+05 2.121e+05 1.206e+04 -1.879e+05 -3.879e+05

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270

x= 0.00 150.00 300.00 450.00 600.00
theta - 0.000e+00 2.621e-03 8.051e-03 5.148e-03 -1.665e-16

Tt - -4.790e+04 6.909e+04 1.663e+04 -5.742e+04 -3.490e+04
B - -2.795e+07 -3.196e+06 1.716e+07 2.552e+06 -8.548e+06

Tw - 2.402e+05 1.232e+05 -1.443e+05 -7.024e+04 -9.277e+04
Tsum - 1.923e+05 1.923e+05 -1.277e+05 -1.277e+05 -1.277e+05

x = 299.9999999999
theta - 8.051e-03

Tt - 1.663e+04
B - 1.716e+07

Tw - 1.757e+05
Tsum - 1.923e+05

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270

x= 0.00 50.00 100.00 150.00 200.00
theta - 0.000e+00 -7.605e-04 -8.646e-04 -3.266e-04 9.283e-04

Tt - -3.490e+04 -1.321e+04 6.632e+03 2.740e+04 5.199e+04
B - -8.548e+06 -7.359e+06 -7.196e+06 -8.038e+06 -1.000e+07

Tw - 3.490e+04 1.321e+04 -6.632e+03 -2.740e+04 -5.199e+04
Tsum - 0.000e+00 0.000e+00 0.000e+00 0.000e+00 7.276e-12

Leitud tulemuste põhjal koostame jätuvtala epüürid (jn 3.6).
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κ = 0.007427 1/cm
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(a) Koormus 𝑚𝑥 = 1.0 (kN·cm)/cm, 𝑀𝑥 = 3.2 kN·cm, 𝐵𝜔 = 1.0 kN·cm2 (vt tabel 1.1)

[n
ra
d
]

0

12669

21938

14424

0
2620

8051
5148

0 928

864

(b) Väändenurk 𝜃

.

[N
  
c
m

]

0 8375

122518

115501

69089

16628

57424 34901

6632

51993

47899

(c) Vabaväändemoment 𝑇𝑡

2

.

[N
  
c
m

  
] 27948091

37593189

3195996 7196433

10000000
8548341

2552223

17161876
7084285

12924105
5007021

(d) Bimoment 𝐵𝜔

.

[N
  
c
m

]

412056

89537
3682

70242
144295 92765

6632
51993

34901

1757045123243
240232

340044

72442

(e) Kooldeväändemoment 𝑇𝜔

.

[N
  
c
m

]

412056

212056

12056 0

187943

387943

192332 192332 1923329

127667 127667 127667

00

(f) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 3.6. Jätkuvtala. Epüürid

EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Bõt62] jõu- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabelid 3.1, 3.2 ja 3.3).
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Tabel 3.1. Jätkuvtala. Tulemuste võrdlus (1)

x [cm] Z(x) [Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 kG·m 0.000 N·cm

𝐵𝜔 −3.762× 102 kG·m2 −3.759× 107 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 4.121× 105 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 4.120× 102 kG·m 4.121× 105 N·cm

200

𝜃 rad 1.267× 10−2 rad

𝑇𝑡 kG·m 1.225× 105 N·cm

𝐵𝜔 4.89 × 101 kG·m2 5.007× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 8.954× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 2.121× 105 N·cm

400

𝜃 rad 2.194× 10−2 rad

𝑇𝑡 kG·m 8.375× 103 N·cm

𝐵𝜔 1.292× 102 kG·m2 1.292× 107 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 3.682× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 1.206× 104 N·cm

600

𝜃 rad 1.442× 10−2 rad

𝑇𝑡 kG·m −1.155× 105 N·cm

𝐵𝜔 7.000× 101 kG·m2 7.084× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −7.244× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −1.879× 105 N·cm

800

𝜃 rad −2.665× 10−15 rad

𝑇𝑡 kG·m −4.790× 104 N·cm

𝐵𝜔 −2.794× 102 kG·m2 −2.795× 107 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −3.400× 105 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −3.880× 102 kG·m −3.879× 105 N·cm

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 kG·m −4.790× 104 N·cm

𝐵𝜔 −2.794× 102 kG·m2 −2.795× 107 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 2.402× 105 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 1.920× 102 kG·m 1.923× 105 N·cm
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Tabel 3.2. Jätkuvtala. Tulemuste võrdlus (2)

x [cm] Z(x) [Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

150

𝜃 rad 2.621× 10−3 rad

𝑇𝑡 kG·m 6.909× 104 N·cm

𝐵𝜔 −3.20 × 101 kG·m2 −3.196× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 1.232× 105 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 1.920× 102 kG·m 1.923× 105 N·cm

300

𝜃 rad 8.051× 10−3 rad

𝑇𝑡 kG·m 1.663× 104 N·cm

𝐵𝜔 1.722× 102 kG·m2 1.716× 107 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −1.443× 105 N·cm

300− 𝜖 𝑇𝑠𝑢𝑚 1.920× 102 kG·cm 1.923× 105 N·cm

300 𝑇𝑠𝑢𝑚 −1.280× 102 kG·m −1.277× 105 N·cm

450

𝜃 rad 5.148× 10−3 rad

𝑇𝑡 kG·m −5.742× 104 N·cm

𝐵𝜔 2.56 × 101 kG·m2 2.552× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −7.024× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −1.280× 102 kG·m −1.277× 105 N·cm

600

𝜃 rad −1.665× 10−16 rad

𝑇𝑡 kG·m −3.490× 104 N·cm

𝐵𝜔 −8.54 × 101 kG·m2 −8.548× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −9.277× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 −1.280× 102 kG·m −1.277× 105 N·cm

0.0

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 kG·m −3.490× 104 N·cm

𝐵𝜔 −8.54 × 101 kG·m2 −8.548× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 3.490× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·m 0.000 N·cm

100

𝜃 rad −8.646× 10−4 rad

𝑇𝑡 kG·m 6.632× 103 N·cm

𝐵𝜔 −7.17 × 101 kG·m2 −7.196× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −6.632× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·m 0.000 N·cm
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Tabel 3.3. Jätkuvtala. Tulemuste võrdlus (3)

x [cm] Z(x) [Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

100

𝜃 rad −8.646× 10−4 rad

𝑇𝑡 kG·m 6.632× 103 N·cm

𝐵𝜔 −7.17 × 101 kG·m2 −7.196× 106 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −6.632× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·m 0.000 N·cm

200

𝜃 rad 9.283× 10−4 rad

𝑇𝑡 kG·m 5.199× 104 N·cm

𝐵𝜔 −1.000× 102 kG·m2 −1.000× 107 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −5.199× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 0.00 kG·m 7.276× 10−12 N·cm

Joonisel 3.7 on hõreda maatriksi muster (hõreda maatriksi spA(27,27) nullist erinevate
elementide asukohad).

Põhivõrrandid 1−12

Pidevustingimused 13−16

Tasakaalutingimused 17−21

Toetingimused 22−27

0

5

10

15

20

25

0 5 10 15 20 25

spy(spA) − hõreda maatriksi spA(27,27) nullist erinevad elemendid [11%] 

Joonis 3.7. Jätuvtala hõreda maatriksi spA muster
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3.1.2 Murtud teljega L-tala arvutus
Näide 3.2 (L-tala arvutus ülekandevõrranditega) . Koostada joonisel 3.8 kujutatud murtud
teljega tala vertikaalse siirde 𝑤, paindenurga 𝜙𝑦, põikjõu 𝑄𝑧, paindemomendi 𝑀𝑦, väände-
nurga 𝜃𝑥, vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.
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Joonis 3.8. L-tala paine ja vääne

Andmed. Murtud teljega tala elementide pikkused 𝑙1 = 4 m ja 𝑙2 = 5 m. Teine ava on
ekstsentriliselt koormatud ühtlase lauskoormusega 𝑞𝑧 = 1.0 kN/m. Vertikaalse lauskoor-
muse 𝑞𝑧 ekstsentrilisus 𝑒 = 1.0 cm. Ristlõikeks on valitud I-profiil nr 60a [Bõt62, lk
435]. Ristlõike paindejäikus (𝐸𝐼 = 1.7611×105 kN ·m2), kooldejäikus (𝐸𝐼𝜔 = 2.8348×
105 kN · m4), vabaväändejäikus (𝐺𝐼𝑡 = 1.5640 ×105 kN · m2) ning kooldekarakteristik
(𝜅 =

√︀
𝐺𝐼𝑡/𝐸𝐼𝜔 =

√︀
1.5640×109/2.8348×1013 = 0.0074278 cm−1) on konstantsed.

Lahendus. Kanname ühtlaselt jaotatud põikkoormuse 𝑞𝑧 elastsele teljele (jn 1.21 ja tabel
1.1). Vaatleme kahte koormusjuhtu (jn 3.9), kus elastsel teljel on ühtlaselt jaotatud väände-
moment 𝑚𝑥 = 10 (N·cm)/cm ja ühtlaselt jaotatud põikkoormus 𝑞𝑧 = 10 N/cm.

Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi
hõredat võrrandisüsteemi13

spA · Z = B (3.16)

kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z =

⎡⎢⎢⎢⎣
Z

(1)
a

Z
(1)
b

Z
(2)
a

Z
(2)
b

⎤⎥⎥⎥⎦ (3.17)

mille elementideks on siirded, paindenurgad, põikjõud, paindemomendid, väändenurgad ja
väändemomendid varraste 1 ja 2 alguses ning lõpus:

13 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Joonis 3.9. L-tala paine ja vääne. Muutujad

Z(1)
a =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐴
𝜙𝐴
𝑄𝐴

𝑀𝐴

𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z

(1)
b =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐿
𝜙𝐿
𝑄𝐿

𝑀𝐿

𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (9, 1)
𝑍 (10, 1)
𝑍 (11, 1)
𝑍 (12, 1)
𝑍 (13, 1)
𝑍 (14, 1)
𝑍 (15, 1)
𝑍 (16, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.18)

Z(2)
a =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐴
𝜙𝐴
𝑄𝐴

𝑀𝐴

𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (17, 1)
𝑍 (18, 1)
𝑍 (19, 1)
𝑍 (20, 1)
𝑍 (21, 1)
𝑍 (22, 1)
𝑍 (23, 1)
𝑍 (24, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z

(2)
b =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐿
𝜙𝐿
𝑄𝐿

𝑀𝐿

𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (25, 1)
𝑍 (26, 1)
𝑍 (27, 1)
𝑍 (28, 1)
𝑍 (29, 1)
𝑍 (30, 1)
𝑍 (31, 1)
𝑍 (32, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.19)

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 32) on toodud joonisel 3.9.
Põhivõrrandites 14 (2.84) ̂︁UI8×16 · ̂︀Z = −

∘
Z (3.20)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI8×16 ≡ (𝑈8×8 | −𝐼8×8) (C.13) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsioone yspTVmI.m ja yspTVlin.m.

Võrrandisüsteemis (3.20) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (3.16) (vt väljavõte programmist 3.4).

14 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
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Väljavõte programmist 3.4 (Naide4_5Gamma.m)
# Esimese tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspTVmI(baasi0,l1,l1,GAr,EI,GIt,EIw);
IIv=1;
IJv=1;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud
# Teise tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspTVmI(baasi0,l2,l2,GAr,EI,GIt,EIw);
#vB2a=yzTVqz(baasi0,l2,0.0,qz,EI) # koormusvektori arvutus
vB2b=yzTVmx(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw) # koormusvektori arvutus
#vB2=vB2a+vB2b
vB2=vB2b
krda=2;
IIv=krda*8-7;
IJv=krda*16-15;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB2,8,1);

Võrrandisüsteemis (3.16) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võr-
randite arv peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid
saame kinemaatilistest ja staatilistest rajatingimustest. Varrassüsteemi elemente ühendavad
sidemed võib jagada välis- ja sisesidemeteks [Jür85, lk 8–9]. 15 Reaktsioonid jagatakse väli-
misteks ja sisemisteks.16 Sisemiste reaktsioonide summa võrdub nulliga. Vaadeldes varras-
süsteemi kui tervikut, võime sisemisi reaktsioone nimetada ka kontaktjõududeks.17

Sisemised kinemaatilised ja staatilised rajatingimused:18

• pidevustingimused (kinemaatilised rajatingimused) ühendussõlmedes;

• ühendussõlmede tasakaalutingimused (staatilised rajatingimused);

• kõrvaltingimused liigendite jaoks (liigendid varraste otstes).

Järgnevalt

– püstitame rajatingimused;

– arvutame algparameetrid;

– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;

– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvesta-
da energiateoreemi19 (B.8). Kui avaldistes 𝑤 ⇔ 𝑄𝑧, 𝜙 ⇔ 𝑀𝑦, 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks

15 http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
16 http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf (20.08.2013)
17 https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force (20.08.2013)
18 http://digi.lib.ttu.ee/estmethod/ESTmethod.pdf#figure.1.13
19 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26

http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force
http://digi.lib.ttu.ee/estmethod/ESTmethod.pdf#figure.1.13
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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pool (siire 𝑤, paindenurk 𝜙, pöördenurk 𝜃, suhteline väändenurk 𝜃′) on antud, siis teine pool
(põikjõud 𝑄𝑧, paindemoment 𝑀𝑦, koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔) on tundmatu.

Talal on sõlmedes 1 ja 3 jäigad toed, mis ei võimalda pööret ega kooldumist (vt tabel 1.2).

𝑍 (1, 1) = 𝑤
(1)
𝐴 = 0

𝑍 (2, 1) = 𝜙
(1)
𝐴 = 0

𝑍 (5, 1) = 𝜃
(1)
𝐴 = 0

𝑍 (6, 1) = 𝑇
(1)
𝑡𝐴 ≡ 𝜃

′(1)
𝐴 = 0

,

𝑍 (25, 1) = 𝑤
(2)
𝐿 = 0

𝑍 (26, 1) = 𝜙
(2)
𝐿 = 0

𝑍 (29, 1) = 𝜃
(2)
𝐿 = 0

𝑍 (30, 1) = 𝑇
(2)
𝑡𝐿 ≡ 𝜃

′(2)
𝐿 = 0

(3.21)

Sisemistest rajatingimustest vaatleme sõlmes 2 pidevustingimusi. Varraste 1 ja 2 siirded
ja kooldumus20 on võrdsed.

𝑍 (9, 1) − 𝑍 (17, 1) = 𝑤
(1)
𝐿 − 𝑤

(2)
𝐴 = 0

𝑍 (14, 1) + 𝑍 (22, 1) = 𝑇
(1)
𝑡𝐿 + 𝑇

(2)
𝑡𝐴 ≡ 𝜃

′(1)
𝐿 − 𝜃

′(2)
𝐴 = 0

(3.22)

Painde- ja väändenurkade (𝜙𝑦, 𝜃𝑥) puhul peame arvestama, et varda x-telg on murtud
(telgede pööre nurga −𝜋/2 võrra ümber z-telje, vt avaldis (D.17)).

𝑍 (21, 1) + 𝑍 (10, 1) = 𝜃
(2)
𝐴 + 𝜙

(1)
𝐿 = 0

𝑍 (18, 1) − 𝑍 (13, 1) = 𝜙
(2)
𝐴 − 𝜃

(1)
𝐿 = 0

(3.23)

Sisemistest rajatingimustest vaatleme ka sõlme 2 tasakaalutingimusi. Painde- ja väändemo-
mentide (𝑀𝑦 ja 𝑇𝑠𝑢𝑚𝑥) puhul peame arvestama, et varda x-telg on murtud (telgede pööre
nurga −𝜋/2 võrra ümber z-telje vt avaldis (D.17)).

𝑍 (19, 1) + 𝑍 (11, 1) = 𝑄
(2)
𝑧 𝐴 +𝑄

(1)
𝑧 𝐿 = 0

𝑍 (22, 1) + 𝑍 (24, 1) − 𝑍 (12, 1) = 𝑇
(2)
𝑡 𝐴 + 𝑇

(2)
𝜔𝐴 −𝑀

(1)
𝑦 𝐿 = 0

𝑍 (20, 1) + 𝑍 (14, 1) + 𝑍 (16, 1) = 𝑀
(2)
𝑦 𝐴 + 𝑇

(1)
𝑡 𝐿 + 𝑇

(1)
𝜔 𝐿 = 0

𝑍 (33, 1) + 𝑍 (15, 1) = 𝐵
(2)
𝜔𝐴 +𝐵

(1)
𝜔 𝐿 = 0

(3.24)

Koostatud on 16 rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (3.16) (vt väl-
javõte programmist 3.5). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult on
sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 3.5 (Naide4_5Gamma.m)
########## Rajatingimused
# sõlm 1
spA=spSisestaArv(spA,17,1,1); # siire w
spA=spSisestaArv(spA,18,2,1); # pööre fi
spA=spSisestaArv(spA,19,5,1); # $theta$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,20,6,1); # $T_t$ ($theta^{\prime}$)
# sõlm 2
# pidevus
spA=spSisestaArv(spA,21,9,1); # siire w
spA=spSisestaArv(spA,21,17,-1);

20 Kooldumisel vabaväändemomenti kasutades järgitakse II märgikokkulepet.
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spA=spSisestaArv(spA,22,10,1); # pööre fi
spA=spSisestaArv(spA,22,21,1);
spA=spSisestaArv(spA,23,13,1); # väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,23,18,-1);
spA=spSisestaArv(spA,24,14,1);
spA=spSisestaArv(spA,24,22,1);
# tasakaal
spA=spSisestaArv(spA,25,11,1); # Q
spA=spSisestaArv(spA,25,19,1);
spA=spSisestaArv(spA,26,12,-1); # M
spA=spSisestaArv(spA,26,22,1); # $T_t$
spA=spSisestaArv(spA,26,24,1); # $T_{\omega}$
spA=spSisestaArv(spA,27,20,1); # M
spA=spSisestaArv(spA,27,14,1); # $T_t$
spA=spSisestaArv(spA,27,16,1); # $T_{\omega}$
spA=spSisestaArv(spA,28,15,1); # B
spA=spSisestaArv(spA,28,23,1);
# sõlm 3
spA=spSisestaArv(spA,29,25,1); # siire w
spA=spSisestaArv(spA,30,26,-1); # pööre fi
spA=spSisestaArv(spA,31,29,1); # $theta$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,32,30,1); # $T_t$ ($theta^{\prime}$)
#
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandite arvu ja astakut saab kontrollida arvutuspäeviku väljavõttest 3.4.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.4 (Naide4_5Gamma.m)
Pärast põhivõrrandite sisestamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 16
spA_veergu = 32
Pärast toel 1 toetingimuste lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 20
spA_veergu = 32
Pärast pidevusvõrrandite lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 24
spA_veergu = 32
Pärast tasakaaluvõrrandite lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 28
spA_veergu = 32
Pärast toel 3 toetingimuste lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 32
spA_veergu = 32

spA_rank = 32

Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime siirded, paindenurgad
ja väändenurgad skaleerimisteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0×1010. Skaleerimata algparameetrite
saamiseks tuleb vastavad suurused jagada skaleerimisteguriga. Talade 1 ja 2 skaleerimata
algparameetrid on toodud arvutuspäeviku väljavõttes 3.5.
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Väljavõte arvutuspäevikust 3.5 (Naide4_5Gamma.m)
Algparameetrid - AP1 ja AP2

w - 0.0000e+00 7.6081e-05
fi - 0.0000e+00 2.4997e-07
Q - 2.2973e+00 2.2973e+00
M - 1.3685e+03 3.0610e+02

theta - 0.0000e+00 4.1519e-07
Tt - 0.0000e+00 -3.9865e+02
B - -3.1677e+04 9.1154e+04

Tw - 3.0610e+02 -1.8888e+03

3. Siirete, nurkade ja momentide arvutus. Siirete, painde- ja väändenurkade,
põikjõudude, painde- ja väändemomentide leidmiseks tala ristlõigetes kasutame ülekande-
võrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (3.25)

kus ZA on tala algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 3.5). Ülekandemaatriksi U

leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylTVlin.m ning koormusvektori
∘
Z funktsioonidega

yzTVmx.m ja yzTVqz.m (vt väljavõte programmist 3.6).

Väljavõte programmist 3.6 (Naide4_5Gamma.m)
AP=AP1;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;
vvF=ylTVlin(baasi0,l1,xx,GAr,EI,GIt,EIw);
Fvv(1:8,ij)=vvF*AP; %%+vvB1;
Fvv(9,ij)=Fvv(6,ij)+Fvv(8,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor
AP=AP2;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;
vvF=ylTVlin(baasi0,l2,xx,GAr,EI,GIt,EIw);
vB2b=yzTVmx(baasi0,l2,xx,0.0,mx,GIt,EIw);
vB2=vB2b;
Fvv(1:8,ij)=vvF*AP+vB2;
Fvv(9,ij)=Fvv(6,ij)+Fvv(8,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 3.6.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.6 (Naide4_5Gamma.m)
baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270

x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
w - 0.000e+00 4.103e-06 1.728e-05 4.084e-05 7.608e-05

fi - 0.000e+00 -8.423e-08 -1.815e-07 -2.918e-07 -4.152e-07
Q - -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00
M - -1.368e+03 -1.598e+03 -1.828e+03 -2.058e+03 -2.287e+03
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theta - 0.000e+00 -3.999e-06 -1.070e-05 -1.267e-05 2.500e-07
Tt - 0.000e+00 -1.029e+02 -8.839e+01 5.180e+01 3.987e+02
B - 3.168e+04 7.320e+03 -1.281e+04 -4.034e+04 -9.115e+04

Tw - -3.061e+02 -2.032e+02 -2.177e+02 -3.579e+02 -7.048e+02
Tsum - -3.061e+02 -3.061e+02 -3.061e+02 -3.061e+02 -3.061e+02

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270

x= 0.00 125.00 250.00 375.00 500.00
w - 7.608e-05 4.662e-05 2.242e-05 6.029e-06 1.355e-20

fi - 2.500e-07 2.181e-07 1.658e-07 9.307e-08 -6.617e-23
Q - -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00
M - -3.061e+02 -5.933e+02 -8.804e+02 -1.168e+03 -1.455e+03

theta - 4.152e-07 4.031e-05 5.547e-05 2.942e-05 2.168e-19
Tt - 3.987e+02 4.348e+02 -8.698e+01 -4.925e+02 0.000e+00
B - -9.115e+04 5.426e+04 8.211e+04 1.816e+04 -1.968e+05

Tw - 1.889e+03 6.027e+02 -1.256e+02 -9.701e+02 -2.713e+03
Tsum - 2.287e+03 1.037e+03 -2.126e+02 -1.463e+03 -2.713e+03

Leitud tulemuste põhjal koostame L-tala epüürid koormusest 𝑚𝑥 (jn 3.10, b–j).

κ = 0.007427 1/cm
xm  = 10.0 N

2 3
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(a) Koormus 𝑚𝑥 = 10.0 (N·cm)/cm (vt tabel 1.1)
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(d) Väändenurk 𝜃

Joonis 3.10. L-tala koormusega 𝑚𝑥. Epüürid b–d
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(j) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 3.10. L-tala koormusega 𝑚𝑥. Epüürid e–j

EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus [Bõt62] jõu- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabelid 3.4 ja 3.5).
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Tabel 3.4. L-tala koormusega 𝑚𝑥. Tulemuste võrdlus (1)

x [cm] Z(x) Jõumeetod
[Bõt62]

Def-meetod
[Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝑤 cm 0.000 cm

𝜙 rad 0.000 rad

𝑄𝑧 kG −2.297 N

𝑀𝑦 −1.38× 102 −1.34× 102 kG·m −1.368× 103 N·cm

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 kG·m 0.000 N·cm

𝐵𝜔 3.22× 103 3.21× 103 kG·m2 3.168× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −3.061× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.061× 102 N·cm

200

𝑤 cm 1.728× 10−5 cm

𝜙 rad −1.815× 10−7 rad

𝑄𝑧 kG −2.297 N

𝑀𝑦 kG·m −1.828× 103 N·cm

𝜃 rad −1.070× 10−5 rad

𝑇𝑡 kG·m −8.839× 101 N·cm

𝐵𝜔 kG·m2 −1.281× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −1.281× 104 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.061× 102 N·cm

400− 𝜖

𝑤 cm 7.608× 10−5 cm

𝜙 rad −4.152× 10−7 rad

𝑄𝑧 kG −2.297 N

𝑀𝑦 −2.30× 102 2.28× 102 21 kG·m −2.287× 103 N·cm

𝜃 rad 2.500× 10−7 rad

𝑇𝑡 kG·m 3.987× 102 N·cm

𝐵𝜔 −9.20× 103 9.18× 103 kG·m2 −9.115× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −7.048× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.061× 102 N·cm

21 Deformatsioonimeetodit kasutades on siin positiivsel momendil päripäevane suund.
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Tabel 3.5. L-tala koormusega 𝑚𝑥. Tulemuste võrdlus (2)

x [cm] Z(x) Jõumeetod
[Bõt62]

Def-meetod
[Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

400 + 𝜖

𝑤 cm 7.608× 10−5 cm

𝜙 rad 2.500× 10−7 rad

𝑄𝑧 kG −2.297 N

𝑀𝑦 −3.11× 101 −2.92× 101 kG·m −3.061× 102 N·cm
𝜃 rad 4.152× 10−7 rad

𝑇𝑡 kG·m 3.987× 102 N·cm

𝐵𝜔 −9.20× 103 −9.13× 103 kG·m2 −9.115× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 1.889× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 2.287× 103 N·cm

650

𝑤 cm 2.242× 10−5 cm

𝜙 rad 1.658× 10−7 rad

𝑄𝑧 kG −2.297 N

𝑀𝑦 kG·m −8.804× 102 N·cm
𝜃 rad 5.547× 10−5 rad

𝑇𝑡 kG·m −8.698× 101 N·cm

𝐵𝜔 kG·m2 8.211× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −1.256× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −2.126× 102 N·cm

900

𝑤 cm 1.355× 10−20 cm

𝜙 rad −6.617× 10−23 rad

𝑄𝑧 kG −2.297 N

𝑀𝑦 −1.47× 102 1.44× 102 kG·m −1.455× 103 N·cm

𝜃 rad 2.168× 10−19 rad

𝑇𝑡 kG·m 0.000 N·cm

𝐵𝜔 −1.97× 104 1.97× 104 kG·m2 −1.968× 105 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −2.713× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −2.713× 103 N·cm

Joonisel 3.11 on hõreda maatriksi muster (hõreda maatriksi spA(32,32) nullist erinevate
elementide asukohad).
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Põhivõrrandid 1−16

Toetingimused 17−20

Pidevustingimused 21−24

Tasakaalutingimused 24−28

Toetingimused 29−32
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spy(spA) − hõreda maatriksi  spA(32,32)  nullist erinevad elemendid [8.2%] 

Joonis 3.11. L-tala hõreda maatriksi spA muster

Edasi arvutame GNU Octave’i programmiga Naide4_5GammaTV.m sedasama murtud
teljega tala, kui tala teine ava on koormatud ühtlase lauskoormusega 𝑞𝑧 = 10 N/cm. Prog-
ramm erineb eelnevast ainult koormusvektori poolest (vt väljavõte programmist 3.7).

Väljavõte programmist 3.7 (Naide4_5GammaTV.m)
# Esimese tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspTVmI(baasi0,l1,l1,GAr,EI,GIt,EIw);
IIv=1;
IJv=1;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud
# Teise tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspTVmI(baasi0,l2,l2,GAr,EI,GIt,EIw);
vB2a=yzTVqz(baasi0,l2,0.0,qz,EI) # koormusvektori arvutus
#vB2b=yzTVmx(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw) # koormusvektori arvutus
#vB2=vB2a+vB2b
vB2=vB2a
IIv=krda*8-7;
IJv=krda*16-15;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB2,8,1);
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Sisestatud võrrandite arvu ja astakut saab kontrollida arvutuspäeviku väljavõttest 3.7.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.7 (Naide4_5GammaTV.m)

Pärast põhivõrrandite sisestamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 16
spA_veergu = 32
Pärast toel 1 toetingimuste lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 20
spA_veergu = 32
Pärast pidevusvõrrandite lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 24
spA_veergu = 32
Pärast tasakaaluvõrrandite lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 28
spA_veergu = 32
Pärast toel 3 toetingimuste lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 32
spA_veergu = 32

spA_rank = 32

Talade 1 ja 2 skaleerimata algparameetrid on toodud arvutuspäeviku väljavõttes 3.8.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.8 (Naide4_5GammaTV.m)
Algparameetrid - AP1 ja AP2

w - 0.0000e+00 1.5004e-02
fi - 0.0000e+00 3.0202e-05
Q - -1.2399e+03 -1.2399e+03
M - 4.9561e+05 -3.1834e+02

theta - 0.0000e+00 5.6245e-05
Tt - 0.0000e+00 2.2587e+01
B - 3.8369e+04 -4.1739e+04

Tw - -3.1834e+02 3.2666e+02

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 3.9.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.9 (Naide4_5GammaTV.m)
baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270

x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
w - 0.000e+00 1.290e-03 4.690e-03 9.496e-03 1.500e-02

fi - 0.000e+00 -2.462e-05 -4.220e-05 -5.274e-05 -5.625e-05
Q - 1.240e+03 1.240e+03 1.240e+03 1.240e+03 1.240e+03
M - -4.956e+05 -3.716e+05 -2.476e+05 -1.236e+05 3.492e+02

theta - 0.000e+00 5.161e-06 1.571e-05 2.600e-05 3.020e-05
Tt - 0.000e+00 1.397e+02 1.764e+02 1.310e+02 -2.259e+01
B - -3.837e+04 -1.461e+04 7.258e+02 1.648e+04 4.174e+04

Tw - 3.183e+02 1.786e+02 1.420e+02 1.874e+02 3.409e+02
Tsum - 3.183e+02 3.183e+02 3.183e+02 3.183e+02 3.183e+02
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baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270

x= 0.00 125.00 250.00 375.00 500.00
w - 1.500e-02 1.106e-02 6.539e-03 2.156e-03 1.735e-18

fi - 3.020e-05 3.388e-05 3.746e-05 2.987e-05 -1.355e-20
Q - 1.240e+03 -1.011e+01 -1.260e+03 -2.510e+03 -3.760e+03
M - 3.183e+02 7.718e+04 -2.209e+03 -2.378e+05 -6.297e+05

theta - 5.625e-05 4.600e-05 2.741e-05 9.112e-06 1.084e-19
Tt - -2.259e+01 -2.024e+02 -2.462e+02 -1.946e+02 9.095e-13
B - 4.174e+04 1.410e+04 -4.868e+02 -1.552e+04 -4.493e+04

Tw - -3.267e+02 -1.469e+02 -1.030e+02 -1.546e+02 -3.492e+02
Tsum - -3.492e+02 -3.492e+02 -3.492e+02 -3.492e+02 -3.492e+02

Leitud tulemuste põhjal koostame L-tala epüürid koormusest 𝑞𝑧 (jn 3.12, b–j).

κ = 0.007427 1/cm

q   = 10.0 N/cmz
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(a) Koormus 𝑞𝑧 = 10.0N/cm (vt tabel 1.1)
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Joonis 3.12. L-tala koormusega 𝑞𝑧. Epüürid b–d
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(j) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 3.12. L-tala koormusega 𝑞𝑧. Epüürid e–j

Tabelitest 3.6 ja 3.7 selgub, et EST-meetodiga saadud tulemused on kooskõlas raamatus
[Bõt62] jõu- ja deformatsioonimeetodi abil leitutega.
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Tabel 3.6. L-tala koormusega 𝑞𝑧. Tulemuste võrdlus (1)

x [cm] Z(x) Jõumeetod
[Bõt62]

Def-meetod
[Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝑤 cm 0.000 cm

𝜙 rad 0.000 rad

𝑄𝑧 kG 1.240× 103 N

𝑀𝑦 −4.96× 104 −4.93× 104 kG·m −4.956× 105 N·cm

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 kG·m 0.000 N·cm

𝐵𝜔 −3.82× 103 −3.79× 103 kG·m2 −3.837× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 3.183× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 3.183× 102 N·cm

200

𝑤 cm 4.690× 10−3 cm

𝜙 rad −4.220× 10−5 rad

𝑄𝑧 kG 1.240× 103 N

𝑀𝑦 kG·m −2.476× 105 N·cm

𝜃 rad 1.571× 10−5 rad

𝑇𝑡 kG·m 1.764× 102 N·cm

𝐵𝜔 kG·m2 7.258× 102 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 1.420× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 3.183× 102 N·cm

400− 𝜖

𝑤 −1.49× 10−2 cm 1.500× 10−2 cm

𝜙 rad −5.625× 10−5 rad

𝑄𝑧 kG 1.240× 103 N

𝑀𝑦 3.46× 101 2.2 × 101 22 kG·m 3.492× 102 N·cm

𝜃 2.98× 10−5 rad 3.020× 10−5 rad

𝑇𝑡 –1.49 ×10−8

×𝐺𝐼𝑡
23

kG·m −2.259× 101 N·cm

𝐵𝜔 −4.14× 103 −4.14× 103 kG·m2 4.174× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 3.409× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 3.183× 102 N·cm

22 Deformatsioonimeetodit kasutades on siin positiivsel momendil päripäevane suund.
23 𝐺𝐼𝑡 = 1.5637× 109 N·cm2.
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Tabel 3.7. L-tala koormusega 𝑞𝑧. Tulemuste võrdlus (2)

x [cm] Z(x) Jõumeetod
[Bõt62]

Def-meetod
[Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

400 + 𝜖

𝑤 −1.49× 10−2 cm 1.500× 10−2 cm

𝜙 rad 3.020× 10−5 rad

𝑄𝑧 kG 1.240× 103 N

𝑀𝑦 3.17× 101 2.90× 102 kG·m 3.183× 102 N·cm
𝜃 −5.60× 10−5 rad 5.625× 10−5 rad

𝑇𝑡 –1.49 ×10−8

×𝐺𝐼𝑡
24

kG·m −2.259× 101 N·cm

𝐵𝜔 4.14× 103 4.14× 103 kG·m2 4.174× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −3.267× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.492× 102 N·cm

650

𝑤 cm 6.539× 10−3 cm

𝜙 rad 3.746× 10−5 rad

𝑄𝑧 kG −1.260× 103 N

𝑀𝑦 kG·m −2.209× 103 N·cm
𝜃 rad 2.741× 10−5 rad

𝑇𝑡 kG·m −2.462× 102 N·cm

𝐵𝜔 kG·m2 −4.868× 102 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −1.030× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.492× 102 N·cm

900

𝑤 cm 1.735× 10−18 cm

𝜙 rad −1.355× 10−20 rad

𝑄𝑧 kG −3.760× 103 N

𝑀𝑦 6.30× 104 6.30× 104 kG·m −6.297× 105 N·cm

𝜃 rad 1.084× 10−19 rad

𝑇𝑡 kG·m 9.095× 10−13 N·cm

𝐵𝜔 −4.46× 103 4.47× 103 kG·m2 −4.493× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −3.492× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.492× 102 N·cm

24 𝐺𝐼𝑡 = 1.5637× 109 N·cm2.
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3.1.3 Murtud teljega Π-tala arvutus

Näide 3.3 (Π-tala arvutus ülekandevõrranditega) . Koostada joonisel 3.13 kujutatud mur-
tud teljega tala vertikaalse siirde 𝑤, paindenurga 𝜙𝑦, põikjõu 𝑄𝑧, paindemomendi 𝑀𝑦, vään-
denurga 𝜃𝑥, vabaväändemomendi 𝑇𝑡 , bimomendi 𝐵𝜔 ja kooldeväändemomendi 𝑇𝜔 epüürid.
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Joonis 3.13. Π-tala paine ja vääne

Andmed. Murtud teljega tala elementide pikkused: 𝑙1 = 4 m, 𝑙2 = 5 m ja 𝑙3 = 4 m.
Tala teine ava on ekstsentriliselt koormatud ühtlase lauskoormusega 𝑞𝑧 = 1.0 kN/m. Ver-
tikaalse lauskoormuse 𝑞𝑧 ekstsentrilisus 𝑒 = 1.0 cm. Varraste 1 ja 3 ristlõigeteks on val-
itud I-profiil nr 60a ning varda 2 ristlõikeks I-profiil nr 60b [Bõt62, lk 435]. Ristlõike
paindejäikused (𝐸𝐼1 = 1.7611 × 105 kN ·m2, 𝐸𝐼2 = 1.9989 × 105 kN ·m2), koolde-
jäikused (𝐸𝐼𝜔 1 = 2.8348 × 105 kN · m4, 𝐸𝐼𝜔 2 = 2.9254 × 105 kN · m4), vabaväände-
jäikused (𝐺𝐼𝑡 1 = 1.5640 × 105 kN · m2, 𝐺𝐼𝑡 2 = 1.7753 × 105 kN · m2) ning koolde-
karakteristikud (𝜅1 =

√︀
𝐺𝐼𝑡 1/𝐸𝐼𝜔 1 =

√︀
1.5640×109/2.8348×1013 = 0.0074278 cm−1,

𝜅2 =
√︀
𝐺𝐼𝑡 2/𝐸𝐼𝜔 2 =

√︀
1.7753×109/2.9254×1013 = 0.007790 cm−1) on konstantsed.

Lahendus. Kanname ühtlaselt jaotatud põikkoormuse 𝑞𝑧 (jn 1.21 ja tabel 1.1) elastsele
teljele. Vaatleme kahte koormusjuhtu (jn 3.14), kus elastsel teljel on ühtlaselt jaotatud vään-
demoment 𝑚𝑥 = 10 (N·cm)/cm ja ühtlaselt jaotatud põikkoormus 𝑞𝑧 = 10 N/cm.

Rajaväärtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lah14] puhulgi
hõredat võrrandisüsteemi25

spA · Z = B (3.26)

25 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Joonis 3.14. Π-tala paine ja vääne. Muutujad

kus Z on võrrandisüsteemi tundmatute vektor

Z =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Z
(1)
a

Z
(1)
b

Z
(2)
a

Z
(2)
b

Z
(3)
a

Z
(3)
b

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.27)

mille elementideks on siirded, paindenurgad, põikjõud, paindemomendid, väändenurgad ning
väändemomendid varraste 1, 2 ja 3 alguses ning lõpus.

Muutuja 𝑍 (𝑖, 1) indeks (i=1, 2, 3, . . ., 48) on toodud joonisel 3.14.

Z(1)
a =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐴
𝜙𝐴
𝑄𝐴

𝑀𝐴

𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z

(1)
b =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐿
𝜙𝐿
𝑄𝐿

𝑀𝐿

𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (9, 1)
𝑍 (10, 1)
𝑍 (11, 1)
𝑍 (12, 1)
𝑍 (13, 1)
𝑍 (14, 1)
𝑍 (15, 1)
𝑍 (16, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.28)

Z(2)
a =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐴
𝜙𝐴
𝑄𝐴

𝑀𝐴

𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (17, 1)
𝑍 (18, 1)
𝑍 (19, 1)
𝑍 (20, 1)
𝑍 (21, 1)
𝑍 (22, 1)
𝑍 (23, 1)
𝑍 (24, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z

(2)
b =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐿
𝜙𝐿
𝑄𝐿

𝑀𝐿

𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (25, 1)
𝑍 (26, 1)
𝑍 (27, 1)
𝑍 (28, 1)
𝑍 (29, 1)
𝑍 (30, 1)
𝑍 (31, 1)
𝑍 (32, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.29)
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Z(3)
a =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐴
𝜙𝐴
𝑄𝐴

𝑀𝐴

𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (33, 1)
𝑍 (34, 1)
𝑍 (35, 1)
𝑍 (36, 1)
𝑍 (37, 1)
𝑍 (38, 1)
𝑍 (39, 1)
𝑍 (40, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z

(3)
b =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐿
𝜙𝐿
𝑄𝐿

𝑀𝐿

𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (41, 1)
𝑍 (42, 1)
𝑍 (43, 1)
𝑍 (44, 1)
𝑍 (45, 1)
𝑍 (46, 1)
𝑍 (47, 1)
𝑍 (48, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.30)

Põhivõrrandites26 (2.84) ̂︁UI8×16 · ̂︀Z = −
∘
Z (3.31)

sisalduva laiendatud ülekandemaatriksi ̂︁UI8×16 ≡ (𝑈8×8 | −𝐼8×8) (C.13) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspTVmI.m.

Võrrandisüsteemis (3.31) on tundmatuid poole rohkem kui võrrandeid. Kanname need
võrrandid võrrandisüsteemi (3.26) (vt väljavõte programmist 3.8).

Väljavõte programmist 3.8 (Naide4_6U.m)
# Esimese tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspTVmI(baasi0,l1,l1,GAr,EI,GIt,EIw);
IIv=1;
IJv=1;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud
# Teise tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus

spvF=yspTVmI(baasi0,l2,l2,GAr,EI,GIt,EIw);
#vB2a=yzTVqz(baasi0,l2,0.0,qz,EI) # koormusvektori arvutus
vB2b=yzTVmx(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw) # koormusvektori arvutus
#vB2=vB2a+vB2b
vB2=vB2b
krda=2;
IIv=krda*8-7;
IJv=krda*16-15;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# sisestab koormusvektori võrrandisüsteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA(Bvb,NNK,1,IIv,1,vB2,8,1);

# Kolmanda tala hõreda laiendatud ülekandemaatriksi arvutus
spvF=yspTVmI(baasi0,l1,l1,GAr,EI,GIt,EIw);
krda=3;
IIv=krda*8-7;
IJv=krda*16-15;

# sisestab ülekandemaatriksi võrrandisüsteemi spA*Z=Bvb
spA=spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spvF);

# võrrandisüsteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

26 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9

\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
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Võrrandisüsteemis (3.26) peab olema võrrandeid ja tundmatuid ühepalju. Võrrandite arv
peab ühtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad sõltumatud võrrandid saame kinemaatilis-
test ja staatilistest rajatingimustest. Varrassüsteemi elemente ühendavad sidemed võib jagada
välis- ja sisesidemeteks [Jür85, lk 8–9].27 Reaktsioonid jagatakse välimisteks ja sisemisteks.28

Sisemiste reaktsioonide summa võrdub nulliga. Vaadeldes varrassüsteemi kui tervikut, võib
sisemisi reaktsioone nimetada ka kontaktjõududeks.29

Edasi
– püstitame rajatingimused;
– arvutame algparameetrid;
– arvutame väändenurgad ja väändemomendid;
– koostame sisejõudude epüürid.

Rajatingimuste püstitus. Väliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi30 (B.8). Kui avaldistes 𝑤 ⇔ 𝑄𝑧, 𝜙 ⇔ 𝑀𝑦, 𝜃 ⇔ 𝑇𝑠𝑢𝑚, 𝜃′ ⇔ 𝐵𝜔 üks pool (siire
𝑤, paindenurk 𝜙, pöördenurk 𝜃, suhteline väändenurk 𝜃′) on antud, siis teine pool (põikjõud
𝑄𝑧, paindemoment 𝑀𝑦, koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚, bimoment 𝐵𝜔) on tundmatu.

Talal on sõlmedes 1 ja 3 jäigad toed, mis ei võimalda pööret ega kooldumist (vt tabel
1.2). Tähistame vabaväändejäikuste suhted järgmiselt: 𝐺𝐼12 = 𝐺𝐼𝑡1/𝐺𝐼𝑡2 ja 𝐺𝐼21 =
𝐺𝐼𝑡2/𝐺𝐼𝑡1.

𝑍 (1, 1) = 𝑤
(1)
𝐴 = 0

𝑍 (2, 1) = 𝜙
(1)
𝐴 = 0

𝑍 (5, 1) = 𝜃
(1)
𝐴 = 0

𝑍 (6, 1) = 𝑇
(1)
𝑡𝐴 ≡ 𝜃

′(1)
𝐴 = 0

𝑍 (41, 1) = 𝑤
(3)
𝐿 = 0

𝑍 (42, 1) = 𝜙
(3)
𝐿 = 0

𝑍 (45, 1) = 𝜃
(3)
𝐿 = 0

𝑍 (46, 1) = 𝑇
(3)
𝑡𝐿 ≡ 𝜃

′(3)
𝐿 = 0

(3.32)

Sisemistest rajatingimustest vaatleme pidevustingimusi sõlmedes 2 ja 3. Varraste 1 ja 2
ning 2 ja 3 siirded ja kooldumus31 on võrdsed.

𝑍 (9, 1) − 𝑍 (17, 1) = 𝑤
(1)
𝐿 − 𝑤

(2)
𝐴 = 0

𝑍 (14, 1) + 𝑍 (22, 1) ·𝐺𝐼12 = 𝑇
(1)
𝑡𝐿 + 𝑇

(2)
𝑡𝐴 ·𝐺𝐼12 ≡ 𝜃

′(1)
𝐿 − 𝜃

′(2)
𝐴 = 0

𝑍 (25, 1) + 𝑍 (33, 1) = 𝑤
(2)
𝐿 − 𝑤

(3)
𝐴 = 0

𝑍 (30, 1) + 𝑍 (38, 1) ·𝐺𝐼21 = 𝑇
(2)
𝑡𝐿 + 𝑇

(3)
𝑡𝐴 ·𝐺𝐼21 ≡ 𝜃

′(2)
𝐿 − 𝜃

′(3)
𝐴 = 0

(3.33)

Painde- ja väändenurkade (𝜙𝑦, 𝜃𝑥) puhul peame arvestama, et varda x-telg on murtud
(telgede pööre nurga −𝜋/2 võrra ümber z-telje, vt avaldis (D.17)).

𝑍 (21, 1) + 𝑍 (10, 1) = 𝜃
(2)
𝐴 + 𝜙

(1)
𝐿 = 0

𝑍 (18, 1) − 𝑍 (13, 1) = 𝜙
(2)
𝐴 − 𝜃

(1)
𝐿 = 0

𝑍 (37, 1) + 𝑍 (26, 1) = 𝜃
(3)
𝐴 + 𝜙

(2)
𝐿 = 0

𝑍 (34, 1) − 𝑍 (29, 1) = 𝜙
(3)
𝐴 − 𝜃

(2)
𝐿 = 0

(3.34)

27 http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
28 http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf (20.08.2013)
29 https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force. (20.08.2013)
30 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
31 Kooldumisel vabaväändemomenti kasutades järgitakse II märgikokkulepet.

http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Sisemistest rajatingimustest vaatleme sõlmede 2 ja 3 tasakaalutingimusi. Painde- ja väände-
momentide (𝑀𝑦 ja 𝑇𝑠𝑢𝑚𝑥) puhul arvestame, et varda x-telg on murtud (telgede pööre nurga
−𝜋/2 võrra ümber z-telje, vt avaldis (D.17)).

𝑍 (19, 1) + 𝑍 (11, 1) = 𝑄
(2)
𝑧 𝐴 +𝑄

(1)
𝑧 𝐿 = 0

𝑍 (22, 1) + 𝑍 (24, 1) − 𝑍 (12, 1) = 𝑇
(2)
𝑡 𝐴 + 𝑇

(2)
𝜔𝐴 −𝑀

(1)
𝑦 𝐿 = 0

𝑍 (20, 1) + 𝑍 (14, 1) + 𝑍 (16, 1) = 𝑀
(2)
𝑦 𝐴 + 𝑇

(1)
𝑡 𝐿 + 𝑇

(1)
𝜔 𝐿 = 0

𝑍 (33, 1) + 𝑍 (15, 1) = 𝐵
(2)
𝜔𝐴 +𝐵

(1)
𝜔 𝐿 = 0

𝑍 (27, 1) + 𝑍 (35, 1) = 𝑄
(2)
𝑧 𝐿 +𝑄

(3)
𝑧 𝐴 = 0

𝑍 (38, 1) + 𝑍 (40, 1) − 𝑍 (28, 1) = 𝑇
(3)
𝑡 𝐴 + 𝑇

(3)
𝜔𝐴 −𝑀

(2)
𝑦 𝐿 = 0

𝑍 (36, 1) + 𝑍 (30, 1) + 𝑍 (32, 1) = 𝑀
(3)
𝑦 𝐴 + 𝑇

(2)
𝑡 𝐿 + 𝑇

(2)
𝜔 𝐿 = 0

𝑍 (31, 1) + 𝑍 (39, 1) = 𝐵
(2)
𝜔 𝐿 +𝐵

(3)
𝜔𝐴 = 0

(3.35)

Koostatud on 24 rajatingimuse võrrandit. Sisestame need võrrandisüsteemi (3.26) (vt väl-
javõte programmist 3.9). Võrrandisüsteemi astak võrdub tundmatute arvuga. Järelikult on
sisestatud võrrandid lineaarselt sõltumatud.

Väljavõte programmist 3.9 (Naide4_6U.m)
########## Rajatingimused
# sõlm 1
spA=spSisestaArv(spA,25,1,1); # siire w
spA=spSisestaArv(spA,26,2,1); # pööre fi
spA=spSisestaArv(spA,27,5,1); # $theta_A$ - väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,28,6,1); # $T_tA$ ($theta^{\prime}$)
# sõlm 2
# pidevus
spA=spSisestaArv(spA,29,9,1); # siire w
spA=spSisestaArv(spA,29,17,-1);
spA=spSisestaArv(spA,30,10,1); # pööre fi
spA=spSisestaArv(spA,30,21,1);
spA=spSisestaArv(spA,31,13,1); # väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,31,18,-1);
spA=spSisestaArv(spA,32,14,1); # $T_t$ ($theta^{\prime}$)
spA=spSisestaArv(spA,32,22,1)*GIt1/GIt2;
# tasakaal
spA=spSisestaArv(spA,33,11,1); # Q
spA=spSisestaArv(spA,33,19,1);
spA=spSisestaArv(spA,34,12,-1); # M
spA=spSisestaArv(spA,34,22,1);
spA=spSisestaArv(spA,34,24,1);
spA=spSisestaArv(spA,35,20,1); # M
spA=spSisestaArv(spA,35,14,1);
spA=spSisestaArv(spA,35,16,1);
spA=spSisestaArv(spA,36,15,1); # B
spA=spSisestaArv(spA,36,23,1);
# sõlm 3
# pidevus
spA=spSisestaArv(spA,37,25,1); # w
spA=spSisestaArv(spA,37,33,-1)
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spA=spSisestaArv(spA,38,26,1); # fi
spA=spSisestaArv(spA,38,37,1);
spA=spSisestaArv(spA,39,29,1); # väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,39,34,-1);
spA=spSisestaArv(spA,40,30,1); # $T_t$ ($theta^{\prime}$)
spA=spSisestaArv(spA,40,38,1)*GIt2/GIt1;
# tasakaal
spA=spSisestaArv(spA,41,27,1); # Q
spA=spSisestaArv(spA,41,35,1);
spA=spSisestaArv(spA,42,28,-1); # M
spA=spSisestaArv(spA,42,38,1);
spA=spSisestaArv(spA,42,40,1);
spA=spSisestaArv(spA,43,36,1); # M
spA=spSisestaArv(spA,43,30,1)
spA=spSisestaArv(spA,43,32,1);
spA=spSisestaArv(spA,44,31,1); # B
spA=spSisestaArv(spA,44,39,1);
# sõlm 4
spA=spSisestaArv(spA,45,41,1); # w
spA=spSisestaArv(spA,46,42,-1); # pööre fi
spA=spSisestaArv(spA,47,45,1); # väändenurk
spA=spSisestaArv(spA,48,46,1); # $T_t$ ($theta^{\prime}$)
#
spA_rank = sprank(spA) # võrrandisüsteemi astak

Sisestatud võrrandite arvu ja astakut saab kontrollida arvutuspäeviku väljavõttest 3.10.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.10 (Naide4_6U.m)
Pärast põhivõrrandite sisestamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 24
spA_veergu = 48
Pärast toel A toetingimuste lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 28
spA_veergu = 48
Pärast sõlmes D pidevusvõrrandite lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 32
spA_veergu = 48
Pärast sõlmes D tasakaaluvõrrandite lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 36
spA_veergu = 48
Pärast sõlmes E pidevusvõrrandite lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 40
spA_veergu = 48
Pärast sõlmes E tasakaaluvõrrandite lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 44
spA_veergu = 48
Pärast toel B toetingimuste lisamist on võrrandisüsteemis
spA_rida = 48
spA_veergu = 48

spA_rank = 48
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Algparameetrite arvutus. Rajaväärtuste leidmisel korrutasime siirded, paindenurgad
ja väändenurgad skaleerimisteguriga: 𝑏𝑎𝑎𝑠𝑖0 = 1.0𝑒 + 10. Skaleerimata algparameetrite
saamiseks tuleb vastavad suurused jagada skaleerimisteguriga. Talade 1, 2 ja 3 skaleerimata
algparameetrid on toodud arvutuspäeviku väljavõttes 3.11.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.11 (Naide4_6U.m)
Algparameetrid - AP1 AP2 AP3

w - 0.0000e+00 1.1357e-04 1.1357e-04
fi - 0.0000e+00 4.9646e-08 5.6784e-07
Q - -6.8039e-15 -6.8039e-15 -6.8039e-15
M - 2.5000e+03 3.6090e+02 2.5000e+03

theta - 0.0000e+00 5.6784e-07 4.9646e-08
Tt - 0.0000e+00 -4.6686e+02 4.6686e+02
B - -3.7392e+04 1.0704e+05 1.0704e+05

Tw - 3.6090e+02 -2.0331e+03 -8.2776e+02

3. Siirete, nurkade ja momentide arvutus. Siirete, painde- ja väändenurkade,
põikjõudude, painde- ja väändemomentide leidmiseks tala ristlõigetes kasutame ülekande-
võrrandit (C.1)

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (3.36)

kus ZA on tala algparameetrid (vt arvutuspäeviku väljavõte 3.11). Ülekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylTVlin.m ning koormusvektori
∘
Z funktsioonidega

yzTVmx.m ja yzTVqz.m (vt väljavõte programmist 3.10).

Väljavõte programmist 3.10 (Naide4_6U.m)
AP=AP1;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;
xsamm=l1/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylTVlin(baasi0,l1,xx,GAr,EI1,GIt1,EIw1);
Fvv(1:8,ij)=vvF*AP;
Fvv(9,ij)=Fvv(6,ij)+Fvv(8,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor
AP=AP2;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;
xsamm=l2/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylTVlin(baasi0,l2,xx,GAr,EI2,GIt2,EIw2);
vB2b=yzTVmx(baasi0,l2,xx,0.0,mx,GIt2,EIw2); # koormusvektori arvutus
vB2=vB2b;

Fvv(1:8,ij)=vvF*AP+vB2;
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Fvv(9,ij)=Fvv(6,ij)+Fvv(8,ij);
xx=xx+xsamm;
endfor
AP=AP3;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;
xsamm=l3/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1 # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes(ij,1)=xx;

vvF=ylTVlin(baasi0,l3,xx,GAr,EI1,GIt1,EIw1);
Fvv(1:8,ij)=vvF*AP;
Fvv(9,ij)=Fvv(6,ij)+Fvv(8,ij);

xx=xx+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspäeviku väljavõttes 3.12.

Väljavõte arvutuspäevikust 3.12 (Naide4_6U.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.007427

x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
w - 0.000e+00 7.098e-06 2.839e-05 6.388e-05 1.136e-04

fi - 0.000e+00 -1.420e-07 -2.839e-07 -4.259e-07 -5.678e-07
Q - 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15
M - -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03

theta - 0.000e+00 -4.723e-06 -1.265e-05 -1.504e-05 4.965e-08
Tt - 0.000e+00 -1.216e+02 -1.049e+02 5.958e+01 4.669e+02
B - 3.739e+04 8.687e+03 -1.500e+04 -4.735e+04 -1.070e+05

Tw - -3.609e+02 -2.393e+02 -2.560e+02 -4.205e+02 -8.278e+02
Tsum - -3.609e+02 -3.609e+02 -3.609e+02 -3.609e+02 -3.609e+02

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.007790

x= 0.00 125.00 250.00 375.00 500.00
w - 1.136e-04 1.089e-04 1.074e-04 1.089e-04 1.136e-04

fi - 4.965e-08 2.482e-08 1.105e-21 -2.482e-08 -4.965e-08
Q - 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15
M - -3.609e+02 -3.609e+02 -3.609e+02 -3.609e+02 -3.609e+02

theta - 5.678e-07 4.423e-05 6.628e-05 4.423e-05 5.678e-07
Tt - 4.669e+02 5.780e+02 3.638e-12 -5.780e+02 -4.669e+02
B - -1.070e+05 4.982e+04 8.879e+04 4.982e+04 -1.070e+05

Tw - 2.033e+03 6.720e+02 0.000e+00 -6.720e+02 -2.033e+03
Tsum - 2.500e+03 1.250e+03 3.638e-12 -1.250e+03 -2.500e+03

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
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k = 0.007427
x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00

w - 1.136e-04 6.388e-05 2.839e-05 7.098e-06 2.711e-20
fi - 5.678e-07 4.259e-07 2.839e-07 1.420e-07 0.000e+00
Q - 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15
M - -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03

theta - 4.965e-08 -1.504e-05 -1.265e-05 -4.723e-06 1.084e-19
Tt - -4.669e+02 -5.958e+01 1.049e+02 1.216e+02 -1.819e-12
B - -1.070e+05 -4.735e+04 -1.500e+04 8.687e+03 3.739e+04

Tw - 8.278e+02 4.205e+02 2.560e+02 2.393e+02 3.609e+02
Tsum - 3.609e+02 3.609e+02 3.609e+02 3.609e+02 3.609e+02

Leitud tulemuste põhjal koostame Π-tala epüürid koormusest 𝑚𝑥 (jn 3.15, b–j).

1 1

2

κ = 0.007427 1/cm κ = 0.007427 1/cm

= 0.00779 1/cmκ

400 cm 400 cm500 cm

m   = 10.0 N

z

y

1
x

4
x

3

2
��
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������
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���
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(a) Koormus 𝑚𝑥 = 10.0 (N·cm)/cm (vt tabel 1.1)

[n
m
]

1135 1089 10891073 1135
638

283
700

638
283

70 0

(b) Siire 𝑤

[n
ra
d
]

0
141

283

0
141

283
425

567

49 24 0

24 49

425
567

(c) Paindenurk 𝜙

[n
ra
d
]

49

567

49

567
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(f) Paindemoment 𝑀𝑦

Joonis 3.15. Π-tala paine ja vääne. Epüürid b–f
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(j) Koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚

Joonis 3.15. Π-tala paine ja vääne. Epüürid g–j

EST-meetodiga ja raamatus [Bõt62] toodud valemite abil arvutatud Π-tala paindemo-
mendid ja bimomendid on esitatud tabelites 3.8, 3.9 ja 3.10.

Raamatus [Bõt62, lk 353 ja 386] on toodud näited Π-kujulise raami arvutamiseks jõu- ja
deformatsioonimeetodiga. Neis näidetes on varraste 1 ja 3 (jn 3.13 𝐴𝐷, 𝐵𝐸) kooldejäikus
𝑖1𝜔 = 𝐸𝐼1𝜔/𝑙1 = 1.0. Leitud paindemomendid ja bimomendid on esitatud tabelite 3.8, 3.9 ja
3.10 veerus ’Def-meetod’.

Võrdluseks EST-meetodil saadud tulemustega võtsime [Bõt62] valemites varraste 1 ja 3
kooldejäikuseks 𝑖1𝜔 = 𝐸𝐼1𝜔/𝑙1 = 2.8348×1013/400 = 7.0870×1010 (𝜅1 = 0.007427 1/cm).
Arvutiprogrammidega Naide4_6Udef.m ja Naide4_6Uforce.m arvutatud paindemomendid ja
bimomendid on tabelite 3.8, 3.9 ja 3.10 veerus ’Def-meetod+’.

Arvude erinevus veergudes ’Def-meetod+’ ja ’EST-meetod’ on välja toodud tabelite 3.8,
3.9 ja 3.10 all.
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Tabel 3.8. Π-tala koormusega 𝑚𝑥. Tulemuste võrdlus (1)

x [cm] Z(x) Def-meetod
[Bõt62]

Def-meetod+32

[Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

0.0

𝑤 cm 0.000 cm

𝜙 rad 0.000 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 −2.5000× 103 −2.5000× 103 N·cm −2.500× 103 N·cm

𝜃 rad 0.000 rad

𝑇𝑡 kG·m 0.000 N·cm

𝐵𝜔 −1.2637× 10−6 −3.5662× 104 N·cm2 3.739× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −3.609× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.609× 102 N·cm

200

𝑤 cm 2.839× 10−5 cm

𝜙 rad −2.839× 10−7 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 kG·m −2.500× 103 N·cm

𝜃 rad −1.265× 10−5 rad

𝑇𝑡 kG·m −1.049× 102 N·cm

𝐵𝜔 kG·m2 −1.500× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −2.560× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.609× 102 N·cm

400− 𝜖

𝑤 cm 1.136× 10−4 cm

𝜙 rad −5.678× 10−7 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 2.5000× 103 2.5000× 103 33 N·cm −2.500× 103 N·cm

𝜃 rad 4.965× 10−8 rad

𝑇𝑡 kG·m 4.669× 102 N·cm

𝐵𝜔 3.6140× 10−6 1.0199× 105 N·cm2 −1.070× 105 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −8.278× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −3.609× 102 N·cm

𝐵𝐴𝐷 = 3.5662×104 <=> 3.739×104; 100×(3.739×104 − 3.5662×104)/3.739×104 = 4.62%

𝐵𝐷𝐴 = −1.0199×105 <=> −1.070×105; 100×(1.070×105 − 1.0199×105)/1.070×105 = 4.68%

32 Raamatus [Bõt62] toodud valemeid on täiendatud varda kooldejäikusega 𝑖1𝜔 = 𝐸𝐼1𝜔/𝑙1 (vt arvutiprog-
ramme Naide4_6Udef.m ja Naide4_6Uforce.m).

33 Deformatsioonimeetodit kasutades on siin positiivsel momendil päripäevane suund.
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Tabel 3.9. Π-tala koormusega 𝑚𝑥. Tulemuste võrdlus (2)

x [cm] Z(x) Def-meetod
[Bõt62]

Def-meetod+34

[Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

400 + 𝜖

𝑤 cm 1.136× 10−4 cm

𝜙 rad 4.965× 10−8 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 −1.2194× 10−8 −3.4412× 102 N·cm −3.609× 102 N·cm
𝜃 rad 5.678× 10−7 rad

𝑇𝑡 kG·m 4.669× 102 N·cm

𝐵𝜔 −3.6140× 10−6 −1.0199× 105 N·cm2 −1.070× 105 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 2.033× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 2.500× 103 N·cm

650

𝑤 cm 1.074× 10−4 cm

𝜙 rad 1.105× 10−21 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 kG·m −3.609× 102 N·cm
𝜃 rad 6.628× 10−5 rad

𝑇𝑡 kG·m 3.638× 10−12 N·cm

𝐵𝜔 kG·m2 8.879× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 0.000 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 3.638× 10−12 N·cm

900− 𝜖

𝑤 cm 1.136× 10−4 cm

𝜙 rad −4.965× 10−8 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 1.2194× 10−8 3.4412× 102 N·cm −3.609× 102 N·cm

𝜃 rad 5.678× 10−7 rad

𝑇𝑡 kG·m −4.669× 102 N·cm

𝐵𝜔 3.6140× 10−6 1.0199× 105 N·cm2 −1.070× 105 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m −2.033× 103 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m −2.500× 103 N·cm

𝑀𝐷𝐸 = −3.4412×102 <=> −3.609×102; 100×(3.609×102 − 3.4412×102)/3.609×104 = 4.65%

𝐵𝐷𝐸 = −1.0199×105 <=> −1.070×105; 100×(1.070×105 − 1.0199×105)/1.070×105 = 4.68%

𝑀𝐸𝐷 = 3.4412×102 <=> −3.609×102; 100×(3.609×102 − 3.4412×102)/3.609×104 = 4.65%

𝐵𝐸𝐷 = 1.0199×105 <=> −1.070×105; 100×(1.070×105 − 1.0199×105)/1.070×105 = 4.68%

34 Raamatus [Bõt62] toodud valemeid on täiendatud varda kooldejäikusega 𝑖1𝜔 = 𝐸𝐼1𝜔/𝑙1 (vt arvutiprog-
ramme Naide4_6Udef.m ja Naide4_6Uforce.m).
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Tabel 3.10. Π-tala koormusega 𝑚𝑥. Tulemuste võrdlus (3)

x [cm] Z(x) Def-meetod
[Bõt62]

Def-meetod+35

[Bõt62] Mõõtühik EST-meetod Mõõtühik

900 + 𝜖

𝑤 cm 1.136× 10−4 cm

𝜙 rad 5.678× 10−7 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 2.5000× 103 2.5000× 103 N·cm −2.500× 103 N·cm
𝜃 rad 4.965× 10−8 rad

𝑇𝑡 kG·m −4.669× 102 N·cm

𝐵𝜔 −3.6140× 10−6 −1.0199× 105 N·cm2 −1.070× 105 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 8.278× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 3.609× 102 N·cm

1100

𝑤 cm 2.839× 10−5 cm

𝜙 rad 2.839× 10−7 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 kG·m −2.500× 103 N·cm
𝜃 rad −1.265× 10−5 rad

𝑇𝑡 kG·m 1.049× 102 N·cm

𝐵𝜔 kG·m2 −1.500× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 2.560× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 3.609× 102 N·cm

1300

𝑤 cm 2.711× 10−20 cm

𝜙 rad 0.000 rad

𝑄𝑧 kG 6.804× 10−15 N

𝑀𝑦 −2.5000× 103 −2.5000× 103 N·cm −2.500× 103 N·cm

𝜃 rad 1.084× 10−19 rad

𝑇𝑡 kG·m −1.819× 10−12 N·cm

𝐵𝜔 1.2637× 10−6 3.5662× 104 N·cm2 3.739× 104 N·cm2

𝑇𝜔 kG·m 3.609× 102 N·cm

𝑇𝑠𝑢𝑚 kG·m 3.609× 102 N·cm

𝐵𝐸𝐵 = −1.0199×105 <=> −1.070×105; 100×(1.0199×105 − 1.070×105)/1.070×105 = 4.68%

𝐵𝐵𝐸 = 3.5662×104 <=> 3.739×104; 100×(3.739×104 − 3.5662×104)/3.739×104 = 4.62%

35 Raamatus [Bõt62] toodud valemeid on täiendatud varda kooldejäikusega 𝑖1𝜔 = 𝐸𝐼1𝜔/𝑙1 (vt arvutiprog-
ramme Naide4_6Udef.m ja Naide4_6Uforce.m).
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Joonisel 3.16 on hõreda maatriksi muster (hõreda maatriksi spA(48,48) nullist erinevate
elementide asukohad).

Põhivõrrandid 1−24

Toetingimused 25−28

Pidevustingimused 29−32

Tasakaalutingimused 33−36

Pidevustingimused 37−40

Tasakaalutingimused 41−44

Toetingimused 45−48
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spy(spA) − hõreda maatriksi spA(48,48) 131  nullist erinevad elemendid [5.7%] 

Joonis 3.16. Π-tala hõreda maatriksi spA muster



A. Õhukeseseinalise varda ristlõike
geomeetrilised karakteristikud

Õhukeseseinalise varda ristlõike geomeetrilised karakteristikud on:

• sektorkoordinaat (sks Sektorkoordinate, ingl sectorial coordinate, vn sektorial~na�
koordinata);

• staatiline sektormoment (sks statisches Sektormoment, ingl sectorial statical moment,
vn sektorial~ny$i statiqeski$i moment);

• sektortsentrifugaalmoment (sks Sektorzentrifugalmoment, ingl sectorial centrifugal
moment of inertia, vn sektorial~ny$i centrobe�ny$i moment inercii);

• sektorinertsimoment (sks Sektorträgheitsmoment, ingl sectorial moment of inertia, vn
sektorial~ny$i moment inercii).

Õhukeseseinalise varda keskpinna ja ristlõike lõikejoont nimetame keskjooneks ehk profiil-
jooneks (jn A.1).

z

y

x

Keskpind

z

y

x

Keskpind

:

Joonis A.1. Keskjoon

A.1 Sektorkoordinaat
Õhukeseseinalise varda ristlõikest väljaspool võtame kasutusele punkti P (jn A.2), mida
nimetame pooluseks. Keskjoonel valime koordinaadi alguspunktiks M. Raadiusvektor 𝜌
määrab punkti M asukoha keskjoonel.

Meelevaldse punkti N asukoha keskjoonel saame avaldada määratud integraaliga:

𝜔𝑁 =

∫︁ 𝑠2

𝑠1

𝑟d𝑠 (A.1)
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Joonis A.2. Sektorpindala

kus
𝜔 – sektorpindala e sektorkoordinaat;
r – pooluse P kaugus keskjoone puutujast, mis läbib punkti N;
d𝑠 – keskjoone diferentsiaal.

Integraalis olev suurus 𝑟d𝑠 on võrdne kolmnurga 𝑃𝑁1𝑁 kahekordse pindala-
ga.Keskjoonega eraldatud sektorisse ∠ MPN jääva kujundi kahekordne pindala on võrdne
sektorkoordinaadiga 𝜔𝑁 (A.1).

Võtame kasutusele parema käe teljestiku (jn A.3), mille puhul raadiusvektori 𝜌 pööre
vastupäeva on positiivne.

Joonis A.3. Vasaku ja parema käe
teljestik

Joonisel on näidatud positiivse pöörde-
nurga suund. Vaadates telje positiivsest ot-
sast, loeme pöörde positiivseks z-teljest x-
telje suunas, x-teljest y-telje suunas ja y-
teljest z-telje suunas.

Sektorkoordinaadi muutuse õhukeseseinalise varda ristlõikes saab esitada graafikuna.
Nimetame seda graafikut sektorkoordinaatide epüüriks. Kõverjoonelise keskjoone puhul on
sektorkoordinaat mittelineaarne funktsioon muutujast s ja tema graafik on kõverjooneline.
Keskjoone sirgjoonelisele osale vastav sektorkoordinaat on lineaarne funktsioon muutujast s.
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Näide A.1 (sektorkoordinaat) . Arvutada joonisel A.4a kujutatud õhukeseseinalise varda
ristlõike sektorkoordinaadid ja koostada ristlõike sektorkoordinaatide epüür.

Valime pooluseks punkti P ja sektorkoordinaadi alguspunktiks M (𝜔𝑀 = 0). Arvutame
punktide 1, 2, 3 ja 4 sektorkoordinaadid (raadiusvektori 𝜚 pööre vastupäeva on positiivne).

𝜔1 = 2 · △𝑃𝑀2 − 2 · △𝑃21 = 𝑐ℎ/2 − 𝑏ℎ/2 = −(𝑏− 𝑐)ℎ/2

𝜔2 = 2 · △𝑃𝑀2 = 𝑐ℎ/2

𝜔3 = −2 · △𝑃𝑀3 = −𝑐ℎ/2 (A.2)
𝜔4 = −2 · △𝑃𝑀3 + 2 · △𝑃34 = −𝑐ℎ/2 + 𝑏ℎ/2 = (𝑏− 𝑐)ℎ/2
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2 1(a) (b)

Joonis A.4. Sektorkoordinaat

Leitud sektorkoordinaatide väärtuste (A.2) põhjal koostame ristlõike sektorkoordinaatide
epüüri (jn A.4b).

A.2 Staatiline sektormoment
Õhukeseseinalise varda ristlõike pinnaelemendi staatiliseks sektormomendiks nimetatakse
pinnaelemendi dA ja sektorkoordinaadi 𝜔 korrutist. Kogu kujundi staatiline sektormoment
𝑆𝜔 määratakse integraalina pindala A ulatuses:

𝑆𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜔d𝐴 (A.3)

Kui ristlõikes leidub sirgeid lõike ühtlase paksusega 𝛿𝑖, siis staatilise sektormomendi arvu-
tus lihtsustub. Sel juhul avaldub keskjoone elemendi ds pikkusele vastav pinnaelement dA
(jn A.5a) kujul

𝑑𝐴 = 𝛿𝑖𝑑𝑠 (A.4)
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Joonis A.5. Staatiline sektormoment

Nüüd saame avaldada staatilise sektormomendi (A.3):

𝑆𝜔 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∫︁
𝑠𝑖

𝜔d𝑠 (A.5)

Leiame staatilise sektormomendi epüüri (jn A.5b) pindala diferentsiaali dΩ seosega

dΩ = 𝜔d𝑠 (A.6)

Õhukeseseinalise varda ristlõike ühtlase paksusega lõikude puhul saab staatilise sektormo-
mendi arvutada avaldisega

𝑆𝜔 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖Ω𝑖 (A.7)

Näide A.2 (staatiline sektormoment) . Arvutada joonisel A.6a näidatud õhukeseseinalise
varda ristlõikest lõikega I–I eraldatud osa staatiline sektormoment.

Esmalt leiame staatilise sektormomendi punktides 1, 2, 3 ja 4:

𝜔𝑀 = 0

𝜔1 = 2 · △𝑃𝑀2 − 2 · △𝑃21 = 3.0 (11.0 − 0.6) − 8.0 (11.0 − 0.6) = −52.0 cm2

𝜔2 = 2 · △𝑃𝑀2 = 3.0 (11.0 − 0.6) = 31.2 cm2 (A.8)
𝜔3 = −2 · △𝑃𝑀3 = −3.0 (11.0 − 0.6) = −31.2 cm2

𝜔4 = −2 · △𝑃𝑀3 + 2 · △𝑃34 = −3.0 (11.0 − 0.6) + 8.0 (11.0 − 0.6) = 52.0 cm2

Sektorkoordinaadi lõikes I–I (jn A.6a) saame sarnastest kolmnurkadest (jn A.6b):

𝜔𝐼−𝐼 = 31.2 · 5.0/11.0 = 14.182 cm2 (A.9)

Staatiline sektormoment lõikes I–I

𝑆𝜔 =
2∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖Ω𝑖 = 1.2
31.2 − 52.0

2
8.0 + 0.9

31.2 + 14.182

2
6.0 = 22.691 cm4 (A.10)
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Joonis A.6. Staatiline sektormoment lõikes I–I

A.2.1 Vereštšagini võte
Vereštšagini1 võtet integraali arvutamisel saab kasutada, kui üks epüüridest on lineaarne. Joo-
nisel A.7 kujutatud lineaarse epüüri ordinaadi 𝜙𝑠 saab avaldada seosest 𝜙 (𝑠) = 𝑧 = 𝑠 tan𝛼.
Integraali teisendame kujule

𝐼 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑠)𝜙 (𝑠) d𝑠 = tan𝛼

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑠 𝑓 (𝑠) d𝑠 (A.11)

Epüüri 𝑓 (𝑠) staatiline moment telje 𝑂𝑂* suhtes

Ω 𝑠𝑐 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑠 𝑓 (𝑠) d𝑠 (A.12)
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Joonis A.7. Vereštšagini võte

1 A. K. Vereštšagin, Moskva Raudteetranspordi Inseneride Instituudi üliõpilane, esitas selle valemi 1925.
aastal.
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Integraalis (A.11) asendame
∫︀ 𝑏
𝑎
𝑠 𝑓 (𝑠) d𝑠 avaldisega (A.12). Jooniselt A.7 näeme, et

𝑠𝑐 tan𝛼 = 𝑧𝑐, kus 𝑧𝑐 on lineaarselt muutuvas epüüris 𝜙 (𝑠) epüüri 𝑓 (𝑠) pindala Ω
raskuskeskme kohal olev ordinaat. Eelnenut arvesse võttes avaldame integraali (A.11)
järgmiselt:

𝐼 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑠)𝜙 (𝑠) d𝑠 = Ω 𝑧𝑐 (A.13)

h

l/2

l

h

l/3
l

l/4
l

h

(1/3) l

l(1/4)

(5/8)ll h(2/3)

l h(1/3)

l h(1/2)

l h (1/2)l

Epüüri pindala Raskuskeskme kaugus

h

l

5/8 l

Epüüri kuju

Joonis A.8. Epüüride pindalad

Seega on epüüride 𝜙 (𝑠), 𝑓 (𝑠)
ordinaatide korrutise integraal lõi-
gul [𝑎, 𝑏] võrdne korrutisega, mille
üheks teguriks on epüüri pind-
ala Ω ja teiseks teguriks lineaar-
selt muutuvas epüüris ordinaat
𝑧𝑐, mis on kohakuti pindala Ω
raskuskeskmega (jn A.7). Korrutis
Ω 𝑧𝑐 on positiivne, kui koormusest
põhjustatud epüür 𝑓 (𝑠) ja ordinaat
𝑧𝑐 on sama märgiga. Joonisel A.8
on näidatud lihtsate epüüride pind-
alad ja nende raskuskeskmete kau-
gused. Epüüri raskuskeskme arvu-
tamise asemel on lihtsam kasutada
Simpsoni valemit.

A.2.2 Simpsoni valem
Simpsoni2 3. valemi puhul jagame pideva funktsiooni 𝑓 (𝑥) integreerimisel lõigu [𝑎, 𝑏]
pikkusega l pooleks (l/2 ja l/2). Siis

𝐼 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑠) d𝑠 =
𝑙

6
[𝑓 (𝑎) + 4 · 𝑓 (𝑐) + 𝑓 (𝑏)] (A.14)

kus
𝑓 (𝑎) – funktsiooni väärtus lõigu alguses;
𝑓 (𝑐) – funktsiooni väärtus lõigu keskel;
𝑓 (𝑏) – funktsiooni väärtus lõigu lõpus.

Simpsoni valem (A.14) annab täpse tulemuse kuni kuuppolünoomini. Integreerimisvahemiku
a–b jagamisel paarisarvuliseks n võrdseks osaks ∆𝑠 = 𝑙/𝑛 võtab Simpsoni valem kuju

𝐼 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑠) d𝑠 ≈ ∆𝑠

3
[𝑓0 + 4 · 𝑓1 + 2 · 𝑓2 + 4 · 𝑓3 + 2 · 𝑓4 + . . .

. . .+ 2 · 𝑓𝑛−2 + 4 · 𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛] (A.15)

2 Thomas Simpson (1710–1761), inglise matemaatik.
3 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Simpson.html

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Simpson.html
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Joonis A.9. Märgid Simpsoni valemis

Joonisel A.9a on funktsioonide 𝑓 (𝑠) ja 𝜙 (𝑠) epüüride ordinaadid sama märgiga. Jooni-
sel A.9b on funktsioonide ordinaatidel epüüride otstes erinevad märgid. Korrutise integraali
arvutamiseks rakendame Simpsoni valemit (A.14)

𝐼 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑠)𝜙 (𝑠) d𝑠 =
𝑙

6
[𝜙𝑎𝑓𝑎 + 4 · 𝜙𝑐𝑓𝑐 + 𝜙𝑏𝑓𝑏] (A.16)

Siin on korrutised 𝜙𝑎𝑓𝑎, 𝜙𝑐𝑓𝑐 ja 𝜙𝑏𝑓𝑏 positiivsed, kui epüüride ordinaadid on varda samal
poolel, ja negatiivsed, kui epüüride ordinaadid on vastandmärkidega. Näiteks joonisel
A.9b on lõigu algul (punktis a) ja lõpus (punktis b) epüüride ordinaatide korrutis negatiivne,
kuna ordinaadid on suunatud eri poole. Lõigu keskel (punktis c) on ordinaatide korrutis posi-
tiivne. Simpsoni valem (A.16) annab täpse tulemuse lineaarsete epüüride ning lineaarse ja
ruutparaboolse epüüri korrutamisel. Kõrgemat järku epüüride puhul tuleb kasutada Simpsoni
3/8-valemit (A.22).

Numbrilisel integreerimisel Simpsoni valemiga (A.16) kasutame arvutusprogrammi GNU
Octave. Korrutame vektorid a (A.17) ja b (A.18) elementide kaupa (Hadamard’i4 korrutis)5.
Korrutamise tulemuseks on avaldis (A.19).

a = [𝜙𝑎 𝜙𝑐 𝜙𝑏] (A.17)
b = [𝑓𝑎 𝑓𝑐 𝑓𝑏] (A.18)

a.*b = [𝜙𝑎 · 𝑓𝑎 𝜙𝑐 · 𝑓𝑐 𝜙𝑏 · 𝑓𝑏] (A.19)

Võtame kasutusele Simpsoni valemi kordajaid sisaldava vektori spH, mille transponee-
ritud kuju on

spH′ =
𝑙

6
[1 4 1] (A.20)

4 Jacques Salomon Hadamard (1865–1963), prantsuse matemaatik.
5 https://en.wikipedia.org/wiki/Hadamard_product_%28matrices%29

https://en.wikipedia.org/wiki/Hadamard_product_%28matrices%29
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Elementi elemendiga korrutades saadud tulemuse (A.19) korrutame skalaarselt vektoriga
(A.20). Tulemuseks on Simpsoni valem (A.16)

a.*b · spH =
𝑙

6
[𝜙𝑎 · 𝑓𝑎 𝜙𝑐 · 𝑓𝑐 𝜙𝑏 · 𝑓𝑏]

⎡⎣ 1
4
1

⎤⎦ =
𝑙

6
[𝜙𝑎𝑓𝑎 + 4 · 𝜙𝑐𝑓𝑐 + 𝜙𝑏𝑓𝑏] (A.21)

A.2.3 Simpsoni 3/8-valem
Kasutades Simpsoni 3/8-valemit pideva funktsiooni 𝑓 (𝑥) integreerimisel, jagame lõigu [𝑎, 𝑏]
pikkusega 𝑙 kolmeks (𝑙/3, 𝑙/3 ja 𝑙/3):∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑙

8
[𝑓 (𝑎) + 3 · 𝑓 (𝑐) + 3 · 𝑓 (𝑑) + 𝑓 (𝑏)] (A.22)

kus
𝑓 (𝑎) – funktsiooni väärtus lõigu alguses;
𝑓 (𝑐) – funktsiooni väärtus 1

3
lõigul;

𝑓 (𝑑) – funktsiooni väärtus 2
3

lõigul;
𝑓 (𝑏) – funktsiooni väärtus lõigu lõpus.

A.3 Sektortsentrifugaalmomendid
Õhukeseseinalise varda ristlõike sektortsentrifugaalmoment pinnakeset läbiva keskpeatelje y
või z suhtes avaldub integraalina

𝐼𝜔 𝑦 =

∫︁
𝐴

𝑧 𝜔d𝐴, 𝐼𝜔 𝑧 =

∫︁
𝐴

𝑦 𝜔d𝐴 (A.23)

kus
𝜔 – sektorpindala e sektorkoordinaat;
𝐴 – ristlõike pindala.

Kui ristlõikes on lõike ühtlase paksusega 𝛿𝑖, siis staatilise sektormomendi arvutus lihtsus-
tub. Keskjoone elemendi ds pikkusele vastava pinnaelemendi dA pindala on siis 𝛿𝑖d𝑠.

𝐼𝜔 𝑦 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∫︁
𝑠𝑖

𝑧 𝜔d𝑠, 𝐼𝜔 𝑧 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∫︁
𝑠𝑖

𝑦 𝜔d𝑠 (A.24)

Siinsed integraalid võib arvutada Vereštšagini võttega (A.13) või Simpsoni valemiga (A.16).
Viimasel juhul tuleb koostada funktsioonide 𝜔 (𝑠), 𝑦 (𝑠) ja 𝑧 (𝑠) graafikud (epüürid).

Näide A.3 (sektortsentrifugaalmomendid) . Arvutada joonisel A.10a kujutatud õhukese-
seinalise varda ristlõike sektortsentrifugaalmoment y- ja z-telje suhtes.
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Joonis A.10. Sektortsentrifugaalmoment

Pooluse 𝑃𝑜 ja koordinaadi alguspunkti M valime keskjoonel nii, nagu on näidatud jooni-
sel A.10a. Pooluse 𝑃𝑜 selline valik võimaldab arvutust lihtsustada. Punkti 1 sektorkoordinaat
𝜔1 = −8.0 · 10.4 = − 83.2 cm2.

Ristlõike pinnakeskme asukoha leidmiseks arvutame esmalt ristlõike pindala A:

𝐴 = 2 (8.0 − 0.45) 1.2 + 22 · 0.9 = 37.92 cm2 (A.25)

Ristlõike pinnakeskme kaugus 𝑦𝑜 vertikaalsest keskjoonest

𝑦𝑜 = 2 (8.0 − 0.45) 1.2 (8 + 0.45) / (2 · 37.92) = 2.0189 cm (A.26)

Joonisel A.10a on ristlõike keskpeateljed y ja z. Nende telgede suhtes sektortsentrifugaalmo-
menti arvutades kasutame Vereštšagini võtet (A.13).

𝐼𝜔 𝑧 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∫︁
𝑠𝑖

𝑦 𝜔d𝑠 = 0 (A.27)

𝐼𝜔 𝑦 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∫︁
𝑠𝑖

𝑧 𝜔d𝑠 =
3∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖 𝑧𝑐 Ω = 2 · 1.2 · 10.4 (8 · 83.2) /2 = 8 306.7 cm5 (A.28)

A.4 Sektorkoordinaadi teisendused
Vaatleme sektorkoordinaadi alguspunkti ja pooluse teisendust.

A.4.1 Sektorkoordinaadi alguspunkti muutmine
Vaatame, kuidas muutub keskjoonel asuva punkti N (jn A.11) sektorkoordinaat 𝜔 tema al-
guspunkti M* üleviimisel punkti M (parema käe teljestiku puhul on raadiusvektori pööre
vastupäeva positiivne).
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*
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.

.

M

M

P

N

Joonis A.11. Sektorkoordinaadi alguspunkti muutmine

Punkti N sektorkoordinaat alguspunktiga M*

𝜔*
𝑁 = 2 · △𝑃𝑀*𝑁 (A.29)

punkti M sektorkoordinaat alguspunktiga M*

𝜔*
𝑀 = 2 · △𝑃𝑀*𝑀 (A.30)

ning punkti N sektorkoordinaat alguspunktiga M

𝜔𝑁 = 2 · △𝑃𝑀𝑁 − 2 · △𝑃𝑀*𝑀 = 𝜔*
𝑁 − 𝜔*

𝑀 (A.31)

Märgid avaldises (A.31) kehtivad raadiusvektori pöördel vastupäeva.

A.4.2 Sektorkoordinaadi pooluse muutmine
Vaatame, kuidas muutub sektorkoordinaat 𝜔 tema pooluse 𝑃𝑜 üleviimisel punkti P (jn A.12a).
Võtame kasutusele parema käe teljestiku, mille puhul on raadiusvektori pööre vastupäeva
positiivne.

Sektorkoordinaadi diferentsiaalid d𝜔𝑃𝑜 (poolus 𝑃𝑜) ja d𝜔𝑃 (poolus 𝑃 ):

d𝜔𝑃𝑜 = 𝑟𝑜d𝑠 (A.32)
d𝜔𝑃 = 𝑟d𝑠 (A.33)

Jooniselt A.12a näeme, et

𝑟 = 𝑟𝑜 + 𝑧𝑃 sin𝛼 + 𝑦𝑃 cos𝛼 (A.34)

kus 𝛼 tähistab nurka keskjoone puutuja 𝑡 − 𝑡 (punktis M) ja z-telje vahel. Jooniselt
A.12b saame seosed

𝑑𝑦 = 𝑑𝑠 sin𝛼, 𝑑𝑧 = − 𝑑𝑠 cos𝛼 (A.35)
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Joonis A.12. Sektorkoordinaadi pooluse muutmine

Siit leiame

sin𝛼 =
d𝑦

d𝑠
, cos𝛼 = − d𝑧

d𝑠
(A.36)

Saadud seosed asetame avaldisse (A.34):

𝑟 = 𝑟𝑜 + 𝑧𝑃
d𝑦

d𝑠
− 𝑦𝑃

d𝑧

d𝑠
(A.37)

Sektorkoordinaadi diferentsiaali d𝜔𝑃 (A.33) kirjutame kujul

d𝜔 = 𝑟d𝑠 = 𝑟𝑜d𝑠+ 𝑧𝑃 d𝑦 − 𝑦𝑃 d𝑧 (A.38)
ehk

d𝜔 = d𝜔𝑜 + 𝑧𝑃 d𝑦 − 𝑦𝑃 d𝑧 (A.39)

Avaldist (A.39) integreerides saame

𝜔 = 𝜔𝑜 + 𝑧𝑃 𝑦 − 𝑦𝑃 𝑧 + 𝐶 (A.40)

kus C on integreerimiskonstant.

A.5 Lõikekese
Poolust, mille puhul sektortsentrifugaalmomendid 𝐼𝜔 𝑦, 𝐼𝜔 𝑧 on võrdsed nulliga, nimetatakse
lõikekeskmeks [KMPR12, lk 233] (sks Schubmittelpunkt, ingl shear center, vn centr
izgiba).

𝐼𝜔 𝑦 =

∫︁
𝐴

𝜔 𝑧 d𝐴 =

∫︁
𝐴

(𝜔𝑜 + 𝑧𝑃 𝑦 − 𝑦𝑃 𝑧 + 𝐶) 𝑧 d𝐴 = 0 (A.41)

𝐼𝜔 𝑧 =

∫︁
𝐴

𝜔 𝑦 d𝐴 =

∫︁
𝐴

(𝜔𝑜 + 𝑧𝑃 𝑦 − 𝑦𝑃 𝑧 + 𝐶) 𝑦 d𝐴 = 0 (A.42)
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Kasutatud on ka terminit paindekese [Jür85, lk 229]. Varda lõikekeskmeid ühendavat
joont nimetame elastseks teljeks (sks Schubmittelachse, ingl elastic axis e line of shear cen-
ters, vn lini� centrov izgiba).

Õhukeseseinalise varda pinnakeskmes võtame kasutusele parema käe teljestiku, kus y ja
z on peateljed. Sel juhul võrduvad nulliga nii ristlõikepinna staatilised momendid 𝑆𝑦 ja 𝑆𝑧
kui ka tsentrifugaalmoment 𝐼𝑦 𝑧:

𝑆𝑦 =

∫︁
𝐴

𝑧 d𝐴 = 0, 𝑆𝑧 =

∫︁
𝐴

𝑦 d𝐴 = 0 (A.43)

𝐼𝑦 𝑧 =

∫︁
𝐴

𝑦𝑧 d𝐴 = 0, 𝐼𝑧 𝑦 =

∫︁
𝐴

𝑧𝑦 d𝐴 = 0 (A.44)∫︁
𝐴

𝜔𝑜𝑦 d𝐴⏟  ⏞  
𝐼𝜔𝑜 𝑧

+𝑧𝑃

∫︁
𝐴

𝑦2 d𝐴⏟  ⏞  
𝐼𝑧

−𝑦𝑃
∫︁
𝐴

𝑧𝑦 d𝐴⏟  ⏞  
𝐼𝑧𝑦= 0

+𝐶

∫︁
𝐴

𝑦 d𝐴⏟  ⏞  
𝑆𝑧= 0

= 0 (A.45)

∫︁
𝐴

𝜔𝑜𝑧 d𝐴⏟  ⏞  
𝐼𝜔𝑜 𝑦

+𝑧𝑃

∫︁
𝐴

𝑦𝑧 d𝐴⏟  ⏞  
𝐼𝑦𝑧= 0

−𝑦𝑃
∫︁
𝐴

𝑧2 d𝐴⏟  ⏞  
𝐼𝑦

+𝐶

∫︁
𝐴

𝑧 d𝐴⏟  ⏞  
𝑆𝑦= 0

= 0 (A.46)

Tingimusi (A.43) ja (A.44) arvestades leiame võrranditest (A.45) ja (A.46) lõikekeskme
koordinaadid 𝑧𝑃 ja 𝑦𝑃 :

𝑧𝑃 = −
∫︀
𝐴
𝜔𝑜𝑦 d𝐴∫︀
𝐴
𝑦2 d𝐴

= − 𝐼𝜔𝑜 𝑧

𝐼𝑧
(A.47)

𝑦𝑃 =

∫︀
𝐴
𝜔𝑜𝑧 d𝐴∫︀
𝐴
𝑧2 d𝐴

=
𝐼𝜔𝑜 𝑦

𝐼𝑦
(A.48)

Valemeid (A.47) ja (A.48) kasutatakse ka siis, kui esialgne poolus 𝑃0 ei asu pin-
nakeskmes. Nüüd tuleb nende abil leitud lõikekeskme koordinaatidele 𝑧𝑃 , 𝑦𝑃 lisada pooluse
P kaugus pinnakeskmest.

Kui ristlõikepinnal on sümmeetriatelg, siis asub pinna lõikekese sellel teljel.

Näide A.4 (õhukeseseinalise varda lõikekese) . Arvutada joonisel A.13a kujutatud õhu-
keseseinalise varda ristlõike lõikekese. Ristlõikepinnal on sümmeetriatelg y, millel asub
lõikekese 𝑦𝑃 (𝑧𝑃 = 0). Ristlõikepinna sektortsentrifugaalmomendid 𝐼𝜔 𝑧 = 0 (A.27) ja
𝐼𝜔 𝑦 = 8 306.7 cm5 (A.28).

Leiame ristlõike inertsimomendi 𝐼𝑦 ja lõikekeskme koordinaadi 𝑦𝑃 :

𝐼𝑦 = 2 · 7.55 · 1.23

12
+ 2 · 1.2 · 7.55 · 10.42 +

0.9 · 22.03

12
= 2 760.6 cm4 (A.49)

𝑦𝑃 =
𝐼𝜔𝑜 𝑦

𝐼𝑦
=

8 306.7

2 760.6
= 3.01 cm (A.50)
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Joonis A.13. Sektorkoordinaadi nullpunktid

Lõikekeskme 𝑃 kaugus keskjoonest on 3.01 cm. Ristlõike keskme 𝑂 ja lõikekeskme 𝑃
vaheline kaugus on 3.01 + 2.02 = 5.03 cm (𝑦𝑜 = 2.0189 cm (A.26)).

Punktide 1, 2, 3 ja 4 (jn A.13b) sektorkoordinaadid:

𝜔1 = −2 · △𝑃21 = −8.0 · 10.4 = −83.2 cm2

𝜔2 = 0.0

𝜔3 = −2 · △𝑃23 = −3.009 · 20.8 = −62.587 cm2 (A.51)
𝜔4 = −2 · △𝑃23 + 2 · △𝑃34 = −62.587 + 8.0 · 10.4 = 20.613 cm2

A.6 Sektorkoordinaadi peanullpunkt
Sektorkoordinaadi nullpunktiks nimetatakse sellist sektorkoordinaadi alguspunkti, mille
puhul kogu kujundi staatiline sektormoment võrdub nulliga:

𝑆𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜔d𝐴 = 0 (A.52)

Valime pooluse lõikekeskmesse P (jn A.13a). Paigutame sektorkoordinaadi alguspunkti
𝑀* punkti 2. Olgu otsitava sektorkoordinaadi nullpunkt 𝑀 , siis tema sektorkoordinaat on
𝜔𝑀 .

∫︁
𝐴

(𝜔𝑁 − 𝜔𝑀) d𝐴 = 0 (A.53)

Nullpunkti sektorkoordinaat 𝜔𝑀 on konstantne suurus, mille võib tuua integraalimärgi alt
välja: ∫︁

𝐴

𝜔𝑁d𝐴− 𝜔𝑀

∫︁
𝐴

d𝐴 = 0 (A.54)
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Siit leiame nullpunkti sektorkoordinaadi

𝜔𝑀 =

∫︀
𝐴
𝜔𝑁d𝐴∫︀
𝐴

d𝐴
=
𝑆𝜔
𝐴

(A.55)

Sektorkoordinaadi nullpunkte võib olla mitu. Peanullpunkt on lõikekeskmele kõige lähemal.
Kui ristlõikekujundil on sümmeetriatelg, siis peanullpunkt asub sellel teljel.

Näide A.5 (sektorkoordinaadi peanullpunkt) . Leida joonisel A.13a toodud õhukeseseina-
lise varda sektorkoordinaadi peanullpunkt. Valime pooluse lõikekeskmesse P ja sektorkoordi-
naadi alguspunkti𝑀* punkti 2 (jn A.13a, kus raadiusvektori pööre vastupäeva on positiivne).
Ristlõikekujundi staatilise sektormomendi 𝑆𝜔 arvutame avaldise (A.7) järgi, kus Ω𝑖 on epüüri
𝜔 (jn A.13b) pindala.

𝑆𝜔 =
3∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖Ω𝑖 = 1.2
(−83.2 − 62.59 + 20.6) 8.0

2
− 0.9

62.59 · 20.8

2
= −1 186.8 cm4 (A.56)

Ristlõikekujundi pindala

𝐴 = 1.2 · 8.0 · 2 + 0.9 · 20.8 = 37.92 cm2 (A.57)

Sektorkoordinaadi nullpunkt

𝜔𝑀 =
𝑆𝜔
𝐴

=
−1 186.8

37.92
= −31.3 cm2 (A.58)

Sektorkoordinaadi epüürilt (jn A.13b) näeme, et 𝜔 = −31.3 cm punktides c, d, e. Kõige
lähemal lõikekeskmele P (jn A.13a) on ristlõike sümmeetriateljel asuv punkt c, mis on seega
sektorkoordinaadi peanullpunkt.

A.7 Peasektorkoordinaadid
Peasektorkoordinaatideks nimetatakse sektorkoordinaate, mille poolus on lõikekeskmes ja
alguspunkt peanullpunktis. Peasektorkoordinaatide epüür on joonisel A.14b.

Näide A.6 (peasektorkoordinaatide epüür) . Koostada joonisel A.14a kujutatud õhukese-
seinalise varda ristlõike keskjoone peasektorkoordinaatide epüür. Poolus asub punktis P ja
peanullpunkt punktis M (𝜔𝑀 = 0). Valime parema käe teljestiku, mille puhul on raadiusvek-
tori pööre vastupäeva positiivne.

𝜔2 = 2 · △𝑃𝑀2 = 3.01 · 10.4 = 31.304 cm2

𝜔1 = 2 · △𝑃𝑀2 − 2 · △𝑃21 = 3.516 − 8 · 10.4 = −51.896 cm2

𝜔3 = −2 · △𝑃𝑀3 = −3.01 · 10.4 = −31.304 cm2 (A.59)
𝜔4 = −2 · △𝑃𝑀3 + 2 · △𝑃34 = −31.304 + 8.0 · 10.4 = 51.896 cm2

Leitud tulemuste põhjal koostame peasektorkoordinaatide epüüri (jn A.14b).
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Joonis A.14. Peasektorkoordinaadid

A.8 Sektorinertsimoment
Õhukeseseinalise varda ristlõike sektorinertsimoment 𝐼𝜔 on integraalina väljenduv summa:

𝐼𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜔2d𝐴 (A.60)

Kui ristlõikes leidub sirgeid lõike ühtlase paksusega 𝛿𝑖, siis sektorinertsimomendi arvutus
lihtsustub:

𝐼𝜔 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∫︁
𝑠𝑖

𝜔2𝜔d𝑠 (A.61)

Siin võib integreerimiseks rakendada Vereštšagini võtet (A.13) või Simpsoni valemit
(A.16).

Näide A.7 (sektorinertsimoment) . Arvutada joonisel A.13 toodud ristlõike sektorinertsi-
moment 𝐼𝜔. Peasektorkoordinaatide epüür on joonisel A.14b. Numbrilisel integreerimisel
kasutame Simpsoni valemit (A.16). Eelnevalt leiame peasektorkoordinaatide epüüril
keskmised väärtused 𝜔𝑘 = ±(51.896 − 31.304)/2 = ±10.296 cm2.

𝐼𝜔 =
3∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∫︁
𝑠𝑖

𝜔3d𝑠 = 2 ·1.2 ·8.0/6
(︀
31.3042 + 4 ·10.2962 + 51.8962

)︀
+

2 ·0.9 ·10.4 ·31.3042/3 = 1.9226 ·104 cm6 (A.62)

A.9 Valemid sektorinertsimomendi määramiseks
Õhukeseseinalise varda ristlõike sektorinertsimomendi 𝐼𝜔, lõikekeskme kauguse e kesk-
joonest ja ristlõike väändeinertsimomendi 𝐼𝑡 arvutamiseks kasutame valemeid tabelist
„Properties of Sections"6 7.

6 http://www.steel-insdag.org/TeachingMaterial/Chapter17.pdf#page=2
(26.02.2014)

7 http://homepage.tudelft.nl/p3r3s/b16_chap7.pdf#page=8 (26.02.2014)

http://www.steel-insdag.org/TeachingMaterial/Chapter17.pdf#page=2
http://homepage.tudelft.nl/p3r3s/b16_chap7.pdf#page=8
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Näide A.8 (õhukeseseinaliste varraste ristlõike parameetrid) . Arvutame joonisel A.15
näidatud õhukeseseinalise varda lõikekeskme ja keskjoone vahekauguse e, väändeinertsi-
momendi8 𝐼𝑡 ning ristlõike sektorinertsimomendi 𝐼𝜔:

𝑒 =
3𝑏2𝑡𝑓

6𝑏𝑡𝑓 + ℎ𝑡𝑤
(A.63)

𝐼𝑡 =
2𝑏𝑡3𝑓 + ℎ𝑡3𝑤

3
(A.64)

𝐼𝜔 =
𝑡𝑓𝑏

3ℎ2

12

3𝑏𝑡𝑓 + 2ℎ𝑡𝑤
6𝑏𝑡𝑓 + ℎ𝑡𝑤

(A.65)

Arvutamisel rakendame GNU Octave’i programmi ohukeU(b,h,tf,tw). Programmis kasu-
tatavad parameetrid b, h, tf ja tw on U-profiili (jn A.15) mõõtmed. Need võtame jooniselt
A.13a: 𝑏 = 8 cm, ℎ = 20.8 cm, vöö paksus 𝑡𝑓 = 1.2 cm, seina paksus 𝑡𝑤 = 0.9 cm.

ft
ft

wt

e h

b

.

. .

.

Joonis A.15. U-profiil

Arvutustulemused on toodud arvutuspäeviku väljavõttes A.1. Võrdleme saadud tulemusi
näites A.4 leitud lõikekeskme ja keskjoone vahekaugusega 𝑒 = 3.01891 cm (A.50) ning näites
A.7 leitud sektorinertsimomendiga 𝐼𝜔 = 1.9226 · 104 cm6. Võrdlus näitab, et programmiga
arvutatud tulemused ühtivad näidetes leitutega.

Väljavõte arvutuspäevikust A.1 ( ohukeU.m )
octave:1> secU=ohukeU(8,20.8,1.2,0.9)
=========================================

e | It | Iw
-----------------------------------------
secU =

3.0189e+00 1.4270e+01 1.9226e+04
-----------------------------------------
octave:2>

8 https://www.ioc.ee/~salupere/lk/elal_2014_ptk8_SirgeteVarrasteVaane_2.p
df#page=16 avaldis (8.60) (26.02.2014)

https://www.ioc.ee/~salupere/lk/elal_2014_ptk8_SirgeteVarrasteVaane_2.pdf#page=16
https://www.ioc.ee/~salupere/lk/elal_2014_ptk8_SirgeteVarrasteVaane_2.pdf#page=16


B. Töö õhukeseseinalise varda
väändel

B.1 Väände töö
Õhukeseseinalise varda väändel tehtava töö avaldise saamiseks korrutame võrrandit

𝐸𝐼𝜔
d4𝜃

d𝑥4
− 𝐺𝐼𝑡

d2𝜃

d𝑥2
− 𝑚𝑥 (𝑥) + 𝑏′𝜔 (𝑥) = 0 (B.1)

suvalise väändenurgaga 𝜃 (𝑥) ja integreerime üle varda l:∫︁ 𝑏

𝑎

(︂
𝐸𝐼𝜔

d4𝜃

d𝑥4
− 𝐺𝐼𝑡

d2𝜃

d𝑥2

)︂
𝜃 (𝑥) d𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑚𝑥 (𝑥) − 𝑏′𝜔 (𝑥)) 𝜃 (𝑥) d𝑥 (B.2)

Saadud võrrandi parempoolne liige väljendab väliskoormuse tööd 𝑊𝑣 väändel 𝜃. Lisame
koondkoormuse 𝑀𝑥 𝑖 töö (𝑀𝑥 𝑖𝜃𝑖) varda telje punkti i siirdel 𝜃𝑖. Seega

𝑊𝑣 =

∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑚𝑥 (𝑥) − 𝑏′𝜔 (𝑥)) 𝜃 (𝑥) d𝑥+𝑀𝑥 𝑖𝜃𝑖 (B.3)

Nii nagu varda paindel [Lah12, lk 685], saame sise- ja rajajõudude töö avaldised võrrandi
(B.2) vasakut poolt ositi integreerides (vt (1.38)).

Alustame võrrandi (B.2) vasaku poole esimesest liikmest:∫︁ 𝑙

0

𝜃⏟ ⏞ 
𝑢

d

d𝑥

(︂
d

d𝑥
𝐸𝐼𝜔

d2𝜃

d𝑥2

)︂
d𝑥⏟  ⏞  

d𝑣

=

(︂
d

d𝑥
𝐸𝐼𝜔

d2𝜃

d𝑥2

)︂
⏟  ⏞  

−𝑇𝜔

𝜃
⃒⃒𝑙
0
−

∫︁ 𝑙

0

d

d𝑥

(︂
𝐸𝐼𝜔

d2𝜃

d𝑥2

)︂
⏟  ⏞  

−𝐵𝜔

d𝜃

d𝑥⏟ ⏞ 
𝜃′

d𝑥 (B.4)

Nüüd integreerime avaldise (B.4) viimast liiget:

−
∫︁ 𝑙

0

d𝜃

d𝑥⏟ ⏞ 
𝑢

d

d𝑥

(︂
𝐸𝐼𝜔

d2𝜃

d𝑥2

)︂
d𝑥⏟  ⏞  

d𝑣

= −
(︂
𝐸𝐼𝜔

d2𝜃

d𝑥2

)︂
⏟  ⏞  

−𝐵𝜔

d𝜃

d𝑥⏟ ⏞ 
𝜃′

⃒⃒𝑙
0

+

∫︁ 𝑙

0

(︂
𝐸𝐼𝜔

d2𝜃

d𝑥2

)︂
⏟  ⏞  

−𝐵𝜔

d2𝜃

d𝑥2⏟ ⏞ 
𝜃′′

d𝑥 (B.5)

167
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Võrrandi (B.2) vasaku poole teist liiget integreerides võtame 𝑢 ja d𝑣 järgmiselt:

−
∫︁ 𝑙

0

𝜃⏟ ⏞ 
𝑢

d

d𝑥

(︂
𝐺𝐼𝑡

d𝜃

d𝑥

)︂
d𝑥⏟  ⏞  

d𝑣

= −
(︂
𝐺𝐼𝑡

d𝜃

d𝑥

)︂
⏟  ⏞  

𝑇𝑡

𝜃
⃒⃒𝑙
0

+

∫︁ 𝑙

0

(︂
𝐺𝐼𝑡

d𝜃

d𝑥

)︂
⏟  ⏞  

𝑇𝑡

d𝜃

d𝑥⏟ ⏞ 
𝜃′

d𝑥 (B.6)

Integreerime veel ositi võrrandi (B.2) parema poole teist liiget, võttes 𝑢 ja d𝑣 järgmiselt:

−
∫︁ 𝑙

0

𝜃 (𝑥)⏟ ⏞ 
𝑢

𝑏′𝜔 (𝑥) d𝑥⏟  ⏞  
d𝑣

= − 𝑏𝜔𝜃
⃒⃒𝑙
0

+

∫︁ 𝑙

0

𝑏𝜔 𝜃
′d𝑥 (B.7)

Arvestades avaldisi (B.4), (B.5), (B.6) ja (B.7), võime võrrandi (B.2) esitada virtuaaltööde
(passiivtööde) summana:[︁

(𝑇𝑠𝑢𝑚 − 𝑏𝜔) 𝜃 −𝐵𝜔𝜃′
]︁

⏟  ⏞  
𝑊𝑟− rajajõudude töö

⃒⃒𝑙
0
−
∫︁ 𝑙

0

[︁
𝑇𝑡𝜃

′ −𝐵𝜔𝜃
′′
]︁

d𝑥⏟  ⏞  
𝑊𝑠− sisejõudude töö

+

∫︁ 𝑏

𝑎

(︁
𝑚𝑥 (𝑥) 𝜃 (𝑥) + 𝑏𝜔 (𝑥) 𝜃′ (𝑥)

)︁
d𝑥+𝑀𝑥 𝑖𝜃𝑖⏟  ⏞  

𝑊𝑘− koormuse töö

= 0 (B.8)

Siin on arvestatud, et vabaväändemoment 𝑇𝑡 ja kooldeväändemoment 𝑇𝜔 moodustavad kogu-
väändemomendi 𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔.

Võttes arvesse, et rajajõudude töö 𝑊𝑟 ja koormuse töö 𝑊𝑘 summa moodustab
välisjõudude töö 𝑊𝑣 = 𝑊𝑟 +𝑊𝑘, saame elastsete varrassüsteemide energiateoreemi [Din11,
lk 112]

𝑊𝑠 +𝑊𝑣 = 0 (B.9)

sõnastuse: sise- ja välisjõudude tööde summa võimalikel siiretel 1 võrdub nulliga.
Rajajõudude töö avaldisele võib anda kuju

𝑊𝑟 =
[︁
(𝑇𝑠𝑢𝑚 − 𝑏𝜔) 𝜃 −𝐵𝜔𝜃′

]︁ ⃒⃒𝑙
0
=

[︁
(𝑇𝑡 + 𝑇𝜔) 𝜃 − 𝑏𝜔𝜃 −𝐵𝜔𝜃′

]︁ ⃒⃒𝑙
0

(B.10)

Sisejõudude töö saab avaldada ka nii:

𝑊𝑠 = −
∫︁ 𝑙

0

[︁
𝑇𝑡𝜃

′ −𝐵𝜔𝜃
′′d𝑥

]︁
d𝑥 = −

∫︁ 𝑙

0

𝑇𝑡𝑇𝑡
𝐺𝐼𝑡

d𝑥−
∫︁ 𝑙

0

𝐵𝜔𝐵𝜔

𝐸𝐼𝜔
d𝑥 (B.11)

Siin on kasutatud vabaväändemomendi 𝑇𝑡 ja bimomendi 𝐵𝜔 avaldisi

𝜃′ =
𝑇𝑡
𝐺𝐼𝑡

, 𝜃′′ = − 𝐵𝜔

𝐸𝐼𝜔
(B.12)

1 http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Anal%c3%bc%c3%bctiline-mehaanika/Anal%c3%bc%c
3%bctiline-meh-1.docx (1.03.2016)

http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Anal%c3%bc%c3%bctiline-mehaanika/Anal%c3%bc%c3%bctiline-meh-1.docx
http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Anal%c3%bc%c3%bctiline-mehaanika/Anal%c3%bc%c3%bctiline-meh-1.docx
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B.2 Varrassüsteemi rajaülesanne
Varrassüsteemi kuuluvad toed, sidemed ja jõud [Jür85, lk 6]. Välissidemeteks2 nimetame
varrassüsteemi kui terviku liikumist kitsendavaid tingimusi. 3

Koormused4 tekitavad välissidemetes toereaktsioone, kusjuures nii koormus kui ka toe-
reaktsioonid (välisreaktsioonid) on välisjõud.

Välissidemetest (tugedelt) vabastamise printsiip kujutab tervikliku varrassüsteemi
„tugedelt lahtilõikamist" ja nende mõju asendamist toesiirete ja toereaktsioonidega. Tugedele
on ühed neist antud ja teised on tundmatud (vt rajajõudude töö (B.8)) ning määratakse
ülesande lahendamisega. Toesiirdeid ja toepöördeid nimetatakse kinemaatilisteks, toereakt-
sioone aga staatilisteks rajaväärtusteks (sks Randwert, ingl boundary value, vn graniqnoe
znaqenie e kraevoe znaqenie).

Varrassüsteemi elemendid (vardad) on omavahel ühendatud sisesidemetega [Jür85, lk
9]. Süsteemi elemendi „lahtilõikamisel" asendame sisesidemed siirete ja reaktsioonide-
ga. Viimaseid nimetatakse ka sisereaktsioonideks5. Varraste ühendussõlmedes määratakse
siirete ja pöörete pidevustingimused. Tasakaalus olevas süsteemis on ka ühendussõlmed
tasakaalus. Staatiline jõudude ülekanne6 ühendussõlmes toimub kontaktjõududega7, mille re-
sultant on null. Sisesidemete siirdeid ja pöördeid nimetatakse kinemaatilisteks ning reakt-
sioone staatilisteks rajaväärtusteks.

Antud rajatingimustel (sks Randbedingung8, ingl boundary condition, vn graniqnoe
uslovie e kraevoe uslovie) varrassüsteemi elementide diferentsiaalvõrranditele lahen-
dite leidmist nimetame varrassüsteemi rajaülesandeks (sks Randwertproblem9 e Randwert-
aufgabe, ingl boundary value problem10, vn graniqna� zadaqa e kraeva� zadaqa).

Varrassüsteemi rajaülesande lahendamiseks võib kasutada EST-meetodit [Lah14]11.

2 ./AJ_tugevus.djvu (3.12.2015)
3 http://www.ioc.ee/~salupere/lk/Staatika_2006.pdf#page=10(22.02.2016)
4 https://www.ttu.ee/public/e/ehitusteaduskond/Instituudid/Ehitiste_projek

teerimise_instituut/Oppematerjalid/Projekteerimise_alused/Sissejuh_Omak_
Kasus.pdf#page=6(22.02.2016)

5 http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf (20.08.2013)
6 https://de.wikipedia.org/wiki/Kraft%C3%BCbertragung (20.08.2013)
7 https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force (20.08.2013)
8 https://de.wikipedia.org/wiki/Randbedingung (08.02.2016)
9 https://de.wikipedia.org/wiki/Randwertproblem (08.02.2016)

10 https://en.wikipedia.org/wiki/Boundary_value_problem (08.02.2016)
11 http://digi.lib.ttu.ee/i/?1717 (08.02.2016)

./AJ_tugevus.djvu
\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
http://www.ioc.ee/~salupere/lk/Staatika_2006.pdf#page=10
\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
https://www.ttu.ee/public/e/ehitusteaduskond/Instituudid/Ehitiste_projekteerimise_instituut/Oppematerjalid/Projekteerimise_alused/Sissejuh_Omak_Kasus.pdf#page=6
\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
https://www.ttu.ee/public/e/ehitusteaduskond/Instituudid/Ehitiste_projekteerimise_instituut/Oppematerjalid/Projekteerimise_alused/Sissejuh_Omak_Kasus.pdf#page=6
\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
https://www.ttu.ee/public/e/ehitusteaduskond/Instituudid/Ehitiste_projekteerimise_instituut/Oppematerjalid/Projekteerimise_alused/Sissejuh_Omak_Kasus.pdf#page=6
http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Kraft%C3%BCbertragung
https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force
https://de.wikipedia.org/wiki/Randbedingung
https://de.wikipedia.org/wiki/Randwertproblem
https://en.wikipedia.org/wiki/Boundary_value_problem
http://digi.lib.ttu.ee/i/?1717
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C. Põhivalemid

Esitame õhukeseseinalise tala painde ja takistatud väände ülekandevõrrandid maatrikskujul:

ZL (x) = U · ZA +
∘
Z (C.1)

kus ZA, ZL on vastavalt varda alguses ja lõpus olevad siirded, paindenurgad, põikjõud,
paindemomendid, väändenurgad ja väändemomendid.

ZA =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐴
𝜙𝐴
𝑄𝐴

𝑀𝐴

𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, ZL =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐿
𝜙𝐿
𝑄𝐿

𝑀𝐿

𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(C.2)

Ülekandemaatriks U teise märgikokkuleppe puhul on

U8×8 =

[︂
U12 (4×4) 0

0 U22 (4×4)

]︂
(C.3)

kus alammaatriks U12 (4×4) kirjeldab tala painet (vt [Lah12, lk 688]1):

U12 (4×4) =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −𝑥 − 𝑥

𝐺𝐴𝑄
+ 𝑥3

6𝐸𝐼𝑦
𝑥2

2𝐸𝐼𝑦

0 1 − 𝑥2

2𝐸𝐼𝑦
− 𝑥
𝐸𝐼𝑦

0 0 −1 0
0 0 −𝑥 −1

⎤⎥⎥⎥⎦ (C.4)

ning alammaatriks U22 (4×4) õhukeseseinalise tala takistatud väänet:

U22 (4×4) =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 − 1

𝐺𝐼𝑡
𝑥 1

𝐺𝐼𝑡
(ch𝜅𝑥 − 1) 1

𝐺𝐼𝑡

1
𝜅

(sh𝜅𝑥 − 𝜅𝑥 )

0 − 1 𝜅 sh𝜅𝑥 ch𝜅𝑥 − 1

0 0 −ch𝜅𝑥 − 1
𝜅

sh𝜅𝑥

0 0 −𝜅 sh𝜅𝑥 −ch𝜅𝑥

⎤⎥⎥⎥⎦ (C.5)

1 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.36
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∘
Z on tala koormusvektor, mis koosneb painde koormusvektorist

∘
Z11 ja takistatud väände

koormusvektorist
∘
Z21:

∘
Z =

[︃ ∘
Z11
∘
Z21

]︃
(C.6)

Painde koormusvektori
∘
Z11 (vt [Lah12, avaldis (1.66)2 ja tabel G.13)] saab siirde 𝑤𝑒 erila-

hendite tuletistest:

∘
Z11 =

⎡⎢⎢⎣
𝑤𝑒
𝜙𝑒
𝑄𝑒

𝑀𝑒

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑤𝑒
−𝑤′

𝑒

−𝐸𝐼𝑤′′′
𝑒

−𝐸𝐼𝑤′′
𝑒

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑︀

ℳ𝑦
(𝑥−𝑎𝑀 )2+
𝐸𝐼𝑦2!

+
∑︀
𝐹𝑧

(𝑥−𝑎𝐹 )3+
𝐸𝐼𝑦3!

+
∑︀
𝑞𝑧

(𝑥−𝑎𝑞)4+
𝐸𝐼𝑦4!

−
∑︀

ℳ𝑦
(𝑥−𝑎𝑀 )1+
𝐸𝐼𝑦1!

−
∑︀
𝐹𝑧

(𝑥−𝑎𝐹 )2+
𝐸𝐼𝑦2!

−
∑︀
𝑞𝑧

(𝑥−𝑎𝑞)3+
𝐸𝐼𝑦3!

−
∑︀
𝐹𝑧 (𝑥− 𝑎𝐹 )0+ −

∑︀
𝑞𝑧 (𝑥− 𝑎𝑞)

1
+

−
∑︀

ℳ𝑦 (𝑥− 𝑎𝑀)0+ −
∑︀
𝐹𝑧 (𝑥− 𝑎𝐹 )1+ −

∑︀
𝑞𝑧

(𝑥−𝑎𝑞)2+
2!

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (C.7)

Takistatud väände koormusvektori
∘
Z21 saab väändenurga 𝜃𝑒 erilahendite tuletistest:

∘
Z21 =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝑒
𝑇𝑡 𝑒
𝐵𝜔 𝑒

𝑇𝜔 𝑒

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜃𝑒

𝐺𝐼𝑡𝜃
′
𝑒

−𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′𝑒

−𝐺𝐼𝑡
1

𝜅2
𝜃′′′𝑒

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝜃𝑒

𝐸𝐼𝜔𝜅
2𝜃′𝑒

𝐸𝐼𝜔𝜃
′′
𝑒

𝐸𝐼𝜔𝜃
′′′
𝑒

⎤⎥⎥⎦ (C.8)

Koormusvektori
∘
Z valime tabelitest C.1 ja C.2.

Õhukeseseinalise tala painde ja takistatud väände ülekandevõrrandid võib kirjutada võr-
randisüsteemina

U · ZA − I8×8 · ZL = −
∘
Z (C.9)

Lühemalt ̂︁UI8×16 · ̂︀Z = −
∘
Z (C.10)

kus

̂︀Z =

[︂
ZA

ZL

]︂
(C.11)

2 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.1.66
3 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#table.G.1

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.1.66
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#table.G.1
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kus

ZA =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐴
𝜙𝐴
𝑄𝐴

𝑀𝐴

𝜃𝐴
𝑇𝑡𝐴
𝐵𝜔𝐴

𝑇𝜔𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (1, 1)
𝑍 (2, 1)
𝑍 (3, 1)
𝑍 (4, 1)
𝑍 (5, 1)
𝑍 (6, 1)
𝑍 (7, 1)
𝑍 (8, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, ZL =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤𝐿
𝜙𝐿
𝑄𝐿

𝑀𝐿

𝜃𝐿
𝑇𝑡𝐿
𝐵𝜔𝐿

𝑇𝜔𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑍 (9, 1)
𝑍 (10, 1)
𝑍 (11, 1)
𝑍 (12, 1)
𝑍 (13, 1)
𝑍 (14, 1)
𝑍 (15, 1)
𝑍 (16, 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(C.12)

ning laiendatud ülekandemaatriks avaldub

̂︁UI8×16 = (𝑈8×8 | −𝐼8×8) (C.13)

C.1 Koormusvektorid
Tabel C.1. Koormusvektorid õhukeseseinalise varda väändel (1)

Koormuse skeem
∘
Z Vektori komponentide avaldised

m = q  ea .

𝜃𝑒
𝑚𝑥

𝐺𝐼𝑡

𝑖0
𝜅2

[︃
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1− 𝜅2

(𝑥− 𝑎)
2
+

2

]︃
𝑇𝑡 𝑒 𝑚𝑥

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝐵𝜔 𝑒 𝑚𝑥

1

𝜅2

[︀
1− ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑇𝜔 𝑒 −𝑚𝑥

1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
yzWGmx.m

M = F  e
a

.

𝜃𝑒
M𝑥

𝐺𝐼𝑡

𝑖0
𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑇𝑡 𝑒 𝑀𝑥

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
𝐵𝜔 𝑒 −𝑀𝑥

1
𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑇𝜔 𝑒 −𝑀𝑥

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
yzWGMx.m
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Tabel C.2. Koormusvektorid õhukeseseinalise varda väändel (2)

Koormuse skeem
∘
Z Vektori komponentide avaldised

B = M  e.

e

a

𝜃𝑒
B𝑘 𝑖0
𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
𝑇𝑡 𝑒 𝐵𝑘 𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝐵𝜔 𝑒 −𝐵𝑘

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑇𝜔 𝑒 −𝐵𝑘 𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
yzWGBy.m

M
ω

a

𝜃𝑒
𝑀 ·𝜔′ 𝑖0
𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
𝑇𝑡 𝑒 𝑀 ·𝜔′ 𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝐵𝜔 𝑒 −𝑀 ·𝜔′ [︀ ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑇𝜔 𝑒 −𝑀 ·𝜔′ 𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀

a

. ωb = n  

𝜃𝑒 − 𝑛·𝜔
𝐺𝐼𝑡

𝑖0
𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑇𝑡 𝑒 −𝑛·𝜔′ [︀ ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
𝐵𝜔 𝑒 𝑛·𝜔′ 1

𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑇𝜔 𝑒 𝑛·𝜔′ [︀ ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀

B = N  ω.

e

a

𝜃𝑒 − 𝑁 ·𝜔𝑖0
𝐺𝐼𝑡

[︀
ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+ − 1

]︀
𝑇𝑡 𝑒 −𝑁 ·𝜔′ 𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝐵𝜔 𝑒 𝑁 ·𝜔′ [︀ ch𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀
𝑇𝜔 𝑒 𝑁 ·𝜔′ 𝜅

[︀
sh𝜅 (𝑥− 𝑎)+

]︀



D. Vektorite teisendused

D.1 Kohalik ja üldteljestik
Konstruktsioonivarraste asukoha ja suuna kirjeldamiseks kasutame üldteljestikku (teljed x ja
z joonisel D.1). Varraskonstruktsiooni iga vardaga seotakse teljestik 𝑥*, 𝑧* nii, et 𝑥*-telg ühtib
varda teljega. Nimetame 𝑥*- ja 𝑧*-telge kohalikuks teljestikuks.

Kasutame ainult parema käe teljestikku (jn A.3). Vaadates tasapinnalist konstruktsiooni
y-telje positiivsest otsast, loeme pöörde positiivseks z-teljest x-telje suunas. Parema käe tel-
jestiku puhul on positiivne pööre vastupäeva. Siirete ja jõuvektorite kirjeldamiseks kohalikes
ja üldkoordinaatides tuleb teha koordinaatide teisendused.

D.2 Koordinaatide teisendus
Koordinaatide teisendusvalemite tuletamiseks vaatleme joonist D.1. Olgu koordinaadid xyz
üldkoordinaadid ja 𝑥*𝑦*𝑧* kohalikud koordinaadid. Vaatleme veel parema käe kolmikuid
i, j,k ja i*, j*,k*. Need on ühikvektorite kolmikud, mis määravad koordinaattelgede suuna.
Joonisel D.1 on ühikvektorid j ja j* suunatud vaataja poole. Vektori

→
𝐹 projektsioonid

telgedele x, z on 𝐹𝑥, 𝐹𝑧, telgedele 𝑥*, 𝑧* aga 𝐹 *
𝑥 , 𝐹 *

𝑧 . Seega

→
F = 𝐹𝑥 ·

→
i + 𝐹𝑧 ·

→
k = 𝐹 *

𝑥 ·
→
i* + 𝐹 *

𝑧 ·
→
k*,

{︃
·
→
i*

·
→
k*

,

{︃
·
→
i

·
→
k

(D.1)

−β

= coscos α

cos = −cos β

coscos = β

= cos αcos

α

α

β

F

k

k*

i

i*

αxz*

αzx*

αzz*

αxx

αxx

αxz*

αzx*

αzz*

x*

x

z
z*

Joonis D.1. Koordinaatide teisendus
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Korrutame avaldise (D.1) vektoritega
→
i* ja

→
k*. Võtame arvesse, et risti olevate vektorite

skalaarkorrutis (sisekorrutis) on null. Saame

→
F ·

→
i* = 𝐹 *

𝑥 = 𝐹𝑥 ·
→
i ·

→
i* + 𝐹𝑧 ·

→
k ·

→
i*

→
F ·

→
k* = 𝐹 *

𝑧 = 𝐹𝑥 ·
→
i ·

→
k* + 𝐹𝑧 ·

→
k ·

→
k*

(D.2)

Pöördseoste leidmiseks korrutame avaldist (D.1) vektoritega
→
i ja

→
k:

→
F ·

→
i = 𝐹𝑥 = 𝐹 *

𝑥 ·
→
i* ·

→
i + 𝐹 *

𝑧 ·
→
k* ·

→
i

→
F ·

→
k = 𝐹 *

𝑧 = 𝐹 *
𝑥 ·

→
i* ·

→
k + 𝐹 *

𝑧 ·
→
k* ·

→
k

(D.3)

Ühikvektorite skalaarkorrutis võrdub nende positiivsete suundade vahelise nurga koosinu-
sega:

→
i ·

→
i* =

→
i* ·

→
i = cos𝛼𝑥𝑥* ,

→
i ·

→
k* = cos𝛼𝑥𝑧*

→
k ·

→
k* =

→
k* ·

→
k = cos𝛼𝑧𝑧* ,

→
i* ·

→
k = cos𝛼𝑧𝑥*

(D.4)

Telje 𝑥* suunakoosinused tähistame järgmiselt: cos𝛼𝑥𝑥* = cos𝛼 ja cos𝛼𝑧𝑥* = cos 𝛽 (cos 𝛽 =
cos (90 ∘ + 𝛼) = − sin𝛼). Jooniselt D.1 näeme, et

cos𝛼𝑥𝑥* = cos𝛼, cos𝛼𝑧𝑥* = cos 𝛽
cos𝛼𝑧𝑧* = cos𝛼, cos𝛼𝑥𝑧* = − cos 𝛽

(D.5)

Suunakoosinused arvutame varda lõpu ja alguse koordinaatide 𝑥𝐿, 𝑧𝐿, 𝑥𝐴, 𝑧𝐴 (jn D.2)
järgi:

cos𝛼 =
𝑥𝐿 − 𝑥𝐴

𝑙
(D.6)

cos 𝛽 =
𝑧𝐿 − 𝑧𝐴

𝑙
(D.7)

kus varda pikkus

𝑙 =

√︁
(𝑧𝐿 − 𝑧𝐴)2 + (𝑥𝐿 − 𝑥𝐴)2 (D.8)

Nüüd avaldame koordinaatide teisenduse:

[︂
𝐹 *
𝑥

𝐹 *
𝑧

]︂
=

[︂
cos𝛼 cos 𝛽
− cos 𝛽 cos𝛼

]︂ [︂
𝐹𝑥
𝐹𝑧

]︂
(D.9)
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Lõpp

x

z

β

α

Joonis D.2. Varda suunakoosinused

Koordinaatide pöördteisendus:[︂
𝐹𝑥
𝐹𝑧

]︂
=

[︂
cos𝛼 − cos 𝛽
cos 𝛽 cos𝛼

]︂ [︂
𝐹 *
𝑥

𝐹 *
𝑧

]︂
(D.10)

Võrreldes koordinaatide teisendusmaatrikseid avaldistes (D.9) ja (D.10), näeme, et nendes on
read ja veerud vahetatud, s.t ühe saab teisest transponeerimisel. Asendades 𝐹𝑥 ja 𝐹𝑧 võrrandis
(D.9) nende avaldistega võrrandis (D.10), saame maatrikskorrutise[︂

cos𝛼 cos 𝛽
− cos 𝛽 cos𝛼

]︂ [︂
cos𝛼 − cos 𝛽
cos 𝛽 cos𝛼

]︂
=

[︂
1 0
0 1

]︂
(D.11)

Siin annab maatriksi korrutamine tema transponeeritud kujuga ühikmaatriksi. Selliseid maat-
rikseid nimetatakse ortogonaalseteks. Ortogonaalse maatriksi pöördmaatriks võrdub tema
transponeeritud kujuga (mõlemal juhul on korrutiseks ühikmaatriks).

Arvestades, et cos 𝛽 = cos (90 ∘ + 𝛼) = − sin𝛼, võime seosed (D.9) kirjutada kujul[︂
𝐹 *
𝑥

𝐹 *
𝑧

]︂
=

[︂
cos𝛼 − sin𝛼
sin𝛼 cos𝛼

]︂ [︂
𝐹𝑥
𝐹𝑧

]︂
(D.12)

ja pöördteisenduse [︂
𝐹𝑥
𝐹𝑧

]︂
=

[︂
cos𝛼 sin𝛼
− sin𝛼 cos𝛼

]︂ [︂
𝐹 *
𝑥

𝐹 *
𝑧

]︂
(D.13)

Koordinaatide teisendus pöördel nurga 𝛼 võrra:
– ümber 𝑧*-telje⎡⎣ 𝑥

𝑦
𝑧

⎤⎦ = 𝑅𝑧* (𝛼)

⎡⎣ 𝑥*

𝑦*

𝑧*

⎤⎦ =

⎡⎣ cos𝛼 sin𝛼 0
− sin𝛼 cos𝛼 0

0 0 1

⎤⎦⎡⎣ 𝑥*

𝑦*

𝑧*

⎤⎦ (D.14)
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– ümber 𝑥*-telje⎡⎣ 𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎦ = 𝑅𝑥* (𝛼)

⎡⎣ 𝑥*

𝑦*

𝑧*

⎤⎦ =

⎡⎣ 1 0 0
0 cos𝛼 − sin𝛼
0 sin𝛼 cos𝛼

⎤⎦⎡⎣ 𝑥*

𝑦*

𝑧*

⎤⎦ (D.15)

– ümber 𝑦*-telje⎡⎣ 𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎦ = 𝑅𝑦* (𝛼)

⎡⎣ 𝑥*

𝑦*

𝑧*

⎤⎦ =

⎡⎣ cos𝛼 0 − sin𝛼
0 1 0

sin𝛼 0 cos𝛼

⎤⎦⎡⎣ 𝑥*

𝑦*

𝑧*

⎤⎦ (D.16)

Näide D.1 (vektorite teisendus pöördel). Olgu antud varda väändenurga vektor 𝜃
(1)
𝑥 ja

paindenurga vektor 𝜙(1)
𝑦 . Kohalike koordinaatide 𝑥*, 𝑦* pöördel ümber 𝑧*-telje nurga −𝜋/2

võrra ⎡⎣ 𝜃
(2)
𝑥

𝜙
(2)
𝑦

𝑧*

⎤⎦ = 𝑅𝑥*

⎡⎣ 𝑥*

𝑦*

𝑧*

⎤⎦ =

⎡⎣ cos (𝜋/2) sin (𝜋/2) 0
− sin (𝜋/2) cos (𝜋/2) 0

0 0 1

⎤⎦⎡⎣ 𝜃
(1)
𝑥

𝜙
(1)
𝑦

𝑧*

⎤⎦ (D.17)

Siit saame

𝜃(2)𝑥 + 𝜙(1)
𝑦 = 0 (D.18)

𝜙(2)
𝑦 − 𝜃(1)𝑥 = 0 (D.19)

Avaldised (D.18) ja (D.19) selgitavad, kuidas tuleb pöörete vektorid kontakti panna.
Murdepunktis peavad olema tasakaalus koguväändemomendi vektor 𝑇 (1)

𝑠𝑢𝑚𝑥 ja paindemo-
mendi vektor 𝑀 (1)

𝑦 ning vektorid 𝑇 (2)
𝑠𝑢𝑚𝑥 ja 𝑀 (2)

𝑦 :

𝑇 (2)
𝑠𝑢𝑚𝑥 −𝑀 (1)

𝑦 = 0 (D.20)

𝑀 (2)
𝑦 + 𝑇 (1)

𝑠𝑢𝑚𝑥 = 0 (D.21)

Võttes arvesse, et koguväändemoment 𝑇𝑠𝑢𝑚 koosneb vabaväändemomendist 𝑇𝑡 ja koolde-
väändemomendist 𝑇𝜔 (𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔), saame sõlme tasakaaluvõrranditeks

𝑇
(2)
𝑡 𝑥 + 𝑇 (2)

𝜔 𝑥 −𝑀 (1)
𝑦 = 0 (D.22)

𝑀 (2)
𝑦 + 𝑇

(1)
𝑡 𝑥 + 𝑇 (1)

𝜔 𝑥 = 0 (D.23)
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D.3 Jäiga keha pööre
Kinnispunkti ümber liikuva jäiga keha (jn D.3) asendi määramiseks kasutatakse Euleri nurki
𝜃, 𝜓 ja 𝜙 [LR71]. Vaatleme üldist (globaalset) Cartesiuse ristkoordinaadistikku 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 ja
kohalikku (lokaalset) ristkoordinaadistikku 𝑋*, 𝑌 *, 𝑍*, mis on seotud jäiga kehaga. Tasan-
dite 𝑂𝑋𝑌 ja 𝑂𝑋*𝑌 * lõikejoont 𝑂𝐾 nimetatakse sõlmjooneks. Positiivse suuna sõlmjoonel
määrame nii, et pöördel 𝑍-teljelt 𝑍*-teljele väiksemat nurka 𝜃 mööda tekiks parema käe tel-
jestik.
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Z
Z*

k* k

O
j*

j
i*

i

K
X  

X*

Y  

Y*

Ψ ϕ θ

θ

Joonis D.3. Euleri nurgad
Euleri nurkade jaoks on kasutusele võetud erinimetused, mis on pärit astronoomiast. Nii

nimetatakse nurka 𝜃 nutatsiooninurgaks, nurka 𝜓 pretsessiooninurgaks ja nurka 𝜙 omapöör-
denurgaks. Analoogilised nimetused on ka telgedel, mille ümber nimetatud pöörded toimu-
vad: 𝑍-telge nimetatakse pretsessiooniteljeks, sõlmjoont 𝑂𝐾 nutatsiooniteljeks ja 𝑍*-telge
omapöörlemisteljeks.

x,χ

y, ϕ

z,ψ

χ

χ

ϕ

Algus

(b)

ϕ

(a)

Lõpp

Joonis D.4. Pöördenurkade mittekonservatiivsus fikseeritud telgede suhtes
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ϕ = 0

x,χ

y, ϕ

z,ψ

Wϕ
= π M

χ=ψ = 0

Wχ ψ = 0

ψ = π

χ = π
Algus

Lõpp

(a)

M
ϕ = π

(b)

M

Joonis D.5. Momentide mittekonservatiivsus fikseeritud telgede suhtes

Lineaarses paindeteoorias vaadeldakse pöördenurki fikseeritud telgede suhtes. Näitame,
et suurte (lõplike) pöördenurkade puhul ei kehti pöörete kommutatiivsus. Võrdleme joonisel
D.4 näidatud pöördeid x- ja y-telje ümber. Joonisel D.4a teeme pöörded 𝜙 = 1/2𝜋 ja 𝜒 =
1/2𝜋 ümber y- ja x-telje, joonisel D.4b pöörded 𝜒 = 1/2𝜋 ja 𝜙 = 1/2𝜋 ümber x- ja y-telje.
Pöörete algasendid on samad, lõppasendid aga erinevad, seega pöörded ümber fikseeritud
telgede ei ole vahetatavad, kommutatiivsed [Arg82].

Edasi vaatleme jäika keha, millele mõjub moment y-telje suhtes (jn D.5a). Pöördel 𝜙
ümber y-telje teeb moment 𝑀 positiivset tööd 𝑊𝜙 = 𝜋𝑀 . Jäiga keha sama lõppasendi (jn
D.5b) saame pööretega 𝜒 ja 𝜓 ümber x- ja z-telje. Viimati vaadeldud pööretel moment 𝑀
tööd ei tee, s.t 𝑊𝜒𝜓 = 0. Nii sõltub töö fikseeritud telgede puhul tee (pöördenurkade) kujust
ja on mittekonservatiivne [Zie77].

D.4 Kvaasi- ja semitangentsiaalsed momendid
Kvaasi-1 ja semitangentsiaalse2 momendi mõistet [Kre09, lk 59] kasutatakse lõplike pöörete
puhul lõplike elementide meetodis [GS94], [YM86].
Kvaasitangentsiaalne moment
Vaatleme kvaasitangentsiaalse momendi rakendust (jn D.6a). Võtame kasutusele jäiga jõuõla,
mis on risti varda teljega. Jõuõla suuna määrb ühikvektora 𝑙. Rakendame varda ristlõikesse
jõupaari 𝑀𝑜k.

M𝑜 = l×𝑀𝑜k = 𝑀𝑜m (D.24)

kus ühikvektorid k ja m on risti.
1 Kvaasi- (ld quasi ’just nagu’) peaaegu.
2 Semi- (ld semi- ’pool’) pool-.
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MomMo=

−Mo

(a)

k

k

l y
m

k

x

z

−1/2Mo

1/2M o MomMo=

−1/2Mo 1/2M o

k l y

x

k

k

l

z

l
m

(b)

Joonis D.6. Kvaasi- ja semitangentsiaalsed momendid

Rakendame varda otsa väikese pöörde �⃗�. Uueks jõuõlaks saab

l* = l + �⃗�× l (D.25)

ning uueks momendiks

Mq = l×𝑀𝑜k (D.26)

Momendi juurdekasv

Mq
Δ = Mq −Mo = 𝑀𝑜 (l* − l)×k = 𝑀𝑜 (�⃗�× l)×k =

= 𝑀𝑜 (�⃗� · k) l (D.27)

Ülemine indeks 𝑞 osutab siin kvaasitangentsiaalsele momendile.

Semitangentsiaalne moment
Vaatleme semitangentsiaalse momendi rakendust (jn D.6b), kus momendil on kaks
teineteisega risti olevat jõuõlga. Rakendatav moment

Mo = l× 1

2
𝑀𝑜k− k× 1

2
𝑀𝑜l = 𝑀𝑜m (D.28)

on sama suur kui kvaasitangentsiaalne moment (D.24).
Rakendame varda otsa pöörde �⃗�, jättes momendid 1

2
𝑀𝑜l ja 1

2
𝑀𝑜k konstantseks. Jõuõlg

(vektor) k muutub nii nagu l (D.25):

k* = k + �⃗�×k (D.29)

Semitangentsiaalse momendi juurdekasv

Ms
Δ = l*× 1

2
𝑀𝑜k− k*× 1

2
𝑀𝑜l−Mo (D.30)

Asetades l, k ja Mo avaldised (D.25), (D.29), (D.28) võrrandisse (D.30), saame

Ms
Δ =

1

2
𝑀𝑜 [(�⃗�× l)×k− (�⃗�×k)× l] =

1

2
𝑀𝑜�⃗�×m =

1

2
�⃗�×Mo (D.31)

Ülemine indeks 𝑠 osutab siin semitangentsiaalsele momendile.
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Jälgiva momendi3 (ingl follower moment) juurdekasv
Mf

Δ = �⃗�×Mo (D.32)

Semitangentsiaalset momenti võib vaadelda kui fikseeritud momendi ja jälgiva momendi
keskmist väärtust [ABD79] (jn D.7).

)

Mo M = M o

(a) Algmoment (b) Telgmoment

(d) Semitangentsiaalne
moment

(c) Jälgiv moment

MoMo+ ϕ x=M
f

Mo+ ϕ x1/2M o=M
s

M =
s

1/2(M + M f

ϕ
ϕ/2

ϕ/2

ϕ

ϕ

Joonis D.7. Jälgiv ja semitangentsiaalne moment
Joonisel:
(b) telgmoment M – moment ümber fikseeritud telje Lagrange’i koordinaatides;
(c) jälgiv moment Mf – moment kaasaliikuvates Lagrange’i koordinaatides;
(d) semitangentsiaalne moment Ms – momentide M, Mf aritmeetiline keskmine:

Ms =
1

2
M + Mf (D.33)

D.5 Kvaasi- ja semitangentsiaalsed pöörded
Semitangentsiaalsetele momentidele (jn D.7) vastavaid pöördeid nimetatakse semitangent-
siaalseteks (jn D.8). Semitangentsiaalne pööre on jälgiva pöörde ja telgpöörde (pööre ümber
fikseeritud telje) aritmeetiline keskmine.

Semitangentsiaalse pöörde kommutatiivsus
Semitangentsiaalsete pöörete järjestuse kirjeldamiseks kasutame tähistust

T (𝜙s) =
1

2

(︀
𝜙+ 𝜙f

)︀
(D.34)

T (𝜒s) =
1

2

(︀
𝜒+ 𝜒f

)︀
(D.35)

Pöörete järjestus joonisel D.9:
(a) telgpöörded 𝜙 = 𝜋

2
⇒ 𝜒 = 𝜋

2
;

(b) jälgivad pöörded 𝜙 = 𝜋
2

⇒ 𝜒𝑓 = 𝜋
2
;

(c) telgpöörded vastupidises järjestuses 𝜒 = 𝜋
2

⇒ 𝜙 = 𝜋
2
.

3 Moment järgneb tema rakenduspunkti pööretele.
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oχ+= oχ χf ϕ x

=χ (χ + χ  )f1/2
s

χo+=
s

oχ χ ϕ 1/2x

oχ = χχo

(a) Algteljed (b) Telgpööre

(c) Jälgiv pööre Semitangentsiaalne
pööre

(d)

ϕ
ϕ/2

ϕ/2

ϕ

ϕ

Joonis D.8. Jälgiv ja semitangentsiaalne pööre

Näitame, et semitangentsiaalsete pöörete järjestusest T (𝜒s) ⇒ T (𝜙s) või T (𝜙s) ⇒
T (𝜒s) ei sõltu lõpptulemus:

T (𝜒s)T (𝜙s) =
1

2

[︀
T (𝜒)T (𝜙) + T

(︀
𝜒f
)︀
T (𝜙)

]︀
=

=
1

2
[T (𝜒)T (𝜙) + T (𝜙)T (𝜒)] = T (𝜙s)T (𝜒s) (D.36)

Siin kasutasime joonisel D.9 olevat võrdust

T
(︀
𝜒f
)︀
T (𝜙) = T (𝜙)T (𝜒) (D.37)

f

T(  )ϕ χT(  )

χT(  )

T(  )ϕ

ϕ

χ

(a) Telgpööre

T(  )ϕ

T(    )fχ

T(  )ϕT(    )fχ

χ

 = 

ϕ

(b) Jälgiv pööre

T(  )ϕ

χT(  )

T(  )ϕχT(  )

Telgpööre vastupidises
järjestuses

(c)

χ

ϕ

Joonis D.9. Semitangentsiaalsete pöörete kommutatiivsus
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Semitangentsiaalsete pöörete reeglid
Semitangentsiaalsete pöörete puhul tuleb vahet teha järgmistel juhtudel (jn D.10):

(a) koordinaadid pöörduvad, kuid ristlõige ei pöördu;
(b) nii koordinaadid kui ka ristlõige pöörduvad;
(c) ristlõige pöördub, kuid koordinaadid ei pöördu.

z z

x x

x

z
z

x

x

z

x

z
,ψ *ψ *, ,

ϕ, * ϕ*,,

ρ05ψ

ρ05ϕ

(c) Ristlõike pööre

(a) Koordinaatide pööre

ρ05ϕ

ρ05

ρ05

* ϕ*

ψ,
*ψ *,

ϕ,

ψ ψ

,

(b) Koordinaatide ja ristlõike pööre

* ϕ*,

ψ,

ϕ,
ρ05ψ

*ψ *

ϕ

,

ρ05ϕ

ρ05Nurk võrdub 

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2

ρ05

ψ

Joonis D.10. Semitangentsiaalsete pöörete reeglid
Alustame lihtsaima juhuga, kus koordinaadid pöörduvad, kuid ristlõige ei pöördu. Koor-

dinaatide teisendus tehakse vektoritega 𝜙 = {𝜙, 𝜒, 𝜓} ja 𝜙* = {𝜙*, 𝜒*, 𝜓*}.

𝜙* = (I3 + T𝑅)𝜙 (D.38)

kus I3 on 3 × 3 ühikmaatriks ja

T𝑅 =

⎡⎣ 0 𝜌06 −𝜌05
−𝜌06 0 𝜌04
𝜌05 −𝜌04 0

⎤⎦ (D.39)

Teisenduse (D.38) maatrikskuju:⎡⎣ 𝜙*

𝜒*

𝜓*

⎤⎦ =

⎡⎣ 0 𝜌06 −𝜌05
−𝜌06 0 𝜌04
𝜌05 −𝜌04 0

⎤⎦⎡⎣ 𝜙
𝜒
𝜓

⎤⎦ (D.40)

Tasandilisel juhul 𝜒 = 0, 𝜌06 = 0 (jn D.10a) teeme teisenduse

𝜙* = 𝜙− 𝜌05𝜓

𝜓* = 𝜓 + 𝜌05𝜙 (D.41)
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Koordinaatide ja ristlõike samaaegsel pöördumisel

𝜙* =

(︂
I3 +

1

2
T𝑅

)︂
𝜙 (D.42)

kus T𝑅 on antud avaldisega (D.39). Tasandilisel juhul 𝜒 = 0, 𝜌06 = 0 (jn D.10b)

𝜙* = 𝜙− 1

2
𝜌05𝜓

𝜓* = 𝜓 +
1

2
𝜌05𝜙 (D.43)

Kui koordinaadid ei pöördu ja ristlõige pöördub (jn D.10c), siis

𝜙* =

(︂
I3 −

1

2
T𝑅

)︂
𝜙 (D.44)

Tasandilisel juhul 𝜒 = 0, 𝜌06 = 0 (jn D.10c) teeme teisenduse

𝜙* = 𝜙+
1

2
𝜌05𝜓

𝜓* = 𝜓 − 1

2
𝜌05𝜙 (D.45)

D.6 Pseudovektor

D.6.1 Suurte pöörete maatriksesitus
Lõplikud pöörded, nii nagu siirdedki, ei ole lineaarsed ega lihtsalt liidetavad. Geomeetriliselt
mittelineaarses teoorias defineeris Argyris [Arg82] pöörde pseudovektori, mis on kasutusel
näiteks programmipaketis ANSYS [ANS92].

{𝜃} = {𝜙 𝜒 𝜓}𝑇 = 𝜃e (D.46)

kus 𝜙, 𝜒, 𝜓 on pöörde 𝜃 komponendid ristkoordinaadistikus 𝑂𝑥𝑦𝑧.

𝜃 =
√︀
𝜙2 + 𝜒2 + 𝜓2 (D.47)

ja e on pöörde teljesuunaline ühikvektor (jn D.11).
Pöörete abimaatriks on

[S] =

⎡⎣ 0 −𝜓 𝜒
𝜓 0 −𝜙
−𝜒 𝜙 0

⎤⎦ (D.48)

Leiame pöörete teisendusmaatriksi T (𝜃) nii, et kohavektor p pöörduks uude asukohta p̂
(jn D.11):

p̂ = T (𝜃)p (D.49)
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∆
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Joonis D.11. Pseudovektor

Teisendusmaatriks T (𝜃) on mittelineaarne funktsioon pöördest 𝜃.
Normeerime pöörete pseudovektori nii:

{𝜛} = 𝜔 {e} (D.50)

kus {𝜛} on pöörde pseudovektor pikkusega 𝜔 ja komponentidega 𝜔1, 𝜔2 ja 𝜔3. Kasutame
Rankini ja Brogani [RB86] normaliseerimist

𝜔 = 2 sin
𝜃

2
(D.51)

mis seob 𝜃 ja 𝜔:

{𝜛} = 2 sin
𝜃

2
{e} (D.52)

Teisendusmaatriks T [RB86] on seoses pöördega {𝜛} või pöördega {𝜃}.

[T] = [I3] +

√︂
1 −

(︁𝜔
2

)︁2

[T] +
1

2
[Ω] (D.53)

kus I3 on 3 × 3 ühikmaatriks ja Ω pöörete abimaatriks:

[Ω] =

⎡⎣ 0 −𝜔𝑧 𝜔𝑦
𝜔𝑧 0 −𝜔𝑥
−𝜔𝑦 𝜔𝑥 0

⎤⎦ (D.54)

Kui pseudovektor on moodustatud ja normaliseeritud, siis määrame lõplike pöörete
teisenduse võrrandi (D.53) abil. Vastupidi, kui lõplike pöörete teisendus on teada, siis mää-
rame pseudovektori {𝜛} avaldisest

[Ω] =
1√

1 + 𝛾

(︁
[T] − [T]𝑇

)︁
(D.55)

kus 𝛾 on maatriksi [T] jälg:

𝛾 = 𝑇1 1 + 𝑇2 2 + 𝑇3 3 (D.56)
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D.6.2 Üksik pseudovektor
Argyris [Arg82] vaatleb järjestikuste pööretega ekvivalentset üksikut pseudovektorit 𝜃.

Määrame pseudovektori 𝜔:

{𝜔} = {𝜔𝑥 𝜔𝑦 𝜔𝑧} = tan
𝜃

2
{e} (D.57)

ja pseudovektorile {𝜔} vastava abimaatriksi:

[Ω] =

⎡⎣ 0 −𝜔𝑧 𝜔𝑦
𝜔𝑧 0 −𝜔𝑥
−𝜔𝑦 𝜔𝑥 0

⎤⎦ =
tan 𝜃

2

𝜃

⎡⎣ 0 −𝜓 𝜒
𝜓 0 −𝜙
−𝜒 𝜙 0

⎤⎦ =
1

2

tan 𝜃
2

𝜃
2

[S] (D.58)

Vaatleme joonist D.12, kus punkt 𝑀 on lõigu 𝑃𝑃1 = pΔ keskpunkt. Lõik

𝐴𝑀 =
1

2
(p + p1) ehk p + p1 = 2𝐴𝑀 (D.59)

Jooniselt näeme, et

p + pΔ = p1 ehk p1 − p = pΔ (D.60)

∆
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Joonis D.12. Üksik pseudovektor
Et lõik 𝐶𝑀 on risti lõiguga 𝑃𝑃1, siis

𝑃𝑀 =
1

2
pΔ = 𝐶𝑀 tan

𝜃

2
(D.61)

Kuna pΔ on risti pseudovektoriga 𝜔 ja 2𝐴𝑀 = p + p1, siis langeb ta kokku vektorkorruti-
sega 𝜔 × (p + p1). Arvestades, et pseudovektori 𝜔 ja lõigu 𝐴𝑀 vaheline nurk on 𝛼, saame
vektorkorrutise |𝜔 × (p + p1) | suuruseks

sin𝛼· tan
𝜃

2
·2𝐴𝑀 =

𝐶𝑀

𝐴𝑀
· tan

𝜃

2
·2𝐴𝑀 = 2𝐶𝑀 · tan

𝜃

2
= |pΔ| (D.62)



188 D. Vektorite teisendused

Siit saame seose

pΔ = 𝜔 × (p + p1) = p1 − p (D.63)

Võttes arvesse määrangu (D.58), saame seose (D.63) esitada kujul

p1 − p = Ω (p + p1) (D.64)

Siin veendusime korrutiste 𝜔 × p ja Ωp samaväärsuses.

D.6.3 Suured pöörded ja kvaternioonid
Eesmärgiks on üles ehitada pöörete pseudovektor {𝜃𝑛+1} eelmisest pseudovektorist {𝜃𝑛}
juurdekasvu (inkremendi) {Δ𝜃} abil. Argyris [Arg82] kasutas pöörete pseudovektori moo-
dustamiseks kvaternioone4.

Kvaternioonide [BŠ73] mõiste võttis kasutusele W. R. Hamilton5 1843. aastal.
Kvaternioonid6 on defineeritud skaalari ja vektori summana [ANS92]:

⟨𝑞⟩ = 𝑎+ {b} (D.65)

kus sulud < > tähistavad kvaterniooni. Kvaterniooni <q> skalaarne ja vektoriaalne osa on 𝑎
ning {b}. Kvaterniooni <q> norm |𝑞| arvutatakse järgmiselt:

|𝑞| =
√︁
𝑎2 + 𝑏21 + 𝑏22 + 𝑏23 (D.66)

kus 𝑏1, 𝑏2 ja 𝑏3 on vektori {b} komponendid. Kui |𝑞| = 1, siis <q> on ühikkvaternioon.
Olgu ⟨𝑞1⟩ ja ⟨𝑞2⟩ kaks kvaterniooni:

⟨𝑞1⟩ = 𝑎+ {b} (D.67)
⟨𝑞2⟩ = 𝑐+ {d} (D.68)

Kvaternioonide korrutis ⟨𝑞1 2⟩ avaldub viisil

⟨𝑞1 2⟩ = ⟨𝑞1⟩⟨𝑞2⟩ = 𝑎𝑐−
{︀
b𝑇

}︀
{d} + 𝑐 {b} + 𝑎 {d} − {b} × {d} (D.69)

Kvaterniooni ⟨𝑞1 2⟩ skalaarne S (𝑞1 2) ja vektoriaalne {V (𝑞1 2)} osa:

S (𝑞1 2) = 𝑎𝑐+
{︀
b𝑇

}︀
{d} (D.70)

{V (𝑞1 2)} = 𝑐 {b} + 𝑎 {d} − {b} × {d} (D.71)

Argyris [Arg82, lk 150] esitab pseudovektori kujul

⟨𝑞⟩ = cos
𝜃

2
+ sin

𝜃

2
{e} (D.72)

4 Kvaternioon (ld quaterni ’neljakaupa’) arvkujul: 𝛼 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘, kus 𝑎, 𝑏, 𝑐 ja 𝑑 on reaalarvud ning 1,
𝑖, 𝑗 ja 𝑘 kvaterniooniühikud.

5 Sir William Rowan Hamilton (1805–1865), iiri matemaatik ja füüsik.
6 http://www.geometrictools.com/Documentation/Quaternions.pdf (11.03.2016)

http://www.geometrictools.com/Documentation/Quaternions.pdf
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Siin on <q> ühikkvaternioon. Avaldiste (D.52), (D.50) abil saame pseudovektori (D.72) kujul

⟨𝑞⟩ = cos
𝜃

2
+

1

2
{e} (D.73)

Pseudovektori moodustamisel vaatleme pöördeid {𝜃𝑛} ja {∆𝜃}:

⟨𝑞𝑛⟩ = cos
𝜃𝑛
2

+
1

2
{𝜔𝑛} (D.74)

⟨∆𝑞⟩ = cos
∆𝜃

2
+

1

2
{∆𝜔} (D.75)

kus {𝜔n} on normaliseeritud {𝜃n} ja {∆𝜔} on normaliseeritud {∆𝜃}.
Pseudovektori ⟨𝑞𝑛+1⟩ moodustamiseks kasutatakse kvaternioonide korrutamist (D.69):

⟨𝑞𝑛+1⟩ = ⟨∆𝑞⟩⟨𝑞𝑛⟩ = cos
𝜃𝑛
2

cos
∆𝜃

2
− 1

4
{𝜔𝑛}𝑇 {∆𝜔} +

+
1

2
cos

∆𝜃

2
{𝜔n} +

1

2
cos

𝜃𝑛
2
{∆𝜔} − 1

4
{𝜔𝑛} × {∆𝜔} (D.76)

Pseudovektor ⟨𝑞𝑛+1⟩ on ühikvektor, sest ⟨∆𝑞⟩ ja ⟨𝑞𝑛⟩ on ühikkvaternioonid. Pseudovektori
⟨𝑞𝑛+1⟩ saab esitada kahel viisil:

⟨𝑞𝑛+1⟩ = cos
𝜃𝑛+1

2
+

1

2
{𝜔𝑛+1} (D.77)

⟨𝑞𝑛+1⟩ = cos
𝜃𝑛+1

2
+ sin

𝜃𝑛+1

2
{e𝑛+1} (D.78)

Määrame kvaterniooni (D.76) skalaarse ja vektoriaalse osa:

S (𝑞𝑛+1) = cos
𝜃𝑛+1

2
= cos

𝜃𝑛
2

cos
∆𝜃𝑛

2
− 1

4
{𝜔𝑛}𝑇 {∆𝜔} (D.79)

{V (𝑞𝑛+1)} =
1

2
{𝜔𝑛+1} =

1

2
cos

∆𝜃

2
{𝜔𝑛} +

1

2
cos

𝜃𝑛
2
{∆𝜔} − 1

4
{𝜔𝑛}×{∆𝜔} (D.80)

Pöörded 𝜃𝑛+1 ja {𝜔𝑛+1} leiame võrranditest (D.79) ja (D.80).
Tuleb arvestada, et nurk 𝜃 on piiratud pöördega ±𝜋. See piirang tuleneb siinusest, mille

määramispiirkond on 0 . . . 𝜋. Kui |𝜃| on suurem kui 𝜋, siis

𝜃* =

{︂
𝜃 𝑘𝑢𝑖 |𝜃| ≤ 𝜋

2𝜋 − 𝜃 𝑘𝑢𝑖 |𝜃| > 𝜋
(D.81)
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E. Arvutiprogrammid

EST-meetodi arvutiprogrammid leiab raamatule lisatud CD-plaadilt vastavalt baas-
rajale (ingl base path) – file:///D:, file:///E:, file:///F:, file:///S:, file:///Z:, file:///media/cdrom0,
file:///media/E_OPE. Arvutiprogrammide avamisest loe lk 4.

E.1 Programmid tala väände arvutamiseks
Programm E.1 (Naide2_1.m)1 56 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning
𝑇𝑠𝑢𝑚 lausmomendiga 𝑚𝑥 koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)2

– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)3

– yzWGmx(baasi0,l,l,a,mx,GIt,EIw)4

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)5

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)6

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)7

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)8

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)9

– minMaxGrfVnurk(Fvv)10

Programm E.2 (Naide2_2.m)11 63 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning
𝑇𝑠𝑢𝑚 koondmomendiga 𝑀𝑥 koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)12

1 ./octaveProgrammid/Naide2_1.m
2 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
3 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
4 ./octaveProgrammid/yzWGmx.m
5 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
6 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
7 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
8 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
9 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m

10 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
11 ./octaveProgrammid/Naide2_2.m
12 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m

191

./octaveProgrammid/Naide2_1.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_2.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
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– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)13

– yzWGMx(baasi0,l,x,a,Mx,GIt,EIw)14

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)15

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)16

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)17

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)18

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)19

– minMaxGrfVnurk(Fvv)20

Programm E.3 (Naide2_3.m)21 69 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning
𝑇𝑠𝑢𝑚 bimomendiga 𝐵𝜔 koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)22

– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)23

– yzWGBy(baasi0,l,x,a,By,GIt,EIw)24

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)25

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)26

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)27

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)28

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)29

– minMaxGrfVnurk(Fvv)30

Programm E.4 (Naide2_4.m)31 75 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning
𝑇𝑠𝑢𝑚 lausmomendiga 𝑚𝑥 koormatud talas.

13 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
14 ./octaveProgrammid/yzWGMx.m
15 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
16 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
17 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
18 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
19 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
20 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
21 ./octaveProgrammid/Naide2_3.m
22 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
23 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
24 ./octaveProgrammid/yzWGBy.m
25 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
26 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
27 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
28 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
29 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
30 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
31 ./octaveProgrammid/Naide2_4.m

./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_3.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_4.m
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Kasutab funktsioone
– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)32

– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)33

– yzWGmx(baasi0,l,l,a,mx,GIt,EIw)34

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)35

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)36

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)37

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)38

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)39

– minMaxGrfVnurk(Fvv)40

Programm E.5 (Naide2_5.m)41 82 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning
𝑇𝑠𝑢𝑚 koondmomendiga 𝑀𝑥 koormatud talas.
Kasutab funktsioone

– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)42

– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)43

– yzWGMx(baasi0,l,x,a,Mx,GIt,EIw)44

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)45

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)46

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)47

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)48

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)49

– minMaxGrfVnurk(Fvv)50

Programm E.6 (Naide2_6.m)51 87 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning
𝑇𝑠𝑢𝑚 bimomendiga 𝐵𝜔 koormatud talas.

32 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
33 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
34 ./octaveProgrammid/yzWGmx.m
35 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
36 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
37 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
38 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
39 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
40 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
41 ./octaveProgrammid/Naide2_5.m
42 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
43 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
44 ./octaveProgrammid/yzWGMx.m
45 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
46 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
47 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
48 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
49 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
50 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
51 ./octaveProgrammid/Naide2_6.m

./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_5.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_6.m


194 E. Arvutiprogrammid

Kasutab funktsioone
– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)52

– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)53

– yzWGBy(baasi0,l,x,a,By,GIt,EIw)54

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)55

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)56

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)57

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)58

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)59

– minMaxGrfVnurk(Fvv)60

Programm E.7 (Naide2_7.m)61 93 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning
𝑇𝑠𝑢𝑚 pikijõuga 𝐹𝑥 koormatud talas.
Kasutab funktsioone

– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)62

– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)63

– yzWGBy(baasi0,l,x,a,By,GIt,EIw)64

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)65

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)66

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)67

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)68

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)69

– minMaxGrfVnurk(Fvv)70

Programm E.8 (Naide2_8.m)71 99 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning
𝑇𝑠𝑢𝑚 laus- ja koondkoormusega 𝑚𝑥, 𝑀𝑥 ning bimomendiga 𝐵𝜔 koormatud konsoolis.

52 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
53 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
54 ./octaveProgrammid/yzWGBy.m
55 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
56 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
57 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
58 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
59 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
60 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
61 ./octaveProgrammid/Naide2_7.m
62 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
63 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
64 ./octaveProgrammid/yzWGBy.m
65 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
66 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
67 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
68 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
69 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
70 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
71 ./octaveProgrammid/Naide2_8.m

./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_7.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_8.m
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Kasutab funktsioone

– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)72

– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)73

– yzWGBy(baasi0,l,x,a,By,GIt,EIw)74

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)75

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)76

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)77

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)78

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)79

– minMaxGrfVnurk(Fvv)80

Programm E.9 (Naide2_10.m)81 116 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔,
𝑇𝜔 ning 𝑇𝑠𝑢𝑚 laus- ja koondkoormusega 𝑚𝑥, 𝑀𝑥 ning bimomendiga 𝐵𝜔 koormatud
mitmesildelises talas.
Kasutab funktsioone

– yspWGvfmhvI(baasi0,l,GIt,EIw)82

– yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)83

– yzWGBy(baasi0,l,x,a,By,GIt,EIw)84

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)85

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)86

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)87

– ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw)88

– SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,suurused)89

– minMaxGrfVnurk(Fvv)90

72 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
73 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
74 ./octaveProgrammid/yzWGBy.m
75 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
76 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
77 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
78 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
79 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
80 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
81 ./octaveProgrammid/Naide2_10.m
82 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
83 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
84 ./octaveProgrammid/yzWGBy.m
85 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
86 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
87 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
88 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
89 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
90 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m

./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_10.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
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Funktsioon E.1 (yspWGvfmhvI(baasi0,l,l,GIt,EIw))91 56, 54, 111 – arvutab õhukesesei-
nalise varda väände hõreda laiendatud ülekandemaatriksi (𝑈4×4 | −𝐼4×4).

Funktsioon E.2 (yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw))92 54 – arvutab õhukeseseinalise varda
väände hõreda ülekandemaatriksi 𝑈4×4.

Funktsioon E.3 (ylWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw))93 115 – arvutab õhukeseseinalise varda
väände ülekandemaatriksi 𝑈4×4.

Funktsioon E.4 (yzWGmx(baasi0,l,l,a,mx,GIt,EIw))94 54, 173, 115 – arvutab õhukese-

seinalise varda väände lausmomendi koormusvektori −
∘
Z.

Funktsioon E.5 (yzWGMx(baasi0,l,x,a,Mx,GIt,EIw))95 173, 115 – arvutab õhukesesei-

nalise varda väände koondmomendi koormusvektori −
∘
Z.

Funktsioon E.6 (yzWGBy(baasi0,l,x,a,By,GIt,EIw))96 54 – arvutab õhukeseseinalise var-

da väände koondbimomendi koormusvektori −
∘
Z.

Funktsioon E.7 (SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,
suurused)).97 54 – arvutab õhukeseseinalise varda väände koondbimomendi koormusvek-

tori −
∘
Z.

Funktsioon E.8 (minMaxGrfVnurk(Fvv))98 – arvutab siirete ja momentide maksimaalsed
ja minimaalsed väärtused graafikute mahutamiseks ekraanile.

Funktsioon E.9 (spInsertBtoA(spA,IM,JN,spB))99 – sisestab hõreda maatriksi spB
hõredasse maatriksisse spA, alustades IM-nda rea ja JN-nda veeru lõikekohast. Hõredate
maatriksite spA ja spB kattuvad elemendid liidetakse.

Funktsioon E.10 (InsertBtoA(A,I,J,IM,JN,B,M,N))100 – sisestab (𝑀×𝑁 )-järku maatrik-
si BM×N (𝐼 × 𝐽)-järku maatriksisse AI×J, alustades IM-nda rea ja JN-nda veeru lõikeko-
hast.

Funktsioon E.11 (spSisestaArv(spA,iv,jv,sv))101 – sisestab arvu sv hõreda maatriksi spA
iv-nda rea jv-nda veeru lõikekohale.

91 ./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
92 ./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
93 ./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
94 ./octaveProgrammid/yzWGmx.m
95 ./octaveProgrammid/yzWGMx.m
96 ./octaveProgrammid/yzWGBy.m
97 ./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
98 ./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
99 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m

100 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
101 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m

./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m


E.2 Programmid murtud tala arvutamiseks 197

E.2 Programmid murtud tala arvutamiseks
Programm E.10 (Naide4_5Gamma.m)102 123 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡,
𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning 𝑇𝑠𝑢𝑚 lausmomendiga 𝑚𝑥 koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

– yspTVmI(baasi0,l,l,GAr,EJ,GIt,EIw)103

– yspTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)104

– ylTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)105

– yzTVmx(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw)]106

– yzTVqz(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw)]107

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)108

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)109

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)110

– ylTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)111

– minMaxGrfTVnurk(LisaGr,Fvvs)112

Programm E.11 (Naide4_5GammaTV.m)113 131 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid
𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔 ning 𝑇𝑠𝑢𝑚 lauskoormusega 𝑞𝑧 koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

– yspTVmI(baasi0,l,l,GAr,EJ,GIt,EIw)114

– yspTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)115

– ylTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)116

– yzTVmx(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw)]117

– yzTVqz(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw)]118

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)119

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)120

102 ./octaveProgrammid/Naide4_5Gamma.m
103 ./octaveProgrammid/yspTVmI.m
104 ./octaveProgrammid/yspTVlin.m
105 ./octaveProgrammid/ylTVlin.m
106 ./octaveProgrammid/yzTVmx.m
107 ./octaveProgrammid/yzTVqz.m
108 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
109 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
110 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
111 ./octaveProgrammid/ylTVlin.m
112 ./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
113 ./octaveProgrammid/Naide4_5GammaTV.m
114 ./octaveProgrammid/yspTVmI.m
115 ./octaveProgrammid/yspTVlin.m
116 ./octaveProgrammid/ylTVlin.m
117 ./octaveProgrammid/yzTVmx.m
118 ./octaveProgrammid/yzTVqz.m
119 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
120 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m

./octaveProgrammid/Naide4_5Gamma.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide4_5GammaTV.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
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– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)121

– ylTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)122

– minMaxGrfTVnurk(LisaGr,Fvvs)123

Programm E.12 (Naide4_6U.m)124 139 – arvutab väändenurga 𝜃 ja momendid 𝑇𝑡, 𝐵𝜔, 𝑇𝜔
ning 𝑇𝑠𝑢𝑚 lausmomendiga 𝑚𝑥 koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

– yspTVmI(baasi0,l,l,GAr,EJ,GIt,EIw)125

– yspTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)126

– ylTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)127

– yzTVmx(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw)]128

– yzTVqz(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw)]129

– spInsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)130

– InsertBtoA(Bvb,I,J,IM,JN,vB,M,N)131

– spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)132

– ylTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw)133

– minMaxGrfTVnurk(LisaGr,Fvvs)134

Funktsioon E.12 (yspTVmI(baasi0,l,l,GAr,EJ,GIt,EIw))135 139 – arvutab õhukeseseina-
lise varda painde ja väände hõreda laiendatud ülekandemaatriksi (𝑈4×4 | −𝐼4×4).

Funktsioon E.13 (yspTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw))136 122 – arvutab õhukeseseina-
lise varda painde ja väände hõreda ülekandemaatriksi.

Funktsioon E.14 (ylTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw))137 126, 143 – arvutab õhukesesei-
nalise varda painde ja väände ülekandemaatriksi.

121 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
122 ./octaveProgrammid/ylTVlin.m
123 ./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
124 ./octaveProgrammid/Naide4_6U.m
125 ./octaveProgrammid/yspTVmI.m
126 ./octaveProgrammid/yspTVlin.m
127 ./octaveProgrammid/ylTVlin.m
128 ./octaveProgrammid/yzTVmx.m
129 ./octaveProgrammid/yzTVqz.m
130 ./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
131 ./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
132 ./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
133 ./octaveProgrammid/ylTVlin.m
134 ./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
135 ./octaveProgrammid/yspTVmI.m
136 ./octaveProgrammid/yspTVlin.m
137 ./octaveProgrammid/ylTVlin.m

./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide4_6U.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
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Funktsioon E.15 (yzTVmx(baasi0,l2,l2,0.0,mx,GIt,EIw))138 126, 143 – arvutab õhukese-

seinalise varda väände lausmomendi koormusvektori −
∘
Z.

Funktsioon E.16 (yzTVqz(baasi0,l2,0.0,qz,EI)139 126, 143 – arvutab õhukeseseinalise

varda painde lauskoormuse 𝑞𝑧 koormusvektori −
∘
Z.

Funktsioon E.17 (minMaxGrfTVnurk(LisaGr,Fvvs))140 – arvutab siirete ja momentide
maksimaalsed ja minimaalsed väärtused graafikute mahutamiseks ekraanile.

Programm E.13 (Naide4_6Udef.m)141 149 – arvutab deformatsioonimeetodiga väände-
momendi 𝑀𝑦 ja bimomendi 𝐵𝜔 murtud talas.

Programm E.14 (Naide4_6Uforce.m)142 149 – arvutab jõumeetodiga väändemomendi 𝑀𝑦

ja bimomendi 𝐵𝜔 murtud talas.

E.3 Ristlõike geomeetrilised karakteristikud
Funktsioon E.18 (ohukeU(b,h,tf,tw))143 166 – arvutab ristlõike lõikekeskme ja keskjoone
vahelise kauguse 𝑒, väändeinertsimomendi 𝐼𝑡 ning sektorinertsimomendi 𝐼𝜔.

138 ./octaveProgrammid/yzTVmx.m
139 ./octaveProgrammid/yzTVqz.m
140 ./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
141 ./octaveProgrammid/Naide4_6Udef.m
142 ./octaveProgrammid/Naide4_6Uforce.m
143 ./octaveProgrammid/ohukeU.m

./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqz.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide4_6Udef.m
./octaveProgrammid/Naide4_6Uforce.m
./octaveProgrammid/ohukeU.m
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Terminid ja sümbolid

Bimoment. (eurokoodeksis − bimoment 𝐵𝐸𝑑; sks Bimoment, ingl bimoment, vn izgibno-
krut�wi$i bimoment). Bimomendi tähis on 𝐵𝜔. Bimomendi võib leida avaldisega

𝐵𝜔 = −𝐸𝐼𝜔𝜃
′′ (T.1)

kus
𝐸 – elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . . . 220 GPa);
𝐼𝜔 – sektorinertsimoment;
𝜃′′ – väändenurga teine tuletis varda teljesuunalise koordinaadi järgi.
3, 17, 22, 32, 35, 41, 43, 55–57, 60, 62–64, 66, 68–70, 72, 74, 75, 78, 80, 81, 84, 86,
87, 90, 92, 93, 96, 98–100, 103, 109, 110, 112, 117, 121, 128, 134, 137, 146, 168,
191–195, 197–199

Elastne joon (sks Biegelinie e elastische Linie, ingl elastic line, vn upruga� lini�). Elast-
seks jooneks nimetatakse varda kõverdunud telge, mille kuju määrab elastse joone võr-
rand.
33

Elastne telg (sks Schubmittelachse, ingl elastic axis e line of shear centers, vn upruga�
os~ e lini� centrov izgiba) on varda lõikekeskmeid ühendav joon.
3, 33, 44, 107, 121, 137, 162

Koguväändemoment (eurokoodeksis – summaarne väändemoment; sks gesamte Torsions-
moment, ingl torsional moment, vn polny$i krut�wi$i moment). Koguväändemo-
ment on võrdne vabaväändemomendi (St. Venant’i väändemomendi) 𝑇𝑡 ja kooldevään-
demomendi 𝑇𝜔 algebralise summaga:

𝑇𝑠𝑢𝑚 = 𝑇𝑡 + 𝑇𝜔 (T.2)

kus
𝑇𝑠𝑢𝑚 – koguväändemoment;
𝑇𝑡 – vabaväändemoment;
𝑇𝜔 – kooldeväändemoment.
4, 24, 41, 43, 55–57, 60, 62–64, 66, 68–70, 72, 74, 75, 78, 80, 81, 84, 86, 87, 90, 92,
93, 96, 98–100, 103, 109, 110, 112, 117, 124, 128, 134, 141, 146, 168, 178, 191–195,
197, 198
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Kooldejäikus (sks Wölbsteifigkeit, ingl warping rigidity of the section, vn sektorial~na�
�estkost~ deplanacii tonkostennogo ster�n�). Kooldejäikus avaldub elast-
susmooduli 𝐸 ja sektorinertsimomendi 𝐼𝜔 korrutisena:

𝐸𝐼𝜔 = 𝐸 × 𝐼𝜔 (T.3)

kus
𝐼𝜔 – sektorinertsimoment;
𝐸 – elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . . . 220 GPa).
44, 45, 55, 62, 68, 74, 80, 86, 92, 98, 110, 121, 137

Kooldekarakteristik (sks Abklingfaktor für Torsion [Gei14, lk 722], ingl flexural-torsion
cross-section characteristic [And12], [Pra74], vn izgibno-krutil~na� harakter-
istika ster�n� [Bõt62]). Kooldekarakteristik iseloomustab kooldumise määra.
Kooldekarakteristiku tähis on 𝜅. Kooldekarakteristik saadakse õhukeseseinalise varda
takistatud väände diferentsiaalvõrrandi vastavast karakteristlikust võrrandist.

𝜅 =

√︂
𝐺𝐼𝑡
𝐸𝐼𝜔

, 𝑎 =

√︂
𝐸𝐼𝜔
𝐺𝐼𝑡

(T.4)

kus
𝐺𝐼𝑡 – vabaväändejäikus;
𝐸𝐼𝜔 – kooldejäikus;
𝑎 – kooldekarakteristiku pöördväärus (ingl torsional bending constant) [HIM11].
44, 45, 55, 62, 68, 74, 80, 86, 92, 98, 110, 121, 137

Kooldemoment (eurokoodeksis − 𝑀𝑤,𝐸𝑑; sks Wölbmoment, ingl warping moment, vn
izgibno-krut�wi$i moment). Kooldemomendi tähis on 𝑀𝜔. Kooldemoment
leitakse samal viisil nagu bimoment, kuid bimomendil puudub momendi dimensioon.

𝑀𝜔 = ∓ 𝐸𝐼𝜔
(ℎ− 𝑡𝑓 )

𝜃′′ (T.5)

kus
𝐸 – elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . . . 220 GPa);
𝐼𝜔 – sektorinertsimoment;
𝜃′′ – väändenurga teine tuletis varda teljesuunalise koordinaadi järgi;
ℎ – ristlõike kõrgus;
𝑡𝑓 – vöö paksus.
22

Kooldenihkepinge (eurokoodeksis – takistatud väändest tingitud nihkepinge; sks Wölb-
schubspannung, ingl warping shear stress, vn sektorial~noe kasatel~noe
napr��enie). Kooldenihkepinge tähis on 𝜏𝜔. Kooldenihkepinge võib leida avaldisega

𝜏𝜔 = 𝐸𝜃′′′
𝑆*
𝜔

𝛿
= − 𝑇𝜔𝑆

*
𝜔

𝐼𝜔 𝛿
(T.6)

kus
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𝐸 – elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . . . 220 GPa);
𝜃′′′ – väändenurga kolmas tuletis varda teljesuunalise koordinaadi järgi;
𝑆*
𝜔 – eraldatud osa staatiline sektormoment;
𝛿 – ristlõikeelemendi paksus vaadeldavas kohas;
𝑇𝜔 – kooldeväändemoment;
𝐼𝜔 – sektorinertsimoment.
3, 24, 26, 29–31

Kooldenormaalpinge (eurokoodeksis – bimomendist tingitud normaalpinge; sks Wölb-
normalspannungen, ingl warping normal stress, vn sektorial~noe normal~noe
napr��enie). Kooldenormaalpinge 𝜎𝜔 võib leida avaldistega

𝜎𝜔 = −𝐸𝜔𝜃′′, 𝜎𝜔 =
𝐵𝜔𝜔

𝐼𝜔
(T.7)

kus
𝐸 – elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . . . 220 GPa);
𝜔 – sektorkoordinaat;
𝜃′′ – väändenurga teine tuletis varda teljesuunalise koordinaadi järgi;
𝐵𝜔 – bimoment;
𝜔 – sektorkoordinaat;
𝐼𝜔 – sektorinertsimoment.
3, 17, 21, 23, 24, 26, 30–32

Kooldetugevusmoment (sks Wölbwiderstandsmoment, ingl warping section modulus, vn
sektorial~ny$i moment soprotivleni�) on sektorinertsimomendi 𝐼𝜔 ja maksi-
maalse sektorkoordinaadi 𝜔𝑚𝑎𝑥 jagatis. Kooldetugevusmomendi tähis on 𝑊𝜔.

𝑊𝜔 =
𝐼𝜔
𝜔𝑚𝑎𝑥

(T.8)

siin
𝐼𝜔 – sektorinertsimoment;
𝜔𝑚𝑎𝑥 – maksimaalne sektorkoordinaat.
110

Kooldeväändemoment (eurokoodeksis – takistatud väände väändemoment; sks Wölbtor-
sionsmoment, ingl warping torsional moment, vn izgibno-krut�wi$i moment).
Kooldeväändemoment 𝑇𝜔 määratakse integraaliga:

T𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜏𝜔 𝑟d𝐴 (T.9)

kus
𝜏𝜔 – kooldenihkepinge;
𝑟 – pooluse kaugus keskjoone puutujast;
𝐴 – ristlõike pindala.
24–27, 31, 41, 43, 55, 56, 60, 62, 63, 66, 68, 69, 72, 74, 78, 80, 84, 86, 90, 92, 96, 98,
99, 103, 109, 112, 117, 121, 128, 134, 137, 146, 168, 178, 191–195, 197, 198
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Lõikekese e väändekese (eurokoodeksis – väändekese; sks Schubmittelpunkt, ingl shear
center, vn centr izgiba) on punkt (poolus), mille puhul sektortsentrifugaalmomen-
did 𝐼𝜔 𝑦, 𝐼𝜔 𝑧 on võrdsed nulliga. Lõikekeskme koordinaadid 𝑧𝑃 ja 𝑦𝑃 keskpeateljestikus
määratakse avaldistega

𝑧𝑃 = −
∫︀
𝐴
𝜔𝑜𝑦 d𝐴∫︀
𝐴
𝑦2 d𝐴

= − 𝐼𝜔𝑜 𝑧

𝐼𝑧
(T.10)

𝑦𝑃 =

∫︀
𝐴
𝜔𝑜𝑧 d𝐴∫︀
𝐴
𝑧2 d𝐴

=
𝐼𝜔𝑜 𝑦

𝐼𝑦
(T.11)

kus
𝜔 – sektorkoordinaat;
𝐼𝜔𝑜 𝑧 – sektortsentrifugaalmoment keskpeatelje y suhtes;
𝐼𝜔𝑜 𝑦 – sektortsentrifugaalmoment keskpeatelje z suhtes;
𝐼𝑧 – peainertsimoment keskpeatelje y suhtes;
𝐼𝑦 – peainertsimoment keskpeatelje z suhtes.
26, 33, 36, 37, 39

Sektorinertsimoment (eurokoodeksis − ristlõike sektoriaalinertsimoment; sks Sek-
torträgheitsmoment, ingl warping constant, vn sektorial~ny$i moment inercii)
on integraalina väljenduv summa. Sektorinertsimomendi tähis on 𝐼𝜔. Sektorinertsimo-
ment määratakse integraaliga:

𝐼𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜔2d𝐴 (T.12)
kus
𝜔 – sektorkoordinaat;
𝐴 – ristlõike pindala.
3, 22, 23, 29, 31, 43, 166, 199

Sektorkoordinaadi nullpunkt (sks Nullpunkt für die Sektorkoordinate, ingl null sectorial
point, vn sektorial~na� nuleva� toqka) on selline sektorkoordinaadi alguspunkt,
mille puhul kogu kujundi staatiline sektormoment võrdub nulliga.

𝑆𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜔d𝐴 = 0 (T.13)

kus
𝑆𝜔 – staatiline sektormoment;
𝜔 – sektorkoordinaat;
𝐴 – ristlõike pindala.
Sektorkoordinaadi nullpunkti koordinaadi leiame avaldisega

𝜔𝑀 =
𝑆𝜔
𝐴

(T.14)

Sektorkoordinaadi nullpunkte võib olla mitu. Sektorkoordinaadi peanullpunkt on
lõikekeskmele kõige lähemal.
3, 37, 38
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Sektorkoordinaat e sektorpindala (eurokoodeksis – sektoriaalpindala; sks Sektorkoordi-
nate, ingl sectorial coordinate, vn sektorial~na� koordinata) on pindala koor-
dinaat. Sektorkoordinaadi tähis on 𝜔. Sektorkoordinaat määratakse integraaliga:

𝜔𝑁 =

∫︁ 𝑠2

𝑠1

𝑟d𝑠 (T.15)

kus
r – pooluse kaugus keskjoone puutujast, mis läbib punkti N;
d𝑠 – keskjoone diferentsiaal.
3, 21, 26, 31, 37, 39, 41, 92, 107

Sektortsentrifugaalmoment (sks sektorielles Deviationsmoment, ingl sectorial deviation
moment, vn sektorial~ny$i centrobe�ny$i moment inercii, kasutusel ka
sektorial~no-line$iny$i centrobe�ny$i statiqeski$i moment) on inte-
graalina väljenduv summa. Sektortsentrifugaalmomendi tähis on 𝐼𝜔 𝑦 või 𝐼𝜔 𝑧. Sektor-
tsentrifugaalmoment määratakse integraaliga:

𝐼𝜔 𝑦 =

∫︁
𝐴

𝑧 𝜔d𝐴, 𝐼𝜔 𝑧 =

∫︁
𝐴

𝑦 𝜔d𝐴 (T.16)

kus
𝜔 – sektorkoordinaat;
𝐼𝜔𝑜 𝑧 – sektortsentrifugaalmoment keskpeatelje y suhtes;
𝐼𝜔𝑜 𝑦 – sektortsentrifugaalmoment keskpeatelje z suhtes;
𝐴 – ristlõike pindala.
3, 158

Staatiline sektormoment (eurokoodeksis − sektoriaal-staatiline moment; sks statisches
Sektormoment, ingl warping statical moment, vn sektorial~ny$i statiqeski$i
moment). Staatiline sektormoment 𝑆𝜔 määratakse integraaliga:

𝑆𝜔 =

∫︁
𝐴

𝜔d𝐴 (T.17)

kus
𝜔 – sektorkoordinaat;
𝐴 – ristlõike pindala.
3, 29

Suhteline väändenurk (sks Verdrillung e relativer Verdrehwinkel, ingl rotation per unit
length e twist, vn otnositel~ny$i ugol zakruqivani�) iseloomustab varda vään-
denurga muutumist varda telje suunas. Suhtelise väändenurga tähis on 𝜃′.

𝜃′ =
d𝜃

d𝑥
(T.18)

kus
𝜃 – väändenurk.
41, 55, 62, 68, 74, 75, 80, 81, 86, 87, 92, 93, 98, 109, 110
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Tunnusarv väändel (sks Stabkennzahl für Torsion [KK13, lk 89], [WE98, lk 18], ingl
torsion parameter [HM12] e warping parameter [VN87], vn koren~ harakte-
ristiqeskogo uravneni� [Fil78, lk 318, 407]) iseloomustab kooldumise määra.
Tunnusarv väändel 𝜖𝑡 saadakse õhukeseseinalise varda takistatud väände diferentsiaal-
võrrandi vastavast karakteristlikust võrrandist.

𝜖𝑡 = 𝑙𝜅 = 𝑙

√︂
𝐺𝐼𝑡
𝐸𝐼𝜔

(T.19)

kus
𝑙 – varda pikkus;
𝜅 – kooldekarakteristik;
𝐺𝐼𝑡 – vabaväändejäikus;
𝐸𝐼𝜔 – kooldejäikus.
44

Vabaväändejäikus (sks Torsionssteifigkeit, ingl torsional rigidity e St. Venant torsional
constant, vn �estkost~ pri qistom kruqenii) avaldub nihkeelastsusmooduli 𝐺
ja väändeinertsimomendi 𝐼𝑡 korrutisena:

𝐺𝐼𝑡 = 𝐺× 𝐼𝑡 (T.20)

kus
𝐼𝑡 – väändeinertsimoment;
𝐺 – nihkeelastsusmoodul e nihkemoodul e Coulomb’i moodul, mis on antud avaldisega
𝐺 = 𝐸/ (1 + 𝜈), kus 𝐸 on elastsusmoodul ja 𝜈 on Poissoni tegur. Konstruktsiooni-
terastel 𝜈 ≈ 0.25 . . . 0.3, 𝐸/𝐺 = 2.6 ja 𝐺 ≈ 81 GPa.
16, 44, 45, 55, 62, 68, 74, 80, 86, 92, 98, 110, 121, 137

Vabaväändemoment (eurokoodeksis − vabaväände (St. Venant’i väände) väändemoment;
sks Torsionsmoment (Saint-Venant Torsion), ingl St. Venant torsional moment, vn mo-
ment qistogo kruqeni�). Vabaväändemomendi 𝑇𝑡 ja väändenurga 𝜃 (𝑥) tuletis var-
da teljesuunalise koordinaadi järgi on omavahel seotud:

𝑇𝑡 = 𝐺𝐼𝑡𝜃
′ (T.21)

kus
𝜃′ – väändenurga tuletis varda teljesuunalise koordinaadi järgi;
𝐺𝐼𝑡 – vabaväändejäikus.
15, 24, 30, 41, 43, 45, 55, 56, 60, 62, 63, 66, 68, 69, 72, 74, 78, 80, 84, 86, 90, 92, 96,
98, 99, 103, 109, 112, 117, 121, 128, 134, 137, 146, 168, 178, 191–195, 197, 198

Väändeinertsimoment (eurokoodeksis − ristlõike väändeinertsimoment; sks Torsion-
trägheitsmoment, ingl St. Venant torsional constant, vn moment inercii pri qis-
tom kruqenii) võib pidada polaarinertsimomendi üldistuseks. Väändeinertsimo-
mendi tähis on 𝐼𝑡. Väändeinertsimomendi määramiseks võib leida avaldisi teatmikest.
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𝐼𝑡 =
1

3
𝜂

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝛿
3
𝑖 (T.22)

kus
𝑏𝑖 ja 𝛿𝑖 – ristlõikes oleva väljavenitatud ristkülikulise lehe küljed (𝑏𝑖 ≫ 𝛿𝑖);
𝜂 − tegur, mille väärus sõltub ristlõike kujust: L-profiilil 𝜂 = 1.00 . . . 1.10, I-profiilil
𝜂 = 1.2, U-profiilil 𝜂 = 1.12 ja T-profiilil 𝜂 = 1.15 [Sad63, lk 23].
Väändeinertsimomendi 𝐼𝑡 arvutamist õhukeseseinalise suletud ristlõike korral vt [KM-
PR12, lk 305].
16, 43, 166, 199

Väändenurk (eurokoodeksis − väändenurk; sks Drehwinkel, ingl torsional angle, vn ugol
zakruqivani�) mõõdab varda ristlõigete pöördumist üksteise suhtes. Väändenurga
tähis on 𝜃.
15, 19, 21, 32, 41, 43, 55, 60, 62, 66, 68, 72, 74, 75, 78, 80, 81, 84, 86, 87, 90, 92, 93,
96, 98, 103, 109, 110, 117, 121, 127, 133, 137, 145, 191–195, 197, 198
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