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EESSONA

Kéesolev opik on 1961. a. ilmunud
samasisulise raamatu neljas trikk.
Opiku koostamisel on arvestatud
NSV Liidu Korg- ja Keskerihariduse
Ministeeriumi poolt 1981. a. wvidlja
antud oppeprogrammi nouetega, Sel-
lega seoses on Opikusse taasliilitatud
teljelist afiinsust kd#sitlev paragrahv;
samuti on lisatud projektiivse ruumi
mdbistet ja raalli kasutamise v&ima-
lusi kujutava geomeetria iilesannete
lahendamisel tutvustavad paragrah-
vid. Véahesel mddral on kdrbitud var-
jude komstrueerimist késitlevat osa.
Opiku varasemates trilkkides kasu-
tatud termini «originaalvorm» ase-
mel on tarvitusele vdetud «tGeline
kuju», eesliite «puutuv-» asemel
«puute-». Ka on {htlustatud muid
termineid opiku ulatuses.

Peenkirjaga esitatud palad on
moeldud tdiendusmaterjalina neile,
kes soovivad ainega pohjalikumalt
tutvuda. Selle materjali wvahelejét-
mine ei raskenda Oppeaine jérgne-
vate osade moistmist.

Opik rahuldab pdhilises osas Eesti
NSV koikide korgkoolide ndudeid.
Erandiks on arhitektuurieriala ili-
Opilased, kellele perspektiividpetuse
osa ja varjude osa j&db napiks.

Et 6piku pdhiautorid dots. O.Riink
ja dots. N. Paluver on manalasse
varisenud, siis palun koik mérkused
6piku kohta saata aadressil: Tallinn,
Ehitajate tee 5, Tallinna Poliitehni-
line Instituut, graafika kateeder.

Tallinnas, 31. 05. 82.
A. Talvik



TAHISTUSED

Kéesolevas Opikus kasutatakse jéarg-
misi tdhiseid.

1. Ruumipunkte t&histatakse Ila-
dina suurtdhtedega A, B, C, D, ...
ning araabia numbritega 1, 2, 3,

2. Jooni tdhistatakse ladina vaike-
tdhtedega a, b, ¢, d,...
3. Pindu ja nurki
kreeka vdiketdhtedega,

jargmisi t&hti:

o B v 6 &nAEuao o

®, Y, 0.

4. Fkraani (projektsioonitasandi)
tdhiseks on ildiselt kreeka véike-
tdht e. Mitme ekraani kasutamisel
eristatakse {iksikuid ekraane jérje-
korraindeksitega; nii nditeks rist-
koordinaatpindu kui ekraane tdhista-
takse jargmiselt:

pdhiekraan xy=g,,
esiekraan xz==e; ja
kiilgekraan yz==e;.

Aksonomeetrias ja perspektiividpe-
tuses on ekraani tdhiseks eo.

5. Geomeetrilise elemendi kuju-
tist (pojektsiooni) t&histatakse ele-
mendi enda tdhisega, millele lisa-
takse projektsiooni méark kooskdlas

tdahistatakse
eelistades
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kujutist kandva ekraani indeksiga.
Naiteks punkti A projektsioone mit-
mesugustel ekraanidel tdhistatakse
jargmiselt:

ekraanil g —Aq loe: (A null);

ekraanidel & ja & —A’ (loe:

A prim);

ekraanil &2 —A” (loe: A sekund);

ekraanil e —A”’ (loe: A terts);

ekraanil g, —AIV (loe: A kvart).

Praktilise aksonomeetria ja pers-
pektiivi puhul jéetakse projektsiooni
maérk (o) &ra.

6. Eriliste punktide ja sirgete
tdhistamiseks kasutatakse jargmisi
tahti

P, E, K — sirgjoone pdhi-, esi- ja

kiilgjdlg;
p. e, k— tasandi pdhi-, esi- ja
kilgjalg;

h, f — horisontaal ja frontaal;
perspektiiviopetuses —
horisont ja pagujoon;

I — langusjoon;
n — normaal;
d — kaugus, perspektiivi-

' Opetuses — distants;
T, ® — projekteerivad pinnad;
S — silmapunkt (projektee-
rimistsenter);
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T — tuumpunkt;
F — pagupunkt;

O xyz — ristteljestik alguspunk-
tiga O;

{, u, v — mitmesugused muud
teljed.

7. Pboramisega voi muu litkumi-
sega teise kohta viidud geomeetrilist
elementi tdhistatakse elemendi enda
tdhisega, millele lisatakse peale

r6hine kriipsukene (n&it. A; loe
A kaetud).

8. Geomeetriliste elementide vas-
tastikuste  asendite mddramiseks

kasutatakse jargmisi maérke:
| — paralleelsus; .
_-L — l6ikumine;
L — ristseis;
[y — tdisnurga mérk geomeetri-
listel joonistel;

&, < — kuulumine, niiteks A’'ep
{punkt A’ kuulub sirgele p),
hca (sirge h kuulub tasan-
dile a).

— identsus (samasus), {ihti-
mine, naiteks:

A’==B (punktid A’ ja B’ iihtivad);

s=quXp (s on tasendite o ja B

16ikesirge).

Tavalist vordsusmdrki kasutatakse
ainulft suuruste vdrdumise korral.

9. Punkti koordinaadid, samuti
joone ja pinna méddramisandmed kir-
jutatakse vastava elemendi t&hise
juurde sulgudesse, nditeks:

A,y 2); S(A B

B (4, B, C).

Sulgudesse kirjutatakse ka punkti
korgusarv  kvooditud ristprojekt-

siooni puhul, naiteks A’ (4).

a (A, J);
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I. SISSEJUHATUS

§ 1. KUJUTAVA GEOMEETRIA
SISU JA EESMARK

1. Kujutava geomeetria sisu. Kuju-
tav geomeetria on geomeetria eri-
haru, milles ké&sitletakse pohiliselt
jdrgmisi kiisimusi:

1} objektidest tasandiliste kuju-
tiste (jooniste) tuletamist;

2) ruumigeomeetriliste iilesannete
lahendamist kujutiste abil.

Muudest geomeetria harudest eri-
neb kujutav geomeetria eriti iilesan-
nete lahendamisviisi poolest. Kui
geomeetria muudes harudes (stereo-
meetrias, analiitilises geomeetrias
jm.) rakendatakse iilesannete lahen-
damisel pohiliselt arvutuslikke mee-
todeid, siis kujutavas geomeetrias
lahendatakse k&ik tilesanded graa-
filiselt. Seetditu on joonisel
kujutavas geomeetrias eriline tdht-
sus: joonis on siin selleks pdhi-
vahendiks, mille alusel ja mille peal
toimub kogu iilesande lahendamine.
Mujal matemaatikas, nagu teame, on
joonistel ainult illustreeriv t&hen-
dus.

Joonis saab olla ainult siis iiles-
ande lahendamise aluseks, kui ta
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iitheselt méddrab  kujutatud
objekti kdik geomeetrilised omadu-
sed, s. 0. tema kuju, suuruse ja iiksi-
kute osade vastastikuse asendi. Kui
joonis seda nduet tdidab, siis nimeta-
takse teda objekti mddravaks jooni-
seks. Objekti madravat joonist voib
lugeda samavédrseks selle objekti
mudeliga. Tavaliselt koosneb niisu-
gune joonis objekti mitmest kujuti-
sest. Koige tdhisamateks objekti
madravateks joonisteks on tehnili-
sed joonised, mille jdrgi toimub too-
dete valmistamine voi ehitiste piisti-
tamine.

Objekti kuju, suuruse ja tema
osade vastastikuse asendi kindlaks-
tegemist joonise jargi nimetatakse
joonise lugemiseks.

2. Kujutava geomeetria eesmark.
Kujutava geomeetria esimeseks ja
kdige olulisemaks eesmdrgiks on
teoreetiliste aluste andmine jooniste
valmistamiseks ja lugemiseks. Sel-
lega rajab kujutav geomeetria aluse
tehnilisele joonestamisele. Samuti
kasutavad kujutava geomeetria tule-
musi kéik muud teaduse ja tehnika
alad, kus on tegemist joonistega.

Joonise lugemisel tuleb kujutiste

R -, i 4]



jargl luua tdielik ettekujutus jooni-

sel esitatud objektist. See nduab
lugejalt arenenud ruumikujutluse
olemasolu. Inimese ruumikujutiuse
arendamine ongi kujutava geomeet-
ria teiseks tdhtsaks eesmdrgiks. Hasti
véljaarenenud ruumikujutlus on
eriti tdhtis konstruktoritel, arhitekti-
del ja inseneridel, kellel tuleb ette-
kujutuse jadrgi teha tulevaste
ehitiste, masinate ja muude sead-
mete jooniseid.

Kujutava geomeetria praktilises
osas Opitakse sisuliste kiisimuste
korval ka jooniste korrektset vor-
mistamist. Sellel on omaette suur
esteetiline ja kasvatuslik vaartus.

§ 2. OPPEMETOODILISI
NOUANDEID

Kogemused nditavad, et kujutava
geomeetria Gppimisel tekib lisna pal-
judel {ilidpilastel tdsiseid raskusi.
Seda arvestades tuleb selle Gppeaine
omandamisel algusest peale silmas
pidada jargmisi nduandeid.

1. Kujutav geomeetria on &ppe-
aine, milles kdik jadrgnev Gppemater-
jal tugineb eelnevale. Seepérast
tuleb seda ainet 6ppida siistemaatili-
selt, omandades materjali samm-
sammult selles jdrjekorras, milles
see on esitatud Spikus vGi ette kan-
tud loengutel. Oppematerjali mdne
osa vahelejatmine v6i puudulik
omandamine poéhjustab edasise ma-
terjali mittemdistmist. Seetéttu on
kujutava geomeetria Oppimisel védga
tahtis jarjekindlalt osa v&tta loengu-
test ja harjutustundidest. Samuti on
oluline, et igal loengul esitatud ma-
terjal tootataks enne jédrgnevat loen-
gut v6i harjutustundi kodus pdhjali-
kult 1&bi. Materjali 1dbité6tamisel on
soovitatav, et Oppija paralleelselt
konspekti v06i Opiku Iugemisega

teeks labi ka enamiku kirjeldatavaist
konstruktsioonidest. See kergendab
tunduvalt vastavate mdgttekdikude
madistmist ja meeldejdtmist. Seejuu-
res on soovifatav andmed oma joo-
nise jaoks valida raamatu v&i kons-
pekti andmetest monevorra erine-
valt.

2. Kujutava geomeetria teooria
Oppimisel ja tilesannete lahendami-
sel tuleb joonistel esitatud objekte
ja kirjeldatavaid toiminguid elavalt
kujutleda. Kujutlemisvaja-
duses peitubki selle ppeaine ras-
kuspunkt. Kujutlemisraskuste iileta-
miseks on soovitatav valmistada ja
kasutada mitmesuguseid lihtsaid mu-
deleid. Nii v&ib tdisnurga all kokku-
murtud paksemat paberilehte kasu-
tada ekraanide mudelina, pliiatseid
sirgetena, joonestuskolmnurki ja
papitiikke tasanditena jne. Paberist
on h&lbus valmistada silindrite, koo-
nuste ja hulktahukate mudeleid,
plastiliinist aga v&ib voolida ka iga-
suguste muude kehade mudeleid.
Keerulisemaid mudeleid v6ib uurida
kujutava geomeetria @ppekabinetis.

3. Iga labiv@etud paragrahvi kin-
nistamiseks on vaja vastata korda-
miskiisimustele ja lahendada teatud
hulk vastavaid harjutusiilesandeid.
K&esolevas 6pikus on sdirased kiisi-
mused ja f{ilesanded toodud para-
grahvide 16pus. Harjutusiilesanded
tuleb lahendada joonestusriistade
abil. Orienteerumise holbustamiseks
tuleb joonisel olevaid punkte ja
jooni korralikult tghistada, kasuta-
des 6piku tdhiseid.

Nagu hiljem selgub, koosnevad
koikide keerukamate {ilesannete la-
hendused teatavatest lihtsatest pShi-
konstruktsioonidest, mille koguarv
ei ole kuigi suur. Need pdhikonst-
ruktsioonid on loetletud opiku 16pus
k. 266 ja nad tuleb &ra &ppida eri-
lise hoolega.
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§ 3. LAUSEID ELEMENTAAR-
GEOMEETRIAST

Kujutava geomeetria tecoria {iles-
ehitamisel ja (ilesannete lahendami-
sel lgdheb wvaja mitmesuguseid ele-
mentaargeomeetriast tuntud tdsiasju.
Téahtsaimad neist on jdrgmised.

a) Kaks sirgjoont, mis on paral-
leelsed kolmandaga, on paralleelsed
ka omavahel.

b) Kui paralleelsed sirged l5ika-
vad nurga haarasid, siis 16igud, mil-
leks paralleelid jaotavad nurga iihe
haara, on vdrdelised l6ikudega, mil-
leks nad jaofavad nurga teise haara.

c) Sirgjoon ja tasand on paralleel-
sed, kui tasandil leidub antud sir-
gega paralleelne sirge.

d) Kaks tasandit on paralleelsed,
kui lihe tasandi kahel 18ikuval sirgel
on kummalgi oma paralleel teisel
tasandil.

e) Sirgjoon ja tasand on teinetei-
sega risti, kui tasandil leidub kaks
16ikuvat sirget, mis on risti antud
sirgega.

f) Kaks tasandit, mis on paralleel-
sed kolmandaga, on paralleelsed ka
omavahel.

g) Paralleelsete fasandite 18ikami-
sel tasandiga tekivad paralleelsed
16ikesirged.

h) Kolme tasandi l6ikesirged on
kas paralleelsed voi 16ikuvad koik
ithes punktis.

1) Tasandi normaal (ristsirge) on
risti iga sirgega, mis asetseb sellel
tasandil.

j) Igast punktist saab 1d8bi panna
itheainsa sirge, mis on risti antud
tasandiga.

k) Igast punktist saab 14bi panna
ttheainsa tasandi, mis on risti antud
sirgega.

I} Iga tasand, mis l&bib antud
tasandi normaali, on selle antud
tasandiga risti.

m) Kui sirge pole risti antud
tasandiga, siis saab temast 1dbi
panna ilheainsa tasandi, mis on
antud tasandiga risti. Selle rist-
tasandi mé&drab antud sirge koos
tasandi iga normaaliga, mis antud
sirget 16ikab.

n) Kahe kiivsirge vahelist nurka
m&odetakse tavalise nurgaga, mille
haarad on nende kiivsirgetega paral-
leelsed.

p) Kahetahulist nurka moddetakse
nurgaga, mille haarad asefsevad
teine teisel tahul ning on risti tah-
kude 13ikejoonega (kahetahulise nur-
ga servaga). Kahetahulist nurka vdib
aga mo6dta ka nurgaga nende tasan-
dite normaalide vahel.



II. PROJEKTEERIMINE JA
PROJEKTSIOONIDE LIIGID

§ 4. PROJEKTEERIMINE.
TSENTRAAL-
PROJEKTSIOONID

1. Projekteerimine. Kujutise saami-
seks objektidest kasutatakse geo-
meetrilist toimingut, mida nimeta-
takse projekteerimiseks. Selgitame
seda toimingut ldhemalt.

Olgu ruumis antud tasand & ja
viljaspool seda punkt S (joon. 4-1).
Kujutamisobjektiks votame nditeks
kolmnurga ABC. Tipu A kujutise
saamiseks tdmbame 1&bi punktide S
ja A kiire kuni 18ikumiseni tasan-
diga e. Saadud 16ikepunkt A’ ongi
punkti A kujutis ehk projektsioon
tasandil e. Analoogiliselt saame ka
tippude B ja C kujutised B’ ja C’
ning seega kogu kolmnurga projekt-
siooni A’B'C’.

Tasandit &, millel saadakse kuju-
tis, nimetatakse ekraaniks ehk pro-
jektsioonipinnaks; punkti S, millest
kiired ldhtuvad — projekieerimis-
tsentriks ehk silmapunktiks ning
kiiri S4, SB ja 5C — kujutamiskiir-
teks ehk projekteerivateks kiirteks.

2. Tsentraalprojektsioon. Et kir-
jeldatud projekteerimisel kiired 1ah-
tuvad ko&ik tdhest punktist (tsent-
rist S8), siis nimetatakse teda tsent-
raalprojekteerimiseks ning saadavat
kujutist tsentraalprojektsiooniks ehk
perspektiiviks, Seega kolmnurk
A’B’C’ on kolmnurga ABC tsentraal-
projektsioon.

Uldjuhul saab tsentraalprojektee-
rimisega leida igale ruumipunktile
vastava projektsiooni. Erandiks on
vaid punktid, mis asetsevad tasandil,
mis 1dbib silmapunkti S ja on paral-
leelne ekraaniga e. Nimetatud tasan-
dil asetseva punkti kujutamigkiir on
paralleelne ekraaniga ning seetGttu
sel punktil kujutist pole (Seldakse
ka, et kujutis on 10pmatuses). Nii
naiteks punkti D puhul on kiir
SDlle (joon. 4-1), mistdttu temal
kujutist 16plikul kaugusel pole.

3. Projektsioonide tildomadusi.
Vaatleme jérgnevalt projekisioonide
lihtsamaid omadusi. Projekteerimis-
toimingu késitlemisel selgus, et

(1) punkti projektsioon ekraanil
on seda punkti ldibiva kujuta-
miskiire ja ekraani 1dikepunit.

9




O RMWUAXL [ OUCKXKY - Ty

Joomis 4-1

Naiteks A'=SAXz¢ (loe: A prim on
kiire SA ja ekraani & 1dikepunkt;
vt. «Tdhistused»).

Arvesse vottes, et iga objekti voib
vaadelda koosnevana punktidest,
vbime Oelda, et

(2) mis tahes objekti projekisioon

koosneb selle objekti punktide
projektsioonidest.
Vastavalt sellele tuleb nditeks ming:
k&verjoone kujutise saamiseks valida
sellel joonel rida punkte, leida nende
kujutised ning viimased lekaali abil
tihendada.

Pinda, mis koosneb mingi joone
punkte projekteerivatest kiirtest,
nimetatakse seda joont projekteeri-
vaks pinnaks ehk selle joone kuju-
tamiskiirte pinnaks. Sirgjoont pro-
jekteeriv pind on alati tasand; ko-
verjoont projekteeriv pind aga osu-
tub tsentraalprojekteerimisel kooni-
liseks pinnaks (joon. 4-2}. Joone pro-
jektsioon on seega joont projektee-
riva pinna ja ekraani 18ikejoon.

(3) Sirgjoone projektsioon on iild-

juhul jdlle sirge,
sest teda vO8ib vaadelda sirgjoont
projekteeriva tasandi ja ekraani 16i-
kesirgena. N1i nditeks joonisel 4-1 on
projektsioon A’B’ sirgjoont AB pro-
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Joonmis 4-2

jekteeriva tasandi SAB ja ekraani
16ikesirge.

Erijuhul, kui sirgjoon ihtib pro-
jekteeriva kiirega (nditeks MN joo-
nisel 4-1), siis tema projektsiooniks
on iksainus punkt (M'=N’).

Endastmbistetavalt on &ige jarg-
mine véide:

(4) kui punkt on mingil joonel,
siis selle punkti projektsioon
on selle joone projektsioonil.

Nii naiteks asetseb joonisel 4-2 ko-
verjoonele kuuluva punkti A kujutis
A’ selle kdverjoone kujutisel.

Objekti projektsiooni kuju ja suu-
rus ei sbltu lksnes objekti enda
kujust ja suurusest, vaid ka objekti
asendist ekraani ja kiirte suh-
tes. Ldbigu nditeks kolmnurga ABC
tasapind silmapunkti S (joon. 4-3).
Siis kolmnurga ABC punkte projek-
teerivad kiired asetsevad koik kolm-
nurga tasapinnas ning seetdttu kolm-
nurk ei projekteeru enam kolmnur-
gaks, vaid sirgldiguks A'C’. Jareli-
kult koike kokku vGttes vGime
Gelda:

(5) kui tasandilist kujundit projek-
teerivad kiired asetsevad koik
kujundi tasandis, siis see ku-
jund projekteerub sirglbiguks.
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Edaspidi nimetame tasandi sirg-
joonelist projektsiooni lihemalt ta-
sandi sirgkujutiseks ning sirgjoone
punktikujulist projektsiooni — sirg-
joone punktkujutiseks.

Objekti projektsiooni saamiseks
on harilikult vaja leida ainult vdike
arv tema punktide projektsioone. Nii
néiteks sirgjoone kujutise saamiseks
tuleb leida sirgjoone kahe punkti
kujutised, hulknurga ja hulktahu
kujutiste saamiseks — tippude kuju-
tised jne.

Kui on antud silmapunkt ja
ekraan, siis iildiselt igale ruumipunk-
tile vastab tiksainus kujutis ekraanil,
sest silmapunkt ja ruumipunkt méas-
ravad tiheainsa kujutamiskiire. Kui
aga on antud silmapunkt, ekraan ja
ruumipunkti kujutis sel ekraanil,
nditeks A’ joonisel 4-3, siis vastav
punkt A ruumis pole enam iiheselt
madratud: ta voib asetseda Uksksik
kus kohal kiirel SA’. Et ka keeruli-
sema objekti puhul tGhegi tema
punkti kujutis ei m&ira selle punkti
asukohta ruumis, siis jareldame, et

{6) objekti iiksainus projektsioon

ilma lisaandmeteta ei mddra
seda objekti ruumis.

Tsentraalprojekteerimisel saada-
vad Kkujutised (perspektiivid) on
{ildiselt véga ilmekad, kuid nende

Joomis 4-3

geomeetiriline tuletamine on kiillalt
keeruline ja toomahukas. Seepdrast
kasutatakse  tsentraalprojektsioone
peamiselt ainult arhitektuuris, kus
tihtipeale on vaja vdga ilmekaid,
fotodega vordvadrseid piltkujutisi.

KUSIMUSED

1. Kuidas saadakse
ekraanil?
Missugustel ruumipunkiidel pole tsentraal-
projektsiooni 16plikul kaugusel?

Mis jubtumil sirge projekteerub punktiks?
Missugust pinda nimetatakse joont pro-
jekteerivaks pinnaks?

Mis juhturml tasandiline kujund projek-
teerub sirgléiguks?

punkti projektsicor

U

§ 5. NIVOOPINNAD.
NIVOOJOONED. JALJED.

Defineerime moned mdisted, mis hol-
bustavad edasise materjali esitamist.

1. Ekraaniga paralleelseid tasan-
deid nimetatakse nivoopindadeks
(tasand p, joonis 5-1) selle ekraani
subtes. Ekraan ise on nullkdrgusega
nivoopind. Pinna nivocjoonteks ni-
metatakse antud pinna ja nivoopin-
dade 16ikejooni.

2. Tasandi nivoojoon on sirge, mis
saadakse 16ikamisel mnivoopinnaga
(h=aXp, joonis 5-1). Nullkérgusega.

Joonis 5-1

1t




nivoojoont nimetatakse tasandi jdlg-
jooneks ehk jéljeks (j., joonis 5-1).
Tasandi jdlg j. ja nivoojoon h kui
sama tasandi nivoojooned on paral-
leelsed (jllh); teiselt poolt aga hllh’
(kahe paralleelse tasandi ellp 16ika-
misel kujutamiskiirte tasandiga v
saadud sirged). Siit jdreldub, et ihe-
ainsa ekraani puhul on tasandi
nivoojoone kujutis paralleelne selle
tasandi jdljega antud ekraanil.

3. Sirgjoone jédlgpunktiks ehk jdl-
jeks antud ekraanil & nimetatakse
sirgjoone ja ekraani 1Gikepunkti
(Ja=aXe, joonis 5-1). Tasandi sir-
gete jalgpunktid asuvad selle tasandi
jdlgsirgel (naiteks Jo&je, joonis 5-1).

§ 6. PROJEKTIIVSE RUUMI
MOISTE.

Projektiivse ruumi mdiste selgitami-
seks vaatleme lithidalt, missugused
omadused on iseloomulikud eukleidi-
lisele ruumile. Jé&ttes siin korvale
eukleidilise ruumi meetriliste oma-
duste ja pidevuse uurimise, vGime
kokkuvétlikult kirja panna jérgmi-
sed laused.

(@) Kaks sirget, mis asuvad samal
tasandil, 16ikuvad omavahel iihes
punktis v5i on paralleelsed.

(b) Kaks tasandit 15ikuvad omavahel
mo6da iihte sirget v&i on paral-
leelsed.

{(¢) Antud tasandil mitteasetsev sirge
16ikab seda tasandit ithes punktis
v6i on temaga paralleelne.

(d) Sirgel asetsev punkt (punkt C,
joonis 6-1) jagab k&ik antud
sirge punktid kaheks hulgaks,
milledest kumbki asub eri poo-
lel punkti C suhtes. Punktid A
ja B (joonis 6-1) eraldavad sir-

A C B

Joonis 6-1
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Joonis 6-2

gest 18igu AB. Koik lejddnud
sirge pumktid asuvad tiihel v&i
teisel pool 16iku AB.
Projektiivse  ruumiga tutvume
tsentraalprojektsiooni meetodi kau-
du (vt. § 4), sest geomeetriliste ku-
jundite projektiivsete omaduste all
moistetakse nende niisuguseid oma-
dusi, mis sdilivad mis tahes tsentraal-
projekteerimise korral. Projektiivse

ruumi konstrueerimiseks lisatakse
eukleidilisele ruumile tema 1dpmata
kauged e. ebaelemendid — eba-

punkt, ebasirge ja ebatasand. Jarg-
nevalt vaatleme tépsemalt nimetatud
elemente,.

1. Olgu antud sirge a, mis 16ikab
ekraani & jalgpunktis J, {joonis 6-2).
Vastavalt lausele (3) on sirge a
tsentraalprojektsiooniks sirge d'.
Sirge a ja sirge o’ koikide punktide
vahel kehtib tihene seos -— punktile
A, wvastab punkt A’y (ja ainult),
punktile A, punkt A’y jne. Sama
{iheselt on maddratud wvastupidine
Seos.

Erandi moodustab siin punkt A’e,
millele vastavat punkti sirgel «
eukleidilises ruumis ei leidu — kiir
SA’s on paralleelne sirgega a. Vas-
tuolu pidevustingimusega kaob, kui



Joonis 6-3

eeldame, et kiir SA’« ja sirge a 18i-
kuvad 16pmata kauges punktis A’w.
Punkti A~ nimetataksegi sirge a
ebapunlktiks.

Analoogiliselt saame pohjendada
punktile Bo vastava punkti B’ leid-
mist (vrd. joonis 4-1). Et kaks sirget
16ikuvad wvaid Uhes punktis, siis on
igal sirgel vaid {iks ebapunkt. Mar-
gime, et ebapunkti lisamisega saame
sirgetest a ja ¢’ kinnised jooned (vt.
joonis 6-2).

2. Olgu antud (joonis 6-2) paral-
leelsirgete parv a, b, ¢, d (joonis
6-3). Eeltoodu pdhjal on igal sirgel
olemas ebapunkt A, millele vastab
punkt A’ selle sirge tsentraalpro-
jektsioonil (m&dratud antud sirgega
paralleelse kiire SA’e kaudu). Joo-
niselt 6-3 n&htub, et paralleelsirgete
parvel on lhine ebapunkt.

3. Antud tasandi koikide sirgete
ebapunktide geomeetriline koht on
joon, mida nimetatakse selle tasandi
16pmata kaugeks e. ebasirgeks. Toe-

poolest, see joon saab 18ikuda
tasandi kdikide sirgetega ainult iithes
punktis. Vastasel korral leiduks

tasandil sirge, millel oleks rohkem
kui ks ebapunkt (vrd. punkt 1).
Jdrelikult on wvaadeldav joon sirg-
joon.

Sama modistet saab selgitada ka
16ikuvate tasandite kaudu. Nagu
joonisel 6-4 ndhtub, kehtib jirgmine
seos:

Joonis 6-4

si=a X B sa=aXB; ss==a3Xp jne.
Pidevustingimustest jéreldame, et
Sw=0a X, kuigi eukleidilises ruumis
on ulf. Sirge s~ ongi tasandi a (ja
tasandi f) I0pmata kauge sirge
ehk ebasirge. Bt kaks tasandit 16iku-
vad vaid mooda iihte sirget, siis
jarelikult on igal tasandil vaid iiks
ebasirge. Eelnevast selgub, et paral-
leeltasanditel on ihine ebasirge (vrd.
punkt 2).

4. Aniud ruumi ebapunktide ja
ebasirgete geomeetriline koht on
pind, mis peab 16ikuma iga selle
ruumi sirgega vaid iihes punktis ja
iga selle ruumi tasandiga wvaid
mooda dhie sirget. Jérelikult on
tegemist tasandiga. Seda nimetatakse
antud ruumi 10pmata kaugeks e.
ebatasandiks.

Olles niiviisi tdiendanud eukleidi-
list ruumi tema ebaelementidega,
olemegi saanud projektiivse ruumi.
Maérgime siinkohal, et eeltoodud
rekonstruktsioon ei ole vastuolus
eukleidilise ruumi kuulumistingimus-
tega. SOnastame niiid uuesti laused
(a)=+(d), mis projektiivses ruumis on
vabad erijuhtumitest.

(@) Kaks sirget, mis asuvad samal
tasandil, I1&ikuvad iithes punktis.

(b') Kaks tasandit 1&ikuvad mddda
tithte sirget.

(c’) Antud tasandil mitteasetsev sir-
ge 1dikab seda tasandit {ihes
punktis.
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(d)) Antud sirgel asuvad punktid A
ja B jagavad selle sirge kaheks
161guks

Sellega purdume projektuvse ruumi

mdiste tutvustamsel. Projektuvse

ruumi omaduste uurimine er kuulu
kaesoleva dpiku raamdesse.®

§ 7. PARALLEELPROJEKTSIOONID
JA NENDE OMADUSED

1. Paralleelprojekteerimine. Ku1 ku-
jutamisknred on omavahel paralleel-
sed, sus on tegemist paralleelprojek-
teerimisega, vastavat kujutist mime-
tatakse paralleelprojektsiooniks. Pa-
ralleelprojekteerimist voib vaadelda
ka tsentraalprojekteernmise  en-
juhuna, kus silmapunkt on vidud
16pmata kaugele.

Silmapunkti S asemel antakse
paralleelprojekteernimisel ette kuju-
tamisknrte siht k (joon 7-1) Arusaa-
davalt e1 tohi see stht olla paral-
leelne ekraamga

Paralleelprojektsioonid jagunevad
kald- ja ristprojektsioonideks wvasta-
valt sellele, kas kured vdetakse
ekraam suhtes kaldu v& nistt Rist-

* Uksikasjalikumalt vt nait H @ Hersepy
xun Ilpoexrmsrmas reomerpma M, 1969

g
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projektsioone mimetatakse kirjandu-
ses ka ortogonaalprojektsioonideks.

2. Paralleelprojektsioonide oma-
dused. Punkti, joone ja mus tahes
muu objekins paralleelprojektsioon
tuletatakse uldiselt samadel alustel
mis tsentraalprojektsioon. Seeparast
on eelmises paragrahwvis sOnastatud
laused (1) (6) kehtivad ka paral-
leelprojekteerimisel Lisaks nendele
kehtivad  paralleelprojekteerimisel
veel jargmised laused (7) . (11)

() Kui sirgldik on paralieelne

ekraaniga, siis tema paralleel-
projekisioon sellel ekraanil on
pikkuselt vordne ja paralleelne
1digu enesega.

Tdestus Olgu A'B ldigu AB
paralleelprojektsioon (joon 7-2) Ku
16tk AB on paralleelne ekraaniga,
stis ta asetseb ekraani paralleeltasan-
dil {n) Et paralleelsete tasandite p
ja & loikamisel projekteeriva tasan-
diga ABB'A’ peavad tekkima paral-
leelsed 18ikesirged, sus on A’B’||AB
Knrte paralleelsuse i8Sttu aga on
AA’|BB/, seega nelinurk ABB A’
osutub roopkulikuks ning wviimase
vastaskulgede vordumise téttu on
A’B’=AB Sellega on lause tdes-
tatud.

Kui sirgloik on paralleelne kujuta-
miskiirtega, nagu MN joonisel 7-2,
sus tema kujutiseks tuleb uksainus
punkt (M'=N"),

(8) Sirgjoomne 18igud on vdrdelised

oma paralleelprojektsioonidega.

Tdestus Sirgjoon AC ja tema
paralleelprojektsioon A'C’ asetsevad
uhel ja samal projekteerival tasandil
(joon. 7-3) SeetSttu need sirged kas
16ikuvad v61 on paralleelsed Jooni-
sel on kujutatud 16ikumise juhtum —
jalgpunktiga J. Et projekteenvad
kured AA’, BB’ ja CC’ on omavahel
paralleelsed, sus 16ikuvad nad nurga
CJC’ haaradest ara vdrdelised Il&-

N R -+ » o, 4 "%
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gud (§ 3, lause b). Selle pBhjal vbi-
megi  kirjutada, et AB:BC=
=A’B’: B'C’, nagu oli viidetud.

Suhet AB:BC nimetatakse kolme
punkti lihtsuhteks. Nagu eelmisest
vordest ndhtub, jddb ta paralleel-
projekteerimisel muutumatuks.

Lausest (8) saame teha kaks jarg-
mist praktiika seisukohalt tdhtsat
jéreldust: 1) 16igu keskpunkt pro-
jekteerub sama 10igu kujutise kesk-
punktiks; 2) kolmnurga raskuskese
{mediaanide 16ikepunkt) projektee-
rub  kujutiskolmnurga raskuskesk-
meks.

Sirgldigu paralleelprojektsioon
vdib olla 16igust enesest lihem vl
pikem, v&ib aga ka vorduda 1digu
enesega; see sOltub 18igu, kiirte ja
ekraani vastastikusest asendist. LGi-
gu paralleelprojektsiooni pikkuse ja
16igu enda pikkuse suhet nimetatakse
selle 15igu moondeteguriks (m). Nai-
teks ldigu AB moondetegur m=
=A’B’; AB (joon. 7-3).

Andes eespool saadud vdrdele
AB:BC=A’B": B'C’ kuju

A'B" _ B'C’

A8 BC @&

ndeme, et sirgjoone kdigil 16ikudel
on iks ja seesama moondetegur;
seepdrast vOime rddkida ka sirg-
joone moondetegurist.

Joonis 7-3

Sirgldéigu moondetegurit v&ib defi-
neerida ka kui arvu, millega tuleb
korrutada 18igu pikkust, et saada
tema paralleelprojektsiooni pikkust.
Naiteks 16igu AB puhul on

A’B'=m.AB.

Pole raske veenduda, et kujuta-
miskiirte, ekraani ja l6igu vastas-
tikuse asendi muutmisel vdib 18igu
paralleelprojekisiooni pikkus muu-
tuda vahemikus 0—-oco, Sellest jirel-
dame, et paralleelprojekteerimisel
vdib 16igu moondetegur m olla
vahemikus 0<Cm<oo,

9) Paralleelsete sirgete paralleel-
projektsioonid on iildjubul jélle
paralleelsed sirged.

Tdestus. Olgu sirged AB ja CD
paralleelsed (joon. 7-4). Siis on paral-
leelsed ka nende sirgete kujutamis-
kiirte tasandid = ja =, sest tasandi =
kaks 1dikuvat sirget on paralleelsed
tasandi Tt kahe sirgega: AB|CD ja
AA'||CC’. Seetdttu peavad tasandite
m ja v ldikamisel ekraaniga & tek-
kima paralleelsed 16ikesirged: A'B’||
IC’D’. Sellega on lause tOestatud,

Erandjuhtumeid on kaks: 1) kui
antud paralleelid on kujutamiskiir-
tega paralleelsed, siis nad projektee-
ruvad punktideks; 2) kui sirged, sdl-
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Joomis 7-4

tumata nende arvust, asetsevad koik
tthel ja samal tasandil, mis on kiir-
tega paralleelne, siis nad projekiee-
ruvad theksainsaks sirgeks.

Véga tahtis on teada, et lause (9)
pole pédratav, s.t. sirgete paralleel-
projektsioonide paralleelsusest ei v3i
jdreldada sirgete eneste paralleel-
sust, sest ka kiivsirgete paralleelpro-
jektsioonid vGivad olla paralleelsed.
Nii néiteks joonise 7-4 jérgi on sir-
gete AG ja CD paralleelprojektsioo-
nid kiill paralleelsed (A'G'||IC'D),
kuid need sirged ise on kiivsed.

(10) Paralleelsed sirgldigud on
vordelised oma paralleelpro-
jektsioonidega.

Tdestuseks tdmbame joonisel
7-4 kujutemiskiirte tasanditel = ja <
16igud A’M[IAB ja C’N|CD. Saame
sarnased kolmnurgad A'BM ja
C'D'N, kus A’M=AB ja C'N=CD.
Neist kolmnurkadest leiamegi, et

AB A’

co- ¢
Saadud vorde voime kirjutada ka
kujul
A'B" _C'D
4B cp M

kus m on kummagi sirgldigu moon-
detegur. Niisiis — paralleelsetel 16i-
kudel (samuti sirgetel) on iiks ja see-
sama moondetegur.

18
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(11) Kui tasandiline kujund on
paralleelne ekraaniga, siis
tema paralleelprojektsioon on
kongruentne kujundi ene-
sega.

Toestus. Olgu mingi tasandi-
line kujund vy paralleelne ekraaniga
(joon. 7-5). Siis selle kujundi mis
tahes md&dduldik AB on paral-
leelne ekraaniga ning projekteerub
lause (7) pbhjal vOrdsena 15igu ene-
sega: A'B’==AB. Sellest jareldubki
kujundite y ja vy’ kongruentsus. Kui
aga kujundi tasand on paralleelne
kujutamiskiirtega (vt. § 4, lause 5),
siis tema paralleelprojektsiooniks
tuleb sirgloik. Nii nditeks joonisel
7-6 on kolmnurk MNK paralleelne
kiirtega k ning tema kujutiseks tuleb
seetdttu sirgloik MK’

Joonisel on ndidatud ka punkt I,
milles punktist N tulev kujutamiskiir
16ikab killge MK.

Vorreldes paralleelprojekteerimist
tsentraalprojekteerimisega selgub, et
esimesel on teise ees kaalukaid eeli-
seid.

1. Paralleelprojekteerimisel sdilib
sirgjoonte paralleelsus ja Lkolme
punkti lihtsuhe (laused 8 ja 9).
Nende omaduste tbitu néditeks fra-
pets ja rodpkiilik projekteeruvad
paralleelprojekteerimisel jalle tra-
petsiks ja rodpkilikuks, tsentraalpro-
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jekteerimisel aga Uldiselt mitte.
Paralleelprojektsioonil on objekti

mdStmed ja mddduvahekorrad tun-
duvalt vihem moonutatud kui tsent-
raalprojektsioonil.

2. Paralleelprojektsiooni  fuleta-
mine on tunduvalt lihtsam tsentraal-
projekisiooni tuletamisest.

Need asjaolud ongi pohjuseks,
miks tehnikas eelistatakse kasutada
paralleelprojektsioone, eriti aga rist-
projektsioone.

KUSIMUSED

i. Mis vahe on tsentraal- ja paralleelprojek-
teenmisel?

2 Mille poolest ermeb kaldprojekteerimine
nsiprojekteerimisest?

3. Mida olulist voib oelda ekraaniga paral-
leelse sirgldigu paralleelprojektsiooni
kohta?

4 Mis on sirgldign moondetegur?

5. Km pikk on sirgldik, kwm tema paralleel-
projektsioon on 6 cm ja moondetegur
m=0,5?

6 Sonastage lause paralleelsete sirgete paral-
leelprojektsioonide kohta.

7 Kas kahe knvsirge paralleelprojekisioonid
voivad olla paralleelsed?

8 Sonastage lause ekraamiga paralleelse
tasandilise kujundi paralleelprojekisiooni
kohta.

9 Mis kujundiks projekteerub paralleelpro-
jekteerninmsel ming, kui ta on: a) paral-
leelne kurtega, bh) paralleelne ekraamiga?

2 Kujutav geomeetria

§ 8. TELJELINE AFIINSUS.

1. Kui tasandi o punktid projektee-
ritakse ekraanile (joonisepinnale)
kahesuguste paralleelsete Kiirtega
(mis aga pole paralleelsed tasan-
diga @), slis igale ekraani punktile
ithes projektsioonis vastab oma kin-
del punkt teises projektsioonis. Olgu
antud kiired k) ja k» (joonis 8-1, a);
punkti A vastavad projektsioonid
olgu A’ ja A’;, punkti1 B omad aga
B’ ja B'). Sellega on punktile A’
ekraanil & seatud vastavaks punkt
A’y, punktile B’ punkt B’y jne. See
vastavus on udksthene, s ft.
punktile A’ vastab amnult punkt A’y
ja tmberpodrdult — punktile A’
vastab ainult punkt A”.

Toimingut, mis seab tasandi igale
punktile vastavaks mingl teise
punkti samal tasandil, nimetatakse
tasandi punktteisenduseks
e. punkttransformatsiooniks.

Tasand: (ekraani) punktteisendus,
mis saadakse eespool kirjeldatud vii-
sil kahesuguste paralleelsete Kiirte
abil, on tuntud teljelise afiin-
suse nime all (lad. affinitas=—sugu-
lus).

Teineteisele vastavatest kujundi-
test vOib iiksk&ik kumba Iugeda pri-
maarseks kujundiks ehk algu-
padrandiks; teine kujund on sis
selle algupdrandi afiinne tei-
send.”

Projekteeritava tasandi jdlje punk-
tid (ja ainult need) langevad kum-
malgi projekteerimisel kokku oma
kujutistega. Jérelikult jalje punktid
vastavad iseenestele, nad on nn.

* Analuutihses geomeetrias  defineerrtakse
afiinne teisendus tasandl saarase punktteisen-
dusena, milles teisendr koordimaadipaar (X;Y)
saadakse alguparand: koordinaadipaarst (%;y)
limmeaarsete valemite kaudu. X=ax-+|-by-t-c,
Y =Ix-}my-+n Nusus, afunne teisendus on
lineaarne punktteisendus.
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kahekordsed punktid. Sirget, mille
punktid afiinses teisenduses vasta-
vad iseenesele, nimetatakse afiin-
susteljeks (sirge t==j, joonis
8-1,a).

2. Teljelisel afiinsusel on jargmi-
sed tdhtsamad omadused.

(12) Afiinselt vastavaid punkte
ithendavad sirged (sidejoo-
ned) on omavahel paralleel-
sed.

Tdepoolest — naiteks sidejooned
A’A’y ja B'B’y on paralleelsed, sest
neid v&ib vaadelda paralleelsete sir-
gete AA’ ja BB paralleelprojektsioo-
nidena, kui projekteerimine teosta-
takse kiirtega k;.

(13) Sirgjoonelisus, sirgete paral-
leelsus ja paralleelsete 18i-
kude (samuti 1digu osade)
pikkuste suhe on afiinse tei-
senduse suhtes invariantsed.

Teiste sGnadega: sirgjoone teisend
on jélle sirge; paralleelsetel sirgetel
on paralleelsed teisendid, paralleel-
setel 16ikudel ja nende teisenditel on
sama pikkuste suhe. Nimetatud oma-
duste invariantsust afiinse teisenduse
suhtes on hélbus pShjendada paral-
leelprojektsiooni omaduste najal:
kui allb, siis lause (9) pdhjal o’||b”
ja €1llb’s (joonis 8-1,a). Sirgjooneli-

i8

t=f

Joonis 8-1

suse ja 16igu antud jaotussuhte inva-
riantsuse analoogilise pdhjendamise
jatame lugejale endale.
(14) Sirge ja tema teisend 1diku-
vad afiinsusteljel voi on tel-
jega paralleelsed.

See jdreldub asjaoclust, et tasandil
a asetseva sirge a jalgpunkt I aset-
seb o jalgsirgel j=t ja langeb
kokku oma iga projektsiooniga:
J=J=J.

3. Teljelise afiinsuse tdhtsus kuju-
tavas geomeetrias seisneb selles, et
tfa vOimaldab asendada suhteliselt
keerukaid ruumilisi konstruktsioone
lihtsamate, tasandiliste konstrukt-
sioonidega (vrd. jooniseid 8-1,a ja
8-1, b). Sel korral on sageli otstarbe-
kas asendada projektsioonimirke
tdhiste juures indeksitega.

(15) Teljeline afiinsus on miira-

tud teljega ja kahe teinetei-
sele vastava punktiga.

Nimetatud andmete abil saab leida
iga punkti afiinse teisendi antud
afiinsuses. Vastav konstruktsioon on
esitatud joonisel 8-2,a. Afiinsuse
mddramiseks on siin antud telg ¢,
punkt A; ja selle teisend A»; leitakse
joonisepinnal vabalt vbetud punkti
B; teisend B.. Sirgjoone AiB; 16ike-
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punktist T tombame sirge TAs See
on sirge A;B; teisend ja seetdttu
peab kandma ka otsitavat punkti Bs.
Samal ajal peab B. asetsema side-
joonel, mis t&mmatakse punktist B;
paralleelselt antud sidejoonega AiA,.
Seega Bs=TA;X BBy, Kkusjuures
BiBs|| A As.

Kui punkt T pole joonisel k&tte-
saadav (laheb {ile jooniselehe adre),
siis vdib kasutada sirgete paralleel-
suse invariantsust. Votame teljel
vabalt punkti M, tdmbame B;N[|AM
ja NBs[|[MA, (lause 13). Otsitav punkt
By, peab niilid asetsema sellel side-
joonel, mis 1&8bib punkti B; (joonisel
8-2, b on see konstruktsioon esitatud
kriipsjoontega). Juhime t#helepanu
sellele, et kui antud sirge on teljega
paralleelne, s.t. tema 1dikepunkt tel-
jega on selle sirge ebapunkt (T,
joonis 8-2, b}, siis on teljega paral-
leelne ka tema teisend (lause 14, vt.
ka § 6, p. 2).

Kui punkt ja selle teisend antud
anfiinsuses asetsevad teine teisel
pool telge, siis on see nii ka kdigi
teiste vastavate punktide puhul selles
afiinsuses. Kui aga tiks paar vasta-
vaid punkte on iihelpool telge, siis
on ka kobik teised vastavate punktide
paarid thelpool telge.

4. FElementaargeomeetriast tuttav

2.

teljeline simmeetria on
teljelise afiinsuse erijuhtum. Tdepoo-
lest, kui votta sidejoonte siht teljega
risti ja vastavad punktid teine teisel
pool telge vdrdsetel kaugustel tel-
jest, siis ongi tegemist teljelise slim-
meetriaga (joonis 8-3).

5. Kui tasandi o punktide projek-
teerimiseks ekraanile & kasutatakse
paralleelkiirte asemel kahesuguseid
tsentraalkiiri (joonis 8-4), siis ees-
pool mndidatud {iksiihene vastavus
nende punktide projektsioonide wva-
hel sdilib. Nagu jooniselt ndha, 13i-
kuvad kolmnurkade A’{BC’; ja

’sB’sC’, vastavate kiilgede piken-
dused omavahel tasapinna o j&ljel

Joonis 8-3
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j=t Todepoolest, A" B’y osutub
tasandi S1AB jalgjooneks ekraanil e,
aga AB=q}XS;AB Jarelikult ;, AB
ja A"4B’y kw1 kolme tasand: (SiAB;
a; &) loikesirged Il&ikuvad uhes
punktis Analoogiline mottekaik on
rakendatav sirgete AB ja A'pB’
kohta. Samal wvusil saame pdhjen-
dada eespool mamitud kolmnurkade
ulejaanud kuljepaaride 1oikumise.
Nuud vOime kolmnurkade
A"\B1C’y ja A’BBHC’y kohta sGnas-
tada Desargues1™ teoreem: poord-
lause, mille esitame sun tdestuseta

(16) Kui antud kolmnurkade vas-
tavate Iiilgede pikendused

* Gerard Desargues {1593—1662),
prantsuse matemaatik, projektuvse ja kuju
tava geomeetnia rajajaid D1 teoreem on uks
projektuvse geomeetna pShilauseid (1639)
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1=t Jooms 8 4

16ikuvad kolmes punktis, mis
asuvad iihel sirgel, siis nende
kolmnurkade vastavaid tippe
ithendavad sirged Idikuvad
ithes punktis.
Nagu joomiselt 8-4 nahtub, rahul-
davad eelnimetatud kolmnurkade
kuljepaand A’B; ja ABs; A’\C/,
]ja A’2C’2, B’lcll ja B’zc,g lauses (16)
esttatud tingimust, 10ikudes sirgel
=1, tippe uhendavad sirged A1 A",
B'B’, C’|C’s aga 161ikuvad punktis S
Nusuguste omadustega kolmnurk:
mmetatakse homoloogilisteks, sirget
J=t homoloogiateljeks ja punkt:1 S
homoloogiatsentriks. Vorreldes joo-
nist 8-4 joonisega 8-1 selgub, et tel-
jeline afunsus on vaadeldav homo-
loogia enjuhtumima, mille puhul
homoloogiatsenter S on ekraani &
16pmata kauge punkt e ebapunkt

KUSIMUSED JA ULESANDED

1 Mida mimetatakse tasandi punktteisendu-
seks?

2 Missuguste andmetega on teljeline afun-
sus maaratud?

3 Tuletada joomsel 8 5 aniud numbntest 2
ja 6 koosneva kujundi afunne teisend
telje ¢ suhtes, km1 number 2 kaare kesk-
punkfi 0 teisendiks on punkt 0y



3 9. RISTPROJEKTSIOCONID
JA NENDE OMADUSED

Kui kujutamiskiired on ekraaniga
risti, siis objektist saadavat kujutist
nimetatakse selle objekti ristpro-
jektsiooniks. Et ristprojektsioo-
nid kuuluvad paralleelprojektsioo-
nide hulka, siis kehtivad nende
kohta ka k&ik eegpool toodud laused
(1...11). Ristprojekisioonidel on
aga veel eriomadusi, mida kald- ja
tsentraalprojektsioonidel pole. See-
sugustest eriomadustest vaatleme
koigepealt neid, mis on seotud sirg-
18igu ja nurga projekieerimisega.

Sirgjoone kaldenurgaks ekraani
suhtes nimetatakse teravnurka (kaa-
sa arvatud 0° ja 90°) selle sirgjoone
ja tema ristprojektsiooni vahel.

Olgu A’B’ sirgldigu AB ristpro-
jektsioon ekraanil & (joonis 9-1). Siis
nurk ¢ sirgete AB ja A’B’ vahel ongi
sirge AB kaldenurk; nurga tipuks
on sirgjoone jdlgpunkt J, mis aru-
saadavalt ithtib oma ristprojektsioo-
niga J'.

1. Sirgldiguristprojektsioon. Uuri-
me, kuidas 18igu ristprojektsiooni

pikkus sSltub 16igu enda pikkusest
ja kaldenurgast. Tdmbame joonisel
‘9-1 abijoone A’M|AB. Tekkinud tdis-
nurksest kolmnurgast A’B'M saame,
et A'B'=A'M.cos ¢. Et aga A’ M=
=AB, siis

A’B'= AB-cos q. (1)

Sellega on tdestatud, et

(17) sirgléigu ristprojektsiooni pik-
kus vOrdub sirgldigu enda
pikkuse ja kaldenurga koosi-
nuse korrutisega.

Seosest (1) jareldame, et sirgldigu
ristprojektsioon ei saa olla 1Sigust
enesest pikem (sest cos ps1). Samast
seosest ndhtub, et kui ¢==0, s. t. kui
ABlle, siis A’B'=AB; kui aga ¢=
=90° s. t. kui AB.Le, siis A’B'=0.

Andes seosele (1) kuju A'B’: AB=
==cos¢ ning teades, et suhe
A’B’: AB tdhendab sirgldigu AB
moondetegurit m, jareldame, et rist-
projektsiooni puhul m==cosg. Siit
ndeme ka, et ristprojektsiooni puhul
jadb sirgldigu moondetegur alati
vahemikku 0<<m<Cl,

2. Nurga ristprojekisioon. Sgitu-
valt nurga tasandi asendist ekraani
ja kiirte suhtes on nurga ristprojekt-
sioon nurgast enesest kas suurem
vdi véiksem voOi vOrdub nurga ene-
sega.

Kui nurga tasand on ekraaniga
risti, siis nurga ristprojektsiooni suu-
ruseks tuleb kas 0° v3i 180° — vas-
tavalt sellele, kas haarad projekiee-
ruvad sama- vdi vastandsuunalisteks
poolsirgeteks. Kui aga nurga tasand
on ekraaniga paralleelne, siis lause

Joonis 9-1

Joonis 9-2
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Joonis 9-3

{11} pGhjal nurga ristpojektsioon
vordub nurga enesega. Saab tdes-
tada, et nurga ristprojektsioon v6ib
vorduda nurga enesega ka nurga
tasandi teatud kaldasendi puhul
ekraani suhtes.

Erilist té&htsust omab tdisnurga
tdisnurgaks projekteerumise tingi-
mus, mille sGnastame jargmiselt:

(18) tdisnurk projekteerub ristpro-

jekteerimisel taisnurgaks, kui
tema iiks haar asetseb ekraa-
nil vBi on sellega paralleelne,
teine haar aga pole selle
ekraaniga risti.

Toestus. Olgu a ja b tdisnurga
haarad ning a’ ja b’ nende ristpro-
jektsioonid ekraanil & (joon. 9-2).
Eelduste kohaselt olgu alle. Siis haar
a on risti nurga tippu projekteeriva
kiirega s (sest s_Le aga all¢). Peale
selle on eelduste kohaselt a.lb.
Seega sirge a on risti projekteeri-
tava tasandiga w, sest ta on risti selle
tasandi kahe 16ikuva sirgega s ja b.
Lause (7) pdhjal on dlla (sest alle).
Jarelikult on ka o' lLm; seetdttu o
peab olema risti iga sirgega tasandil
m, sealhulgas ka sirgega b’. Sellega
on lause tOestatud.

Kui téisnurga ieine haar b oleks
risti ekraaniga g, siis tdisnurk pro-
jekteeruks iiheksainsaks poolsirgeks;

22

seepdrast on see juhtum lausest (18)
vdlja jdetud.

QOige on ka lause (18) jargmine
poodrdlause:

{18a) nurk, mille iiks haar asetseb
ekraanil vdi on ekraaniga
paralleelne ning mille rist-
projektsioon on tdisnurk, on
ka ise tdisnurk.

Seose nurga ja tema ristprojekt-
siooni vahel saab holpsasti tuletada
jargmiselt. Olgu ¢ (¢/, b’} nurga
¢ (a, b) ristprojektsioon ekraanil e
ning ¢ ja B nurga ¢ haarade a ja b
kaldenurgad (joon. 9-3). Kolmnurka-
dest ABC ja AC’B saame koosinus-
lause pdhjal seosed;

c2=q2-}+b>—2ab cos @,

c2=(a")24-(b’)2—2a"b’ cos ¢".

Esimesest vordusest teist lahutades:
saame:

a®—(a")2+b2—(b")2—2ab cos o}
“+2a’b’” cos ¢’ =0.

Téaisnurksetest kolmnurkadest:
BCC’ ja ACC’ leiame, et

a*—(a’ P=k2=Db2—(b")2.

Neid vordusi eelmises seoses kasu~
tades, saame: '

2k2—2ab cos ¢-+2a'b” cos ¢’ =0
ehk

2

& cosq+ 22 =0
ab @ gy CoSP =0

Et aga k/a=sina, k/b==sinf,
ad’Ja=cos o ja b'/b=cos B, siis saame-
seose kirjutada kujul:

sin @ sin §—cos g+
+cos @ cos B cos @’ =0,

Siit leiame, et

cos p—sin asin
Sosgsimashp (2):
cos o cos B

kus 0<<p<C180° ja 0<la, B<CO0°.

cos ¢’ =



Sellest seosest jareldub ka tais-
nurga tdisnurgaks projekteerimise
tingimus (lause 18). Tdepoolest, kui
©=90° ja a=0 (s. t. kui t&@isnurga
iks haar on ekraaniga paralleelne),
siis seosest {2) saame, et cos ¢ =0,
s. t. '==90°. Samuti jareldub seosest
(2) ka pdordlause (18a).

Ristprojektsioonide muid omadusi
Opime tundma kursuse jdrgnevates
peatiikkides.

Ristprojektsioone kasutatakse laial-
daselt tehnilises joonestamises. Muu-
de projektsiooniliikidega wv&rreldes
on nende suureks eeliseks voimalus
Tholpsasti otsustada objekti mdotmete
iile. Seda omadust tuleb tehnikas
lugeda primaarseks.

KUSIMUSED

1, Millisesse vahemikku jdavad sirgloigu
moondeteguri vdartused: a) kaldprojekiee-
rimisel, b) ristprojekteerimisel?

2. Mis on sirgldigu kaldenurk
fekraani) suhtes?

3. Kuidas avaldub sirgldigu ristprojektsiooni
pikkus sirgldigu enda pikkuse ja kalde-
nurga kaudu?

4. Missugustel tingimustel tdisnurk projektee-
rub ristprojekteerimisel tdisnurgaks?

tasandi

§ 10. PROJEKTSIOONIDELE
ESITATAVAD NOUDED

Praktikas ndutakse kujutistelt kolme
omadust: lihtsust, mdddeta-
vust ja piltlikkust. Selgitame
neid omadusi ldhemalt.

Kujutis on seda lihtsam, mida
vdhem jooni ta sisaldab ja mida liht-
samad need jooned on; lihtsat kuju-
tist on kerge joonestada. Kujutis on
seda piltlikum, mida holpsa-
malt me tema jargi objekti dra tun-
neme. LoOpuks, kujutis on modde-
tavuselt seda parem, mida roh-
kem objekti tasandilisi kujundeid on
projekteerunud moondevabalt.

Kujutise keerukus sdltub mitte
ainult objekti kujust, vaid ka pro-
jekteerimisviisist (tsentraal- vbi pa-
ralleelprojekteerimine) ning objekti
asendist kiirte ja ekraani suhtes.
Lihtsa kujutise saamiseks tuleb va-
lida k&ige lihtsam projekteerimis-
viis -— ristprojekteerimine. Peale
selle tuleb objekt seada Kkiirte ja
ekraani suhtes eriasendisse,
s. 0. asendisse, mille puhul voimali-
kult palju objekti servi ja tahke on
kiirtega paralleelsed. Siis need ser-
vad ja tahud projekteeruvad vasta-
valt punktideks ja sirgldikudeks
ning kujutis tuleb lihtne. Nii néditeks
tahuga ekraanile (joonisepinnale)
toetuva kuubi ristprojektsiooniks
saame ainult ruudu (joon. 10-1,qa),
s. 0. lihtsa, kuid ilmetu (mittepilt-
liku) kujutise. See ei anna ettekuju-
tust wvastavast ruumilisest objektist
(mis v&8ib olla isegi mnelinurk!).
Samal ajal on aga sellel kujutisel
hea moddetavus — temale on kerge
markida kuubi kiilje pikkust, sest
kuubi iilemine ja alumine tahk on
projekteerunud moondevabalt.

Piltkujutise saamiseks tuleb paral-
leelprojekteerimisel objekt seada
kiirte ja ekraani suhtes ildasen-
disse, s. 0. asendisse, mille puhul
voimalikult palju objekti servi ja
tahke on kiirte suhtes kaldu. Siis
need servad ja tahud ei saa projek-
teeruda punktideks ja sirgloikudeks,
mistdttu kujutis tuleb palju piltli-
kum. Nii nditeks kui kuup seada
{ildasendisse nii, et {ikski tema serv
ja tahk ei ole risti ekraaniga, siis
tema ristprojektsioon tuleb mérksa
keerukam (joonterohkem, pikkusi ja
nurki moondav), kuid seevastu tun-
duvalt piltlikum (joon. 10-1, b). Selle
kujutise jérgi saame juba teataval
mddral otsustada ruumis oleva
objekti kuju iile.

Eriti piltlike kujutiste saamiseks
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Joonis 10-1

tuleb kasutada tsentraalprojekteeri-
mist. Seda tehaksegi néiteks arhitek-
tuuris.

Nagu eespool selgus, nouab kuju-
tise lihtsus ja m&ddetavus objekti
eriasendit kiirte ja ekraani suhtes,
piltlikkus aga iildasendit. Seepérast
ei saa ihelt ja samalt kujutiselt
nduda, et ta oleks korraga nii piltiik
kui ka lihine ja holpsasti moddetav.
Et tehnilises joonestamises on pri-
maarseteks noéueteks lihtsus ja mdo-
detavus, siis kasutataksegi seal pea-
miselt lihtsaid ristprojektsioone.

KUSIMUSED

1. Missuguseid omadusi ndutakse praktikas
kujutistelt?

2. Missugust ohjekti asendit kiirte ja ekraani
suhtes nimetatakse: a) eriasendiks, b) iild-
asendiks?

3. Missuguseid omadusi ndutakse kujutistelt
tehnilises joonestamises?

§ 11, OBJEKTI MAARAVATE
JOONISTE SAAMISE
MEETODID

Kujutavas geomeetrias ja tehnikas
vajatakse jooniseid, mis {theselt méa-
raksid objekti kdik geomeetrilised
omadused. Sdadraseid jooniseid nime-
tasime eespool objekti mé&dravateks
joonisteks. Samas selgitasime ka, et

tiksainus kujutis ei médra objekti
ruumis lheselt. Seepdrast tuleb
objekti mdadrava joonise saamiseks
tema kujutist tdiendada monesuguste
lisaandmetega. Soltuvalt lisaandmete
erinevast valikust kujunevad ka eri-
nevad meetodid objekti mdidravate
jooniste saamiseks. Tdhtsamad neist
meetoditest on jargmised: 1) Mon-
ge’i* meetod, 2) kvooditud ristpro-
jektsiooni meetod ja 3) aksonomeet-
ria meetod.

Monge'i meetodi puhul kit-
samas mottes kasutatakse objekti
médramiseks selle ohjekti kahte rist-
projektsiooni teineteisega ristuvatel
ekraanidel. Seda meetodit tuntakse
harilikult kaksvaate nimetuse all ja
ta on tehnilises joonestamises wvalit-
sevaks meetodiks.

Kvooditud ristprojekt-
siooni puhul antakse objekti rist-
projektsioon horisontaalsel ekraanil
ning tdiendatakse seda objekti olu-
liste punktide v0i horisontaalsete
joonte  kaugustega  (kdrgustega)
ekraanist. Et punkti ristprojekisioon
koos punkti kaugusega ekraanist
mé&érab punkti asukoha ruumis iihe-
selt, siis jdreldame, et ka mis tahes
objekt on {iheselt médratud, kui on
teada tema punktide v8i joonte
kvooditud ristprojektsioonid.

Aksonomeetria meetodi
puhul seotakse objekt ristteljesti-
kuga ning konstrueeritakse esialgu
teljestiku rist- v6i kaldprojektsioon.
Teljestiku kujutise baasil tuletatakse
objekti kujutis, kasutades objekti
punktide koordinaate. Saadav kuju-
tis vOimaldab maddrata objekti, kui
on teada projekieerimisviis ja koor-
dinaattelgede moondetegurid.

* Gaspard Monge (loe: monz 1746—
1818), prantsuse Opetlane ja insener, Raama-
tus «Geéométrie descriptive» (1799) andis ta
kokkukuuluvate ristprojektsioonide meetodi

ning rajas sellele kogu kujutava geomeetria
teooria.



III. MONGE'I MEETOD. PUNKTI,
SIRGJOONE JA TASANDI KASITLUS
- MONGE'l MEETODIL

3§ 12. PUNKTI KAKSVAADE

Kui kujutamisel on eesmdrgiks
objekte nende kujutise abil mdirata,
siis rakendatakse harilikult Monge'i
meetodit. Selle meetodi olemus on
lihidalt jdrgmine.

Objektist tuletatakse kaks ristpro-
jektsiooni ekraanidel, mis on teine-

teisega risti. Seejdrel podoratakse
ekraanid koos kujutistega {hele
tasandile — joomisepinnale. Prakti-

listel kaalutlustel, eriti keerukamate
tehniliste cbjektide kujutamisel, tu-
letatakse objektist wveel tdiendavaid
ristprojektsioone, mis samuti pédra-
takse joonisepinnale. Niiviisi saadud
joonist, mis koosneb mitmest oma-
vahel seotud ristprojektsioonist, ni-
metatakse mituvaateks.

1. Punkti kaksvaate saamine.
Monge't meetodi ldhemat tundma-
Oppimist alustame punkti kui liht-

saima objekti késitlemisest. Olgu
maéargitud, et oOppijal tuleb luua
endale just punkti kasitlusest

igati selged kujutlused, et panna sel-

lega kindel alus kogu jdrgneva kur-
suse moistmisele.

Olgu antud kaks teineteisega ris-
tuvat ekraani e; ja e (joon. 12-1, a).
Ekraan g, voetakse horisontaalne
ning teda nimetatakse pOhiekraa-
niks; teine ekraan e; on siis verti-
kaalne ning teda mimetatakse esi-
ekraaniks. Ekraanide Idikesirget x
nimetatakse teljeks.

Tuletame mingi ruumipunkti A
ristprojektsioonid ekraanidel e, ja
g2. Projekieeriv kiir k; ehk pohikiir
(kile;) annab punkti A ristprojekt-
siooni A’ pOhiekraanil, kiir ks ehk
esikiir (ko eo) aga punkfi A ristpro-
jekisiooni A” esiekraanil. Ristpro-
jekisioone A’ ja A” nimetatakse vas-
tavalt ka punkti A pealivaateks
(horisontaalprojektsiooniks) ja eest-
vaateks (frontaalprojektsiooniks).

Punkti A kaugust pChiekraanist
mdddab 16ik AA’ ning tema kaugust
esiekraanist 16ik AA”,

Kahel ristuval ekraanil asetsevaid
kujutisi ei saa vaadelda joonisena.
Et neist kujutistest saada iihel tasan-
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dil paiknevat joonist, pooratakse
pbhiekraan koos punkti A pealtvaa-
tega A’ Umber x-telje esiekraanile
nii, et pdhiekraani eesmine osa tihtib
esiekraani alumise osaga (vt. kaarjat
noolt joonisel 12-1, a). Parast pdora-
mist paiknevad punkti A mdlemad
projektsioonid 1iihtinud ekraanide
tasandil, mille vGtamegi joonisepin-
naks. Niiviisi saadud joonist, mis
koosneb punkti A kahest teinetei-
sega seotud vaatest A’ ja A”, nime-
tatakse punkti kaksvaateks (joon.
12-1, b). Projektsioone tthendavat sir-
get A’A” nimetatakse punkti A side-
jooneks, telge x aga kaksvaate tel-
jeks.

Joonise 12-1 osade a, b ja ¢ vord-
leval vaatlemisel selguvad punkti
kaksvaate jdrgmised omadused.

1. Projektsioone tiihendav side-
joon on alati risti kaksvaate teljega.
Toepoolest, jooniselt 12-1, ¢ ndhtub,
et 16igud A’A. ja A”A: asetsevad
x-telje risttasapinnal AA’ALA”. See-
tottu jddvad nad x-teljega risti ka
pdrast pOhiekraani podramist esi-
ekraanile, s. t. A’A” 1 x.

2. Punkti kaugust pdhiekraanist
moddab kaksvaatel selle punkti
eestvaate kaugus  x-teljest:

26

A'A,—=AA’; punkti kaugust esi-
ekraanist aga m&ddab pealt-
vaate kaugus x-teljest: A'A.=
=AA",

3. Kui punkt on esiekraanil (nagu
B), siis tema eestvaade tihtib punkti
enesega (B”==B), pealtvaade (B’) aga.
on x-teljel. Paikneb aga punkt pdhi-
ekraanil (nagu C), siis tema pealt-
vaade (htib punkti enesega (C'=C),
eestvaade (C”) aga on x-teljel.

4. Kaksvaate puhul vdib joonise-
pinda tdlgendada soovi kohaselt kas
pohi- voi esiekraanina, nii nagu see
joonise lugemisel parajasti otstarbe-
kohaseks osutub.

Néitame niiid, et kehtib jdrgmine
pohilise tdhtsusega lause, mis on alu-
seks kogu edaspidisele teooriale.

(19) Punkti kaksvaade maddrab
punkti asukoha ristuvate
ekraanide suhtes iiheselt, joo-
nisepinna suhtes aga kahe-
selt.

Téestus. Joonisel 12-1,¢ on
joonisepind ja punkti A kaksvaade
A (A, A”) esitatud piltlikult. Kui
joonisepind lugeda pdhiekraaniks,
siis asetseb punkt A ruumis kohal
A, mille saame, kui tOmbame 1&bi



pealtvaate A’ joonisepinna normaali
ning méédame sellele punkti A kau-
guse plOhiekraanist: A'A;=A"A.=

=AA’. Lugedes aga joonisepinna
esiekraaniks, leiaksime punkti A
kohalt A;, mille saame, tdmmates
joonisepinna normaali 18bi eestvaate
A” ning modtes sellele punkti A
kauguse esiekraanist: A" Ay=
=A"A,=AA”. Kui murrame joo-
nisepinna koos normaalidega A’A;
ja A”A, kaksvaate telje kohalt tdis-
nurga all kokku, s.t. kui taastame
ekraanide esialgse ristseisu, siis lan-
gevad punktid 4; ja A» kokku
idheksainsaks punktiks A, mida me
projekteerisime. Sellega on lause
toestatud.

Niisiis, teljega varustatud kaks-
vaade osutub punkti midravaks joo-
niseks. Kui punkt A on antud oma
kaksvaatega, siis kirjutame seda
jérgmiselt: A (A7, A).

On tdhtis silmas pidada, et joo-
nisepinnal valitud punktid A’ ja A"
saavad ainult siis olla {ithe ja sama

ruumipunkti A pealt- ja eestvaateks,
kui neid thendav sidejoon A’A” on
risti x-teljega. Vastasel korral saame
vaarkaksvaate, mis ei médra mingi-
sugust punkti (vOrdle omadusega 1).

2. Punkti kaksvaade ruumivee-
randite jargi. Ristuvad ekraanid g
ja e jaotavad kogu ruumi neljaks
ruumiveerandiks ehk ruumikvadran-
diks. Ruumiveerandeid I, II, III ja IV
nummerdatakse kokkuleppeliselt nij,
nagu on ndidatud joonisel 12-1,a.
Esimene ruumiveerand asetseb esi-
ekraani ees ja pohiekraanist iileval-
pool, teine ruumiveerand esiekraani
taga ja pOhiekraanist iilevalpool jne.

Jalgime niiid punkti kaksvaate
saamist vastavalt ruumiveerandile,
milles punkt asub. Selleks on jooni-
sel 12-2, a ekraanid &; ja es esitatud
serviti ndhtuna nii, et x-telg suun-
dub joonisepinnast vaatleja poole;
pdhiekraani pédramissuunda nditab
kaarjas nool.

Esimeses ruumiveerandis oleva
punkti A kaksvaate saamine on juba
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Joonis 12-3

tuttav jooniselt 12-1. Teises veeran-
dis paikneva punkti B eestvaade B”
on x-teljest kérgemal ja pealtvaade
B’ satub pirast podramist samuti
x-teljest kdrgemale. Seega teise vee-
randi punkti kaksvaatele on iseloo-
mulik, et md&lemad vaated on X-tel-
jest kdrgemal (joon. 12-2,b). Kol-
manda ruumiveerandi punkti C
pealtvaade tuleb x-teljest kdrgemale,
eestvaade aga — madalamale. Nel-
janda veerandi punkti D molemad
vaated tulevad x-teljest madalamale.
Nii selgub, et antud kaksvaate jargi
ruumipunkt asetseb:

1) esiekraani ees vOi taga vasta-
valt sellele, kas pealtvaade on tel-
jest madalamal vdi k&rgemal;

2) pohiekraanist kdrgemal v&i ma-
dalamal vastavalt sellele, kas eest-
vaade on teljest kdrgemal véi mada-
lamal.

Teise veerandi punkti mdlemad
vaated on teljest kdrgemal, neljanda
veerandi punkti omad aga madala-
mal. Kui teises v0i neljandas veeran-
dis asetseva punkti kaugused pd&hi-
ja esiekraanist on vdrdsed, siis tema
projektsioonid kaksvaatel langevad
kokku. Niisuguse omadusega punk-
tid asetsevad tasandil (), mis ldbib
x-telge ning poolitab teise ja nel-
janda veerandi (joon. 12-3,a). Joo-
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nisel 12-3, b ndeme tasandil § asetse-
vate punktide U ja C kaksvaateid;
punkt U on wvdetud II wveerandis,
punkt V aga IV veerandis.

Madrgime 16puks, et praktilisel
kaksvaate tuletamisel paigutatakse
objekt alati esimesse ruumiveeran-
disse, harilikult toetuvana pdhi-
ekraanile.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Missugust joont punkti kaksvaate] nimeta-
takse sidejooneks?

Kus asub punkt A, kui A=A"; kus kohal
sidejoonel on selle punkti pealtvaade?
Kus asetsevad ruumipunktid, mille pro-
jektsioonid kaksvaatel Ghtivad?

Punkt A asub esimeses ruumiveerandis
20 mm kaugusel pdhiekraanist ja 30 mm
kaugusel esiekraanist; tuletada selle
punkti kaksvaade.

L

§ 13. PUNKTI KOLMVAADE

1. Tdiendavate projektsioonide vaja-
dus. Eelmises paragrahvis selgus, et
punkti kaksvaade md&drab selle
punkti asukoha ekraanide suhtes
liheselt. Keerukamate objektide iihe-
seks madadramiseks kaksvaate abil
tuleb aga tdhistada nii paljude punk-
tide projektsioone, et tdhiste mahu-
tamine joonisele pole enam v&ima-
lik. Pealegi ei soodusta suure hulga
t&histe kasutamine joonise lugemist,
vaid vastupidi — muudab joonise
kirjuks ja ebaiilevaatlikuks. See-
pdrast on praktikas (nditeks tehnili-
ses joonestamises) iildse loobutud
punktide projektsioonide tdhistami-
sest. Tahisteta kaksvaade aga ei tar-
vitse enam madadrata objekti fiheselt.
Nii nditeks joonisel 13-1 esitatud
lihtsa kaksvaate annavad paljude
teiste voimalike objektide hulgas ka
k6ik kolm piltlikult kujutatud
objekti. PShjuseks on asjaolu, et
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tdhiste puudumisel ei saa kaksvaate
jargi eristada punkte, mille projekt-
sioonid on sattunud {ihele ja samale
sidejoonele.

Kui t&histeta kaksvaade ei m&ara
objekti, siis antakse praktikas kahele
vaatele lisaks uusi ristprojektsioone
(lisavaateid) lisaekraanidel, samuti
muud informafsiooni nii, et koik
kokku maéddraksid objekti iiheselt.

2. Punkti kolmvaate saamine,
Esimene tdiendav ekraan ez vdetakse
harilikult risti x-teljega, s. o. risti
nii pohi- kui ka esiekraaniga; teda
nimetatakse kiilgekraaniks (joon.
13-2, a). Kilgekraan 16ikab p&hi- ja
esiekraani mddda telgsirgeid y ja z.
Objekti ristprojektsiooni kiilgekraa-
nil nimetatakse kiillgvaateks ehk
vasakultvaateks (profiilprojektsioo-
niks).

Tuletades mingi ruumipunkti A
ristprojektsioonid ekraanidel e;, 2
ja &;, saame tema pealtvaate A,
eestvaate A” ja kilgvaate A’
Punkti A kaugus kiilgekraanist on
vordne 16iguga AA™.

Ekraanide 16ikesirged x, y, z (koos
nende ithise punktiga O) vbime vGtta
ristkoordinaatide teljestikuks Oxyz,
kus punkt O on koordinaatide algus.

Siis ekraanid esinevad koordinaat-
pindadena (ei=Xy;, ei==Xxz; &3=yZ)
ning punkti A kaugused ekraanidest
vorduvad sama punkti koordinaat-
16ikudega Xo, Yo ja Zo:
x-koordinaatldik xo=0A,=A""A;
y-koordinaatldik y,=0A4,=A"A;
z-koordinaatldik z,=0A,=A’A.

Arve, mis saadakse punkti koordi-
naatldikude mootmisel mingi dhe ja
sama pikkusiihikuga, nimetatakse
selle punkti koordinaatideks. Punkti
koordinaadid kirjutatakse sulgudesse
punkti t8hise jdrele jdrjekorras x-,
y- ja z-koordinaat. Naiteks punkti
A (2; 5; 3) puhul on x-koordinaat 2,
y-koordinaat 5 ja z-koordinaat 3.
Punkt on teljestiku suhtes {iheselt
médratud, kui on antud tema koordi-
naadid ja pikkusiihik koordinaatldi-
kude mdotmiseks.

Kujutiste ruumiliselt siisteemilt
tasandilisele siisteemile tleminekuks
pbbrame pohiekraani {imber x-telje
ning kiilgekraani tmber z-telje esi-
ekraanile nii, nagu on ndidatud joo-
nisel 13-2, a. Saadud joonist, mis
koosneb punkti A kolmest omavahel
seotud ristprojektsioonist, nimeta-
takse punkti A kolmvaateks (joon.
13-2, b).
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Joonise 13-2 osade a ja b vordle-
misel selgub, et kolmvaatel on pro-
jektsioone A’ ja A” lihendav sirge —
nn. piustsidejoon risti x-tel-
jega, projektsioone A” ja A’ {ihen-
dav sirge — rdhtsidejoon aga
risti z-teljega:

A'A"1Lx; A"A" 1z

Jooniselt 13-2 selgub ka, et kiilg-
vaate A’ kaugus z-teljest vérdub
pealtvaate A’ kaugusega x-teljest,
sest kumbki kaugus vordub punkti
A kaugusega esiekraanist, s. 0. koor-
dinaatldiguga yo:

AAT=A A" =A"A=Yy,.

Seda omadust nimetatakse ka
kolmvaate peaomaduseks. Koordi-
naatldikude X, ja z, pikkusi esinda-
vad kolmvaatel jargmised 18igud:

OAx::-A.ZA”=X0;

OAZ =AxA” =2Zo.

Kolmvaate puhul on téhtis silmas
pidada, et y-telg satfus p&Gramistel
kahte erinevasse kohta: koos pdhi-
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ekraaniga pddérdus tema positiivne
suund alla ning pddratud telg y;
iihtis vastandsuunaliselt z-teljega;
koos kiilgekraaniga aga podrdus
tema positiivne suund paremale ning
podratud telg ys lihtis vastandsuuna-
liselt x-teljega.

Punkti A kolmvaate slimboolseks
kirjutusviisiks on (4', A", A",
Kolmvaadet (4’, A”, A’) v&ib vaa-
delda koosnevana kahest kaksvaa-
test: eestvaade A” koos pealtvaatega
A’ moodustab iihe kaksvaate; eest-
vaade A” koos kiilgvaatega A’ aga
teise kaksvaate. Et eestvaade esineb
kummaski kaksvaates, siis loetakse
teda kolmvaate koige tdhtsamaks
vaateks.

3. Kolmanda vaate tuletamine.
Punkti mis tahes kaks projektsiooni
kolmvaatel méaravad iiheself kol-
manda projektsiooni. Praktikas on
harilikult antud ks eespoolnimeta-
tud kaksvaateist, kas (A”, A’) vdi
(A”, A”"), ning ndutakse tema téien-
damist kolmvaateks. Jooniselt 13-2, b
selgub, et pealt- ja eestvaate jargi

o BEERE AT ]



leiame kiilgvaate A’ jérgmiselt:
14bi eestvaate A” tdmbame rohtside-
joone ning mdodame sellele z-teljest
arvates 10igu yo, mille vitame ldhte-
kaksvaatelt (A7, A'):

A:A”, == yO == Ax.A.’
(kolmvaate peaomadus).

Kui aga on antud punkti eest- ja
kiillgvaade, siis pealtvaate saamiseks
tdmbame ldbi eestvaate A” piistside-
joone ning méddame sellele 15igu ¥,

mille vOtame ldhtekaksvaatelt (A”,
A,’,):

A.\:AI=Y0=AZA,”-

Muudes ruumiveerandites paikne-
vate punktide puhul tuleb talitada
analoogiliselt, pidades hoolega sil-
mas koordinaatlsigu y, mérki: nega-
tiivne y, m&Gdetakse kolmvaatel
X-teljest ilespoole ja z-teljest vasa-
kule,

Punkti kolmanda vaate leidmiseks
kahe antud vaate jargi v6ib kasu-
tada ka abisirget g, mis poolitab tel-
gede y, ja y; wvahelist tdisnurka
(joon. 13-2, b), Selle pdhjal toimuks
punkti A kiilgvaate leidmine, l&htu-
des antud kaksvaatest (A”, A", jarg-
miselt. Labi eestvaate A” tdmbame
r6htsidejoone ning 18bi pealtvaate
A’ r&htsirge kuni 18ikumiseni nurga-
poolitajaga g punktis A,. Punktist
A, tOmbame z-telje paralleeli, mis
16ikabki sidejoont otsitavas kiilg-
vaates A", Nii tekib ristkiilik, mille
kaheks tipuks on antud vaated, kol-
mas tipp asetseb abisirgel g, neljan-
daks tipuks aga on otsitav vaade.

Kui punkti pealt- ja eestvaate ase-
mel on antud eest- ja killgvaade, siis
muutub konstruktsioonis ainult rist-
kiiliku kiilgede joonestamise jarje-
kord.

Kui kaheks antud vaateks on
pealtvaade ja kiilgvaade, siis eest-

Y
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vaade on leitav libi antud vaadete
tdmmatud plist- ja rShtsidejoone 15i-
kepunktina.

4. Punkti projektsioonid koordi-
naatide jargi. Kui punkt on antud
oma koordinaatidega ning soovitakse
saada tema kaks- v8i kolmvaadet,
siis vBib itksikud projektsioonid joo-
nisele mdarkida vastavate koordinaa-
tide abil, pidades silmas telgede
suundi igal ekraanil.

Niide. Tuletame punktide A (4;
5; 3) ja B(—3; —2; 6) kolmvaated,
kasutades koordinaatidikude peale-
kandmisel telgedel naidatud pikkus-
dhikut (joon. 13-3).

Tuletame esmalt punkti A kolm-
vaate. Punkti A pealtvaade asetseb
pdhiekraanil, mille m&dravad joo-
nisepinnal teljed x ja yi, positiivsete
suundadega vastavalt vasakule ja
allapoole. Et punkti A x- ja y-koor-
dinaadid on mdlemad positiivsed, siis
pealtvaate A’ saamiseks joonestame
koordinaatmurdjoone OA.A’, vBttes
OAx=XO:4 ja AxAl=y0=5'

Esiekraani médravad teljed x ja z
positiivsete suundadega vastavalt
vasakule ja tlespoole. Jdrelikult
eestvaate A” koordinaatmurdjoone
joonestamisel vdtame OAx=X,=4
ja AxA//=Zo=3.
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Kiilgekraani mdadravad joonisepin-
nal teljed z ja ys positiivsete suun-
dadega vastavali {ilespoole ja pare-
male. Jarelikult punkti A kiilgvaate
A’” saamiseks joonestame koordi-
naatmurdjoone OA:A”" nii, et
OAZ=ZO=3 ]a. AzA,”=yO=5.

Analoogiliselt leiame ka punkii
B{—3; —2; 6) projektsioonid. Sel-
leks joonestame koordinaatmurdjoo-
ned jargmiselt:

punkti B’ saamiseks ekraanil e, =
=xy, 16ik OB.=—3 ja BB'=—2;

punkti B” saamiseks ekraanil e;=
=xz 16ik OB,=—3 ja B.B"==6;

punkti B'” saamiseks ekraanil egg==
=zy; 16ik OB,=6 ja B.B""=—2.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Kuidas tdmmatakse kolmvaatel telgede
subtes: a) plistsidejoon, b) rShtsidejoon?

2. Kuidas tommatakse abisirge gq?

3. Missuguse  koordinaatldiguga v3rdub
punkti kiilgvaate kaugus z-teljest?

4. Tuletada punktide A (20; 0; 40) ja B({10;
40; —30) kolmvaated (ithik—1 mm). Kui
kaugel on punkt A esiekraanist? Mitmen-
das ruumiveerandis on punkt B?

§ 14. SIRGJOONE KAKSVAADE

1. Sirgjoome projekisioonid. Sirg-
joon on mddratud oma kahe punk-
tiga, iga punkt aga oma kaksvaa-
tega; jdrelikult sirgjoon on mééra-
tud oma kahe punkti kaksvaatega.

Olgu antud punktid A (47, A"} ja
B(B', B"). Siis sirgjoone AB pealt-
vaateks on A’B’ ja eestvaateks A”B”
(joon. 14-1). Sellele sirgele mingi
punkti M mérkimiseks on vaja pro-
jektsioonid M’ ja M” valida vasta-
valt sirge AB pealt- ja eestvaatel nii,
et sidejoon M’M” oleks risti x-tel-
jega.

Uldjuhul on sirge s mdéédratud ka
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oma niisuguse kaksvaatega (', s”),
millel pole fikseeritud selle sirge
iihegi punkti projekisioone (joon.
14-2, a). Tdepoolest — pealtvaade &
madrab projekteeriva tasandi t-legj,
eestvaade s” aga teise projekteeriva
tasandi n_l es; tasapindade v ja n 15i-
kejoon aga ongi sirge s (vt. piltkuju-
tist 14-2, b). Erandiks on kiilgekraa-
niga paralleelne sirge, mille puhul
molemad projekteerivad tasandid
Uhtivad; sddrast sirget kasitleme
tiksikasjalikumalt jargmises para-
grahvis.

Kaksvaatega (s’, s”) antud sirge s
kilgvaate s’ saamiseks valime sel-
lel sirgel vabalt kaks punkti M ja N
ning tuletame nende kiilgvaated M
ja N’ (joon. 14-3). Seda teeme eel-
misest paragrahvist tuntud viisil,
s.o. tdmbame ldbi eestvaadete M”
ja N” rdhtsad sidejooned ning mds-
dame neile punktide M ja N kaugu-
sed esiekraanist (M.M"'=M.M  ja
N N’”=N_:N’). Saadud punktide
tthendussirge M’’N’” ongi otsitav
kiilgvaade s””.

Kui sirge s on tasandil §, mis poo-
litab ekraanide vahelist nurka teises
ja neljandas ruumiveerandis, siis
tema iga punkti pealt- ja eestvaade
tihtivad (vt. § 12). Jarelikult see-
suguse sirge kaksvaateks tuleb iiks-
ainus kahekordselt loetav sirge
s'=s" (joon. 14-4).

Sirgjoone projektsioonid kaksvaa-
tel vbib tildiselt joonestada vabalt.
Kitsendused esinevad ainult jargmis-
tel juhtudel: 1) kui sirgjoone iiheks
projektsiooniks on punkt, peab tei-
seks projektsiooniks olema x-telje
ristsirge, 2} kui tiheks projektsioo-
niks on x-telje ristsirge, peab teiseks
projektsiooniks olema kas punkt voi
samuti x-telje ristsirge (1&hemalt vt
§ 15). Seejuures ei tohi muidugi rik-
kuda projektsioonilist sidet. Neid
asjaolusid mitte arvestades saame
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vddrkaksvaate, millele vastavat sir-
get ruumis polegi olemas.

2. Sirgldigu jaotamine antud va-
hekorras. Sirgjoone 1digud on teata-
vasti vOrdelised oma paralleelpro-
jektsioonidega (§ 7, lause 8). Seda
asjaolu saab kasutada kaksvaatega
antud sirgléigu jaotamiseks ette-
antud vahekorras.

Nédide. Olgu vaja jaotada sirg-
16ik AB punktiga M wvahekorras
AM: MB=3:2 (joon. 14-5).

\M 14 A

Lause (8) pShjal vbime 1digu AB
asemel jaotada vahekorras 3:2 tihe
tema projektsiooni, nditeks pealt-
vaate A’B’. Selleks tdmbame 15i-
gu A’B’ {thest otspunktist, néditeks
punktist A’, vaba sihiga sirge g ning
mbSdame sellele punktist A’ wviis
voOrdset 16iku. Viimase punkti 5
ithendame punktiga B’ ning 1&hi kol-
manda jaotuspunkti tdmbame sirge
paralleelselt 15iguga 5B’. See paral-
leel 15ikab pealtvaadet A’B’ punktis
M’, mis ongi otsitava punkti M

s'es’

N/

Joonis 14-3

3 Kujutav geomeetria

Y

Joonis 14-4
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pealtvaateks. Sidejoone abil leiame
16igu AB eestvaatel ka punkti M
eestvaate. Bt punktid M ja M” jao-
tavad 16igu AB projekisioonid vahe-
korras 3:2, siig lause (8) pdhjal ka
punkt M jaotab 1digu AB ruumis
samas vahekorras.

3. Sirgjoone jdlgpunktid. Sirgjoo-
ne ja ekraani 16ikepunkti nimeta-
takse selle sirgjoone jdlgpunktiks
(ehk lihtsalt jdljeks). Kui sirge s
pole tthegi ekraaniga paralleelne,
siis on tal kolm jdlgpunkti: pShijdlg
P=sXe,, esijilg E=sXe; ja kilg-
jilg K=sXe¢s.

Olgu sirgjoon s antud oma kaks-
vaatega (joon. 14-6, a). Kuidas leida
tema jdlgpunktide P ja E projekt-
sioonid?

Et pohijdlg P asetseb {htaegu
pohiekraanil ja sirgel s, siis peab
tema eestvaade P” asetsema X-teljel
ja sirge eestvaatel (vt. ka piltkuju-
tist 14-6, b). Jdrelikult pdhijalje eest-
vaade P” on x-telje ja eestvaate s”
16ikepunkt: P’/=xXs”. Tommates
1dbi punkti P” sidejoone, leiame
sirge pealtvaatelt s ka punkti P
pealtvaate P/, mis arusaadavalt lan-
geb iihte punkti P enesega.

Analoogiliselt leiame ka esijilje E
projektsioonid. Et esijidlg E asetseb
ihtaegu esiekraanil ja sirgel s, siis
peab tema pealtvaade E' asetsema
x-teljel ja sirge s pealtvaatel; jére-
likult esijdlje pealtvaade E on
x-telje ja pealtvaate s 16ikepunkt:
E'=xXs’. Tédmmates 1dbi punkti E
sidejoone, leiame sirge eestvaatelt
s” ka punkti E eestvaate E”=E.

Joonisel 14-7 esitatud juhul aset-
seb sirgjoone b esijdlg E pdhiekraa-
nist madalamal. Lugejale soovitame
teha vastava piltkujutise ja veen-
duda, et jalgpunktide leidmine toi-
mub eespool toodud mdotiekdigu
alusel.

p=p' @

Joonis 14-6
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KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Mis on sirgjoone jilgpunkt?

2. Mdrkida sirge s kaksvaatele punkti M
projekisioonid nii, et punkt M asetseks
sirgel s ja oleks pdhiekraanist 15 mm kau-
gusel (joon. 14-8). Tuletada sirge s kiilg-
vaade.

3. Leida sirgldigu AB poolituspunkti M pro-
jektsioonid (joon. 14-9); tuletada sirge AB
jélgpunktide P ja E projekisioonid.

¢ 15. ERIASENDILISED SIRGED

Sirge vdib ekraanikolmiku suhtes
olla kas t{ildasendis v8i eriasendis.
Uldasendiline sirge pole iihe-
gi ekraaniga paralleelne ega asetse
tihelgi ekraanil, eriasendiline
sirge aga on mone ekraaniga paral-
leelne vG&i asetseb monel neist.
Ekraaniga paralleelset sirget nimeta-
takse ka nivoosirgeks selle ekraani
suhtes. Nivoosirgetel on jdrgmised
erinimetused: pdhiekraaniga paral-
leelset sirget nimetatakse horison-
taaliks (h), esiekraaniga paralleelset
sirget — frontaaliks (f) ja kllgekraa-
niga paralleelset sirget — profiilsir-
geks (s).

1. Horisontaal h on esitatud pilt-

3*

Joonis 14-9

likult joonisel 15-1,a ning kaksvaa-
tes joonisel 15-1,b. Horisontaali
eestvaade h” on paralleelne x-tel-
jega (vOi erandlikult punkt), sest
horisontaali k6ik punktid on p&hi-
ekraanist v&rdsel kaugusel. Et hori-
sontaal on paralleelne pohiekraa-
niga, siis lause (7) pdhjal tema iga
161k AB projekteerub pOhiekraanile
toelises pikkuses: A'B'=AB. Tdeli-
ses suuruses projekteerub pShiekraa-
nile ka horisontaali esikalde-
nurk ¢ (ehk kaldenurk esiekraani
suhtes), sest selle nurga tasand on
pOhiekraaniga paralleelne, Horison-
taali kaldenurk pdhiekraani suhtes
ehk p6hikaldenurk arusaada-
valt vordub nulliga.

Punkt E joonisel 15-1 on horison-
taali esijalg, pohijdlg temal aga puu-
dub. Kui horisontaal on risti esi-
ekraaniga, siis tema pealtvaade on
risti x-teljega ning eestvaateks tuleb
punkt; see punkt on iihtlasi ka hori-
sontaali esijdlg E=h" (joon. 15-2).

2. Frontaal f on piltlikult kujuta-
tud joonisel 15-3,a ja kaksvaates
joonisel 15-3, b. Frontaali pealtvaade
f’ on paralleelne x-teljega (v3i erand-
likult punkt), sest frontaali k&ikidel
punktidel on esiekraanist ks ja
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sama kaugus. Frontaali mis tahes
16ik AB, ja pShikaldenurk ¢; kui esi-
ekraaniga paralleelsed kujundid pro-
jekteeruvad esiekraanile tdelises
suuruses: A”B"=AB; ¢;=¢ (f, I')=
= (f ”, X].

Trontaalil puudub esijalg, tema
pohijaljeks aga on punkt P (P”, P).
Kui frontaal on risti pdhiekraaniga,
siis tema eestvaade on risti x-teljega
ning pealtvaateks tuleb punkt; see
punkt on siis iihtlasi frontaali pdhi-
jalg P=={" (joon. 15-4).

Kui sirge s on paralleelne niihdsti
pohi- kui ka esiekraaniga, siis on ta

€2

thtaegu nii horisontaal kui ka fron-
taal: s==h==" (joon. 15-5). Niisugune
sirge on paralleelne x-teljega ja risti
kiillgekraaniga, tema kiilgvaateks on
punkt.

3. Profiilsirge s pealt- ja eest-
vaade on ildjuhul sirged, mis on
risti x-teljega ning asetsevad tihel ja
samal sidejoonel. See jareldub asja-
olust, et profiilsirge punktide kaugu-
sed kiilgekraanist on vordsed (joon.
15-6, a). Erandlikult v&ib profiilsirge
iiks projektsioonidest olla ka punkt.

Kui profiilsirge s kaksvaatel (s,
s”) pole fikseeritud selle sirge kahe

s r
X X AP
&
P=p&f!
Joonis 15-3 Joonis 15-4
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punkti projektsioone, siis see kaks-
vaade ei méddra profiilsirget iiheselt.
Todepoolest, projekteerivad tasandid
T (s, §') ja & (s, §”), mis iga muu sirge
puhul 16ikuvad, langevad profiilsirge
puhul kokku iiheks tasandiks T=mx
ega médra seetdttu mingit 16ikesir-
get (joon. 15-6, b). Nii jd&b sirge s
asend tasandil t=mn lahtiseks, s. t.
selle tasandi iga juhuslik sirge m
vbib olla sirgeks s. Erandiks on pro-
fiilsirged, mis on risti pShi- v8i esi-
ekraaniga. Niisuguste sirgete iiks
projektsioon on punkt ning nende
asend ruumis on tdiesti maéadratud
juba ainuiiksi selle punktkujutisega
(vt. jooniseid 15-2 ja 15-4, kus sirged
h_le, ja fl.e; on iihtlasi profiilsirge-
teks).

Uldjubtumil on profiilsirge tihe-
seks mddramiseks vaja fikseerida
tema kahe punkti A ja B projeki-
sioonid {joon. 15-7, a). Arusaadavalt
on profiilsirge s theselt madratud
ka oma teise kaksvaatega (s”, 7).
Sellel kaksvaatel on sidejooned risti
z-teljega ja 1G6ikavad sirge eest- ja
kllgvaadet, vGimaldades seega fik-
seerida sirgjoone punkte (joon.
15-7, b). Seda asjaolu saab tihtipeale

Joonis 15-6

L]

<y

]

Joonis 15-5

kasutada mitmesuguste tilesannete
lahendamiseks.

N&dide. Olgu profiilsirge AB
antud oma pealt- ja eestvaatega ning
olgu teada temal asetseva punkti M
eestvaade M” (joon. 15-8, a). Leiame
punkti M pealtvaate M’

Puuduvat vaadet M’ piistsidejoone
abil leida ei saa, sest see iihtib sirge
pealtvaatega, Tuletades aga esmalt
sirge AB kiilgvaate, lelame sellelt
rOhtsidejoone abil punkti M kilg-
vaate M'” ning seejdrel kolmvaate
peaomaduste pShjal ka punkti M
pealtvaate M’ (M.M'=MM").

Sama iilesannet saab lahendada ka
monevdrra lihtsamalt (joon. 15-8, b).

Joonis 15-7
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Et sirgldigu osad on vordelised oma
paralleelprojektsioonidega, siis peab
punkt M’ jaotama 18igu A’B’ samas
vahekorras nagu punkt M” jaotab
16igu A”B”. Ldigu A’B’ jaotamiseks
vahekorras A”M”:M”B” kasutame
tuntud t@siasja, et paralleelsed sir-
ged loikavad nurga haaradest &ra
vordelised 16igud. Konstruktsioon on
niitid jargmine: punktist A’ mddde-
takse wvabalt wvalitud sihis 16igud
A’By=A"B" ja A'My=A"M”"; see-
jdrel témmatakse ldbi punkti M,
sirge MyM'l|BoB’, mis annabki otsi-
tava pealtvaate M’,

Viimati kirjeldatud konstrukt-
siooni on otstarbekohane rakendada
ka neil juhtumeil, kus sirge projeki-
sioonid  kaksvaatel moodustavad
sidejoontega vidga vaikesi nurki,
mistdttu sidejoonte abil thelt vaa-
telt teisele minnes voivad tekkida
suured ebatdpsused.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Missugust sirget nimetatakse Uldasendili-
seks?

2. Missugust sirget nimetatakse: a) horison-
taaliks, b) frontaaliks?

3. Suge s on misti pShiekraaniga ja paikneb
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esiekraanist 20 mm kaugusel. Joonestada
selle sirge kaksvaade.

4, Horisontaalsirge 1&bib punkti A (10; 30; 5)
ja moodustab esiekraaniga nurga 30°. Esi-
tada selle sirge kaksvaade. Mitu lahendit
on ulesandel?

§ 16. ULDASENDILISE SIRGLOIGU
PIKKUS JA KALDENURGAD

Eelmises paragrahvis selgus, et eri-
asendilise sirgldigu pikkus ja
kaldenurgad ekraanide suhtes esine-
vad mituvaate modnes vaates oma
toelises suuruses. Uldasendi-
lise sirgldigu projektsioonid pohi-,
esi- ja kiilgekraanil aga on sirgldi-
gust enesest lithemad. Ka iildasendi-
lise sirgjoone kaldenurgad ei esine
theski vaates tOelises suuruses. See-
pédrast vajab {ildasendilise sirgldigu
pikkuse ja kaldenurkade leidmine
erikdsitlust.

1. Téisnurkse kolmnurga vdte.
Olgu vaja leida kaksvaatega antud
tildasendilise sirgldigu AB pikkus
ning kaldenurgad ¢, ja @2 vastavalt
pohi- ja esiekraani suhtes {joon.
16-1, ). Tdmbame vastaval piltkuju-
tisel 16-1, b 16igu BM|A’B’. Siis 16ik



Joonis 16-1

AB osutub hiipotenuusiks tdisnurk-
ses kolmnurgas ABM, mille iiks kaa-
tet MB vOrdub 18igu AB pealtvaa-
tega (MB=A’B’), teine kaatet AM
aga vOrdub 1Gigu AB otspunktide
kauguste  vahega pdhiekraanist
(AM=AA’—BB/). Uhtlasi esineb sel-
les kolmnurgas ka ldigu AB pohi-
kaldenurk ;. Niisiis konstrueerime
kaksvaatel (joon. 16-1, a) tdisnurkse
kolmnurga, vottes tiheks kaatetiks
16igu AB pealtvaate A'B’, teiseks

kaatetiks A’A aga punktide A ja B

kauguste vahe pohiekraanist: A’A=
=A"A,—B"B,=A"M", Saadud

kolmnurga A’B’A hiipotenuus ongi
vordne 16igu AB pikkusega: AB=

=AB’. Uhtlasi saame ka pdhikalde-
nurga ;= Z A’B'A.

Analoogilist mottekdiku voime
rakendada ka esiekraani suhtes.
Tdepoolest, tdmmates joonisel

16-1,b 18igu AN|A”B” ndeme, et
16ik AB on hiipotenuusiks tdisnurk-
ses kolmnurgas ABN, mille {iks kaa-
tet AN vOrdub 16igu .AB eestvaa-
tega, teine kaatet BN aga 16igu AB
otspunktide kauguste vahega esi-
ekraanist. Vottes joonisel 16-1,a

16igu AB eestvaate A”B” tidisnurkse
kolmnurga iiheks kaatetiks, teiseks

kaatetiks B’B aga punktide B ja A

kauguste vahe esiekraanist (B”B=
==B'By—A’Ax=N’B’), saame teist-
kordselt 18igu AB pikkuse (AB=

=A"B) ja tihtlasi ka sirgldigu esi-
kaldenurga os.

Kirjeldatud vdtet sirgldigu pikku-
se ja kaldenurkade leidmiseks tun-
takse tdisnurkse kolmnurga vitte
nime all.

2. Sirklivote. Sirgldigu pikkuse
leidmine muutub tunduvalt lihtsa-
maks, kui tdisnurkse kolmnurga
konstrueerimisel kasutada &dra moni
joonisel leiduv tdisnurk, néditeks tdis-
nurk x-telje ja sidejoone vahel (joon.
16-2). Konstruktsioon on niilid jarg-

mine: md&ddame x-teljele 16igu
AU=A’B’ ja sidejoonele ldigu
A”A=B"B.. Siis kaatet AxA on

voOrdne punktide A ja B kauguste
vahega pohiekraanist ning sirgléigu
pikkus AB=AU. Kogu konstrukt-
siooni ldbiviimisel vajatakse nuid
ainult sirklit. Seepdrast nimetatakse
taisnurkse kolmnurga votte see-
sugust rakendust ka sirklivdtteks,
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Joonis 16-2

Rakendades sirklivotet esiekraani
suhtes, on 16igu AB pikkus joonisel

16-2 leitud veelkordselt 1diguna BV;

seejuures B’ B=A’A,.

Kasitletud votete olemuse vdib

lihidalt sOnastada jargmiselt:

(20} sirgldigu pikkus vordub hii-
potenuusiga tdisnurkses kolm-
nurgas, mille kaatetiteks on
16igu pealtvaate pikkus ja
16igu otspunktide kauguste
vahe poéhiekraanist vol siis

ER.." i T

Joonis 16-3

16igu eestvaate pikkus ja
16igu otspunktide kauguste
vahe esiekraanist.

N &ide. Rakendusnditena sirglsi-
gu pikkuse leidmise kohta lahen-
dame jdrgmise iilesande.

Antud on tldasendiline sirge s ja
temal asetsev punkt A (joon. 16-3).
Vaja on mdbta sellele sirgele punk-
tist A alates antud pikkusega 16ik
AB ning leida selle projektsioonid.

Valime sirgel s vabalt punkti C

- H N
. !4
hﬂ A" S
A DT A
X X
8 T
1/ ¢ A .
A h
L A b A
Joonis 16-4 Joonis 16-5
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ning lelame 131igu AC pikkuse. Sel-
leks konstrueenme tdisnurkse kolm-

nurga A’C’C, mille kaatetiteks on
161gu pealtvaade ming punktide A ja

C kauguste +vahe pohiekraanmst
(C’'C=C"M"), Jargnevalt mdddame
131gu AC tdehsele pikkusele A'C

antud pikkuse AB (A’ B=AB). Punkti
B pealtvaate B’ saamiseks tdmbame

labr B sirge BB’y Eestvaate B”
leiame sidejoone ahil eestvaatelt s”
Sellega on uhtlasi leitud ka 10igu
AB projektsioonid.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1 Millega vbrduvad suglSigu pikkuse led-
miseks Konstrueeritava taisnurkse kolm-
nurga kaatetid, km kolmnurk joonesta-
takse a) pealtvaatele b) eestvaatele?

2 Leida sirgléikude AB ja CD pikkused ming
kaldenurgad ekraamde suhtes (joon 16-4)

3 Lleda punkhde A {0 20, 10) ja B(30 20
40} vaheline kaugus

4 Modta sirgetele h ja s alates punktist A
antud sugléik AB mng lerda punkti B
projektsioonid (joon 16 5)

§ 17. TELTEVABA KAKSVAADE

Puuame selgusele j6uda, kas kaks-
vaate telg on joonisel alati vajalik.
Kut ming1 objekti, naiteks sirgldigu
AB kaksvaatel puudub x-telg (joon
17-1,a), sus pole vdimalik m&ota
objekti punktide kaugusi pdhi- ja
esiekraanist, saab aga alati kindlaks
teha punkti:de kauguste vahesid
ekraanmidest T&epoolest, tdmmates
antud teljevabal kaksvaatel 161gud
A"M” ja A’N’ nsti sidejoontega,
naeme, et punktide B ja A kauguste
vahe pbhiekraamist vOrdub Ifiguga
M"”B”, kauguste vahe esiekraanist
aga léi1guga N'B’

Kui 181gu AB teljevabal kaksvaa-
tel tdmmata wvabalt wvalitud kohas
x-telg rist1 sidejoontega (joon. 17-1,

B’l Bl

.A " A"

Joonmis 171

b}, sus saavad koik selle 1d1gu punk-
t1d endale kindlad kaugused ekraani-
dest Sellega on aga 101 gu AB ja
ekraanide vastastikune asend ruumis
taiesti maaratud ja me saame leida
ka sirge AB jalgpunktid Jarelhkult,
kur wulesande lahendamusel laheb
vaja amult objektr projekisicone ja
punktide kauguste vahesid ekraani-
dest, sus pole kaksvaate telje asu-
kohta joonisel vaja fikseerida, s t.
voib kasutada teljevaba kaksvaadet.
Kui aga ulesandes kasutatakse vdi
kusitakse kaugusi ekraamdest v
objekt1 ja ekraanide uhiseid ele-
mente (naiteks sirgjoone jalgpunk-
te), siis on kaksvaate telg joonisel
vajabk. Edaspid: kasutame kaks-
vaadet voimalikult tema teljevabal
kujul

Tehmliste jooniste valmistamisel
12 kasutamise] pole vaja teada punk-
tide kaugus: ekraamidest ega objekt
sirgete jalgpunkte Seeparast kasuta-
takseg: tehmilises joonestamises mai-
tuvaaterd eranditult teljevabal kujul.
Seejuures peetakse ainult silmas, et
pealt- ja eestvaadet uhendavad side-
jooned oleksid vertikaalsed, eest- ja
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Joonis 17-2

kilgvaadet tihendavad sidejooned
aga horisontaalsed.

Kui teljevaba kaksvaate jargi on
vaja tuletada objekti kiilgvaade, siis
voib enne tdmmata x- ja z-telje ning
seejirel tuletada objekti kiillgvaate
harilikul viisil {(§ 13). Seejuures vaib
x-teljeks votta iga sirge, mis on risti
plstsidejoontega, z-teljeks aga iga
sirge, mis on risti r8htsidejoontega.

Teist vOimalust objekti kiilgvaate
tuletamiseks teljevaba kaksvaate
jdrgi ndeme joonisel 17-2. Siin on

3”

Joonis 17-4
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Joonis 17-3

sirgldigu AB kiilgvaate konstrueeri-
misel kasutatud abisirget g, mis on
tdmmatud vabas kohas 45° nurga all
sidejoonte suhtes. Vastav konstrukt-
sioon punkti puhul on tuttav parag-
rahvist 13.

Uheks olulisemaks ilesandeks ku-
jutavas geomeetrias on tasapinnalise
kujundi tdelise kuju ja suuruse tule-
tamine  kujundi projektsioonide
jargi. Et koos t6elise kujuga saa-
dakse ka kujundi suurus, siis raa-
gime edaspidi ainult tdelisest kujust.

nA”

AN
L~

Joonis 17-5
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Ndide.
ABC tdeline kuju selle kolmnurga

Tuletada kolmnurga
teljevaba kaksvaate
17-3).

Leiame kdigepealt kolmnurga ABC
kdigi kiilgede pikkused eelmises
paragrahvis kadsitletud votteil. Et
saada punktide A, B ja C kauguste
vahesid pdhiekraanist, tmbame sir-
ged A”N” ja B"M" risti sidejoon-
tega. Seejdrel konstrueerime pealt-
vaatel lause (20) pdhjal taisnurksed
kolmnurgad, mille hiipotenuusid an-
navadki kolmnurga ABC kiilgede
pikkused. Naiteks kiilje AB pikkus

on vdrdne hiipotenuusiga B'A tiis-
nurkses kolmnurgas A'B’A, mille

kaatet A’A=M"A”. Parast kiilgede
pikkuste leidmist on korval konst-
rueeritud ndutud tdeline kuju ABC,

millel AB=B'A, AC=A'C ja BC=
=BC,.
KUSIMUSED JA ULESANDED

jdrgi (joon.

1. Mis juhtumeil on telg kaksvaatel tingi-
mata vajalik?

2 Tuletada kolmnurga 123 toeline kuju (joon.
17-4).

3. Leida punkti A kaugus d sirgest s (joon.
17-5). Juhis: vdtta sirgel s vabalt punktid
M ja N, tuletada kolmnurga AMN tGeline
kuju ning leida kaugus d kolmnurga
AMN k&rgusena

§ 18. KAHE SIRGJOONE
VASTASTIKUSED ASENDID

Kaks sirgjoont vdivad olla paralleel-
sed, 16ikuvad v6i kiivsed. Teeme
kindlaks tunnused, mis v&imaldavad
kaksvaate jdrgi otsustada sirgete
vastastikuse asendi iile ruumis.

1. Paralleelsed sirged projektee-
ruvad iildiselt igale ekraanile paral-
leelseteks sirgeteks (§ 7, lause 9).
Jdrelikult paralleelsete sirgete a ja
b  samanimelised projektsioonid

kaksvaatel on paralleelsed, s. t. a’l|p’
ja a”’llb” (joon. 18-1). Uldjuhul on
dige ka vastupidine wviide, s. t. kui
sirgete a ja b samanimelised projekt-
sioonid kaksvaatel on paralleelsed,
siis ka sirged a ja b on paralleelsed.
Erandiks on vaid profiilsirged, sest
neil on ka kiivse vastastikuse asendi
puhul paralleelsed pealt- ja eestvaa-
ted. Profiilsirgete a ja b vastastikuse
asendi tile saab otsustada nende
kilgvaadete o’ ja b” jargi: kui
kiilgvaated on paralleelsed, nagu
joonisel 18-2, q, siis ka sirged a ja b
on paralleelsed; kui aga kiilgvaated
16ikuvad, nagu joonisel 18-2, b, siis
sirged a ja b on kiivsed.

Kokkuvdttes saame jdrgmise sirg-
joonte paralleelsuse tunnuse:

(21) kui sirgete samanimelised
projektsioonid on omavahel
paralleelsed, kuid pole risti
kaksvaate teljega, siis need
sirged on ruumis paralleelsed.

2. Loikuvad sirged a ja b ldbivad
nende lGikepunkti L. Jérelikult sir-
gete a ja b pealtvaated o’ ja b’ pea-
vad ldbima l6ikepunkti pealtvaadet
L', eestvaated a” ja b” aga 1dike-
punkti eestvaadet L” (joon. 18-3). Et
punkti L pealt- ja eestvaade asetse-
vad ihel ja samal sidejoonel, siis
jareldame, et kahe 16ikuva sirge
samanimeliste projektsioonide 1dike-
punktid asetsevad ihel ja samal
x-telje ristsirgel. Oige on ka jarg-

mine poordlause, mis ongi kahe
sirge 13ikumise tunnuseks kaks-
vaatel.

(22) Kui kahe sirge samanimeliste
projektsioonide 16ikepunktid
asetsevad iibhel ja samal side-
joonel ning kummagi sirge
molemad projekisioonid pole
risti x-teljega, siis need sir-
ged ruumis 18ikuvad.
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Kui {ihe antud sirge mdlemad pro-
jektsioonid on risti x-teljega, s. L.
kui see sirge on profiilsirge, siis
voib esineda nii 16ikumise kui ka
kiivsuse juhtum. Joonisel 18-4 n#i-
teks on sirged AB ja CD kiivsed,
kuigi nende samanimeliste projekt/;
sioonide 16ikepunktid M’ ja M
asetsevad iihel ja samal sidejoomel.
Tdepoolest, sirged AB ja CD ei saa
olla paralleelsed, sest nende sama-
nimelised projektsioonid 15ikuvad.
Aga sirged AB ja CD ei saa ka 156i-
kuda, sest 16ikumise korral peaks
nende kiilgvaadete 13ikepunkt aset-
sema rGhtsal sidejoonel, mis 14bib

a i

b
L'
Joonis 18-3
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punkti M”, Jarelikult sirged AB ja
CD on kiivsed.

3. Kiivsirged ei 15iku ega ole
paralleelsed. Jarelikult kiivsirgete
kaksvaade ei tohi rahuldada 15iku-
mise ega paralleelsuse tunnust; see
ongi kiivsuse tunnuseks.

Praktikas on sageli vaja kiivsir-
gete korral otsustada, kumb sirge
liheb teisest tile, kui neid vaadelda
tlevalt pdhikiirte suunas, ning kumb
sirge 1&heb teise eest 1ibi, kui neid
vaadelda eestpoolt, s. o. esikiirte
suunas. Lahendame selle nn. néh-
tavuse kiisimuse nditeks kiivsir-
gete a ja b kohta joonisel 18-5. Et
otsustada, kumb sirge 13heb teisest
lle, vaatleme sirgete a ja b neid
punkte U ja V, mis asetsevad {ihel
ja samal pShikiirel. Nende punktide
thiseks pealtvaateks on sirgete a ja
b pealtvaadete 1dikepunkt U’'=V",
Tommates sidejoone 1iabi selle
punkti, ndeme eestvaatelt, et sirgel a
asetsev punkt U on kdrgemal kui
sirgel b asetsev punkt V, sest
U”C>V”C. Jarelikult iilalt vaadates
on punkt U vaatlejale 1d8hemal kui
punkt V; seetdttu ldheb sirge a sir-
gest b {ile. Selle asjaolu mérkimiseks
on joonisel sirge b pealtvaade kat-
kestatud,



Joonis 18-4

Analoogiliselt otsustame, kumb
sirge ldheb teise eest 18bi. Niiad
vaatleme sirgete a ja b neid punkte
M ja N, mille tihiseks eestvaateks
on sirgete ¢ ja b eestvaadete l5ike-
punkt M”=N". Témmates sidejoone
15bi selle punkti, selgub pealtvaatelt,
et sirgel b asetseva punkti N kau-
gus esiekraanist on suurem sirgel a
asetseva punkti M omast, sest
N'D>M'D. Jéarelikult on punkt N
eestpoolt vaadates vaatlejale 18he-
mal kui punkt M, s. t. sirge b ldheb
sirge a eest 1dbi. Seepdrast on sirge
a eestvaade joonisel katkestatud.

Uhise projektsiooniga punktide
kohta tekib alati kiisimus, kumb on
ekraanist kaugemal. Seep&rast nime-
tatakse sddraseid punkte ka konku-
reerivateks punktideks. Nii on joo-
nisel 18-5 punktid U ja V konkuree-
rivateks punktideks pealtvaates,
punktid M ja N aga eestvaates.

Ne

Joonis 18-5

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Mis on sirgete paralleelsuse tunnuseks
kaksvaate jdrgi?

2. Mis on sirgete 1Sikumise tunnuseks kaks-
vaate jdrgi?

3. Missuguseid punkte nimetatakse konkuree-
rivateks punktideks?

4. Joonestada kahe kiivsirge m ja n kaks-
vaade ning lahendada nende n#htavuse
kiisimus.

§ 19. TASANDI KUJUTAMINE

1. Tasandi mddramisandmed.
sandi méadravad:

a) kolm punkti, mis el asetse iihel
sirgel;

b) punkt ja sirge, mis ei 18bi seda
punkti;

c) kaks loikuvat sirget;

d) kaks paralleelset sirget.

Tasand on maddratud ka mis tahes
tasandilise kujundiga, niiteks kolm-
nurgaga, ringiga jne.

Tasandi iihtedelt m&dramisandme-
telt saab alati {ile minna teistele. Kui
nditeks tasand on antud kolme punk-

Ta-
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Joonis 18-1

tiga, siis tOmmates 18bi kahe punkti
sirgjoone, saame l&Ahteandmeteks
punkti ja sirge; tOmmates aga sirged
kahest paarist punktidest 18bi, saame
16ikuvad sirged jne. Vastupidi —
kui tasand on antud néiteks kahe
paralleelse sirgega, siis valides iihel
sirgel mingi punkti, saame l&hteand-
meteks sirge ja punkti; valides aga
iihel sirgel kaks punkti ja teisel iihe,
saame léhteandmeteks kolm punkti
jne.

Tasandi kujutamiseks kaksvaatel
on vaja anda seda tasandit médravate
elementide md&lemad vaated. Jooni-
sel 19-1 on néditeks fasand antud
kolmel viisil: 1) kolme punktiga A,

T —

B ja C, 2) punktiga A ja sirgega s
ning 3) paralleelsete sirgetega «
jab.

Kujutavas geomeetrias v&etakse
tasandi mé&&ramisandmeteks sageli
tema jdlgsirged, s. o. sirged, mida
moédda tasand loikab ekraane. Uld-
juhul, kui tasand o pole paralleelne
{ihegi ekraaniga, on tal ekraanikol-
mikus ka kolm jdlgsirget (ehk lihi-
salt jalge). Neid nimetatakse ja tdhis-
tatakse jargmiselt (joon. 19-2 a):
pohijdlg p=aXe;; esijilg e==aXes;
kilgjdlg k=aXes Jéljed 16ikuvad
paarikaupa telgedel X, y ja z punk-
tides X, Y ja Z; neid nimetatakse
tasandi telgpunktideks,

N
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Joonis 19-3

Kaks jélge (vdlja arvatud teljega
dhtinud jdljepaar) m&dravad tasandi
tiheselt. Nendega on tiheselt maéra-
tud ka tasapinna kolmas jélg, kui
see on olemas.

Pdorates ekraanid iihele tasandile,
saame tasapinna o« jélgede kolm-
vaate (joon. 19-2,b). Telgpunkt Y
nagu y-telgki esineb kolmvaatel
kahes kohas: Y on saadud pOdrami-
sel koos pbhiekraaniga ja Y; pOora-
misel koos kiilgekraaniga. Seejuures
muidugi OY;=0Y,.

Tasandi iga jdlg asetseb {ihel
ekraanil, jarelikult ta iihtib seal oma
projektsiooniga; tema teised pro-
jektsioonid aga langevad telgedele.
Need asjaolud vOimaldavad tasandi
jélgsirgete esitamisel mituvaates
piirduda vaid jédlgede eneste tdhiste
mérkimisega, jdttes projektsioonid
tdhistamata (joon. 19-2,b). Tasandi
midramine jdlgjoonte abil on sama-
vddrne tasandi mdidramisega kahe
16ikuva voi paralleelse sirge abil.

2. Tasandi jdlgede tuletamine.
Kui tasand on antud mitte jdlgedega,
vaid mingite muude mdaaramisand-
metega, siis on vajaduse korral jélgi
hélbus leida, pidades silmas asjaoly,
et tasandil asetsevate sirgete jalg-
punktid on selle tasandi jalgsirgeil

Joonis 19-4

(vaata nditeks sirgete s ja v jélg-
punkte joonisel 19-3). Niisiis, tasandi
mis tahes kahe sirge jalgpunktid
maddravad selle tasandi jdlgsirged.

Nédide. Leida tasandi o (A, §)
esi- ja p&hijalg, kui punkt A ja sirge
s on antud oma kaksvaatega (joon.
19-4).

Tasandi o iitheks sirgeks on antud
sirge s. Teise vajaliku sirge v saame
nditeks nii, et iihendame sirgel s
vabalt voetud punkti B antud punk-
tiga A. Leides paragrahvis 14 kirjel-
datud wviisil sirgete s ja v p&hijaljed
P: ja Py ning esijidljed Es ja Eo, saa-
megi tasandi pdhijdlje p=PP, ja
esijdlje e==E:E,. Tulemuse tépsust
vOimaldab kontrollida asjaolu, et jél-
jed p ja e peavad 16ikuma x-teljel
telgpunktis X=pXe. Kui kontrolli-
mine pole vajalik, siis vaib piirduda
kolme jdlgpunkti leidmisega ning
joonestada tasandi teise jdlje ldbi
telgpunkti.

Kokkuvotites saame jargmise ju-
hise tasandi jdlgsirgete tuletamiseks.

(23) Tasandi jdlgede saamiseks on
vaja leida kahe sel tasandil
asetseva sirge jdlgpunktid
ning samanimelised jdlgpunk-
tid tthendada.




KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Nimetage koik tasandi md&ramisvGimalu-
sed.

2. Mis on tasandi jélgjoon?

3. Tuletada punkte A (50; 20; 50}, B(40; 50;
10) ja C(0; 10; 10) ldbiva tasandi jalg-
jooned p, e ja k-

§ 20. ERIASENDILISED TASANDID

Tasandit nimetatakse eriasendiliseks,
kui ta on risti ekraanikolmiku méne
ekraaniga, ning lildasendiliseks, kui
ta pole risti {ihegi ekraaniga. Uld-
asendilist tasandit voime ndha ndi-
teks joonisel 19-2.

Et tasandi ulatus on lopmafu, siis
{ildasendilise tasandi punktide pro-
jektsioonid ekraanikolmiku mingil
ekraanil katavad kogu selle ekraani.
Eriasendilise tasandi ristprojektsioo-
niks sellel ekraanil, millega ta on
risti, tuleb aga sirgjoon (10pliku suu-
rusega tasandilise kujundi puhul
muidugi sirgldik). Sellel t&siasjal on

kujutamise praktikas erakordselt
suur tdhtsus, Oige on ka vastupidine
viide:

(24) kui tasandi ristprojektsioo-
niks mingil ekraanil on sirg-
joom, siis see tasand on selle
ekraaniga risti.

See lause vo&imaldab kergesti
otsustada mis tahes eriasendilise
tasandi asendi iile ekraanide suhtes.

1. Nivoopinnad. Késitleme k&ige-
pealt neid eriasendilisi tasandeid,
mis on paralleelsed iihe ekraaniga,
8. t. risti kahe tlejddnud ekraaniga,
Niisuguseid tasandeid nimetatakse
lildiselt nivoopindadeks. Ekraanide
jérgi eristatakse nivoopindu jargmi-
seli: pohiekraani paralleeltasandit
nimetatakse horisontaalpinnaks, esi-
ekraani paralleeltasandit — frontaal-
pinnaks ja kiilgekraani paralleel-
tasandit — profiilpinnaks,

Horisontaalpind o on esi-
tatud piltlikult joonisel 20-1 {ilal, all
aga ndeme tema jalgede kolmvaadet.

z z
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Joonis 20-1 Joonis 20-2 Joonis 20-3
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Jooms 20-4

Joonis 20-5

Et horisontaalpind on risti nii esi-
kui ka kiilgekraaniga, siis tema
eestvaade iihtib esijédljega (a”==e),
killgvaade aga kiilgjdljega (a"'=k).
Seejuures on iseloomulik, et mdle-
mad nimetatud jiljed-projektsioonid
on kolmvaatel risti z-teljega:
e=q" 1z, k=a'"_| z PGhijélge hori-
sontaalpinnal pole.

Lause (24) pOhjal on horisontaal-
pind maddratud, kui kaksvaatel on
antud tema tdhistatud eest-
vaade o”, mis muidugi peab olema
paralleelne x-teljega. Horisontaal-
pinna md&dramisel jalgedega tuleb
anda tema molemad jiljed e ja k,
sest liks jalg tasapinda ei médé&ra.

Frontaalpind o on risti pdhi-
ja kiilgekraaniga (joon. 20-2). See-
parast tema pealtvaade ihtib pOhi-
jdljega (a’=p) ja kilgvaade kiilg-
jdljega (a”’=k). Esijalge frontaal-
pinnal pole. S&drase tasandi iseloo-
mulikeks tunnusteks kolmvaatel on:
p=cd’llx ja k==a"/||z. Frontaalpinda

4 Xujutav geomeetria

Joonis 20-6

saab kaksvaatel esitada tema téhis-
tatud pealtvaatega o’llx.
Profiilpind o on risti pohi-
ja esiekraaniga, mistdttu o'=p ja
a”’=e (joon. 20-3). Kiilgijslge sel
tasandil pole. Kolmvaatel iseloomus-
tab profiilpinda asjaolu, et tema
mdlemad jdljed-projektsioonid on
risti x-teljega: p=o'lx, e==a"lx,
Kaksvaatel on profiilpind mé&dratud
tema tdhistatud pealtvaatega o' lx
vOi tdhistatud eestvaatega o’ Lx.
2. Uheainsa ekraaniga ristuvad
tasandid. Jargnevalt kasitleme eri-
asendilisi tasandeid, mis on risti
ainult ithe ekraaniga.
Pohiekraani risttasand
B (joon. 20-4) projekteerub sirgjoo-
neks ainult péhiekraanile (p=p).
Tema esi- ja kllgjilg on kolmvaatel
alati paralleelsed z-teljega (ellz; kllz),
poOhijdlje siht aga oleneb selle
tasandi ja esiekraani vahelise nurga
{(esikaldenurga) @2 suurusest. Pohi-
ekraani risttasandit saab kaksvaatel
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esitada kas tema tdhistatud pealtvaa-
tega B’ voi siis pdhi- ja esijédljega.
Seejuures ei tohi unustada, et esijélg
tuleb alati tdmmata risti x-teljega
(el x). Méargime ka, et pShiekraani
risttasandi kaldenurgad ¢: ja @3 vas-
tavalt esi- ja kiilgekraani suhtes
paistavad pealtvaates tdelises suu-
ruses.

Esiekraani risttasandi B
{joon. 20-5) iseloomulikuks tunnu-
seks kolmvaatel on see, et tema pdhi-
jélg on risti x-teljega (p-Llx), kiilg-
jilg aga risti z-teljega (k-1z). Kaks-
vaatel on esiekraani risttasandi esi-
tamiseks vaja anda kas tema eest-
vaade B” vOoi pGhi- ja esijélg, kus-
juures p&hijdlg peab tingimata ole-
ma risti x-teljega. Esiekraani rist-
tasandi kaldenurgad ¢ ja ¢@s; vasta-
valt pdhi- ja kiilgekraani suhtes pais-
tavad eestvaates tOelises suuruses.

Kiilgekraani risttasand
f (joon. 20-6) pro;ekteerub sirgjoo-
neks kiilgekraanile (k==p"). Tema
pShi- ja esijdlg on paralleelsed x-tel-
jega (plx, ellx), seda tasandit saab
kaksvaatel esitada pohi- ja esijdlje
abil. Kilgekraani risttasandi kalde-
nurgad ¢; ja ¢p vastavalt pohi- ja
esiekraani subtes paistavad kilgvaa-
tes tOelises suuruses.

Ekraani risttasapinda v6ib nime-
tada ka projekteerivaks tasandiks
selle ekraani suhtes, millega ta on
risti, sest ta koosneb selle ekraaniga
risti olevatest kujutamiskiirtest. INii
nditeks sirgjoont pShiekraanile pro-
jekteeriv tasand koosneb pohikiirtest
ning seetSttu ta on pohiekraaniga
Tisti.

KUSIMUSED JA ULESANDED
1. Missugust tasandit nimetatakse:
a) lildasendiliseks, b) eriasendiliseks?

2. Esitada kaksvaatel tdhistatud projektsioo-
niga: &) horisontaalpind ¢, mille kaugus

50

pohiekraanist on 25 mm, b) frontaalpind §,
mille kaugus esiekraanist on 30 mm.

3. Pghiekraani risttasandi kaldenurk esi-
ekraani suhtes on 60°, Esitada selle tasandi
jélgede kolmvaade.

§ 21. PUNKT JA JOON TASANDIL

1. Punkt ja joon eriasendilisel tasan-
dil. Selgitame esmalt, mis tingimus-
tel punkt v6i joon asetseb mingil
eriasendilisel tasandil. Joo-
nisel 21-1 on pdhiekraani risttasand
a antud oma pealtvaatega o’ (jooni-
sel on punktjoonega ndidatud ka
selle tasandi esijélg el x). Asjaolust,
et tasandi a mis tahes punkti pealt-
vaade tuleb sirgele o/, jireldame, et
punkt vdi joon asetseb pdhiekraani
risttasandil, kui selle punkti v&i
joone pealtvaade asetseb selle
tasandi pealtvaatel. Nii néiteks
punktid Q; ja Q. joonisel 21-1 aset-
sevad tasandil a, punktid M ja N
aga mitte, sest viimaste pealtvaated
M’ ja N’ pole tasandi a pealtvaatel

Analooglhselt veenduksime ka, et
punkt voi joon asetseb e51ekraan1
risttasandil, kui selle punkti véi
joone eestvaade asetseb selle tasandi
eestvaatel. Joonisel 21-2 on esi-
ekraani risttasand o antud oma eest-
vaatega o” (punktjoonega on niida-
tud ka tasandi o pohijalg p-Lx).
Sirgldik AB asetseb sellel tasandil,
punktid M ja N aga mitte, sest vii-
maste eestvaated M” ja N” pole
tasandi o eestvaatel a”

Selleks et punkt v01 joon asetseks
kiilgekraani risttasandil, peab mui-
dugi selle punkti vbi joone kiilg-
vaade olema selle tasandi kiilg-
vaatel.

2. Punkt ja joon iildasendilisel
tasandil. Uldasendilisel tasandil aset-
sevate punktide ja sirgjoonte pro-
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P=a Joonis 21-1
jektsioone saab kaksvaatel leida
jargmiste, stereomeetriast tuntud

lausete alusel:

{25) punkt on tasandil, kui ta aset-
seb selle tasandi mingil sirgel.

(26) Sirge on tasandil: 1} kui tema
kaks punkii on sellel tasandil
voi 2) kui ta ldbib tasandi
punkti ning on paralleelne
tasandil asetseva sirgega.

Joonisel 21-3 on antud tildasendi-
line tasand o oma jdlgedega p ja e.
Mingi sirge saamiseks sellel tasandil
valime pohijdljel p juhusliku punkti
P (P, P”) ja esijaljel e juhusliku
punkti E(E’, E”). Uhendades nende

Joonis 21-3

Joonis 21-4

4*
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A
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# Joonis 212

punktide samanimelised projektsioo-
nid, saame sirge PE kaksvaate. See
sirge asetseb tasandil o, sest ta 1&bib
selle tasandi kahte punkti P ja E.
Arusaadavalt asetseb tasandil o ka
iga punkt M, mis on vdetud sirgel
PE.

Joonisel 21-4 on tasand o antud
Idikuvate sirgetega a ja b. Vbottes
vabalt sirgel a punkti A (A7, A”)
ning sirgel b punkti B (B, B”), saame
sirge AB, mis kuulub tasandile «,
sest tal on selle fasandiga kaks iihist
punkti A ja B.

Kui vBtame sirgel b mingi punkti
M ning tdmbame 18bi tema vaadete
M’ ja M” sirge s projektsioonid s'lla’

o A6

Joonis 21-5
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Joonis 21-6

ja 8”lla”, siis sirge s asetseb samuti
tasandil a, sest ta 1dbib selle tasandi
punkti M ning on paralleelne sel
tasandil asetseva sirgega a.

Niidetena lausete (25) ja (26)
rakendamise kohta lahendame jarg-
mised iilesanded.

Ndédide 1. Antud on tasand a (A4,
B, C) ja temal asetseva punkti Q
pealtvaade Q’; leida eestvaade Q”
(joon. 21-5).

2/’
3"
/ x7 " blr
a

Et punkt Q asetseb tasandil a, sjig
peab ta kuuluma selle tasandi min-
gile sirgele ning tema pealtvaade @’
jarelikult selle sirge pealtvaatele,
Seda tingimust rahuldab nditeksg
sirge AD, mille pealtvaade A’D/
iihtib sirgega A'Q’ (D'=A'Q'XB'C),
Sirge AD eestvaate saamiseks leiame
sidejoone abil punkti D eestvaate,
mis asetseb sirge BC eestvaatel B”C”,
Sirge AD on tasandil ¢, sest ta l8hib
selle tasandi kahte punkti A ja D,
Jarelikult, kui punkti Q eestvaate
Q” mérgime sidejoone abil sirge AD
eestvaatele A”D”, siis ka punkt Q
peab asetsema tasandil a.

Ndide 2. Konstrueerida kdver-
joone k eestvaade k”, kui on antud
tema pealtvaade k' ja on teada, et
see kOver asetseb tasandil o, mis on
antud paralleelsete sirgetega a ja b
(joon. 21-6).

Otsitava eestvaate k” saame tule-
tada punkthaaval. Selleks mérgime
kbverjoone pealtvaatele k' r1ea
punkte 1/, 2, 3. .. ning leiame neile
vastavad eestvaated 17, 27, 37...
delmise ndite eeskujul. Nii nditeks
punkti 1 eestvaate saamiseks tdm-
bame libi pealtvaate 1’ vabalt vali-
tud sihiga sirge A’B’ ning leiame
temale vastava eestvaate A”B”,

7" 2"
X
d-’
Joonis 21-7 Joonis 21-8
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arvestades tingimust, et sirge AB
peab asetsema tasandil «o(a, b).
Punkti ! eestvaate leiame niiiid side-
joone abil sirge AB eestvaatelt
A”B”. Teiste punktide eestvaadete
saamiseks on otstarbekohane tdm-
mata vastavate abisirgete pealivaa-
ted paralleelselt sirgega A’B’, sest
siis tulevad paralleelsed ka abisir-
gete eestvaated, mistSttu t66maht
tunduvalt vdheneb. L&bi punktide
17, 27, 3", .. {dmmatud ladus kdver-
joon osutubki otsitavaks eestvaa-
teks k”.

KUSIMUSED JA ULESANDED

Mis tingimustel punkt asetseb tasandil?
Mis tngmmustel sirge kuulub tasandile?
Tuletada tasandil a {ales) asetseva neli-
nurga 1234 pealtvaade (joon, 21-7).
Lexda puramiidi  kulgpinnal aseisevate
punktide A ja B eestvaated (joon, 21-8).
Tuletada tasandil o (a, b) asetseva kolm-
nurga 123 pealtvaade (joon. 21-9).

&h h Lo

4§ 22. TASANDI NIVOOSIRGED

Paragrahvis 15 kdsitlesime nivoosir-
geid kui sirgeid omaette, mis ei kuu-
lunud {ihelegi konkreetsele tasandile.
Nitid aga vaatleme nivoosirgeid,

mis asetsevad mingil etteantud
tasandil.

1. Tasandi horisontaal (k) on
sirge, mis asetseb sellel tasandil ning
on paralleelne pd&hiekraaniga. Ta-
sandi horisontaali vdéime saada ka
tasandi 16ikamisel horisontaalse ta-
sandiga. Joonisel 22-1, a on néidatud
tasandi @ horisontaali h tekkimine
16ikamisel horisontaalpinnaga p, joo-
nisel 22-1,b aga on esitatud sama
tasandi jdlgede ja horisontaali h
kaksvaade.

Tasandil on 1Gpmata palju horison-
taale, mis k&ik on omavahel paral-
leelsed kui sirged, mis tekivad
tasandi 1dikamisel paralleelsete ta-
sanditega (§ 3, lause g). Et tasandi a
pbhijélg p on ka 1iiks horisontaal
(nullhorisontaal), siis eeldeldu pohjal
on hip. Seetbttu on paralleelsed ka
sirgete h ja p samanimelised pro-
jektsioonid: R'llp” ja h”lp”. Et aga
p’=p ja p"==x, siis on K|lp ja h|x.
Niisiis:

(27) ildasendilise tasandi horison-
taali eestvaade on paralleelne
kaksvaate teljega, pealtvaade
aga on paralleelne tasandi
pohijaljega.

Pole raske veenduda, et esi-

ekraani risttasandi horisontaali

Joonis 22-1

Joomis 22-2




A"

Jooms 22-3

eestvaade on punkt, pdhiekraa-
ni risttasandi horisontaali pealt-
vaade aga (htib selle tasandi pd&hi-
jaljega.

Tasandi horisontaali esijélg En
asetseb selle tasandi esijéljel e,
pealtvaade E, aga kaksvaate teljel.

Kui horisontaal tuleb tdmmata
tasandil, mis on antud muude andme-
tega, mitte jélgedega, siis jélgi ei
tuletata, vaid tdmmatakse kohe hori-
sontaali eestvaade paralleelselt x-tel-
jega (vOi risti sidejoontega) ning lei-
takse siis Thorisontaali pealtvaade
tingimusest, et horisontaal peab aset-
sema tasandil.

Nédide 1. Tommata tasandil o
(A, B, C) horisontaal h 18bi punkti B
(joon. 22-2).

Tombame kdigepealt horisontaali
eestvaate h” 1dbi punkti B” risti side-
joontega; see 16ikab sirge AC eest-
vaadet A”C” punktis L”. Leides side-
joone abil punkti L pealtvaate L’ sir-
gelt A’C’, saame ka horisontaali
pealtvaate h'=BL'. Sellega ongi
{ilesanne lahendatud. Et konstrueeri-
tud horisontaal h 1dbib tasandi «
kahte punkti B ja L, siis fa asetseb
sellel tasandil.

2. Tasandi frontaal (f) on sirge,
mis asetseb sellel tasandil ning on
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paralleelne esiekraaniga. Tasandi

frontaali vdib vaadelda ka kui sir-
get, mis saadakse selle tasandi 16ika-
misel frontaalse tasandiga. Joonisel
22-3,a on néidatud tasandi u fron-
taali f saamine 1dikamisel frontaal-
pinnaga W, joonisel 22-3,b aga nde-
me vastavat kaksvaadet.

Uhe ja sama tasandi frontaalid on
nagu horisontaalidki koik omawvahel
paralleelsed. Et tasandi o esijdlg e
on ka frontaal (nullfrontaal), siis on
flle ja jérelikult flix ning f”lle (sest
e'=x ja e"=e). Tulemuse vd&ime
sOnastada jargmiselt:

{28) tldasendilise tasandi frontaali
pealtvaade on paralleelne
kaksvaate teljega, eestvaade
aga on paralleelne esijéljega.

Eriasendiliste tasandite kohta maér-
gime, et pdhiekraani risttasan-
di frontaali pealtvaade on punkt,
esiekraani risttasandi frontaali
eestvaade aga iihtib selle tasandi esi-
jaljega.

Tasandi frontaali pohijalg P; aset-
seb tasandi pohijéljel p, eestvaade
P;” aga kaksvaale teljel.

Kui frontaal {uleb tdmmata tasan-
dil, mis on antud muude andmectega,
mitte jdlgedega, siis tSmmatakse



X

Joonis 22-5

«<smalt frontaali pealtvaade paral-
leelselt x-teljega (vOi risti sidejoon-
tega) ning tuletatakse siis frontaali
<eestvaade nii, et frontaal asetseks
-antud tasandil.

Nédide 2. TOmmata tasandil o
(A, B, C) frontaal f 1&8bi punkti C
(joon. 22-4).

Tombame esmalt frontaali pealt-
vaate f 1dbi punkti C’ risti sidejoon-
tega; saame punkti L'=fXA'B".
Seejarel leiame sirgete AB ja f 16ike-
punkti L eestvaate L” sirgelt A”B”".
Noutud frontaali f eestvaade on
f"=C”L"”. Arusaadavalt asetseb

Joonis 22-6
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frontaal f antud tasandil, sest tal on
selle tasandiga kaks iihist punkti C
a L.
: Tasandi sirged, mis on paralleel-
sed kiilgekraaniga (tasandi profiilsir-
ged) esinevad rakendustes harva,
seepdrast me neid ei kdsitle.
Tasandi nivoosirgeid — horison-
taale ja frontaale kasutatakse vdaga
sageli mitmesuguste {ilesannete la-
hendamisel, sest projektsioonide
tuletamine on nivoosirgete puhul
mdnevdrra lihtsam kui tasandi muu-
de sirgete puhul. Lahendame naiteks
jargmise ilesande.

A”
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¢! Joonis 22-7
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Naide 3. Leida tasandil a(p, e)
asetseva punkti Q eestvaade Q”, kui
on teada pealtvaade Q' (joon. 22-5).

Ulesanne on lahendatud kahel vii-
sil. Variandis a on ldbi punkti Q’
tdmmatud horisontaali pealtvaade h’
paralleelselt pohijdljega kuni 1diku-
miseni x-teljega punktis E’5, mis osu-
tub horisontaali h esijédlje pealtvaa-
teks. Horisontaali esijdlje Ep enda
leiame sidejoone abil tasandi esijal-
jelt e. Horisontaali eestvaade h”
15bib punkti En ning on paralleelne
x-teljega. Punkti Q otsitava eest-
vaate Q7 saame 18puks sidejoone
abil horisontaali eestvaatelt h”.

Variant b on lahendatud frontaali
abil. Labi pealtvaate Q° on t&mma-
tud frontaali pealtvaade f’ paralleel-
selt x-teljega ning siis on leitud fron-
taali pdhijélg Pr=={Xp. Frontaali
eestvaade 7 1abib punkti P; eestvaa-
det P”; ning on paralleelne tasandi
esijdljega e. Punkti Q otsitav eest-
vaade Q" leitakse sidejoone abil sir-
gelt 7.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Missugust joont nimetatakse: a) tasandi
horisontaaliks, b) tasandi frontaaliks?

2. Kasutades horisontaale vdi frontaale, tule-
tada tasandi « (p, €) asetseva rédpkiiliku
1234 eestvaade, kui on antud pealtvaade
(joon. 22-6).

3 Leida tasandi o (ABC) punkt M nii, et ta
asetseks esimeses ruumiveerandis 20 mm
kaugusel pShiekraanist ja 10 mm kaugusel
esiekraanist (joon. 22-7).

§ 23. TASANDI LANGUSJOONED
JA KALDENURGAD

1. Tasandi langusjooned on sel
tasandil asetsevad sirged, mis on
risti selle tasandi vastavate nivoosir-
getega. Iga ekraani subtes on tasan-
dil oma langusjoonte siisteem. Lan-
gusjooni, mis on risti tasandi hori-
sontaalidega (iihtlasi pd&hijéljega)
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nimetatakse poShilangusjoonteks (J),
langusjooni aga, mis on risti tasandi
frontaalidega (samuti esijédljega) —
esilangusjoonteks (g).

Olgu h tasandi a horisontaal, p —
pdhijélg ja 1 pohilangusjoon
(joon. 23-1). Vastavalt pdhilangus-
joone definitsioonile on siis ILlk
(Ghtlasi ka JLp). Et aga tdisnurgal
sirgete I ja h vahel on haar h paral-
leelne pdhiekraaniga, siis lause (18}
pOhjal peab see tdisnurk projektee-
ruma pohiekraanile tdisnurgaks; ja-
relikult on I"_Lh’ (ja iihtlasi ka I'_Lp,
sest h'lip). Niisiis on selgunud, et

(29) tasandi pdéhilangusjoone pealt--
vaade on risti selle tasandi
iga horisontaali pealtvaatega,
tthtlasi risti tasandi pOhijal-
jega.

Analoogiliselt on tdisnurgal, mille
moodustavad esilangusjoon g ja
{frontaal f, haar f paralleelne esi-
ekraaniga, mistdttu see nurk peab:
projekteeruma esiekraanile tdisnur-
gaks, s. t. g”Lf” (ja iihtlasi ka
g’ Le, sest f’lle). Niisiis:

{(30) tasandi esilangusjoone eest-
vaade on risti selle tasandi
iga frontaali eestvaatega, iiht--
lasi risti tasandi esijédljega.

S



P6hilangusjoone eestvaate I”, sa-
muti esilangusjoone pealtvaate g’
konstrueerimisel tuleb arvestada
nduet, et vastav sirge ruumis aset-
seks antud tasandil.

2. Tasandi kaldenurgad. Langus-
joonte abil saab leida tasandi kalde-
nurki ekraanide suhtes.

Tasandi kaldenurgaks pdhiekraani
suhtes loetakse nurka selle tasandi
pShilangusjoone ja tema pealtvaate
vahel, s. o. po&hilangusjoone pb&hi-
kaldenurka (g; joonisel 23-1). Ana-
loogiliselt loetakse tasandi kaldenur-
gaks esiekraani suhtes selle tasandi
estlangusjoone esikaldenurka (gq).

Ndide 1. TOmmata tasandil «
(A, B, C) 1dbi punkti A pShi- ja esi-
langusjoon ning leida nende abil
tasandi o kaldenurgad ¢; ja ¢z (joon.
23-2).

Joonestame koigepealt eelmises
paragrahvis selgitatud wviisil tasandi
o mingi horisontaali, nditeks horison-
taali h 1&8bi punkti B(h" LA’A", h'=

=PB'L’). Seejdrel tdémbame 14bi
punkti A’ pohilangusjoone pealt-
vaate I_Lh’., Punkt L'=VXh" on
horisontaali ja langusjoone ldike-
punkti L pealtvaade. Leides side-
joone abil vastava eestvaate L” sir-
gel h”, saame joonestada ka langus-
joone eestvaate 1"=A"L". Sellega
on pohilangusjoon I madratud. Kasu-
tades taisnurkse kolmnurga voétet
(§ 16), lelame langusjoone ! 1digu AL
pohikaldenurga ¢i; see md&ddabki
tasandi o ndutud pdhikaldenurka.
Tasandi o esilangusjoone g ning
esikaldenurga @. saamiseks toimime
analoogiliselt. Tuletame esmalt ta-
sandi « mingi frontaali projektsioo-
nid, nditeks punkti C ldbiva fron-
taali { omad. Seejdrel tombame labi
punkti A” esilangusjoone eestvaate
g” 1 f"”. Langusjoon g 15ikab frontaali
{ punktis K, mille eestvaade on
K’=g"xXf", Leides sidejoone abil
punkti K pealfvaate frontaali pealt-
vaatelt f’, saame tGmmata ka esilan-

Joonis 23-2

Joonis 23-3
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gusjoone pealtvaate ¢'=A’K’. Sel-
lega ongi esilangusjoone g mdlemad
projektsioonid leitud.

Tasandi « esikaldenurka esindab
joonisel langusjoone g 18igu AK esi-
kaldenurk @, mille leidmine on juba
tuttav paragrahvist 16.

Kui tasand on antud oma jilge-
dega, siis tema kaldenurkade leidmi-
sel jddb &ra horisontaali ja frontaali
tdmbamine, sest neid asendavad
tasapinna jaljed.

Naide 2. Leida tasandi a(p, e)
kaldenurgad ¢; ja g2 (joon. 23-3).

Pohikaldenurga ¢, leidmiseks v3-
tame tasandi esijéljel e vabalt punkti
E(E’, E”) ning tdmbame 18bi pealt-
vaate E’ p6hilangusjoone pealtvaate
FV1lp. Punkt P’=I'Xp on langus-
joone pdhijélje P pealtvaade.

Leides sidejoone abil x-teljel
punkti P eestvaate, saame langus-
joone eestvaateks sirge I7=P"E".
Jargnevalt lelame tdisnurkse kolm-
nurga voOtte abil langusjoone 1digu
PE pdéhikaldenurga ¢;, mis ongi ka
tasandi o« pGhikaldenurgaks.

Tasandi o esilangusjoon g on tém-
matud 1&bi pdhijaljel p vabalt vali-
tud punkti P;(P’;, P”;). Esmalt on
tommatud langusjoone eestvaade
g’ Le ning seejérel pealtvaade g'=
=P EF’,. Tasandi esikaldenurk on
virdne esilangusjoone 16igu P, E; esi-
kaldenurgaga @s.

Nagu selgus, on langusjoonte pro-
jektsioonid 1”7 ja ¢’ kaldenurkade
leidmisel tarbetud ning need voib
jéita joonestamata (joonistel 23-2 ja
23-3 on need néidatud punktjoo-
negaj.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1 Mis on tasandi: a) pdhilangusjoon, b) esi-
langusjoon?

2. Millega on 7isti pohilangusjoone pealt-
vaade?

3. Leida kolmnurga ABC tasandi pshi- ja esi-
kaldenurk (joon. 23-7).
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§ 24. SIRGIOONE JA TASANDI
NING KAHE TASANDI
LOIKUMISE ERIJUHTUMID

Sirgjoone ja tasandi 16ikepunkti
leidmine ning kahe tasandi 1&ike-
sirge leidmine on kujutavas geo-
meetrias pohilise tdhtsusega iilesan-
ded. Need lilesanded lahenevad
kaksvaate alusel Usna lihtsalt siis,
kui iiks antud elementidest (sirge v&i
tasand) on iihe ekraaniga risti. S&a-
raste erijuhtumite hulka kuuluvad:

1) mis tahes sirgjoone l6ikumine
ekraani risttasandiga;

2) ekraani ristsirge 16ikumine mis
tahes tasandiga;

3) mis tahes tasapinna IGikumine
ekraani risttasandiga.

1. Sirgjoone Ildikumine ekraani
risttasandiga. Mis tahes sirgjoone
16ikumisel ekraani risttasandiga vo-
tame arvesse, et ekraani risttasand
projekteerub sellele ekraanile sirg-
jooneks. Sellele sirgkujutisele satub
arusaadavalt ka antud sirgjoone ja
tasandi 10ikepunkti 1iks projekt-
sioon; teise projektsiooni aga leiame
lihtsalt sidejoone abil.

Ndide 1. Leida sirgjoone s ja
pohiekraani risttasandi o {a’) 16ike-
punkt L (joon. 24-1, a).

Et loikepunkt L asetseb korraga
sirgel s ja tasandil «, siis peab tema
pealtvaade L’ asetsema nii sirge s
kuj ka tasandi o pealtvaatel; jareli-
kult L’ on sirgete s’ ja a’ 16ikepunkt
(L'=s'Xd’). Ldikepunkti eestvaate
L” leiame sidejoone abil sirge s eest-
vaatelt. Sellega on {ilesanne lahen-
datud.

Anmnaloogiliselt v&ib leida ka
sirge 5 ja esiekraani risttasandi o
(a”) 18ikepunkti L (joon. 24-1, b). Siin
saame esmalt kdtte 16ikepunkti eest-
vaate L”==5"Xa” ning seejirel side-
joone abil ka 18ikepunkti pealivaate
L’ sirge s pealtvaatelt.



Jooms 24-1

Kui tasand oleks kirjeldatud juh-
tumeil antud jélgedega (joonisel 24-1
on jaljed ndidatud), siis esitatud
lahenduskdigus midagi ei muutuks.

2. Ekraani ristsirge |dikumine
tasandiga. Teisel juhtumil, s. o. ek-
raani ristsirge ja mis tahes tasandi
16ikepunkti leidmisel peame silmas,
et 16ikepunkti {iks projektsioon
thtib ekraani ristsirge punktkujuti-
sega. Loikepunkti teise projektsiooni
saame leida tingimusest, et 16ike-
punkt kuulub antud tasandile.

Ndide 2. Leida pOhiekraani rist-
sirge s ja tasandi « (allb) 16ikepunkt
L (joon. 24-2).

Et otsitav 16ikepunkt L asetseb sir-
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Joonis 24-2

gel 5, peab tema pealtvaade L’ {ihti-
ma sirge s pealtvaatega: L’=5s'. Eest-
vaate L leidmisel vdtame arvesse, et
punkt L asetseb tasandil o (§ 18).
Vajaliku abisirgena on joonisel ka-
sutatud tasandi o frontaali f.

3. Tasandi 18ikumine ekraani rist-
tasandiga. Kolmas juhtum, s. 0. mis
tahes tasandi ja ekraani risttasandi
16ikesirge leidmine taandub esime-
sele juhtumile.

Ndide 3. Leida tasandi o (4, B,
C) ja pdhiekraani risttasandi 7 (t’)
16ikejoon (joon. 24-3).

Otsitav 1dikesirge on mddratud
punktidega K ja L, milles kolmnurga
kiiljed AB ja AC 16ikuvad tasandiga

Joonis 24-3

Jooms 24-4

5'(punkt)

N

Joonis 24-5
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Joonis 24-7 P

7. Et viimane on risti pShiekraaniga,
siis K'=A'B'X1t ja L'=ACX7t
(vordle joonisega 24-1,a). Loike-
punktide eestvaated K” ja L” lei-
takse sidejoonte abil vastavalt sir-
gete AB ja AC eestvaateilt. Sirge KL
osutubki otsitavaks 1dikesirgeks.

Analoogilise iilesande kolmnurga
tasandi loikamise kohta esiekraani
risttasandiga v0ib lugeja lahendada
iseseisvalt,
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Kui iihe ekraani risttasand on teise
ekraaniga paralleelne, siis osutub ta
nivoopinnaks selle teise ek-
raani suhtes. Nagu selgus paragrah-
vis 22, 16ikab nivoopind mis tahes
muud tasandit mddda viimase nivoo-
sirget {vt. jooniseid 22-1 ja 22-3).

Lopuks esitame paar niisugust nai-
det tasandite 1G6ikumise kohta, kus.
mblemad tasandid on eriasendilised.
Kui mdblemad 16ikuvad tasandid on
risti the ja sama ekraaniga, siis ka
nende 10ikesirge on risti sellesama
ekraaniga ning projekteerub see-
tottu sellele ekraanile punktiks. Nii
nditeks joonisel 24-4 on tasandid
a(a’) ja P(P) risti pdhiekraaniga.
Seetdttu nende 10ikesirge pealivaa-
teks on punkt s’=a’Xp’; 16ikesirge
eestvaade s” aga iihtib sidejoonega.

Joonisel 24-5 1dikuvad pdhiekraa-
ni risttasand a (a’) ja esiekraani rist-
tasand P (B”). Bt 18ikesirge s asetseb
tasandil o, siis tema pealtvaade s”
peab iihtima tasandi o sirgjoonelise
pealtvaatega: s'=0a’. Analoogiliselt
peab 10ikesirge s eestvaade {ihtima
tasandi P sirgjoonelise eestvaatega
(s”"==B"), sest 10ikesirge asetseb ka
tasandil B. Sellega ongi 16ikesirge
projektsiconid leitud.

ULESANDED

1. Tuletada kolmnurga ABC ja nelinurga
1234 16ikesirge; médrata mélema kujundi
kiilgede ndhtavus (joon. 24-6),

2. Tuletada tasandite a ja P 15ikesirge (joon.
24-7).

§ 25. TASANDITE LOIKUMINE JA
PARAILEELSUS
ULDJUHTUMIL

1. Tasandite 18ikumise {ildjubtum.
Kahe tasandi 1oikesirge saamiseks on
vaja leida selle sirge kaks punkti.
Uldjuhtumil leitakse need punktid



nn. abitasandite vottega, mille ole-
must selgitab piltkujutis 25-1. Olgu
vaja leida tasandite a ja f 15ikesirge
s. Loikame need tasandid ldbi kahe
abitasandiga m ja T ning tuletame
sirged, mida mdédda need tasandid
16ikavad antud tasandeid. Joonisel
on nendeks sirgeteks 12 ja 34 ning
56 ja 78. Ilmselt on sirgete 12 ja 34
16ikepunkt L otsitava 10ikesirge s
itheks punktiks ning sirgete 56 ja 78
18ikepunkt M tema teiseks punktiks.
Punktidega L ja M aga ongi 15ike-
sirge s médratud,

Abitasanditena on otstarbekchane
kasutada  eriasendilisi  tasandeid
{eriti nivoopindu), sest need véimal-
davad tilesannet taandada eelmises
paragrahvis késitletud lihtsatele eri-
juhtumitele.

Néadide 1. Leida tasandite o (a, b)
ja B(c, d) 1dikesirge s (joon. 25-2).

Loikame antud tasandid 14bi néi-
teks frontaalsete abitasanditega T ja
n. Tasand v 16ikab tasandeid a ja
vastavalt moédda sirgeid 12 ja 34,
mis leitakse eelmises paragrahvis
leahendatud ndite 3 eeskujul (sest
tley). Sirgete 12 ja 34 1Gikepunkt L
ongi otsitava 1oikesirge s iiks punkt.
Esmalt saame kéatte punkti L eest-

Joonis 25-1

vaate (L”7==1"2"X3"4") ja seejérel
sidejoone abil sirgelt v ka tema
pealtvaate L' Analoogiliselt leiame
tasandi n abil 16ikesirge s teise
punkti M==56X78. Sellega ongi
kies otsitava loikesirge s projekt-
sioonid; §'==L'M’, s"=L"M".
Niide 2. Tuletada kolmnurkade
ABC ja FGH 1&ikejoon s (joon. 25-:’?’).
Vétame tiiheks abitasandiks nai-
teks pohiekraani risttasandi ’leabl
kiilje AB ("= A’B’). Tasand v 18ikab
kolmnurka FGH médda sirget 12,
kolmnurka ABC aga arusaadava'lt
moéda killgsirget AB. Sirgete 1~2 ja
AB 15ikepunkt L on otsitava 1bike-
sirge s itheks punktiks. Joonisel on
teiseks abitasandiks vdetud esiekraa-
ni risttasand = ldbi kiilje BC (n”==
=B"C”), Tasand = 16ikab kolm-
nurka FGH médéda sirget 34, kolm-
nurka ABC aga muidugi mddda
kiilgsirget BC. Sirgete 34 ja BC 15i-
kepunkt M on otsitava ldikesirge
teiseks punktiks. Seega saame l5ike-
sirge s projektsioonideks s'=L'M’
ja §”=L"M”". Joonisel on kontuur-
joonega esitatud ainult see osa 13i-
kesirgest (LQ), mis kuulub mdlemale
kolmnurgale. Konstruktsiooni tap-
sust saab kontrollida

sellega, et

Joonis 25-2
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Joonis 25-3

ktlje FH ja kolmnurga ABC 15ike-
punkti Q projektsioonid peavad ole-
ma Uhel ja samal sidejoonel.
Tasandite 15ikesirge leidmine on
monevdrra lihtsam kui tasandid on

antud oma jilgedega. Sel juhtumil
on 1bikesirge kaks punkti tegelikult
juba teada: nendeks on tasandite
samanimeliste jdlgede 1Gikepunktid.

N&di1de 3. Leida jalgedega antud
tasandite o« ja P 18ikesirge s (joon.
25-4, a).

Otsitava 10ikesirge 1heks punk-
tiks on ilmselt tasandite pShijdlgede
18ikepunkt P=P'=p, Xps, teiseks
punktiks aga esijdlgede l6ikepunkt
E=F"=-e, Xeg. Need punktid on
thtlasi ka otsitava 16ikesirge s jalg-
punktideks. Punktide P ja E teised
projektsioonid P” ja E’ leiame side-
joonte abil x-teljelt. Uhendades jdlg-
punktide samanimelised projektsioo-
nid, saamegi 10ikesirge s projekt-
sioonid s'=P'E" ja §"==P"E".

Joonisel 25-4, b on tasandite a ja
p 16ikumisiilesanne lahendatud jélg-
joonte teistsuguse asetuse puhul.
Pohijalgede 16ikepunkt P=P’ tuleb
siin x-teljest kOrgemale, s. t. ta aset-
seb esiekraani taga. Joonisel on
kriipsjoonega tdmmatud 156ikesirge s
pealtvaate see osa, mis vastab pdhi-
ekraani all olevale sirge s osale,
samufl eestvaate see osa, mis vastab
esiekraani taga olevale sirge osale.

Joonis 25-4
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Joonis 25-6

2. Tasandite paralleelsus. Kaks
tasandit on teatavasti paralleelsed,
kui iihe tasandi kaks 16ikuvat sirget
on vastavalt paralleelsed teise
tasandi kahe sirgega (§ 3, lause d).
Siit jéreldub, et tldjuhtumil tasandid
on paralleelsed, kui nende pohijal-
jed on omavahel paralleelsed ja ka
esijdljed on omavahel paralleelsed.

Erandiks on kiilgekraanij risttasan-
did. Nende puhul on samanimelised
jaljed kitill omavahel paralleelsed,
kuid vaatamata sellele v&ivad need
tasandid loikuda. Joonisel 25-5 nde-
megi juhtumit, kus kiilgekraani rist-
tasandid o ja B 10ikuvad (kuigi
pallps ja eclles). Loikesirge s kiilg-
vaateks on punkt s7=a”"Xp"”,
pealivaade s’ ja eestvaade s” aga on
paralleelsed x-teljega. Niisuguste
tasandite wvaheline nurk ¢ paistab
killgvaates tdelises suuruses. Kiilg-
ekraani risttasandite paralleelsuse
korral on nende kiilgvaated muidugi
paralleelsed.

Tasandite paralleelsuse tingimuse
rakendusnéitena lahendame jargmise
tilesande.

Niide 4. 1abi

Panna antud

punkti @ tasapind P nii, et ta oleks
paralleelne antud tasandiga o (joon.
25-6).

Lahendame selle iilesande kahe-
suguste andmete puhul. Variandis
on tasand a antud oma jilgedega.
Et tasand B peab olema paralleeine
tasandiga @, siis on paralleelsed ka
nende tasandite nivoosirged. See
vbimaldab tdmmata tasapinnal f ldbi
punkti Q@ Thorisontaali & (h"|x,
h'llp.). Leides horisontaali esijilje
E, saame tdmmata tasandi p esijilje
ep; viimane l&bib punkti E ning on
paralleelne jéljega e.. POhij&lg pp
1dbib telgpunkti X ning on paral-
leelne jéljega pa.

Variandis b on tasand o antud
kolmnurgaga 123. Silmas pidades
tasandite paralleelsuse tunnust (§ 3,
lause d), tdmbame 1dbi punkti Q
kaks sirget s ja v paralleelselt mingi
kahe 18ikuva sirgega tasandil 123.
Joonisel on tommatud sl|l12(sll172,
5”|[172") ja vll23. Léikuvate sirge-
tega s ja v ongi tasand B madaératud.
Joonisel on tdiendavalt tuletatud ka
tasandi B (s, v) jalgsirged: psg=
=P3P'u, eB=EsEv.
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KUSIMUSED JA. ULESANDED

1. Mis tingimusel on kaks tasandit paralieel-

sed?

2. Tuletada kolmnurkade 123 ja 456 16ike-

joon {joon. 25-%).

3. Tuletada tasandite a ja p 1Gikesirge (joon.

25-8).
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§ 26, SIRGJOONE JA TASANDI
LOIKUMINE NING
PARALLEELSUS
ULDJUHTUMIL

1. Sirge ja tasandi 16ikepunkti leid-
mine. Uldjuhtumil vdime sirgjoone s
ja tasandi o 16ikepunkti leida jérg-
miselt (joon. 26-1). Paneme 13bi sirge
s abitasandi* B ning tuletame tasan-
dite o ja p loikesirge m. Siis sirgete
m ja s 18ikepunkt on ihtlasi otsita-
vaks 15ikepunktiks L==sXa. P&hi-
mstteliselt vOib abitasandiks vétta
iikskdik millise tasapinna 1&8bi antud
sirge, kuid konstruktsioonid -kaks-
vaatel on lihtsamad, kui abitasand
on risti {the ekraaniga. Niisiis kuju-
neb sirge ja tasandi ldikumisiiles-
ande lahenduskdik jargmiseks:

(31) sirge ja tasandi I0ikepunkti
leidmiseks 1) paneme 1&dbi
antud sirge abitasandi risti
pohi- voi esiekraaniga, 2) leia-
me antud tasandi ja abi-
tasandi 15ikesirge ning 3) leia-
me selle léikesirge ja antud
sirge ldikepunkti, mis ongi
antud tasandi ja sirge 1dike-
punkt.

See eeskiri sirge ja tasandi 16ike-
punkti leidmiseks on rakendatav
tasandi mis tahes mddramisandmete
puhul. Kumba projekteeritavat pinda
abitasandina kasutada, see sdltub
andmete iseloomust. Kui naiteks
andmed on niisugused, et pdhi-
ekraani risttasandi kasutamisel ki-
pub  konstruktsioon jooniselehelt
vilja, siis tGendoliselt osutub sobiva-
maks esiekraani risttasand -— mning
limberp6oérdult.

Nédide 1.

Leida sirge s ja

* Viljend «panna tasand ldbi sirge» t&hendab
tasandi paigutamist nii, et sirge asetseks sel-
lel tasandil.



tasandi a (1, 2, 3) 16ikepunkt L (joon.
26-2, a).

Teostame jirgemisi need kolm
operatsiooni, mis on ette nghtud
sirge ja tasandi Ioikumisilesande
ildises lahenduseeskirjas (31). Pane-
me esiteks 1dbi antud sirge s abi-
tasandi v, nditeks risti pohiekraa-
niga. Et sirge s asetseb tasandil
1-ley, siis peavad s ja T pealtvaated
thtima: 1'=ss"; sellega ongi tasand
T mdadaratud.

Teiseks leiame tasandite o ja =t
16ikesirge m. See tulesanne kuulub
paragrahvis 24 lahendatud erijuhtu-
mite hulka. Loikesirge m on méira-
tud punktidega 4 ja 5, milles sirged
12 ja 13 16ikavad tasandit T; sirge m
projektsioonid on m'==4'5" ja m"=
= 4// 5”.

Kolmandaks leiame sirgete m ja s
18ikepunkti L. Et nende sirgete pealt-
vaated tihtivad, siis esmalt saame
kitte otsitava 1dikepunkti eestvaate
L”=m"xs". Seejirel leiame side-
joone abil sirgelt s'==m’ ka vastava
pealtvaate L.

Inoms 26-2

5 Kujutav geomeetria

Jooms 26-1

Joonisel 26-2, b on sama tlesande
lahendamisel kasutatud esiekraani
risttasandit m 1dbi sirge s; niitd n=
=s". Tasandite o ja = 1dikesirge m
on maddratud punktidega 4 ja 5, mil-
les sirged 13 ja 23 16ikavad tasandit
. Niisiis m”"=4"5" ja m'==4'5". Sir-
gete m ja s 16ikepunkti L pealtvaade
on niitid kohe kdes: L'=m’Xs"; vas-
tav eestvaade L” aga leitakse side-
joone ahil sirgete s ja m {htinud
eestvaatelt s"=m".

Uldine eeskiri sirgjoone ja tasandi
16ikepunkti leidmiseks on rakenda-

2”

Joomis 26-3
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Jooms 26-4

tav ka neil juhtumeil, kus tasand on
antud jdlgedega.

Ndide 2. Leida sirge s ja
tasandi a(p, €) 10ikepunkt L (joon.
26-3).

Paneme 13bi sirge s abitasandi =
nditeks risti pohiekraaniga. Tasand =
on siis médratud oma pealtvaatega
7'=y¢'; tema jiljed aga on p-==5" ja
e:Lx. Tasandite ¢ ja 7 18ikesirge m
on méiratud nende tasandite sama-
nimeliste jélgede 16ikepunktidega P
ja E, mis annavad sirge m projekt-
sioonideks m'=PE =g ja m” =
=P'E" (vt. § 25, ndide 3). Otsitava
16ikepunkti L eestvaade on L”=s"X
Xm”, pealtvaade L’ aga leitakse
sidejoone abil sirgelt s’

2, Sirge ja tasandi paralleelsus.
Kui sirgjoone s ja tasandi o 15ike-
punkti tuletamisel selgub, et abi-
tasandi ja antud tasandi 1dikesirge
m on antud sirgega s paralleelne, siis
otsitav 16ikepunkt puudub, s. t., et
sirge s ja tasand o on paralleelsed.
Toepoolest, sel juhul on rahuldatud
sirgjoone ja tasandi paralleelsuse
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tunnus (§ 3, lause e); tasandil o lei-
dub sirge m, mis on paralleelne
antud sirgega s.

Kui 18bi antud punkti on vaja tdm-
mata sirge paralleelselt antud tasan-
diga, siis tuleb wvaid sirge projekt-
sioonid tOmmata paralleelselt sel
tasandil asetseva mis tahes sirge vas-
tavate projektsiconidega. On selge,
et sellel illesandel on 16pmata palju
lahendeid.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Missugune on sirge ja tasandi 1dikumis-
tlilesande lahendamise kaik?

2. leida tasandi ja sirge s 16ikepunkt joo-
nijse] 26-4 esitatud juhtumeil.

§ 27. SIRGJOONE JA TASANDI
RISTSEIS

Teeme kindlaks, mis tingimusi pea-
vad rahuldama sirgjoone projekt-
sioonid, et see sirge oleks risti antud
tasandiga.

Teame, et tasandi normaal (rist-

TERGEF T TR ST



sirge) on risti selle tasandi koigi sir-
getega, sealhulgas ka tasandi hori-
sontaalidega ja frontaalidega. Olgu
h tasandi o horisontaal, p — tema
pohijalg ja n — normaal (joon. 27-1).
Et tdisnurgal, mille honsontaal h
moodustab normaaliga n, on haar h
paralleelne pdhiekraaniga, siis see
tdisnurk projekteerub péhiekraanile
taisnurgaks (§ 9, lause 18). Jdrelikult
on ' LK ja uihtlasi n’_Lp, sest Kllp.

Analoogiliselt saame kindlaks teha
tasandi normaali eestvaate sihi. Sel-
leks vaatleme taisnurka normaali n
ja tasandi frontaali f vahel (vastava
piltkujutise voiks lugeja valmistada
ise). Et sel tdisnurgal haar f on paral-
leelne esiekraaniga, siis ta projek-
teerub sellele ekraanile tdisnurgaks.
Seega on n”Lf” ja {ihtlasi n”_Le
(kus e tdhendab tasandi esijdlge).

Tulemused vGime kokkuvatlikult
sOnastada jdrgmiselt:

(32) tasandi normaali pealtvaade
on risti selle tasandi horison-
taali pealtvaatega (ja pOhijdl-
jega), eestvaade aga on risti
tasandi frontaali eestvaatega

{(ja esijdljega).
aﬂ
e
0" 3”
i nll

X

Joonis 27-3

Joonis 27-2

&

Joomis 27-1

Selle lause pédrdlause (teatud Kkit-
sendusega) on sirgjoone ja tasandi
ristseisu tunnuseks kaksvaatel:

(33) sirgjoon ja tasand on teine-
teisega risti, kui sirgjoone
pealtvaade on risti tasandi
horisontaali pealtvaatega ning
sirgjoone eestvaade on risti
tasandi frontaali eestvaatega;
seejuures sirgjoone projekt-
sioonid ei tohi olla risti x-tel-

jega.

f”

Jooms 27-4
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Joonis 27-5

Kui sirgjoone projektsioonid on
ristl x-teljega, siis on tegemist pShi-
ja esiekraani suhtes kaldu oleva pro-
fiilsirgega, mis teatavasti pole oma
pealt- ja eestvaatega i{iheselt méd&ra-
tud (§ 15). Seepérast ongi see juh-
tum tunnusest valja lilitatud.

Kui tasand on antud jélgedega, siis
lause (33) rakendamisel kasutame
muidugi tasandi horisontaali asemel
poOhijdlge ja frontaali asemel esi-
jélge.

Nédide 1. ToOmmata tasandi o (p,
e) normaal n 1dbi punkti Q (joon.
27-2).

Et tasand on antud jdlgedega, siis
vastavalt sirgjoone ja tasandi rist-
seisu tunnusele tdmbame normaali n
projektsioonid 1ldabi punkti Q pro-
jektsioonide risti tasandi wvastavate
jélgedega: n’Lp ja n”_le. Sellega
ongi {ilesanne lahendatud.

Ndide 2, TOmmata tasandi 123
normaal n 1dbi punkti Q (joon. 27-3).

Tasandi normaali projektsioonide
joonestamisel vajame selle tasandi
mingi horisontaali pealtvaadet ja
mingi frontaali eestvaadet. Tombame
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tasandi 123 horisontaali h ja fron-
taali f nditeks ldbi punkti 3 (h”_L
—L313I/' hlsglMl; f’J_3'3”, f”E3”N”,‘
vt. § 22, ndited 1 ja 2). Kasutades
niid sirgjoone ja tasandi ristseisu
tunnust (33), saame tOmmata 1&bi
punkti Q projektsioonide ka otsitava
normaali projektsioonid: n’Lh’ ja
nIIJ_fl/'

Ndide 3. Leida punkti Q@ rist-
projektsioon Q; tasandil a(p, e) ja
punkti Q kaugus d tasandist a (joon.
27-4).

Punkti Q ristrojektsiooni saami-
seks tasandil o tuleb 1&bi punkti Q
tdmmata tasandi ¢ normaal n ning
leida viimase loikepunkt tasandiga
a: see l1dikepunkt osutubki otsita-
vaks punktiks Q;. Normaali projekt-
sioonide  joonestamisel tdmbame
n’ Lp ja n”_Le. Joonisel on normaali
ja tasandi o 18ikepunkti Q; leidmisel
abiks vGetud tasand t 1&bhi normaali
n risti pShiekraaniga. Tasandid a ja
t 18ikuvad modda sirget m (vt. § 26,
nidide 2) ning otsitav punkt Q=
=mXn

Punkti @ kaugust d tasandist «
moddab 18igu QQ: pikkus. See pik-
kus on joonisel leitud hiipotenuusina
taisnurkses kolmnurgas MNQ”, kus
kaatet MN=Q'Q’\.

Analoogiliselt iihe punkti ristpro-
jektsiooni leidmisega saab punkthaa-
val tuletada mis tahes kujundi rist-
projektsiooni mingil antud tasandil.

Ndide 4. Panna labi punkti Q
tasand o risti antud sirgega s (joon.
27-5).

Ldabi punkti Q saame kohe tOm-
mata konstrueeritava tasandi hori-
sontaali h ja frontaali f (joon. 27-5,
a). Arvestades sirge s ja tasandi a
ristseisu  tingimust, peab olema
h'1s ja f’Ls”. Sirgete h ja f teised
projektsioonid h” ja f aga on tea-
tavasti risti sidejoontega. Ldikuvate
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Joonis 27-6 Joonis 27-7

sirgetega h ja f ongi otsitav tasand
maédratud.

Joonisel 27-5,b on sama iilesanne
lahendatud eeldusel, et kaksvaate
telg on fikseeritud. Sel juhul v6ib
otsitava risttasandi jéljed p ja e saa-
da {itheainsa nivoosirge, nditeks hori-
sontaali h abil, mille tdmbame 1&4bi
punkti Q(h"Ls’, h” 1l x). Sirge s ja
tasandi a ristseisu tdttu peab olema
els” ja pLls’. Seejuures peab esi-
jdlg e labima horisontaali esijdlje Eg,
pohijédlg p aga telgpunkti X.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Millega peab olema risti tasandi normaali
pealtvaade ja millega risti normaali eest-
vaade?

2 Leida punkti D kaugus
(joon. 27-6).

3. Konstrueerida tasand B, mis oleks paral-
leelne tasandiga a (f, o) ja asetseks viima-
sest 20 mm kaugusel; tasand f§ m&&rata
16ikuvate sirgetega (joon. 27-7).

4, Tuletada tasand @ (p, €), mis ldbib punkti
A ja on risti sirgega s (joon. 27-8).

tasandist ABC

Joonis 27-8

§ 28. RISTSIRGED JA
RISTTASANDID

1. Ristsirged. Antud sirgele ristsirge
konstrueerimine kaksvaatel on eriti
lihtne siis, kui antud sirge on eri-
asendiline,

Né&ide 1. Tommata l8bi punkti
Q sirge r nii, et ta oleks risti antud
horisontaalse sirgega s ning léikaks
teda (joon. 28-1).

Et tdisnurgal sirgete s ja r vahel
on haar s paralleelne pohiekraaniga,
siis see tdisnurk projekteerub pshi-
ekraanile jélle tdisnurgaks. Jéreli-
kult sirge r pealtvaade tuleb tom-
mata 1&bi punkti Q' risti sirge s
pealtvaatega: r’_Ls’. Ristsirge r eest-
vaateks on sirge Q”L”, kus L” on
sirgete s ja r 1bikepunkti L eest-
vaate. Analoogiliselt laheneb {iles-
anne juhtumil, kui sirge s on fron-
taalne,

Tunduvalt keerulisem on ristsirge
konstrueerimine antud {ildasendili-
sele sirgele.

Ndide 2 Olgu vaja tOmmata
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Joonis 28-1

Joonis 28-2

1&bi punkti Q sirge r nii, et ta oleks
risti antud ildasendilise sirgega s
ning 16ikaks teda (joon. 28-2).
Otsitav ristsirge r peab asetsema
tasandil, mis 1dbib punkti Q ning on
ristl sirgega s Seetfttu kujuneb
ilesande lahenduskdik jargmiseks:
1) paneme 1&bi punkti Q tasandi «
risti sirgega s; 2) leiame sirge s ja
tasandi o 18ikepunkti L. Sirge QL
osutubki otsitavaks ristsirgeks r.
Joonisel on risttasand o médratud
oma nivoosirgetega h ja f 1&bi
punkti Q (vt. § 27, ndide 4). Tasandi
a (h, f) ja sirge s 16ikepunkti L leid-
misel on asitasandina kasutatud

?BII

$B'  Joonis 28-4

S ]

Joonis 28-3

pOhiekraani risttasandit v 18bi sirge
5. Tasand 1 18ikab tasandit « (h, f)
modda sirget 12. Sirged s ja 12 15i-
kuvad punktis L, mis koos punktiga
Q mdédrabki néutud sirge r.

Kui eelmises kahes ilesandes
oleks kiisitud ka punkti Q kaugust
sirgest s, siis tulnuks joonistel 28-1
ja 28-2 leida lisaks veel ldigu QL
téeline pikkus.

2. Risttasandid. Antud tasandiga
o ristuva tasandi p konstrueerimi-
seks on pdhimotteliselt kaks vdima-
lust: 1) panna tasand § 1&bi tasandi o
normaali; 2) panna tasand P risti sir-
gega, mis asetseb tasandil a (v6i on

ID”
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Joonis 28-5



temaga paralleelne). Kummalgi juhul
on viimalikke risttasandeid muidugi
16pmata palju; mdnesuguseid lisatin-
gimusi rakendades aga muutub iiles-
anne (heseks.

Ndide 3. Konstrueerida tasandi
o (p«, eq) risttasand B nii, et ta ldbiks
antud sirget $ (joon. 28-3).

On selge, et tasand B on {iheselt
maddratud ainult siis, kui sirge s pole
tasandi o normaal; meie joonisel,
nagu ndha, on see tingimus taidetud.
Ulesande lahendamiseks valime sir-
gel s vabalt punkti Q ning t8mbame
sellest tasandi ¢ normaali n(n’Lpe.,
n”_les). Siis sirge s ja normaal n
koos médravadki otsitava tasandi f.
Joonisel on lisaks leitud ka tasandi
B jalgsirged py ja ey, mis ldbivad
sirgete s ja n vastavaid jdlgpunkte
(e =EsEn ja py=PnX, kus X on
tasandi telgpunkt).

ULESANDED

1. Antud on sirge s ning punktid A ja B
véljaspool seda sirget (joon. 28-4). Leida
punkt K sel sirgel nii, et AK=BK. Juhis:
kasutada 18igu AB keskristtasandit.

-—

2, Tuletada vektori OP ristprojektsioon hori-
sontaalil h, kasutades Kkiiri, mis on risti
sirgega h (joon. 28-5).

§ 29. NURGAD SIRGETE JA
TASANDITE VAHEL

K&esolevas paragrahvis késitleme
nurga suuruse leidmist 1) kahe sirg-
joone vahel; 2) kahe tasandi vahel;
3) sirgjoone ja tasandi vahel. Ko&iki
neid ilesandeid saab lahendada jarg-
mise mottekdigu alusel. Kasutades
ilesande andmeid, pliiiame saada nii-
suguse abikolmnurga, mille tiheks
nurgaks oleks otsitav nurk. Seejdrel
tuletame abikolmnurga tSelise kuju,
millest leiamegi otsitava nurga tde-
lise suuruse.

1. Nurk kahe sirge vahel. Raken-
dame seda mdéttekdiku koigepealt
nurga leidmiseks kahe 16ikuva sirge
vahel. See iilesanne vaarib erilist
tdhelepanu, sest tilejédnud kaks files-
annet taanduvad ka sellele.

Niide 1. Olgu vaja leida nurk
¢ laikuvate sirgete ¢ ja b vahel (joo-
nis 29-1).

Votame abikolmnurga iheks ti-
puks sirgete a ja b 10ikepunkti L,
teise tipu I valime sirgel a, kol-
manda tipu 2 aga sirgel b. Punktid
1 ja 2 v6ib sirgetel a ja b wvalida
tildiselt wvabalt, kuid komstruktsioo-
nide lihtsustamiseks on soovitatav
vOtta need tasandi (a, b} mingil
nivoosirgel. Joonisel on néditeks tipud
1 ja 2 vBetud tasandi (a, b) suvaliselt
valitud  horisontaali h (h”_LL'L").
Edasi leiame kolmnurga 12L kiilgede
pikkused. Et kiilg 12 on meie valiku
tottu paralleelne pdhiekraaniga, siis
on ta pikkuselt vordne oma pealtvaa-
tega: 12=1'2’. Kiilgede 1L ja 2L
pikkused on leitud hiipotenuusidena

tiisnurksetes kolmnurkades 1”1L7 ja

272L”. Kilgede tdeliste pikkuste
jargi Xkonstrueerime 16puks kolm-

nurga 12L tdelise kuju 12°L{1"L=
=1L", 2”"L=2L"). Otsitav nurk ¢ vor-

dub nurgaga 1°L2’.

Kui kiisitakse nurka kiivsirgete
vahel, siis valitakse suvaliselt iihel
antud sirgel punkt, tdmmatakse sel-
lest sirge paralleelselt teise kiivsir-
gega ning leitakse saadud ldikuvate
sirgete vaheline nurk dsja kirjelda-
tud viisil (vt. ka § 3, lause n).

2. Nurk kahe tasandi vahel. Nur-
ga leidmist kahe tasandi vahel soo-
dustab asjaclu, et see nurk vdrdub
nurgaga nende tasandite normaalide
vahel (§ 3, lause p). Ulesande lahen-
duskdik on ildjuhul jargmine. Vali-
me ruumis vabalt mingi punkti ning
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Joonis 29-1

tdmbame sellest kummalegi antud
tasandile normaali. Need normaalid
on kaks Idikuvat sirget ning nurk
nende vahel on leitav ndite 1 ees-
kujul.

Ndide 2. Tasandid ¢ ja B on
antud oma jdlgedega. Leida nende
tasandite wvaheline nurk ¢ (joon.
29-2}.

Vabalt wvalitud ruumipunktist L
tombame  tasandi ¢  normaali
m{m'lp., m'Lle.) ning tasandi P
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Joonis 29-2

normaali n(n’_Lps, n”Lef). Ldiku-
vate normaalide m ja n wvaheline
nurk @ on joonisel leitud kolmnurga
12L abil, mille tipud 1 ja 2 on vde-
tud tasandi (m, n) suvalisel horison-
taalil & (vt. ndide 1). Selle kolm-
nurga kiilje 1L pikkus on leitud tdis-

nurkse kolmnurga 1’L’L; hiipotenuu-
sina, kiilje 2L pikkus aga on leitud
sirklivGttega. Kiilgede pikkuste jdrgi
on konstrueeritud kolmnurga 12L

tdeline kuju 1'2’L; nurk ¢ tipu L

Joonis 29-3
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Joonis 29-4

juures voOrdubki nurgaga tasandite
a ja P vahel.

3. Nurk sirgjoone ja tasandi
vahel on nurk selle sirge ja tema
ristprojektsiooni vahel sellel tasan-
dil. Olgu s’. sirge s ristprojektsioon
tasandil @ (joon. 29-3,a). Siis nurk
sirge 8 ja tasandi o vahel vdrdub
nurgaga @ (s, §’.). Selle nurga véib
leida j&rgmiselt. Valime sirgel s
vabalt punkti L ning tdmbame sel-
lest tasandi o normaali n. Seejérel
leiame sirge n ja tasandi o 15ike-
punkti N. Leiame ka sirge s ja
tasandi o 16ikepunkti S. Punktidega
N ja S on maé&ratud sirge s ristpro-
jektsioon s’ tasandil a. Tuletades
kolmnurga LNS téelise kuju, lelame
sealt nurga ¢ tdelise suuruse.

Kirjeldatud lahenduskdiku saab
aga tunduvalt lihtsustada, arvestades
asjaolu, et kolmnurk LNS on téis-
nurkne. Seetdttu @=90°—1¢, kus ¢
on nurk sirge 5 ja normaali n vahel.
SeetSttu voime esmalt leida nurga ¥
ning konstrueerida siis nurga 90°—1.
Seesuguse lahendusviisi puhul véldi-
me kiillalt tiilikat sirge s ristprojekt-
siooni tuletamist tasandil ¢. Selgita-
me niilid ndite abil Glesande tegelik-
ku lahendamist kaksvaatel.

Ndide 3. Leida nurk ¢ sirge s

A i CI/ B”
Al B
7!
(rd Joonis 28-5

ja tasandi a (A, B, C) vahel (joon.
29-3, b).

Votame sirgel s suvalise punkti L
ning tombame sealt tasandi o nor-
maali n. Selleks joonestame esmalt
tasandi o horisontaali h ja frontaali
f projektsioonid ning tGmbame siis
o’ Lh" ja n” L1 (§ 27, ndide 2). Jérg-
nevalt leiame ndite 1 eeskujul nurga
P sirgete n ja s vahel. Selleks on
moodustatud abikolmnurk 12L, mille
tipud 1 ja 2 on vdetud vastavalt sir-
getel s ja n (lihtsuse mottes {thekdr-
gusel tasandi o horisontaaliga h).

Abikolmnurga tdeline kuju 1'2’L on
joonisel esitatud punktjoonega; tema
konstrueerimisel vajalikud kiilje-
pikkused on leitud sirklivGttega.

Kolmnurga 1’2’L nurk tipu L juures
vordubki nurgaga . Tommates 1&bi

tipu L sirge risti kiiljega 1’L, saame
16puks otsitava nurga @==90°—.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Missuguse nurgaga vordub nurk: a) kahe
tasandi vahel, b) sirge ja tasandi wvahel?

2. leida nurk tasandite a ja B vahel (joon.
29-4),

3. Leida nurk piramiidi serva AT ja tahu
BCT vahel (joon. 29-5).
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IV. LISAPROJEKTSIOONIDE
TULETAMINE JA KASUTAMINE

§ 30. LISAPROJEKTSIOONIDE
TULETAMISE VIISID

Objekti antud projektsioonid el tar-
vitse alati olla k&ige sobivamad
mingi ndutud iilesande lahendami-
seks VvOi objektist Oige kujutluse
saamiseks. Nii néiteks iildasendilise
kolmnurga ristprojektsiooni kiilgede
pikkused ja nurgad ei vordu vasta-
vate suurustega ruumis ning seeidttu
el saa mniisuguselt projektisioonilt
kolmnurga elemente otseseli modta.
Seevastu on aga mivoopinnal aset-
seva kolmnurga paralleelprojekt-
sioon moondevaba ning sobib kolm-
nurga koigi elementide otseseks
mb&dtmiseks.

Projektsiooni kuju soltub teata-
vasti objekti, ekraani ja kujutamis-
kiirte vastastikusest asendist. Objekti
eriasend ekraani ja kiirte suhtes vdi-
maldab saada lihtsama kujutise ning
soodustab objekti m&6tmist kujutise
jargi. Seevastu objekti ildisem
asend ekraani ja kujutamiskiirte
suhtes aga suurendab kujutise pilt-
likkust.

Eeltoodust selgub, et antud tles-
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ande lihtsamaks lahendamiseks v&i
objektist piltlikuma kujutise saami-
seks vGib tekkida vajadus tuletada
objekti antud projektsioonide jargi
monesugust lisaprojektsioo-
ni (uut v6i abiprojektsiooni), mis
vastaks objekti {ildisemale vdi erili-
semale asendile kujutamiskiirte ja
ekraani suhtes. Kujutamise praktikas
kasutatakse lisaprojektsioonide tule-
tamiseks jdrgmisi votteid.

1. Muudetakse objekti asendit pai-
galejddvate ekraanide ja kiirte suh-
tes, poorates selleks objekti {imber
sobivalt valitud telje. Seda vGtet
nimetatakse objekti p&édramisvot-
teks.

2. Muudetakse ekraani ja wvasta-
vate kiirfe asendit paigalejddva
objekti suhtes. Seda vdtet nimeta-
takse lisaekraani vétteks. Teda kasu-
tatakse peamiselt uute ristprojekt-
sioonide  tuletamiseks kaksvaate
jargi

3. Objekti ja ekraani vastasti-
kune asend jdetakse muutmata, kuid
muudetakse kujutamiskiirte sihti;
nditeks ekraaniga risti olevad kiired
asendatakse kald- voi tsentraalkiir-



tega. Seda v&tet nimetatakse uute
kujutamiskiirte vdtteks. Teda kasu-
tatakse objekti kald- v&i tsentraal-
projektsiooni tuletamiseks kaksvaate
tthel ekraanil.

Olgu maérgitud, et objekti, ekraani
ja kiirte tihe ja sama uue vastas-
tikuse asendi vOime saada kahel vii-
sil: 1) muutes objekti asendit pai-
galejdgva ekraani ja kiirte suhtes;
2) muutes ekraani ja kiirte asendit
paigalejddva objekti suhtes. Kui
need asendite muutmised on vasta-
valt koordineeritud, saame mdlemal
juhul 16pptulemuseks objektist iihe
ja sama kujutise. Seetdt{tu on objekti
podramisvdote ja lisaekraani vdte
kujutise seisukohalt samaviir-
sed, rakendusviisilt aga osu-
tuvad nad erinevaiks.

Ulesannete lahendamisel lisapro-
jektsioonide abil pilittakse kujuta-
miskiirte, objekti ja ekraani vastasti-
kust asendit muuta nii, et lisapro-
jektsioon tuleks v&imalikult lihtne.
Nii vbib iildasendilise tasandi muuta
projekteerivaks tasandiks voi uld-
asendilise sirge — projekteeri-
vaks kiireks; siis tasand projektee-
r1}1§b sirgjooneks, sirgjoon aga punk-
tiks.

§ 31. OBJEKTI POORAMISVOTE

Objekti ptéramisel vietakse pdorde-
teljeks harilikult ekraani normaal
vdi mivoosirge. Uldasendilist sirget
podrdeteljena ei kasutata, sest vas-
tav pooramine nduaks liiga keerulisi
konstruktsioone. Pdéramisega uude
asendisse viidud geomeetrilist ele-
menti nimetame edaspidi selle ele-
mendi poorendiks.

1. Pooramine iimber ekraani nor-
maali. Objekti pdéramisel uude asen-
disse on vaja osata poorata ainult
ithte tema punkti, sest iga muu
punktiga voib siis talitada analoogi-
liselt. Seepérast alustamegi pooéra-
misvotte késitlemist punkti pdo-
ramisest.

Pdorame punkti A(A’, A”) niiteks
{imber pdhiekraani normaali m
nurga 0=95" vlrra vastupdeva ja

tuletame punkti A pdéodrendile A vas-
tava uue kaksvaate (joon. 31-1,a).
PHoramisel liigub punkt ruumis méo-
da ringjoont, mille tasand on paral-
leelne pdhiekraaniga ning risti esi-
ekraaniga. Jarelikult see ringjoon
projekteerub pohiekraanile ringjoo-
neks, esiekraanile aga sirgldiguks,
mis on paralleelne kaksvaate teljega.

Bll

A o A"u

E” ) ¥ 4
X X il

Joonis 31-1

Joonis 31-2
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Joonis 31-3

Selle ringjoone keskpunkt O on
pdordeteljel, raadiuseks aga on
punkti A kaugus pddrdeteljest. Nii-
siis punkti pOSramisel tmber pGhi-
ekraani normaali liigub tema pealt-
vaade mo6dda ringjoont, mille kesk-
punktiks on pddrdetelje punktkuju-
tis, eestvaade aga liigub paralleel-
selt kaksvaate teljega.

Podratud punkti pealtvaate A’ saa-
miseks joonestame kesknurga

A'O'A’=w=095", eestvaate A" aga
leiame sidejoone abil po&drdering-
joone sirgjooneliselt eestvaatelt.

Analoogiliselt vdib  kirjeldada
punkti B pdéramist limber esiekraani
normaali n (joon. 31-1,b). Sel juhul
on pdbrdering paralleelne esiekraa-
niga ning risti pShiekraaniga. Jare-
likult punkti pédramisel timber esi-
ekraani normaali liigub tema eest-
vaade médéda ringjoont, mille kesk-
punktiks on podrdetelje punktkuju-
tis, pealtvaade aga liigub paralleel-
selt kaksvaate teljega.

Punkti péérendi eestvaate B” saa-
miseks joonestame kesknurga

B”"0”B"=w (kus o tihendab poorde-

nurga suurust), pealtvaate B aga
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Joonis 31-4

leiame sidejoone abil p&drdringjoone
sirgjooneliselt pealtvaatelt.

Kui objekt koosneb rohkem kui
thest punktist, siis p6Oramisel tema
ko6ik punktid podrduvad sama nurga
virra. Véga tdhtis on teada, et
objekti ristprojektsioon sellel ekraa-
nil, millega pédrdetelg on risti, muu-
dab podramisel vaid oma asendit,
jdddes iseendaga kongruentseks.
Objekti projektsioonid muudel ek-
raanidel aga muutuvad pddramisel
ka kuju poolest.

Naide 1. Tuletada {ildasendilise
16igu AB pikkus, kasutades podra-
mist iimber ekraani normaali (joon.
31-2).

Pédrame 1digu AB paralleelseks
ilhe ekraaniga ning tuletame tema
uue projektsiooni sellel ekraanil; see
projektsioon ongi siis pikkuselt
vordne 1oiguga AB. 1.5igu p6drami-
sel paralleelseks pOhiekraaniga tuleb
podrdetelg votta risti esiekraaniga,
pébramisel paralleelseks esiekraa-
niga aga peame telje vOtma risti
pdhiekraaniga. Ofstarbekohane on
votta podrdetelg 18bi 18igu iithe ots-
punkti — siis tuleb konstrueerimisel
pbdrata vaid 16igu teist otspunkti.

ORI v i |



Joonisel 31-2,a on pdérdetelg m
vGetud 1abi otspunkti B risti p&hi-
ekraaniga ning 15ik AB on pdératud
frontaalseks (s. t. paralleelseks esi-
ekraaniga). P66ramisel j&&b punkt B
paigale, otspunkt A aga liigub mdo-
da ringjoont. Pé6rdenurk o on méai-
ratud sellega, et poodratud 18igu
pealtvaade peab saama paralleelseks

x-teljega: B'A’llx. Leides sidejoone

abil pddratud punkti A eestvaate A”
pOdrderingjoone eestvaatelt, saame

16igu AB uueks eestvaateks B”A”;
sAeg ongi pikkuselt vordne 16iguga

Joonisel 31-2, b on pddrdetelg n
voetud 1dbi punkti A risti esiekraa-
niga ning 16ik AB on pédratud hori-
sontaalseks. Esmalt on tuletatud 18i-

gu uus eestvaade A”B”||x ning see-

jérel 18igu uus pealtvaade A’B’, mis
annabki 16igu AB tdelise pikkuse.

Nédide 2. PSrata piiramiid 1234
uude asendisse nii, et tahk 134
satuks pShiekraanile (joon. 31-3).*

Piiramiidi pdhiserv 13 asetseb pd-
hiekraanil ning on risti esiekraaniga;
selle serva vOtamegi pddrdeteljeks n.
Piramiidi uue eestvaate, mis peab
olema kongruenine vana eestvaa-
tega, saame vana eestvaate {imber-
joonestamise teel nii, et tahu 134 uus
eestvaade tihtiks x-teljega. Joonisel
on uus kaksvaade selguse mottes
nihutatud pikkuse d voérra tegelikust
asukohast paremale. Uue pealtvaate
saame uue eestvaate jargi sidejoonte
abil. Seejuures vGtame arvesse, et
poodramisel {imber esiekraani nor-
maali punktide kaugused esiekraa-
nist ei muutu.

2. Podramine {limber nivoosirge.
Kui punkt A pod6érdub timber hori-
* Joomsel 31-3 ja mitmel pool mujal on liht-

suse mbttes punktide tdhiste juures projekt-
sioom margid &dra jdetud.

sontaali h, siis p&6rderingi tasapind
on risti podrdeteljega h ja ihtlasi
risti ka pdhiekraaniga. Po6rderingi
pealtvaateks tuleb sirgldik pikkusega
2r, kus r on punkti A kaugus sirgest
h (joon. 31-4). POOrderingi eestvaa-
teks aga tuleb ellips, sest ringi
tasand on esiekraani suhtes kaldu
(vt. ka joonist 31-5, a).

Analoogiliselt v6ib  kirjeldada
punkti péGramist timber frontaali.
Sel juhul saame pb6drderingjoone
eestvaateks sirgldigu, mis on fron-
taali eestvaatega risti, pealtvaateks
aga ellipsi. Vastava joonisena vdib
lugeja kasutada joonist 31-4, vGttes
selle tagurpidi ette ning muutes
vajalikul viisil simboleid™.

Rakendustes on sageli vaja antud
punkt pdodrata {imber mingi nivoo-
sirge nivoopinnale, mis seda nivoo-
sirget kannab.

Olgu antud punkti A ja horison-
taali h kaksvaade (joon. 31-5, b).
Vaja on punkt A pbbrata iimber
horisontaali h horisontaalpinnale p,
mis 1&bib pooérdetelge h ning leida

podrendi A projektsioonid. Piltkuju-
tiselt 31-5, a selgub, et otsitava pdo-

rendi pealtvaade A’ tuleb poorde-
kaare raadiuse OA kaugusele tsentri

O pealtvaatest O’ (O'A’=0A), sest
OA=0A ja OAlle,. Jarelikult tuleb

kaksvaatel punkti A’ saamiseks leida
16igu OA pikkus. Selleks leiame kdi-
gepealt 10igu OA projektsioonid. Et
tingimuse hlle; téttu tdisnurk sirgete
OA ja h vahel projekteerub pd&hi-
ekraanile tdisnurgaks, siis tuleb 18i-
gu OA pealtvaade tdmmata risti hori-
sontaali pealtvaatega: O’A’_Lh’. Lei-
des niiid sidejoone abil punkti O
eestvaate sirgel h”, saame kitte ka
18igu OA eestvaate. Loigu OA pik-
*_See‘s—aé—une vote on Monge'l meetod: pubul
alati kasutatav.

~3
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Joonis 31-5

kus on leitud hipotenuusina A"2
téisnurksest kolmnurgast 12A”, mille
kaatetiteks on 16igu AO pealivaate
pikkus (12=A’0O’) ning 18igu ots-
punktide kauguste vahe A”1 pd&hi-
ekraanist. Kandes niifid sirgele A'O’

16igu O’ A’=A"2, saamegi otsitava
podrendi pealtvaate A’. Vastava

eestvaate leilame sidejoone abil
nivoopinna pu eestvaatelt p“=h".

Analoogiliselt toimub ka punkti A
pOdramine frontaalpinnale wmber

antud frontaali f (joon. 31-6). Sel
Alf OA"
hll A
B”
OA’

' hl
B
'/ \

Joonis 31-7 Joonis 31-8
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Joonis 31-6

juhul tuleb punkti pddrendi eest-

vaade A” frontaali eestvaate f” rist-
sirgele, pdérdekaare raadiuse kaugu-
sele tsentri eestvaatest O”. Raadiuse
AQ pikkus on leitud hiipotenuusina
A’2 kolmnurgast 124’, mille kaatet
12=A"0". Modtes sirgele A”QO”
16igu O”A”"=A"2, saamegi punkti A
pddrendi eestvaate A”. Pealtvaate A’
leiame sidejoone abil sirgelt f.
Juhime I6puks tdhelepanu sellele,
et podoratava punkti kaugus nivoo-
joonest kui poddrdeteljest tdhendab

A”
B"
C’
B,
AI
Joonis 31-9



punktiga ja nivoojoonega médratud
tasandi langusjoone 16iku.

Kirjeldatud konstruktsioonid keh-
tivad muidugi ka neil juhtudel, kui
pGordetelg on iihel v&i teisel ekraa-
nil, nditeks tasandi punkti pédrami-
sel ekraanile tmber selle tasandi
jalgsirge.

ULESANDED

1. Leida sirglSigu AB pikkus pddramisega
paralleelseks: 1) pOhiekraaniga, 2) esi-
ekraaniga (joon 31-7).

2. Leida x-teljel punktid M ja N nii, et kum-
magi kaugus punktist A (0; 20; 40) oleks
50 mm.

3. Antud on punkt A ja horisontaalne sirge
h (joon. 31-8). Pddrata punkt A 45° vdrra
umber sirge h. Esitada mOlema voimahku
poorendi kaksvaade.

4. Antud on vidrdhaarse kolmnurga ABC
pealtvaade ja aluse AB eestvaade (joon.
31-9). Tuletada kolmnurga ABC eestvaade.

§ 32. TASANDILISE KUJUNDI
TOELISE KUJU TULETAMINE
POORAMISE TEEL

Punkti pdoéramist tmber nivoosirge
saab kasutada tasandiliste kujundite
tdelise kuju ja nurkade suuruse tule-
tamiseks. Selleks podratakse tasandi-
line kujund tmber tema horisontaali
naralleelseks pShiekraaniga (voi Gm-
ber frontaali paralleelseks esiekraa-
niga) ning tuletatakse kujundi uus
projektsioon sellel ekraanil. See pro-
jektsioon on siis moondevaba ning
seega samavddrne kujundi tbelise
kujuga.

Eriti lihtne on péodramise teel tule-
tada tasandilise kujundi tdelist kuju
siis, kui kujundi tasand on {he
ekraaniga risti.

Nédide 1. Tuletada esiekraani
risttasandil o (p, e) asetseva mneli-
gurga ABCD toeline kuju (joon.

2-1).

Niditame kahte lahendusviisi: wva-

riandis a on nelinurk p6oératud im-

ber pdhijdlje p pGhiekraanile, va-
riandis b aga iimber esijilje e esi-
ekraanile.

Variandis a on kasutatud asjaolu,
et nelinurga tippude kaugused pdor-
deteljest p on paralleelsed esiekraa-
niga ning projekteeruvad sinna see-
téttu Giges pikkuses. Nii nditeks
punkti A ja jélje p vaheline kaugus
OA=0"A”. Kandes selle pikkuse
jdlje p ristsirgele A0’ (O'A=
=0"A"), saame punkti A pdorendi
A, Leides analoogiliselt ka teiste tip-
pude pbodrendid, saamegi nelinurga
tbelise kuju ABCD. Et siin pddrde-
telg p on risti esiekraaniga, siis vdib
kirjeldatud toimingut tdlgendada ka
objekti p6dramisena {imber esi-
ekraani normaali.

Variandis b on kasutatud asjaolu,
et tippude kaugused podrdeteljest e
on vodrdsed nende tippude kaugus-
tega esiekraanist. Viimaseid esijilje

ristsirgeile iile kandes (A”A=A'Ax
jne.) saadaksegi antud nelinurga tGe-
line kuju ABCD. Joonisel on punkt-
joonega esitatud ka pd&hijilje poo-

rend ple. Et lihteandmed mdlema
variandi puhul olid ithesugused, siis
on tuletatud tdelised kujud omavahel
kongruentsed.

Né&dide 2. Tuletada tasandilise
nelinurga ABCD tdeline kuju pdora-
misega {imber mnivoosirge (joon.
32-2).

Nelinurga tasandilisust garanteerib
antud juhul tema diagonaalide 16iku-
mine (joonisel on diagonaalid esita-
tud punktjoonega).

Nelinurga ABCD tdelise kuju saa-
miseks podrame ta paralleelseks nii-
teks esiekraaniga, vOttes pdordetel-
jeks tema tasandi mingi fron-
taali, naiteks frontaali f 1&bi tipu
c{lcc” "=C’L", kus L=fX
X AB). Podrame ntiiid punkti A joo-
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Joonis 32-1

nise 31-6 eeskujul frontaalpinnale,
mis ldbib frontaali f. Selleks tdmba-
me poddrdekaare raadiuse OA eest-
vaate risti frontaali eestvaatega
(O”A”Lf") ning leiame tdisnurkse
kolmnurga votte abil raadiuse OA
pikkuse (AO=A'2). Kandes selle

pikkuse sirgele O”A" (O"A"=A'2),
saamegl punkti A pdorendi eestvaate

Talitades analoogiliselt ka iile-
Jaanud tippudega (joonisel seda teh-
tud pole), saaksime otsitavaks tGeli-
seks kujuks viirutatud nelinurga. Kui
kirjeldatud tuletamisviisil k6ik vaja-
likud 16igupikkused leida sirklivGtte
abil, siis abijoonte hulk joonisel
kahaneb miinimumini.

Samal joonisel on nididatud teine
voimalus tippude B, C ja D uute
eestvaadete saamiseks, kui punkti A

uus eestvaade A” on juba leitud.

Selleks on kasutatud asjaolu, et
tasandi pdoramisel jddvad pddrdetel-
jel asetsevad punktid paigale. See
v&imaldab néiteks punkti B uue eest-

vaate B” saada jargmiselt. Leiame
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sirge AB ja pédrdetelje f 16ikepunkti
L. Et punkt L jd8b pddramisel pai-

gale, punkt A” aga on juba teada,
siis saame kohe joonestada sirgjoone

AB poorendi eestvaate A”L”. Punkti
B” saamiseks sirgel A”L” on wvaja
vaid tdmmata sidejoon B”B”_L{”,

Punkti D” saamiseks on kasutatud
abisirget DK||AL, kus K on selle abi-
sirge ja poodrdetelje f 1dikepunkt.
Arusaadavalt on siis omavahel paral-
leelsed ka sirgete DK ja AL pddren-
did ning samuti viimaste eestvaated
(K"D”||L”A”). Témmates D”D”_Li{",
saame ka punkti D” sirgel K"”D”.
Tipp C kui pododrdeteljel asetsev
punkt jidb pdoramisel paigale.

Ps6ramist imber nivoosirge kasu-
tatakse ka niisuguste objektide kuju-
tamisel, mille kuju, suuruse vOi
asendi kohta on iiles seatud teatavad
tingimused.

Ndide 3. Tuletada tasandil o
(p, e) asetseva vordkiilgse kolmnurga
ABC kaksvaade, kui on antud selle



kolmnurga kiilje .AB pealtvaade
A’B’ (joon. 32-3).

Kujutamisobjektil on siin ette kir-
jutatud tema kuju ja asend. Ules-
ande saame p&himdtteliselt lahen-
dada jargmiselt, Podrame tasandi o
koos l6iguga AB nditeks pdhiekraa-
nile {imber pohijdlje p. Seal joones-
tame kiilje AB podrendi kiilge vord-
killgse kolmnurga ning pédrame siis
tasandi a koos joonestatud kolmnur-
gaga tagasi ruumi — endisse asen-
disse.

Teostame niiiid vastavad konst-
ruktsioonid kaksvaatel. Koigepealt
leijame punktide A ja B eestvaated.
Selleks on kasutatud tasandi o hori-
sontaale (joonisel on tdhistatud
ainult horisontaal h 1&bi punkti A:
Kllp, h”|lx). Jérgneb tasandi a poo-
ramine pbhiekraanile. Punkti A pd6-
rendi saamiseks lelame tema kau-
guse AP podrdeteljest p. Et AP on
pohilangusjoone 15ik, siis tema pealt-
vaade on risti jéljega p(A'P_Lp).
Loigu AP pikkus on leitud hiipote-

Joonis 32-2

6 Kujutav geomeetria

nuusina AP kolmnurgas A’AP,

mille kaatet A’A, vordub punktide
A ja P kauguste vahega pohiekraa-

nist (A’A;=A"A,, sest punkt P on
pGhiekraanil). M&dtes sirgele AP

16igu PA,, saamegi vajaliku pdd-

rendi A. Analoogiliselt voiks talitada
ka punktiga B. Joonisel aga on p&6-

rendi B leidmisel kasutatud asjaolu,
et tasandi o pdbramisel jaavad pohi-
jélje p punktid paigale. Vastavalt
sellele leiame esmalt sirgjoone AB
pdhijdlgpunkti P; (P;=A'B'Xp) ning
tdmbame sealt sirgjoone P1A (iihtlasi
AB) p6érendi P1A. Joonestades niitid
18bi punkti B’ ristjoone pddrdeteljele
p, lelamegi sirgelt P1A vajaliku p6o-
rendi B.

Jargnevalt konstrueerime kolm-
nurga péélfgc_i_'l, s. o. vordkiilgse
kolmnurga ABC ning pddérame ta
pdhiekraanilt koos tasandiga «
tagasi ruumi. Punktide A ja B pealt-
vaated satuvad sellega oma endistele

e
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Joonis 32-4

kohtadele, punkti C pealtvaade aga
saadakse jdrgmiselt. Lelame pdd-
rendi AC jédrgi sirgjoone AC pohi-
jilje Po==ACXp. Et punkt P» jaib
pO6ramisel paigale, siis sirgjoone
Py A (iihtlasi AC) pealtvaateks saame
sirge P, A’. Sellel aga asetsebki pealt-
vaade C’, kusjuures tema tépse asu-
koha juhatab ké&tte jaljele p tomma-

tud ristsirge 1dbi C. Leidnud horison-
taali abil ka punkti C eestvaate C”,
on meil kolmnurga ABC mé&lemad
projektsioonid kédes ning sellega
kogu {iilesanne lahendatud.
Maérgime 16puks, et llesandel on

kaks lahendit, sest kolmnurga ABC

vOime joonestada ka kiiljest AB tei-
sele poole.

ULESANDED

1. Antud on tasandi « (p, e} asetseva neli-
nurga 1234 eestvaade (joon. 32-4). Tule-
tada selle nelinurga tdeline kuju podra-
misega iimber tasandi pdhi- v&i esijélje.

2 Antud on korrapdrase kuusnurga tasandi
jéljed p ja e ning iihe kiilje AB pealt-
vaade (joon. 32-5). Tuletada kuusnurga
kaksvaade.
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§ 33. LISAEKRAANI VOTE

Lisaekraani vétte kasutamisel tuleta-
takse objekti antud kaksvaate jargi
selle objekti ristprojektsioon uuel
ekraanil (lisaekraanil), mis on seatud
sobivasse asendisse paigalejddva ob-
jekti suhtes. Lisaekraan voetakse
alati risti he antud ekraaniga. Pa-
rast lisaekraani p6dramist temaga
risti olevale ekraanile tekib wuus
kaksvaade, mis koosneb objekti
antud vaatest ja tuletatud lisavaa-
test. Kui lisaekraani asend objekti
subtes valitakse otstarbekohaselt,
siis uuel kaksvaatel vOib {ilesanne
laheneda lihtsamalt kui ldhtekaks-
vaatel.

Lisaekraani asendi wvaliku kohta
thtset reeglit anda ei saa, sest see
valik sOltub tdiesti tilesande tingi-
mustest. Lisaekraani votte kasutami-
sel on harilikult eesmérgiks ndha
monda antud sirget voi tasandit lisa-
ekraani suhtes eriasendis. J&relikult
tuleb lisackraan valida selle sirge v&i
tasandiga risti v8i paralleelselt.

Lisaekraani votte kasutamisel pii-
sab harilikult {hest lisaekraanist.



Esineb aga ka iilesandeid, mille
lahendamise]l on otstarbekohane ka-
sutada jarjestikku kahte lisaekraani.

1. Punkti projekteerimine lisa-
ekraanile. Lisaekraani votte puhul

on  pOhiliseks konstruktsiooniks
punkti ristprojektsiooni tuletamine
lisaekraanil. Vaatleme kahte juhtu-
mit: 1) lisaekraan on risti pShiekraa-
niga; 2) lisaekraan on risti esiekraa-
niga.

Olgu antud punkt A ja lisaekraan
(uus ekraan) s; mis on risti p&hi-
ekraaniga (vt. piltkujutist 33-1, a).
Ekraanide ) ja e; likesirge u nime-
tame uueks teljeks. Suunates
labi punkti A projekteeriva kiire
risti ekrsaniga e;, saame viimasel
punkti A uue vaate (lisavaate) A’”.
Selle vaate kaugus uuest teljest u
ilmselt vordub punkti A kaugusega
pOhiekraanist: AyA"'=A'A=A_,A",
P6orates ekraani e; Umber telje u
pOhiekraanile, satub punkt A” uue-
le sidejoonele, mis ldbib pealt-
vaadet A’ ning on risti teljega u.
Seejuures punkti A” kaugus teljest
u ei muutu. Nii saame ekraanide siis-
teemis (e;, e3) punkti A uue kaks-
vaate (A’, A”).

L&heme niiid joonise 33-1,b juur-

Joonis 33-1

6‘

de. Siin on punkt A antud oma kaks-
vaatega (A’, A”), lisaekraani es-Le;
asukoht aga on mdaédratud uue teljega
u. Vaja on leida punkti A vaade A"’
ekraanil ea.

Piltkujutiselt selgus, et punkti A
uue vaate A’” saamiseks tuleb l&bi
pealtvaate A’ témmata uus sidejoon
risti teljega u ning kanda sellele
u-teljest arvates punkti A kaugus
pdhiekraanist: A.,A"=A4,4". Nii
saadud uus vaade A"/ moodustab
koos pealtvaatega A’ punkti A uue
kaksvaate teljega u.

Lisaekraani p&dramisel pdhiekraa-
nile on soovitatav p&éramissuund
valida nii, et projektsioonid A’ ja
A" tuleksid uuel kaksvaatel teine
teisele poole u-telge, magu ldhte-
kaksvaate projektsioonid A’ ja A”
harilikult on teine teisel pool x-tel-
ge. Telgede X ja u juurde on selguse
mobttes soovitatav kirjutada ka ek-
raanide tdhised; seejuures kirjuta-
takse lisaekraani ez tdhis teljest u
sinnapoole, kuhu see ekraan pddra-
misel satub. Uue kaksvaate lugemise
hdlbustamiseks vdib  jooniselehe
laual poOodrata asendisse, milles uus
telg u on rdhtne.

Kui uus ekraan &; on voetud risti
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Joonis 33-2

esiekraaniga, siis uueks teljeks u on
ekraanide & ja e; l0ikesirge (joon.
33-2,0). Punkti A ristprojektsioon
A’ tuleb niid u-teljest kaugusele,
mis on virdne punkti A kaugusega
esiekraanist: A A"=A"A=A.A’.
Parast ekraani g3 pdoramist esiekraa-
nile saadakse uus kaksvaade {A”,
A”), mille sidejoon A”A’" on risti
uue teljega u.

Punkti A uue vaate A’” tuletamine
ldhtekaksvaate {A", A”) ja sellel
antud uue telje u jargi toimub niitd
jrgmiselt (joon. 33-2, b). L&bi eest-
vaate A” tOmbame uue sidejoone

BH

ol
B" joonis 33-3
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risti teljega u ning kanname sellele
u-teljest arvates punkti A kauguse
esiekraanist: AuA”"=A.A". Nii saa-
me uue vaate A’”, mis koos eestvaa-
tega A” annab punkti A uue kaks-
vaate teljega u.

Antud kaksvaade koos uue vaa-
tega moodustavad nn. dldista-
tud  kolmvaate. Harilikust
kolmvaatest (§ 13), mille puhul k&ik
kolm ekraani on omavahel risti, eri-
neb ildistatud kolmvaade selle poo-
lest, et siin uus ekraan on risti ainult
the antud ekraaniga. Harilik kolm-
vaade osutub seega iildistatud kolm-
vaate erijuhtumiks, milles uus
ekraan e3 on risti esiekraaniga eo
ning uus telg u L x.

Lahendame niilid moned dlesan-
ded, mille puhul on otstarbekohane
kasutada lisaekraani.

Niide 1. Leida kaksvaatega
antud {ildasendilise sirgldigu AB
pikkus, kasutades lisaekraani voGtet
(joon. 33-3).

Asetame uue ekraani g; paralleel-
selt 16iguga AB ning risti the antud
ekraaniga, nditeks risti pOhiekraa-
niga. Siis 16ik AB projekteerub
uuele ekraanile moondevabalt. Et



Joonis 33-4

18ik AB oleks paralleelne ekraaniga
€3, tuleb uus telg u tdmmata paral-
leelselt 16igu AB pealtvaatega A’B’
(seejuures kauguse sellest pealtvaa-
test vdib wvalida vabalt), Tommates
nitid 1dbi A’ ja B’ sidejooned risti
teljega u ning kandes neile punktide
A ja B kaugused pdhiekraanist
(Au A”, = AxAII; BuB”, = BxB”) 1 saa-
me 1digu AB uue projektsiooni
A"'B"; see projektsioon ongi pikku-
selt vordne 16iguga AB.

2. Tasandi muutmine ekraani rist-
tasandiks. Mitmed tasandiga seotud
ruumigeomeetrilised iilesanded lahe-
nevad Monge'i meetodiga viga liht-
salt, kui tasand on {ihe ekraaniga
risti. Seetottu vdib {ilesannete lahen-
damisel tekkida vajadus muuta
antud ildasendiline tasand lisa-
ekraani risttasandiks.

Uldasendilise tasandi puhul saab
uue ekraani valida alati nii, et ta
on risti selle tasandiga ning Uhtlasi
risti ka iihe antud ekraaniga. Selleks
on vaja vaid uus ekraan votta risti
antud tasandi mingi nivoojoonega
(voi jaljega). Kuidas seda teha, sel-
gub jargmisest niitest.

Joonis 33-5

Nadide 2. Vétta uus ekraan e
risti antud f{ldasendilise tasandiga
o (p, e) ning tuletada tasandi o uus
projektsioon (joon. 33-4).

Uus ekraan peab olema risti tasan-
diga a ja risti ka iihe antud ekraa-
niga, nditeks risti pdhiekraaniga.
Mbdlemad tingimused on rahuldatud,
kui vitame uue ekraani risti tasan-
dite a ja &, 16ikesirgega, s. o. pdhi-
jdljega p. Jarelikult uus telg u tuleb
tdmmata risti jédljega p. Et tasand o
projekteerub uuele ekraanile sirg-
jooneks, siis on vaja tuletada vaid
tema kahe punkti projektsioonid.
Koige lihtsam on votta projekteeri-
tavad punktid P ja E wvastavalt
tasandi pOhi- ja esijdljel. Kui punk-
tiks P vGtta sirgete p ja u 1Bike-
punkt, siis P”’=P. Punkti E uue pro-
jektsiooni E”/ saame aga eespool kir-
jeldatud viisil: E'E’"” 1 u; E4E"”==E,E.
Tasandi o projektsiooniks saame
sirgjoone o'/=P"'E’’.

Ndide 3. Leida punkti Q kau-
gus d iildasendilisest tasandist o (A,
B, C) (joon. 33-5).

Et otsitav kaugusidik kui tasandi o
normaal projekteeruks uuele ekraa-
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Joonis 33-6

nile moondevabhalt, peab uus ekraan
olema risti tasandiga a. Selle saavu-
tamiseks tombame k&igepealt tasan-
dil o mingi nivoosirge, nditeks hori-
sontaali h ldbi punkti A, ning vota-
me siis uue ekraani e; selle horison-
taaliga risti, s. t. joonestame uue
telje ulh’. Nii vBetud ekraan es
ongi risti nifh&sti ekraaniga e; kui ka
tasandiga o. Uue ekraesni ja tasandi
o ristseis jéreldub sellest, et hori-
sontaal h on ekraani &3 normaaliks,
tasand o aga labib seda normaali
Tasandi o ristprojektsiooniks ekraa-
nil &3 saadakse sirgjoon A'“B”C’”.
Punktide kolmandad projektsioonid
leitakse eespool selgitatud viisil
(nditeks punkti A"  saamisel
AyA"=A.A"). Punkti Q otsitavat
kaugust tasandist ¢ nditab niid 16ik
d, mis on tdmmatud punktist Q7
risti tasandi o sirgkujutisega.

Kui tasandi mé&&ramisandmeteks
on jdljed, siis j&&b konstruktsioonis

86

Joonis 33-7

dra horisontaali tdmbamine, sest vii-
mast asendab tasandi pShijdlg.

3. Sirgjoone muutmine ekraani
normaaliks. Lahendame niitid méned
tdhtsad ruumigeomeetrilised iilesan-
ded, kus lisaekraani v&tet tuleb
rakendada kaks korda jarjest. Koigis
neis llesannetes tekib vajadus muu-
ta tildasendiline sirge lisaekraani
normaaliks.

Nédide 4. Leida punkti Q@ kau-
gus tildasendilisest sirgest AB (joon.
33-6).

Otsitav kaugusléik projekteerub
toelises pikkuses ekraanile, mis on
risti sirgega AB. Et aga sirge AB on
iildasendiline, siis tema risttasandit
otsekohe uueks ekraaniks votta ei
saa, sest see ekraan poleks risti ei
pbhi- ega esiekraaniga. Olukord
laheneb kahe lisaekraani rakendami-
sega jdrjestikku. Esimese lisaekraani
g3 vltame paralleelselt sirgega AB°
ning risti tthe antud ekraaniga, ndi—



teks pShiekraaniga. Seega uus telg u
tuleb tdmmata paralleelselt pealtvaa-
tega A'B’. Jargnevalt tuletame sirg-
joone AB uue (kolmanda) projekt-
siooni AB"” (Ay A" = A A",
B,B""=B.B"). Et saadud kaksvaate
jdrgi ekraanide siisteemis {e;, e3) on
sirge AB paralleelne ekraaniga g,
siis on nuid juba voimalik asetada
teine lisaekraan es risti sirgega AB
ning dhtlasi risti ekraaniga e;. Sel-
leks tuleb teine uus telg v tGmmata
risti projektsiooniga A“B”’. Punk-
tide A ja B uued (neljandad) projekt-
sioonid AV ja BV ekraanil g lelame
endisel viisil, kuid ldhtudes vahepeal
saadud kaksvaatest silisteemis (€1, €3).
Selleks tSmbame projektsioonidest
A" ja B" uued sidejooned risti tel-
jega v (joonisel on need {htinud)
ning kanname neile punktide A ja
B kaugused ekraanist ez, s. o. punk-
tide A’ ja B’ kaugused teljest u
(A ATV=A,4A"; B,BIV=B,B). Et
AyA'=DB,B’, siis saame sirge AB
kujutiseks ekraanil s; punkti AlV=
=BV, s, t. sirge AB osutub ekraani
g4 normaaliks. Jdrelikult otsitav kau-
gusldoik on paralleelne ekraaniga &4
ning projekteerub sinna toelises
pikkuses. Jddb vaid leida punkti Q
neljas vaade QIY, mille saame sa-

[ Ep
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-Joonis 33-8

muti nagu punktide A ja B neljan-
dad vaated: esmalt leiame vaate Q"""
(QuQ""=0Q:Q") ning seejirel vaate
QY (Q.QIV=0Q, Q). Otsitav kaugus
d vdrdub 1diguga QIVAIY,

Ndide 5. Leida kiivsirgete a ja
b vaheline kaugus d ning nende sir-
gete iihine ristldikaja ¢ (joon. 33-7).

Kahe kiivsirge wvahelist kaugust
mdddetakse teatavasti moééda nende
sirgete thist ristldikajat. Jérelikult
kui lisaekraan on risti iihe antud
kiivsirgega, siis otsitav kaugusldik
projekteerub sellele lisaekraanile
tdelises pikkuses. Tuletame otsitava
kaugusloigu (lihtlasi ka ristldikaja c)
projektsiooni lisaekraanil, mis on
risti naiteks sirgega a. Et sirge a on
lildasendiline, peame kasutama vahe-
pealset lisaekraani e; vOttes selle
paralleelselt sirgega a ning risti ndi-
teks pohiekraaniga (telg ulla’). Sir-
gete a ja b kolmandate vaadete a”’
ja b” saamiseks valime kummalgi
sirgel vabalt kaks punkti (punktid 1
ja 2 sirgel a ning 3 ja 4 sirgel b)
ning tuletame nende kolmandad vaa-
ted. Teine lisaekraan e4 on vdetud
risti sirgega «, seega ihtlasi risti
ekraaniga &; (telg v_La”). Sirgete a
ja b projekisioonideks ekraanil e
saameée vastavalt punkti a!V ja sirge

7"
Al C " B n
A 8
7'!

Joonis 33-9 o'
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b'V. Et ristldikaja ¢ on paralleelne
ekraaniga &4 (sest cla ja a_ley), siis
peab taisnurk sirgete b ja ¢ vahel
projekteeruma ekraanile g4 jille tdis-
nurgaks, s. t. c¢V_LbIV, Ekraanil e,
saame projektsioonis kétte ka punk-
tid A ja B, milles sirge ¢ 1dikab
antud kiivsirgeid. Otsitav kaugus
d= AIVRIV,

Ristldikaja ¢ projektsioonid lahte-
kaksvaatel on leitavad tagasikdi-
guga, alustades neljandast vaatest.
Koigepealt leiame sidejoone
BIYB"' v abil sirgelt b”’ projekt-
siooni B"’. Sealt tdmbame ristlgikaja
¢ projektsiooni ¢”/La”’ (sest taisnur-
gal sirgete a ja ¢ wvahel on haar
alles); sellega saame iihtlasi projekt-
siooni A" sirgel a¢”’. Punktide A"’
ja B" jargi leiame sidejoonte abil
esmalt pealtvaated A’ ja B’ ning see-
jérel ka vastavad eestvaated. Sellega
ongi ristldikaja c¢ {ile kantud lahte-
kaksvaatele.

Tehnilises joonestamises kasuta-
takse lisaekraani vtet lisavaate saa-
miseks objektidest.

Mirgime 16puks, et praktikas ei
ldhe vaja rohkem kui kahe lisa-
ekraani jdrjestikust rakendamist,
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Joonis 33-11

sest kahe lisaekraari rakendamisega
on iga objekt viidav igasse mdelda-~
vasse asendisse teise lisaekraani suh-
tes.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Kuidas wvalitakse lisaekraan ihe
ekraani suhtes?

2. Kuidas tuleb votta lisaekraan, et iildasen-

diline tasand projekteeruks temale sirg-

jooneks?

Leida paralleelsete tasandite ¢ ja B vahe-

line kaugus {joon, 33-8).

Leida pliramiidi tipu A kaugus tahust BCT

(joon. 33-9). ’

Tuletada joonisel 33-10 antud objekti lisa-

vaade ekraanil esles.

Leida paralleelsete sirgete a ja b vaheline

kaugus (joon. 33-11).

antud

o o s W

§ 34. UUTE KUJUTAMISKIIRTE
VOTE

Objekti uue projekisiooni tuletami-
seks antud kaksvaate jargi saab ka-
sutada ka sobivalt valitud kald- vo&i
tsentraalkiiri (§ 30). Sel puhul vie-
takse ekraaniks harilikult p&hi- voi
esiekraan. Seda, nn. uute kuju-
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Joonis 34-1

tamiskiirte vdétet saab edu-
kalt kasutada ruumigeomeetriliste
ilesannete lahendamiseks ja pilt-
kujutiste tuletamiseks.

Nédide 1. Tuletada kaksvaatega
antud kolmnurga ABC Kkaldprojekt-
sioon esiekraanil kaldkiirtega k
{(joon. 34-1).

Juhime 1dbi kolmnurga tippude
kiirega k paralleelsed kaldkiired

A " MII

.B”

Mf

N : Jooms 34-3

Y Az |
x 8 ) S
/}\
~
By
kl
AIEBI
Jooms 34-2

ning leiame nende 16ikepunktid esi-
ekraaniga, s. o. Xkiirte esijiljed,
tahistades neid A,, B ja C, (indek-
sid on kooskdlas esiekraani tdhise
indeksiga). Saadud kolmnurk A:B.Cs
ongi kolmnurga ABC otsitavaks
kaldprojektsiooniks.

Analoogiliselt on joonisel 34-2
tuletatud kuubi piltlik kaldprojekt-
sioon esiekraanil.

X
X
><
P

Joonmis 34-4
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Ndide 2. Antud on iildasendi-
line tasand ABC ja profiilsirge MN;
leida nende 16ikepunkt L (joon.
34-3).

Sirge ja tasandi ldikepunkti leid-
mise tavaline viis (§ 26) antud kaks-
vaatel sihile ei vii (miks?). Otsitava

16ikepunkti saame aga holpsasti
leida, kasutades sobivalt valitud
kaldkiiri. Sobivaiks osutuvad siin

koéik niisugused kiired, mis on antud
tasandiga paralleelsed, nditeks sirge
AC sihilised. Niisuguste kaldkiirtega
projekteerimisel nditeks pohiekraa-
nile saadakse kolmnurga kaldpro-
jektsiooniks sirgloik (§ 4, lause J5).
Kaldprojektsioonide saamiseks juhi-
me 1dbi antud punktide kaldkiired
paralleelselt sirgega AC ning lelame

nende pdhijdljed. Nii saame tasandi
ABC ja sirgjoone MN uuteks pro-
jektsioonideks A;B; ja M;N;, mis
16ikuvad punktis L;. Viimane osutub
otsitava 1Gikepunkti L kaldprojekt-
siooniks. Tommates niilid punkti L,
ldbiva kaldkiire pealt- ja eestvaate,
leiame tagasikdiguga ldikepunkti L
enda projektsioonid L' ja L” sirge
MN projektsioonidelt.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. MNimetage lisaprojektsioonide saamise wvii-
sid,

2 Kasutades sobivalt valitud kaldkiiri, leida
sirge s ja tasandi a (p, e) ldikepunkt
(joon. 34-4).



V. HULKTAHUKAD

§ 35. HULKTAHUKATE
TAHTSAMAD LIGID

Hulktahukas (poliieeder) ehk lihtsalt
tahukas on tasandiliste hulknurka-
dega (tahkudega) piiratud keha. Ta-
huka all kitsamas méttes mdeldakse
ainult tema pealispinda (tahustikku).

Tahukas on kumer, kui ta jaab
iga oma tahu tasandist tervenisti
ihele poole; vastasel korral on tahu-
kas ndgus. Néiiteks joonisel 35-1
esitatud tahukatest on wvasakpoolne
kumer, parempoolne aga ndgus.
Kumera tahuka iga tasandiline 15ige
on kumer hulknurk.

1. Lihtsamad hulktahukad. Tuntu-
mad hulktahukad on prisma ja pilira-

i

Joonis 35-1

miid, nendest mé&lemast iildisem on
prismatoid. Eririthma moodustavad
korrapdrased tahukad (sealhulgas ka
ideaaltahukad).

Prismatoidiks nimetatakse tahukat,
millel on kaks paralleelset tahku
(pdhja) ning millel pole muid tippe
peale pohjatippude. Joonisel 35-2
nditeks on esitatud prismatoid, mille
pbhjadeks on r66pkiilik ABCD ja
kolmnurk EFG. Prismatoidi tippude
koguarv peab olema védhemalt 4.
Piiramiid on prismatoid, mille teine
pohi on kidunud heksainsaks punk-
tiks — piliramiidi tipuks. Prisma on
prismatoid, mille pdhjad on teine-
teise paralleelprojektsioonid. Prisma-
toidi kumbki pdhi v&ib esineda ka

Joonis 35-2
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sirgldiguna. Prismatoidi kiilgservad
lthendavad kummagi p&hja tippe;
seejuures vdivad kiilgtahud olla
kolmnurgad, parallelogrammid, rist-
kiilikud ja trapetsid.

2. Ideaaltahukad. Korraparaseid
tahukaid, mille k&ik tahud on korra-
parased ja voOrdsed hulknurgad,
nimetame ideaaltahukateks, Ideaal-
tahuka ko&ik hulktahksed nurgad tip-
pude juures on vordsed. Kumeraid
ideaaltahukaid ehk Platoni* ta-
hukaid on viis, ndgusaid ideaaltahu-
kaid ehk nn. tdhttahukaid aga neli.
Viimaseid kui véhemtédhtsaid me ei
késitle.

Et kumeraid ideaaltahukaid ei saa
olla rohkem kui viis, selgub jargmi-
sest arutelust. Iga tipu juurest lahtub
vdhemalt kolm tahku; seejuures
tasanurkade summa iga tipu juures
peab olema vdiksem kui 360°. Kor-
rapérase kolmnurga sisenurk on 60°
nelinurgal 90° ja viisnurgal 108°.
Jérelikult saab korrap&rastest kolm-
nurkadest moodustada ruuminurki
kolmel wviisil: 3-60=180°, 4.-60°=
=240° ja 5-60°=300°; korrapéras-

* Platon (427—347 e m a), vanakreeka filo-
soof,

Kumerate ideaaltahukate tabel

Joonis 35-8

test nelinurkadest — iihelainsal vii-
sil: 3-90°=270°; ja korrapirastest
viisnurkadest — samuti iihelainsal
viisil: 3-108°=324°. Nii saame kok-
ku ainult viis vdimalust,

Kumerate ideaaltahukate nimetu-
sed ja olulisemad andmed on koon-
datud alljirgnevasse tabelisse. Nen-
de tahukate mituvaated ja vihenda-
{ud pinnalaotused on esitatud joonis-
tel 35-3 kuni 35-7.

Dodekaeedri pealtvaate ja pinnalaotuse
puhul on vaja osata joonestada korrapdrast
viisnurka ja kimmenurka, Joonisel 35-8 on
ndidatud kaks konstruktsiooni korrapdrase
kodlviisnurga kilje v ja koGlkiimmenurga
kdlje k lexdmiseks Gmberringjoone antud raa-
diuse r jargi. Molemates konstruktsioonides
kasutatakse niisuguse tdisnurkse kolmnurga
hiupotenuusi, mille kaatetiteks on r ja 0,5r.

‘er ) Tahuka nimetus JO%I;.?SQ Tahu kuju Se;;fgde Tlgf‘lrl de
1. | Tetraeeder 35-3 | vordkiilgne kolmnurk 6 4
{(4-tahk)
2. | Heksaeeder (6-tahk) 35-4 |ruut 12 8
ehk kuup
3. | Oktaeeder 35-5 | vbrdkilgne kolmnurk 12 6
(8-tahk)
4. | Dodekaeeder 35-6 | korrapédrane viisnurk 30 20
(12-tahk)
5. | Ikosaeeder 35-7 | vordkiilgne kolmnurk| 30 12
(20-tahk)
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§ 36. TAHUKA LOIKUMINE
TASANDIGA JA SIRGEGA

Kahe kujundi 16ige on nende kujun-
dite {ihiste punktide hulk (tihisosa).
Nii on joone ja pinna ldikeks punkt
{{oikepunkt), kahe pinna 15ikeks —
joon (l6ikejoon) ning pinna ja keha
16ikeks — pinnatiikk.

Tahuka ja tasandi 16ikejooneks on
hulknurk, mille tippudeks on 16ikava
tasandi ja tahuka servade 16ikepunk-
tid, kiilgedeks aga 16ikava tasandi ja
tahkude 16ikesirged. Loikehulknurga
saamiseks voib leida kas tema tipud,
lahendades selleks korduvalt sirg-
joone ja tasandi l6ikumisilesannet
(§ 26), voi tema kiiljed, lahendades
korduvalt kahe tasandi 18ikumisiiles-
annet (§ 25). Praktikas kasutatakse
molemaid viise harilikult kombinee-
ritult.

1., Tahuka I8ikumine eriasendilise
tasandiga. Eriti lihtsalt lahenevad
16ikumise need juhtumid, kus 16ikav
tasand on risti pohi- voi esiekraa-
niga. Siis 16ikejoone iiheks projekt-
siooniks tuleb sirgloik, teine projekt-
sioon aga saadakse esimese jdrgu
lihtsalt sidejoonte abil.

Naide 1. Leida kaksvaatega
antud hulktahu ja esiekraani risi-
tasandi a(p, e) l6ikejoone projekt-
sioonid ja 18ikejoone tdeline kuju
(joon. 368-1).

Et tasand o« on risti esiekraaniga,
siis 16ikehulknurga eestvaateks tuleb
sirgldik, mis htib tasandi eestvaa-
tega a”. Seejuures Idikehulknurga
12345 tippude eestvaated asetsevad
tahuka vastavate servade eestvaade-
tel. Loikejoone pealtvaate saamiseks
tdmbame tippude eestvaadetest side-
jooned kuni 16ikumiseni tahuka vas-
tavate servade pealtvaadetega. Et
tipp 5 asetseb serval, mis on risti
kaksvaate teljega, siis tuleb ta pealt-
vaate leidmiseks kasutada abisirget,
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nditeks trapetsikujulise eesmise tahu
horisontaali 5A. Loikejoone ideline

kuju 12345 on saadud tasandi o pdo-
ramisega esiekraanile tUmber jalg-

sirge e (1”1=11; jne., vt. § 32,
ndide 1). Tulemuste kontrollimiseks
voib kasutada 16ikehulknurga kiil-
gede jdlgpunkte (vaata joomnisel
punktjoonega esitatud konstrukt-
sioone; nende lahtimdtestamise ole-
me jdtnud lugeja hooleks).

2. Tahuka 18ikumine {ildasendi-
lise tasandiga. Kui 16ikav tasand on
iildasendiline, siis on otstarbekohane
kasutada projekteerimist uuele ek-
raanile, mis vOetakse risti ldikava
tasandiga. Nii saadaval uuel kaks-

vaatel saab iilesannet Ilahendada
juba eelmises punktis kirjeldatud
viisil.

Né&dide 2. Olgu vaja tuletada
nelinurkse kaldprisma ja iildasendi-
lise tasandi o (p, e) 1dikejoone kaks-
vaade ja loikejoone {Oeline kuju
(joon. 36-2).

Votame uue ekraani es risti tasandi
o pohijadljega p (telg u-lp). Siis
ekraan e; on risti pShiekraaniga ja
iihtlasi risti ka tasandiga «. Prisma
uue vaate tuletame harilikul wiisil,
kandes tippude kaugused pGhiekraa-
nist lile uutele sidejoontele (naiteks
A" Ay=A"Ay). Tasand a projektee-
rub ekraanile e; sirgjooneks a”’,
mille mddravad punkt U=uXp ja
esijdljel vabalt valitud punkti E uus
projektsioon E”’(E’”E,=E"E’). Et
tasand o on risti uue ekraaniga, siis
16ikejoon projekteerub sellele ekraa-
nile sirgldiguks 1773’7, mis ihtib
tasandi o projektsiooniga a”’. Ldike-
joone uue vaate jdrgi tuletatakse
sidejoonte abil lbikejoone pealt-
vaade ja viimase jargi ka 16ikejoone
eestvaade. Tulemuse tépsuse kont-
rollimiseks vdib kasutada asjaolu, et
16ikehulknurga tippude eestvaadete




Joonis 36-1 Joonis

kaugused x-teljest peavad vorduma
uute vaadete kaugustega u-teljest.
Sama asjaolu v&ib tarbe korral kasu-
tada ka l0ikejoone eestvaate otse-
seks tuletamiseks uue vaate jirgi
vahepealseid sidejooni kasutamata.

Loikejoone tSeline kuju 1234 on
tuletatud wuue kaksvaate jargi
tasandi @ poOramisega pdhiekraanile
timber jélje p. Niisugusel pddramisel

satub nditeks punkti 3 p&érend 3

jéljest p kaugusele 3,3=U3"" (§ 32,
ndide 1). Analoogiliselt on leitud
16ikejoone teiste tippude pdSrendid.

Tahuka ja iildasendilise tasandi
16ikejoone voib tuletada ka otseselt
ldhtekaksvaatel, s. t. lisaekraani
kasutamata.

Ndaide 3. Olgu vaja tuletada

36-2

piramiidi TABCDE ja tasandi a (p,
e) ldikejoone kaksvaade ja 1dike-
joone téeline kuju (joon. 36-3).
Leiame kOigepealt piliramiidi iihe
kiilgserva, nditeks serva CT ja
tasandi a 16ikepunkti 3; seejuures
abitasandi x 1&bi serva CT v&tame
risti esiekraaniga. Nii leitud punkt 3
on otsitava 10ikehulknurga iiheks
tipuks. Analoocgiliselt saaksime leida
ka loikehulknurga tlejddnud tipud.
Joonisel on aga tehtud teisiti: nimelt
on tippu 3 dra kasutades tuletatud
16ikehulknurga kiljed, kui tahkude
ja tasandi o 18ikejooned. Et punkt 3
asetseb serval CT, siis on ta tahu
BCT ja tasandi a 10ikesirge tiheks
punktiks. Selle 1dikesirge teiseks
punktiks on tasandite BCT ja a pdhi-
jdlgede B'C’ ja p l6ikepunkt L (iiht-
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Joonis 36-3

lasi 1Gikesirge p6hijalg). Sirge L3
mdadrab loikehulknurga kilje tahul
BCT ning ihtlasi 13ikehulknurga
jdrgmise tipu 2 serval BT. Selle mdt-
tekdigu kohaselt pealtvaate] tdmma-
tud sirge L3 18ikab serva BT pealt-
vaadet punktis 2’. Edasi leiame ana-
loogiliselt tahul ABT asetseva 15ike-
sirge pdhijdlje K=A’B'Xp, mille
ithendamisel punktiga 2’ saame 13i-
kehulknurga jargmise killje ja iiht-
lasi tipu 1 pealtvaate serva AT
pealtvaatel. Samal viisil, kasutades
pohijdlgpunkte M=A'E'Xp ja N=
=E'D'Xp, on leitud ka ldikehulk-
nurga kiilgede 15 ja 54 pealtvaated.
Loikejoone eestvaade saadakse side-
joonte abil 18ike pealtvaate jdrgi.

———e

konstrueerida 16ikehulknurga kiilge-
de ja diagonaalide jérgi, leides nen-
de pikkused kaksvaate alusel. Ldike-
joone voib aga ka poOGrata iihele
ekraanile, nditeks pdhiekraanile, na-
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Joonis 36-4

gu on tehiud joonisel. Selleks on lei-
tud tipu 5 kaugus pdhijéljest (16i-
guna 5”G, eestvaatel) ning selle abil

tipu 5 pddrend 5 (5'5-Lp; G5=5"G,).
Loikehulknurga tdelise kuju kéik
muud elemendid saadakse juba liht-
samalt, nimelt kiillgede jdlgpunktide
K, L, M ja N abil, mis jdadvad po6o-
ramisel paigale (§ 32).

Tahuka tasandilise 1dikejoone tule-
tamisel v&ib edukalt rakendada ka
uute kujutamiskiirte votet, kasuta-
des kaldkiiri, mis on paralleelsed 16i-
kava tasandiga.

Ndide 4. Tuletada piliramiidi
ABCT ja tasandi a (p, e) ldikejoone
kaksvaade, kasutades sobivalt vali-
tud kaldkiiri (joon. 36-4).

Projekteerime piliramiidi ja tasandi
pohiekraanile kaldkiirtega, mis on
paralieelsed néditeks tasandi o fron-
taalidega. Siis tasand o projekteerub
sirgjooneks a1, mis {ihtib p&hijdljega
p. Piramiidi kaldprojektsiooni saa-



oA e

miseks lelame tipu T kaldprojeki-
siooni T, (s. o. tippu ldbiva kaldkiire
pohijélje) ning thendame selle punk-
tidega A’, B" ja C’, sest tipud A, B
ja C, asetsedes pBhiekraanil iihtivad
seal oma kaldprojektsioonidega. Pii-
ramiidi servade kaldprojektsioonide
ja tasandi o sirgkujutise o, 15ike-
punktid 1;, 2, ja 3; osutuvad niitid
I6ikehulknurga tippude kaldprojekt-
sioonideks. Tommates nendest kald-
kiirte pealtvaated, leiame tagasikai-
guga ka tippude 1, 2 ja 3 pealtvaa-
ted plramiidi vastavate servade
pealtvaadetel. Ldikejoone eestvaate
lelame sidejoonte abil pealtvaate
jérgi,

3. Tahuka l8ikumine sirgega. Ta-
huka ja sirgjoone 16ikumisel on tar-
vis leida need punktid, kus sirgjoon
16ikab tahuka pinda. Kui on ette tea-
da, milliste] tahkudel otsitavad punk-
tid asetsevad, siis v8ib need leida
otseselt sirgjoone ja vastavate tah-
kude 16ikepunktidena. Kui need
tahud aga pole ette teada, siis kasu-
tatakse lGikepunktide leidmiseks
jargmist tildist votet. Libi antud
sirge pannakse abitasand risti iihe

Joonis 36-5

7 Kujutav geomeetria

antud ekraaniga, tuletatakse selle
tasandi ja tahuka léikehulkqurk
ning leitakse punktid, milles sirge
16ikab hulknurga kiilgi; need ongi
siis otsitavad 16ikepunktid.

Naide 5. Leida nelitahu ABCD
ja sirge s 18ikepunktid (joon. 36-3).

Rakendades iildist vdtet, paneme
18bi antud sirge asitasandi ¢ risti nai-
teks pdBhickraaniga. Siis tahuka ja
tasandi v lGikejoon projc{ak,teerujb
pbhiekraanile sirgldiguks 1°3 . esi-
ekraanile aga kolmnurgaks 172 ‘3 .
Viimase leiame sidejoonte a;/Dﬂ. 161k”e
pealtvaate jargi. Punktid M” ja N”,
milles sirge s eestvaade 15ikab kolm-
nurga 123 eestvaadet, on otsitavate
16ikepunktide M ja N eestvaadeteks.
Pealtvaated M’ ja N’ leiame side-
joonte abil sirge s pealtvaatelt.

Teeme kindiaks ka sirgjoone s
osade ndhtavuse. Punkt M on ndhtav
nii pealt- kui ka eestvaates, §est ta
asetseb tahul ABD, mis on molemas
vaates ndhtav. Kontrollides kiivsir-
gete s ja AD nédhtavust pealtvaates,
selgub, et sirge s ldheb sirgest AD
iile (§ 18). Jarelikult sirge s vasak-
poolne osa kuni punktini M on pealt-
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Joonis 36-7

vaates ndhtav. Eestvaates 1dheb sirge
8 sirge AD eest 18bi; jarelikult sirge
s vasakpoolne osa on ka eestvaates
nédhtav. Ldik MN, mis asetseb tahuka
sees, on arusaadavalt mdlemas vaa-
tes varjatud. Punktist N edasi j&db
osa sirgest kummaski vaates tahuka
varju ning on seetGttu esitatud
kriipsjoonega.

Néaide 6. Leida prisma ja sirge
s ldikepunktid (joon. 36-6).

Sirge s ja prisma ldikepunktid M
ja N asetsevad siin ilmselt kahel
kiilgtahul, mis on risti pc&hiekraa-
niga. Seepdrast on punktide M ja N
pealtvaadeteks sirge s pealtvaate ja
tahkude sirgkujutiste 16ikepunktid
M’ ja N’. Loikepunktide eestvaated
M” ja N” leiame sidejoonte abil sir-
ge s eestvaatelt. Sirge osade n&hta-
vuse kindlakstegemine thes ja teises
vaates on siin lisna lihtne ega vaja
seletusi.

Kirjeldatud konstruktsioon on tGl-
gendatav ka iildise votte rakendu-
sena eeldusel, et abitasand 1abi sirge
on voetud risti esiekraaniga.
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KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Mis on kahe kujundi 18ige?

2, Tuletada prisma ja tasandi a (p, e} ldike-
joone kaksvaade ja 16ikejoone tdeline
kuju (joon. 36-7.

3. Tuletada joonisel 36-8 antud tahuka ja
tasapinna o (A, h) 16ikejoone kaksvaade
ia 16ikejoone tdeline kuju.

§ 37. KAHE TAHUKA
OMAVAHELINE LOIKUMINE

Kahe tahuka pindade (tahustike) 15i-
kejoon voib koosneda ithest vGi mit-
mest kinnisest murdjoonest. Tema
tuletamiseks on pdhiliselt kaks teed:
1) leitakse kummagi tahuka servade
1oikepunktid teise tahuka tahku-
dega — nii saadakse kdik 1Gikejoone
tipud; 2) leitakse the ja teise tahuka
tahkude vajalikud 15ikesirged — nii
saadakse koOik 18ikejoone kiiljed.
Praktikas rakendatakse neid voima-
lusi harilikult kombineeritult.
Ndide 1. Olgu tarvis leida
kolmnurkse piistprisma ja pliramiidi
pindade 16ikejoon {joon. 37-1).

§
i
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Pliramiidi servad a, b ja ¢ 15ika-
vad prisma kilgtahke punktides,
mille pealtvaated 1’, 2/, 3/, 4, 5" ja 6
on kohe leitavad: nad asetsevad
prisma kiilgtahkude sirgkujutistel.
Vastavad eestvaated leitakse piira-
miidi servade eestvaateilt sidejoonte
abil. Pealtvaatelt ndhtub, et piira-
miidi {ilejddnud kolm serva on iileni
véljaspool prismat ega saa seetdttu
1oikepunkte anda.

Jérgnevalt tuleb leida prisma ser-
vade 16ikepunktid piiramiidi tahku-
dega. Kaksvaatelt ndhtub, et prisma
servadest 16ikab piiramiidi tahkusid
ainult kiilgserv Il. Vastavate 10ike-
punktide 7 ja 8 pealtvaated iihtivad
serva Il punktkujutisega. Punktide 7
ja 8 eestvaadete saamiseks 18ikame
plramiidi tasandiga (I, IIl). Loikes
tekib kolmnurk B46, mille kiilgede
B4 ja B6 eestvaadetel asetsevadki
punktid 77 ja 8”. Sellega on koik

16ikejoone tipud leitud. Tippude
tihendamisel sirgldikudega tuleb sil-
mas pidada, et ithendada tohib ainult
kahte niisugust punkti, mis asetse-
vad {ihteaegu nii {the kui ka teise
tahuka mingil {ihel ja samal tahul.
Kéesoleval juhtumil ei v5i tihendada
nditeks punkte 6 ja 7, sest lgulgl
need asetsevad thel ja samal prisma
tahul, ei asetse nad iihel ja samal
plramiidi tahul. Kui ihendaksime
punktid 6 ja 7, saaksime 1Gigu, mis
on pliramiidi sees; seetdttu el saa see
16ik olla tahukate pindade 16ikejoo-
neks.

Tippude 6igel tithendamisel saame
antud juhul kaks teineteisest eralda-
tud hulknurka; kolmnurga 123 ja
ruumilise viisnurga 46857.

Kahest 16ikuvast kehast vdi pin-
nast koosneva liitmudeli kujutamisel
tuleb kontuurjoonte esitamise seisu-
kohalt silmas pidada jargmisi vdima-
lusi.

Joonis 37-1
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Joonis 37-2
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Joonis 37-3

1. Voib eeldada, et liitmudel
koosneb kahest kehast, millest dks
on terve, teisel aga on véljaldige
{ava), millesse esimene keha on sisse
likatud. Niisugusel juhtumil arusaa-
davalt ei voi joonisel esitada vélja-
1G6igatud osade kontuure. Sama on
kehtiv ka juhtumil, kui liitmudelit
vaadeldakse koosnevana kahest pin-
nast, millest Ghel on véljaldige, teine
aga on terve.

2. Liitmudelit v0ib wvaadelda ka
{ihtse massiivse kehana. Sel juhtumil
ei esitata joonisel iihtki niisugust
kontuuritiikki, mis on jdanud liit-
keha sisepiirkonda. Sama nduet
tuleb tdita ka siis, kui Hitmudelit
vaadeldakse koosnevana kahest pin-
nast, kusjuures kummastki pinnast
on koOrvaldatud see osa, mis jd&b
teise sisepiirkonda.

3. Lopuks voib eeldada ka, et liit-
mudel koosneb kahest pinnast, mil-
lest mdlemad on tervikulised. Sel
juhtumil esitatakse joonisel mdlema
pinna koik kontuurid. Liitmudeli
seesugusel tGlgendusel pole aga
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praktilist t8htsust, sest tegelikkuseg
taclist olukorda wvaevalt esineb.

Kui {ilesandest el selgu, millisele
seisukohale tuleb liitmudeli tSlgen-
damisel asuda, siis teeb joonise val-
mistaja ise vastava oletuse ning hoo-
litseb selle eest, et liitmudeli koik
projektsioonid oleksid kooskdSlas
tehiud oletusega. Joonisel 37-1 ndi-
teks on oletatud, et piiramiid on ter-
ve, prismas aga on ava, millesse
plramiid on sisse liikatud. Selle ole-
tuse kohaselt on prisma kiilgserva
titkk 78 vilja 16igatud, mist6ttu tema
eestvaade on témbamata jietud.

Sageli on ldikuvate tahukate {ihed
tahud (pShjad) samal tasandil. Nii-
sugusel juhul on I8ikumistilesande
lahendamine lihisam, eriti siis, kui
tahukate p&hjad on iihel ja samal
ekraanil, néiteks pOhiekraanil.

Ndide 2. Tuletada pliramiidi
ABCT ja katusekujulise hulktahu
(prisma) DEFGKH pindade 13ikejoon
(joon. 37-2; punkt H on juhuslikult
sattunud piiramiidi kSgussirgele).
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Ilma konstruktsioonita leiame 15i-
kejoone tipud 1 ja 2, milles psGhi-
ekraanil asetsev prisma serv DG 18i-
kab samal ekraanil asetsevaid pira-
miwdi servi AB ja AC. Edasi letame
nditeks prisma serva KH ja pilra-
miidi kilgtahu BCT 16ikepunkti 5.
Selleks on 1abi sirge KH pandud abi-
{asand risti pohiekraaniga ning lei-
tud tahu BCT ja abitasandi 16ikejoon
TM, Sirgete KH ja TM eestvaadete
1oikepunkt ongi otsitava punkti 5
eestvaade; pealtvaade 5’ leitakse
sidejoone abil sirgelt K’H’. Punkt 5
on tahkude BCT ja KHFG 15ikesirge
iks punkt, sest ta asetseb molemal
nimetatud tahul. Loikesirge teiseks
punktiks on tahkude BCT ja KHFG
pbhijélgede B'C’ ja F'G’ 1&ikepunkt
P ({ihtlasi 1dikesirge pdGhijalg). Uhen-
dades punktid P ja 5’, saame otsitava
10ikesirge pealtvaate ning dhtlasi
jérgmise tipu 4 pealtvaate serva CT
pealtvaatel. Projektsiooni 4’ saab
omakorda kasutada tahkude ACT ja
KHFG 16ikejoone pealtvaate 4’3’
tuletamiseks. Selleks lelame nende
tahkude pohijdlgede A'C’ ja F'G’
16ikepunkti Q (mis osutub otsitava
loikesirge po6hijéljeks) ning {ihen-
dame selle punktiga 4’. Sel teel saa-
me tipu 3 pealtvaate serva GH pealt-
vaatel. Leides analoogiliselt jalg-
punktid R ja U, saame tuletada ka
16ikejoone tippude 6 ja 7 pealtvaa-
ted (6'=R5'XB'T’; #’=U6"XD'H).
Sellega on tahukate pindade 1dike-
joone pealivaade tuletatud; vastav
eestvaade caadakse sidejoonte abil
pealivaate jdrgi. Tulemusi vo&ib
kontrollida ja tdpsustada tahkude
16ikejoonte pohijdlgede eestvaadete
abil: nditeks sirge 6”7” peab minema
labi punkti U”.

Liitmudel on sel joonisel erandli-
kult kujutatud pindmudelina, mis
koosneb mdlemate tahukate tervikli-
kest pindadest.

ULESANDED

1. Tuletada joomsel 37-3 kujutatud prismade
1dikejoon,

2. Tuletada prisma )a puramiidi 1dikejoon
(joon. 37-4).

§ 38. TAHUKATE
PINNALAOTUSTE
TULETAMINE

Tahuka pinnalaotus on tasandiline
kujund, mis on koostatud selle tahu-
ka tahkude toelistest kujudest, kus-
juures on arvestatud ka tahkude
omavahelist paigutust. KXolmnurga
toelise kuju saab teatavasti konst-
rueerida tema kolme kiilje tdeliste
pikkuste jargi. Seda silmas pidades
vOime anis tahes tahuka pinnalaotuse
tuletada j&rgmisel ildisel viisil:

1) kdik tahud, mis pole kolmnur-
gad, tiilkeldame diagonaalidega kolm-
nurkadeks; siis koosneb kogu tahu-
ka pind ainult kolmnurkadest;

2) leiame kdigi kolmnurkade kiil-
gede tdelised pikkused (soovitatav
sirklivéttega);

3) konstrueerime kolmnurkade
tdelised kujud iiksteise kilge selles
jarjestuses, milles kolmnurgad ise
asetsevad tahukal; tulemuse vélja-
joonestamisel jatame tahkude diago-
naalid muidugi ara.

Kui tahuka iiks tahk (p&hi) asetseb
ekraanil, siis v&ib naabertahkude
toelised kujud leida pddéramise teel
sellele ekraanile. Margime, et tahu-
kate pinnalaotuste tuletamisel kaks-
vaate jargi ldheb wvaja ainult sirg-
16igu pikkuse leidmist ja tasandi
podramist. Mdlemad nimetatud ope-
ratsioonid on aga eespoolt hésti tut-
tavad.

Vigade vdltimiseks pinnalaotusel
tuleb tahuka tipud tingimata tdhis-
tada ning hoolega jalgida, et tippude
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tdhised pinnalaotusel vastaksid tahis-
tele tahukal (kaksvaatel),

Praktikas on koige sagedamini
vaja tuletada prismade ja piiramii-
dide pinnalaotusi.

Niide 1. Olgu vaja tuletada
joonisel 38-1, a kujutatud kaldpiira-
miidi tdielik pinnalaotus ning piira-
miidi ja tasapinna o ldikejoone lao-
tusjoon.

Pluramiidi pohjaks on ristkiilik,
mis asetseb pdhiekraanil. Seega on
meil juba teada ithe tahu (pdhja)
téeline kuju (A’B'C'D’) ning k&igi
kiilgtahkude ihed kiiljed. Veel on
vaja leida kiilgservade tdelised
pikkused. Koigi kiilgservade ots-
punktide kauguste vahe pdohiekraa-
nist on vdrdne 18iguga T“M. Kandes
kiilgservade pealtvaadete pikkused
x-teljele, alustades punktist M

(MA=T'A’ jne.), saame kiilgser-
vade tdelisteks pikkusteks hiipote-
nuusid T”A ja T”B (sest kiilgservad
on paarikaupa vordsed). Servade

toeliste pikkuste jargi konstrueerime
tahkude tbelised kujud pinnalaotusel

(TA=T”A; TB=T"B; AB=A'F
jne., joon. 38-1, b).
Plramiidi ldikamisel tasandiga

o-lgs tekib nelinurk 1234, mille lao-

Joonis 38-1
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tusjooneks tuleb murdjoon. Selle
murdjoone tippude mérkimiseks pin-
nalaotusele on vaja teada kiilgser-
vade osade tdelisi pikkusi. Viimaste
saamiseks on joonisel punktidest 17
ja 2”7 t6mmatud x-telje paralleelid
kuni 16ikumiseni kiilgservade tdeliste
pikkustega. Et sirgjoone 16igud on
vordelised oma eestvaadetega, siis
saadud 18igud Al ja 2B ongi kiilg-
servade osade toelisteks pikkusteks.
Kandes need pikkused pinnalaotu-

sele (Al=A1l; B2=B2 jne.), saame
murdjoone tipud I, 2 jne. Arusaa-
dav, et kiilgservade ja nende osade
tGelised pikkused oleksime v&inud
leida ka sirklivGtete abil, kuid siis
poleks jd&nud joonisele jdlgi teos-
tatud konstruktsioonidest.

Pinnalaotusele on peene joonega
joonestatud ka I&ikenelinurga tdHe-
line kuju 1234, Tema kiiljed vérdu-
vad 10ikejoone laotuse vastavate
lilidega, diagonaali pikkus aga on
leitud kaksvaate jargi sirklivdttega.
Toeline kuju 1234 koos pinnalaotuse
alumise osaga moodustab piliramiidi
tiiviosa pinnalaotuse.

Kui prisma kiilgservad on paral-
ieelsed iihe ekraaniga, siis v6ib tema
pinnalaotuse tuletamiseks peale qld-
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votte rakendada ka erivotteid:

1) kiilgpinna lahtirullimist nivoopin-
nale vb6i 2) pinnalaotuse tuletamist
prisma ristidike abil.

Nadide 2. Tuletada joonisel
38-2,a kujutatud nelinurkse kald-
prisma pinnalaotus.

Kujutatud asendis on prisma pdh-
jad horisontaalsed, kiilgservad aga
frontaalsed. Seetdttu projekteeruvad
k&ik pdhjade servad tbelises pikku-
ses poOhiekraanile, kilgservad aga
toelises pikkuses esiekraanile. Kiilg-
pinna laotuse saamiseks rullime
kiilgpinna lahti frontaalpinnale, mis
libib eestvaate jdrgi &d&rmist kiilg-
serva AA;=s. Lahtirullimisel j&ib
siis serv s paigale. Ulejddnud kiilg-
servad aga liiguvad paralleelselt ise-
endaga nii, et nende otspunktid jaa-
vad tasanditele, mis on risti kiilgser-
vadega ning seega risti ka esiekraa-
niga. Jérelikult peavad kiilgservade

otspunktid pinnalaotusel (punktid B,
C jne.) sattuma nende tasandite sirg-
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kujutistele, s. o. sirgetele, mis 1&dbi-
vad prisma tippude eestvaateid ning
on risti projektsiooniga s”. Kiilgser-
vade otspunktid pinnalaotusel maér-
gitakse sirgjoone s” ristsirgeile p&h-
jaservade toeliste pikkuste abil:
A”B=A’B’; BC=B'C’ jne. Kiilgser-
vad pinnalaotusel tommatakse mui-
dugi paralleelselt sirgega s”.

Teisiti voib kiilgpinna laotuse saa-
da prisma mingi ristldike abil. Pris-
ma, samuti silindri ristldike saame
16ikamisel tasandiga, mis on risti
prisma kiilgservadega vOi silindri
moodustajatega. Joonisel 38-2,a on
nditeks kasutatud ristlGiget 1234, mis
tekib 13ikamisel tasandiga a.ls
(e-Ls”, p_Lx). Ristldike tOeline kuju

1234 on tuletatud tasandi o pbora-

misega pOhiekraanile. ToOmmates
vabalt sirge m (joon. 38-2, b) ning
mdGtes sellele ristldike kiilgede

pikkused 1 2=T§, 23—=23 jne., saame
prisma kiilgtahkude laiused pinna-
laotused. Prisma kiilgservad pinna-
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laotusel labivad punkte I, 2, 3,...
ning on risti sirgega m. Modtes serv-
joontele kiilgservade osade t&elised
pikkused (1A=1"A"; 1A;=1"A",
jne.), saame pinnalaotuse tipud A,
Aj, B jne. Joonisel on prisma pdhjad
pinnalaotusele {ile kantud timberjoo-
nestamise teel pealtvaatelt. Seejuu-
Tes on kasutatud ka diagonaale, sest
nelinurk pole oma kiilgede pikkus-
tega iiheselt mdaaratud.

Kui prisma kiilgservad pole esi-

ekraaniga paralleelsed, siis on ots-
tarbekohane tuletada tema uus vaade
ekraanil &3, mis on paralleelne pris-
ma kiilgservadega.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Mis on prisma nstidige?

2. Tuletada joomsel 36-4 kujutatud puramiidi
pinnalaotus koos l5ikejoonega.

3. Tuletada joomsel 36-8 esitatud hulktahu
pinnalaotus.
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VI. KOVERJOONED JA KOVERPINNAD

§ 39. JOONED JA NENDE
PROJEKTSIOONILISED
OMADUSED

1. Joonte liigitamine. Joont v&ib
vaadelda kas lilkuva punkti trajek-
toorina v6i kahe pinna I16ikena.
Kujult v8ib joon olla sirge véi
kdver. Koverjooned (ehk lihtsalt
kéverad) jagunevad tasandilisteks ja
ruumilisteks k&verjoonteks vastavalt
sellele, kas joon asetseb iileni iihel
tasandil voi mitte. Tasandilisi kover-
jooni nimetame l{hidalt tasa-
koverateks, ruumilisi kdverjoo-
ni — ruumikdverateks.

Iga pinna tasandiline 16ige, samuti
punkti iga trajektoor tasandil osutub
tasakdveraks (erijuhul sirgeks). Tun-
tuim tasakéver on ringjoon.

Kahe koverpinna 16ikejoon, samuti
punkti trajektoor koéverpinnal on
tldjuhul ruumikdver (erijuhul tasa-
kdver, sealhulgas sirge). Tuntuim
ruumikdver on kruvijoon.

Nii tasandilise kui ka ruumilise
joone iga projektsioon tasandil
(ekraanil) on tasandiline joon.

Koverjooni, mille puudub kindel
seaduspdrasus ja mida saab esitada
ainult graafiliselt (nditeks katseand-

metest saadud kdver) mnimetatakse
graafilisteks koverateks.

Vorranditega mdadratavaid jooni
nimetatakse analiiiitilisteks joonteks.
Viimaseid jaotatakse algebralisteks
ja transtsendentseteks vastavalt sel-
lele, kas nad on ristkoordinaadisti-
kus esitatavad algebraliste voi
transtsendentsete vorranditega. Nii
niiteks vorrand y?+2x2>—3=0 esi-
tab algebralist k&verjoont, vdrrand

=Xxgin X aga transtsendentset ko-
verat.

Algebraliste joonte puhul kasuta-
takse nn. jdrgu mdistet. Algeb-
ralise tasakovera jdrk on vordne
selle koverjoone vorrandi astmega.
Niiteks vorrandiga x*y+2x—5=0
méiratud joon on kolmandat jirku
kdver. Geomeetrilises tdlgenduses
tdhendab algebralise tasakdvera jark
selle joone ja sirgjoone ldikepunk-
tide arvu. Seejuures ldikepunktide
hulka tuleb arvata nii reaalsete kui
ka imaginaarsete koordinaatidega
punktid.

Algebralise ruumik&vera jargu
maddrab selle kdvera ja tasandi 16ike-
punktide arv.

Ellips nditeks on teist jarku joon,
sest tal saab olla sirgega {limalt
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kaks iihist punkti. Ellipsi vdrrand on
teiseastmeline. Selle vorrandi lahen-
damisel koos sirgjoone vorrandiga
saadakse siisteemile kaks lahendit,
mis sisuliselt tdhendavad joonte 15i-
kepunktide koordinaate. Kui mole-
mad lahendid on reaalsed ja teine-
teisest erinevad, siis sirge 15ikab
ellipsit (nagu sirge s joonisel 39-1);
kui lahendid on reaalsed ja vordsed,
siis sirge osutub ellipsi puutujaks (f);
kui aga reaalsed lahendid puuduvad,
siis sirge moodub ellipsist (nagu
sirge u joonisel 39-1).

Korgemas matemaatikas toestatak-
se, et kaks algebralist tasakdverat
jarkudega m ja n vdivad 16ikuda iili-
malt mn punktis. Nii v&ib niiteks
teist jarku joon lGigata kolmandat
jarku joont ulimalt 2-3=6 punktis.

Sirgjoon on ainus esimest jarku
joon.

2. Joonte projekisioonilised oma-
dused. Mis tahes tasakdvera g (joon.
39-2) ja selle tasandil asetseva sirg-
joone s igale 16ikepunktile (I, 2, 3)
vastab tiksainus nende joonte kuju-
tiste s” ja g” ldikepunkt (17, 27, 3").
Sellest j&reldame, et algebralise
tasakGvera g ja tema kujutise g’ jér-
gud on vordsed. Joonis 39-2 néitab
seda asjaolu paralleelprojekteerimi-
sel, kuid see jd&b kehtima ka tsent-
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raalprojekteerimisel. Erandlikuks
osutub juhtum, kus kujutamiskiired
asetsevad koverjoone tasandil, Siis
saame joone kujutiseks alatj sirg-
joone, soOltumata koévera jargust.
Seda erandjuhtumit véilja jattes vGi-
me Selda, et

(34) algebralise tasakdvera jérk
on projekteerimise suhtes
invariantne,

s. t. sOltumata projekteerimise liigist
projekteerub esimest jarku joon
jdlle esimest jdrku jooneks, teist
jirkn joon — teist jarku jooneks
jne.

Juhul kui kujutamiskiired asetse-
vad koOverjoone tasandil, tuleb tema
sirgjoonset kujutist monikord mdista
mitmekordsena (kas {ileni v3i osa-
liselt). Nditeks kui ringjoone tasand
on ekraaniga risti, siis ringjoone rist-
projektsiooniks tuleb diameetri pik-
kune kahekordselt loetav sirgldik.

Koverjoonel vOib olla 16pmatusse
ulatuvaid harusid ja lopmata kau-
geid punkte ehk ebapunkte, Vii-
maste kohta on kehtiv lause:

(35} tasakdvera ebapunktid pro-
jekteeruvad paralleelprojek-
teerimisel selle joone kujutise
ebapunktideks.

Todepoolest, kui punkt Q hakkab
kovera g haru moéda eemalduma
IGpmatusse (Qw) (joon. 39-2), siis ka
tema kujutis Q' eemaldub kujutis-
kgyera ¢’ haru modda 18pmatusse
(Q').

Olgu tdhendatud, et tsentraalpro-
jekteerimisel vGib joone ebapunkt
projekteeruda kujutisjoone harili-
kuks punktiks ning {mberpdor-
dult — joone harilik punkt kujutis-
joone ebapunktiks.

Koverjoone g puutujat ¢ punktis A
(ehk puutujat puutepunktiga A4)
defineeritakse kui 18ikaja AB piir-



Joonis 39-2

seisu punkti B tdkestamatul l&dhene-
misel punktile A moédda kdverat g
(joon. 39-3). Kéverjoone ¢ ja temale
punktis A tdmmatud puutuja ¢ pro-
jekteerimisel saame kujutiseks tasa-
k&vera g’ ja temale punktis A’ t6m-
matud puutuja . Tdepoolest —
punkti B ldhenemisel punktile A
mdodda kdverat g ldheneb ka punkt
B’ punktile A" médda kujutiskéverat
g’. Seejuures puutujat { projekteeriv
tasand o osutub kdverjoont g projek-
teeriva pinna puutetasandiks, puute-
punkti 18biv kiir AA’ aga puutesir-
gelzs.

Uheks erandiks on siin kdver-
joone niisugune puutuja, mis on ise
kujutamiskiireks — sddrase puutuja
kujutiseks tuleb punkt. Teise erandi
moodustab tasak&ver, mille puhul
kujutamiskiired iihtivad selle joone
tasandiga. Niisuguse kdvera iga puu-
tuja kujutis langeb fihte kdvera enda
sirgjoonelise  kujutisega. Toodud
erandeid viélja jattes v&ib Gelda, et

(36) koverjoone puutuja ja puute-
punkt projekteeruvad vasta-
valt joone kujutise puutujaks
ja puutepunktiks.

Puutepunktiks voib votta ka tasa-
kdvera ebapunkti; seejuures vastav

Joonis 39-3

puutuja ei tarvitse olla 1pmata kau-
gel tdies ulatuses, vaid voib osaliselt
tulla ka joonisele. Kui paralleelsete
kujutamiskiirte siht sddrase puutuja
sihiga ei ihti, siis projekteeruvad
k&vera ebapunki ja puutuja kujutis-
kdvera ebapunktiks ja puutujaks. Nii
nditeks joonisel 39-2 saadakse ko&-
vera ¢ ebapunkti Qe kujutiseks
kovera g’ ebapunkt Q' ning punk-
tis Qo tommatud puutuja ¢ kujuti-
se/ks kdvera g’ puutuja ¢’ punktis
Q.

3. Joonte isedrased punktid. Pea-
le ebapunktide vdib kérgemat jarku
joontel olla veel mitmesuguseid ise-
draseid punkte®, mida projekteerimi-
sel tuleb silmas pidada; nendest koi-
ge olulisemad on jargmised {joon.
39-4).

Kadnupunkt (U) — see on punkt,
millest ldbimineku! k&éver muutub
kas ndgusast kumeraks v6i tmber-
poordult. Puutuja (f) kddnupunkt
on lihtlasi kdvera 16ikajaks.

Solmpunkt (K) on punkt, milles
kdver 16ikab iseennast. Seetdttu on

* Lihemalt 1seadraste punktide kohta wt.
U. Lumiste Diferentsiaalgeomeetria. Tallinn,
1963, 1k. 34,
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koveral selles punktis kaks erinevat
puutujat (f1 ja f2).

Tagasipoordepunkt (T;, T) on
punkt, kus kdver muudab oma suuna
vastandsuunaliseks, s. t. liikumisel
mddda kdverat tuleb seal jddda seis-
ma ning poorata tagasi. Tagasipdor-
depunktis on k&vera molemal harul
ithine puutuja. Seejuures voivad
harud olla kas mélemad samal pool
ihist puutujat, nagu puutuja i pu-
hul, v6i teine teisel pool, nagu puu-
tuja ¢ korral.

Tasakdvera isedrane punkt projek-
teerub {ildiselt kujutisjoone sama-
nimeliseks isedraseks punktiks; tasa-
k&vera k&ik harilikud punktid aga
projekteeruvad jalle  harilikeks
punktideks.

Teistsuguseid tulemusi vdib saada
ruumikoverate projekteerimisel. Joo-
nisel 39-5 on kaksvaates kujutatud
kaks ruumikdverat. Esimesel leidub
ruumis sélmpunkt K, mis projektee-
rub sOlmpunktiks joone kummalegi
vaatele (punktid K’ ja K”). Teisel
ruumikoveral endal isedraseid punk-
te pole, kuid ta kummalgi kujutis-
k&veral on sdlmpunkt (punktid K'jp
ja K”34). Viimased osutuvad kdvera
harilike, kuid konkureerivate punk-
tide K; ja K ning Kj ja K; kujutis-
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teks (§ 18). Nii selgub, et ruumikdve-
ral isedrase punkti olemasolu vélja-
selgitamiseks on vaja hoolega voOr-
relda joone mituvaate tksikuid pro-
jektsioone.

Kui ruumikdvera puutuja on tiht-
lasi kujutamiskiireks, siis ta punkt-
kujutis osutub kujutiskdvera tagasi-
podrdepunktiks v4i kadnupunktiks.

Uldiselt tuleb ruumikdverate pro-
jekteerimisel silmas pidada jdrgmisi
tosiasju:

1) ruumikdvera iga punkt voib
projekteeruda kujutiskGvera mingiks
isedraseks punktiks;

2) ruumikdévera kujutiseks ei saa
tulla sirge.

KUSIMUSED

—

Mille poolest erineb tasandiline k&ver
ruumilisest koverast?

Mis on algebralise joone jirk?

Kas algebralise tasak@vera jark voib pro-
jekteerimisel muutuda?

Kas ruumikdver voib projekteeruda sir-
geks?

Lol
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§ 40. KOVERJOONE LIGIKAUDNE
SIRGESTAMINE

1. Ringjocone ligikaudne sirgesta-
mine. Kéverjoone kaare graafi-
lise sirgestamise all mdel-
dakse selle kaare pikkuse esitamist
sirgldiguna. Praktikas omab erilist
tdhtsust ringjoone kaare sirgesia-
mine. Téppiskonstruktsiooni ringjoo-
ne kaare sirgestamiseks joonlaua ja
sirkli abil olla ei saa. Kiill on aga
olemas héid ldhiskonstruktsioone;
neist iiks lihtsam on esitatud jooni-
sel 40-1. Sirgestatava ringjoone kaa-
re AB otspunktist A tOmmatakse
ringjoone puutuja ja diameeter AC,
mida pikendatakse raadiuse vdrra
(CD=r). Punktist D tOdmmatakse
sirge ldbi kaare teise otspunkti B.
Léigaku sirge DB puutujat punktis
E; siis 161k AE annabki kaare AB sir-
gestatud pikkuse. Joonestamisel vOib
seda ldhiskonstruktsiooni kasutada
kaarte sirgestamiseks, mis pole suu-
remad kui 60° (viga jd&b siis veel
paratamatute joonestusvigade pii-
resse). Kaar suurusega ile 60° tuleb
jagada vOrdseteks osadeks nii, et
osad ei tlileta 60°; osakaar sirgesta-
takse ja tulemus mitmekordistatakse.
Naiteks ringjoone limbermoddu saa-
miseks on otstarbekohane sirgestada

A E

/s ringjoonest, s. o. 60°line kaar
ning tulemus kuuekordistada.

Kirjeldatud konstruktsioon on pdo-
ratav, s. t. ta vdimaldab ka antud
sirgldiku AE painutada antud raa-
diusega ringjoone kaareks AB. Sel
puhul 16ikab sirge ED ringjoont otsi-
tavas punktis B. Nij selgub, et seda
konstruktsiooni kord pé&ripidi, kord
vastupidi rakendades saab iihe ring-
joone kaare iile kanda teisele, raa-
diuselt erinevale ringjoonele (joon.
40-2). Kui punkt D; pole seejuures
paberilehe piiratuse tottu leitav
(AD;==3ry), siis jaotame antud kaare
AB sirgestatud pikkuseAE kolmeks
vordseks osaks, saades sellega 18igul
AE punkti F nii, et AF=(1/3) AE.
Niiid tdmbame 18bi punkti E sirge
paralleelselt sirgega FO;. See paral-
leelsirge suundubki siis punkti D,
(miks?) ja 16ikab ringjoont (O, n)
punktis B; nii, et kaar AB; tuleb
pikkuselt vOrdne kaarega AB (sest
neil on dhine sirgestatud pikkus
AE).

2. Mis tahes koOvera ligikaudne
sirgestamine. Mis tahes tasandilist
vl ruumilist kdverjoont saab ligi-
kaudselt sirgestada jargmiselt. Moo-
tesirkli samm seatakse nii vdikeseks,
et sellega k&verat moddda «kdies»
k5olud ja neile vastavad kaared the

Joonis 40-1

Joonis 40-2

109



8,

i
ol
-

Joonis 40-3

sammu piirides epam tunduvalt ei
erine. Mida kdveram on {oon, seda
viiksem tuleb votta sirkli samm.
Loendame sirkli sammud sirgesta-
tava kaare ulatuses ja teeme samal
arvul samme sirgjoonel. Niil saamegi
sirgldigu, mis pikkuselt ligikaudu
vordub sirgestatava kaarega.

Kui antud joonel on kongruent-
seid osi (magu ellipsil, mida teljed
jaotavad neljaks vOrdseks veeran-
diks}), slis on kirjeldatud peentdd
vajalik ainult {ihe osa ulatuses.

Et k04l on temale vastavast kaa-
rest pisut lithem, siis selle vGtte abil
saadav kaare pikkus osutub mdne-
vorra vidiksemaks kaare t&elisest
pikkusest.

Samasugust votet vGib rakendada
ka antud k&vera iilekandmisel teisele
koverale. Sel puhul vead iildiselt
kompenseeruvad ja seda paremini,
mida vdhem antud joonte kdverused
erinevad.

Konkreetse k&verjoone pikkust
saab hea eduga mdota ka painduva
modtelindi voi nodri abil, mida jark-
jargult kévera jargi seatakse.

Lopuks mainime veel kurvimeetrit
kui kartograafide spetsiaalset instru-
menti kdverjoonte pikkuste mootmi-
seks gloobusel vdi maakaardil. Kur-
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vimeetri olulisteks osadeks on ham-
buline rattake ja selle p6orete loen-
daja. Veeretades rattakest mddda
k&verat, saab nditajalt kohe lugeda
kaarepikkusi.

Erikdsitlust nduab kaksvaatega
antud ruumikévera graafiline sirges-
tamine. Olgu antud mingi ruumi-
kévera kaare AB projektsioonid
(joon. 40-3). Sirgestame {the nendest,
nditeks pealtvaate, kasutades mdaot-
mist vdikese sirklisammuga. Nii saa-
me rohtsa 16igu A;B;, mis sisuliselt
tdhendab koverjoone kaare pOhi-
kiirte pinna (silindrilise pinna) rist-
10ike pikkust. Jaotuspunktidest tdm-
bame vertikaalsed sirged, millele
kanname vastavate punktide k&rgu-
sed eestvaatelt (joonisel on nédidatud
vajalikud jooned ainult jaotuspunkti
5 jaoks). Pistldikude otspunktide
sujuval 1hendamisel saame tasa-
k&vera kaare AyB,. Viimast omakor-
da eespool kirjeldatud viisil sirgesta-
des, saame I0puks ruumikévera
kaare pikkuse 16iguna AszBs. Viima-
sel sirgestamisel tehtud tiikeldust
Pole joonisel néidatud.

§ 41. TEIST JARKU JOONED
JA NENDE
PROJEKTSIOONILISED
OMADUSED

Teist jarku joone tldvérrand tasan-
dilises ristkoordinaadistikus on

Ax2-4-Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0 (3)

Kui jatta korvale erijuhtumid, kus
joon on imaginaarne vdi lagub sir-
gete paariks, saab voOrrandit (3)
koordinaatide teisendamisega liht-
sustada nii, et ta votab lhe jarg-
mistest kujudest:

x: v

a? b? !

(4)



Rl

x2 2
=~ w=1 (5)
y*=2px. (6)

Vérranditele (4), (5) ja (6) wvas-
tavad kdverjooned on ellips, hiiper-
bool ja parabool. Neid jooni defi-
neeritakse harilikult jargmiselt:

(37) ellips on tasandiline joon,
mille igast punktist kuni joo-
ne tasandi kahe kindla punk-
tini (joonte fookusteni) mdd-
detud kauguste summa on
jadv;

{38) hiiperbool on tasandiline
joon, mille igast punktist
kuni joone {asandi kahe
kindla punktini (joone foo-
kusteni) mdddetud kauguste
vahe on jadv;

{39} parabool on tasandiline joon,
mille iga punkti kaugused
sama tasandi kindla punktini
{fookuseni) ja kindla sirgeni
(jubtjooneni) on virdsed.

Ellips, mille poolteljed on vdrdsed
{(a=b}, osutub ringjooneks;
ringjoone vérrand on

Xt yr=a. @)

Hiiperbooli, mille poolteljed on
vOrdsed (a=>b), nimetatakse rist-
hiperbooliks; risthiiperbooli
vorrand on

xE—yt=a? (57

Huperbooli isedrasuseks on tema
astimptoodid, s. o. sirged, millele
hiiperbooli harud piiramatult ldhe-
nevad. Hiiperbooli asiimptoote vdib
vaadelda ka kui puutujaid ebapunk-
tides, milliseid hiiperboolil on kaks.
Risthiiperbooli asiimptoodid on tei-
neteisega risti.

Paraboolil on tksainus ebapunkt.
Ellipsil ebapunkte pole.

Paragrahvis 39 selgus, et algebra-
lise tasakdvera jark projekteerimisel
el muutu ning et paralleelprojektee-
rimisel tasakdévera ebapunktid pro-
jekteeruvad kujutisjoone ebapunkti-
deks. Nii nditeks kahe ebapunktiga
teist jarku joone (hiiperbooli) paral-
leelprojektsiooniks saame jélle kahe
ebapunktiga teist jarku joone, s. o.
hiiperbooli. Nii selgub, et kui kiired
pole joone tasandiga paralleelsed,
siis

{40) teist jdrku joone paralleel-

projekisiooniks on samanime-
line teist jarku joon,

8. t. ellips projekteerub ellipsiks,
hiiperbool hiiperbooliks ja parabool
parabooliks.

Huperbooli aslimptoodid kui puu-
tujad ebapunktides projekteeruvad
kujutisjoone astimptootideks.

Ellipsil ja hiiperboolil on kaks tei-
neteisega ristuvat slimmeetriatelge,
mis 1dikuvad joone keskpunk-
tis. Paraboolil on diksainus siim-
meetriatelg.

Teist jarku joone diameeter on
k&6l, mis 1ldbib keskpunkti. Kaks
diameetrit, millest kumbki poolitab
teisega paralleelseid kodle, on teine-
teise kaasdiameetrid. FEt kaasdia-
meetrite selles definitsioonis maini-
tud omadused — sirgete paralleelsus
ja 16igu poolitumine — on paralleel-
projekteerimise suhtes invarianised,
siis jireldame, et

(41) paralleelprojekteerimisel teist
jarku joone kaasdiameetrid
projekteeruvad kujutisjoone
kaasdiameetriteks.

Teist jdrku joone teljed paralleel-
projekteerimisel {ildiselt ei projek-
teeru kujutisjoone telgedeks. Tel-
gede telgedeks projekieerumise tin-
gimus on analoogiline tdisnurga tiis-
nurgaks projekteerumise tingimu-
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sega, sest telgedevaheline nurk on
tdisnurk. Ristprojekieerimise puhul
vOime lause (18) pGhjal Gelda, et

{42) kui teist jéirku joone iiks telg
on ekraaniga paralleelne, siis

telgede ristprojektsioonid
osutuvad Kkujutisjoone telge-
deks.

KUSIMUSED

1. Kuidas defineentakse: a) ellipsit, b) para-
booli, ¢) huperbooli?

2. Kas ellips saab projekteeruda paralleel-
projekteerimisel parabooliks?

3. Mitu ebapunkti on: a) paraboolil, b) huper-
boolil, ¢) ellipsil?

§ 42. ELLIPS

1. Ellips ringjoone paralleclprojekt-
sioonina. Ellips ja ringjoon (kui
ellipsi erijuhtum) on rakendustes
kdige sagedamini esinevad kéver-
jooned. Projekteerimise seisukohalt
voib ellipsit vaadelda ringjoone pa-
ralleelprojektsioonina (joon. 42-1).
Neil juhtudel, kus ringjoone tasand
on paralleelne ekraaniga, tuleb ring-
joone kujutiseks jdlle ringjoon. See-
ga ringjoon on ellipsi itheks darmi-
seks vormiks. Kui kiired on ringi
tasandiga paralleelsed, siis saadakse
ringjoone kujutiseks kahekordne
sirgl6ik; sddrane sirgloik on ellipsi
teiseks ddrmiseks vormiks.

Rakendades paralleelprojekteeri-
mise kohta kehtivaid lauseid ring-
joone puhul, saame tuletada terve
rea ellipsi kui ringjoone kujutise
omadusi.

Ellipsil on keskpunkt, s t.
punkt, mis poolitab kdiki seda punkti
idbivaid ellipsi k&oOle. Tdepoolest,
ringi keskpunkt poolitab koiki teda
libivaid diameetreid. Jarelikult peab
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ka ringi keskpunkti projektsiopn
poolitama k&iki ringi diameetrite
projektsioone, s. 0. ellipsi diameet-
reid. Seega ringi keskpunkti O paral-
leelprojektsioon O’ osutubki ellipsi
keskpunktiks (joon. 42-1).

Ringi diameetreid voib korraldada
paarideks nii, et igale antud diameet-
rile vastab tema ristdiameeter. Igal
niisugusel paaril on see omadus, et
kumbki diameeter poolitab teisega
paralleelsed k&0lud. Nii nditeks dia-
meeter AC poolitab k&8lu KL, mis
on paralleelne diameetriga BD, sa-
muti diameeter BD poolitab kddin
KM, mis on paralleelne diameetriga
AC, See ringi ristdiameetrite omadus
on paralleelprojekteerimise suhtes
invariantne, sest ta vdljendub inva-
riantide — sirgete paralleelsuse ja
16igu jaotussuhte kaudu. Jdrelikult
ringi ristdiameetritest saadakse pa-
ralleelprojekteerimisel paar ellipsi
kaasdiameetreid, millel on sama
omadus, s. t. kumbki neist poolitab
teisega paralleelsed koolud. Néiteks
kaasdiameetritest A’C’ ja B'D’ dia-
meeter A’C’ poolitab k&6lu KLl
|B’D’. Jarelikult

(43) ringjoone iga kaks ristuvat
diameetrit projekteeruvad pa-
ralleelprojekteerimisel ellipsi
kaasdiameetriteks.

See lause on eelmises paragrahvis
sonastatud lause (41) erijuhtum.

T&isnurga paralleelprojektsioon
pole ildiselt taisnurk, jdrelikult
ellipsi kaasdiameetrid pole {ildiselt
teineteisega risti. Saab toOestada, et
ellipsil on ka paar ristuvaid
kaasdiameetreid®; viimaseid nimeta-
takse ellipsi telgedeks.

Ringjoone ristuvate diameetrite
otspunktidest tdmmatud puutujad

* vt nditeks O, Riink, N, Paluver, Kujutav
geomeetria, Tln., 1961, k. 52.
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Joonis 42-1

moodustavad puuteruudu, mille kil-
jed on diameetritega paralleelsed ja
poolitatakse puutepunktide poolt
(puutujad a, b, ¢ ja d joonisel 42-1).
Selle puuteruudu paralleelprojekt-
siooniks tuleb ellipsi puuteparallelo-
gramm, mille vastaskiiljed on kaas-
diameetritega paralleelsed ja poolita-
takse puutepunktide poolt (ellipsi
puutujad a’, b’, ¢’ ja d’). Niisugust
puuteparallelogrammi on sobiv kasu-
tada «raamina» ellipsi joonestamisel.

Esitame jdrgnevalt moned sageda-
mini kasutatavad ellipsi konstrukt-
sioonid.

2. Ellips ringjoone afiinse teisen-
dina. Paragrahv 8 pdhjal on teada,
et tasandilise kujundi kaks paralleel-
projektsiooni ekraanil on teineteise
afiinsed teisendid kujundi tasandi
jélje suhtes. Kuna joonisepinnal
antud ringjoont v4ib alati vaadelda

8 Knujutav geomeetria

Joonis 42-2

mingi ruumis asetseva ringjoone
paralleelprojektsioonina, siis ruumis
asetseva ringjoone mis tahes teine
paralleelprojektsioon —  ildjuhul
ellips — osutub antud ringjoone
afiinseks teisendiks.

Olgu joonisepinnal antud ringjoon
keskpunktiga O, afiinsuse telg ¢ ja
punkti O teisend O; (joonis 42-2);
noutakse selle ringjoone afiinset tei-
sendit (ellipsit). Ulesande lahenda-
miseks vOiks votta ringjoonel rea
punkte ja leida § 8, p. 3 pdhjal
nende afiinsed teisendid, mis osutuk-
sid otsitava ellipsi punktideks. Joo-
nestustehnilistel kaalutlustel on aga
tdhtis teada ka ellipsi telgi, sest
ellips on oma telgede suhtes siim-
meetriline.

Ellipsi telgede saamiseks tuleb
leida antud ringis niisugune paar
ristdiameetreid, mille teisendid olek-
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Joonis 42-3

sid samuti omavahel risti. Selleks
tdmbame 16igu OO, keskristsirge g;
16igaku see telge t punktis K. Vii-
mase {imber témbame ringjoone raa-
diusega KO=KO; 16igaku see telge
t punktides M ja N. Et diameetrile
MN toetuvad tdisnurksed piirdenur-
gad on niid teineteise afimsed tei-
sendid, siis ristsirged MO; ja NO;
ongi ellipsi telgsirged. Telgede ots-
punktid ehk ellipsi haripunktid A,
B, Ci, D, saadakse niiid ringjoone
vastavate punktide jédrgi sidejoonte
abil.

Et k351 OO; koos afiinguse teljega
t maarab ainult iihe ringjoone, siis
jéreldame, et ellipsil on ainult ks
paar telgi.

Kui andmed valida nii, et OO,_L,
sils tuleb ellipsi iiks telg afiinsuse
teljega paralleelne, teine aga risti.

3. Ellipsi konstrueerimine telgede
jargi. Olgu antud ellipsi poolteljed
a=0A" ja b=0CB’ (joon. 42-3). Joo-
nestame tymber ellipsi keskpunkti O
ringjooned raadiustega a« ja b (nn.
telgringjooned). Valime suuremal
telgringjoonel vabalt punkt: M ning
tombame raadiuse OM; 151gaku see
vaiksemat telgringjoont punktis L.
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Jooms 42-4

Kui ntitd tdmmata punktist L sirge
paralleelselt ellipsi pikema teljega
ning punktist M sirge paralleelselt
liuhema teljega, siis nende sirgete
16ikepunkt M’ osutubki ellipsi punk-
tiks.

Tdestuseks kujutleme, et suurem
telgringjoon on poédratud Umber
telie AC joonisepinnalt ruumi. Siis
voime konstrueeritavat ellipsit luge-
da ruumis oleva ringjoone ristpro-
jektsiooniks, ellipsi liuhemat pool-
telge OB’ aga raadiuse OB ristpro-
jektsioomiks. Loigu OB moondetegur
on siis

OB’ b

m== BB* =
El poolkddl KM on ruumis paralleel-
ne raadiusega OB, siis peab tema
moondetegur samuti olema b/a (§ 7,
lause 10). Jdab ndidata, et meie
konstruktsiooniga saadud punkt M’

rahuldab seda nduet. Toepoolest,
joonise jdrgi.

KM OL _ b

KM —OM T @
Sellest jdreldamegi, et konstrukt-

sioon on dige.



Valides suuremal telgringjoonel
jarjest uusi punkte, voime kirjelda-
tud konstruktsiooniga saada kui
tahes palju ellipsi punkte. Praktili-
selt on otstarbekohane jaotada suu-
rem telgringjoon 12 vbérdseks osaks.
Siis on saadavate punktide arv kiil-
laldane ellipsi véljajoonestamiseks.

Ellipsi iga leitud punkti vdib pee-
geldada niih4sti telgede kui ka kesk-
punkti suhtes, sest ellipsi teljed on
tihtlasi tema siimmeetriatelgedeks,
keskpunkt aga siimmeetriakeskpunk-
tiks.

4. Ellipsi konstrueerimine kaas-
diameetrite jdrgi. Olgu antud ellipsi
kaasdiameetrid, s. o. kaks teineteist
poolitavat 161kku A'C’ ja B’D’ (joon.
42-4), Need kaasdiameetrid madra-
vad tiheainsa ellipsi, mille v&ime
konstrueerida jargmise mottekdigu
alusel.

Joonestame ringjoone, mille dia-
meetriks on iiks antud kaasdiameet-
reist, nditeks A’C’, ning tdmbame
ringjoone teise diameetr:1 BD 1 A’C’,
Kujutleme niiiid, et see ringjoon on
pbdratud mingi nurga voOrra joonise-
pinnalt ruumi iimber diameetri A'C’.
Siis vdime konstrueeritavat ellipsit
pidada ruumip6dodratud ringjoone
kaldprojektsiooniks ning ellipsi
kaasdiameetreid A’C’ ja B'D’ jédre-
likult ruumipoédratud ringjoone rist-
diameetrite AC=A’C’ ja BD kald-
projektsioonideks. Sirge A’C’'=j on
sel juhul ringi tasandi jalg joonise-
pinnal. Et paralleelsetel sirgetel on
paralleelsed kaldprojektsioonid, siis
ringjoone k&6lud, mis on paralleel-
sed diameetriga BD, projekteeruvad
ellipsi kodludeks, mis on paralleel-
sed kaasdiameetriga B’D’. Seejuures
kdigil nimetatud k&6ludel on ks ja
seesama moondetegur, mis on vordne
diameetri BD moondeteguriga m=
=B'D’/BD (§ 7, lause 10). Neid asja-
olusid arvestades saame  ellipsi

8*

Joonmis 42-5

punkte leida jdrgmiselt. Témbame
ringjoone mingi k66lu MN||BD ning
joonestame tema kaldprojektsiooni
M'N’||B'D’ 1&bi ko6lu jdlgpunkti K.
Moondeteguri m=B'D'/BD arvesta-
miseks tdmbame 1dbi punktide M ja
N sirged paralleelselt sirgega BB’
kuni 18ikumiseni projektsiooniga
M'N’. Saadud ldikepunktid M’ ja
N’ ongi ellipsi punktid, mis vastavad
ringjoone punktidele M ja N. Niisiis
ellipsi punktide saamiseks tuleb vaid
joonestada  sarnaseid kolmnurki,
mille kiiljed on paralleelsed kolm-
nurga OBB’ vastavate killgedega.

Joonisel on konstrueeritud ka
ellipsi puutuja punktis M’. Selleks
on tdmmatud ringjoone puutuja
MJ_LMO ning mérgitud tema jalg-
punkt J jalgsirgel j. Et punkt J
{thtib oma kaldprojektsiooniga, siis
sirge JM’ ongi ellipsi puutuja (§ 39,
lause 36).

5. Ellipsi ldhiskOver kdverusring-
joontest. Et ellipsi tdppiskonstrukt-
sioonid on suhteliselt keerulised
ning ellipsi valjajoonestamine le-
kaali abil kiillalt tilikas, siis luba-
takse tehnilistel joonistel ellipseid
asendada ringikaartest koosnevate
lahiskéveratega. Uht niisugust voi-
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Joonis 42-6

malust pakuvad kdverusringjooned
ellipsi haripunktides, s. o. telgede
otspunktides.

Selgitame koigepealt kdverusring-
joone ja kdveruse mdisteid. Votame
koverjoonel kolm punkti P, P; ja Py
(joon. 42-5). Need punktid médravad
ringjoone ¢ (O, R;). Lastes punktidel
P, ja P; ldheneda punktile P, muu-
tuvad pidevalt ka ringjoone ¢ raa-
dius R, ja tsenter O.

Kdéverjoone kolme punkti P, P; ja
P;14biva ringjoone piirseisu punktide
Py ja P, tokestamatul 1ihenemisel k-
verat médda punktile P nimetatakse
koverusringjooneks kévera punktis P.
Koverusringjoone tsentrit O ja raa-
diust B nimetatakse vastavalt kove-
rustsentriks ja  kOverusraadiuseks
kdvera punktis P, koOverusraadiuse
podrdvadrtust aga kdverjoone kdve-
ruseks k punktis P (k=1/R).

Kéverusringjoonel ja kdveral on
puutepunktis P t{ihine puutuja ¢ ja
thine normaal n 1 t.

Ringjoonel raadiusega R on igas
tema punktis ks ja sama koverus
k=1/R; sirgjoone puhul aga k=0,
sest sirgjoont vGib vaadelda 16pmata
suure raadiusega ringjoonena.
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Joonis 42-7

Saab tOestada™, et ellipsi kéverus-
raadiused haripunktides A ja B on
vastavalt

bz . a2
R1=——&‘ ja Re=—,

kus a ja b on ellipsi poolteljed (joon.
42-6). Vastavad koverusringjoonte
tsentrid Q; ja Q: leiame jdrgmiselt.
Toémbame haripunktidest A ja B sir-
ged paralleelselt telgedega ning nen-
de 16ikepunktist L sirge risti 16iguga
AB. See ristsirge 15ikab ellipsi telg-
sirgeid otsitavates kOveruskeskpunk-
tides Q; ja Qo kusjuures AQ;=R;
ja BQy==Rs Todestuseks tarvitseb
lugejal vaid kirjutada vdlja sarnaste
kolmnurkade AQL, OBA ja BLQ:
vastavate kaatetite suhted.

Ellipsi saamiseks joonestame hari-
punktide iimbruses paraja pikkusega
kéverusringjoonte kaared raadiuste-
ga R; ja Ry, ellipsi vahepealsed tiikid
kaarte vahel aga tdémbame lekaali
abil. Joonestamisel tuleb silmas pi-
dada, et kirjeldatud konstruktsioon
on lahiskonstruktsioon; k&verusring-

* Vt, nditeks O. Rink, N, Paluver. Kujutav
geomeetria, Tln.,, 1961, lk. 145,



Joonis 42-8

joonte kaared haripunktide Umbruses
ainult ldhendavad ellipsi kaari, kuid
<1 Uhli nendega. Véiksemate kove-
rusringjoonte kaared jdavad ellipsi
sisse, suuremate omad aga ellipsist
véljapoole.

6. Ellipsit ldhendav ovaal. Ellip-
:seid vdib asendada ka ovaalidega,
s. 0. kdveratega, mis koosnevad suju-
valt {ihendatud ringikaartest. Uhe
lihtsama ellipsit asendava ovaali
konstruktsioon on jérgmine.

Olgu antud ellipsi teljed AB ja
CD, siis OA=—a ja OC=b (joon.
42-7). Tombame kodlu AC ning eral-
dame sellest 18igu CF, mis vordub
pooltelgede vahega a—b. Edasi
konstrueerime ja&kldigu AF keskrist-
sirge k; 16igaku see telgsirgeid punk-
tides K ja M. Viimased koos telgede
suhtes simmeetriliste punktidega L
ja N vOtamegi ringjoonte tsentri-
teks. TOmmates nende iimber ringi-
kaared raadiustega KA ja MC, saa-
me ovaali, mis kiillalt hésti ldhendab
ellipsit. Ringikaared liituvad sujuvalt
tsentrite sirgeil MK, NK, LM ja LN
punktides V, P, Sja T.

Joonis 42-9

7. Ellipsi telgede leidmine kaasdiameetrite
jargi. Ringjoonest vdi ellipsist paralleelpro-
jekteerimisel tekkiva kujutisellipsi ‘m&dramis-
andmeiks saadakse ildjuhul kaasdiameetrite
paar. Kui kaasdiameetrite jérgi on vaja ellips
tdpselt vélja joonestada, siis on soovitatav
enne leida ellipsi teljed.

Telgede leidmine antud kaasdiameetrite
jargi on voimalik joonisel 42-8 ndidatud
konstruktsioonide alusel, Lghtume antud pool-
kaasdiameetritest OM’ ja ON’, mis on konst-
rueeritud joonise 42-3 eeskujul kui mingite
ristraadiuste OM ja ON ristprojektsioonid.
Pole raske veenduda, et seejuures tekkinud
tdisnurksed kolmnurgad MM’L ja EN'N on
vordsed. Poorates niilid kolmnurka ONN'
joomisepinnal  tdisnurga vorra  piripdeva

imber tipu O, ldheb ta kohale OMN’ nii, et

viirutatud tdisnurkne kolmnurk ILN’M koos
virdse kolmnurgaga MM'L moodustab rist-
killiku MN'LM’; selle ristkiliku kiiljed on
ellipsi telgedega paralleelsed. Clgu S saadud
ristkiiliku  diagonaalide 18ikepunkt. Piken-
dame diagonaali M'N’ kuni 18ikumiseni ellipsi
telgsirgetega punktides P ja Q. Jooniselt on
nitid kerge vilja lugeda, et SO=SP=S8Q,
PM'=OL=b ja QM’'=0OM=a. Nii selgub, et
punktid O, P ja Q asetsevad ringjoonel (S,
S0) ning et selle ringjoone diameeter PQ on
jagva pikkusega a-b; seejuures alati PM'=b
ja QM’=a, Jidrelikult seda ringjoont saabki
kasutada ellipsi telgede leidmisel antud kaas-
diameetrite jargi.

Konstruktsiooni kéiku jélgime jooniselt
42-9, kus OM’ ja ON’ on antud poolkaas-
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diameetrid. Podrates tihte neist, nditeks 16iku
ON’, taisnurga vorra tmber punkti O, saame
pddrendi ON’, Témbame sirge M’N’ ning
leiame 1Gigu M'N” keskpunktina vajahiku
tsentri S. Ringjoon (S, OS) 16ikab sirget M'N’
punktides P ja Q; neid lébivadki ellipsi otsi-
tavad telgsirged, Uhtlasi on niitd kées ka
ellipsi pooltelgede pikkused: b=PM’ ja
a=QM’. Kandes need pikkused tsentrist O
alates telgsirgetele nii, et lilhem telg ldheb
kaasdiameetrite vahelisse nlirinurka, saame
16puks ka ellipsi haripunktid B ja A (OB=
=b=PM’ ja OA=a=QM).

§ 43. HUPERBOOLI JA
PARABOOLI
KONSTRUKTSICONE

Huperbooli mdiramisandmetena kasu-
tatakse harnlikuit kas tema pooltelgi (a ja b)
v&i asumptoote ja Ghie punkti. Et teljed uldi-
selt ei projekteeru telgedeks, aslimptoodid
aga projekteeruvad alati astinptootideks, siis
tuleb kujutavas geomeeirias eelistada madra-
misandmetena just asumptoote koos huper-
booli the punktiga. Nende andmete jérgi
saab huperbooli teisi punkte leida jdrgmise
lause alusel, mis tdestatakse analiititilises geo-
meetrias:

hiiperbooli 18ikaja ldigud, mis asetsevad

hiiperbooli ja tema asiimptootide vahelises

piirkonnas, on vordsed.

Lauses nimetatud prirkond on joonisel 43-1
tapitatud.

Joonis 43-1
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Olgu p ja g hiiperbooli antud aslimptoodid
ja M ks hiiperbooli punkt {joon. 43-1).
Hiiperbooli uue punkti U saamiseks lékajal,
mis 1db punkti M, on vaja mérkida selle
i6ikaja ja asumptootide ldikepunktid — olgu
need A ja B — ning maérkida sis punkt U
nii, et BU=AM. Et saada punkti V hiiper-
booli teisel harul, leiame astimptootidel punk-
tid D ja C ning nende jirgi punkti V mnii,
et DV=CM.

Et 16ikajast tekib 1Gikepunktide Uhtelange-
misel puutuja, siis kandub huperbooli 16ikaja
omadus ule puutujale jérgmisel kujul: puu-
tuja 1loigud puutepunktist astimptootideni on
vordsed. Punkth V libiva puutuja { nditeks
leiame jdrgmiselt: tdmbame VL|q ja vdtame
LK=LO; sus VK ongi puutuja f, sest VK=
=VE (kuna VL on kolmnurga EOK keskldik),

Joonist 43-1 on tdiendatud veel haripunkti
H konstruktsiooniga (esitatud punktjoonega).
Konstruktsioon tugmeb jdrgmisele analuitili-
ses geomeetrias tdestatavale lausele:

hiiperbooli punktist asiimptootidega paral-

Ieelselt tommatud sirged moodustavad koos

asiimptootidega parallelogrammi, mille ka-

he ldhiskiilje korrutis on jaav.

Lauses nimetatud parallelogramm muutub
haripunkti kohal rombiks, mille kulg peab
olema parallelogrammi l&hiskiilgede keskmine
vordeline. Joomisel on leitud n#diteks punk-
tile V vastava parallelogrammi VLOT lahis-
kulgede keskmine vdrdeline (16ik VS) ning
kasutatud seda haripunkti H leidmisel (OG=
=GH=VS).

Huperbooli joonestamist hal-
bustavad tunduvalt tema siimmeetriateljed,
s. 0. asiimptootidevaheliste nurkade poolitajad,
ning koverusringjooned bharipunktides,

Huperbooli kéverusraadius haripunktis vél-
jendub poolielgede a ja b kaudu tépselt
samuti nagu ellipsi koéverusraadius pikema
telje otspunktis: R=5b%:a. Kui huperbool on
antud asiimptootidega p ja q ning haripunk-
tiga H fokaalteljel (joon. 43-2), sits OH=aqa
ja HL=b, kus L on haripuutuja ja astmp-
toodi 16ikepunkt (HL_L.OH), Otsitava k&verus-
ringjoone keskpunkti Q fokaalteljel saame
niilid sirge abil, mis tdmmatakse punktist L
risti asiimptoodiga g. TGepoolest — tdisnurk-
sest kolmnurgast OLQ saame kirjutada, et
b?=aR, millest R=»b2: qa.

Joonisel 43-2 on selgitatud ka hiiperbooli
fookuste F, ja Fp leidmist, kui hiiperbooli
mddramisandmeiks on endiselt aslimptoodid
ja haripunkt. Fookuse kaugus keskpunktist
avaldub pooltelgede a ja b kaudu jirgmiselt:
OF =0F:=Ya?+b?% jarelikult fookuse kau-
gus keskpunktist v6rdub 15iguga OL.



Joonis 43-2

Parabooli méairamisandmetena kasuta-
takse tavaliselt telge (x), haripunkti (H) ja
mingit muud punkti (M). Nende andmete pdh-
jal uute punktide konstrueerimiseks on vaja
koigepealt leida fookus ja juhtjoon. Selleks
kasutame puutujat ¢ ld&bi antud punkti M
{joon. 43-3), rakendades seejuures parabooli
puntuja jargmist omadust, mis on tuntud ana-
littilisest geomeetriast:

parabooli puutuja ja puutepunktist teljega
risti tdmmatud sirge ldtkavad telge punk-
tides, mis on haripunktist vdrdsetel kau-
gustel,

Niisiis — tdmmates MA_L x ja vGttes HB=
=HA, saame puutuja (=MB. Parameeter
p, mis tidhendab fookuse F ja juhtjoone d
vahelist kaugust, on niiid konstrueeritav
jdrgmiselt. Antud punktist M tSmbame x-telje
paralleeli; 18igaku see haripuutujat y punk-
tis C. Punktist C tdmbame sirge risti puutu-
jaga kuni 1&ikumiseni x-teljega punktis Q.
Saadud 16ik HQ méidrabki parameetri p. Jare-
likult 18igu HQ keskpunkt F osutub otsitavaks
fookuseks, juhtjoone dily asukoha aga mda-
rab punkt L teljel x, kusjuures FL=HQ=p
(v6i HL=HF=p[2).

Konstruktsiooni p&hjendamiseks t&histame
antud juhusliku punkti M koordinaadid tdhte-
dega xp ja yo. Sarnastest tdisnurksetest kolm-
nurkadest MAB ja QHC saame vorde
I HO ' millest yo?=2-HOQ-xo.

2o Y02

Joonis 43-3

Viimasest vOrdusest ja parabooli v&rrandist
(6) jéreldubki, et p=HQ.

Teades fookust ja juhtjoont, saame para-
booli definitsiooni pohjal (§ 41) leida para-
booli punkte jirgmiselt. Tombame fookuse F
Umber ringjoone vabalt valitud raadiusega z
ning juhtjoonega paralleelse sirge, mille kau-
gus juhtjoonest oleks samuti r. Siis sirge ja
ringjoone 1&ikepunktid U ja U; ongi para-
booli punktid.

Parabooli véljajoonestamist holbustab tema
k&verusringjoon haripunktis, Selle ringjoone
raadius R voOrdub parameetriga p. Seega
varem leitud punkt Q ongi koverusringjoone
tsentriks.

§ 44. KRUVIJOONED

Uhed lihtsamad ja tehnikas vaga
laialdaselt esinevad ruumikGverad
on kruvijooned. Nendest kdige téht-
samad on silindriline kruvijoon ja
kooniline kruvijoon.

1. Silindriline ehk harilik kruvi-
joon on poo6rdsilindri moodustajat
moéoda ihtlaselt liikuva punkti tra-
jektoor, kui silinder pddrleb iihtla-
selt mber oma telje. Kruvijoont
kandva silindri telge loetakse {ihtlasi
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kruvijoone teljeks, silindri raadiust
aga kruvijoone raadiuseks (r) (joon.
44-1). Kruvijoone osa, mis wvastab
punkti iihele 1i8ispédrdele {imber
kruvijoone (silindri) telje, nimeta-
takse kruvijoone keeruks. Keeru ots-
punktide vahelist kaugust (s. 0. kee-
ru korgust) nimetatakse kruvijoone
sammuks (h).

Kruvijooni liigitatakse parema-
ja vasakukédelisteks. Kui kru-
vijoone telje sihis vaatlemisel punkti
eemaldumine kruvijoont médda toi-
mub pddrlemisega péripdeva, siis on
tegemist paremakdelise kruvijoone-
ga, vastasel korral aga vasakukie-
lise kruvijoonega. Joonisel 44-1 on
vasakul esitatud vasakukéeline, pa-
remal aga paremakdeline silindriline
kruvijoon.

Kruvijoon on tdiesti méddratud, kui
on teada tema raadius r, samm h ja
kdelisus (parema- vdi vasakukde-
line).

Kruvijoone projektsioonide tuleta-
misel vOetakse tema telg harilikult
risti pOhiekraaniga (joon. 44-2). Siis
kruvijoone pealivaateks tuleb ring-
joon raadiusega r, eestvaate aga saa-
me tuletada jdrgmise mattekdigu alu-
sel.

Kruvijoone definitsiooni pd&hjal
vOib punkti liikumist médda kruvi-
joont vaadelda liitlilkkumisena, mis
koosneb 1) podrlemisest mosda
silindri pohja ringjoont ja 2) sirglii-
kumisest silindri moodustajate sihis.
Et molemad liitkumised on iihtlased,
siis litkuva punkti kaugused silindri
pohja tasapinnast kasvavad v&r-
deliselt podhja ringjoone kaarte
sikkustega. Selle pOhjal saame kru-
vijoone  eestvaate konstrueerida
jdrgmiselt.

Jaotame silindri p&hja ringjoone
{mis on iihtlasi kruvijoone pealtvaa-
teks) ja sammu h samaks arvuks
vordseteks osadeks, nditeks 12 osaks.



Joonestame ringjoone jaotuspunkte
ldbivate moodustajate eestvaated.
Tdémmates niiiid eestvaatel sammu h
jaotuspunktidest horisontaalsed sir-
ged kuni 18ikumiseni vastavate moo-
dustajatega, saamegi kruvijoone
eestvaate punktid. Tdepoolest, kui
punkt alustab pdhiekraanilt liikumist

moodustajalt 0, siis peab ta jGudma *

moodustajale 1 tihe Xkaheteistkiim-
nendiku sammu kérgusel, moodusta-
jale 2 kahe kaheteistkiimnendiku
sammu korgusel jne. Taispoorde
jdrel jOuab punkt ldhtemoodustajale
tagasi terve sammu h kdrgusel, olles
moodustanud kruvijoonest iihe kee-
ru. Joonisel 44-2 on kruvijoonest
esitatud 1'/s keerdu. Konstrueeritud
kruvijoon on paremakdeline.

Saab tdestada, et silindrilise kruvi-
joone ristprojektsioon telje paral-
leeltasapinmal on siinusjoon
(meie juhul on selleks eestvaade, sest
telg tlles).

Silindri pinnalactusel saame hari-
liku kruvijoone igast keerust sirg-
18igu, mis on kaldu pinnalaotuse
alusjoone AC suhtes (joon. 44-3).
See jareldub asjaolust, et kruvijoont
moédda  lilkkuva punkti kaugused
silindri pdhja tasandist suurenevad
vordeliselt pohja ringjoone kaarte
pikkustega. Et pShja ringjoonest te-
kib pinnalaotusel sirgléik AC==2nr,
siis jérelikult {ihe keeru laotusjoo-
neks saame joone, mille punktide
kaugused sirgest AC kasvavad vOr-
deliselt sirge AC 1dikudega, s. t. saa-
me sirgjoone.

Niisiis harilikku kruvijoont vdib
defineerida ka kui joont, mis tekib
tasandile joonestatud sirgest, kui
tasand painutatakse p6o6rdsilindrili-
seks pinnaks. Siit selgub ka, et hari-
lik kruvijoon (kaasa arvatud sirge ja
ringjoon) osutub kgige lihemaks
teeks kahe punkti vahel silindri pin-
nal.
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Joonis 44-3

Jooniselt 44-3 saame tdisnurksest
kolmnurgast ABC vdlja kirjutada
jdrgmise valemij kruvijoone iihe kee-
ru pikkuse AB=1 arvutamiseks:

1=VRZnr R, @)

kus h ja r on wvastavalt kruvijoone
samm ja raadius.

Laotussirge AB kaldenurk ¢ alus-
joone AC suhtes on vérdne kruvi-
joone puutujate kaldenurgaga
silindri pdhja tasandi suhtes; seda
nurka nimetatakse kruvijoone tousu-
nurgaks. Kolmnurgast ABC saame
tousunurga ¢ arvutamiseks jargmise
valemi:

="
tang=——. 8)

Kuil kruvijoone samm h=0, siis
kruvijoon koondub ringjooneks, kui
aga samm h=oo, siis kruvijoon
muutub sirgjooneks. Seega ringjoon
ja sirge on kruvijoone darmised vor-
mid.

Harilikul kruvijoonel (kaasa arva-
tud tema &ddrmised vormid — sirg-
joon ja ringjoon) on jdrgmine spet-
siifiline omadus, mis igal muul joo-
nel puudub: hariliku kruvi-
joone kdik vdrdse pikku-
sega tikid on kongruent-
sed. Sellest omadusest jdreldub, et
harilik kruvijoon voib libiseda ise-
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Joonis 44-4

ennast mddda ilma igasuguse defor-
matsioonita.

2. Kooniline kruvijoon on péord-
koonuse moodustajat moédda {ihtla-
selt liikuva punkti trajektoor, kui
koonus p66rleb iihtlaselt iimber oma
telje. Koonilise kruvijoone keerd
defineeritakse analoogiliselt silindri-
lise kruvijoone keeruga. Sammuks
loetakse siin keeru otspunktide kér-
guste vahet.

Koonilise kruvijoone kujutamisel
kaksvaates vdetakse koonuse telg
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harilikult risti pdhiekraaniga (joon.
44-4,d). Jaotame koonuse pinna
moodustajatega vordseteks osadeks,
nditeks 12 osaks; samaks arvuks
vordseteks osadeks jaotame ka sam-
mu h. Kandes eestvaatel sammu jao-
tuspunktide korgused iile vastavatele
moodustajatele, saamegi rea punkte
joone eestvaate jaoks. Nende punk-
tide pealtvaated v&ib leida kas side-
joonte abil eestvaate jargi v6i moo-
dustajate pealtvaadete jaotamisega
12 vordseks osaks.



Koonilise kruvijoone ristprojekt-
sioon koonuse telje risttasandil (meie
juhul pealtvaade) osutub Archime-
dese spiraaliks; spiraali alguspunk-
tiks on koonuse tipu pealtvaade T'.

Archimedese spiraal on tasandi-
line joon, mille tekitab sirgel tihtla-
selt lilkkuv punkt, kui sirge poorleb
{ihtlaselt {imber oma ihe punkti.

Po6rdkoonuse pinnalaotuseks saa-
me ringi sektori, mille raadius vor-
dub koonuse moodustajaga m (joon.
44-4, b), Sektori kaare pikkus on
vbérdne koonuse  pdhjaringjoone
pikkusega. Sektori kaare pikkuse
saamiseks on kasutatud ringjoone
kaare teisele ringjoonele iilekand-
mise konstruktsiooni (§ 40). Koonuse
pdhjaringjoonest (O, 1) on eraldatud
1/6 osa (kaar 4B) ning see on tile
kantud ringjoonele (T, m), saades
kaare 4B;. Selle kaare kuuekordista-
misega saamegi sektori kaare
pikkuse.

Kruvijoone laotusjoone saamiseks
koonuse pinnalaotusel voib leida
vastavate moodustajate 16ikude ori-
ginaalpikkused. Koonilise kruvijoo-
ne laotusjoon on samuti Archime-
dese spiraal.

KUSIMUSED

Kuidas tekib silindriline kruvijoon?

Mis on silindrilise kruvijoone samm?
Millised parameetrid mddravad silindrilise
kruvijoone?

Kwdas avaldub silindrilise kruvijoone uhe
keeru pikkus raadiuse ja sammu kaudu?
Kuidas tekib kooniline kruvijoon?

Mis on Archimedese spiraal?

SO0 s L

§ 45. PINNAD

1. Pindade liigitamine. Pinna vdib
tekitada joone -— pinna moodustaja
pideva litkkumisega ruumis mingi ees-
kirja jdrgi. Pind on mddratud, kui on

teada tema moodustaja kuju ja Hi-
kumise eeskiri., Joone liikumisega
tekitatud pindu nimetatakse Kine-
maatilisteks pindadeks.

Sageli on iihte ja sedasama pinda
vdimalik moodustada mitmel viisil,
Nii v8ib néiteks podordsilindri saada
sirgjoone podrlemisega limber telje,
mis on selle sirgega paralleelne, aga
ka hariliku kruvijoone poéorlemisega
imber tema telje. Sama silindri v0ib
saada ka mis tahes sellele silindrile
joonestatud koOverjoone (ringjoone,
kruvijoone jne.) rodplitkkega silindri
telje sihis.

Leidub pindu, mida kindlakujulise
moodustaja liikumisega tekitada ei
saa. Niisuguste pindade hulka kuu-
lub niiteks topograaiiline pind (maa-
pind). Niisuguste pindade mdidrami-
seks antakse ette selle pinna karkass
(kandesorestik), s. o. teatav silisteem
sellele pinnale kuuluvaid jooni
{joon. 45-1).

Pindu, mida saab esitada vOrran-
dite abil, mimetatakse analiilitilisteks
pindadeks, Pinda, mille vd&rrand
F{x, y, z)=0 ristkoordinaatides on
n-astme algebraline vérrand, nimeta-
takse n-jdrku algebraliseks pinnaks.
Geomeetriliselt on algebralise pinna
jark vordne selle pinna ja tasandi
1dikejoone jérguga (§ 39) voi selle
pinna ja sirgjoone l&ikepunktide
arvuga (kaasa arvatud lGikepunktid
imaginaarsete koordinaatidega). Ta-
sand on ainus esimest jarku pind.

Pindasid  liigitatakse klassi-
d ek s jargu, moodustaja kuju, moo-
dustaja litkkumise seaduse ja muude
aluste jargi. Tehnikas rakendatakse
peamiselt jargmisi pindade klasse:

1) podrdpinnad (tekivad joome
podrlemisel timber paigalseisva
telje);

2) tildised teist jarku pinnad
(ellipsoidid, hiiperboloidid, parabo-
loidid jt.);
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3) joonpinnad (tekivad sirgjoone
litkumisel);

4} kruvipinnad (tekivad joone
kruvijoonelisel liikumisel);

5) karkasspinnad (médratakse pin-
nale kuuluva karkassiga).

Iga konkreetne pind vGib sGltuvalt
liigitamise alusest kuuluda iihtaegn
mitmesse klassi. Arvesse vOttes ndi-
teks poordsilindri moodustamise mit-
mesuguseid vOimalusi, voime 6elda,
et pddrdsilinder on uhtaegu pdérd-
pind, teist jadrku pind ja ka joon-
pind.

2. Pindade kujutamine. Kogver-
pinna kujutise saamiseks on vaja
tuletada selle pinna oluliste punk-
tide ja joonte kujutised. Pinna kur
terviku kujutise koniuur (piirjoon)
saadakse niisuguste kujutamiskiirte
abil, mis pinda puutuvad. Vastavad
puutepunktid moodustavad pinna
kontuuri (ehk pinna nédiva &d&rjoo-
ne); viimase projektsioonina saadak-
segl pinna kujutise kontuur. Nii néi-
teks joonisel 45-2 on tsentraalpro-
jekteerimisel pirnikujulise pinna
kontuuriks joon k, kujutise kontuu-
riks aga tema tsentraalprojektsioon
k’. Pinna kontuur oleneb pinna ja
kujutamiskiirte vastastikusest asen-
dist ning Liirte liigist. Nii néditeks
kerapmmna kontuuriks paralleelkiirte
korral on alati iiks kera suurring-
joon, tsentraalkiirte korral aga sel-
lest vdiksem ringjoon.

Arusaadavalt el saa pinna {ihegi
punkti kujutis sattuda pinna kujutise
kontuurst véljapoole.

Kui kdéverpinnal olev joon g (joon.
45-2) 1oikab pinna kontuuri k punk-
tis G, minnes pinna n&htavalt poolelt
varjatud poolele vGi umberpodrdult,
slis selle joone kujutis g' jduab
kujutise kontuurini k’/, puutub seda
(punkt G') ning pédérdub siis tagasi
pinna kujutise piirkonda.



KUSIMUSED

. Mis on pinna moodustaja?

. Missugust pinda nimetatakse algebraliseks
pinnaks?

Mis on algebralise pinna jdrk?

Mis on: a) pmmna kontuur, b} pinna kuu-
tise kontuur?

B N

§ 46. POORDPINNAD

1. Poordpind ja tema kujutamine,
Psordpind tekib mis tahes joone
{moodustaja) poodrlemisel Umber
kindla sirgjoone, mida nimetatakse
poordpinna teljeks. Poorlemisel moo-
dustaja iga punkt liigub mddda ring-
joont, mille tsenter on podrdpinna
teljel ja mille tasand on risti p&6rd-
pinna teljega. Neid ringjooni nime-
tatakse poOOrdpinna paralleelideks.
Paralleele vOib vaadelda ka kui
podrdpinna 10ikejooni telje rist-
tasanditega. Suurima ja vdaikseima
raadiusega paralleele nimetatakse
vastavalt podrdpinna ekvaatoriks ja
kaelaks. Kahe paralleeliga piiratud
pddrdpinna osa nimetatakse pdord-
pinna vo6dks.

P66rdpind on silimmeetriline iga
tasandi suhtes, mis ldbib tema telge.
Kui podrdpinda 16igata telge 1abi-
vate tasanditega, siis saadakse kong-
ruentsed 16ikejooned, mida nimeta-
takse meridiaanideks. Iga meridiaani
voib lugeda selle pddrdpinna moo-
dustajaks.

Poordsilinder ja pddrdkoonus on
ainsad sirge meridiaaniga p6&rdpin-
nad.

Kovera meridiaaniga podrdpinna
kujutamisel kaksvaates vdetakse pin-
na telg harilikult risti pdhiekraaniga
(joon. 46-1). Sel juhul on pinna paral-
leelid pohiekraaniga paralleelsed,
mistottu nende estvaadeteks saame
sirgldigud, pealtvaadeteks aga kont-
sentrilised ringjooned. Seejuures ek-

vaator projekteerub pinna pealt-
vaate kontuuriks. Pinna eestvaate
kontuuriks tuleb f{rontaalse (esi-
ekraaniga paralleelse) meridiaani
moondevaba eestvaade. Meridiaanid
projekteeruvad poOhiekraanile sirg-
16ikudeks.

Olgu vaja leida p6o6rdpinnal aset-
seva punkti M pealtvaade, kui on
teada tema eestvaade M” (joon.
46-1). Ulesande lahendamiseks tGm-
bame 1dbi punkti M” pdérdpinna
paralleeli eestvaate A”B” ning joo-
nestame sama paralleeli pealtvaate,
s. 0. ringjoone diameetriga A’B'=
=A”"B", 1ibi punkti M” iGmmatud
sidejoon 10ikab seda ringjoont otsi-
tavas punktis M’ Kui punkt M on
pinna tagakiiljel, siis tuleb tema
pealtvaateks valida sidejoone ja
ringjoone teine 1dikepunkt.

Kui aga on antud punkti M pealt-
vaade ja tuleb leida wvastav eest-
vaade, siis saame esmalt tSmmata
paralleeli pealtvaate 18bi punkti M’
ning seejdrel sama paralleeli eest-
vaate A”B”, millel punkt M” peabki
olema. .

Votame frontaalsel meridiaanil
punktl Q ning tdmbame sealt meri-
diaanile puutuja g. Selle puutuja
poo6rlemisel {imber pddrdpinna telje
tekib podrdkoonus, mis puutub
po6érdpinda moédéda paralleeli, millel
asetseb puutepunkt Q. Koonuse tipp
T on pinna teljel. Sddrast pddrdkoo-
nust nimetatakse pddrdpinna puute-
koonuseks antud paralleeli kohal.
Ekvaatori kohal muutub puutekoo-
nus puutesilindriks,

Tombame frontaalsel meridiaanil
asetsevast punktist Q ristsirge puu-
tujale g; 16igaku see pinna telge
punktis O. Siis punkt O on kesk-
punktiks ja 16ik OQ raadiuseks sfda-
rile (kerapinnale), mis puutub p&6rd-
pinda modda paralleeli, mille]l aset-
seb puutepunkt Q. S&ddrast sfadri

125

P ——

i




~

Pk B

- %

e R et R B e g iy e e PRGOS mon g e

—— - v =

PO

Joonis 46-1

nimetatakse pédrdpinna antud paral-
leelile vastavaks puutesfddriks,

Pé6rdpinna mdéddramisandmeteks
on tema telg ja moodustaja.

Ndide. Tuletada pddrdpinna
kaksvaade, kui on antud telg ¢ ja
moodustaja g {joon. 46-2).

Moodustaja g ei saa antud juhul
olla meridiaaniks, sest tema pealt-
vaade pole sirgldik, mis ldbib telje
pealtvaadet t’. Poérdpinna eestvaate
{frontaalse meridiaani) saamiseks va-
lime moodustajal g vabalt rea
punkte 1, 2, 3, ... ning pddrame need
Uimber telje ¢ frontaalsele tasandile
a, mis 1&bib telge t. Siis pdodratud

punktide 1, 2, 3,... eestvaated, mis
asetsevad pddrderingjoonte eestvaa-
detel, mddravadki frontaalse meri-
diaani eestvaate m”. Pdérdpinna
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Joonis 46-2

pealtvaade koosneb anfud

juhul
ainult kahest ringjoonest.

2. Péordpinna vérrand. Olgu antud tasan-
dis Oxz asetseva meridiaani m vdrrand
f(x, z)=0 (joon. 46-3). Pidrame meridiaani
vabalt valitud punkti P (x, z} limber z-telje

asendisse P, mille koordinaadid olgu x, y ja

z Punkt P on ilmselt podrdpinna punkt, Joo-
niselt ndeme, et punkti P koordinaadid aval-

duvad punkti P koordinaatide kaudu jargmi-
selt:

2=7 x=0P=0,P=|"2+32

Et punkt P asetseb meridiaanil m, siis peavad
tema koordinaadid x ja z rahuldama vérran-
dit f (x, 2)=0, s.t.

1 V2432, %) =0.

See ongi poéordpinna voérrand. Et ilemised
kriipsukesed voime &ra jdtta, siis vorrandi
16plik kuju on

 (Vx2+y?, 2)=0. {9



Nusns, et saada mendiaam v&rrandist
f(x, z}=0 poordpinna vdrrandit, tuleb men-
diaani vOrrandis muutuja x asemel kirjutada
formaalselt Vx2+y2

Naitena tuletame rdéngaspinna vor-
randi Poorelgu umber z-telje Oxz-tasandis
asetsev ningjoon {Oy, ), mille tsentr: kaugus
koordinaatide alguspunktist olgu R=004
(Joon 46-4), Selle nngjoone vdrrand on

(x—R)*4-22=12
Pannes sellesse x asemele Jx2+y?, saame.

x24y?—2RYx?+y24-R24z2= 2,
Lihtsustades, saame 18plikult.

(x2+y2+22+R2—r2)2= 4R2 (x2+y2).

Nagu naha, on see neljandat jarku pind

3. Teist jdrku pdordpinnad. Teist
jarku poordpind tekib teist jarku
joone podrlemisel imber oma siim-
meetriatelje. Et peale ellipsi,
hiiperbooli ja parabooli tuleb teist
jdrku joonte hulka arvata ka kaks
16ikuvat sirget ja kaks paralleelset
sirget (teist jarku joone lagunud
vormid), siis saame jargmised teist
jarku pdordpinnad (joon. 46-5).

Poordellipsoid tekib ellipsi poodrle-
misel umber oma telje. S6ltuvalt sel-
lest kas poorlemisteljeks voetakse
pikem vG1 hihem telg, on pdérdellip-
soid piklhik v&6i lapik. Ringjoone
podrlemisel iimber oma diameetri

AN

Joonis 46-3

saadakse ellipsoidi erijuhtum —
sfddr (kerapind).

Potrdparaboloid tekib parabooli
poorlemisel Gmber oma siimmeetria-
telje.

Kahekatteline  poordhiiperboloid
tekib hiiperbooli pdorlemisel imber
fokaaltelje; hiiperbooli kumbki haru
tekitab selle pinna iihe poole ehk
katte, mis on teise haru poolt
tekitatud kattest eraldatud.

Uhekatteline poédrdhiiperboloid te-
kib hiiperbooli poodrlemisel timber
kaastelje.

Poordsilinder tekib kahe paral-
leelse sirge pd&driemisel limber nen-
de summeetriatelje.

Poordkoonus tekib kahe ldikuva
sirgjoone pédrlemisel imber nende
summeetriatelje. Sirgete 1Gikepunkt
jaab poordkoonuse tipuks, s. o.
punktiks, mis tihendab pinna kahte
16pmatut katet (lehtrit). Need katted
on siimmeetrilised tasandi suhtes,
mis ldbib tippu ja on pinna teljega
risti.

Nende pindade monevorra ildise-
mad vormid on mituvaates esitatud
joonisel 47-1 (§ 47).

Analtiiitilises geomeetrias ndida-
takse, et {ihekattelist pddrdhiuper-
boloidi saab tekitada ka sirgjoone

X S R
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Jooms 46-4
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Kahekalttelne
podrdnuperboloid

Uhekatteline
paordhiperbolod

Poordsifinder

Péordkoonus

Joonis 46-5

poodrlemisega {imber telje, mis on
selle sirge suhtes kiivne. Selgitame
seda ldhemalt.

Olgu telg t risti p&hiekraaniga
ning selle telje suhtes kiivne moo-
dustaja AB ldhteasendis frontaalne
(joon. 46-6, a). Poolitagu telje eest-
vaade moodustaja 16igu AB eestvaa-
det. Poorlenusel liiguvad siis punk-
tid A ja B m6dda vordsete raadius-
tega paralleelseid ringjooni, mis lan-
gevad pealtvaates kokku. Joonisel
on esitatud moodustaja 10igu 12 eri-
nevat asendit vastavalt tdispodrde
kaheteistkiimnendikele. Joonise sel-
guse huvides on ndidatud vaid moo-
dustajate neid osi, mis on telge ldbi-
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vast frontaalpinnast eespool. Et telge
t 1&biv profiiltasand on p&drdpinna
uheks summeetriatasandiks, siis peab
igale moodustajale vastav siimmeet-
riline moodustaja selle tasandi suh-
tes asetsema samuti pdordpinnal
(joon. 46-6, b). Jarelikult on tekkiv
poodrdpind kaetud kahe parve sir-
gete moodustajatega (joon. 46-6, ¢).
Pinna iga punkti 1abib kaks moodus-
tajat, teine teisest parvest. Moodus-
taja tihest parvest ei 16ika 1htki
moodustajat samast parvest, kuid 18i-
kab koiki moodustajaid teisest par-
vest. Analiilitilises geomeetrias toes-
tatakse, et saadud p6drdpinna meri-
diaaniks on htuperbool, jarelikult
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Joonis 46-6

osutub pind tdepoolest iihekatteli-
seks poordhiiperboloidiks.

Pinna eestvaate kontuuri, s. o.
hiiperbooli saame tuletada joonise
46-2 eeskujul. Selleks vaatleme moo-
dustajate neid punkte H, K, L, M ja
N, mis asetsevad pinna telge l&bival
frontaalpinnal . Nende punktide
pealtvaated asetsevad sirgel o’. Lei-
des punktide H, K, L,... eestvaated
vastavate moodustajate eestvaadetel,
saamegi joonestada pinna eestvaate
kontuuri.

Punkte H, K, L,... ldbivate moo-
dustajate eestvaated osutuvad kon-
tuurihiiperbooli puutujateks; fron-
taalsete moodustajate AB ja CD eest-

49 Kuiutav geomeetria

vaated aga on kontuurihiiperbooli
astimptootideks.

Podrdkoonus ja podrdsilinder on
{thekattelise p&drdhiiperboloidi &ar-
mised vormid. Silindri puhul on
pinna moodustaja paralleelne telje-
ga, podrdhiiperboloidi puhul on see
telje suhtes kiivne, pddrdkoonuse
puhul aga 1Gikab telge.

Teist jarku pdoérdpinnad on tasan-
di jarel kdige lihtsamad pinnad. See-
parast rakendatakse neid laialdaselt
tehnika kodige erinevamates harudes.
Nii nditeks koosnevad masinate de-
tailide pinnad pohiliselt just teist
jarku pddrdpindadest ja tasapinda-
dest. Neid kasutatakse ka ehitiste,
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kattekonstruktsioonide, tornide jt.
pohivormidena.

4. Rongaspind. Teist jarku joone
podrlemisel {imber telje, mis ei iihti
selle joone siimmeetriateljega, tekib
4. jarku pind. Neljandat jdarku pin-
dadest esineb tehnikas kodige sage-
damini réngaspind. Rongaspind tekib
ringjoone p&orlemisel tGmber telje,
mis asetseb ringjoone tasandis, kuid
ei 1dbi ringjoone tsentrit.

Réngaspinna kuju sbltub suurel
madral péorlemistelje asukohast me-
ridisanringjoone suhtes. Kui telg
ringjoonest méodub, siis tekib auguga
rdngaspind (joon. 46-7 a); kui telg
puutub ringjoont, siis rongaspind
puutub iseennast (joon. 46-7, b} ning
kui telg 16ikab ringjoont, kuid ei
18bi keskpunkti, siis réngaspind 106i-
kab iseennast (joon. 46-7 c).

Rongaspinnaga piiratud keha ni-
metatakse rdngaks. Joonisel 46-7
nditeks on kujutatud rdngas, mitte
réngaspind; seejuures rénga telgldi-
ge (1oige poodrlemistelge ldbiva tasa-

Joonis 46-7
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pinnaga) on viirutatud. Ldikepinnal
tommatud sirge s nditab, et sirgel
saab rOngaspinnaga olla 4 15ike-
punkti; jérelikult réngaspind on tée-
poolest neljandat jarku pind.

Kui soovitakse saada komplitseeri-
tuma kujuga p6érdpinda, siis on ots-
tarbekohane koostada see mitme-
sugustest silindrite, koonuste, sfda-
ride ja rdngaspindade voddest; meri-
diaan koosneb sel juhul ainult sirg-
ja ringjoonelistest osadest. Uks nii-
sugune ndide (ettur) on esitatud joo-
nisel 46-8, a. Kohtades, kus meri-
diaani osad liituvad nurga all, saa-
dakse podrdpinnal servjooned (joo-
nisel 46-8, a paralleelid 1, 2, 3, 4 ja
5). Kohtades, kus meridiaani osad
liituvad sujuvalt, s. t. kaarte liite-
koht on tsentrite joonel, servjoont ei
teki (nditeks sirgel 0;0; asuva
punkti L kohal). Etturi pind joonisel
46-8, @ koosneb {ilalt alla lugedes
jargmistest pindadest: kolm sfdari,
kaks auguga rongaspinda, p6oérd-
koonus ja poordsilinder.




Joonis 46-8

Ventiili kere (joon. 46-8, b) pdhi-
osa on piiratud iseennast 1dikava
rdngaspinna seesmise kattega, kael
ja ddrikud aga osutuvad pddrdsilind-
riteks.

Uleminekukoht kepsu sdédre ja pea
vahel (joon. 46-8,c) osutub auguga
rdngaspinna voks.

KUSIMUSED
i. KXuidas defineeritakse: a) {ldkujuline
poodrdpind, b) teist jarkn p&drdpind,

¢) rongaspind?
2. Mis on algebralise pinna jark?

9‘

3. Nimetage kdik teist jarkun poérdpinnad.

4. Mis on pdordpinna: a) paralleel, b) meri-
diaan?

5. Kuidas tekib sirgjoone liikumisega tihe-
katteline podrdhiiperboloid?

§ 47. ULDISED TEIST JARKU
PINNAD

Teist jarku pinna {ldv&rrand rist-
koordinaatides on

Ax2 By?-+-Cz2+4-Dxy-+Exz--Fyz-+
“+Gx-+Hy-+1z+K=0 (10)
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Kahekattelire huperboloid

Elliphiline paraboloid

Hiperboolne parsbolod
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Kui jatta vaatluse alt vilja teist
jarku pinna &armised vormid (tasan-
dite paar, tiks sirgjoon, iiks punkt,
iihtegi reaalset punkti), siis lihtsus-
tub wvorrand (10) koordinaatide tei-
sendamisega t1heks alijdrgnevaks
teist jarku pinna wvorrandiks:

RIS SO elliptiline silinder

a? b (joon. 471, a);

I G hiiperboolne silin-

x B der (joon.47-1, b);

x?=2py paraboolne silin-

der (joon.47-1, ¢);

Xyt 2 _ . teist jarku koonus

@ = p e (joon. 47-1, d);

Xy 2 . ellipsoid

@ T e =l (joon. 47-1,e);

X v 2 _, iihekatteline

@ ° b hiiperboloid
(joon. 47-1,f);

¥ _¥* 2 __ . kahekatteline

@ p hiiperboloid
(joon. 47-1, g9);

x* + ¥ —9z elliptiline parabo-

p q loid (joon. 47-1, h};

x __ ¥ _o,  hiperboolne

p q paraboloid

{joon. 47-1,i).

Joonisel 47-1 on k6ik need pinnad
kujutatud tlal kaks- vGi kolmvaates,
all aga on antud nende aksonomeet-
rilised kujutised. Joonistel on néida-
tud ka vorrandeis esinevate konstan-
tide tdhendus.

Viga oluline on tunda teist jdrku
pindade  slimmeefriat.  Elliptiline
silinder ja hiiperboolne silinder on
simmeetrilised xz- ja yz-pinna suh-
tes; peale selle on nad siimmeetrili-
sed iga tasandi suhtes, mis on paral-
leelne xy-pinnaga. Paraboolne silin-
der on slimmeetriline yz-pinna suh-
tes ja iga tasandi suhtes, mis on
paralleelne xy-pinnaga. Elliptilisel
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paraboloidil ja hiiperboolsel parabo-
loidil on kaks slimmeetriapinda: xz-
ja yz-pind. Ko&igil {ilejddnud teist
jérku pindadel on kolm siimmeetria-
pinda — nendeks on telgede tasan-
did.

Teist jarku pinna iga tasandiline
16ikejoon osutub teist jarku jooneks
voi selle lagunud vormiks. L&ikeid
stimmeetriatasanditega mnimetatakse
pindade pealdigeteks. Joonisel 47-1
on pindade pealdiked ithes voOi tei-
ses vaates projekteerunud moonde-
vabalt.

Eelmises paragrahvis ndgime, et
enamik teist jdrku pindu v6ib esi-
neda ka pobrdpinnalises wvormis.
Po6rdpinnaline vorm puudub ainult
hiiperboolsel silindril, paraboolsel
silindril ja hiiperboolsel paraboloidil.
Nimetatud kolmel pinnal ei ole ka
ringjoonelisi loikeid. Kdikide teiste
tldkujuliste teist jarku pindade igast
punktist saab aga 18bi panna tasandi
nii, et 15ikes tekib ringjoon.*

Jérgnevas paragrahvis selgub, et
teist jarku pindadest kuuluvad joon-
pindade hulka peale teist jarku koo-
nuse ja kolme silindri (elliptiline,
hiiperboolne ja paraboolne} veel
{thekatteline hiiperboloid ja hiiper-
boolne paraboloid.

Teist jarku jooni ja teist jarku
pindu nimetatakse ihiselt ka kvad-
rikuteks.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Skitseerige hiiperboolne paraboloid kolm-
vaates.

2. Mitu silimmeetriatasapinda on: a) teist
jérku koonusel, b) hiiperboolsel parabo-
loidil?

3. Mitmendat jdrku jooned tekivad
jdrku pindade 13ikamisel tasandiga?

4. Missugustel dldistel teist jirku pindadel
on ringjoonelisi 16ikeid?

teist

* Vt. U. Lumiste, K. Ariva. Analiiiitiline geo-

meetria. Tallinn, 1973, 1k. 377,



§ 48. JOONPINNAD

Joonpinnaks nimetatakse pinda, mi-
da saab tekitada sirgjoone liikumi-
sega. Sirgjoone liikumisvabadust pii-
ratakse harilikult sellega, et ta peab
16ikama {hte vi mitut antud paigal-
seisvat joont — nn. juhtjoont, Saltu-
valt juhtjoonte siisteemist ja muu-
dest moodustaja liikumist kitsenda-
vatest tingimustest v6ib saada véga
mitmesuguseid joonpindu. Et joon-
pinna moodustaja (sirgjoon} on 16p-
mata pikk, siis on ka iga joonpinna
ulatus l6pmatu. Iga sddrase pinna
kujutamisel tuleb piirduda vaid pin-
na koige iseloomulikuma tiiki esita-
misega.

Allpool kdsitleme moningaid téht-
samaid joonpindu iksikasjalisemalt.

1. Laotuvad joonpinnad. Pinda,
mida saab deformeerida tasandiks
painutamise teel, nimetatakse
lactuvaks ehk tasanduvaks pinnaks.
Seejuures mdistetakse painutamise
all niisugust deformeerimist, mille
juures pind ei veni ega tdmbu kok-
ku, ei rebene ega ldhe volti. Pindu,
mida ei saa painutada tasandiks,
nimetatakse mittelaotuvateks pinda-
deks,

Diferentsiaalgeomeetrias tdestatak-
se, et koikidest kdverpindadest osu-
tuvad laotuvateks ainult koonilised
ja silindrilised pinnad ning puutu-
jatepinnad.™®

1) Kooniline pind tekib sirgjoonc
litkkumisel, kui sirgjoon igas oma
asendis 10ikab antud juhtjoont ja
1ldbib antud punkti (pinna tippu).
Koonilise pinna tipp thendab selle
pinna kahte l0pmata ulatuslikku
katet, mis on teineteisega siimmeetri-
lised tipu suhtes. Koonilise pinna
mddramisandmeteks on tipp (T) ja

* Vt. U. Lumiste.
Tallinn, 1963, k. 115,

Diferentsiaalgeomeetna,

juhtjoon (g). Joonisel 48-1 on nende
andmete pohjal tuletatud koonilise
pinna punkti M eestvaade antud
pealtvaate M’ jdrgi. Selleks on l&bi
punkti M’ tommatud moodustaja
pealtvaade m’, mis 16ikab juhtjoone
pealtvaadet punktis L’ (ruumis L==
=mXg). Labi punkti L eestvaate L”
on toémmatud moodustaja eestvaade
m”, millel ongi punkti M otsitav
eestvaade M”. Samal joonisel on
tuletatud koonilise pinna pdhijalg p;
see ldbib moodustajate pohijdlgi Py,
P, ine.

Koonilise pinna juhtjooneks v&ib
vitta tema iga tasandilise 1Gikejoone,
sealhulgas ka l6ikejoone ekraamiga,
5. 0. jélgjoone. Kui juhtjooneks voe-
takse teist jarku joon, siis saadakse
teist jarku koonus (erijubtumil
péordkoonus). Kui koonilise pinna
juhtjooneks voetakse aga murdjoon,
siis saadakse piiramiidiline pind.

2) Silindriline pind tekib sirg-
joone liikumisel, kui sirgjoon igas
oma asendis 16ikab antud juhtjoont
ja jddb paralleelseks antud sirgega —
nn. sihisirgega. Olgu silindrilise pin-
na mddramisandmeiks juhtjoon g ja
sihisirge s (joon. 48-2). Fikseerime
juhtjoonel rea punkte ja tGmbame
neist 18bi moodustajad paralleelselt
antud sihisirgega s. Moodustajate
pohijsljed Py, P;... mddravad silind-
rilise pinna pdhijalje p. Arusaada-
valt tuleb juhusliku ruumikdvera g
aseme] eelistada pinna juhtjoonena
tasandilist jélgjoont p; viimase eest-
vaade on sirge, mis langeb kokku
x-teljega.

Punkti mé&rkimisel silindrilisele
pinnale tuleb kaksvaates hoolitseda
selle eest, et punkti projektsiconid
satuksid sama moodustaja projekt-
sioonidele. Nii n&iteks asetseb punkt
M silindrilisel pinnal (g, s), sest ta
on selle pinna moodustajal m, mis
16ikab juhtjoont g punktis 2.
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Joonis 48-3

136

Jooms 48-4



Joonis 48-5

Kui silindrilise pinna juhtjoomeks
on teist jarku joon, siis osutub pind
teist jarku silindriks (elliptiliseks,
hiiperboolseks voi paraboolseks). Kui
silindrilise pinna juhtjooneks vde-
takse murdjoon, siis saadakse pris-
maline pind.

3) Puutujatepind tekib sirgjoone
liitkumisel, kui sirgjoon igas oma
asendis jadb etteantud ruumikdvera
puutujaks. Piltkujutisel 48-3 on ruu-
mik&veral g vietud rida punkte 1, 2,
3,... Neist tdmmatud puutujad i,
ta, t3,... kuuluvadki puutujatepin-
nale. Puutuja esineb siin joonpinna
moodustajana, kdver g aga juhtjoo-
nena. Puutujatepinnal on serwv-
joomn; selleks osutub ruumikdver
(g) ise. Servjoon jaotab puutujate-
pinna kaheks hdlmaks ja iga
puutuja kaheks osaks, millest {iks
kuulub pinna thele, teine {eisele
holmale.

2. Mittelaotuvad joonpinnad.
Téhtsamateks mittelaotuvateks joon-

pindadeks on silindroidid, kolme
juhtjoonega joonpinnad ning nor-
maal- ja kaldkruvipinnad.

1) Silindroid on pind, mis tekib
sirgjoone lilkkumisel, kui sirgjoon
igas oma asendis 15ikab kahte antud
juhtjoont ning jddb iihtlasi paralleel-
seks antud tasandiga — nn. juhtpin-
naga.

Kujutamisel kaksvaates on otstar-
bekohane paigutada silindroid mi, et
ta juhtpind thtiks the ekraaniga.
Siis silindroidi moodustajad osutuvad
nivoosirgeteks selle ekraani suhtes
ning kaksvaate konstrueerimine liht-
sustub. Joonisel 48-4 on silindroidi
juhtjoonteks kéverad g; ja gs ning
juhtpinnaks on pdhiekraan. Moodus-
tajate 0, 1, 2,... kui horisontaalide
eestvaated on paralleelsed x-teljega,
pealtvaated aga saadakse eestvaa-
dete jérgi, arvestades tingimust, et
moodustajad ldikavad juhtjooni.

Silindroidi, mille ikks juhtjoon on
sirge, nimetatakse konoidiks. Jooni-
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Jooms 48-6

sel 48-5 ndeme konoidi, mille juht-
kOveraks on frontaalne poolring g,
juhtsirgeks pohiekraani ristsirge s
ning juhtpinnaks pdhiekraan. Juht-
kover (poolring) g on jaotatud ka-
heksaks vOrdseks osaks ning 18bi
jaotuspunktide on tdmmatud moo-
dustajad. Kaksvaatel (joon. 48-5,a)
on moodustajate eestvaated paral-
leelsed x-teljega, pealtvaated aga
ldbivad juhtsirge punktkujutist s’.
Joonisel 48-5, b ndeme sama konoidi
aksonomeetrilist kujutist. Kirjelda-
tud konoidi kohta on huvitav maér-
kida, et tema juhtringiga paralleelne
tasandiline 1dikejoon (nditeks 1dike-
joon f) -on ellips.

Kui silindroidi juhtjoonteks v&tta
kaks kiivsirget, siis silindroid osutub
hiiperboolseks paraboloidiks, s. o.
teist jérku pinnaks. J&relikult hiiper-
boolset paraboloidi vdib defineerida
joonpinnana, mis tekib kabte kiiv-
sirget loikava sirgjoone litkumisel,
kui see sirgjoon jddb paralleelseks
mingi etteantud tasandiga (juhtpin-
nagaj.

Hiiperboolse paraboloidi tekkimist
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Joonis 48-7

selgitab joonis 48-6. Olgu juhtjoon-
teks kiivsirged AB ja CD ning juht-
pinnaks tasand a. Lastes moodusta-
jal BD liikuda m&6da juhtjooni AB
ja CD paralleelselt tasandiga @, saa-
megi hiiperboolse paraboloidi. Sama
pinna saame aga ka siis, kui vitame
juhtjoonteks kiivsirged BD ja AC
(kaks endist moodustajat) ning lase-
me sirgel AB liikuda paralleelselt
teise juhtpinnaga f. Nii selgub, et
hiiperboolsel paraboloidil on kaks
parve moodustajaid ja kaks juht-
pinda. K&ik ihte ja samasse parve
kuuluvad moodustajad on omavahel
kiivsed, kuid l6ikavad koiki teise
parve moodustajaid. Mis tahes kaks
sirget tiihest parvest wvoivad olla
juhtjoonteks ja mis tahes sirge tei-
sest parvest pinna moodustajaks.
Joonisel 48-7 on tuletatud hiper-
boolse paraboloidi kaksvaade. Juht-
joonteks on kiivsirged AB ja CD
ning juhtpinnaks tasand o (c-Lg).
Moodustajate pealtvaated A'C/, 1’4
jne. on tommatud paralleelselt juht-
pinna sirgkujutisega o'; moodusta-
jate eestvaated aga on médratud



punktide 1, 4, 2, 5 jne. eestvaade-
tega. Sama pinna voiksime tuletada
ka nii, et vBtame juhtjoonteks kiiv-
sirged AC ja BD ning tdmbame moo-
dustajate pealtvaated paralleelselt
teise juhtpinna B sirgkujutisega B’.

Hiiperboolset paraboloidi kasuta-
takse monikord eriliiki katuste pdhi-
vormina. Naiteks katuse pool, mille
hari ja rddstas on horisontaalsed
kiivsirged, osutub hiiperboolseks pa-
raboloidiks.

2) Kolme juhtjoonega joonpind
tekib sirgjoone liikumisel, kui sirg-
joon igas oma asendis 16ikab kolme
etteantud juhtjoont. Naitame, et
selle pinna moodustaja asendid on
juhtjoontega juba tdiesti m&d&ratud.
Olgu ruumis antud kolm juhtjoont
g1, g2 ja gs {joon. 48-8). Valime esi-
mesel neist punkti A;. See punkt
koos teise juhijoonega g, mddrab
tihe koonilise pinna. Loigaku see kol-
mandat juhtjoont punktis A Sirge
A A3 kui nimetatud koonilise pinna
moodustaja 1dikab muidugi sama
koonilise pinna juhtjoont g, nditeks
punktis As. Jdrelikult sirge A;43; on
antud juhtjoonte iiks tihine 18ikaja,
seega nende juhtjoontega maéadratud
joonpinna  moodustaja. Muutes
punkti A; asukohta joonel g;, vGime
saada sama mottekdigu alusel kui
tahes palju moodustajaid.

Kolme juhtjoonega joonpindadest
vaatleme ainult pinda, mille juht-
joonteks on kol iiksteise suhtes
kiivset sirget. Saab tOestada, et nii-
sugune joonpind osutub iildiselt {ihe-
katteliseks hiiperboloidiks, erijuhul
aga hiiperboolseks paraboloidiks.
Paragrahvis 46 selgus, et iihekatte-
lisel poérdhiiperboloidil on kaks
parve sirgjoonelisi moodustajaid.
Samuti on ka iildisel ihekattelisel
hiiperboloidil kaks parve sirgeid
moodustajaid (joon. 48-9). Mis tahes
kolm moodustajat i, as, a3 samast

Joonis 48-8
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Joonis 48-9
parvest vGivad olla ihekattelise
hiiperboloidi  juhtsirgeiks. Nende

kiivsete juhtsirgete kdik iihised 13i-
kajad bi, bs... osutuvad iihekatte-
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lise hiiperboloidi moodustajateks tei-
sest parvest.

Kruvipindu kéasitleme eraldi jérg-
mises paragrahvis.

KUSIMUSED

. Mis on joonpind?

Kuidas tekib: a) kooniline pind, b) silind-
riline pind, c) puutujatepind?

Kuidas tekib silindroid?

Kuidas tekib sirgjoone liikumisega hiiper-
boolne paraboloid?

Kuidas tekib sirgjoone lifjkumisega tidine
thekatteline hiiberboloid?

L

§ 49. KRUVIPINNAD

Objekti niisugust liijkumist, mille pu-
hul koik tema punktid kulgevad
modda silindrilisi kruvijooni, millel
on tihine telg ja v6rdne samm, nime-
tatakse kruvijooneliseks liikumiseks.
Kruvijoonelisel lilkumisel on objekti
iga punkti trajektooril (kruvijoonel)
oma raadius, mis vOrdub selle
punkti kaugusega teljest.

Pinda, mis tekib joone (moodus-
taja) kruvijoonelisel liikumisel, ni-
metatakse kruvipinnaks, Kui moo-
dustaja kruvijoonelisel liikumisel
samm h==0, siis kruvipind taandub
pddrdpinnaks, kui aga h==oo, siis
silindriks. Seega podrdpinda ja
silindrilist pinda v&ib vaadelda kru-
vipinna &drmiste vormidena.

Kruvipinna  mé&dramisandmeteks
ildjuhul on tema telg (f), moodus-
taja (m) ja samm (h).

Tehnikas omavad suurt t&htsust
sirgjoonelise moodustajaga kruvipin-
nad,* eriti aga normaalkruvipind
(ehk harilik kruvipind), kaldkruvi-
pind (ehk Archimedese kruvipind)
ja kruvijoone puutujatepind. Vaat-

* Sirgjoonelise  moodustajaga  kruvipindu
nimetatakse ka helikoidideks.
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leme neid pindu koos nende raken-
dustega iiksikasjalisemalt.

1. Normaalkruvipind (harilik kru-
vipind) tekib sirgjoone kruvijoone-
lisel liikumisel, kui sirgjoon igas
oma asendis 16ikab pinna telge tiis-
nurga all. See pind on l6pmata ula-
tuslik nii telje kui moodustaja sihis.
Ta ei 16ika iseennast, sest tema moo-
dustaja on igas oma asendis kiivne
vOrreldes eelmise asendiga. Joonisel
49-1 on kaksvaates kujutatud selle
pinna teljeldhedane riba, mille teki-
tab moodustaja 16ik alt. Riba ser-
vadeks on I8igu otspunktide poolt
kujundatud kruvijooned. Ribast on
esitatud iiks keerd, s. o. titkkk kdrgu-
sega iiks samm (h). Kujutise ilmeku-
se suurendamiseks on ndidatud ka
16igu a kahe jaotuspunkti trajektoo-
rid ja moodustaja asendid tdispédrde
iga kaheteistkiimnendiku jarel.

Normaalkruvipind kuulub ko-
noidide Kklassi (§ 48), sest telgsir-
get ¢t ja kruvijoont g vGib vaadelda
juhtjoontena, telje risttasandit aga
juhtpinnana.

Normaalkruvipinna rakendusena
nimetame ruutkeeret, s. 0. keha, mis
tekib ruudu kruvijoonelisel liikumi-
sel, kui ruudu kaks kiilgsirget on
telje ristldikajad (joon. 49-2). Tava-
liselt toetub litkuva ruudu kilg
mitte teljele, vaid {ihe p&ordsilindri
(stidamiku) pinnale. Tegelikul keer-
metamisel 16igatakse slidamikust j&-
medama silindri kehasse keermega
kongruentne soon, mis ulatub siida-
miku pinnani.

Keermega varustatud silindrilisi ja
koonilisi kehi nimetatakse kruvi-
deks. Keha, mille silindrilises avas
on kruvi keermega kongruentne
soon, nimetatakse mutriks. Keer-
med jagunevad nagu kruvijoonedki
vasaku- ja paremakd&elisteks.

Ruutkeerme moodustamisel ruudu
need kiljed, mis on teljega risti,



Joonis 49-1

tekitavad normaalkruvipindu (jooni-
sel 49-2 on need pinnad tdpitatud),
teljega paralleelsed kiiljed aga
pdordsilindrite pindu. Uheainsa ruu-
du kruvijoonelisel liikumisel tekib
iihekdiguline (lhesooneline) keere.
Sel puhul kruvijoonte samm h=2q,
kus a on ruudu kilje pikkus. Kui
kruvijoonelisest litkumisest vGtab
osa korraga kaks ruutu, millede
vaheline kaugus telje sihis on
vordne ruudu kiiljega «q, siis saa-
dakse kahekdiguline (kahesooneline)
keere (joon. 49-3). Sel puhul kruvi-
joonte samm h=4a. Analoogiliselt
vdib saada kolmekdigulise keerme.

Keerme tasandilist 16iget, mis
14bib podrdetelge, nimetatakse keer-
me profiiliks, Nditeks ruutkeerme
profiiliks on seda keeret tekitav
Tuut.

Jooms 49-2

Jooms 49-3

L3igates tihe- ja kahekdigulist
ruutkeeret tema telje risttasandiga
u, saame vastavalt joonistel 49-2 ja
49-3 esitatud kujutised.

2. Kaldkruvipind tekib sirgjoone
kruvijoonelisel litkumisel, kui sirg-
joon igas oma asendis 16ikab pinna
telge the ja sama teravnurga all
See pind 16ikab iseennast 1dpmata
palju kordi.

Joonisel 49-4 on kujutatud kald-
kruvipinna riba, mille moodustajaks
on 16ik MN — poOhikaldenurgaga .
Pinna riba joonestamist alustame
punkti M liikumisel tekkiva kruvi-
joone projektsioonide tuletamisest.
Selleks on samm. h ja pealtvaate
kontuur (ringjoon) jaotatud 12 vord-
seks osaks. Ldigu MN pddérdumisel
ringjoone iithe jaotuse vOrra nihkub
otspunkt N teljel sammu iithe jaotuse
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Joonis 49-4

voOrra. Seega moodustajate joonesta-
miseks kruvipinnale tuleb vaid kru-
vijoone punktid 1, 2, 3,... ilhendada
sammu vastavate jaotuspunktidega
teljel.

Moodustajate joonestamisel wvdib
aga kasutada ka niisugust p&6rdkoo-
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Joonis 49-5

nust, nn. kaldekoonust, mille moo-
dustajate kaldenurk pOhiekraani
suhtes on ¢. Kruvipinna moodusta-
jad osutuvad siis paralleelseteks kal-
dekoonuse vastavate moodustaja-
tega. Joonisel 49-4 on kaldekoonuse
tipuks punkt N; vajalikud moodus-



tajad koonusel on tdmmatud punkt-
joonega.

Pinnariba eestvaate kontuur koos-
neb servjoonte projektsioonidest ja
moodustajate projektsioonide maéhis-
joontest.

Kaldkruvipinna tasandiline 18ige
- sti teljega osutub Archimedese spi-
raaliks, sest moodustaja kruvijoone-
lisel liikumisel tema 1oikepunkt telje
risttasandiga (nditeks nivoopinnaga
1) eemaldub teljest vordeliselt p&or-
denurgaga. Moodustaja asendite
8...12 puhul on I6ikepinnale p
joudnud moodustaja punktid A, B,
C, D ja E. Loikepinna ja pOhiekraani
paralleelsuse tottu projekteerub spi-
raal pohiekraanile moondevabalt
spiraaliks, mis ldbib punkte A’, B,
C’, D’ ja E.

Teades, et punktid A’, B/, C’,...
kuuluvad Archimedese spiraalile,
saab neid leida ka sOltumatult eest-
vaatest. Selleks on wvaid vaja 101k
M'N'=A’F’ jaotada neljaks vord-
seks osaks ning viia jaotuspunktid
ringikaartega vastavatele jaotuskiir-
tele (joonisel 49-4 on need kaared
tommatud punktjconega).

Kaldkruvipinna rakendusena vaat-
leme kolmnurkkeeret, s. o. keha,
mis tekib vdrdhaarse kolmnurga
kruvijoonelisel liikumisel iimber tel-
je, mis asetseb kolmnurga tasandis
ning on kolmnurga alusega paral-
leelne. Kolmnurga kumbki haar
moodustab siis {the kaldkruvipinna.

Uhekéigulise kolmnurkkeerme
samm voetakse vOrdne kolmnurga
alusega a; kahe- ja kolmekdigulise
kolmnurkkeerme puhul aga voetakse
kruvijoonte samm vastavalt 2a ja 3a.

Joonisel 49-5 on esitatud kahekdi-
gulise  kolmnurkkeermega  kruvi
koos vastava mutriga. FEestvaates
joonestatakse Lkoigepealt kolmnur-
kade tippude trajektoorid (kruvijoo-
ned). Kruvipindadest tekkiv kontuur

joonestatakse eestvaatel harilikult
sirgjoontega, mis puutuvad suurema
ja vdiksema raadiusega kruvijooni
(vaata nditeks kontuure u ja v).
Kaldkruvipinna eestvaate kontuur
on tegelikult kiull kdverjoon, mis
kergelt paindub telje poole (vaata
joonist 49-4), kuid tema asendamist
sirgega kolmnurkkeerme joonesta-
misel Oigustab tema kiillalt wvaike
koverus vaadeldavas piirkonnas.

Kahekdigulise kolmnurkkeermega
poldi ristlSiget piiravad neli Archi-
medese spiraali (vaata tasandiga p
saadud kujutist joonisel 49-5). Iga
spiraali kaare joonestamiseks on
lisaks kaare otspunktidele leitud
veel kaks vahepealset punkti, kaare
FG puhul néiteks punktid 1 ja 2.
Need punktid on konstrueeritud
Archimedese spiraali definitsiooni
pdhjal (§ 44) nurga FOG ning raa-
diuste OG ja OF vahe jaotamise teel
kolmeks vordseks osaks. Et scodus-
tada spiraali vajaliku kaare FG vél-
jajoonestamist, vdib leida spiraali
moéned punktid ka selle kaare piken-
dustel (nagu punktid 3 ja 4 joonisel
49-5).

Mutri kujutisel ndeme tema ava
tagaseinas olevat keeret — see jél-
iendab poldi keeret poldi tagakiil-
jelt.

Ruudu ja kolmnurga korval esine-
vad keermeprofiilidena ka ristkilik
ja trapets. Vastavaid keermeid joo-
nestatakse ruut- ja kolmnurkkeer-
nete eeskujul.

Tehnilistel joonistel kasutatakse
keermetatud detailide kujutamisel
leppelisi standardiseeritud kujuta-
misviise; neid me siin aga ei késitle.

3. Kruvijoone puutujatepind. Kru-
vijoone puutujatepinna moodusta-
vad antud Kkruvijoone puutujad
(vaata ka § 48). Sama pind tekib
felje suhtes kiivselt kaldu asetseva
sirgjoone kruvijoonelisel liikumisel.
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Joonijs 49-6

Kruvijoone puutujatepind
korduvalt iseennast.
Joonisel 49-6 ndeme puutujatepin-
na riba, mille tekitab kruvijoone g
puutuja 16ik MN, kui otspunkt M
jéab 18igu igas asendis puutepunk-
tiks. Selle riba kaksvaate joonesta-
mist alustame punkti N poolt kujun-
datava kruvijoone ja kruvijoone g
vaadete tuletamisest. Seejuures pea-

16ikab
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Joonis 49-7

me silmas, et molemal kruvijoonel
on vordne samm h. Need kruvijoo-
ned jddvad pinnariba &&rteks. Kuju-
tise ilmekuse tOstmiseks on riba va-
rustatud moodustajatega t&isp66rde
kaheteistkiimnendike jarel. Moodus-
tajate modlemad vaated saame kruvi-
joonte wvaadete vastavate punktide
tthendamise teel.

Et kruvijoone k&igil puutujatel on

PRI - -y



uks ja seesama pohikaldenurk, siis
vdib nende joonestamisel kasutada
niisugust kaldekoonust, mille moo-
dustajate pdhikaldenurk vordub 18i-
gu MN pdhikaldenurgaga. Joonisel
on see kaldekoonus esitatud punkt-
joonega.

Kruvijoone puutujatepinna 135ige
risti teljega (joonisel 49-6 I1dige
tasandiga p) osutub kruvijoont kand-
va silindri ristlike (ringjoone)
evolvendiks. Ringjoone evol-
vent on tasandiline joon, mille teki-
tab sirgjoone punkt, kui sirgjoon
veereb filimber ringjoone (nditeks
ringjoonelt lahtikeritava pingule-
tommatud niidi otsa trajektoor).

Kruvijoone puutujatepinda raken-
datakse spetsiaalsete tiguiilekannete
juures.

4. Torukruvipind tekib plsiva
raadiusega ringjoone liikumise] nii,
et ringjoone tsenter liigub md66da
silindrilist kruvijoont, ringi tasand
aga jddb igas oma asendis risti kru-
vijoonega (s. o. risti kruvijoone puu-
tujaga ringjoone tsentris). Uht nii-
sugust pinda ndeme joonisel 49-7.
Selle pinna sees vOib veereda sf&ir
(puutesfadr), mille raadius vordub
moodustajaringjoone raadiusega.

Torukruvipinna projektsioonide
saamiseks joonestame kdigepealt te-
ma juhtkruvijoone projektsioonid.
Seejdrel valime juhtkruvijoonel rea
tsentreid puutesfddride jaoks ning
joonestame puutesfdaride eestvaated,
s o, ringjooned, mille raadius vor-
dub pinna moodustaja raadiusega.
Et torukruvipinda vGib vaadelda
oma puutesfddride méhispinna-
na, siis tema eestvaate kontuuriks
tulevad jarelikult puutesfadride eest-
vaadete mdhisjooned. Torukruvipin-
na pealtvaate kontuuriks aga saame
kaks kontsentrilist ringjoont.

Lbéigates torukruvipinda tema telje
risttasandiga, saame Xinnise neeru-

10 Kujutav geomeetria

kujulise kdverjoone, mis joonisel on
ndha moondevabal kujul (k).
Torukruvipind esineb praktikas
néiteks ilimartraadist tehtud silindri-
lise keerdvedru pealispinnana.
Torukruvipind, koik pdérdpinnad
ja lildised teist jarku pimmnad, millel
on ringjoonelisi 16ikeid, kuuluvad
nn. isiikliliste pindade hulka.
Tstikliliseks pinnaks nimetatakse
pinda, mis tekib piisiva v6i muutuva
raadiusega ringjoone suvalisel liiku-
misel. Tsiiklilise pinna igast punktist
saab ldbi panna tasandi nii, et ta 156i-
kab seda pinda ringjoont mdodda.

KUSIMUSED

1 Kwdas tekib: a)
b) kaldkruvipmd?

2. Missuguste pindadega on piiratud; a) ruut-
keere, b) kolmnurkkeere?

3 Missugune joon tekib kaldkruvipinna 16i-

4

5

normaalkruvipind,

kumisel tema telje mnsttasandiga?

. Kuidas tekib kruvijoone puutujatepind?
Mis pinnaks taandub torukruvipind, kui
terna samm h=0?

§ 50. KARKASSPINNAD

Praktikas tuleb kujutada ka pindu,
mis ei allu mingisugustele matemaa-
tilistele seaduspdrasustele (nditeks
maapind) vdi mida saab matemaatili-
selt esitada vaid ligikaudselt. Nii-
suguste pindade médramiseks antak-
se joonisel ette teatav hulk sellele
pinnale kuuluvaid jooni, mis moo-
dustavad selle pinna kandes&restiku
ehk karkassi. Praktilistel kaalutlus-
tel modustatakse pinna karkass ka-
hest 16ikuvate joonte parvest. Seda
tehakse nii, et tthe parve jooned
antakse ette, teise parve jooned aga
konstrueeritakse esimese parve jar-
gi. Tavaliselt vdetakse karkassjoon-
teks pinna nivoojooned, s. t.
tildiselt koverjoonelised horisontaa-

145




«

i SV Y I O Gry ok WIS - o e A ME SRS R, A S b

R

. Bk g

o

Joonis 50-1

lid ja frontaalid, mis tekivad pinna
l16ikamisel horisontaalsete ja fron-
taalsete tasapindadega.

Uhe konkreetse karkasspinna tiiki
kaksvaadet ndeme joonisel 50-1,
Selle pinna karkassjoonte iiheks par-
veks on vdetud pinna horisontaalid
hy, hy, ... ning teiseks parveks neid
l6ikavad pinna frontaalid f;, fs...
Joonestamisel on iihe parve jooned
vGetud l&hteandmeteks, teine parv
aga on konstrueeritud nende jirgi.

Joonisel 50-2 on kujutatud ihe
pinnatiiki karkassi mudel. See koos-
neb karkassjoonte jdrgi vélja 156iga-
tud laudadest, mis on iksteisega
tihendatud sisseldigete abil. Kui nii-
sugune karkass iile tdmmata (vdi iile
litia) mingi lehtmaterjaliga, saamegi
sellele karkassile vastava pinna., See-
sugust pinna saamise vGtet kasuta-
takse auto-, lennuki- ja laevaehitu-
ses ning mujal.

Karkasspind erineb kinemaatilis-
test ja analtititilistest pindadest selle
poolest, et tema punkte ja jooni, mis

idhti karkassjoontega, saab konst-
rueerida ainult ligikaudselt.
Seet6ttu karkass el mééira pinda ma-
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temaatilises mottes tdpselt, s. t. tiks
ja seesama karkass vOimaldab saada
tksteisest vdhesel mé&dral erinevaid
pindu.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Missuguste andmetega m&ératakse karkass-
pind?

2. Mille poolest karkasspind erineb kinemaa-
tilistest pindadest?

3. Votke ette joonisel 50-1 antud karkass-
pinna horisontaalid ning konstrueerige
nende jdrgi selle pinna frontaalid.

§ 51. KOVERPINNA
PUUTETASAND

Kéverpinna kaks iihise puutepunk-
tiga puutujat médravad tasandi, mil-
lel asetsevad selle kdverpinna kdik
sama puutepunktiga puutujad; seda
tasandit nimetatakse kéverpinna
puutetasandiks. Kui k&verpinnal
témmata 18bi punkti M kéverad gi
ja g2 ning samas punktis konstruee-
rida neile puutujad ¢; ja ts siis need
puutujad mddravadki k&verpinna
puutetasandi t punktis M (joon.



51-1). Puutetasandi konstrueermisel
tuleb joonteks g, ja g kOverpinnal
votta voimalikult lihtsad jooned,
esmajoones  tasandilised  jooned.
Péordpinna puhul néiteks sobivad
nendeks joonteks koige paremun
paralleel ja meridiaan 18bi aniud
puutepunkti.

Ko&verpinna puutetasandi normaal
1dbi puutepunkti on fihtlast kdver-
pinna normaaliks (n) selles punktis
(joon. 51-1}.

Monede pindade puhul on pinna
normaal holpsasti leitav. Nii naiteks
laheb sfddri iga normaal 18bi sfdari
keskpunkti, podrdsilindri iga nor-
maal on silindri telje ristldikaja,
podrdkoonuse normaal antud punk-
tis aga 16ikab koonuse telge ning on
risti seda punkti ldbiva moodusta-
jaga. Sédraste pindade puhul on
puutetasandit otstarbekohane konst-
rueerida normaali risttasandina ldb:
puutepunkti.

Puutetasand vOib kdverpinda puu-
tuda ka modda joont. Naiteks kdigi
lactuvate pindade, s. o. silindriliste,
kooniliste ja puutujatepindade puhul
toimub puutumine moééda sirg-
joont* Nii nditeks joonisel 51-2
puutub tasand t silindrilist pinda
modda mocodustajat m. Kui réngas
lamab rohtsal tasandil, siis on see
tasand rdngaspinna puutetasandiks,
kusjuures puutejooneks on ringjoon.
Puutetasand vGib kdverpinda ka 16i-
gata, nagu nditeks silindrilise pinna
puhul joonisel 51-2.

Koverpindadel voib esineda punk-
te, kus puutetasand pole maé&ratud.
Niisugusteks punktideks on néiteks
koonilise pinna tipp, iga punkt puu-
tujatepinna servjoonel jm.

Esitame jdrgnevalt moned ndited
puutetasandite konstrueerimise
kohta.

* Mittelaotuvate joonpindade puhul puutu-
mine ei toimu sirget moédda.

10+

Joomis 51-1

Nédide 1. Olgu vaja konstruee-
rida sfadn puutetasand t, kui on
antud puutepunkti M eestvaade M”
(joon. 51-3).

Leiame koigepealt puutepunkti
pealtvaade M’, naiteks horisontaalse
paralleeli g abil ning joonestame
raadiuse OM projektsioonid. Puute-
tasandi v saame nuiid konstrueerida
raadiuse OM (kui kerapinna nor-
maali) risttasandina l&bi punkti M.
Analoogilise tilesande oleme varem
juba lahendanud (§ 27, ndide 4).
Tombame 13bi punkti M tasandi <
horisontaali h ja frontaali f. Arves-
tades tingimust OM_L <, peab olema
K 1O'M ja ”LO”M”. Sirgete h ja
I teised projektsiconid on risti side-
joontega. Loikuvate sirgetega h ja f
ongi tasand Tt méadratud.

Ulesannet saab lahendada ka nor-
maali kasutamata. Sel puhul tdmba-

Joonis 51-2

147

o vt

e
et erp e A T

BRI o T a A e oy

R e




i et P s o

Joonis 51-3 Joonis 51-4

[y (RN S

I'd

Joonis 51-5 Joonis 51-6

148



me sfdaaril 18bi punkti M kaks ring-
joont —horisontaalse ja frontaalse —

ning joonestame nende puutujad
punktis M. Need puutujad médra-
vadki otsitava puutetasandi. Soovi-
tame lugejal endal lahendada iiles-
ande selle mottekdigu alusel ning
veenduda, et nii saadavad puutujad
on endised sirged h ja 1.

Ndidide 2. Leiame pddrdkoonuse
niisugused puutetasandid a ja P, mis
18bivad viljaspool koonust olevat
punkti Q (joon. 51-4).

Pole raske veenduda, et punkti Q
koonuse tipuga T iihendav sirge TQ
peab olema otsitavate puutetasandite
18ikesirge. Jérelikult puutetasandite
pohijdljed peavad ldbima sirgjoone
TQ pdhijalje P. Teiselt poolt peab
kummagi puutetasandi pohijalg puu-
tuma koonuse pdhjaringjoont. Sel-
lega on otsitavate tasandite pdhi-
jéljed p, ja py leitud. Need jalgsir-
ged koos puutepunktidest A ja B
13mmatud puutemoodustajatega AT
ja BT médravadki otsitavad puute-
tasandid o ja B.

Joonisel on punktjoonega naidatud
ka puutetasandi « esijdlje e, tuleta-
mine. Et telgpunkt p, Xx ldks joo-
mnise piirkonnast vélja, siis on selle
asemel kasutatud tasandi o nivoo-
jooni h ja f 1&bi koonuse tipu T:
jalgsirge e ldbib horisontaali h esi-
jdlgpunkti E» ning on paralleelne
frontaali eestvaatega f”.

K&vera meridiaaniga podrdpinna
puutetasand méddratakse harilikult
-puutepunkti 1&biva paralleeli ja me-
ridiaani puutujatega.

N&dide 3. Leiame rongaspinna
puutetasandi T, kui on antud puute-
punkti M eestvaade M” (joon. 51-5).

Joonisel esitatud kuhjakujuline
pind on iseennast 16ikava rdngas-
pinna sisemise osa iiks pool. Pinna
.moodustaja (ringjoone kaare) raa-

dius on r. Puutepunkti pealtvaate M’
leiame tavalisel viisil — punkti M
labiva paralleeli (g) abil. Selle paral-
leeli puutuja punktis M osutub puu-
tetasandi horisontaaliks h. Punkti M
labiva meridiaani puutuja ¢ on aga
puutekoonuse moodustajaks ning
1abib jérelikult puutekoonuse tippu
T. Viimane leitakse frontaalse meri-
diaani puutuja g abil, mis on risti
selle meridiaani raadiusega OQ
(@"LO"Q"). Otsitav tasand 7 on maa-
ratud puutujatega bk ja t Joonisel
on esitatud ka tasandi v pohijalg p=.

Nédide 4. Leiame ringpGhjaga
kaldsilindri (elliptilise silindri) puu-
tetasandid a ja B 1dbi antud punkti
Q (joon. 51-6).

Otsitavad puutetasandid 16ikuvad
mobbda sirget s, mis ldbib punkti Q
ning on paralleelne silindri moodus-
tajatega. Puutetasandite a ja f§ pohi-
jdljed p, ja pgldbivad sirge s pdhi-
jdlje P ning puutuvad silindri pdhja-
ringjoont. Need jalgsirged koos puu-
tepunktidest A ja B tdmmatud puu-
temoodustajatega a ja b madravadki
tasandid o ja PB. Tasandi g frontaali f
abil on joonisel punktjoonega leitud
ka selle tasandi esijalg egllf”.

§ 52. POORDPINNA
RISTPROJEKTSIOON PINNA
TELJE KALDASENDI PUHUL

Pgordpinnast ilmekama ristprojekisiooni saa-
miseks v3ib pinna telje votta ekraani suhtes
kaldu. Kujutise kontuur on siis leitav p&odrd-
pinna niisuguste puutesfadride abil, mis puu-
tuvad péordpinda médda ringjooni. Et podrd-
pind on selliste sfainde méhispinnaks, siis
osutub pédrdpinna kontuur nende sfadride
ristprojekisioonide  {ringjoonte) mé&hiskdve-
raks

Né&ide 1, Tuletame puutesfddride abil
hariliku rdngaspinna ristprojektsiooni, kui
pinna moodustaja (ringjoone) raadius on 1z,
juhtringjoone (g) raadius ¢ ning pinna telje ¢
kaldenurk joonisepinna suhtes ¢ (joon.
52-1, a).
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Joonis 52-1

Rongaspinna juhtringjoone tasandi kalde-
nurk on siis 90°—¢@. Selle ringjoone ristpro-
jektsiooniks saame ellipsi, mille lihem pool-
telg b=uacos (90°—@)=asin . Telgede jérgi
on see ellips holpsalt konstrueentav (§ 42).
Joonisel on ringjoon jaotatud 16 vdrdseks
osaks, saades nii ka ellipsil 16 punkti. Jarg-
nevalt on joonestatud puutesfidride ristpro-
jektsioonid, s.o. ringid, mille tsentriteks on
ellipsi jaotuspunktid ja raadiuseks rdngas-
pinna moodustaja raadius r (joon. 52-1,b).
Nende ringjoonte maéahiskdver annabki 18n-
gaspinna kujutise kontuuri (joon. 52-1, b, c).
On tdhelepanuvédrne, et rongaspinna kujutise
kontuur koosneb antud juhul kahest osast —
vélimisest kinnisest kodverast (see meenutab
ellipsit, kuigi ta seda pole) ning sisemisest
lahtisest k&verast,

Vaatamata sellele, et kujutise kontuuri
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tuletamisel méahiskGverana ei konstrueerita
joone uhtk: kindlat punkti, on tulemust ometi
voimalik joonestada véga tépselt.

Kui pb6ordpinna ristprojektsiooni kontuuri
soovitakse tuletada punkthaaval, siis tuleb
kasutada puutesfddre, mis puutuvad podrd-
pinda médda paralleele (§ 46).

Nédide 2. Olgu vaja tuletada péérdpmna
pealtvaade, kui pinna telg ¢ on paralleelne
esiekraaniga, kuid kaldu pdhiekraani suhtes;
pinna eestvaade on antud (joon. 52-2),

Valime vabalt paralleeli u (u”) ning joo-
nestame sellele vastava puutesfddri, Selle
keskpurkt O on hdlpsasti leitav, sest meri-
diaan koosneb kdesoleval juhtumil ringjoonte
kaartest. Paralleelil u leidub iildiselt kaks nii-
sugust punkti A ja B, mis on samaaegselt ka
péordpinna kontuuri k punktideks, s.t. punk-
tideks, muilles pdhikiired puutuvad péord-
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pinda, Jarelikult just need paralleeli u punk-
tid projekteeruvad pealtvaate kontuurile,
Punktide A ja B asukohad paralleelil u maa-
rab tingimus, et neid punkte labivad p6&hikii-
red peavad puutuma ka sféari, sest podrdpin-
nal ja puutesfddril on nende uhise paralleeli
igas punktis {ihine puutetasand. Et pdhikiired
saavad sfddri puutuda ainulf médda horison-
taalset suurringjoont h (R7_LO'0”), sus on
otsitavateks punktideks A ja B jarehkult
ringjoonte u ja h 1&ikepunktid. Nusus
A"=B"=u"Xh". Po6rdpinna pealtvaate kon-
tuun k’ punktid A’ ja B’ lemakse sidejoonte
abil sfdan suwrnngjoone h moondevabalt
pealtvaatelt 4. Kontuuni k’ puutujaks punk-
tis A’ on ringjoone h’ puutuja. Analoogiliselt
saab lerda kui fahes palju kontuuri punkte,
muutes vaid l&hteparalleeli u asukohta.

Olgu nimetatud, et kontuurt punktide leid-
misel vBib puutesfddride asemel kasutada ka
puutekoonuseid. Et aga konstruktsicon koo-
nustega on monevdrra keerulisem, sus jdtame
selle siin esitamata. Pealegi on puutesfdédndel
veel see eelis, et nende abil on pocrdpinna
pealtvaate kontuuri vdimalik joonestada sfdd-
ride projektsioonide mdhisjoonena. Nii on
tehtud ka vaadeldava podrdpinna ulemise osa
pubul, kus on kasutatud puutesfadre kesk-
punktidega 1, 2 ja 3.

Pinna kontuur k on siimmeetnline pinna
telge labiva frontaaltasandi suhtes. Sel kon-
tuuril on kaks murdekohta M; ja M, (lthine
eestvaade M7”j3), mis asuvad sellel paralieelil,
mille kohal meridiaani kaar tsentriga K
ldheb iile kaareks tseniriga Ks. Joone k kor-
geim punkt F ja madalaim punkt G asuvad
vastavalt frontaalse meridiaam Kkaarte tsent-
rite K, ja Ks korgusel. Ekvaatorit e, iietab
kontuur k punktides E, ja Ea, mille thine
eestvaade E”i, asetseb pinna telje ! eestvaa-
tel. Et punktid E, ja E, on ekvaatori e, hori-
sontaalse diameetri otspunktid, siis nende
pealtvaated E’y; ja E'» asuvad telje { pealt-
vaatest ekvaatori raadiuse kaugusel. Joone k
pealtvaate k' puutujad punktides E'; ja E's
on paralleelsed telje pealtvaatega t’. Analoo-
giliselt saadakse ekvaatorile e: vastavad
pealtvaate kontuuri punktid.

Kdesoleval juhtumil on kdveral kK ka
tagasipdordepunktid T', ja T'z; need leitakse
sidejoonte-sihilise puutuja tdGmbamisega kove-
rale K",

§ 53. LIHTSAMATE TEIST JARKU
PINDADE TASANDILISED
LOIKEJOONED

1. Sfidri ja poordsilindri I0iked.
Teist jdrku pindade tasandiliste 1di-
kejoonte kujutamisel on tdhtis mee-
les pidada, et

(45) teist jdrku pindade koik
tasandilised 16ikejooned on
teist jarku jooned.

Kerapinna iga tasandiline 15i-
kejoon on ringjoon. Selle ring-
joone ja tema ristprojektsiooni maa-
ramiseks piisab 16ikava tasandi kal-
denurga, ringi keskpunkti ja raa-
diuse teadmisest.

Niide 1. Keral on véljaldige,
mida piiravad pShiekraani risttasan-
did ©, ® ja A (joon. 53-1). On vaja
joonestada selle kera jirelejddnud
osa eestvaade.

Tasandi v ja kerapinna ldikering-
joon projekteerub esiekraanile side-
joonega Tthtivaks sirgloiguks, sest
tasand v on ristli esiekraaniga.

Loikav tasand A, olles esiekraaniga
paralleelne, 16ikab kerapinda mddda
ringjoont, mille diameeter vdrdub
16iguga E'F’. See ringjoon projektee-
rub esiekraanile moondevabalt; tema
eestvaatest vajame ainult faktilisele
véljaloikele vastavat osa. Tasand m
16ikab kerapinda mdédéda ringjoont,
mille diameetriks on 15ik A’B’. Selle
ringjoone eestvaateks tuleb ellips,
mille lithemaks teljeks on ringi hori-
sontaalse diameetri AB eestvaade
A”B", pikemaks teljeks aga ringi
vertikaalse diameetri CD eestvaade
C"D"=A’'B’. Selle ellipsi vdib konst-
rueerida néiteks telgringjoonte abil.
Olgu mérgitud, et haripunktid C” ja
D” ei asetse kera eestvaate kontuu-
ril. Ellipsist kasutame ainult seda
osa, mis vastab faktilisele vdljaldi-
kele. .
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Joonis 53-1 Joonis 53-2

Ellipsi ja kera eestvaate kontuuri
puutepunktid M” ja N” saadakse
pealtvaate M’ ==N’ jirgi, mis aset-
sevad kera frontaalse suurringjoone
pealtvaatel.

Joonisel on esitatud ka véljaldike
vertikaalsed servad s ja v. Neid
servi el esineks, kui lGigatavaks
objektiks oleks kera kui keha ase-
mel kerapind.

(46) Poordsilindrilise pinna Idika-
misel tasandiga saame kas
ringjoone, kaks paralleelset
sirget voi ellipsi — vastavalt
sellele, kas tfasand asetseb
silindri telje suhtes risti,
paralleelselt voi kaldu.

Viimasel juhtumil osutub ldike-
joon ellipsiks seetdttu, et seda voib
vaadelda silindri paralleelringjoone
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paralleelprojektsioonina 16ikaval ta-
sandil. Selle ellipsi ja tema mis tahes
paralleelprojekisiooni mé&&ramiseks
piisab kaasdiameetrite paarist.
Ndide 2. Po6ordsilindril on v&l-
jaldige, mida piiravad esiekraani
risttasandid m, v ja A (joon. 53-2).
Tuletada selle silindri kiilgvaade.
Tasapind =~ 16ikab silindri pinda
moédda moodustajaid m ja n, mille
punktikujuliste pealtvaadete m’ ja
n’ jérgi saab leida ka kiilgvaated
m”’ ja n'”. Tasandiga A saadav 15ike-
joon osutub ellipsiks, mille pikemaks
teljeks on 16k AB=A"B"” ja lithe-
maks teljeks CD=C’D’. Selle ellipsi
eestvaade on kahekordselt loetav
sirgloik, pealtvaade — ringjoon,
kiillgvaade aga jdlle ellips. Loike-
ellipsi teljed AB ja CD projekteeru-
vad kiilgvaateellipsi telgedeks, sest



Jooms 53-3

telg CD on kiilgekraaniga paralleel-
ne (§ 41, lause 42). Et aga tasandi A
ja silindri telje vaheline nurk ¢ on
voetud suurem kui 45°, siis projek-
teerub 1dikeellipsi pikem telg AB
kulgvaateellipsi lihemaks teljeks
AB". Kui nurk ¢ oleks 45° siis
saaksime 18ikeellipsi kiilgvaateks
vordsete pooltelgedega ellipsi, s. o.
ringjoone. Joonisel tuleb esitada ka
valjaloike servad s ja v.

2. Pddrdkoonuse ldiked. Poord-
koonuse tasandiliste 18ikejoonte ka-
gitlemisel eeldame, et koonuse telg
on ekraanil (joomisepinnal) ning et
18ikav tasand o on ekraaniga risti
(joon. 53-3). Ldikejoonte tdelised ku-
jud on leitud l6ikava tasandi poora-
misega joonisepinnale (l0ikejoonega
piiratud tasandi osa on tdpitud).

(47) Kui tasand 13ikab pddrdkoo-
nuse koiki moodustajaid, kuid
ei 1dibi koonuse tippu, siis
15ikejoon on ellips (sealhul-
gas ringjoon).

Tdepoolest, sel puhul koonuse koi-
gi moodustajate ja tasandi (ai) 15ike-

punktid on 18plikul kaugusel, mis-
tttu  16ikejoon on kinmne kdver
(joon. 53-3,a). Et see kver peab
olema teist jarku, siis saab ta olla
ainult ellips (sealhulgas ka ringjoon).

Ringjoonelise 16ike saame juhul,
kui 18ikav tasand (oz) on pddrdkoo-
nuse teljega risti L

Kui tasand (as) 16ikab koiki moo-
dustajaid ja 1&bib koonuse tippu, siis
15ikejoon kidub iheksainsaks punk-
tiks.

(48) Kui 15ikav tasand on paral-
leelne poO6rdkoonuse kahe
moodustajaga, kuid ei ldbi
koonuse tippu, siis 1dikejoon
on hiiperbool.

T&epoolest, kui tasand « on paral-
jeelne koonuse kahe moodustajaga
my ja my, siis ta 161kab koonusepinna
mélemat katet (joon. 53-3,b) ning
16ikejoon koosneb seetdttu kahest
eraldiseisvast osast. Et seejuures
moodustajad m; ja mg on tasandiga
o paralleelsed, siis on ldikejoonel
jarelikult kaks ebapunkti. Nii sel-
gub, et 181kejooneks saab olla ainult
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hiiperbool. Asjaolust, et hiiperbooli
aslimptoodid suunduvad ebapunkti-
desse samuti nagu sirged m; ja my,
jdreldame, et hiiperbooli asiimptoo-
did on paralleelsed moodustajatega
m; ja ms.

{49) Kui 1bikav tasand on paral-
leelne p&ordkoonuse iiheainsa
moodustajaga, kuid ei 1&bi
koonuse tippu, siis 16ikejoon
on parabool.

Tdepoolest, sel juhtumil tasand «
16ikab koonuse kd&iki moodustajaid
peale moodustaja m, millega ta on
paralleelne (joon. 53-3,c). Sellest
jareldame, et 10ikejoon on tihe eba-
punktiga teist jdrku joon, s. 0. para-
bool. Arusaadavalt jdtab paraboolne
16ige koonuse teise katte terveks.
Kui tasand ldbib koonuse tippu, siis
parabool kidub poolsirgeks (puute-
moodustajaks).

Ldpuks voib tasand o 16igata koo-
nust ka kahte moodustajat m; ja m;
mo6dda, lébides siis tihtlasi ka koo-
nuse tippu {joon. 53-3, d). Neid kahte
16ikemoodustajat vdib lugeda ka
kidunud hiiperbooliks.

Olgu o nurk 18ikava tasandi ja
koonuse telje vahel ning ¢ nurk koo-
nuse moodustaja ja telje vahel (joon.
53-3, ¢). Siis saab koonuse tasandilise
16ikejoone nimetuse kergesti kind-
laks teha ka jédrgmiste tunnuste pdh-
jal, mis jérelduvad lausetest (47),
(48) ja (49):

1 kui w>q, siis 1dikejoon on
ellips;

2) kui o<{ge, siis 16ikejoon on
hiiperbool;

3) kui o=¢, siis I0ikejoon on

parabool.

Laused (47), (48) ja (49) on keh-
tivad mitte tiksnes pdérdkoonuse,
vaid iga teist jarku koonuse puhul.

Et teist jarku koonuse l6ikamisel
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tacandiga voib saada ko&iki teist jar-
ku jooni, siis nimetatakse ellipsit,
hiiperbeoli ja parabooli iihiselt ka
koonuseldigeteks,

KUSIMUSED

1. Mis johtumil tasand 16ikab poordsilindrit:
a) ellipsit mdédda, b) paralleelseid sirgeid
moodat

2. Kas pooOrdsilindrit saab lGigata tasandiga
parabooli v6i hiiperbooli moé6da?

3. Mis juhtumil tasand 16ikab pddrdkoonust:
a) ellipsit méd6da, b) parabooli mddda,
¢} hiiperbooli médda, d) kahte sirget
mbdda?

§ 54. PINDADE
LOIKUMISULESANNETE
LAHENDAMISE VOTTED

Uheks olulisemaks probleemiks ku-
jutavas geomeetrias on kahe pinna
16ikejoone konstrueerimine. Prakti-
kas vajatakse pindade I8ikejoonte
tuletamist ja kujutamist eriti tehnili-
ses joonestamises.

Kahe pinna 16ikejoone tuletamisel
kasutatakse harilikult nn. abipindade
votet. Selle votte olemus seisneb
jargnevas (joon. 54-1). Olgu vaja
leida pindade a ja B l6ikejoon k.
Loikame need pinnad l&bi abipin-
naga y ning joonestame ldikejooned
a ja b, mida mo6dda abipind vy 16ikab
pindu ¢ ja P. On ilmne, et joonte a
ja b 16ikepunktid M ja N kuulu-
vadki pindade otsitavale 18ikejoo-
nele k, sest molemad punktid asetse-
vad nii pinnal ¢ kui ka pinnal B.
Vottes uusi abipindu yi, ye, ... k8r-
gemal vdi madalamal abipinnast vy,
vdime saada kui tahes palju 16ike-
joone k punkte.

Abipinnad tuleb kuju ja asendi
poolest valida vdimalikult nii, et nad
16ikaksid antud pindu médéda lihtsaid
jooni (sirgjooned, ringjooned) ning
et nende joonte projektsioonid kaks-




Joonmis 54-1

vaatel oleksid kergesti konstrueeri-
tavad. Neid tingimusi saab rahuldada
ainult siis, kui kummalgi antud pin-
nal leidub siisteem sirg- vdi ringjoo-
nelisi 16ikeid ja kui pindade wvastas-
tikune asend ning paigutus ekraa-
nide suhtes sobivad abipindade ka-
sutamiseks. Juhul kui 16ikuvatel pin-
dadel sirg- v6i ringjoonelisi 16ikeid
pole, osutub 18ikejoone konstrueeri-
mine isna tiilikaks vdi tdpsel viisil
roguni voimatuks; sageli tuleb siis
leppida monesuguste ldhiskonstrukt-
sioonidega.

Abipindadena kasutatakse prakti-
kas sGltuvalt andmeist kas tasandeid
vol sfaddre. Vastavalt kasutatud abi-
pindade liigile mimetatakse ka vdtet
kas abitasandite votteks voi abisfad-
ride votteks, Abitasandite rakenda-
mise voimalused on praktikas isna
avarad, abisfddre saab aga kasutada
ainult tsiikliliste pindade puhul. Olgu
maérgitud, et abitasandite votet oleme
juba rakendanud paragrahvis 25 ka-
he tasandi ldikejoone tuletamisel.
Naiteid abitasandite votte ja abisfaa-
ride votte kasutamise kohta esitame
jdrgnevates paragrahvides.

Silindriliste ja kooniliste pindade
puhul on voimalik rakendada ka nn.
uute kujutamiskiirte votet. Selle vot-
te olemus on lithidalt jargmine.

Voetakse niisugused uued kiired,
mis projekteerivad the antud pinna
tema jdlgjooneks kaksvaate iihel ek-

raanil. Teise pinna sirgjooneliste
moodustajate uued kujutised loika-
vad sils esimese pinna joonkujutist
(jalge) punktides, mis on antud pin-
dade l6ikejoone punktide uuteks ku-
jutisteks. Viimaste jdrgi saab leida
ka l6ikejoone punktid kaksvaatel.

Koonilist pinda saab projekteerida
tema jdlgjooneks tsentraalkiirte abil,
mis ldhtuvad koonuse tipust, silind-
rilist pinda aga paralleelkiirte abil,
mis on paralleelsed silindri moodus-
tajatega.

Uute kujutamiskiirte votte abil
saab lahendada ka niisuguseid 15iku-
misilesandeid, kus ainult {iks antud
pindadest on silindriline vo6i kooni-
line, teine aga on mingi muu joon-
pind (ithekatteline hiiperboloid, hii-
perboolne  paraboloid, silindroid
vm.).

Konkreetse 16ikumisiilesande la-
hendamisel on oluline leida k&ige-
pealt 10ikejoone ja tema kujutiste
erilised punktid, nagu ekraani-
dest kGige kaugemal voi neile kige
ldhemal olevad punktid, 16ikejoonte
ja kontuurjoonte puutepunktid, ise-
drased punktid (§ 39) jt.
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KUSIMUSED

1. Missuguseid pindu kasutatakse abipinda-
dena kahe pinna lGikejoone tuletamisel?

2. Kuidas valitakse abipinnad asendi ja kuju
poolest kahe pinna 1ikejoone tuletamisel?

3. Missuguste kiirte ahil saab koonilise pmna
projekteerida tema jalgjooneks?

§ 55. KOVERPINNA JA TASANDI
LOIKUMINE

Paljudel k&verpindadel leidub siis-
teem lihtsaid tasandilisi 16ikejooni—
ring- v&i sirgjooni. Néiteks pddrd-
pindade 16iked pinna telje risttasan-
diga on ringjooned, joonpindade 18i-
ked moodustajaid ldbiva tasandiga
aga sirgjooned. Sd&raste lihtsate ta-
sandiliste ldikejoonete olemasolu
korral saab kdverpinna ja mis tahes
asendiga tasandi loikejoone leidmi-
seks alati kasutada abitasandite v&-
tet. Esitame mo&ned sellekohased néi-
ted.

Niide 1. Olgu vaja tuletada
joonisel 55-1 esitatud p&drdpinna
{réngaspinna osa) ja {iildasendilise
tasandi o (p, e) 1Gikejoone projekt-
sioonid ja 16ikejoone tdeline kuju.

Loikejoone projektsioonid saame
tuletada horisontaalsete abitasandite
abil jargmiselt. Olgu p juhuslikul
korgusel valitud horisontaalne abi-
tasand. See 16ikab tasandit ¢ modda
horisontaali h (h”==p”, K'llp), pd6rd-
pinda aga mé6da paralleeli. Viimane
projekteerub  esiekraanile sirgldi-
guks A”B”, pohiekraanile aga ring-
jooneks, mille diameeter vordub 16i-
guga A”B”. Horisontaali ja paral-
leelringjoone pealtvaadete loike-
punktid M’ ja N’ ongi otsitava loike-
joone kahe punkti M ja N pealtvaa-
ted. Vastavad eestvaated leiame si-
dejoonte abil abitasandi sirgkujuti-
selt p”. Korrates konstruktsioonide
tsiiklit teistsugustel koOrgustel vali-
tud abitasanditega, saame kiillaldase
arvu punkte 16ikejoone projektsioo-
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nide joonestamiseks. T66d soodustab
asjaolu, et loikejoon on siimmeetri-
line tasandi a selle pdhilangusjoone
suhtes, mis 16ikab pinna telge.

Loikejoone eestvaate joonestami-
sel on tdhtis teada seda punkti U,
kus léikejoon iiletab frontaalse me-
ridiaani, minnes pinna esikiiljelt
tagakiiljele. Punkt U asetseb iihtlasi
tasandi a selle frontaalil f, mis 15i-
kab pinna telge. Niisiis, tdmmates '
18bi punkti T’ ning tuletades #’|le,
leiame punkti U eestvaate frontaalse
meridiaani eestvaatel. Pealtvaade U’
leitakse sidejoone abil frontaali
pealtvaatelt f. Punkt U” on l56ike-
joone eestvaate ja pinna eestvaate
kontuuri puutepunkt; siit alates tuleb
16ikejoone eestvaade t6mmata kriips-
joonega.

Loikejoone tdelise kuju saamiseks
pboérame tasandi a koos I1dikejoo-
nega imber pshijdlje p pdhiekraa-
nile. Selleks valime ldikejoonel rea
punkte ning tuletame nende p&dren-
did. Joonisel on punktide poérendite
saamiseks kasutatud asjaolu, et kdik
tthe ja sama tasandi frontaalid on
omavahel paralleelsed ja et frontaa-
lide 16igud projekteeruvad esiekraa-
nile moondevabalt. Nii néiteks

punkti U pdérend U tuleb jilje p
ristsirgele 14bi punkti U’ nii, et PU=
=P"U”. Teiste punktide poédrendid
saame niilid leida eestvaadet kasuta-
mata. Néiteks punkti N pdoérendi N
saame jdrgmiselt. Tombame labi
punkti N’ tasapinna o frontaali f,
pealtvaate f';. Selle frontaali pé6rend
f 1abib jdlgpunkti Q ning on paral-
leelne podrendiga f. Témmates niiiid
l&bi punkti N’ jélje p ristsirge, leia-
megi pddrendil f; punkti N. Loike-
joone tdeline kuju saadakse leitud
punktide thendamisel lekaaliga.



Jooms 55-1

Ldikejoone punktide pddrendid
vOib saada ka sel teel, et leitakse
nende punktide kaugused pohijdljest
p (nditeks sirklivittega) ning kan-
takse need kaugused jilje p vasta-
vatele ristsirgetele (§ 32). Sel juhul
viaheneb konstruktsioonijoonte hulk
miinimumini.

Nédide 2. Tuletada po6ordkoo-
nuse ja frontaalse tasandi a 1Gike-
joon (joon. 55-2).

Et tasand ¢ on paralleelne koonuse
kahe moodustajaga a ja b, siis saame
16ikejooneks hiiperbooli. Hiiperbooli
punktide saamiseks v&ib kasutada
horisontaalseid abitasandeid. Need
tasandid loikavad koonust modda
ringjooni, tasandit a aga modda nii-
suguseid horisontaale, mille pealt-
vaated iihtivad sirgega o’. Nii ndi-

Joonis 55-2

teks abitasand p 16ikab koonust
médda ringjoont ¢, mille diameeter
on vdrdne 16iguga E”F”, tasandit a
aga mo66da horisontaali h. Joonte ¢
ja h pealtvaadete 16ikepunktid A’ ja
B’ on hiiperbooli punktide pealtvaa-
ted. Vastavad eestvaated A” ja B”
leiame sidejoonte abil sirgelt p”.
Muutes tasandi p kOrgust, v6ib ana-
loogiliselt leida kui tahes palju
hiiperbooli punkte. Hiiperbooli hari-
punkt H on koonuse sellel parallee-
1il d, mis puutub 15ikavat tasandit a.
Selle paralleeli eestvaade d” on lei-
tud pealtvaate d’ jargi punkti C abil.
Naide 3. Olgu vaja tuletada
rongaspinna ja frontaalse tasandi a
16ikejoon (joon. 55-3, a).
Réngaspinna telg on joonisel risti
pohiekraaniga, 1dikava tasandi a
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Joonis 55-3

kaugus pinna teljest aga vOrdub pin-
na ava raadiusega r;. Nii voetud 18i-
kav tasand osutub ihtlasi rngaspin-
na puufetasandiks ning seetdttu on
16ikejoonel puutepunkti kohal s6lm-
punkt (kahekordne punkt) K. Joone
muud erilised punktid leiame jirg-
miselt. Adrmine parempoolne punkt
H asetseb rdnga vilimisel ekvaato-
ril, seega pealtvaate kontuuril. Kor-
geim punkt Q aga asetseb pinna koi-
ge korgemal paralleelil (raadiusega
r;1+1), mille pealtvaade langeb kok-
ku rdnga telgringjoone v pealtvaa-
tega.
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Loikejoone teiste punktide leidmi-
sel kasutame horisontaalseid abi-
tasandeid. Niiteks tasand p 16ikab
rongaspinda mododda paralleelringjoo-
ni, mille raadiuste pikkused on wvas-
tavalt O”A” ja O”B". Pdhiekraanile
projekteeruvad need ringjooned
moondevabalt ringjoonteks kesk-
punktiga O’. Abitasand p 16ikab
antud tasandit ¢ modda horisontaali
h, kusjuures h'==a’. Horisontaali h
ning l6ikeringjoonte 16ikepunktid M
ja N ongi otsitava 15ikejoone kaheks
punktiks. Joonisel saadakse enne
pealtvaated M’ ja N’ ning nende
jérgi sidejoonte abil ka eestvaated
M" ja N" sirgel p”.

Asjaolu, et 10ikejoonel on kaks
siimmeetriatelge, vGimaldab mérkida
joone punktideks kohe ka need
punktid, mis on leitud punktidega
M ja N stmmeetrilised. Vajaduse
korral voib 18ikejoone punkte juur-
de saada uute nivoopindadega 16ika-
mise teel.

Kui rongaspinda méédravad raadiu-
sed r ja r; on virdsed, siis pinna tel-
jega paralleelne ja pinda puutuv
tasand annab ldikejooneks Bernoulli
lemniskaadi.

Rongaspinna muid teljega paral-
leelseid 16ikeid, mis on saadud tasan-
ditega o4, 0y, oz ja o4, ndeme joonisel
55-3, b.

Né&ide 4. Tuletada ringpdhjaga
kaldsilindri (elliptilise silindri) rist-
1dike projektsioonid ja ristldike tGe-
line kuju (joon. 55-4).

Ulesannet saab lahendada mitmel
viisil. Uks v&imalus on jdrgmine.
Tombame ldikava tasandi o jdljed
risti silindri moodustajate vastavate
projektsioonidega ning kasutame
horisontaalseid abitasandeid. Viima-
sed 1oikavad silindrit médda ring-
jooni, tasandit aga modda horison-
taale; ringjoon ja horisontaal, mis
asetsevad tihel ja samal abitasandil,



annavadki 16ikumisel otsitava 1dike-
joone punkte.

Lihtsamalt laheneb tulesanne lisa-
projektsiooni kasutamisega. On ette
teada, et otsitavaks ristldikeks on
ellips; tarvis on tuletada vaid selle
ellipsi md&ramisandmed — soovitav
teljed. Selleks kasutame niisugust
uut ekraani e;-le;, mis on paralleel-
ne silindri moodustajatega. Silindri
ristprojektsioon uuel ekraanil on
kergesti tuletatav mingi {the moodus-
taja, nditeks punkti D ldbiva moo-
dustaja ab:l: D,D”'=D,D” (§ 33).

Kaksvaates (g1, e3) on tasand a
projekteerivaks pinnaks ekraani e;
suhtes. Niisiis saame tasandist o kol-
mandas vaates sirgkujutise a”/, mis
tuleb joonestada risti silindri moo-
dustajatega samas vaates. Sellega
aga ongi kées 10ikeellipsi teljed BD
ja AC — esimene neist vdrdub
silindri kolmanda vaate laiusega, tei-
ne aga silindri pealtvaate laiusega:
BD=R"D""; AC=A'C’. Lbikeel-
lipsi tdeline kuju ABDC on telgede
jargi eraldi vélja joonestatud silindri
eestvaatest vasakul. Joonisel on 15i-
keellips esitatud ka ldhtekaksvaates;

Joomis 55-5 Joonis 55-6

]
]

4

Joonis 55-7
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tema telgede pealtvaated on pealt-
vaateellipsi telgedeks, telgede eest-
vaated aga eestvaateellipsi kaasdia-
meetrite paariks.

ULESANDED

1. Tuletada kerapinna ja tasand1 1&ikejoone
kaksvaade, kwm tasand on antud pGhijal-
jega p ja kerapinnal asetseva punktiga
A (joon. 55-5).

2. Esitada kolmvaates joonisel 55-6 kujutatud
magsiivie poordkoonus, millesse on esi-
ekraani risttasanditega tehtud prismaline
auk.

3, Tuletada joomnisel 55-7 kujutatud objekti
ja tasandi « (p, e) 1Gikejoone kaksvaade
ja 1oikejoone toeline kuju

§ 56. KOVERPINNA JA
SIRGJOONE LOIKUMINE

Koverpinna ja sirgjoone 1dikepunk-
tide leidmise eeskiri on analoogiline
paragrahvis 26 vaadeldud eeskirjaga
tasandi ja sirgjoone l0ikepunkti leid-
miseks. Siingi tuleb votta 14bi sirge
mingi abitasand, tuletada abitasandi
ja koverpinna 10ikejoon ning leida
viimase ldikepunktid antud sirge-
ga — need osutuvadki antud kover-
pinna ja sirge l16ikepunktideks.

Abitasand 18bi sirge piilitakse va-
lida nii, et tema 15ikejoon kdverpin-
naga annaks joonisel lihtsaid pro-
jektsioone — sirg- ja ringjooni. Liht-
samate voOimaluste puudumisel voe-
takse abitasandiks sirget projektee-
riv tasand.

Silindriliste ja kooniliste pindade
156ikumisel sirgega vOib hea eduga
kasutada ka niisugust abiprojektee-
rimist, mille puhul antud pinna moo-
dustajad on kujutamiskiirteks.

Nidide 1. Olgu vaja leida k&-
vera meridiaaniga p66rdpinna ja
sirge s 1dikepunktid (joon. 56-1).

Paneme 1&bi sirge s abitasandi T
risti pOhiekraaniga ning tuletame
eelmisest paragrahvist tuttaval viisil
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poo6rdpinna ja tasandi t 18ikejoone
g. Kévera ¢ punktide saamiseks ka-
sutame horisontaalseid abitasandeid;
need loikavad p6drdpinda médda
ringjoon1. Joonisel on ndidatud 16i-
kejoone g kahe punkti 1 ja 2 saa-
mine tasandi p abil. Sirgjoone s ja
k&vera g uhised punktid M ja N
ongi sirge s ja podérdpinna otsitavad
16ikepunktid. Ulesande lahendamise!
pole kéverat g vaja tuletada tervik-
likult — piisab tema tiikikestest
arvatavate l16ikepunktide {imbruses.

Ndide 2 Leida kerapinna ja
sirge s 16ikepunktid M ja N {joon.
56-2).

Votame abitasandiks pdhiekraani
risttasandi © 18bi sirge s. See tasand
16ikab kerapinda m&dda ringjoont g,
mille diameeter vérdub 16iguga A'B’.
Otsitavad punktid M ja N on sirge s
ja ringjoone g ldikepunktid. Need
punktid saame kd&ige lihtsamalt lei-
da sel teel, et p&Orame tasandi <t
pOhiekraanile koos joontega g ja s.
Et ringjoone g tsenter K ja kera-
pinna tsenter O asetsevad pohiekraa-
nist vordsel kaugusel, siis ringjoone

pOdrend: E tsentri K saamiseks vota-
me K'’K=0,0", Sirgjoone s p66érend
s on leitud pdhijalje P ja sirgel va-
balt valitud punkti Q jargi (Q'Q==
=QxQ"). Pédrendite g ja s iihised
punktid M ja N osutuvad otsitavate
16ikepunktide pddrenditeks. Tagasi-
k&iguga on nende jérgi leitud esmalt

pealtvaated M’ ja N’ ning seejirele
ka eestvaated M” ja N”.

Pdorendilt g ndeme, et punkt M
on kera iilemisel, punkt N aga alu-
misel poolel. Vastavalt sellele kuju-
neb joonisel sirge s osade ndhtavus
pealtvaates. Pealtvaatelt omakorda
nihtub, et punkt M on kera esikil-
jel, punkt N aga tagakiiljel; sellega



Joonis 56-1

on méadratud sirge s osade ndhtavus
eestvaates.

Niide 3. Antud on kooniline
pind tipuga T ja pohijaljega (jubt-
joonega) j ning sirge a (joon. 56-3).
Leida koonilise pinna ja sirge a 16i-
kepunktid M ja N.

Lahendame iilesande uute kujuta-
miskilirte votte abil (§ 54). Loike-
punktide leidmiseks projekteerime
sirge @ ja koonilise pinna pShiekraa-
nile tsentraalkiirtega, mis védljuvad
koonuse tipust T. Sel puhul tuleb
koonilise pinna tsentraalprojekisioo-
niks tema jidlgjoon j, millel peavad
asetsema ka sirge a ja koonilise pin-
na 1&ikepunktide tsentraalprojekt-
sioonid. Teiselt poolt aga peavad

11  Kujutav geomeetria

Joonis 56-2

nende 16ikepunktide tsentraalpro-
jektsioonid olema sirge a tsentraal-
projektsioonil a;=PA;, kus punkt
P on sirge a pShijalg ja A; sirgjoo-
nel vabalt véetud punkti A tsentraal-
projektsioon (ehk kiire TA pohijalg).
Kujutiste a; ja j tihised punktid M,
ja N; ongi otsitavate ldikepunktide
M ja N tsentraalprojektsioonid. Ja-
relikult punktidesse M; ja N; tom-
matud tsentraalkiired peavad 1&ika-
ma sirget a just otsitavates punkiti-
des M ja N.

Kirjeldatud konstruktsioonile v&ib
anda ka teistsuguse tolgenduse. Koo-
nuse tippu T ja sirget a ldbiv abi-
tasand o 16ikab koonilist pinda md6-
da moodustajaid, mille 16ikepunktid
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sirgega a ongi otsitavad punktid M
ja N. Sirge a; osutub nild abitasan-
di o pdhijaljeks p .

Niide 4. Silindriline pind, mis
on maidratud juhtjoonega (pdhijal-
jega) j ja moodustajaga m, 18ikub
sirgega s; leida 16ikepunkt L (joon.
56-4).

Loikepunkti leidmiseks projektee-
rime silindrilise pinna ja sirge s po-
hiekraanile, kasutades kujutamiskii-
ri, mis on paralleelsed moodustajaga
m. Silindrilise pinna kaldprojektsioo-
niks osutub siis tema pdhijalg J.
Sirge s kaldprojektsiooni s; leidmi-
seks tuletame sirgel vabalf valitud
punktide A ja B kaldprojektsioonid
A; ja Bi. Loikepunkti L kaldprojekt-
siooniks saame punkti L;, milles
sirge s, 18ikab juhtjoont j. Témma-
tes niiiid 1dbi punkti L, kaldkiire k
pealtvaate K'llm’ kuni 16ikumiseni
sirgega §’, saame otsitava 16ikepunkti
pealtvaate L’. Punkti L eestvaate
leiame sidejoone abil sirgelt s”.

Kirjeldatud konstruktsiooni v&ib
tdlgendada ka jdrgmiselt. Labi sirge
s on pandud abitasand paralleelselt
silindrilise pinna moodustajatega
ning on leitud selle tasandi ja silind-
rilise pinna 8ikejoon k. Viimane,
18ikudes sirgega s annabki otsitava
16ikepunkti L. Sirge s kaldprojekt-
sioon 5; tihendab selles tdlgenduses
abitasandi pohijalge.

KUSIMUSED JA. ULESANDED

1. Missugune on sirgjoone ja kdverpinna
18ikumisiilesande iildine lahendusk&ik?

2 Tuletada elliptilise silindri ja sirge s 16ike-
punktid (joon. 56-5).

3. Leida punktid, milles sirged a ja b 15ika-
vad réngaspinda (joon. 56-6).

11+

§ 57. ABITASANDITE
KASUTAMINE PINDADE
LOIKEJOONTE
TULETAMISEL

Esitame jdrgnevalt rea nditeid abi-
tasandite votte kasutamise kohta ka-
he pinna ldikejoone tuletamisel.

Niaide 1. Olgu vaja tuletada
podrdparaboloidi ja sfadri 10ikejoon
g, kui sfddri tsenter O ei asetse para-
boloidi teljel ¢ (joon. 57-1).

Ft paraboloidi telg t on risti pdhi-
ekraaniga, siis abitasanditeks sobi-
vad horisontaalpinnad. Need l&ika-
vad molemat antud pinda mdédda
ringjooni, mis projekteeruvad esi-
ekraanile sirgldikudeks, pohiekraa-
nile aga @gg% Nii néi-
teks horisontaalpind p, 16ikab para-
boloidi mééda ringjoont ¢ ja sfdari
moédda ringjoont k. Nende ring-
joonte raadiused r. ja r» saame esi-
ekraanilt. Ringjoonte ¢ ja k pealt-
vaadete 15ikepunktid A’ ja B’ op
otsitava 16ikejoone g kahe punkti
pealtvaadeteks. Vastavad eestvaated
A" ja B” leiame sidejoonte abil sir-
gelt’ 1”1, Analoogiliselt on leitud
nivoopinna s abil 16ikejoone punk-
tid C ja D.

Loikejoone erilisteks punktideks
on tema kérgeim punkt M, madalaim
punkt N ning sfddri pealtvaate kon-
tuurile projekteeruvad punktid U ja
V. Viimased asetsevad paraboloidi
paralleelil, mille tasand p. ld&bib
sfasri tsentrit O. Punktid U ja V
lahutavad pealtvaates kdvera g néh-
tavat osa mittendhtavast osast. Eest-
vaates on aga kdvera g mittendhtav
osa ndhtava osa varjus.

Niide 2. Joonisel §7-2 on esita-
tud harilik rdngaspind, mida 13ika-
vad kaks poo6rdsilindrit; on wvaja
tuletada vastavad 1&ikejooned.

Pinnakolmiku asend ekraanide
suhtes on valitud nii, et rdngaspinna

163

5



e e A

R N e PEREMCm s
W n w0 wek

[

LR

ER
e

o T

Joonis 57-1 Joonis 57-2

telg ja vasakpoolse silindri telg on
risti esiekraaniga, parempoolse si-
lindri telg aga risti pdhiekraaniga.
Sédrane objektide paigutus voimal-
dab korraga leida mdlemaid l6ike-
jooni, kasutades iihte ja sedasama
frontaalsete abitasandite silisteemi.
Toepoolest, frontaalsed abitasandid
16ikavad k&iki antud pindu méoda
sirg- vOi ringjooni ning nende joonte
projektsioonid on samuti sirg- voi
ringjooned. Selgitame Idikejoonte
punktide saamist ndaiteks abitasan-
diga pi. See tasand 18ikab rdngas-
pinda moddda ringjooni k ja ¢, mis
projekteeruvad esiekraanile moon-
devabalt; nende ringjoonte raadiu-
sed r ja r; saadakse pealtvaatelt.
Tasand p; 16ikab rohtsilindrit mo6-
da ringjoont, mille eestvaade tihtib
selle silindri ringjoonelise eestvaa-
tega, plstsilindrit aga médéda moo-
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dustajaid u ja v, mille eestvaated lei-
takse nende punktikujuliste pealt-
vaadete jdrgi. Ringjoonte k ja g
eestvaated loikavad rohtsilindri eest-
vaadet punktides 17, 2“, 3”7 ja 47,
mis on otsitava vasakpoolse l0Oike-
joone nelja punkti eestvaadeteks.
Punktide 1, 2, 3 ja 4 pealtvaated
leiame sidejoonte abil sirgelt p';.
Pistsilindri moodustajate u ja v
eestvaated u” ja v”, ldikudes ring-
joone k eestvaatega, annavad otsi-
tava parempoolse loikejoone kahe
punkti eestvaated 5”7 ja 6” (ringjoon
g plstsilindrit ei 16ika). Punktide &
ja 6 pealtvaated asetsevad sirgel p'i,
ihtides seal moodustajate u ja v
pealtvaadetega. Votet uute frontaal-
pindadega korrates vGib saada kum-
magi 10ikejoone kui tahes palju
punkte.

Joonisel on n&didatud ka 1oikejoon-



te moningate eriliste punktide leid-
mine. Vasakpoolse 1dikejoone punk-
tid Q ja T, mis asuvad rénga telg-
ringjoone tasandile kbige ldhemal,
leitakse eestvaates sirge O”M” abil

silindri ringjooneliselt eestvaatelt.
Raadiuste O"Q” ja O"T” abil saab
joonestada r1dngaspinna vastavate
paralleelringjoonte sirgjoonelised
pealtvaated, millel asetsevadki punk-
tid Q" ja T’. Joonisel on punktide
Q ja T kaugused esiekraanist vord-
sed seetdttu, et silindri telg 16ikab
ﬁnga telgringjoont (16ikepunkt on

).

Parempoolse ldikejoone punkt F,
mille kaugus 1dnga telgringjoone
tasandist on maksimaalne, leitakse
plstsilindrit puutuva frontaalpinna
us abil rbngaspinna vastavalt paral-
leelilt. Punktid U ja V, kus lGike-
joon ladheb silindri esikiiljelt taga-
kiiljele ja muutub eestvaates mitte-
ndhtavaks, asetsevad rdngaspinna
sellel paralleelil, mille tasand pe
1dbib silindri telge. Silindri ja rdn-
gaspinna puutepunkt K on ldike-
joone kahekordne punkt.

L3puks juhime tdhelepanu sellele,
et vasakpoolne 16ikejoon on sim-
meetriline ronga telgringjoone ta-
sandi suhtes, parempoolne aga ronga
telge l&biva horisontaaltasandi suh-
tes.

Kooniliste ja silindriliste pindade,
sealhulgas ka nende erivormide —
ptiramiidiliste ja prismaliste pinda-
de — ldikumistilesannete lahendami-
sel saab alati abitasandeid valida nii,
et nad 16ikavad antud pindu sirg-
jooni (moodustajaid) moéda. Selleks
tuleb abitasandid v&tta olenevalt 16i-
kuvatest pindadest jargmiselt:

1) kahe koonuse puhul — _18bi
koonuste tippe ithendava sirge;

2) koonuse ja silindri puhul — 13bi
sirge, mis on paralleelne silindri

moodustajatega ja 18bib koonuse
tippu;

3} kahe silindri puhul — paralleel-
selt kummagi silindri moodustaja-
tega.

Nimetatud 18ikumisiilesannete la-
hendamisel on vajalik, et ldikuvate
pindade j&ljed iihel ekraanil oleksid
antud vdl eelnevalt konstrueeritud.
Vaatleme mdningaid nditeid.

Ndide 3. Joonisel 57-3 on antud
kaks ldikuvat koonust tippudega S
ja T ning pdhijdlgjoontega k ja g;
on vaja néidata 16ikejoone punktide
saamist.

Abitasandid votame nii, et nad
koik lébiksid koonuste tippe iihen-
davat sirget ST. Seesugused tasandid
ioikavad kumbagi koonust méoéda
moodustajaid. Leiame koigepealt
sirge ST pbdhijédlje P. Et ko&ik abi-
tasandid ldbivad sirget ST, siis pea-
vad nende pd&hijdljed ldbima punkti
P. Joonisel ongi 1&8bi punkti P {om-
matud the abitasandi (o) pShijédlg p.
See jdlgsirge 16ikab koonuste pdhi-
jalgjooni punktides A, B, C ja D,
millest algavadki need moodustajad,
mida mo6dda tasand o 1dikab koonu-
seid. Moodustajate pealtvaadete 16i-
kepunktid 1/, 2/, 3’ ja 4 on otsitava
16ikejoone pealtvaate punktideks.
Punktide 1, 2, 3, 4 eestvaated on lei-
tud sidejoonte abil vastavate moo-
dustajate eestvaadetelt. 1Loikejoone
uusi punkte saab leida uute abita-
sandite rakendamisega, s. t. jélgsirge
p pbdramisega uude asendisse {imber
punkti P. Loikejoon on joonisel jde-
tud esitamata.

Nédide 4. Leida joonisel 57-4
esitatud prisma ja silindri 18ikejoone
mdned punktid.

Ldikame antud pindu niisuguste
abitasanditega, mis on paralleelsed
nii prisma kiilgservadega kui ka
silindri moodustajatega. Abitasandite
pohijdlgede sihi saamiseks valime
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Joonis 57-3

vabalt punkti M (M’, M"} ning tom-
bame sellest sirged a ja b, millest
esimene on paralleelne silindri moo-
dustajatega ja teine — prisma kilg-
servadega: allm; bils. Tasandi (@, b)
pShijdlg PQ nditabki sohivate abi-
tasandite pChijdlgede sihtl. Tomba-
me niitid tthe abitasandi (a) pohijilje
pilPQ. Loigaku see antud pindade
pShijalgi punkiides A, B, C ja D.
Nendest punktidest ldhtuvad moo-
dustajad on siis tasandi « ja antud
pindade 13ikesirged. Nende moodus-
tajate pealtvaadete 15ikepunktid 17,
2’, 3 ja 4 on otsitava ldikejoone
pealtvaate punktideks. Punktide I,
2, 3, 4 eestvaated saadakse sidejoon-
te abil vastavate moodustajate eest-
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Joonis 57-4

vaadetelt. Korrates konstruktsioo-
nide tsiiklit uute abitasanditega,
mille pohijaljed on tdmmatud paral-
leelselt jdlgsirgega p, vOime saada
kui tahes palju 16ikejoone punkte.
Joonisel on ldikejoon jaetud esita-
mata.

Ndide 5. Olgu vaja konstruee-
rida koonilise ja silindilise pinna 156i-
kejoon (joon. 57-5).

Vdétame abitasandid ldbi sirge s,
mis on paralleelne silindri moodus-
tajatega ja ldbib koonuse tippu T.
Iga sadrane tasand Idikab antud
pindu mdédda moodustajaid. Arusaa-
davalt peab iga abitasandi pdhijélg
1ibima sirge s pohijélge P. Témbame
nditeks abitasandi o pohijalje p lédbi

’ET(M‘*“



Joonis 57-5

punkti P. Léigaku see antud pindade
pohijilgi k ja g punktides A, B, C
ja D. Neist punktidest algavadki
moodustajad, mida m&édda abitasand
a (s, p) 16ikab antud pindu. Nende
moodustajate iihised punktid 1, 3, 5
ja 7 on otsitava 15ikejoone neljaks
punktiks. Esmalt leiame nende punk-
tide pealtvaated ning seejdrel koo-
nuse vastavatel moodustajatel ka
eestvaated.

Joonisel on ndidatud veel eriliste

punktide 2, 4, 6 ja 8 saamine. Punk-
tid 4 ja 8 on 1Gikejoone &&rmised
punktid, kus ldikejoon puutub koo-
nuse moodustajaid KT ja LT. Nende
punktide leidmiseks votame abi-
tasandi (s, pi) nii, et tema pd&hijdlg
p1 puutub silindri pohijdlge k. Puu-
tepunkti Q 1ldbiv silindri moodustaja
ning 16ikepunkte K ja L l1dbivad koo-
nuse moodustajad loikuvadki punk-
tides 4 ja 8. Analoogiliselt on koo-
nust puutuva tasandi (s, p2) abil lei-
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Joonis 57-6

Joonis 57-

tud 15ikejoone ddrmised punktid 2 ja
6. Nendes punktides 16ikejoon puu-
tub silindri moodustajaid u ja v.

Léikejoone osade ndhtavuse méas-
rab lbikejoone punktide né&htavus;
16ikejoone punkt aga on iithes voi
teises vaates ndhtav ainult siis, kui
ta selles vaates on iihtaegu né&htav
molematel  18ikuvatel pindadel.
Punktis 8 nditeks on 13ikejoon pealt-
vaates ndhtav, sest see punkt aset-
seb kummagi pinna nédhtaval moo-
dustajal Q8 ja L8. Punktis 3 aga pole
16ikejoon pealtvaates ndhtav, sest
see punkt asub koonuse varjatud
moodustajal C3. Analoogiliselt saab
18ikejoone néhtavust kindlaks méd-
rata ka eestvaates.

Sama lilesande lahendus uute kuju-
tamiskiirte votte abil oleks jargmine
{(joon. 57-5). Projekteerime antud
pinnad pd&hiekraanile kiirtega, mis
on paralleelsed silindri moodustaja-
tega. Slis saame silindri kaldprojekt-
siooniks tema p8hja ringjoone, koo-
nuse tipp aga projekteerub punktiks
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P. Joonisel ndidatud abitasandite jal-
jed osutuvad koonuse moodustajate
kaldprojektsioonideks. Pindade 16i-
kejoone punktide leidmiseks tGmba-
me koonuse mingi moodustaja kald-
projektsiooni. See 10ikab silindri
kaldprojektsiooni (pShja ringjoont)
punktides, mis osutuvad otsitava 16i-
kejoone punktide kaldprojektsiooni-
deks. Viimastesse suunduvate kald-
kiirte abil saab leida otsitavad 101-
kepunktid koonuse vastavalt moo-
dustajalt — enne pealtvaates ja siis
eestvaates.

Nii selgub, et uute kujutamiskiirte
votte rakendamisel esinevad koik
samad konstruktsioonijooned mis
abitasandite v&tte puhulgi, kuid neil
on siin teine tdhendus.

ULESANDED

1. Tuletada sfaar ja poordkoonuse 1Gikejoon
(joon 57-6).

2. Komnstrueerida puramudi ja silindn 1dike-
joon (joon. 57-7).

3. Tuletada silindn
{joon, 57-8)

ja koonuse ldikejoon

T e




§ 58. ABISFAARIDE
KASUTAMINE PINDADE
LOIKEJOONTE TULETAMISEL

Uhise teljega podrdpinnad saavad
16ikuda ainult mé6da ringjooni, kus-
juures loikeringjoonte arv vdrdub
poclmeridiaanide 16ikepunktide ar-
vuga. Nditeks joonisel 58-1 esitatud
pdordpindadel on kolm 16ikering-
joont a, b ja c. Et pindade {ihine telg
t on vOetud paralleelne joonisepin-
naga, siis need ringjooned projek-
teeruvad sirgldikudeks a’, b’ ja c'.

Kui ttheks antud pinnaks on sfdir,
mille tsenter O asetseb mingi teise
pdordpinna teljel ¢, siis toimub 16i-
kumine samuti médda ringjooni, sest
poordpinna telg on siis tihtlasi sfdari
teljeks (joon. 58-2, ringjooned a ja
b). Vidhendades sfddri raadiust r
kindla suuruseni rs, saaksime kahe
16ikeringjoone asemel iiheainsa puu-
teringjoone c. Raadiuse edasisel véa-
hendamisel aga jd8ks sfddr juba
iileni pdordpinna sisse ning seetdttu
temal poOSrdpinnaga i{hiseid punkte
enam ei ole (vt. sfédri raadiusega n).

Asjaolu, et sfddriga saab p&ord-
pinda 1oigata mdédda ringjooni, ongi
aluseks abisfddride vottele.

Joonis 58-1

i. Kontsentrilised abisfddrid. Kui
kahe poodrdpinna teljed 15ikuvad
ning telgede tasand on ihe ekraa-
niga paralleelne, siis laheneb 16iku-
mislilesanne kontsentriliste
{s. t. Uhise tsentriga) sfddride abil.
Votte olemust selgitame jargmise
néite varal.

Niide 1. Olgu vaja tuletada
p6ordsilindri ja kGverjoonelise meri-
diaaniga p66rdpinna 10ikejoon, kui
pindade teljed 16ikuvad ja on paral-
leelsed esiekraaniga (joon. 58-3).

Telgede 16ikepunkti O v&tame abi-
sfadride tsentriks, raadiusele aga
anname vajaduse piires vabalt vaar-
tusi. Jalgime mottekdiku nditeks abi-
sfadri puhul, mille raadius on r. Selle
sfddri eestvaateks on ring tsentriga
O” ja raadiusega r. Et sfddri tsenter
asetseb kummagi antud pédérdpinna
teljel, siis sfgdr 16ikab neid pindu
mo6da ringjooni. Need 1dikeringjoo-
ned projekteeruvad esiekraanile
sirgldikudeks, sest nende tasandid
on telgede frontaalasendi tottu esi-
ekraaniga risti. Pistteljega p&6rd-
pinna ja sfddri loikeringjoonte eest-
vaadeteks on sirgldigud A”B” ja
C”D”, silindril asetsevate 1dikering-
joonte eestvaadeteks aga K’L” ja

Joonis 58-2
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M”N”. Laikeringjoonte eestvaadete
16ikumisest jareldame, et vastavad
ringjooned sfddril samuti 18ikuvad.
Ringjoonte eestvaadete 16ikepunktid
1”_=_2/I' 3//54” Ja 5”56” Ongi OtSi-
tava 10ikejoone eestvaate punkti-
deks. Iga kahe 10ikuva ringjoone
mdblemad 16ikepunktid langevad
eestvaates kokku seetdttu, et need
punktid asetsevad slimmeetriliselt
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Joonis 58-3

pindade telgede tasandi suhtes. L&i-
kepunktide 1, 2, 3 ... pealtvaated lei-
takse sidejoonte abil piistteljega
pdordpinna paralleelide pealtvaade-
telt, s.o. ringjoonelt, mille diameet-
rid vdrduvad l6ikudega A”B” ja
C”D”. Muutes abisfddri raadiust ja
korrates konstruktsioonide tsiiklit,
vOib saada kui tahes palju ldike-
joone punkte.

v EEEE.



Juhime tdhelepanu sellele, et 16i-
kejoone eestvaate tuletamisel me ei
kasutanud podrdpindade pealivaa-
teid. Asjaolu, et abisfidride wvdte
voimaldab 18ikejoont tuletada {ihes-

ainsas ristprojektsioonis ekraanil,
mis on paralleelne pindade ielgede
tasandiga, ongi abisfddride votte eri-
liseks vddrtuseks.

Vidhimaks sfddriks, mille abil saab
16ikejoone punkte leida, on sfdér,
mis {ihte antud pinda puutub ja teist
16ikab. Joonisel 58-3 on vé&hima
sfddri eestvaade ja vastavad konst-
ruktsioonid naidatud punktjoonega.
Selle sfddri abil on leitud 18ikejoone
erilised punktid 7, 8, 9 ja 10, s. o.
punktid, mis asetsevad silindri nen-
del paralleelidel, mida ldikejoon
puutub.

Suurimaks sfddriks, mille abil saab
16ikejoone punkte leida, on antud
juhul sfddr raadiusega O”S”. See
annab 16ikejoone punkti S, s. o. lhe
nendest punktidest Q, R, S ja T, kus
16ikuvad frontaalsed meridiaanid.
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Mérgime 16puks, et abisfddride
vOtte rakendamine vdib tulla kodne
alla ka siis, kui poédrdpindade tel-
gede tasand pole ekraaniga paral-
leelne. Sel juhul tuleks kdigepealt
rakendada niisugust uut ekraani, mis
oleks paralleelne telgede tasandiga,
ning siis lahendada 16ikumisiilesanne
uues ristprojektsioonis.

2. Ekstsentrilised abisfddrid. Abi-
sfadre saab kasutada ka mdningail
niisuguseil juhtumeil, kus antud
p6ordpindade teljed ei 16iku voi kus
theks antud pinnaks on poérdpin-
nast lldisem tsiikliline pind. Kasuta-
misele tulevad abisfddrid on neil
puhkudel ekstsentrilised, s.
t. erinevate tsentrifega. Vaatleme
monda sellekohast ndidet.

Néadide 2. Olgu vaja tuletada
sfddri ja ringjoonelise pohjaga ellip-
tilise silindri 1ldikejoon eeldusel, et
tasand, mis l&bib sfddri keskpunkti
K ja silindri telge ¢, on paralleelne
joonisepinnaga (joon. 58-4).

Léikame antud pindu abisfddriga,
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Jooms 58-6

mille tsenter O on silindri teljel ja
diameeter vordub silindri pShja dia-
meetriga d. See sfddr 16ikab silindrit
moéda kahte ringjoont: ks neist on
paralleelne silindri pohjaga ja tema
ristprojektsiooniks tuleb 16ik A’B’;
teise ringjoone ristprojektsiooniks
aga tuleb 16ik C’D’. Teine 16ige osu-
tub ringjooneks seettttu, et ta on
siimmeetriline esimese 16ikega silind-
ri ja abisfddri {hise slimmeetria-
tasandi suhtes, mis ldbib punkti O
ning on risti teljega 1.

Et tsentrite O ja K kaugused joo-
nisepinnast on vordsed, siis antud
sfddri ja abisfadri Idikeringjoone
tasand on joonisepinnaga risti ning
seetSttu  1&ikeringjoon projekteerub
sfddride kujutiste d{ihiseks kd6luks
M’'N’, Viimane 16ikab silindril aset-
sevate ringjoonte projektsioone A’B’
ja C’D’ punktides 1’ ja 2/, mis kuu-
luvadki otsitava 15ikejoone projekt-
sioonile.

Valides teljel ¢t uusi abisfddride
tsentreid ja korrates konstruktsioone,
vOime saada kui tahes palju ldike-
joone punkte. Joomnisel on niidatud
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veel 10ikejoone punkti 3 saamine
a(\;)isféiéiriga, mille tsentriks on punkt

1.

Et antud pindadest koosnev pinna-
paar on simmeetriline nivoopinna
(K, t) suhtes ning et pindade ldike-
joon peab olema siimmeetriline sama
tasandi suhtes, siis osutub 1dikejoone
projektsioon kahekordseks jooneks,
s. t. 1d0ikejoone mittendhtav pool
jdab tdpselt ndhtava joone varju.
Saab tdestada, et likejoone ristpro-
jektsioon antud juhul on parabool.

Loikejoone mingi punkti kauguse
saamiseks nivoopinnast (K, t) tuleb
seda punkti kandev abiringjoon pdo-
rata sellele tasandile. Nii on joonisel
leitud nditeks punkti 1 kaugus nivoo-

pinnast (K, #) 16iguna 1’1.

Ndide 3. Tuletada rongaspinna
ja p6ordkoonuse 16ikejoon eeldusel,
et koonuse telg v asetseb rdngas-
pinna telgringjoone k tasandis, kuid
ei 16ika rdngaspinna telge ¢ (joon.
58-5).

Asetsegu rdngaspinna telgringjoon
k ja koonuse telg v joonisepinnal.
IIma konstruktsioonideta on kéies



16ikejoone punktid S ja T kui joo-
nisepinnal olevate meridiaanide 15i-
kepunktid. LoOikejoone teisi punkie
saab leida jargmiselt. Ldikame ron-
gaspinda ekraani risttasandiga «, mis
1ldbib telge t. Loikes tekib ringjoon
tsentriga K ja diameetriga AB. Ta-
sandi ¢ normaal 1&bi tsentri K 16i-
kab koonuse telge v punktis O. Vii-
mase votame abisfddri tsentriks, abi-
sfddri raadius aga voGrdugu loiguga
OA. Nii saadud abisfdar 16ikab
antud pindu m&d6da ringjooni. Nende
ringjoonte projektsioonideks tulevad
16igud AB ja MN; viimaste 16ike-
punkt Q' ongi otsitava ldikejoone
ithe slimmeetrilise punktipaari rist-
projektsiooniks.

Poorates tasandi o iimber telje t
uude asendisse «;, saame tuletada
uue abisfadri, mille tsenter ja raadius
tulevad endisest erimevad. Iga uus
abisfddr annab konstruktsioonide
tsiikli kordamisel 18ikejoone uue
punktipaari projektsiooni. Niiviisi
vGime leida kui tahes palju loike-
joone punkte,

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Mis jooni mdéda 16ikuvad kaks ihise tel-
jega poordpinda?

2. Mis joont médda 1dikuvad kaks sfadri?

3. Mis juhtumeil sfddr 18ikab pdoordpinda
ringjooni m&oéda?

4, Tuletada abisfddride vditega koonuse ja
podrdsilindri 18ikejoon (joon. 58-6) ning
réngaspinna ja tivikoonuse 16ikejoon
{joon. 58-7).

§ 59. TEIST JARKU PINDADE
LOIKUMISE ERIJUHTUMID

1. Uhise siimmeetriatasandiga teist
jirku pinnad. Kahe teist jarku pinna
16ikejoon on tldjuhul neljandat jar-
ku ruumikéver, tema projektsioon
aga neljandat jarku tasak&ver. Eri-

juhtumeil lagub neljandat jarka 16i-
kejoon kaheks teist jdrku jooneks.

Kui 16ikuvatel teist jarku pindadel
on iihine slimmeetriatasand, siis keh-
tib nende 16ikejoone kohta jidrgmine
lause.

(50} Kui kahel teist jirku pinnal
on iihine siimmeetriatasand,
siis nende pindade 15ikejoone
ristprojektsiooniks slimmeet-
riatasandil tuleb teist jdrku
joon (kahekordne).

Tdestus. Olgu kahel 18ikuval
teist jérku pinnal iihine siimmeetria-
tasand o. Siis on ka nende pindade
16ikejoon g slimmeetriline tasandi o
suhtes ning seetditu tema ristpro-
jektsiooniks siimmeetriatasandil tu-
leb kahekordne joon. Ldikame k&ve-
rat g tasandiga o, mis on simmeet-
riatasandiga risti. Saame ildjuhtumil
4 loikepunkti, mis on paarikaupa
siimmeetrilised tasandi o suhtes.
Kdvera ¢ ja tasandi o ristprojekt-
siooniks tasandil ¢ saame vastavalt
tasakdvera g’ ja sirgjoone o', Vii-
mane l6ikab k&verat g’ kahes punk-
tis — stmmeetriliste 16ikepunktide
tthiskujutistes. Et kéver g/, kui
algebralise kGvera g projekisioon,
16ikub sirgega kahes punktis, peab
ta olema teist jdrku joon (ellips,
hiiperbool v&i parabool}. Sellega on
lause tdestatud.

Selgitame seda lauset néaiteks 16i-
kuvate telgedega p&érdsilindrite pu-
hul. Telgede tasand on siis {htlasi
silindrite tihiseks siimmeetriatasan-
diks. Ldikejoone ristprojektsioon sel
tasandil osutub risthiiperboo-
liks, sOltumata telgedevahelisest
nurgast ja raadiuste vahekorrast.
Niditame, et vdide on Sige ristuvate
telgedega silindrite puhul. Selleks
kasutame 18ikejoone punkti M, mis
on leitud nivoopinna abil, mille kau-
gus telgede tasandist (ekraanist] on
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Joonis 59-1

k (joon. 59-1). Vétame silindrite tel-
jed koordinaattelgedeks ning tdhis-
tame punkti M’ koordinaadid tdhte-
dega x ja y. Silindrite pohjade pdd-
renditelt ekraanil lelame niiiid, et

X2= Iz__kz ja yz__—_l-iz_kz'

kus r ja i on silindrite raadiused.
Vorduste lahutamisel saamegi rist-
hx;iperbooli vorrandi {§ 41, vorrand
5

X2 y2==r?—r,2==const.

Arusaadavalt kuulub 18ikejoone pro-
jektsioonile ainult see osa hiiperboo-
list, kus |x|<r.

Hiiperbooli haripunktideks H’ ja
G’ projekteeruvad ldikejoone punk-
tid H ja G, milles 16ikuvad ekraanist
kaugusel 11 asetsevad silindrite moo-
dustajad.

Joonisel 59-2 on tegemist juhtu-
miga, kus silindrite teljed kill 16iku-
vad, kuid pole teineteisega risti. Loi-
kejoone ristprojektsiooniks telgede
tasapinnal tuleb siin samuti rist-
hiiperbool. Selle hiiperbooli astimp-
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toodid p ja ¢ poolitavad silindrite
telgede wvahelisi nurki. Hiiperbooli
siimmeetriateljed u ja v poolitavad
aga omakorda astmptootidevahelisi
nurki. Joonisel on selgitatud ka
hiiperbooli eriliste punktide A” ja B’
saamist. Ldikejoone vastavad punk-
tid A ja B osutuvad sddraste moo-
dustajate 16ikepunktideks, mille kau-
gus pindade telgede tasandist (ekraa-
nist} on 1.

Esitatud nditeile lisaks vaatleme
veel joonist 58-4 (§ 58), kus on
samuti tegemist teist jarku pindade
16ikumisega. Et ldikejoone ristpro-
jektsioon on tuletatud pinnapaari
simmeetriatasandil, siis osutub ta
teist jarku jooneks, nimelt paraboo-
liks. Ka joomisel 57-1 esitatud p&ord-
paraboloidi ja sfaéri 16ikejoone eest-
vaade on parabool.

2. Teist jarku pindade ldikejoone
lagumine. Praktikas on erilise tdht-
susega juhtumid, kus teist jérku pin-
dade 10ikejoon neljandat jérku joo-
nena koosneb kahest teist jdrku joo-
nest. Niisuguseid juhtumeid haarab
jdrgmine lause.



{51) Kui kaks teist jdrku pinda 15i-
kuvad iihte tasak&verat moo-
da, siis nad 18ikuvad ka teist
tasakdverat mooda, kusjuures
mdlemad tasakdverad on teist
jarku jooned.

PéShjenduseks margime, et algeb-
ralise joone koosnemisel madalamat
jérku joontest vordub viimaste jér-
kude summa antud joone jarguga.
Et ké&esoleval juhtumil on tegemist
neljandat jarku joonega, (s. 0. teist
jarku pindade 13ikejoonega), mille
{iheks osaks on teist jarku joon, siis
jarelikult peab ka teine osa olema
teist jarku joon.

Et sfiddri iga tasandiline 15ige on
ringjoon, siis saab lause (51) p®hjal
teha jdrgmise tdhtsa jdrelduse.

(52) Kui teist jdrku pind 15ikab
sfddri iihte ringjoont m&oda,
siis ta 10ikab seda sfddri ka
teist ringjoont médda.

Lausete (51) ja (52) illustreerimi-
seks esitame moned ndaited.

Joonisel 59-3 on antud pddrdsilin-
der koos teist jarku koonusega, mil-
lel on silindriga iihine p6hi. Ristpro-

Joonis 59-3

Joonis 59-4

jektsioon on tuletatud pindade hi-
sel slimmeetriatasandil e ({, T), kus
t on silindri telg ja T — koonuse
tipp. Pindade iihine ringjoon projek-
teerub oma diameetriks AB. Lause
(51) kohaselt peab neil pindadel ole-
ma veel teine iihine teist jirku joon.
Selle joone kaheks punktiks on
punktid C ja D, milles loikuvad
ekraamil olevad moodustajad. Et see
teist jirku joon peab ekraani suhtes
olema stUmmeetriline, siis on tema
tasand ekraaniga risti ning jarelikult
joone ristprojektsiooniks tuleb sirg-
161k CD. Nii selgub, et 1dikejoone
teiseks osaks CKDL on kéesoleval
juhul ellips. Punkte K ja L v&ib vaa-
delda 16ikejoone kahekordsete punk-
tidena.

Joonisel 59-4 on kujutatud sfddr,
mille keskpunkt O asetseb ekraanil
(joonisepinnal). Sfddri 1dikamisel
ekraani risttasandiga o on saadud
ringjoon diameetriga AB. See ring-
joon on vdetud juhtjooneks silindri-
lisele pinnale, mille moodustajad on
ekraaniga paralleelsed. Silindri ja
sfaéri teine Gthine ringjoon (diameet-
riga CD) on léhteringjoonega sum-
meetriline pinnapaari teise simmeet-

2a

Jooms 59-5
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Joonis 59-6

riatasandi o suhtes, mis 1dbib sfddri
keskpunkti O ning on risti silindri
teljega t. Molema ringjoone iihiseks
ristprojektsiooniks tasandil ¢ on
ellips pooltelgedega a ja b, s. o.
silindri elliptiline ristldige.

Joonisel 59-5 IGikuvad sfddr ja
teist jirku koonus. Koonuse juhtjoo-
neks on voetud sfddri suurringjoon
(diameetriga AB), mille tasand on
risti ekraaniga & (A, B, T). Sfdari ja
koonuse teise ihise ringjoone dia-
meetriks on joonisepinnal asuv 15ik
CD. Mbdlema ringjoone 1dikepunktid
K ja L on uldldikejoone kahekord-
sed punktid; molemas punktis on
pindadel iihine puutetasand.

Tsiikliliste teist jdrku pindade
(§ 49) ringjooneliste 16igete leidmine
tugineb jdrgmisele lausele, mille esi-
tame tdestuseta®.

* Tause toestuse voOib leida  raamatust:
O. Riink, N, Paluver. Kujutav geomeetria.
Tallinn, 1961, 1k 211.
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(83) Kui kaks I8ikuvat teist jarku
pinda iihtlasi puutuvad teine-
teist kahes punktis, siis koos-
neb nende loikejoon kahest
teist jarku joonest, mis 10iku-
vad neis puutepunktides.

Rakendame seda lauset teist jarku
koonuse ringjooneliste 1digete leid-
miseks. Koonus olgu kujutatud kolm-
vaates (joon. 59-6). LGikame teda
sfddriga, mis puutub koonust nditeks
punktides A ja B ning mille tsenter
O on koonuse teljel. Esmalt saame
joonestada sfdédri eestvaate, siis
kiilgvaate. Lause (53) pdhjal peavad
sfddr ja koonus loikuma modda
kahte teist jarku joont, mis l&bivad
punkte A ja B. Et need 16ikejooned
asetsevad sfddril, siis on nad ring-
jooned. Need l6ikeringjooned pro-



pinnakontuuride 16ikepunktid K, L,
M ja N pindade 16ikejoone punkti-
deks. Nii selgub, et KALB ja MANB
on koonuse kaks ringjoonelist 15iget.
Koik nendega paralleelsed 10iked on
samuti ringjooned.

Joonisel 59-7 on leitud elliptilise
silindri ringjoonelised 16iked MANB
ja KALB. Selleks on kasutatud sf&ari,
mis puutub silindrit ristldikeellipsi
pikema telje otspunktides A ja B.

Analoogiliselt saab leida ka ellip-
soidi, elliptilise paraboloidi ning
the- ja kahekattelise hiiperboloidi
ringjoonelisi 16ikeid.

Jargmine teoreem, mille esitame
tdestuseta, on tumtud Monge'i teo-
reemi nime all.

(54) Kui kaks teist jarku pinda
puutuvad kolmandat teist jér-
ku pinda jooni mddda*, siis
nende kahe pinna ldikejoon
lagub kaheks teist jdrku joo-
neks, mille tasandid ldbivad
puutejoonte tasandite Idike-
sirget™*,

Praktika seisukohalt on Monge'i
teoreemil suur tdhtsus teist jarku
pbordpindade 16ikumiste erijuhtumi-
te lahendamisel. Esitame m&ned
illustreerivad néited.

Joonisel 59-8 on kujutatud kaks
po6rdkoonust, mis rahuldavad Mon-
ge'i teoreemi tingimusi. Sfddr, mille
tsentriks on koonuste telgede 1dike-
punkt, puutub koonuseid mddda
paralleele u ja v. Nende paralleelide
tasandid 16ikuvad mé&oéda sirget AB

* Kahe teist jarku pinna puutejoon on teist
jirku joon. Vaata nditeks H., B. YersepyxwH
E AP., Kypc HagepTateArHOR reomerpmy, [oc-
Texmspar, M., 1956, crp. 319.

** G, Monge tbestas selle teoreemi analiititi-
liselt. Teoreemi siinteetilise tSestuse voib leida
kogumikust: Tpyas MocKoBCKOTO ceMuEapa
IO HavepTaTeAbHOE reOMeTpEE ¥ WHXKEHEp-
HOE rpadmke. M., 1958, crp. 97...100.

12 Kujutav geomeetria

Joonis 59-8

Joonis 59-9

{A’=DB’). Koonuste ldikejoon koos-
neb kahest ellipsist, mille tasandid
libivad samuti sirget AB. Ellipsite
projektsioonideks koonuste telgede
tasandil (joonisepinnal) on 18igud
KL ja MN, mille otspunktid K, M,
L ja N on joonisepinnal olevate moo-
dustajate 16ikepunktid.
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Joonis 59-10

Joonisel 59-9 on analoogiliselt la-
hendatud podrdkoonuse ja p&drd-
silindri 18ikumisiilesanne juhtumi],
kui molemad pinnad puutuvad ihte
ja sama sfddri. Loéikejoon koosneb
jille kahest ellipsist, mille projekt-
sioonideks pindade telgede tasandil
on 16igud KL ja MN.

Joonisel 59-10 néeme vordsete
18bim&dtudega pbordsilindritest
koosnevat torukolmikut. Vordsete
ldbim6otude tottu on silindritel dhi-
ne puutesfddr. Loikejoon koosneb
kahest ellipsist, mille tasandid on
teineteisega risti; torukolmikus esi-
nevad nende ellipsite pooled AMB
ja ANB. Joonis on tehtud ristpro-
jektsioonina telgede tasandil.

Joonisel 59-11 on esitatud venti-
latsioonitorustiku s6lme konstrukt-
sioon. Sf&dr tsentriga O on puute-
sfddriks pdordsilindrilisele torule 1
ning potdrdkoonilisiele torudele 2 ja
3. Sfaddrid tsentritega O; ja Oz aga
on puutesfddrideks vastavalt toru-
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dele 3, 4 ja 2, 5. Torude 16ikejooned
on ellipsid vdi nende osad. Et k&i-
kide torude teljed asetsevad iihes ja
samas tasandis, siis 15ikeellipsid pro-
jekteeruvad telgede tasandile (joo-
nisepinnale) sirgldikudeks. Torustika
ehitamine kirjeldatud viisil vdimal-
dab viltida torude keerulisi 16ikeid.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Mitu ihist simmeetriatasandit on: a) kahel
suvaliselt paikneval sfddril, b) sfadril ja
tema suhtes suvaliselt paikneval lGpmata
pikal silindril?

2. Mis tingimustel tuleb kahe teist jarku
pinna léikejoone ristprojektsiooniks teist
jarku joon?

3. Milliseks teist jarku jooneks projekteerub
kahe pOodrdsilindri 18ikejoon nende silind-
rite ihisele simmeetriatasandile?

4., Mis juhtumil kahe teist jarku pinna 1dike-
joon lagub kaheks teist jarku jooneks
(Monge'i teoreem)?

5. Esitada kolmvaates ellipsoid, mille pool-
teljed on a=30 mm, b=25 mm ja c=
=15 mm ning leida tema ringjoonelised
16iked.



§ 60. KOVERPINDADE LAOTUSED

Paragrahvist 48 teame, et laotuvat
{tasanduvat) pinda saab deformee-
rida tasandiks painutamise teel ning
et ainsateks laotuvateks pindadeks
on silindrilised pinnad, koonilised
pinnad ja puutujatepinnad.

Kujundit, mis saadakse laotuva
pinna painutamisel tasandiks, nime-
tatakse selle pinna laotuseks. Pin-
nale kuuluvast joonest saadakse lao-
tusel selle joone laotusjoon; viimane
vOib olla joonest enesest tunduvalt
keerulisema kujuga.

Laotuval pinnal asetsevate joonte
ja pindkujundite mitmed omadused
jddavad pisima ka laotusel. T&htsa-
mad neist omadustest on jargmised:

1) laotusjoone 15k on pikkuselt
vOrdne vastava joonldiguga pinnal;

2) sirgjoone laotusjoon on sirge;

3) paralleelsete sirgete laotusjoo-
ned on paralleelsed sirged;

4) kinnine joon pinnal ja vastawv
joon pinnalaotusel piiravad vordseid
pindalasid;

5) laotusjoonte vaheline nurk vor-
dub wvastavate joonte vahelise nur-
gaga pinnal®*,

Esimene omadus jdreldub otseselt
asjaolust, et painutamisel pind ei
veni ega tdmbu kokku, mistdttu pin-
nal olevad joonldigud ei saa pikku-
selt muutuda. Viimased neli omadust
aga jdrelduvad koik esimesest oma-
dusest.

P66rdsilindri kiilgpinna lao-
tuseks on ristkilik, mille ks kiilg
vordub silindri moodustajaga, teine
aga silindri pGhja {mbermd&gduga.

* Eranditeks on: 1) koonilise pinna puhul
nurgad, mille tipuks on koonuse tipp; 2) puu-
tujatepinna puhul nurgad, mille tipp on
pinna servjoonel. Néiteks koonuse moodusta-
jate vahelised nurgad ruumis ei vBrdu vasta-
vate nurkadega pinnalaotusel.

12+

Selle imberm&odu voime kas arvu-
tada 18bim66du jérgi voi leida graa-
filiselt Tingjoone sirgestamise 1ldhis-
konstrukisiooni abil {§ 40).
P66rdkoonuse kiilgpinna lao-
tuseks on ringi sektor, mille raadiu-
seks on koonuse moodustaja m, kaa-
re pikkus aga vdrdub koonuse pdhja
mbermddduga 2nr. Sektori kaare
vdib saada kas vastava kesknurga a

arvutamise teel (a=—;?-360°) vbi

joonisel 44-4, b antud ldhiskonstrukt-
siooni abil.

Keerukamate laotuvate pindade,
nditeks fldkujuliste kooniliste ja
tildkujuliste silindriliste pindade lao-
tusi ei saa alati konstrueerida tap-
selt, vaid tuleb leppida 1&hislaotus-
tega. Lihislaotuse saamiseks asenda-
takse antud koverpind teda killalt
hésti 18hendava hulktahulise
pinnaga. Seejarel tuletatakse parag-
rahvist 38 vaadeldud wviisil hulktahu
pinnalaotus, mis vOetaksegi antud
kGverpinna l&hislaotuseks. Tulemust
parandatakse sellega, et hulktahu
pinnalactusel saadavad murdjooned,
mis tdppislaotusel tegelikult peavad
olema kdverjooned, asendatakse su-
juva k&veraga ldbi murdjoone tip-
pude.

K&verpinda asendava 1&dhismu-
deli kasutamise idee on rakenda-
tav ka mittelaotuvate pindade puhul,
kuigi neil puudub laotus harilikus
mottes. Nimelt vdib iga konkreetse
mittelaotuva pinna asendada mingi
niisuguse idhismudeliga, mis koos-
neb laotuvate pindade osadest. S&a-
rase ldhismudeli osade laotustest
koosnevat kujundit nimetatakse an-
tud mittelaotuva pinna tinglikuks
laotuseks (lithemalt — tinglaotu-
seks). Naditeks suurele silindrilisele
reservuaarile sfadrilise pShja ehita-
misel lehtmaterjalist vajame sfddri
mingit tinglaotust. Olgu mérgitud, et
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Joonis 60-1

mittelaotuva pinna saamisel tema
tinglactusest tuleb viimase osi mitte
ainult painutada, vaid ka kohati
kokku suruda v&i venitada.

Esitame moned ndited pinnalao-
tuste tuletamise kohta.

Ndide 1. Olgu vaja tuletada
ringpbShjaga kaldkoonuse kiilgpinna
laotus (joon. 60-1).

Jaotame koonuse pdhjaringjoone
k kiillalt suureks arvuks vordseteks
osadeks, nditeks 16 osaks (0'1'=1"2"
jne.) ning asendame koonuse tema
sisse kujundatud 16-nurkse piiramii-
diga. Et koonus on siimmeetriline
tippu T l&biva frontaaltasandi suh-
tes, siis on joonisel jaotused tehtud
ainult poole ringjoone ulatuses.
Piiramiidi kilgpinna laotuse saami-
seks leiame piiramiidi kiilgservade
(koonuse moodustajate) toelised
pikkused ning konstrueerime iiks-
teise kiilge tahkude (kolmnurkade)
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tGelised kujud. Iga tahu tdelise kuju
ttheks kiiljeks on pohjaringjoone
jaotusele wvastava koOlu pikkus
(01=0"1",...), teiste kiilgede pikku-
sed aga on leitavad sirklivottega.
Kilje T3 pikkus néditeks on saadud
jdrgmiselt: T.3=T"3"; T3==T"3.
Uhendades pinnalaotusel saadud
punktid 0, 1, 2,... sujuva kdveraga

k, saamegi kiillalt hea ldhenduse
koonuse kiilgpinna laotusele. See
laotus on siimmeetriline telje OT
suhtes.

Ndide 2. Tuletada ringpShjaga
kaldsilindri kiilgpinna laotus (joon.
60-2).

Silindri kaksvaade on joonestatud
nii, et moodustajad on paralleelsed
esiekraaniga. Silindri p&hjaringjoon
on jaotatud 12 vdrdseks osaks ja
silinder ise asendatud tema sisse
kujundatud 12-nurkse  prismaga.
Prisma kiilgpinna laotuse tuletamisel



Joonis 60-2

kordame joonisel 38-2 (§ 38) ndida-
tud konstruktsioone, rullides kiilg-
pinna lahti frontaalpinnale, mis 18bib
serva m. Selleks tombame punktidest
17, 2", 3”,... sirged risti sirgega m”
ning vdtame 071==01", 12=1'2" jne.
Uhendades punktid 1, 2, 3,... sujuva
koveraga, saame silindri pShjaring-
joone k laotusjoone ldhiskdvera k.
Silindri {ilemise pdhjaringjoone lao-
tusjoon on kongruentne kdveraga k.
Laotus on siimmeetriline telje suhtes,
mis vastab moodustajale numbriga 6.
Tulemus osutub praktiliselt kiillalt
heaks lahislaotuseks.

Nidide 3. Tuletada joonisel 60-3
«esitatud torukujulise silindroidi ting-
laotus.

Silindroidi juhtjoonteks on vord-
sete 14bimddtudega ringjooned k ja
g, mille tasandid on teineteisega risti
‘ning whtlasi risti esiekraaniga. Ring-

joon g on horisontaalne, tsentreid
thendav sirge — frontaalne. Silind-
roidi juhtpinnaks on voOetud esi-
ekraan.

Jaotame ringjooned theks ja
samaks arvuks vordseteks osadeks,
nditeks 12 osaks nii, et mdblemate
ringjoonte vastavate jaotuspunktide
kaugused esiekraanist oleksid vord-
sed. Tommates 14bi vastavate jaotus-
punktide silindroidi moodustajad 07,
18, 29 jne., tiikeldub kogu silindroid
12 ribaks (k@verpinnaliseks nelinur-
gaks). Toromates diagonaalsirged 08,
19 jne., vGime iga riba ldhendada
kahe kolmnurgaga, mille tipud iihti-
vad riba tippudega. Et silindroidi
naabermoodustajad on kiivsed, siis
riba asendavad kolmnurgad ei asetse
tihes tasandis, wvaid moodustavad
lameda kahetahulise nurga. Niiviisi
saame kogu silindroidi asendada
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tahukaga, mille tahustik koosneb
ainult kolmnurkadest. Selle tahuka
pinnalaotuse saamiseks leiame kd&igi
kolmnurkade kiilgede t&elised pikku-
sed ning konstrueerime iiksteise
kiilge kolmnurkade toelised kujud
nende Jiges jdrjestuses. Et mdlema
juhtringjoone jaotused on pikkuselt

vordsed (0'1'=7%"8), siis kolmnurka-
de tdelistes kujudes on iihe kiilje
pikkuseks jddvalt ka6lu 0’1’ pikkus;
teiste kiilgede pikkused aga on joo-
nisel leitud sirklivéttega. Uhendades
tahuka pinnalaotusel punktid 0, I,
2,...ning 7, 8, 9,... sujuvate kove-

ratega ¢ ja k, saamegi silindroidi
tinglaotuse. Et silindroid on antud
juhul sliimmeetriline frontaaltasandi
(0, 6, 7) suhtes ning et pind on lahti
16igatud moéodda stimmeetriatasandil
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Joonis 60-3

olevat moodustajat 6-—13, siis saa-
dud tinglaotus on siammeetriline
moodustaja 07 suhtes.

Néide 4. Tuletada joonisel 60-4
esitatud kuhjakujulise p66rdpinna
tinglaotus.

Joonisel 60-4,a on p&drdpind jao-
tatud meridiaanidega 12 ribaks.
Asendame iga riba niisuguse silind-
rilise pinna tiikiga, mis puutub riba
modda keskmist meridiaani ning
mille moodustajad on selle meridiaa-
niga risti. Nende moodustajate ots-
punktid asetsegu poordpinna riba
piirideks olevate meridiaanide tasan-
ditel. Votame vaatluse alla riba,
mille keskmine meridiaan QT on
frontaalne. Vastava silindrilise pinna
tiki moodustajad on siis risti esi-
ekraaniga ning projekteeruvad pshi-
ekraanile moondevabalt sirge Q'T”



Joonis 60-4

tistldikudeks. Silindrilise pinna tiiki
laotuse leidmiseks jaotame frontaalse
meridiaani punktidega 17, 2”,...
osadeks ning kanname osade pikku-
sed jarjestikku sirgele QT pinnalao-
tusel (Q1=Q"1"; 12=1"2" jne).
Punktidest 1, 2,... tdmbame sirged
risti telgsirgega QT ning kanname
neile silindri moodustajate pikkused
pealtvaatelt: AB=A'B, CD=C'D’
jne. Tommates 1abi saadud 16ikude

otspunktide sujuvad k&verad, saame
pdordpinna riba tinglaotuse. Kogu
poordpinna tinglaotus koosneb 12
sidrasest tikist.

Joonisel 60-4, b on tuletatud sama
péordpinna teistsugune  tinglaotus,
kasutades kuhja paralleelringjoonte
vaheliste vodde asendamist poérd-
koonuste voddega. Ulevaatlikuma
joonise saamiseks on p6ordpind
jaotatud vaid kolmeks v50ks (vodde
arv peaks olema mdnevorra suurem,
kui soovitakse saada tdpsemat lao-
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Joonis 60-5 Joonis 60-6

tust). Péd6rdkoonuste tipud T, T; ja
Ty, mddratakse eestvaatel kodlude
A"T”, B”A” ja Q"B” pikendamisega
kuni 16ikumiseni telgsirgega. Sellega
saadakse {htlasi k&ik vajalikud raa-
diused koonuste v6dde laotuste joo-
nestamiseks. Kaarte pikkused vo6ib
laotusel saada vastavate lihiskonst-
ruktsioonide abil (§ 40). Arusaada-
valt on tinglaotuse kaared, mille
raadiusteks on r ja r;, pikkuse poo-
lest vOrdsed; samuti on pikkuselt
vOrdsed kaared raadiustega rs ja ra.

A:I:__Bﬂ
B'
‘ A ! I

Joonis 60-7

KUSIMUSED JA ULESANDED

1.

2.
3.

Missugust pinda nimetatakse laotuvaks:
pinnaks?

Nimetage k&ik laotuvate pindade klassid,
Missuguste pindade osadega asendatakse
ldhislaotuse saamiseks: a) silindriline pind,
b) kooniline pind, c¢) p&érdpind?
Tuletada koonilise torutiiki Uihe siummeetri-
lise poole pinnalaotus (joon. 60-5).
Tuletada joonisel 60-6 esitatud konoidi
tinglaotus.

Joonisel 60-7 kujutatud plekist kolu iile-
mine osa koosneb kolmnurkadest ja koo-
nilistest pindadest, mis puutuvad iksteist.
Tuletada selle kolu iihe veerandi pinna—
laotus.



VII. AKSONOMEETRIA

§ 61. AXSONOMEETRIA KUI
KUJUTAMISMEETODI
TEOREETILISED ALUSED

1. Pohimdisted. Praktikas ldheb sa-
geli vaja objektide piltlikke kujutisi,
mille jdrgi oleks vdimalik médrata
ka objekti mdstmeid. Niisuguseid
kujutisi saab h&lpsasti tuletada eri-
lise kujutamismeetodi abil, mida
nimetatakse aksonomeetriaks.* Selle
meetodi puhul konstrueeritakse ku-
jutis objekti punktide ristkoordinaa-
tide jdrgi teljestiku kujutise baasil.
Aksonomeetria meetodiga tuletatud
kujutist nimetatakse aksonomeetrili-
seks kujutiseks (projektsiooniks).
Soéna «aksonomeetriline» ei madédra
siin projektsiooni liiki (rist-, kald-,
paralleelprojektsioon), vaid wviitab
ainult koordinaatide kasutamisele
kujutise konstrueerimisel.

Objekti aksonomeetrilise kujutise
tuletamise kdik on lijhidalt jarg-
mine:

1) objekt seotakse ruumilise rist-
teljestikuga, mille tulemusel objekti

* Nimetus «aksonomeetria» ftuleneb kreeka-
keelsetest sonadest akson — telg ja metreo —
moodan; seega termini tihendus tolkes koélaks
«ielgi mooda mGdtmine»,

iga punkt saab endale kindlad koor-
dinaadid;

2) joonestatakse esmalt teljes-
tiku (kui objekti «kondikava»)
kujutis, kasutades konstruktsioone,
mis antakse aksonomeetria teoorias;

3) konstrueeritakse objekti en-
da kujutis teljestiku kujutise baasil,
kasutades objekti punktide koordi-
naate (vSi koordinaatldikusid).

Aksonomeetria teooria tegeleb
esmajoones teljestikuga kui omaette
kujutamisobjektiga, varieerides selle
asendit ekraani suhtes ning tuletades
temast mitmesuguseid projekisioone.

Aksonomeetrilise kujutise piltlik-
kus saavutatakse sellega, et teljestik
paigutatakse projekteerivate kiirte
subtes asendisse, mille puhul {kski
koordinaatpind pole kiirtega paral-
leelne ega projekteeru seetdttu sirg-
jooneks.

Teljestiku projekisiooni liiki mé&d-
ravaid sénu (rist-, kald-, paralleel-,
tsentraal-) kasutatakse ka aksono-
meetrilise kujutise liigi mdédramisel,
lihtlasi aksonomeetria kui meetodi
enda liigitamisel. Kui objekti kuju-
tise tuletamisel vGetakse aluseks tel-
jestiku  paralleelprojektsioon, siis
aksonomeetriat nimetatakse paral-
leelaksonomeetriaks, kui aga teljes-
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tiku tsentraalprojektsioon, siis tsent-
raalaksonomeetriaks, Paralleelakso-
nomeetriat liigitatakse ristaksono-
meetriaks ja kaldaksonomeetriaks,
vastavalt sellele kas kujutise tuleta-
misel v@etakse aluseks teljestiku
rist- voi kaldprojektsioon. Kéesole-
vas Opikus tegeleme ainult paralleel-
aksonomeetriaga, eriti ristaksono-
meetriaga.

Késitleme niiid teljestiku projek-
teerimisega seotud modisteid. Olgu
ruumis antud ristteljestik Oxyz, mil-
le telgede moGtihikud on vordsed:
OA=O0B==0C==1 (joon. 61-1).
Mgotithikud telgedel moodustavad
teljestiku ithikkolmiku, mida t&his-
tame OABC. Projekteerime selle tel-
jestiku wvabalt wvalitud sihiga paral-
leelsete kiirte abil ekraanile &, Et
tthikkolmik ilmselt m#drab kogu tel-
jestiku ja tema asendi ekraani suh-
tes, siis teljestiku  projektsioon
OcXo¥oZo on médratud punktide O,
A, B ja C projektsioonidega O,, Ao,
B, ja Co. Punktid X, Y ja Z, milles
teljed x, y ja z 16ikavad ekraani, on
telgede jalgpunktid.

Aksonomeetrias omavad  erilist
tdhtsust telgede x, y ja z moonde-
tegurid m., my ja m; mis vime
avaldada jargmiselt (§ 7):
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Jooms 61-1

J— OC‘AO .
mx—?‘A_l mMy= OB '

— _OOBG .

O,Co
o

Et mootithikute OA, OB ja OC asen-
did ekraani s, ja kiirte suhtes on
iildiselt erinevad, siis on ldjuhul
pikkuselt erinevad ka nende paral-
leelprojektsioonid 0,4, O.B, ja
0,C,. Seetdttu on iildjuhul ka tel-
gede moondetegurid suuruse poolest
erinevad. Ainult juhul kui mdnede
mddStithikute kujutised on pikkuselt
vordsed, on voOrdsed ka vastavate
telgede moondetegurid, sest moonde-
tegurite avaldistes on koik nimeta-
jad vordsed.

Iga telje (naiteks x-telje) moonde-
teguri valemist

OoA,
M= 54

m;,=

voime selle telje mootithiku kujutise
pikkuse avaldada iihiku tdelise
pikkuse ja moondeteguri korrutisena

Oghp=m, - OA.
Niisugusel kujul rakendame valemit

juhul, kui on vaja konstrueerida
antud objekti jérgi tema kujutist.



Seevastu kujutise jérgi objekti taas-
tamisel, kus kujutisel esinevate pik-
kuste ja moondeteguri jérgi tuleb

leida toelisi pikkusi,
sama valemiga kujul
OA= 2ol

mx

opereerime

Arusaadavalt tuleb analoogiliselt
talitada ka teiste telgede tihikutega
ning koéigi koordinaatldikudega.

Teljestiku ja temaga seotud
objekti aksonomeetrilisi kujutisi lii-
gitatakse telgede moondetegurite va-
hekorra alusel jdrgmiselt.

1) Kui moondetegurid on koik
vordsed (mx=my=m;), siis aksono-
meetrilist kujutist nimetatakse iso-
meetriliseks (vordmaédduliseks); sel
juhul on vordsed ka mdotihikute
kujutised (OoAo=00Bo==00oCo).

2) Kui kaks moondetegurit on
vordsed, kolmas aga mneist erinev
(nditeks Mp=m, myF=My), slis
aksonomeetrilist kujutist nimetatak-
se dimeetriliseks (kahem®&dduliseks);
sel juhul on vdrdsed ka vastavate

mdStihikute  kujutised  (OoAo=
:OoCo).
3) Kui moondetegurid on koik

erinevad (mx7=my>=m;), siis aksono-
meetrilist kujutist nimetatakse tri-
meetriliseks (kolmemd&dduliseks); sel
juhul on suuruselt erinevad ka
mddtithikute kujutised.

Teljestiku ja temaga seotud mis
tahes objekti iso-, di-, trimeetrilisi
kujutisi nimetatakse liihemalt iso-

Joonis 61-2

meetriaks, dimeetriaks ja tirimeet-
riaks, Paralleelprojektsiooni liiki nai-
tava sdna (rist- voi kald-) lisamisega
neile terminitele saame kokku kuus
aksonomeetriliste kujutiste liiki: rist-
isomeetria, ristdimeetria, risttrimeet-
ria, kaldisomeetria, kalddimeetria ja
kaldtrimeetria. Trimeetrilisi kujutisi
praktikas harilikult ei kasutata.

2. Aksonomeetria  po&hiteoreem.
Teljestiku Oxyz asendi ja projektee-
rivate kiirte sihi muutmisega ekraa-
ni suhtes voib saada l6pmata palju
selle teljestiku kujutisi (joon. 61-1).
Tekib kiisimus, kas teljestiku paral-
leelprojektsiooni joonestamisel v&ib
telgede ja mddtihikute kujutised
v&ita vabalt v6i mitte. Vastuse sel-
lele kiisimusele andis saksa matemaa-
tik Karl Wilhelm Pohlke,
kes aastal 1853 sOnastas jdrgmise
teoreemi, mis ntitid on tuntud Pohl-
ke teoreemi ehk aksomno-
meetria pdhiteoreemi nime
all:

(55) Tasandile joonestatud kolme
16iku, mis algavad koik lihest
punktist, kuid ei asetse iihel
sirgel, voib alati vaadelda
ristteljestiku tihikkolmiku pa-
ralleelprojektsioonina®,

s. t. thikkolmiku vabalt joonestatud
kujutisega on juba mddratud mnii-

* Teoreemi tdestuse v&ib leida raamatust:

O. Riink, N. Paluver. Kujutav geomeetria.
Tin., 1961, k. 226.

Teoreemis mainitud iihikkolmiku kohta tuleb
eeldada, et dihiku pikkus ruumis pole ette
antud.
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sugune kindel paralleelkiirte siht,

teljestiku asend ekraani suhtes ning
mootithiku pikkus, mis kéik kokku
just etteantud kujutise vBimaldavad.

Selle teoreemi alusel vdib tel-
jestiku Gthikkolmiku paral-
leelprojektsiooni joones-
tada vabalf, ainsa kitsendusega,
et kogu teljestiku kujutis ei asetseks
Ghel sirgel.

Joonisel 61-2 on nditeks esitatud
teljestiku ja temaga seotud ihik-
kuubi monesugused vabalt joonesta-
tud paralleelprojektsioonid: isomeet-
ria (a), dimeetria (b} ja trimeetria
(c).

Kui seatakse lisatingimusi, néiteks
kui ndutakse, et teljestiku kujutis
peab olema nimelt ristprojektsioon,
siis arusaadavalt tekivad olulised kit-
sendused {iihikkolmiku kujutise joo-
nestamise]l. Niisuguste kitsendustega
puutume kokku ristaksonomeetria
késitlemisel.

Mirgime veel, et samal ajal kui
teljestiku iihikkolmiku kujutise v&ib
Pohlke teoreemi pohjal ette anda
vabalt, ei saa vabalt ette anda tel-
gede moondetegureid.
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3. Punkii aksonomeetrilise kuju-
tise tuletamine. Objekti aksonomeet-
rilise kujutise tuletamisel on itheks
pShuliseks konstruktsiooniks punkti
aksonomeetrilise kujutise tuletamine
selle punkti koordinaatide jérgi v&i
kaksvaate jdérgi. Olgu vaja nditeks
tuletada punkti M (3;2;4) aksonomeet-
riline kujutis teljestiku dhikkolmiku
antud kujutise OoAcBoCo  baasil
(joon. 61-3, a). Kandes telgede kuju-
tistele xo, Yo ja zo koordinaatlsigud
OoMx=3‘Ovo, OQMy=2'OoBo ja.
OoM,=4-0,C,, saab teljeparallee-
lide abil konstrueerida koordinaat-
risttahuka kujutise. Viimase tipud
M5, M7, ja M, on vastavalt punkti
M pealt-, eest- ja killgvaate aksono-
meetrilised kujutised ehk punkti M
teistkordsed projektsioonid; tipp M,
aga punkti M enda aksonomeetriline
kujutis. Arusaadavalt pole punkti M,
saamiseks vaja vdlja joonestada
kogu koordinaatristtahuka kujutist,
piisab juba mingi he koordinaat-
murdjoone kujutisest, nditeks kuju-
tisest OoM.M’oM,, mis joonisel
61-3, b on ndidatud eraldi. Margime,
et erinevaid koordinaatmurdjooni,
milledest igaiiks viib koordinaatide
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algusest ruumipunkti juurde, on
kokku kuus.

Negatiivse koordinaadi korral tu-
leb koordinaatmurdjoone vastav lili
kujutisel v&tta negatiivne. Nii nai-
teks joonisel 61-3,c¢ néeme punkti
N (—1; 2; 3} kujutise N, saamist
koordinaatmurdjoone OoNyN'sNo
abil, mille x-lili on negatiivne.

Praktikas toimub objekti aksono-
meetrilise kujutise konstrueerimine
harilikult teljestiku niisuguse kuju-
tise baasil, milles m6&tithikute kuju-
ti1sed puuduvad, selle asemel aga on
teada telgede moondetegurid. Sel
juhul toimub punkti aksonomeetri-
lise kujutise tuletamine jdrgmiselt.
Olgu punkt A ja temaga seotud tel-
jestik Oxyz antud kaksvaates nii, et
xy-tasand on horisontaalne, xz-ta-
sand aga frontaalne (joon. 61-4, a).
Paremal on antud teljestiku paral-
leelprojektsioon OoXo¥oZo; teada on
ka telgede moondetegurid®, néiteks
m,=0,7, my=1,0 ja m;=0,9. Leiame
kdigepealt kaksvaatelt punkti A

* Praktikas ei kasutata 1-st suuremaid moon-
detegureid, kuigi misugused on paralleelakso-
nomeetrias vommalikud. Kusimust, kas ndites
kasutatud moondetegurid on antud teljestiku
kujutisega kooskdlas, me siin er analuus:.

koordinaatldigud: x=O"'A'x; y=
=A'A; z=A",A". Vastava koor-
dinaatmurdjoone  aksonomeetrilise
kujutise saame niiid jdrgmiselt:
OoAx=0,7X; AxA,o=1,0y; A,vo=
==0,9z. Nii jduamegi punkti A akso-
nomeetrilisse kujutisse A..

Umberpdérdult, kui aksonomeetri-
lise kujutise jdrgi on vaja mddrata
punkti A koordinaatligud, siis peab
olema antud tema aksonomeetriline
kujutis (Ao) ja 1iks teistkordsetest
projektsioonidest (Ao, A”o vB1 A" o).
Siis saab vilja joonestada koordi-
naatmurdjoone aksonomeetrilise ku-
jutise ning teades telgede moonde-
tegureid (antud jubul me=07%;
my=10; m,=09) arvutada ka
punkti A koordinaatldigud valemi-
test:

OoA::' ___'A::Ala . A’aAa

X=-; =

mx

my ' °7 mz °
Koordinaatldikudega on aga punkti
asukoht teljestiku suhtes heselt
madratud. Nii selgub, et juhul kui
objekti aksonomeetrilisel kujutisel
on olemas objekti punktide koordi-
naatmurdjooned (v8i kui neid saab
leida) ning kui on teada telgede
moondetegurid, siis aksonomeetri-
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Joomnis 61-5 Joonis 61-6

line kujutis médrab objekti téieli-
kult.

Juhime tdhelepanu veel sellele, et
kdigi moondetegurite korrutamisel
sama arvuga k>>1, saame k korda
suurendatud kujutise. Seda v8imalust
kasutatakse praktikas nii, et sobiva
k wvalikuga muudetakse vdhemalt
iiks tegelik moondetegur arvuks 1,
mistdttu  kujutise konstrueerimine
tunduvalt lihtsustub.

Mairgime 16puks, et paralleelakso-
nomeetria puhul tuleb kujutiste tule-
tamisel silmas pidada koiki paral-
leelprojektsioonide kohta kehtivaid
lauseid (§ 7).

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Mis vahe on projekteerimise seisukohalt
rist- ja kaldaksonomeetria vahel?

2. Kuidas liigitatakse aksonomeetrilisi kuju-
tisi telgede moondetegurite vahekorra
alusel?

3. Antud on punktide M ja N aksonomeetri-
lised kujutised M, ja N, ning punkti M
pealtvaate kujutis M’, (joon. 61-5). Joo-
nestada: a) punkti M koordinaatmurdjoon
(kas seda saab teha ka punkti N puhul?);
b) punkt: M kaksvaade, kui kdikide tel-
gede moondetegurid on 1.

4. Antud on teljestiku aksonomeetriline kuju-

tis koos mdotiuhikute kujutistega (joon.
61-6). Tuletada punktidega A(3; 0; 4) ja
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Joonis 61-7

B(—1; 3; —2) médratud sirgléigu aksono-
meetriline kujutis.

5. Arvutada joonisel 61-7 kujutatud nst-
tahuka tegelikud mddtmed ja tipu A koor-
dinaatléigud (mm), kui telgede moonde-
tegurid on mx=1, my=0,4 ja m;=2, Joo-
nestada risttahuka kaksvaade,

§ 62. RISTAKSONOMEETRIA

1. Teljestiku jdlgkolmnurk. Kdes-
olevas paragrahvis kdsitleme tahtsa-
maid kiisimusi, mis on seotud teljes-
tiku ristprojektsiooni tuletamisega.

Olgu OeXoyoZo ristteljestiku Oxyz
ristprojektsioon ekraanil &, (joon.
62-1). Kolmnurga XYZ, mille tippu-
deks on telgede jalgpunktid, kiilge-
deks aga koordinaatpindade j&lgsir-
ged, nimetatakse teljestiku jélgkolm-
nurgaks. TOestame, et

(56) ristteljestiku telgede ristpro-
jektsioonid on jdlgkolmnurga
krgussirgeteks.

Niitame esiteks, et X0l YZ. Sel-
leks vOtame arvesse, et x-telg on
tasandi OYZ normaaliks, YZ aga on
selle tasandi jdlgsirgeks. Et aga
tasandi normaali ristprojektsioon on
risti selle tasandi jdljega (§ 27, lause



32), siis jreldamegi, et xo. L. YZ, Ana-

loogiliselt saab pohjendada, et
Vol XZ ja zo 1l XY,
Jélgkolmnurga  korguste 1dike-

punktiks on teljestiku alguse rist-
projektsioon O,. Pole raske veen-
duda, et kui ikski telg pole ekraa-
niga paralleelne, siis punkt O, tuleb
alati jdlgkolmnurga sisse. Seega
asetsevad ka ko6ik jdlgkolmnurga
korgused jadlgkolmnurga sees. Sellest
omakorda jdreldame, et ristteljestiku
jdlgkolmnurk on teravnurkne.

2. Seos moondetegurite vahel
Joonisel 62-1 on @, B ja y vastavalt
telgede x, y ja z kaldenurgad ning
@, Y ja © nurgad, mis kiir OO,.Le,
moodustab telgedega x, ¥ ja z (vek-
tori suunanurgad). Vottes arvesse, et
kolmnurgad OO0.X, OO0,Y ja OO.Z
on tdisnurksed, saame telgede moon-
detegurid my, my ja m; avaldada
jdrgmiselt:

Tdestame jdrgmise lause:

(57) ristprojektsiooni puhul on tel-
gede moondetegurite ruutude
summa vordne 2,

Viite pohjendamiseks toestame
koigepealt, et mis tahes vektori OA
suunanurkade ¢, P ja o koosinuste
ruutude summa vOrdub 1-ga (joon.
62-2). Tdepoolest, kui punkti A
koordinaadid on a, b ja c, siis vas-
tava koordinaatristtahuka ruumdia-
gonaali OA pikkus d avaldub nende
koordinaatide kaudu jargmiselt:

a?+ b2+ c?=d?;

siit
a? b?
LI Nl
d + a2

_i_l

@
ehk cos’@+ cos®p+ costo==1, (12}

Pé6rdume niitid tagasi joonise 62-1
juurde, kust ndeme, et vektori OO,
suunanurgad ¢, P ja o tdiendavad
telgede x, y ja z kaldenurki a, B jay
taisnurkadeni:

=90°—qa, P==90°—B ja @=90"—y.

0%

M= ~55 ==CO0S «;
O,Y

my== 5~ ==cos p;

—_ OQZ —_—
m;= 57 ==COs Y. (11)

Xo
o
Joonis 62-1 X

191

o i s iy ot ki b



!

B WG ArR
S e R

S

54

A )

o e W

. s v

%

RN o
w e o B

#

L
N~

Z
!
A
f
d ¢
/1 u
J_v..._.-_a__& ¥
0b
N
N
Y
Joonis 62-2

Jéarelikult seose (12) véime kirjutada
kujul:

<0s?(90°—a) 4 cos?(90°—B) + cos? (90—
—y)=1

ehk sin? a+-sin? B+sin?y=1

ehk (1—cos?a) + (1—cos?B) +

+ (1—cos?y)=1,

kust cos? a+cos?B+cos?y=2. (13)
Kasutades niiiid vordusi (11), saame
16puks seose

m.24 my2 +mP=2,

Sellega on lause tdestatud.

Tuletatud seos moondetegurite va-
hel vdimaldab arvutada kolmanda
telje moondeteguri, kui kahe telje
moondetegurid on efte antud. See-
juures el tohi Uhegi moondeteguri
vddrtus olla suurem kui 1, sest nur-
ga koosinuse védrtus ei saa olla ile
iihe. Nii nditeks, kui votta m.=0,5
ja my=0,7%, saame seosest (14), et
m,==1,12>>1, mis on ristaksonomeet-
rias vBimatu.

Saab {Oestada, et kaldaksono-
meetrias wvalitseb telgede moon-
detegurite vahel jdrgmine iildisem
seos:

my? + my? 4 m?=2+cot? 9,

(14)

(15)
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kus ¢ on kiirte kaldenurk ekraani
suhtes®. Vottes arvesse, et cot’d on
positiivne suurus, peab telgede
moondetegurite ruutude summa kald-
projektsiooni korral olema suurem
kui 2.

Véttes seoses (15) ©=90° s. t.
minnes kaldkiirtelt dle kiirtele, mis
on ekraaniga risti, saame seose (14).
sest cot 90°=0.

Valemist (15) jareldame, et tel-
gede moondetegurite ruutude sum-
ma sbltub ainult kiirte kaldenurgast
ekraani suhtes, ei sGltu aga teljes-
tiku ja ekraani vastastikusest asen-
dist.

3. Teljestiku ristprojektsiooni saa-
mine. Teljestiku ristprojektsiooni
saab tuletada ldhtudes vabalt joones-
tatud teravnurksest jalgkolmnurgast
XYZ (joon. 62-3). Et jalgkolmnurga
korgussirged on telgede ristprojekt-
sioonideks, siis korguste 16ikepunkt
O, tdhendab teljestiku alguspunkti
projektsiooni. Pddrame koordinaat-
pinnad OXY, OYZ ja OZX ekraanile
vastavalt Umber jdlgsirgete XY, YZ
ja ZX. Alguspunkti pddrendit tuleb
seejuures otsida vastava pdodrdetelje
ristsirgelt ja nii kaugelt, et saadav
tahu pddrend oleks parajasti tdis-
nurkne kolmnurk. Jarelikult peavad

podrendid O;, O ja Os asetsema
ringjoontel, mille diameetrid on vas-
tavalt XY, YZ ja ZX. Pooramistel
satub iga telg ekraanile kahel korral,
nditeks x-telje pdorenditeks on sir-

ged 01X ja OsX. Telgede p&orendid
varustame margikestega uhiku kau-
gusel algusest (nditeks O;Ai=1) ja
seejdrel p6orame koordinaatpinnad
ruumi tagasi oma endistele asukoh-
tadele: A Ao LXY; AsAiLXZ ine.

* Selle seose tuletamise vdib lexda raamatust:
O. Runk, N. Paluver. Kujutav geomeetna.
Tln., 1961, lk. 229,



X
Joonis 62-4

Joonis 62-3

Nii saame telgede x, y ja z tihik-
16ikude kujutised O¢Ay, OpBo, OoCo.
Sellega oleme tuletanud teljestikust
igati Oige ristprojekisiooni, mille
voib voOtta baasiks objekti kujutise
joonestamisel punktide koordinaatide
jargi.

4. Ringjoonte ristaksonomeetrili-
sed kujutised. Mis tahes liiki akso-
nomeetria kasutamisel tuleb erilist
1dhku panna ellipsite kui ringjoonte
projektsioonide wviljajoonestamisele.
Ristaksonomeetrias tuleb seejuures
silmas pidada jargmist juhist:

{58) kahe koordinaattelje tasandil
{voi selle paralleeltasandil)
asetseva ringjoone ristakso-
nomeetrilise kujutise (ellipsi)
pikem telg on risti kolmanda
koordinaattelje kujutisega.

Lause pShjendamiseks mérgime, et
ellipsi kui ringjoone ristprojekt-
siooni pikemaks teljeks projekteerub
ringjoone see diameeter, mis on
ekraaniga paralleelne. See diameeter
asetseb ringi tasandi nivoojoonel ja
on jarelikult paralleelne ringi ta-
sandi jalgsirgega. Et aga tasandi nor-
maali ristprojektsioon on risti selle
tasandi jdlgsirgega (§ 27, lause 32),

13 Kujutav geomeetria

siis jareldame, et ellipsi pikem telg
peab olema risti ringi tasandi nor-
maali r1istprojektsiooniga. Oletame
nliid, et ringjoon asetseb néiteks
xz-tasandil voi selle paralleeltasan-
dil (joon. 62-4). Siis ringi tasandi
normaaliks on kolmas telg y ning
ellipsi kui ringjoone ristprojekt-
siooni pikem telg 1.2, peab olema
jarelikult risti y-telje projektsioo-
niga yo (thtlasi 1,2:{XZ, kus XZ on
koordinaatpinna Oxz jdlgsirge). See-
ga ellipsi pikem telg on tSepoolest
risti kolmanda telje (v) kujutisega.
Ellipsi liihem telg 304, on arusaada-
valt paralleelne teljega ¥, Teiste
koordinaatpindadega paralleelsete
ringjoonte puhul on tdestus analoo-
giline,

Avaldame koordinaatpindadega
paralleelsete ringjoonte ristprojeki-
sioonide (ellipsite) telgede pikkused
koordinaattelgede  moondetegurite
kaudu. Olgu ringjoone raadius r ja
ringi tasandi kaldenurk ¥. Siis selle
ringjoone ristprojektsiooniks tuleb
ellips, mille pikem pooltelg a=r ja
lithem pooltelg b=r cos8. Kui ring-
joon on paralleelne nditeks koordi-
naatpinnaga Oxy, siis tema tasandi
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kaldenurk on vdrdne tasandi Oxy
kaldenurgaga. Tdisnurksest kolmnur-
gast POZ joonisel 62-1 ndeme aga, et
koordinaatpinna Oxy kaldenurk =
=90°—y, kus y on z-telje kalde-
nurk., Seda arvestades saame kirju-
tada, et

cos O==sin y=71—cos? y=
=V1'_m221

sest vorduste (11) pohjal cosy=m..
Jarelikult koordinaatpinnaga Oxy
paralleelsele ringjoonele vastava
ellipsi Iihem pooltelg b.y avaldub
kujul

byy=r cog d=ry1—m;

Analoogiliselt saab avaldada ellip-
site liihemad poolteljed ka kahe iile-
jddnud koordinaatpinna puhul. Ellip-
site pikemad poolteljed (a) on aga
k6igi kolme koordinaatpinna puhul
vOrdsed ringjoone raadiusega r. Nii
saame, et koordinaatpindadega Oxy,
Oxz ja Oyz paralleelsete ringjoonte
ristprojektsioonide (ellipsite) pool-
teljed on vastavalt

a=r; by =ry1—m2
bez=r}1—1m,"; (16)

byz = I_y 1—mx2.

Kera kujutise kontuuriks on rist-
aksonomeetria puhul alati ringjoon,

kaldaksonomeetria puhul aga ellips.

See on tingitud sellest, et esimesel
juhul 16ikab ekraan kera puutuvate
kiirte p&6rdsilindrit risti, teisel juhul
aga kaldu silindri telje suhtes.
Ristaksonomeetrilistest kujutistest
kasutatakse tehnilises joonestamises
ristisomeetriat ja niisugust ristdi-
meetriat, kus my=m,=2m, Neid
nn. standardseid aksonomeet-
rilisi kujutisi vaatlemegi l&hemalt
jdrgmistes paragrahvides.
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KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Missugusteks jélgkolmnurga elementideks
on telgede projektsioonid ristaksonomeet-
rias?

2. Missugune seos valitseb telgede moonde-
tegurite vahel ristaksonomeetrias?

3. Telgede x ja y moondetegurid ristaksono-~
meetrias on vastavalt 0,75 ja 0,85. Leida
z-telje moondetegur.

4. Ring on paralleelne Oyz-pinnaga. Missu-
guse koordinaattelje kujutisega on risti
selle ringi ristprojektsiooni (ellipsi) pikem
telg?

5. Missuguseks kujundiks projekteerub kera:
a) ristaksonomeetrias, b) kaldaksonomeet-
rias?

§ 63. RISTISOMEETRIA

1. Ristisomeetriline teljestik. Teljes-
tiku ristprojektsioon tuleb isomeet-
riline, kui telgede kaldenurgad o, $
ja v on vordsed. Sel puhul on vdrd-
sed ka koik telgede moondetegurid:
my=my==m, Seda arvestades, voi-
me eelmises paragrahvis tuletatud
pGhisecse  (14). kirjutada kujul
3m2x=2, —_
kust my=my=m,=7%3=~0,82.
Silmas pidades vordusi (11), on

cosa=m,=Y?¥3;, kust a=p=y=
=35°16". Niisiis ristisomeetria saame
siis, kui koigil telgedel on sama kal-
denurk suurusega 35°16’ ning sama
moondetegur suurusega 0,82.
Kujutise konstrueerimisel oleks
ddrmiselt ebamugav korrutada ob-
jekti punktide koordinaate murd-
arvulise moondeteguriga 0,82. See-
pdrast kasutatakse praktikas nn.
taandatud, s. o. suurendatud moon-
detegureid 1. Sel juhul kantakse
k6ik  koordinaatldigud kujutisele
oma tbelises suuruses ning
objektist saadakse suurendatud
kujutis suurendusteguriga k=
=1:0,82~1,22, Niisiis kiisimus
taandub lihtsalt joonise mootkava



Joonis 63-1

muutmisele. Naiteks kui objekti
kaksvaatel on mddtsuhe 1: 100 ning
selle jérgi tehakse k=122 korda
suurendatud isomeetriline kujutis,
siis selle moOGtsuhteks (objektiga
vorreldes) tuleb kirjutada 1:82 (vt.
nditeks joonist 63-4).

Jooniselt 62-1 (§ 62) selgub, et
juhul kui a==f=vy, siis piliramiid
OXYZ on korrapdrane (OX=0Y=
=0Z) ning jélgkolmnurk XYZ jére-
likult vordkilgne. Seetdttu on nur-
gad telgede kujutiste vahel kdik
vordsed, s. t. suurusega 120°. Teljes-
tiku kujutist koos moondeteguritega
ja praktikas nende asemel kasutata-
vate taandatud moondeteguritega
ndeme joonisel 63-1.

Teljestiku ristisomeetrilise kuju-
tise saame joonestada jargmiselt
(joon. 63-2). Tombame koordinaatide
alguspunkti O, timber vabalt valitud
raadiusega R ringjoone ning maér-
gime temale kummalegi poole Zo-
telge 60°-liste kaarte otspunktid.
Uhendades need punktid alguspunk-
tiga O,, saamegi telgede kujutised.

2. Ringjoonte  ristisomeetrilised
kujutised. Tdhtis on osata oigesti

13+

Joonis 63-2

kujutada koordinaatpindadel v6i
nende paralleeltasanditel asetsevaid
ringjooni. Iga mniisuguse ringjoone
ristprojektsiooniks saame ellipsi,
mille pikem pooltelg a vdrdub ring-
joone raadiusega r, lithem pooltelg b
aga on arvutatav valemist (16). V&t-
tes arvesse tingimust m.=—my=—m,,

saame, et b=r}y1—m?=rY'/s, ole-
nemata koordinaatpinnast, millega
ringjoon on paralleelne. Kui kasu-
tatakse taandatud moondetegureid
suurendusega k=1,22 korda, siis
saadaval suurendatud kujutisel tuleb
mis tahes koordinaatpinnaga paral-

A

Joonis 63-3
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Joonis 63-4

leelse ringjoone ristisomeetriliseks
kujutiseks ellips pooltelgedega a==

=kr=r}%y~122r ja b=kr)z=
=rY!,=0,71r. Ellipsite telgede sihid
midrab eelmises paragrahvis tdesta-
tud lause (88).

Konstruktiivselt saab ellipsi pool-
telgi a=rV?/; ja b=r}'/, teoreetili-
selt tépselt leida jargmiselt (joon.
63-3). Ellipsi lihemaks teljeks osutub
antud ringjoone veerandile vastava
k66lu pikkus: BD=2b, kust b=
=BD:2. Pikemaks poolteljeks aga
on sellele k&d6lule kui kiiljele konst-

rueeritud  vdrdkilgse kolmnurga -

BDA kbdrgus: OA=a. Konstrukt-
siooni pdhjendamine antud joonise
jérgi ei tekita raskusi.

Joonisel 63-4 on kuubi kolmvaate
jérgi tuletatud selle kuubi ja tema
tahkudel asetsevate ringjoonte rist-
isomeetrilised kujutised, kasutades
taandatud moondetegureid. Samas on
ndidatud ka punkti A (X, ¥, 2z) akso-
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nomeetrilise kujutise saamise vGima-
lusi mituvaate jargi mitmesuguste
koordinaatmurdjoonte abil.

Nagu juba mérkisime, jdetakse
praktikas aksonomeetrilistel kujutis-
tel t&histe juurde kuuluvad projekt-
siooni mé&rgid dra. Nii on tehtud ka
joonisel 63-4 ja real jdrgnevatel joo-
nistel.

Maidrgime 16puks, et moondetegu-
rite k-kordsete suurenduste kasuta-
misel tuleb kera ristisomeetrili-
seks kujutiseks ring, mille raadius
on kera raadiuse k-kordne. Niiteks
kui kera raadius on r ja k=122
(nagu tavaliselt), siis kera kujutise
raadius R=1,22r.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Miks kasutatakse praktikas taandatud
moondetegureid?

2. Konstrueerige teljestiku ristisomeetriline
kujutis.

3. Kera raadius r=30 mm. Kui suur on selle
kera nstisomeetrilise kujutise raadius
taandatud moondetegurite kasutamisel?
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§ 64. STANDARDNE
RISTDIMEETRIA

1. Ristdimeeiriline teljestik. Samal
ajal kui teljestiku ristisomeetrilisi
kujutisi on liksainus, saab teljestiku
ristdimeetrilisi kujutisi konstruee-
rida 18pmata palju. Neist kdige liht-
sam ja kOige sagedamini kasutatav
on standardne ristdimeetria
mooondetegurite vahekorraga my=
=m,=2m, (v0i D=m.:=2my).
Arvutame, kui suured on sel juhul
moondetegurite vadrtused.

V&ttes pShiseoses (14) my=2m-. ja
m,==2m,, saame, et 9mZ=2, kust
my==1;)Y2~0,47. Jérelikult
=m,=%3)2~0,94.

Praktikas vilditakse murdarvuliste
moondetegurite 0,47 ja 0,94 kasuta-
mist sellega, et kdik moondetegurid
korrutatakse teguriga k=1:my=
=3/,J2~1,06. Nii saadakse taanda-
tud moondetegurid.

km, =1/, ja kmy=km,=1,

mis vBetaksegi aluseks kujutise
konstrueerimisel. Kujutis suureneb
sel puhul k=1,06 korda.

Arvutame nurgad telgede kujutiste
vahel, Bt my=m,, sils on vdrdsed
ka kaldenurgad B ja vy, mistdttu 16ik
OY=0Z=] (joon. 64-1). Sellest
jéreldame, et tdisnurksed kolmnur-
gad OXY ja OXZ on kongruentsed
ning jéalgkolmnurk XYZ jarelikult
vordhaarne  (XY==XZ). Seetsttu
x-telje kujutis Xo, kui jalgkolmnurga
korgussirge, osutub iihtlasi vastas-
kiilje poolitajaks (KY=KZ). Tais-
nurksest kolmnurgast KYO, saame,
et

my=

sin 6=

KY
YO, 2:YO, '

kus 6: ZKOQY-__— ZKOQZ,

Avaldame YZ ja YO, 18igu I kaudu.

YO, 7]

Bt 22 =

7 my——zé-z-, siis YO,
Tédisnurksest kolmnurgast OYZ aga

leiame, et YZ=I}2. Pannes saadud
avaldised sin § avaldisse, saame;

__2i2
2,

me— M2 . 202 __ 3
siné= 5= 5= ==,
kust §=48°35".

Nurgad telgede kujutiste vahel on
niiid jérgmised:
Z(Xo, Vo)== (%o, Zo)==180°—0b=
=131°25",
LYo, Zo)=28=97°10".

Siit selgub kohe, et teljed X, ja yo
moodustavad telje z, ristsihiga nur-
gad 41°25 ja 7°10° (joon. 64-2).

Véttes arvesse, et tan41°25 ="fg
ja tan 7°10"=~ /s, vBime need nurgad
konstrueerida ka tangensite jargi.
Nii saame jdrgmise, praktiliseks
kasutamiseks killalt tapse 13his-
konstruktsiooni teljestiku ristdimeet-
rilise kujutise joonestamiseks.

Tdmbame 14b1 alguspunkti O, abi-
sirge risti teljega z, ning kanname
sellele punktist O, kummalegi poole
pikkuse 8 iihikut (joon. 64-3). Saadud
thest punktist méddame allapoole
7 {ihikut ja teisest 1 thiku, saades
nii punktid M ja N. Siis x-telje ja
y-telje kujutised on vastavalt OoM
ja OoN.

Telgede {ihikldikude kujutised
moddetakse telgede kujutistele, ar-
vestades moondetegurite vahekorda,
nii et OOB0=OOCO=2'Ovo.

Lihtudes seosest sin =34, saame
jdrgmise tdppiskonstrukisiooni tel-
jestiku standardse ristdimeetrilise
kujutise joonestamiseks.

Valime vertikaalsel z.-teljel vabalt
koordinaatide alguspunkti O, ning
tombame selle tmber ringjooned
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raadiustega 1 ja 2 iihikut (joon.
64-4, a). Suurema ringjoone ja Zo-
telje 1dikepunkti Z {imber tdmbame
kaare raadiusega 3 iihikut. Selle
kaare ja suurema ringjoone parem-
poolse 16ikepunkti Y tmber tdmba-
me jalle kaare raadiusega 3 iihikut.
Uhendades kaare 15ikepunkti G
alguspunktiga O,, saame x-telje
kujutise x., telg yo aga 1abib
punkti Y.

Konstruktsiooni &igsus jéareldub
tiisnurksest  kolmnurgast O.KY
(vdrdle joonisega 64-1). Bt OQ,Y=2
ja KY =3[y, siis sin 6=KY : O, ¥ =3/,
nagu peabki olema.

Joonis 64-1

Joonisel 64-4, b ndeme sama konst-
ruktsiooni juhul, kui y-telje moon-
detegur on kaks korda vaiksem teiste
telgede moondetegurist.

2. Ringjoonte ristdimeetrilised ku-
jutised. Koordinaatpindadel vdi nen-
de paralleeltasanditel asetsevate
ringjoonte ristdimeetriliste kujutiste
(ellipsite) poolteljed saame arvutada
valemeist (16). Kui tdeliste moonde-
tegurite asemel kasutatakse k=1,06
korda suuremaid taandatud moonde-
tegureid, s. t. kui objektist tuleta-
takse 1,06 korda suurendatud kujutis,
siis ringjoontest, mille tasandid on
paralleelsed Oxy- v6i Oxz-pinnaga,

z
o

0

Joonis 64-2 Jooms 64-3
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Joorus 64-5

saadakse ellipsid pooltelgedega a=
=1,061' - ja b1=kIV1—m2y=:
=1,06r}/e=0,35r (suhe bi:a on
tapselt 1:3). Ringjooned aga, mis
asetsevad Oyz-pinna paralleeltasan-
dil, projekteeruvad ellipsiteks pool-
telgedega

M 1:94

a=106r ja by=kryI—m#=

=1,06rY7/9=0,951.

Ellipsite pooltelgede ja nende su-
hete arvutamisel oleme siin arvesta-
nud, et x-telje (mitte y-telje) moon-
detegur on !/z. Ellipsite telgede sihid
mdédrab lause (58).
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Joonis 64-6

Vastavaid ellipseid ndeme joonisel
64-5, kus kuup ja tema tahkude sise-
ringid on wvasakul kujutatud kaks-
vaates, paremal aga standardses rist-
dimeetrias. Joonisel on néidatud ka
juhusliku ruumipunkti A (x; y; z2)
aksonomeetrilise kujutise tuletamine
koordinaatmurdjoone OAA’A abil.
Selle murdjoone esimese liili pikkus
vordub  poolega  x-koordinaadist,
teiste lilide pikkused aga voOrduvad
vastavalt y- ja z-koordinaadiga.

Kera ristdimeetriliseks kujuti-
seks taandatud moondetegurite kasu-
tamisel on ring, mille raadius R=
=1,06r, kus r on kera raadius.

3. Ristisomeetria ja ristdimeetria
v@rdlus. Selgitame 18puks kiisimuse,
miks on tehnikas voetud tarvitusele
kaks erinevat standardset ristaksono-
meetrilist kujutist. Kas el plisaks
ainult ristisomeetriast? Vastus sellele
kiisimusele peitub kujutise piltlikku-
ses.

Joonisel 64-6, a on kaksvaates ku-
jutatud hoone, mille pliramiidse
katuse tahkude kaldenurgad on 45°
Selle hoone ristisomeetriat ndeme
joonisel 64-6, b ja ristdimeetriat joo-
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nisel 64-6, c. Mdrkame, et isomeetri-
lisel juhul serv 1T projekteerub
punktiks ning seetSttu katuse tahud
12T ja 14T, mis mdlemad on ekraa-
niga risti, projekteeruvad sirgldiku-
deks. Hoone kujutis on ilmetu. Tun-
duvalt piltlikum on ristdimeetria;
seal on sirgldiguks projekteerunud
ainult tahk 12T,

Praktikas on tdhtis igal konkreet-
sel juhul valida niisugune kujutamis-
viis, mis ei kahjusta oluliselt kuju-
tise piltlikkust. Kujutamisviisi vali-
kul tuleb eriti ettevaatlik olla juhtu-
meil, kus objekti domineerivate tah-
kude hulgas esineb koordinaatpin-
dade suhtes 45°-lise kaldenurgaga
tahkusid.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Konstrueerige  ristdimeetriline teljestik,
kasutades: a) ldhiskonstruktsiooni, b) tédp-
piskonstrukisiooni.

2. Kui suured on taandatud moondetegurid
ristdimeetria puhul?

3. Miks vajatakse ristisomeeiria kérval ka
ristdimeetriat?



§ 65. KALDAKSONOMEETRIA
TAHTSAMAD LIIGID

Ristaksonomeetria puhul me el saa
kasutada teljestiku niisuguseid asen-
deid ekraani suhtes, milles moni telg
on ekraaniga paralleelne, sest sel
juhul on vahemalt iiks koordinaat-
pind ekraaniga risti (ehk kiirtega
paralleelne) ning projekteerub see-
tdttu sirgjooneks. Sellega aga kaotab
teljestiku ja objekti kujutis oma pilt-
likkuse.

Kaldprojektsioonile iile minnes po-
le enam vaja vditida teljestiku nime-
tatud Ihtsaid eriasendeid ekraani
suhtes, sest koordinaatpindade ja
kiirte paralleelsust saab niitid &ra
hoida kaldkiirte sihi sobiva wvali-
kuga. Seepirast eelistatakse praktili-
ses kaldaksonomeetrias teljestiku ja
ekraani k&ige lihtsamat vastastikust
asendit, milles kaks telge asetsevad
vahetult ekraanil (s. t. ekraaniks
vietakse iiks koordinaatpind). Kol-
mas telg on siis ekraaniga risti.

Arvestades asjaolu, et enamikul
cobijektidel (hooned, mddbel, masinad,
aparaadid jm.) on raskusvéljas oma
kindel loomulik asend, mida tuleb
ka kujutamisel arvestada, on otstar-
bekohane siduda teljestik nende ob-
jektidega nii, et iiks telg (tavaliselt
z-telg) oleks vertikaalne; teised kaks
telge (x- ia y-telg) on siis horison-
taalsed. Iga ruumipunkti kdrgus
horisontaalse xy-pinna suhtes m&6-
tub sel juhul z-koordinaadiga.

1. Frontaalne kaldaksonomeetria.
Vottes ekraaniks vertikaalse koordi-
naatpinna Oxz, mis tava kohaseit on
paigutatud paralleelselt objekti fas-
saadpinnaga, saame teljestikust ja
objektist nn. frontaalse kaldaksono-
meeiria (vi. piltkujutist 65-1). Et
ekraanil olevad teljed x ja z thtivad
oma kaldprojektsioonidega, siis nen-
de moondetegurid vorduvad 1-ga

(my=m,=1), y-telje moondetegur
my aga vordub kiirte kaldenurga ¢

kootangensiga:
OB°
my == BB — cot ¢.

Muutes kaldkiirte sihti, muutub ka
moondetegur my ja nurk o, mille
y-telje projektsioon y, moodustab
x-telje projektsiooniga x.==x.

Valides kaldkiirte sihi nii, et
moondetegur my==0,5, saame from-
taalse kaldaksonomeetria erijubtu-
mi — frontaalse kalddimeetria. Sel
juhul kiirte kaldenurk ¢~63°. Fron-
taalse kalddimeetria teljestikku née-
me joonisel 65-2. Kui aga kiirte siht
valida nii, et my=1, saame fron-
taalse kaldisomeetria (sel juhul
p=45°).

Moélemal erijubul soovitab stan-
dard kasutada tehnilises joonestami-
ses nurga o vdadrtusena esijoones
45°, vajaduse korral aga ka 30° voi
60°

Praktikas kasutatakse kfige sage-
damini frontaalse kalddimeetria eri-
juhtumit, mille puhul ©=45° seda
tuntakse ka kabinetprojekisiooni
nimetuse all,

Frontaalse kaldaksonomeetria eri-
liseks omaduseks on see, et kdik
tasandilised kujundid, mis on paral-
leelsed xz-pinnaga kui ekraaniga,
projekteeruvad moondevabalt., See
lihtsustab suurel mé&&ral kujutise
joonestamist, eriti siis, kui objektil
on palju xz-pinnaga paralleelseid
ringilisi elemente. Joonisel 65-3 on
nditeks esitatud teljestiku, kuubi ja
viimase ndhtavatel tahkudel asetse-
vate ringjoonte kabinetprojektsioo-
nid; kaks ringjoont on projekteeru-
nud ellipsiteks, xz-pinnaga paralleel-
ne ringjoon aga moondevabalt ring-
jooneks,

Joonisel 65-4 kujutatud objektil on
palju paralieelsetes tasandites ole-
vaid ringjooni. Et need ringjooned
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Jooms 65-7

Joonis

projekteeruksid mis tahes liiki fron-
taalses kaldaksonomeetrias ringjoon-
teks, on vaja objekt siduda teljesti-
kuga nii, et ringid oleksid paralleel-
sed xz-pinnaga. Antud juhul on ob-
jektist tuletatud kaks korda suuren-
datud kabinetprojektsioon.

2. Horisontaalne kaldaksonomeet-
ria. Kui ekisaaniks &, voetakse hori-
sontaalne xy-pind, siis saadakse tel-
jestikust ja objektist nn- horison-
taalne kaldaksonomeetria (vt pilt-
kujutist 65-5). Sel juhul nii x- kui
ka y-telg tthtib oma kaldprojektsioo-
niga ning seetSttu kummagi telje
moondetegur vordub 1l-ga (=
=my=r); 2z-telje moondetegur m:
aga vordub kiirte kaldenurga ¢ koo-
tangensiga:

OCo

M2=="5¢

=cot ¢.

Kiirte sihi muutmisel muutub ka
moondetegur m. ja z-telje kaldpro-
jektsiooni z, siht. Viimasega koos

65-8

muutub aga ka nurk o sirge s (s-L2o)
ja y-telje projekisiooni yo, wvahel.
Kui kiirte kaldenurk @=45° siis
m;=1 (sest cot45°==1) ja me saame
praktikas kdige sagedamini kasuta-
tava horisontaalse kaldaksonomeetria
erijuhtumi — horisontaalse kaldiso-
meetria*. Vastavat teljestiku kuju-
tist ndeme joonisel 65-6. Tehnilises
joonestamises soovitab standard ho-
risontaalse kaldisomeetria puhul ka-
sutada nurga o vadrtustena nurka
30°, kuid lubatakse kasutada ka 45°
ja 60°.

Horisontaalse kaldisomeetria pu-
hul projekteeruvad moondevabalt
objekt1 kdik horisontaalsed tahud ja
16iked, sealhulgas ka pShiplaan (sest
ekraaniks on rdhtne xy-pind). Ka
objekti korgused esinevad horison-
taalsel kaldisomeetrial tegelikus suu-
ruses. KOik see hdlbustab objekti
kujutise tuletamist, eriti siis, kui

* Horisontaalset Xkaldisomeetnat mmetatakse
ka «militaarperspektuviks»,
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ANDMEID TANTSAMATE AKSONOMEETRILISTE KUIUTISTE KGHTA

Aksonomeetrilise kuyjutise Ik, feljestiku
Kyt 3, neide eseme Kujutisest ning
mégisiihe tasndatud moendetegurite

Prektikas kasutstavad
tasngarud moondetegririd!
/2 suurendusiegur (k)

Ethpsife kur koordh-
reatpincadsi olevate
rinGoanie Kupuhste

. :

Fasuramisel kimy | kmy | &y | k| pooteled a@b
Ristiscmestria Mizzi | 1 l 1 122 | a~122R
b=07IR

R - ringjoone
rasghus

2 A B S X

1 2| 2 212

a=1,06R
b=035R

5,~0.95R

a=212R
by=07R
b= 19R

Ellipsite poolfeljed
soltuvad nurgast &)
(w=455 30 60°)

Eflipsite pooltejjed
soffuvad nurgast &
(w=30% 455 60°)




¥ THed

objektil on palju rdhtsaid ringilisi
elemente (vi. topsi horisontaalset
kaldisomeetriat joonisel 65-7). Eriti
otstarbekohaseks osutub aga hori-
sontaalse kaldisomeetria kasutamine
niisugustel arhitektuurilistel joonis-
tel, kus on tdhtis sdilitada pohiplaa-
nid nende &igel kujul. Joonisel 65-8
on nditena esitatud korteri ja sisus-
tuse horisontaalne kaldisomeetria,
mille puhul nurk o on vBetud 45°.

Andmed tdhtsamate aksonomeetri-
liste kujutiste kohta on koondatud
juuresolevasse tabelisse. Tabeli abil
on holbus igal konkreetsel juhul
valida kujutamisviis, mis koige pa-
remini rahuldab kujutisele esitata-
vaid erindudeid.

KUSIMUSED JA. ULESANDED

1. Nimetage kaldaksonomeetria tdhtsamad
liigid.

2. Konstrueerige: a) frontaalne kalddimeetri-
line teljesttk, b) horisontaalne kaldiso-
meeatriline teljestik.

3. Missuguseks kujundiks projekteerub ring-
joon frontaalses kalddimeetrias, kui ta on
paralleelne: a) xy-pinnaga, b) xz-pinnaga?

§ 66. NAITED

Aksonomeetrilise kujutise konstruee-
rimisel plilitakse teljestiku ja objekti
vastastikune asend wvalida nii, et
objekti punktide koordinaatide wval-
jalugemine ja kujutise konstrueeri-
mine oleks vOimalikult lihtne. Sel
eesmirgil seotakse teljestik objek-
tiga harilikult nii, et iksikud teljed
iihtivad objekti pShiliste servadega,
voi nii, et koordinaatpinnad ihtivad
objekti siimmeetriapindadega. Jérg-
nevates nédidetes on seda pohimdtet
igal pool silmas peetud.

Ndaide 1. Leida ristisomeetrias
punktidega A (2,5; 1; 4,5) ja B(1; 2;

2,5) maddratud sirge 16ikepunktid
koordinaatpindadega.

Joonestame teljestiku isomeetrilise
kujutise ning wvalime wvabalt iihik-
16igu pikkuse koordinaatldikude pea-
lekandmiseks (joon. 66-1; elemendid
on kujutisel tdhistatud nii nagu ruu-
mis). Kanname x-teljele punktide
x-koordinaatidigud ning viimaste
16pupunktidest paralleelselt y-telje-
ga y-koordinaatldigud; nii saame
antud punktide pealtvaadete kujuti-
sed A" ja B. Kandes viimastest
z-telje paralleelidele z-koordinaat-
16igud, saamegi punktide aksono-
meetrilised kujutised A ja B.

Sirge AB ja tasandi (%, y) 1Gike-
punkti (s. o. pShijalgpunkti) kujuti-
seks saame punkti P=ABXA'B.
Punktid E ja K (esijélg ja kilgjalg),
asetsevad z-telje paralleelidel, mida
mo6da projekteeriv tasand ABB'A’
16ikab koordinaatpindu (x, z) ja {y,
z). Nimetatud paralleelid ldbivad
punkte, millest pealtvaade A’B" 15i-
kab telgi x ja y.

Né&dide 2. Lahendame sirgjoone
ja tasandi 16ikumisiilesande ristdi-
meetrias, kui tasand 1&bib punkte
A(4; 2; 3), B(2; 4; 6) ja C(10; 8; 5)
ning sirgjoon punkte D (5; 1; §) ja
F (6; 7; 4).

Konstrueerime teljestiku kujutise
vastavalt joonisele 64-3 ja 064-4,a
ning tuletame koordinaatide abil
enne punktide pealtvaadete ning siis
punktide eneste kujutised (joon.
66-2). Seejuures vGtame arvesse, et
iithik x-telje kujutisel on kaks korda
liihem kui thikud teiste telgede
kujutistel.

Otsitava 18ikepunkti saame mdtie-
kdigu alusel, mis on tuttav 26. pa-
ragrahvist (lause 31); kasutame sir-
get DF koordinaatpinnale (x, y) pro-
jekteerivat tasandit DFF'D’. L&igaku
see tasand antud tasandit ABC moo-
da sirget MN (M'N’==D’F’}; siis sir-
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Joomis 66-4

gete MN ja DF iihine punkt L ongi
otsitavaks 16ikepunktiks.

Ndide 3. Joonisel 66-3 on tule-
tatud needi ristisomeetriline kujutis,
l8htudes vasakul antud kaksvaatest.
Teljestiku alguspunkt O on viidud
needi pea (poolkera) keskpunkti,
y-telg aga on suunatud piki needi
telge.

Aksonomeetrilise kujutise tuleta-
misel kasutame koordinaatldike nen-
de tdelises pikkuses, saades nii 1,22
korda suurendatud kujutise. Needi
pea aksonomeetrilise kujutise kon-
tuuriks tuleb seega poolringjoon,
mille raadius r;=122r, kus r on
poolkera raadius, mis mdddetakse
kaksvaatelt.

Ringjoone aksonomeetrilisi kuju-
tisi (ellipseid) vo&ib konstrueerida
kaasdiameetrite jargi (s. o. ringide
ristdiameetrite kujutiste jdrgi) véi
arvutatud pooltelgede jdrgi: a=
=1,22R; b==0,71R, kus R on ring-
joone raadius. V&ib aga kasutada ka
k&dle, mis on paralleelsed mingi iihe
koordinaatteljega. Nd&ites ongi k&d-
lude abil joonestatud need: otsring-
joone aksonomeetriline kujutis. Sel-
leks on kaksvaatel tdmmatud rida
X-telje sihilisi k&6le (soovitatav
vordsete vahede jérel), mille pikku-
sed ja vahed on kaksvaatelt kan-
tud aksonomeetrilisele kujutisele,
Kodlude kujutiste otspunktid ongi
ellipsi punktid.
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Né&dide 4. Joonisel 66-4 on tule-
tatud kahe poo6rdsilindri pindade
16ikejoon otseselt frontaalses kald-
dimeetrias {kabinetprojektsioonis,
sest ©==45°). Et y-telg on ruumis

208

Joonis 66-5

Joonis 66-7

suunatud piki rdhtsilindri telge, siis
selle silindri pShjad on paralleelsed
ekraaniga ep (%, 2), mistdttu nad pro-
jekteeruvad moondevabalt. Pust-
silindri pohja kujutise saab joones-



tada kas kaasdiameetrite jdrgi voi
paralleelsete kdSlude abil, nagu on
tehtud eelmisel joconisel.

Loikejoone tuletamiseks lGikame

silindreid abitasanditega, mis on
paralleelsed kummagi silindri moo-
dustajatega, s.t. paralleelsed tasan-
diga (z, y). Niisugused tasandid 18i-
kavad silindreid mo6éda moodusta-
jaid, mille 13ikepunktid ongi otsi-
tava lb6ikejoone punktideks. Tépita-
tud abitasandi saamiseks on joonisel
vBetud AB=CD, BE|ly ja DF||z ning
14bi punktide E ja G ning F ja H on
tommatud moodustajad. Nende moo-
dustajate iihised punktid M ja N on
otsitava l8ikejoone k kaheks punk-
tiks,

Naide 5. Joonisel 66-5 on tule-
tatud k#epideme (po6rdkeha) antud
vaate jirgi ristisomeetriline kujutis.
Kéepideme silindrilise osa kujutise
tuletame eestpoolt tuttavate vote-
tega. Ulejadnud osa kujutise kon-
tuuri saamiseks vétame pdordkeha
teljel (antud vaates) rea tsentreid
(0, 1, 2,...) ning joonestame vasta-
vad puutesfadrid. Tsentrid kanname

14 Kujutav geomeetria

iile aksonomeetrilisele kujutisele
ning joonestame sfddride aksono-
meetrilised kujutised (ringid). Et
kdesoleval juhtumil on koordinaat-
1digud kantud aksonomeetrilisele
kujutisele nagu tavaliselt (s. o. tGe-
lises pikkuses), siis puutesfadride
kujutiste raadiuste saamiseks on
vaja tegelikud raadiused korrutada
teguriga 1,22. Korrutamist on otstar-
bekohane teostada graafiliselt, nagu
on naidatud lisajoonisel, kus sar-
naste vordhaarsete kolmnurkade abil
on raadiusest r saadud r;=1,22r.
K&epideme aksonomeetrilise kujuti-
se kontuur joonestatakse 16puks
sfadride kujutiste méhiskdverana.

ULESANDED

1. Tasand ldbib punkte A(5; 0; 0), B(—2;
4: 0) ja C(1; 1; 2). Tuleta selle tasandi ja
koordinaatpindade 1dikejooned  (jdlgjoo-
ned) ristisomeetrias.

2. Tuletada joonisel 66-6 esitatud detaili kuju-
tis: a) ristisomeetrias, b) standardses rist-
dimeetrias ja c¢) frontaalses kalddimeet-
tias, vottes w=30°,

3, Tuletada joonisel 66-7 esitatud kaldu 15iga-
tud pooérdsilindri ristisomeetriline kujutis.



VIII. TSENTRAALPROJEKTSIOON

(PERSPEKTIIV)

§ 67. POHIMOISTED

Tsentraalprojektsioone ehk perspek-
tiive kasutatakse peamiselt arhitek-
tuuris, kus tihtipeale vajatakse védga
piltlikke kujutisi, mille jdrgi saaks
otsustada tulevase objekti viljandge-
mise le.

Perspektiivi (ehk lihisalt pildi)
fuletamisel vdetakse ekraan &, tava-
liselt wvertikaalsena ja teda mimeta-
takse pildiekraaniks (joon. 67-1).
Projekteerimistseniriks ehk silma-
punktiiks S on harilikult rghisal pShi-
ekraanil &; {maapinnal) seisva vaat-
leja silm. Punkt S’ on silmapunkti S
ristprojektsioon pGhiekraanil ning
15ik SS” — silmapunkti kdrgus pShi-
ekraanist.

Silmapunkti ristprojektsiooni T pil-
diekraanil &, nimetatakse pildi tuum-
punktiks, silmapunkti kaugust pildi-
ekraanist aga distantsiks d==ST. Kiir
ST_l &, on peakiir,

Silmapunkti ldbivat rghttasandit n
nimetatakse horisontpinnaks; see 15i-
kab pildiekraani mdééda horisontaal-
set sirget h, mida nimetatakse pildi
horisondiks (silmapiiriks). Peakiirt
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ST labiv piisttasand v 16ikab pildi-

ekraani médda peavertikaali v.
Pildiekraani normaale n, nimeta-

takse siligavusjoonteks ning ruumi-

5; o S !
&,~ pildiekroan d — distants
& — panekraon h — horisont
S — stmapunkt v — peoverikoo!
T — huumpunkt o — poisirge
ST~ peakir B, — sugavisioaned
Joonis 671
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Joonis 673

punktide kaugusi pildiekraanist —
siigavusteks.

Pildiekraani ja pohiekraani 1bike-
sirget p, s.o. pildiekraani pdhijilge,
nimetatakse pildi pohisirgeks; aru-
saadavalt on pllh.

Joonis 67-4

Praktiliselt vdib eseme perspektii-
viga sarnaneva kujutise saada jdrg-
mistel viisidel.

1) Vaatleja silmast lahtuvate «vaa-
tekiirtega» jdlgitakse eset labi ldbi-
paistva ekraani (klaasi) ning joonis-
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tatakse sellele eseme nihtavate kon-
tuuride kujutised (joon. 67-2). S&dra-
sest toimingust périnebki nimetus
«perspektiiv» (lad.k. per spicere =
== 1bi vaatama).

2) Punktikujulisest valgusallikast
S ldhtuvate valguskiirtega tekitatak-
se pildiekraanil &, (nditeks seinal,
joon. 67-3) eseme heitevari, mis on
samane selle eseme perspektiiviga.

3) Esemelt tulevate ja fotoapa-
raadi objektiivi ldbivate valguskiir-
tega tekitatakse valgustundlikul ek-
raanil &, (filmilindil) eseme imber-
pddratud kujutis {joon. 67-4); seejuu-
res objektiivi optilise tsentri S kau-
gus filmilindist &, osutub distantsiks
d. Analoogiliselt tekib kujutis ka sii-
ma vorkkestal.

Kdik need esemest perspektiivi
saamise viisid eeldavad selle eseme
tegelikku olemasolu., Kuid praktikas,
eriti arhitektuuris, 1dheb vaja ka nii-
suguste objektide perspektiive, mida
polegi veel olemas, mida alles kavat-
setakse ehitada. Neil puhkudel tule-
tatakse perspektiiv geomeetriliste
konstruktsioonidega, l&htudes ob-
jekti kaksvaatest. Seesuguseid konst-
rueerimisvotteid késitleme jargneva-
tes paragrahvides.

Maérgime 10puks, et perspektiiv
annab objektist &ige (loomutruu)
mulje ainult siis, kui teda vaadel-
dakse tiihe silmaga sellest punktist,
mis perspektiivi valmistamisel oli sil-
mapunktiks.

KUSIMUSED

1. Kuidas valitakse
pohiekraani suhtes?
Mis on pildi tuumpunkt?
Mis on distants?

Mis on horisont?

Mis on pildi pShisirge?

harilikult pildiekraan

ol
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§ 68. PERSPEKTIIVOPETUSE
ALUSED

1. Sirgjoonte perspektiivid. Olgu
antud pildiekraan e, silmapunkt
S ja sirge a (joon. 68-1). Sirg-
joone a perspektiivi g, saamiseks
voib valida sel sirgel wvabalt kaks
punkti A ja B ning leida nende pers-
pektiivid A, ja Bo, s. 0. kiirte SA ja
SB 15ikepunktid pildiekraaniga. Siis
aoEAoBo.

Praktika seisukohalt ei ole aga ots-
tarbekas tuletada sirgjoone perspek-
tiivi selle sirge kahe juhusliku
punkti jargi. Otstarbekohasem on
kasutada sel eesmérgil sirge kahte
erilist punkti — sirgjoone jalgpunkti
pildiekraanil ja sirge ebapunkti (15p-
mata kauget punkti). Sirge a jilg-
punkt on J=aX&,; see ihtib pildi-
ekraanil oma perspektiiviga. Sirg-
joone a ebapunkti Aw perspektiivi
saame aga jargmiselt. Laseme punk-
til A kaugeneda sirget a médda 16p-
matusse. Siis piirseisus kiir SA muu-
tub paralleelseks sirgega o (s=
=SAxlla). Kiire s ja pildiekraani
16ikepunkt F ongi sirge a ebapunkti
A perspektiiv: F==gXe,.

Sirgega paralleelset tsentraalkiirt s
nimetatakse selle sirge sihikiireks,
sihikiire ja pildiekraani 18ikepunkti
F aga sirgjoone pagupunktiks,

Niisiis sirgjoone a perspektiiv on
Qo==JF, 5. t. et

(59) sirgjoone perspektiiv on mid-
ratud selle sirge jdlgpunkti ja
pagupunktiga.

Joonisel 68-2 on antud pildiekraan
&0, silmapunkt S ja paralleelsed sir-
ged alibllc. Et nendel sirgetel on
thine sihikiir slie, siis on neil ka
ihine pagupunkt F=sXg, Sellega
tOestasime praktika seisukohalt tiht-
sa lause:



Joonis 68-1

{60) paralieelsetel sirgete! on iihi-
ne pagupunkt,

<. t. paralleelsete sirgete perspektii-
vid 16ikuvad kbik {ihes punktis —
nende sirgete Uhises pagupunktis.
Joonisel on sirgete a, b ja ¢ jélg-
punktid Ja, J» ja Jc ning nende sir-
-gete perspektiivid jarelikult a,==J,F,

OEJI)F ja COEJcF.

Et pildiekraani normaalide sihikii-
reks on peakiir, mis 16ikab pildi-
-ekraani tuumpunktis T (vt. joonist
67-1), siis jdreldame, ef

(61} pildiekraani normaalide pagu-
punktiks on tuumpunkt.

Iga rohtsirge sihikiir asetseb hori-
-sontpinnal p ning seetdttu kas 16ikab
horisonti h vdi on sellega paralleelne.
Jérelikult

(62) rOhtsirgete pagupunktid on
horisendil.

Olgu sirge a paralleelne pildi-
ekraaniga e, (joon. 68-3). Siis sellel
sirgel pole jélgpunkti., Kuid temal
pole ka pagupunkti, sest tema sihi-
kiir s on samuti paralleelne pildi-
ekraaniga. Niisuguse sirge perspek-
titv. on paralleelne sirge enesega:
Uolla. Tdepoolest — sirged a ja a, ei

Joonis 68-2

saa olla kiivsed, sest nad asetsevad
ihel ja samal projekteerival tasandil
SAB. Kuid need sirged ei saa ka 156i-
kuda eelduse afle, tBttu. Niisiis

(63) pildiekraaniga paralleelsel
sirgel pole ei jdlgpunkti ega
pagupunkti, niisuguse sirge
perspektiiv  on paralleelne
sirge enesega.

Sellest lausest jareldub, et

(64) kui paralleelsed sirged on iiht-
lasi paralleelsed ka pildi-
ekraaniga, siis on paralleelsed
ka mende perspektiivid,

sest iga sirge perspektiiv on sel
juhul paralleelne sirge enesega ning
sirgete paralleelsuse toSttu paralleel-
ne ka teiste sirgete perspektiividega.

Vertikaalsed sirged ja vertikaalne
pildiekraan on omavahel paralleel-
sed. Jdrelikult lause (63) pohjal
voime oOelda, et

(65) vertikaalse pildiekraani puhul
on vertikaalsete sirgete pers-
pektiivid ka vertikaalsed sir-
ged.

Kui sirged a ja b on horisontaal-
sed ning moodustavad pildiekraa-
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Joonis 68-3

niga nurga 45° (joon. 68-4), siis ka
nende sihikiired sila ja s:|lb moo-
dustavad pildiekraaniga sama nurga.
Seetdttu kolmnurgad STD: ja STD;
on tdisnurksed ja vOrdhaarsed. Jdre-
likult sirgete a ja b pagupunktid D,
ja D, asetsevad horisondil h distantsi
d kaugusel tuumpunktist T (D;T=
==DyT==d). Punkte D; ja D; nimeta-
takse distantspunktideks. Niisiis

(66) pildiekraani suhtes 45° all
kaldu olevate rOhtsirgete
pagupunktideks on distants-
punktid.

Toodud lausete illustreerimiseks
on joonisel 68-5 esitatud horisontaal-
se maastiku, sirge raudtee ja teda
16ikava sirge maantee perspektiiv.
Et raudteer6épad ja nendega paral-
leelsed telefonitraadid on horison-
taalsed, siis nende {hine pagupunkt
F asetseb horisondil h. Maantee ja
temaga paralleelsete liinitraatide
pagupunkt F; asetseb samuti hori-
sondil. Pildiekraan on ilmselt verti-
kaalne, sest telefonipostide perspek-
tiivid on vertikaalsed.
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Joonis 68-4

2. Tasandite perspektiivid. Olgw
antud pildiekraan e, silmapunkt S
ja tasand o (joon. 68-6).

Tasandit v, mis 1dbib silmapunkti
S ja on paralleelne antud tasandiga
a, nimetatakse tasandi o seisuleheks,
seisulehe 18ikesirget f pildiekraaniga
aga tasandi a pagusirgeks.

Et tasandid © ja o on paralleelsed,
siis pildiekraan 18ikab neid paral-
leelseid sirgeid médda, s. t. f]lj, kus
J on tasandi o jdlgsirge. Niisiis

(67) tasandi jdlgsirge ja pagusirge:

on paralleelsed.

Vobttes arvesse, et paralleelsetel
tasanditel on thine seisuleht, jarel-
dame, et

(68) paralleelsetel tasanditel
lihine pagusirge.

o

Kui tasand o ldbib silmapunkti,
siis ta on thtlasi oma seisuleheks
ning seetdttu f==j.

Kui mingi sirgjoon a asetseb
tasandil a vdi on sellega paralleelne,
siis ta sihikiir s on tasandi o seisu-
lehel © (joon. 68-6). Seet6ttu sihikiire



o

Joonis 68-6

ja pildiekraani 16ikepunkt F asetseb
pagusirgel f. Seega

(69) tasandil asetseva vOi sellega
parallecise sirgjoone pagu-

punkt on selle tasandi pagu-
sirgel.

E )
e ‘7‘:(%%’ )Y
\{j
3

T

Joonis 68-7

Sirge a jalgpunkt J asetseb endast-
mdbistetavalt tasandi o jalgsirgel
ning sirge a perspektiiv on a,=JF.

Olgu tasandiline kujund ol
(joon. 68-7). Siis seda kujundit ja
tema perspektiivi o, vGib vaadelda
projekteeriva koonilise pinna kahe

215




-

«
€
1
4
Y
§
L
»

paralleelse 15ikena. Ef misugused
101ked on sarnased, siis vdime delda,
et

{70) kui tasandiline kujund on
paralleelne pildiekraaniga,
siis tema perspektiiv on sar-
nane kujundi endaga.

KUSIMUSED

1. Mis on sugjoone: a} sihiknr, b) pagu-
punkt?

2 Miissuguste punktidega maaratakse harnli-

kult sirgjoone perspektuv?

Mis juhtumil paralleelsete sirgete perspek-

tnvid loikuvad ja mis juhtuml nad on

paralleelsed?

Missugusel sirgel asetsevad honsontaalsete

sirgete pagupunktid?

Missugune punkt on pildiekraan: normaa-

lide pagupunktiks?

Mis on distantspunktid?

Mis on tasandi a) seisuleht, b) pagu-

sirge?

Massugusel sirgel asetsevad mungile tasan-

dile kuuluvate sirgjoonte pagupunktid?

Mis kujund on pildiekraaniga paralleelse

a) ruudu perspekinv, b) nng perspekinv?

«
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§ 6%. PERSPEKTHVI TULETAMINE
PUNKTIDEMEETODIGA

Praktikas ldheb perspektiivi tuleta-
mist koige sagedamini vaja mitme-
suguste ehitiste (hoonete, sildade jt.)
vélisvaadete ja ruumide sisevaadete
saamiseks. Tuletamisel ldhtutakse
harilikult objekti p6hiplaanist ja
vaadetest.

Pghilisteks konstruktsioonideks
perspektiivi tuletamisel on punkti ja
sirgjoone perspektiivi tuletamine
kaksvaate jargi. Olenevalt kasutata-
vast pohikonstruktsioonist tuntakse
kolme oluliselt erinevat perspektiivi
tuletamise meetodit: 1) punktidemee-
todit, 2) sirgetemeetodit ebk arhitek-
tide meetodit ja 3) vdrgumeetodit.
Praktikas kasutatakse neid meeto-
deid tavaliselt kombineeritult.
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1. Punkti perspektiivi tuletamine.
Punktidemeetodi  puhul leitakse
punkti perspektiiv seda punkti 1ahi-
va tsentraalkiire ja pildiekraani 18i-
kepunktina. Joonisel 69-1 on nditena
tuletatud punkti A perspektiiv,
Punkt A (A, A"} ja silmapunkt
S(S’, 8”) on antud vasakul kaksvaa-
tega. Pohiekraaniga ristuva pildi-
ekraani asukoht kaksvaatel on méas-
1'atu’d pdhisirgega (pdhijdljega) p=
=¢’e.

Tombame kodigepealt peakiire ST
pealtvaate S'T'_Lp; siis 16ik 8'T' vor-
dub distantsiga d. Horisont h ja
tuumpunkt T asetsevad pShickraa-
nist silmapunkti S kdrgusel. Punkti
A perspektiivi saamiseks tOmbame
tsentraalkiire SA (S'A’, S”A”) ning
leiame {ema I6ikepunkti A, pildi-
ekraaniga. Pildiekraani eriasendi
tottu  on 10itkepunkti pealtvaade
kohe kées: A’,=S'A’Xp, eestvaate
A”, leiame aga kiire SA eestvaatelt.
Sellega on koik vajalikud konstrukt-
sioonid kaksvaatel tehtud.

Leitud perspektiiv A, aselseb pil-
diekraanil tuumpunktist T vasakul
(silmapunktist vaadatuna) plistsirgel,
mille kaugus punktist T on a=
=T'A’, Punkti A, kaugus b pildi
pohisirgest p vordub eestvaate A",
kaugusega x-teljest.

Et perspektiiv ei satuks objekti
kaksvaatele, tOstetakse pildiekraan
pérast konstruktsioonide 18petamist
kaksvaatel oma asukohast védlja ja
paigutatakse joonisepinna wvabale
kohale, ihtinuna joonisepinnaga.
Joonisel 69-1 on véljatbstetud pildi-
ekraan paigutatud kaksvaatest pare-

male nii, et pShisirge p ihtib x-tel-

jega. Pohisirgele p mdrgitakse sobi-
valt punkt T/ ning kantakse kaks-
vaatelt ule 10ik a=T’A’,. Perspek-
thiv A, asetseb niiiid punkti A’, labi-



p=ts

val piistsirgel 16igu b kaugusel pdhi-
sirgest p.

Analoogiliselt on kaksvaatel ja
valjatostetud pildiekraanil tuletatud
ka punkti A pealtvaate A’ perspek-
tiiv (A')o. Et pdhikiir AA” on verti-
kaalne ja seega paralleelne pildi-
ekraaniga, siis lause (65) pShjal aset-
sevad punkti perspektiiv ja selle
punkti pealtvaate perspektiiv tihel

ja samal pustsirgel: Ao(A")oLp.

2. Objekti perspektiivi tuleta-
mine. Mingi objekti perspektiivi saa-
miseks punktidemeetodiga, leitakse
eelmise joonise eeskujul kdigi selle
objekti oluliste punktide perspektii-
vid ning ithendatakse need objektile
vastavate joontega.

Néaide 1. Tuletame joonisel 69-2
vasakul esitatud hoone perspektiivi,
Lihtsuse pdrast paigutame pildi-
ekraani l8bi hoone eesmise piist-
serva. Silmapunkt S (S, S”) piitakse
uldiselt valida nii, et peakiir suun-
duks umbkaudu objekti keskosale.
Antud juhul on peakiir suunatud
tdpselt hoone eesmisele pilistservale
{silmapunkti ja pildiekraani asukoha

S5/ Joonis 69-1

valiku kohta vt. § 72). Perspektiivi
konstruktsioon on niiid jidrgmine.
Joonestame kaksvaatel tsentraalkii-
rel S1, 82,... S8 1&bi hoone nende
punktide, mis on silmapunktist nah-
tavad ning leiame nende 13ikepunk-
tid 1o, 25,... 8, tasandiga e.. Et
pildiekraan on esiekraani suhtes
kaldu, siis saadud perspektiivi eest-
vaade on vorreldes tdelise perspek-
tiiviga x-telje sihis kokku surutud
ning katab osaliselt hoone eestvaa-
det. Moondevaba perspektiivi saami-
seks on pildiekraan vélja tdstetud
ning paigutatud joonisepinnale nii,

et uues kohas pdhisirge I)Ex. Loike-
punktide pealtvaated 1.=2';,...8%
ja punkt T° kantakse pabeririba abil

kaksvaatelt {ile pShisirgele p. Punk-
tide perspektiivide 1o, 2o,...8, kau-
gused sirgest p saadakse perspek-
tiivi eestvaatelt. Tulemus on allpool
esitatud ka pildina, mida on meele-
valdselt tdiendatud uste, akende ja
korstnatega.

Kui soovitakse saada k korda (ndi-
teks k=2 korda) suuremat perspek-
tiivi, tuleb % korda suurendada kéik
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Perspektuy pustekraanil
punkiidemeerodiga

Joonis 69-2

16igud, mis kantakse iile sirgelt p

sirgele p. Samuti tuleb sel juhul suu-
rendada k korda horisondi kd&rgus
ja ko&ik teised {iilekantavad korgu-
sed.

Nédide 2. Joonisel 69-3 on punk-
tidemeetodiga tuletatud kioski pers-
pektiiv kiilgekraanil ez==ge,. Punk-
tide perspektiivid on leitud kui neid
punkte ldbivate tsentraalkiirte kiilg-
jdljed. Na&itena on esitatud tippude
1 ja 2 perspektiivide 1, ja 2, saa-
mine. Perspektiivi tuletamist ké&es-
oleval juhul holbustab asjaolu, et
koikide kiilgekraanidega paralieel-
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S?

sete servade perspektiivid on ruumis
paralleelsed servade enestega.

Punktidemeetodi hiiveks on pOhi-
mdbtteline lihtsus ja konstruktsioo-
nide kompaktsus, s. t. konstrukt-
sioonijooned jddvad iildiselt andmete
piiresse. Seda meetodit sobib kasu-
tada siis, kui objekti perspektiivi
saab joonestada juba vdheste olu-
liste punktide abil. Niisugune olu-
kord tekib nditeks siis, kui pildi-
ekraan paigutatakse paralleelselt ob-
jekti kahe paralleelsete servade par-
vega (kioski puhul néditeks olid pist-
servad ja 1ks rOhtservade parv




Perspektiiv
killgekraanil
sirgetemeetodiga

8’
Joonis 69-3

paralleelsed kiilgekraaniga). Keeruli-
semate objektide puhul aga l&heb
paljude iiksikute punktide perspek-
tiivide tuletamine punktidemeetodiga
tiilikaks. Seepdrast on neil juhtudel
otstarbekohasem kasutada sirgete-
meetodit voi vorgumeetodit.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Kuidas leitakse pohimotteliselt punkti
perspektiiv punktidemeetodiga?

2. Missugustel juhtudel sobib kasutada punk-
tidemeetodii?

3. Joonestada korrapdrase nelinurkse piira-
miidi kaksvaade ning tuletada tema pers-
pektiiv  punktidemeetodiga. Pildiekraan
vGtta 1abi pliramiidi pdhja {ihe tipu kaldu
esiekraani suhtes.

§ 70. PERSPEKTIVI TULETAMINE
SIRGETEMEETODIGA

Sirgetemeetodi puhul objekti pers-
pektiiv konstrueeritakse sirgete jilg-
ja pagupunktide abil. Selle meetodi
kasutamist soodustab suurel médral
asjaolu, et perspektiivis kujutami-
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Joonis 70-1

sele tulevate ehitiste servastik koos-
neb harilikult kolmest paralleelsir-
gete parvest: horisontaalsetest pik-
kus- ja laiussirgetest ning vertikaal-
setest korgussirgetest. Pikkus- ja
laiugsirgete perspektiive saab holp-
sasti tuletada nende jdlg- ja pagu-
punktide kaudu, sest vertikaalne
pildiekraan paigutatakse harilikult
nii, et ta pikkus- ja laiussirgeid 16i-
kab. Konstrueerimist holbustab tun-
duvalt asjaolu, et paralleelsetel sir-
getel on {ihine pagupunkt (lause 60).
Korgussirgetel pole vertikaalse pildi-
ekraani korral jélg- ega pagu-
punkti — nende sirgete perspektii-
vid on sirgete enestega paralleelsed
pustsirged (lause 65). Et viimaste
asukohad pildil, nagu hiljem ndeme,
on viga kergesti leitavad, siis jaib
sirgetemeetodi kasutamisel pohili-
seks elementaarkonstruktsiooniks
horisontaalse sirge perspek-
tiivi tuletamine jilg- ja pagupunkti
kaudu. Késitleme seda konstruki-
siooni iksikasjalikult.

220

1. Rohisirge perspektiivi tuleta-
mine. Olgu kaksvaatel antud juhus-
lik horisontaalne sirge q, silmapunkt
S ja vertikaalne pildiekraan e, (p=
=¢'o); vaja on leida sirge a perspek-
tiiv ao ekraanil ¢, (joon. 70-1, aj.

Leiame sirgjoone a pagupunkti F
ja jdlgpunkti J ekraanil e, esmalt
kaksvaatel. Pagupunkti F saamiseks
tombame 18bi silmapunkti S sirgjoo-
ne ¢ sihikiire slla (s'lla’, s”lla”) ning
leiame tema I18ikepunkti ekraan.ga
go; see ldikepunkt osutubki otsita-
vaks pagupunktiks F.

Jilgpunkti J=aXe, leidmine ei
vaja selgitust. Méargime vaid, et ver-
tikaalse pildiekraani korral asetseb
horisontaalse sirge jalgpunkt alati
sirge enda kOrgusel pdhisirgest p.
T66 kaksvaatel ISpetame peakiire
ST tombamisega risti ekraaniga e,
(S'T' _Lp).

Leiame niiiid sirgjoone a perspek-
tiivi véljatdstetud ekraanil &, (joon.
70-1, b). Selleks mérgime pGhisirgele

p vabalt punkti 7' ning kanname



kaksvaatelt iile 16igud T'F’ ja T'J"
Tuumpunkt T, pagupunkt F ja jalg-
punkt J asetsevad pistsirgetel, mis
libivad vastavalt punkte T/, F’ ja J';

nende korgusteks pdhisirgest p on
T'T=FF=_8,58" ja JJ=JJ”. Sirg-
joone a otsitav perspektiiv on niilid

a,=FJ. Sirge TF||p osutub pildi hori-
sondiks h.

2. Punkti perspektiiv sirgetemee-
todiga. Punkti perspektiivi tuleta-
miseks sirgetemeetodiga tGmmatakse
16bi selle punkti kaks sirget — iiks
harilikult vertikaalne, teine horison-
taalne. Seejédrel konstrueeritakse mo-
lema sirge perspektiivid ning punkti
perspektiiv saadakse sirgete pers-
pektiivide 16ikepunktina.

Joonisel 70-2 on kaksvaatel (vasa-
kul) antud punkt A, silmapunkt S ja
pildiekraan &,; ndutakse punkti A
perspektiivi Ao.

Tombame 1&bi punkti A kaks sir-
get — vertikaalse sirge { ja horison-

puhul on otstarbekohane sirge a
tdmmata paralleelselt objekti pik-
kus- voi laiussirgetega. Joonisel on
alles. Vertikaalse sirge ¢ perspektiivi
fo asukoha pildiekraanil saame katte
kiire SA tdmbamisega: 1o=8"A’Xp;
rohtsirge a perspektiivi a, aga leia-
me joonise 70-1 eeskujul. Kandes
punktid T/, J/, t’o ja F’ kaksvaatelt
iile viéljatdstetud pildiekraani pdhi-

sirgele p, saame joonestada sirgete f

ja a perspektiivid toLp ja ao=JF.
Punkti A otsitav perspektiiv on
Aaanxto.

Samal joonisel on punktjoontega
nididatud punkti A perspektiivi saa-
mine ka juhul, kui rShtsirgena labi
punkti A on kasutatud pildiekraani
normaali n (n’Lp, n”=d"). Kandes

sirgele p ka normaali jélgpunkti Jn
pealtvaate J'n ning vottes arvesse,
et normaali pagupunktiks on tuum-
punkt T (lause 61), saame tOmmata
normaali perspektiivi ne=7TJ,. See-
ga punkti A perspektiiv on A.=

taalse sirge a. Konkreetse objekti =noXlo.
§” S" 60
t”
J" all A”

p=¢

Joonis 70-2
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3. Ehitiste perspektiivide {uleta-
mine. Kogu vajalik eeltt ehitise
perspektiivi  tuletamisel  tehakse
kaksvaatel (pShiplaanil ja eestvaa-
tel). Seal valitakse silmapunkti ja
pildiekrani asukoht, leitakse pikkus-
ja laiussirgete pagupunktid ning
plistsirgete perspektiivide asukohad
jm. Esialgu konstrueeritakse ainult
ehitise tldvormi perspektiiv. Ehitise
detailide (uksed, aknad jt.) perspek-
tiivid konstrueeritakse hiljem juba
valminud ildvormi  perspektiivil.
Seejuures kasutatakse sageli mitme-
suguseid erikonstruktsioone.

Né&ide 1. Tuletame sirgetemee-
todiga joonisel 70-3,a kujutatud
hoone perspektiivi.

Pildiekraan €, on joocnisel valitud
nii, et ta 16ikab hoonet. Peakiir ST
on suunatud hoone keskmisele osale.
Silmapunkti korgus pOhiekraanist
{maapinnast) on vdetud normaalsest
{natuuris umbes 1,6 m) monevsirra
suurem, et saada hoone pdhiplaanist
vidhem kokkusurutud perspektiivi.
Joonise mahutamiseks raamatulehe
vdikesele pinnale on tulnud distants
d votta liiga vdike.

Hoomne rdhtsirged ja olulised punk-
tid asetsevad viiel erineval kérgusel,
mis joonisel on mérgitud numbri-
tega 0, I, II, III ja IV; nullkSrguseks
on voetud pdhiekraani korgus.

Leiame kaksvaatel kGigepealt hoo-
ne paralleelsete servade pagupunk-
tid. Pikkussirgete (AB jt.) (hise pa-
gupunkti F; saame sihikiire s;||AB
abil (F'1==s') Xp). Analoogiliselt leia-
me ka lajussirgete (BC jt.) pagu-
punkti F, sihikiire s;|BC abil (Fz=
==5'yXp). Jargnevalt leiame hoone
kolme ndhtava plstserva (silmapunk-
tist vaadatuna kahe ddrmise ja kesk-
mise) perspektiivide pealtvaated,
s. 0. punktid 2, 5 ja 7, milles punk-
tist S’ pistservade pealtvaadetesse
tdommatud kiired 16ikavad podhisir-
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get p. Torni tipu D perspektiivi saa-
miseks kasutame joonise 70-2 ees-
kujul kahte sirget u ja t. Vertikaalse
sirge ¢ perspektiivi pealtvaate 3
leiame kiire SD abil.

Pdhiekraanil asetsevate sirgete
jélgpunktidest vajame ainult pikkus-
sirge AB jdlgpunkti 4, laiussirge BC
jdlgpunkti 6 ja torni serva a pealt-
vaate ¢’ jalgpunkti 1. K&ik need
jalgpunktid asetsevad nulkdrgusel,
s. t. pShisirgel p.

Hoone perspektiivi konstrueerimi-
sel véljatdstetud pildiekraanil (joon.
70-3, b) tOmbame kdigepealt pohisir-

ge p ning kanname sellele pabeririba
abil kaksvaatelt punktid F'y, 1, 2,...
... F'5. Seejdrel mérgime piistsirgele
labi T’ tuumpunkti T (TT'==S"S;)
ning tdmbame temast 1dbi horisondi

h|p. Pagupunktid F; ja F; kanname
iile horisondile. Jargnevalt tdmbame
1abi punktide 2, 3, 5 ja 7 piistsirgete
perspektiivid.

Tuletame niitid hoone pdhiplaani
perspektiivi. Uhendades jalgpunktid
4 ja 6 vastavalt pagupunktidega F; ja
F,, saame hoone servade AB ja BC
perspektiivid A.B, ja BoCo. Seejuu-
res punktid Ao, B, ja C, saadakse
kui sirgete AoBo ja BoC, 16ikepunk-
tid vastavate piistservade perspektii-
videga. PBhiplaani varjatud kiilgede
perspektiivid suunduvad punktidest
A, ja C, pagupunktidesse Fs ja Fi.
Uhendades jalgpunkti I pagupunk-
tiga F, saame torni serva a pealt-
vaate perspektiivi oo ning ihtlasi
ka torni seina pealtvaate pildil. Sel-
lega on hoone pdhiplaani perspek-
tiiv konstrueeritud.

Hoone madalama osa nédhtava
rddstajoone jdlgpunkt J; asetseb
punkti 4 ldbival piistsirgel kdrgusel
I. Selle rddstajoone perspektiiv J,F;
16ikab hoone eesmist pistserva
punktis E,. TOommates sirge EoFs,
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Joonis 70-4

leiame ka teise rdssta tipu Mo hoone
parempoolsel piistserval. Katuse har-
ja jalgpunkt J; asetseb punkti 6 1abi-
val piistsirgel kdrgusel II; ta on tht-
lasi harja iiks otspunkt. Harja teine
otspunkt N, leitakse harjajoone
perspektiivil JoF, plistsirge abil, mis
1ibib punkti, milles sirge d’c 1dikab
harjajoone pealtvaate perspektiivi
6F,. Torni kahe piistserva perspek-
tiivid l&bivad punkte, milles sirge
a’o 16ikab pbohiplaani perspektiivi.
Torni serva a jalgpunkt Js; asetseb
punkti 1 labival pistsirgel kdrgusel
III; selle servjoone perspektiiv on
ao,==J3F;. Torni tippu D ldbiva r5ht-
sirge u jédlgpunkt J; asetseb punkti 6
lébival plstsirgel koérgusel IV.
Punkti D perspektiiv Do=uol to.
Hoone perspektiivi konstrueerimise
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Iopetame katuste kaldservade t8m-
bamisega.

Mairgime 10puks, et madalal aset-
seva silmapunkti korral 18ikuvad
pohiplaani pikkus- ja lajussirged
pildil teravate nurkade all ega vdi-
malda seetdttu saada plstsirgete
perspektiive kiillaldase tdpsusega.
Sel juhul on vaja kaksvaatel leida
kdikide pistsirgete perspektii-
vide pealtvaated. _

4. Biiroomeetod. Praktikas kasuta-
takse sageli sirgetemeetodi niisugust
varianti — nn. biiroomeetodit —,
milie puhul objekti pealtvaade eral-
datakse eestvaatest ning paiguta-
takse sobivasse asendisse perspektii-
vi tuletamiseks. Selgitame vastavaid
konstruktsioone ndite abil.

Néide 2. Joonisel 70-4 on bi-



roomeetodiga tuletatud nelinurkse
obeliski perspektiiv. Pdhiplaan on
omalt kohalt tOstetud eestvaatest
korgemale ja tublisti paremale nii,
et allapoole jddks kiillaldaselt vaba
pinda perspektiivi joonestamiseks.
Pildiekraan voOetakse paralleelselt
esiekraaniga, s. t. pdhisirge p=¢'y
tdmmatakse horisontaalsena. Uues
kohas obhjekti pdhiplaan pooratakse
scbiva nurga vorra vastavalt sellele,
missuguseid objekti kiilgi soovitakse

PP IIP IR IIIIIIIM
it

perspektiivil ndha. Véljatdstelud pil-
diekraani pohisirge pllp vOetakse
thtivana x-teljega. Horisondi hlp

korgus pdhisirgest EEX valitakse
objekti eestvaate jéargi.

Edasised konstruktsioonid on tut-
tavad jooniselt 70-3. Kdigepealt lei-
takse sihikiirte silla ja sqllb abil pik-
kus- ja laiussirgete a ja b pagupunk-
tid F; ja F2 ning kantakse need file
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horisondile h. Piistsirgete asukohad
pildil tehakse kindlaks kiirte tGmba-
misega punktist S’ pustsirgete pealt-
vaadetesse (pChiplaanil). Naiteks
plistserva ¢ perspektiiv c, tuleb ver-
tikaalile, mis 18bib punkti, kus sirge
S’c’ 16ikab p&hisirget p. Réhtsirgete
perspektiivid joonestatakse jédlg- ja
pagupunktide abil. Naiteks rohtserva
«a perspektiivi a, saamiseks leitakse
koigepealt jdlgpunkt Ja.. See asetseb
vertikaalil, mis labib punkti J'p==
=a'Xp kdrgusel I pdhisirgest p.
Sirge a perspektiiv on a.=J,F.
Biiroomeetodi eriliseks hiiveks on
see, et pusisirged pildil saab tOm-
mata otseself nende Gigetel kohtadel;
langeb &dra punktide {ilekandmise
vajadus pabeririba abil sirgelt p sir-

gele p.
5. Frontaalne perspektiiv. Pers-
pektlivi nimetatakse frontaalseks,

kui pildiekraan on paigutatud paral-
leelselt objekti ihe olulise tahuga
ning risti suurema osa tlejéénud tah-
kudega.

Ndide 3. Joonisel 70-5 on ndi-
tena biliroomeetodiga tuletatud ruu-
mi sisevaate frontaalne perspektiiv.
Pildiekraan e, on vdetud paralleel-
selt ruumi tagaseinaga, mistdttu
kiilgseinad, lagi ja pSrand on pildi-
ekraaniga risti. Ruumi pdhiplaan on
omalt kohalt nihutatud paremale sel
mddral, et tles eestvaate kdrvale
jadks parasjagu vaba pinda perspek-
tiivi jaoks. Véljatdstetud pildiekraa-

ni pohisirge pllp htib x-teljega.
Pildiekraaniga ristuvate ruumi ser-
vade pagupunktiks on tuumpunkt T
(lause 61). Tagaseina perspektiiv on
sarnane selle seina eestvaatega (lau-
se 70). Perspektiivi konstrueerimine
selgub jooniselt ega vaja tdiendavaid
seletusi. Téielikult on naidatud vaid
punktide A ja B perspektiivide A, ja
B, tuletamine,
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Pildiekraani frontaalset asendit
saab kasutada ruumide, t&navate
ning harvemini iksikute ehitiste
perspektiivide tuletamiseks.

KUSIMUSED

1, Missuguste geomeetriliste elementide jargi
konstrueeritakse objekti perspektiiv sir-
getemeetodi puhul?

2. Kuidas tuletatakse pohimdtteliselt punkii
perspektiiv sirgetemeetodiga?

3. Milles seisneb bilitoomeetodi eripéra?

4. Kuidas paigutatakse pildiekraan frontaalse
perspektijvi saamiseks?

§ 71. VORGUMEETOD

1. Ruutvdrgu perspektiiv. Vorgu-
meetodi puhul objekti perspektiiv
konstrueeritakse ruutvdrgu perspek-
titvi baasil.

Joonisel 71-1,a on antud pildi-
ekraani & silmapunkti S ja wverti-
kaalse tulba a kaksvaade. Naitame,
kuidas konstrueeritakse ruutvdrgu
perspekiiiv ning kuidas selle abil
saab tuletada tulba a perspektiivi.

Vétame abiks ristteljestiku Ouvi,
mille alguspunkti O paigutame pohi-
sirgel p vabalt valitud punkti, telje
u suuname modda pohisirget p, telje
t aga vertikaalselt iiles. Siis teljed u
ja t asetsevad pildiekraanil, telg v
aga on pildiekraaniga risti. Valime
koordinaattelgedel mingi mo&otiihiku
ning joonestame pealtvaatel ruut-
vorgu (koordinaatvdrgu), vottes ruu-
du kulje pikkuseks maotithiku
pikkuse. Ruutvérgu  perspektiivi
konstrueerime véljatostetud pildi-
ekraanil (joon. 71-1, b). Selleks kan-

name telgedele u==p ja ¢ jaotus-
punktid 1, 2,...4, méirgime kaks-
vaate jirgi Sigele kohale punktid T’
ja T ning tdmbame horisondi h. Et
lelg v {a temaga paralleelsed vdrgu-



Joonis 71-1

sirged on pildiekraaniga risti, siis
nende pagupunktiks on tuumpunkt
T, nende jalgpunktid aga htivad
punktidega 0, 1,...4. Nii saame
kohe joonestada kd&ikide nimetatud
sirgete perspektiivid.

Teljel v olevate jaotuspunktide
vahekaugused ei tule perspektiivil
enam vordsed. Nende saamiseks vo-
tame arvesse, et ruutvdorgu diago-
naalsirge 44 moodustab pildiekraa-
niga 45° nurga (joon. 71-1, a). Jire-
likult lause 61 pdhjal on selle sirge
pagupunktiks distantspunkt D (TD=
==d). Selle diagonaali perspektiiv
4D 16ikabki uv tasandis olevate vor-
gusirgete  perspektiive = OT=v,,
1T,...4T  vorgu  soOlmpunktides.
Tommates 18bi nende sSlmpunktide

15

u-telje paralleelid, saame u-teljega
paralleelsete vorgusirgete perspektii-
vid ning iihtlasi ka jaotuspunktide
1, 2,...4 kujutised v-telje perspek-
tiivil v,. Sellega on rohisa ruutvdrgu
perspektiiv valmis. Pistsirgete tdm-
bamisega labi v-telje perspektiivil
olevate jaotuspunktide lGpetame ka
vt tasandis oleva ruutvSrgu perspek-
tiivi joonestamise.

Tulba a perspektiivi saamiseks
mirgime kaksvaate jdrgi ruutvdrgu
perspektiivi vastavasse silma tulba
pealtvaate perspekhivi «’. Punktist
d', tdmbame u-telje paralleeli kuni
16ikumiseni teljega vo. Sealt edasi
tdmbame plistsirge kuni kolmanda
vorgusirgeni tasandil vt (sest tulba
kérgus on 3 ihikut), Nii saadud
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tulba perspektiivi kérguse kanname

iile tulba perspektiivile ao.
Voérgumeetod kuulub ligikaudsete

meetodite hulka, sest tulba pealt-

vaate perspektiivi mérkisime vorgu-
silma  perspektiivile silmamdddu
jargi.

Kui distantspunkt D ldheb joonise-
lehelt viélja, voib ruutvdrgu perspek-
tiivi  konstrueerimiseks kasutada

pooldistantspunkti D

(TD=0,5d). Vastavad konstruktsioo-
nid on joonistel 71-1, @ ja ¢ ndidatud
punktjoontega. Nimetatud juhul tu-
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7 8 8 N Joonis 71-2

leb kasutada kahte paralleelset dia-
gonaalsirget: iiks neist 1dhtub punk-
tist B, mis poolitab 16iku 34, teine
aga punktist 3. Nagu n&htub kaks-
vaatelt, annavad mdlemad diago-
naalid ruutvbrgu sGlmpunkte ile
the.

Et sirge BD (samuti ka sirge 3D)
annavad joonisel 71-1,¢ ruutvirgu
sOlmpunktide dJigeid perspektiive,
jéreldub kolmnurkade 34C, ja DTC,
sarnasusest. Sirge BD pooclitab nende

kolmnurkade vastavaid kilgi, Jdre-
likult ta 10ikab sirget 3T samas



punktis Co, milles 16ikuvad sirged
3T ja 4D.

Uhtlase jaolusega mdd&tkavad tel-
gedel u ja t joonisel 71-1, b voimal-
davad koos ruutvdrgu perspektiivi-
dega teha objekii perspektiivil
moéstmisi laiuti (s, o. paralleelselt
pohisirgega p) ja piistsihis. Seepdrast
nimetatakse neid m&6tkavasid vasta-
valt laiuste ja korguste
moodtkavaks. Telje v kujutisel vo
olev perspektiivne modtkava (iht-
lase modtkava perspektiiv) aga vdi-
maldab teha mdétmisi sigavuti, s. o.
risti pildiekraaniga. Seepdrast nime-
tatakse seda moOoGtkava suga-
vuste mootkavaks.

2. Objekti perspektiivi tuleta-
mine. Vorgumeetodit kasutatakse
keeruliste pohiplaanidega objektide
perspektiivide tuletamiseks, mille
puhul punktide- ja sirgetemeetod
osutuvad ebaratsionaalseteks. Nii-
suguste objektide hulka kuuluvad
nditeks vaba planeerimisega hoo-
nete rihmad, viljakud ja pargid,
millel on k&veraid teid ja veekogu-
sid jt. Objekti perspektiivi tuleta-
mine toimub neil juhtudel jérgmi-
selt.

Objekti pdhiplaanile kantakse pil-
diekraani ja silmapunkti projekisioo-
nid ning plaanile joonestatakse ruut-
vork (voi pannakse plaanile kalka
valmis ruutvorguga). Seejdrel tule-
tatakse ruutvdrgu perspektiiv ning
joonestatakse sellesse pohiplaanil
olevate joonte kujutised. Objekti
oluliste punktide kdrgused perspek-
tiivil saadakse tavaliselt kOrguste
mddtkava abil.

Niide. Joonisel 71-2 on all esi-
tatud osa pargi plaanist, ileval aga
sama pargiosa perspektiiv. Distants
d=TD, horisondi h k&rgus ja tuum-
punkt T on valitud nii, et perspek-
tiiv ei tuleks liiga kokkusurutud.
Plaanile on kantud ruutvdrk ning

selle perspektiivi sisse on joonesta-
tud teede ja veekogu piirjooned, jal-
jendades joonte kulgu ldbi vOrgusil-
made plaanil. Valgustuspostide ko1-
guseks on voetud ruudu kilje 1,5-
kordne pikkus. Postide kOrguste saa-
miseks perspektiivil on kasutatud
asjaolu, et pildiekraaniga paralleel-
sed 16ht- ja pistldigud, mis on
pikkuselt vordsed ja pildiekraanist
samal kaugusel, on ka perspektiivil
pikkuselt vordsed (jareldub lausest
70, vordle ka u- ja t-teljega paral-
leelseid 15ike joonisel 71-1, b). Aru-
saadavalt oleksime vdinud korguste
saamiseks kasutada ka kérguste
médtkava. Puud ja pddsad on pildil
joonistatud kiill Gigetele kohtadele,
kuid suuruselt ja kujult meelevaldse-
tena.

§ 72. SILMAPUNKTI JA
PILDIEKRAANI ASUKOHA
VALIK

Perspektiivilt ndutakse, et tema
vaatlemisel tekiks inimesel umbes
samasugune mulje nagu objekti enda
vaatlemisel. Niisuguse perspektiivi
saamiseks tuleb silmapunkti ja pildi-
ekraani asukoha valikul arvestada
jargmisi soovitusi ja kitsendusi.

1) Silmapunkt asetsegu kohas,
kust objekti olulised isedrasused
paistavad k&ige selgemini. Suurema
piltlikkuse saavutamiseks peab tahu-
liste objektide (hooned jt) puhul
silmapunktist nigema vdhemalt kah-
te objekti kiilge (joom. 72-1, vt. ka
jooniseid 69-3, 70-3 ja 70-4).

2) Peakiir ST peab suunduma ob-
jekti keskosale nii, et kui 158ik 12
jaotada kolmeks vOrdseks osaks, siis
tuumpunkti pealtvaade T’ satuks
selle 16igu keskmise kolmandiku pii-
resse (joon. 72-1). Seejuures 1 ja 2
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Joonis 72-1

on punktid, kus psShiplaani #drmis-
test punktidest t6mmatud pOhisirge
p normaalid loikavad pOhisirget.

3) Et objekt oleks vaatega korra-
ga haaratav, tuleb silmapunkti kau-
gus objektist (mitte dra segada dis-
tanisigal) valida nii suur, et horison-
taalne vaatenurk a objekti &&rmis-
tesse punktidesse minevate kiirte
pealtvaadete k'; ja k' vahel oleks
20° kuni 40°. Optimaalseks loetakse
nurka a==30°. Sama on kehtiv ka
vertikaalse vaatenurga kohta.

Joonisel 72-1 on naidatud vaate-
nurga o moju perspektiivile hori-
sondi tihe ja sama kdrguse puhul
Nagu ndeme, on ¢==30° ja o==40°
puhul objekti perspektiiv silmale
enam-vihem vastuvoetav, «==60°
puhul aga tundub perspektiiv juba
liiga moonutatuna.
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4) Silmapunkti normaalkorguseks
pbhiekraanist (maapinnast, poran-
dast) loetakse seisva inimese silma
kdrgust (160...170 cm), muidugi
andmete mbbtkavas., Vajaduse kor-
ral voib aga silmapunkti valida nor-
maalsest ka kdrgemale v8i madala-
male. Nii naiteks kui tahetakse
saada head f{levaadet tehase terri-
tooriumil paiknevatest ehitistest ja
seadmetest, on otstarbekohane vétta
silmapunkt ehitistest kdrgemal. Kui
aga soovitakse kujutada kiinka peal
olevat maja nii nagu see paistab
orust, tuleb silmapunkt valida vasta-
valt madalamal.

5) Pildiekraani v5ib paigutada kas
objekti ette (pi1), objekti taha (ps)
vOi nii, et ta objekti 15ikab (ps)
{joon. 72-2). Perspektiivi tuletamise
hdlpsuse seisukohalt tuleb eelistada



Jooms 72-2

objekti 16ikavat vGi puutuvat pildi-
ekraani. Sel juhul on perspektiivi
konstrueerimine ildiselt lihtsam, sest
osa objekti jooni on otseselt p’idi-
ekraanil.

Pildiekraani paralleelnihutusega
saab muuta perspektiivi suurust, sest
sel juhul jddvad perspektiivid kdik
iiksteisega sarnaseks. Suurema pers-
pektiivi saamiseks tuleb pildiekraan
paigutada objekti taha (ps). Joonisel
72-2 on perspektiivide pealtvaated,
s. o. perspektiivide tegelikud laiused
kiirte k’; ja ks vahel ndidatud jame-
date 16ikudega.

KUSIMUSED

1. Kuidas suunatakse objektile peakur?

2. Missugustes piirides on soovitatav votta
horisontaalse vaatenurga suurus?

3. Missugune on silmapunkti noimaalkdigus
pohiekraanist?

§ 73. RINGJOONE PERSPEKTIIV

Mingi k&verjoone perspektiivi saa-
miseks on vaja tuletada selle joone
iiksikute punktide ja vOimaluse kor-
ral ka puutujate tsentraalprojekt-

sioonid ning kasutada neid siis kujl_l-
tisjoone  véljajoonestamisel. Siin

kisitleme ainult ringjoone pers-
pektiivi ja sedagi ilisna elementaar-
sel kujul.*

Kui ringoone tasand ei 18bi silma-
punkti, siis ringjoont projekteeriv
pind on teist jarku koonus. Selle
koonuse l5ikamisel pildiekraaniga
saadakse 18ikejooneks (ringjoone
perspektiiviks) mingi teist jarku
joon, kas ellips (erijuhul ringjoon),
parabool vBi hiiperbool (§ 53).

Joonisel 73-1 on A’B’ projektee-
ritava ringjoone ristprojektsioon joo-
\nisepinnal, &, ja S aga pildiekraani
ia silmapunkti ristprojektsioonid.
Kui pildiekraan 18ikab kd&iki projek-
teeriva koonuse moodustajaid, siis
ringjoone perspektiiv  (ristprojekt-
sioon A’,B’,) on ellips (a) v8i eri-
juhul ringjoon. Kui pildiekraan on
paralleelne koonuse iheainsa moo-
dustajaga, siis perspektiiv on para-
bool (b), ning kui pildiekraan on
paralleelne koonuse kahe moodusta-
jaga, siis perspektiiv on hiiperbool
(c).
Frijuhul kui ringjoone tasand la-
bib silmapunkti, projekteerub ring-
joon kas sirgldiguks v&i sirgjooneks.

Ringjoone perspektiivi raab koige
holpsamalt tuletada punkthaaval sir-
getemeetodiga. Seejuures punktide
fikseerimiseks ringjoonel loikuvate
sirgete abil on otstarbekohane kasu-
tada pildiekraani normaale ja paral-
leele (§ 70).

Niide 1. Joonisel 73-2,a on
kaksvaatega antud pShiekraanil olev
ringjoon, pildiekraan &, ja silma-
punkt S. Ringjoone perspektiivi tule-
tamisel joonestame kdigepealt ring-
joone imber puuteruudu, mille kaks

* Uksikasjalikuma kasitluse ringjoone pers-
pektiivist v5ib leida raamatust: A. Humal,
O. Rimnk, A. Garinek. Kujutav geomeetria,
[ Tln.,, 1949, Ik. 106.
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parabool

Joonis 73-1

kiilge on risti pShisirgega p. Jérgne-
valt tdmbame puuteruudu diagonaali
ning diagonaali ja ringjoone 15ike-
punktidest sirged paralleelselt ruudu
kiilgedega. Témbame ka ruudu kil-
gedega paralleelsed ringjoone dia-
meetrid AB ja CD, Nii on 8 ring-
joone punkti fikseeritud 1Gikuvate
sirgetega — pildiekraani normaalide
ja paralleelidega.

Sirgete jélgpunktid 1, 2,...6 ja
punkti T’ kanname kaksvaatelt iile

pOhisirgele p (joon. 73-2, b). Margi-
me horisondile ka tuumpunkti T ja
distantspunkti D. Pildiekraani nor-
maalide pagupunktiks on tuumpunkt
T, diagonaali pagupunktiks aga dis-
tantspunkt D. Diagonaali perspektiiv
6D 16ikab pildiekraani normaalide
perspektiive punktides, mida 1&bi-
vad pildiekraani paralleelide pers-
pektiivid. Vastavate sirgete 1dike-
punktid perspektiivil on ringjoone
perspektiivi (antud juhul ellipsi)
punktid. Nagu ndeme, projekteerus
ringjoone puuteruut ellipsi puutetra-
petsiks. Viimane kergendab ellipsi
véljajoonestamist.

Analoogiliselt saab tuletada verti-
kaaltasandis asetseva ringjoone pers-
pektiivi.
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Nédide 2. Tuletame biiroomeeto-
diga joonisel 73-3 esitatud lauakella
perspektiivi.

Pildiekraan on paigutatud 18bi kel-
la korpuse eesmise piistserva ja sil-
mapunkti kdrgus (s. o. horisondi h

ja pdhisirge p vaheline kaugus) on
voetud kella koOrgusest monevOrra
suuremana. Kella mingi numbri, ndi-
teks 7 perspektiiv leitakse wvastava
piistsirge abil, mille asukoha pildil
médrab punkt, kus sirge 8’7’ loikab
pildiekraani pohisirget p. Teiselt
poolt peab see perspektiiv olema
punkti 7 ldbiva pikkussirge perspek-
tiivil, mis 1&bib jélgpunkti J ning
suundub pagupunkti F;. Analoogili-
selt on joonisel leitud numbrilaua
kdigi lilejddnud punktide perspektii-
vid. Vajaduse korral vdib leitud
punktides t6mmata ka puutujad, jal-
jendades pildil konstruktsioone, mis
on naidatud eestvaatel punktide 4 ja
5 juures.

Silmapunktist vaadeldava kera
ndivaks kontuuriks on vaikering-
joon, mida mééda kiirtest moodustuv
pbbérdkoonus puutub kera. Kera
perspektiivi kontuuriks tuleb selle
puuteringjoone tsentraalprojekt-
sioon — jdrelikult ellips, hiiperbool



Joomis 73-2

Joonis 73-3



v5i parabool — vastavalt sellele,
kuidas pildiekraan likab kujutamis-
kiirte koonust.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Missugused jooned vGivad olla ringjoone
perspektiiviks?

2. Mis juhtumil ringjoone perspektiiv on sirg-
16ik ja mis juhtumil sirgjoon?

3 Tuletada vertikaalse teljega p&drdsilindri
perspektiiv  biiroomeetodiga. FEsitada ka
paralleelringjooned, mis jaotavad silindri
kiilgpinna neljaks vordseks védks.

§ 74. KONSTRUKTSIOONE
PERSPEKTIIVIL

1. Sirgldigu jaotamine perspektiivil
etteantud vahekorras. Sirgldigu AB
tavalisel jaotamisel osadeks vahe-
korras a:b:c tdmmatakse punktist
A vabalt abisirge s ning kantakse
sellele 16igud ¢, b ja ¢ (joon. 74-1, a).
Sirgjoone 3B paralleelide abil jao-
tubki 16ik AB ndutud vahekorras.

Sirgldigu jaotamine perspektiivil
etteantud vahekorras toimub jooni-
sel 74-1, ¢ ndidatud konstruktsiooni
lilekandmisega perspektiivi.

Olgu vaja jaotada vertikaal-
se sirgldigu AB perspektiiv AqB,
osadeks, mille tegelikud pikkused
ruumis suhtuksid nagu a:b:c (joon.
74-1,b). Et 16ik AB on paralleelne
pildiekraaniga, siis tema osade pers-
pektiivid suhtuvad nii nagu 16igu
enda osad. Jarelikult 16igu A.B; jao-
tamine ndutud vahekorras toimub
samal viisil nagu joonisel 74-1,q,
s. o. tdmbame punktist A, wvabalt
sirge 8, kanname sellele 18igud a, b,
¢ jne.

Samal viisil saab jaotada ndutud
vahekorras iga sirglGigu perspek-
tiivi, kui sirgldik on pildiekraaniga
paralleelne,

Kui AoB, on horisontaalse
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sirgldigu perspektiiv, siis tema jao-
tamine osadeks vahekorras a:b:c
toimub jadrgmiselt (joon. 74-1,c¢).
Tombame punktist A, abisirge s pa-

ralleelselt pShisirgega p. Siis sirget s
vBime lugeda pildiekraanil olevaks
horisontaalseks sirgeks. Jéarelikult
16igud a, b ja ¢ vGime sirgele s
peale kanda nende tegelikus pikku-
ses, Bt sirged AB ja s on horisontaal-
sed, sils on horisontaalne ka sirge
3B, mistéttu tema pagupunkt F peab
olema horisondil & (F=3B,Xh).
Tdmmates ka teiste lilekandesirgete
perspektiivid, saamegi 18igu AB jao-
tuspunktide perspektiivid 1, ja 2.

Kui A,B, on tildasendilise
sirgldigu perspektiiv (joon. 74-1, d),
sils tema jaotamiseks wvahekorras
a:b:c¢ tuleb enne jaotada samas
vahekorras selle 18igu pealtvaate
perspektiiv A5B’. Et 18igu pealt-
vaade on horisontaalne sirge, slis
tema jaotamine toimub {oonise
74-1, ¢ eeskujul. Perspektiiv Ay.B,
jaotub noéutud vahekorras punktidest
1’5 ja 2/, tdmmatud piistsirgete abil.

Kui sirgloik on perspektiivil vaja
jaotada n osaks nii, et osade pikku-
sed ruumis oleksid vdrdsed, siis
tuleb abisirgel s &ra kanda n vord-
set 18iku: a=b=c=...

Esitatud konstruktsioonide raken-
dusnditena on joonisel 74-2 tuleta-
tud maja esiseina ABCD perspektiiv.
Seina, ukse ja akende kdérgused on
eestvaatelt kantud vabasihilisele ahi-
sirgele 5 ja sealt plstldigu AB perts-
pektiivile A,Bo. Pikkused on eestvaa-
telt kantud abisirgele s;|h.

Tavalise kujuga hoone perspek-
tiivi joonestamisel on tdhtis silmas
pidada veel jargmisi t8siasju ja voi-
malusi.

1) Hoone vilisseinte pagusirgeiks
pildil on piistsirged f; ja fz, mis 1&bi-
vad pagupunkte F, ja F; (joon. 74-3),



Joonis 74-1

—-J‘

AH-&H—‘ML—*\—’%D
Joonis 74-2

Otsaseinte pagusirgel f; asetsevad
ka katuse kaldservade pagupunktid
M ja N. Saab ndidata, et kui katuse

poolte kaldenurgad on vordsed, siis
MEF 1= N F 1

By

(o

1]

Fh

\
;
S

sk

Ap.

2) Nagu ruumis, nii peab ka pildil
viilu tipp B, asetsema otsaseina dia-
gonaale ldbival vertikaalil: A,BoLh.

3) Pindu, mis ruumis on ristkili-
kukujulised, saab otse perspektiiv-
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Ruvmis. 01=42=23=34

Joonis 74-3

sel kujutisel korduva diagonaalide
témbamisega hélpsasti jaotada ka-
heks, neljaks, kaheksaks jne. vord-
seks osaks. Niiteks joonisel 74-3 on
hoone fassaad jaotatud neljaks vdrd-
se laiusega ribaks ainult diagonaa-
lide abil. Joonisel on madrgitud ka
diagonaalsirge ¢ pagupunkt F., mis
asetseb fassaadseina pagusirgel fo.
2. Sirge tombamine Kkittesaama-
tusse pagupunkti. Perspektiivi tule-
tamisel va&ib juhtuda, et iiks v6i
teine pagupunkt 1&8heb jooniselehelt
vdlja. Sel juhul saab sirgeid kitte-
saamatusse pagupunkti tdmmata tin-
gimusel, kui joonisel on olemas kaks
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Joonis 74-4

mis suunduvad sellesse

sirget,
punkti.
Joonisel 74-4 on antud horisont h

ja sirge a, mis suunduvad pagu-
punkti F. Vaja on t8mmata 1abi
punkti B sirge b, mis samuti suun-
duks pagupunkti F. Joonestame va-
balt kolmnurga BAC, mille tipud A
ja C on sirgetel a ja h. Kui niad
sirgel a v&tta punkt A, ning joones-
tada kolmnurk A;BiC;, mis on sar-
nane kolmnurgaga ABC, siis sirge b
1labib ka punkti B;{b=BB).
Konstruktsiooni  Gigsus selgub
punktjoontega tdiendatud jooniself.



IX. VARJUD

§ 75. POHIMOISTED

Kui soovitakse tGsta objekti kujutise
piltlikkust, siis kantakse kujutisele
varjud, mis tekiksid objekti teatud
valgustatuse korral. Valgustus vali-
takse kas tsentraalne Vol
paralleelne; esimesel juhul
valjuvad valguskiired 18plikul kau-
gusel valitud valguspunktist, teisel
juhul aga on valguskiired omavahel
paralleelsed (s. t. valguspunkt on siis
16pmata kaugel). Pdikeselt ja Kuult
tulev valgus, millega me igapdevases
elus kokku puutume, annab prakti-
liselt paralleelvalgustuse.

Valguspunkti asukoht voi paral-
leelkiirte siht piititakse valida nii, et
tekkivad wvarjud teeksid kujutise
voimalikult pilflikuks. Arhitektuuri-
liste objektide kujutamisel mituvaa-
tes on kujunenud tavaks vbdtta val-
guskiirte siht paralleelne kuubi dia-
gonaaliga AB eeldusel, et kuup toe-
tub tahkudega vastu ekraane ¢, ja s
(joon. 75-1,a). Nii valitud nn. hari-
liku paralleelvalgustuse sihi v=AB
projektsioonid v/ ja v” (samuti v”)
moodustavad kaksvaate teljega nur-
ga 45° (joon. 75-1, b). Viimane asja-
olu soodustab tunduvalt varjude
konstrueerimist,

Kui ruumis on ainult valguspunkt
ja mingi pinna kiillalt véike osa, siis
selle pinnatiiki ks kiilg on valgus-
tatud, teine aga mitte. Pinnatiiki val-
gustamata kiiljel olevat varju, mille
pShjustab pinna ldbipaistmatus, ni-
metatakse pinna omavarjuks. Varju
aga, mille iiks objekt heidab teisele
objektile voi objekti ks osa sama
objekti teisele osale, nimetatakse
heitevarjuks. Kokkuleppeliselt esita-
takse joonistel heitevarjud veidi
tumedamalt kui omavarjud. Kdes-
olevas Gpikus on omavarjualad joo-
nistel tdpitatud, heitevarjualad aga
viirutatud.

Objektist mingile ekraanile heitu-
vat varju voib vaadelda objekti pro-
jektsioonina sellel ekraanil. Tema
tuletamisel vdib rakendada k&iki
proiektsioonidpetusest tuttavaid lau-
seid.

Punktil, samuti joonel oma-
varju ei ole. Kill aga vdib radkida
punkti ja joone heitevarjust mingil
pinnal:

(71) punkti heitevari mingil pinnal
on seda punkti ldbiva valgus-
kiire ja selle pinna Idike-
punkt,
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Joonis 75-1

Secga punkti heitevarju leidmine
mingil pinnal taandub selle pinna ja
sirgjoone (valguskiire) I18ikepunkt:
'eidmisele. Punkti heitevarju leid-
mine ekraanil tihendab lihtsalt
valguskiire jalgpunkti leidmist sellel
ckraanil.

Joone punkte l&bivad valguskiired
moodustavad selle joone valguskiir-
lepinna. KGverjoone pubul on see
pind naralleelvalgustuse korral si-
lindriline, tsentraalvalgustuse korral
aga kooniline. Sirgjoone valguskiir-
tepind on alati tasand.

(72) Joone heitevari mingil pinnal
on selle joome valguskiirte-
pinna ja antud pinna 16ike-
joon.

Joone heilevari ekraanil mui-
dugi langeb sisuliselt iihte joone val-
guskiirtepinna jélgjoonega sellel ek-
raanil.

KUSIMUSED

1. Kuidas vetakse favaliselt paralleelsete
valguskiirte siht varjude konstrueerimisel
mituvaatel?

2. Mis on pinna omavari?

3. Mis on heitevari?
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§ 76. NAITEID VARJUDE
KONSTRUEERIMISE KOHTA
KAKSVAATEL

Nédide 1. Tuletada kolmnurga
ABC wvarjud paralleelvalgustusel,
kiirte sihiga v (joon. 76-1).

Kolmnurga omavarju méddramiseks
kasutame valguskiirt, mis 18bib
kolmnurga tiihte tippu, nditeks kiirt
Lk 18bi punkti B. Vérreldes kiivsirge-
tel k ja AC asetsevate ning pealt-
vaates konkureerivate punktide I ja
2 kaugusi pohiekraanist, selgub, et
kiir k 13heb kiilje AC alt 14bi. See-
tottu kolmnurga omavarjus olev
kiilg on pealpool, valgustatud kiilg
aga allpool. Omavari on pealtvaatel
esitatud tdpitatult. Eestvaatel ndeme
kolmnurga valgustatud kiilge.

Kolmnurga heitevarju saamiseks
pdhiekraanil leiame tippe lédbivate
kiirte pdhijalied A, By ja C;. Selgub,
et heitevarjuks pohiekraanil osutub
kolmnurga A;B;C; see osa B;C43,
mis asetseb esiekraani ees. Et tippu
A 13biv kiir u peaks enne punkti A,
joudmist 14bima esiekraani, siis hei-
tub punkti A vari tegelikult esi-
ekraanile. Leides kiire u esijilje A
ning thendades selle punktidega 3
ja 4, saamegi esiekraanile sattuva
heitevarju osa 34A,,



Ndide 2. Tuletada objekli var-
jud harilikul  paralleelvalgustusel
(joon. 76-2).

Antud objekti omavarjus olevad
tahud on eriasendilised, mistdttu
lUlesanne taandub heitevarjude tule-
famisele.

Risttahuka plistservade varjud po-
hiekraanil on neid servi ldbivate
valguskiirte tasandite pohijéljed.
Seetbttu on nad kiirte pealtvaadete
sihilised. Horisontaalserva 12 wvari
pohiekraanil 1;2; on lause (7} p&hjal
paralleelne serva enesega. Et jélg-
punkt 2, asub esiekraani taga, siis
heitub punkti 2 wvari tegelikult esi-
ekraanile. Serva 12 wvari murdub
kaksvaate teljel ja suundub kiirte
eestvaadete sihis jdlgpunkti 2;. Ser-
va 23 vari esiekraanil 2,3y on samuti
paralleelne serva enesega. Punkiist
32 edasi laskub vari vertikaalselt
alla (miks?) kuni kaksvaate teljeni.
Nisi piistesiserv heidab nisi tagasei-

ol
Vv

{IIE 2]

Joonis 76-1

Joonis 76-2
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Joonis 76-3

nale varju ap, mis on samuti paral-
leelne serva enesega. Esmalt leiame
heitevarju pealtvaate a';, seejirel
sidejoonel eestvaate o7 Silinder-
vdlvi poolringikujuline esiserv hei-
dab lause (11) pdhjal nisi tagaseinale
sama raadiusega ringikaare kujulise
varju, mille keskpunktiks on O7».
Viimase saamiseks madrame esmalt
pealtvaatel punkti O’;. Punkti O
leiame niitid sidejoone abil punkti O
lébiva kiire eestvaatel.

Nd&dide 3. Konstrueerida po6rd-
silindri ja rohtsa sirgldigu AB var-
jud paralleelvalgustusel (joon. 76-3).
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Kui paralleelvalgustus pole paral-
leelne podrdsilindri teljega, siis on
poordsilindrilisest pinnast  t&pseit
pool omavarjus. Silindri heitevarju
piirjoon pdhiekraanil koosneb si-
lindri kilgpinda puutuvate valgus-
kiirte tasandite pohijdlgedest ja
poolringjoonest, mille tsentriks on
silindri tlemise pdhja tsentri vari
O; pGhiekraanil. Silindri omavarju
piirjoon koosneb silindri pbohjade
kahest poolringjoonest ja nendest
kahest moodustajast m; ja mg, mida
moédda valguskiirte tasandid puutu-
vad silindri kiilgpinda.

Sirgldigu AB heitevari A;B; pohi-
ekraanil on paralleelne selle 1digu
pealtvaatega, sest ABlle.

Sirgldigu heitevari silindri kiilg-
pinnal osutub ellipsiks, sest sirget
AB 18biv valguskiirte tasand on
silindri telje suhtes kaldu. Varju-
ellips projekteerub esiekraanile jalle
ellipsiks. Selle saab konstrueerida
punkthaaval, vOttes valguskiiri 14bi
16igul AB vabalt wvalitud punktide
ning leides mnende Ibikepunktid
silindri kilgpinnaga. Nii nditeks kiir
k 1&bi punkti M 16ikab silindri kiilg-
pinda punktis M, mille pealtvaade
asetseb kiilgpinna pealtvaatel, eest-
vaade M”; aga kiire k eestvaatel.
Sel viisil v&ib leida kui tahes palju
varjuellipsi eestvaate punkite.

Joonisel on leifud varjuellipsi
eestvaate poolkaasdiameetrid C”7.Q”
ja D":Q”, kasutades valguskiiri, mil-
le pealtvaated suunduvad varju-
ellipsi pealivaate (ringjoone) kahe
ristuva raadiuse otspunktidesse C’s
ja D’s. Ellipsi keskpunkt Q on silindri
telje ja diameetersirge CP 1dike-
punkt (kus P on diameetersirge pohi-
jdlg, mis asetseb 18igu AB heitevar-
jlll AiBi).

Ndide 4. Tuletada p6drdkoo-
nuse ja risttahuka varjud paralleel-
valgustusel (joon. 76-4).



Joonis 76-4

Koonuse varjude saamiseks leiame
koonuse tipu T heitevarju T; pdhi-
ekraanil ning tdmbame sellest puu-
tujad koonuse pdhjaringjoonele.
Need puutujad on koonuse heite-
varju piirjooneks péhiekraanil; puu-
tepunktidest ldhtuvad moodustajad
on aga koonuse omavarju piirjoo-
ned. Koonuse heitevarju saamiseks
risttahuka tilemisel tahul leiame tipu
T wvarju Tr selle tahu tasandil ning
tdmbame siis T'z3'||T":2" ja T'»4'|
[IT/11°. Paralleelsuste pdhjendamiseks
mdargime, et koonust puutuvad val-
guskiirte tasandid 16ikavad pd&hi-
ekraani ja temaga paralleelset tahku
paralleelseid sirgeid médda. Koonuse

16 Kujutav geomeetiria

Joonis 76-5

heitevari risttahuka pusttahul on
trapets 1234

Risttahuka varjude tuletamine ei
vaja selgitamist.

Naide 6. Tuletada kera varjud
paralleelvalgustusel (joon. 76-5).

Kera omavarju piirjooneks paral-
leelvalgustusel on kera suurring-
joon, mille tasand on risti tsentrit
labiva valguskiirega. Et kera puutu-
vad valguskiired moodustavad
poordsilindri, mille telg on pdhi- ja
esiekraani suhtes kaldu, siis osutub
kera heitevarju plirjoon kummalgi
ekraanil ellipsiks. PBhiekraanile hei-
tuva varjuellipsi keskpunktiks on
kera keskpunkti 0 wvari 0;. Ellipsi
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45°
V/
Joonis 76-6
pooltelgede holpsamaks méadrami-

seks tuletatakse kera ja valguskiirte
uus ristprojektsioon ekraanil e mis
on pohiekraaniga risti ning wvalgus-
kiirtega paralleelne (uus telg u|lv’).

Kera tsentrit ldbiva valguskiire
projektsiooniks uuel ekraanil saame
sirge O"'0",. Sirgldik A”B"”, mis
labib punkti 0"/ ning on risti valgus-
kiire projektsiooniga O”/O"’;, osu-
tub kera omavarju plirjoone {suur-
ringjoone] uueks projekisiooniks.
Témmates 14bi punktide A" ja B
valguskiirte kolmandad projektsioo-
nid A™A”'; ja BB’ paralleelselt
sirgega O’70O"’;, leiame p&hiekraanil
heitevarju ellipsi pikema telje
ABy=A""B"”. Selle ellipsi lihem
telg vordub kera 18bimd6duga.

Kera omavarju piirjoone pealtvaa-
teks tuleb samuti ellips; selle ellipsi
haripunktid A’ ja B’ leitakse punk-
tidest A” ja B” tulevate sidejoonte
abil,
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Analoogilisell saab tuletada ka
kera heitevarju esiekraanil ning kera
omavarju piirjoone eestvaate. Sel-
leks leitakse kdigepealt kera tsentri
vari Os esiekraanil; see jddb esi-
ekraanile heituva varjuellipsi kesk-
punktiks. Seejdrel tuletatakse kera
uus projektsioon ekraanil es(s4-Leg,
e4llv”), jéljendades konstruktsioone
ekraanil es;. Kera tegelik heitevari
koosneb antud juhul kummagi varju-
ellipsi osast.

ULESANDED

1. Tuletada joonisel 76-6 kujutatud objektide
oma- ja heitevarjud (ka ekraanidel) hari-
liku paralleelvalgustuse puhul.



§ 77. ERIMEETODEID ULDISTE
POORDPINDADE VARJUDE
KONSTRUEERIMISEKS

1. Vastandkiirte meetod. Et objekti
omavarju piirjoon ja heitevarju piir-
joon on teineteisega projekisioonili-
ses seoses, siis vOib neist esimesena
tuletada selle piirjoone, mida on liht-
sam leida, ning kasutada seda ieise
piirjoone leidmisel.

Kui tldkujutise (kdvermeridiaa-
niga) péérdpinna telg on magu tava-
liselt kaksvaate {ihe ekraaniga risti,
siis on tema heitevarju piirjoont sel-
lel ekraanil holbus leida paralleel-
ringjoonte heitevarjude mé&hisjoo-
nena. Omavarju piirjoon leitakse
seejarel heitevarju piirjoone punkti-
dest valguskiiri médda valgusallika
poole tagasi minnes. Niisugust var-
jude tuletamise meetodit nimeta-
takse vastandkiirie meetodiks (ka
madhisjoone viteks).

Ndide 1. Tuletada vastandkiirte
meetodiga joonisel 77-1 kujutatud
po6rdpinna varjud paralleelvalgus-
tusel.

Tombame poddrdpinnal rea paral-
leelringjooni ning leiame nende hei-
tevarjud pohiekraanil. Need wvarjud
on ringjoonte enestega kongruentsed
ning nende joonestamiseks piisab
tsentrite varjude leidmisest (naiteks
tlemise paralleeli ¢ tsentri O heite-
varjuks tuleb punkt 0;). Pé66rdpinna
heitevarju piirjoon koosneb paral-
leelringjoonte heitevarjude mahis-
joontest (k), silindrilise osa iilemise
ddrjoone heitevarju tiikikestest (ees-
poolses osas A;B;), silindri omavarju
piirjoonteks olevate moodustajate
varjudest (eespoolses osas B'Bi) ning
paralleeli ¢ osa heitevarjust ci.

Edasi méddratakse vGimalikult tép-
selt mahiskdvera k ja varjuringjoon-
te puutepunktid. Selleks seatakse
joonlaua &ir kovera k ja wvastava

16¢

ringjoone {ihise puutuja asendisse
ning tdmmatakse ringjoone raadius
risti selle puutujaga. Puutepunktist
minnakse valguskiirt médda objekti
suunas tagasi (vastandkiir) kuni
objekti vastava paralleelringjooneni,
millelt leitaksegi omavarju piirjoone
punkt. Joonisel on ndidatud oma-
varju piirjoone punktide M ja N
saamine, ldhtudes heitevarju piir-
joone punktidest M; ja N Téd tdp-
sustamise huvides on soovitatav lei-
da omavarju piirjoone punktid kum-
maski vaates eraldi; kontrolliks vaa-
datakse, kas tulemused asetsevad
samadel sidejoontel. Lisaks sellele
peab nditeks punkti M puhul rahul-
datud olema tingimus Q’M’[|Q:M,.

Vastandkiirte meetodi puuduseks
on asjaolu, et varjuringjoonte ja md-
hiskévera puutepunktide leidmine ei
toimu puhtkonstruktiivselt, vaid siin,
nagu ndgime, kasutatakse ka proovi-
mist.

2. Puuiekoonuste meetod. Puht-
konstruktiivselt saab {ldkujulise
pdérdpinna omavarju piirjoont leida
puutekoonuste meetodiga. Selle mee-
todi puhul tuletatakse poSrdpinna
paralleelidele vastavad puutekoonu-
sed (§ 46) ning leitakse nende oma-
varju piirjoonteks olevad moodusta-
jad. Need moodustajad 16ikavad vas-
tavaid paralleele podrdpinna oma-
variu piirjoone punktides.

Niaide 2. lLeida ildkujulise
podrdpinna varjud paralleelvalgus-
tusel (joon. 77-2).

Po6rdpinna meridiaan koosneb an-
tud juhul kahe ringjoone sujuvalt
ithendatud kaartest tsentritega O; ja
O,. Tombame mingi paralleelring-
joone g (¢g”, ¢g’) ning konstrueerime
pdSrdkoonuse, mis puutub pdSrd-
pinda médda seda  ringjoont.
Puutekoonuse tipu T leidmiseks
témbame 18bi punkti U” pdérd-
pinna eestvaate kontuuri puuiuja
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16ikabki
pbordpinna telje eestvaadet otsita-
vas punktis 7", Kui nudd leida puu-
tekoonuse omavarju piirjoone {(moo-
dustajate) need punktid, mis asetse-
vad puuteringjoonel g, siis samad
punktid kuuluvad ka antud p&ord-

t” 1 U0, See puutuja

pinna omavarju piirjoonele, sest
koonust puutuvad valguskiirte tasan-
did on puutetasanditeks ka antud
podordpinnale. Ringjoonel g asetse-
vaid koonuse omavarju piirjoone
punkte M ja N saab aga holpsasti
leida joonise 76-4 eeskujul. Selleks
leitakse koonuse tipu T wvari T, pa-
ralleeli g tasandil (T”T”[v”) ning
tdommatakse pealtvaatel punktist T',
puutujad ringjoonele g’. Puutepunk-
tid M’ ja N ongi otsitavate punktide
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Joomss 771

M ja N pealtvaaled; vastavad eest-
vaated aga asetsevad paralleeli g
eestvaatel.

Juhul kui koonuse tipu eestvaade
T” 1dheb joonise lehelt vélja, voib
kasutada abikoonust, mis on puute-
koonusest vdiksem, kuid viimasega
sarnane. Abikoonuse tipu S§ valime
sils joonise piires podrdpinna teljel
vabalt, moodustaja eestvaate S”L”
aga tOmbame paralleelselt puutujaga
t”, s. o. risti sirgega U"QOs. Abikoo-
nuse pohja votame ringjoone g
tasandil; pohja ringjoone raadius
vordub siis 16iguga K”L”. Leides tipu
S wvarju S;, paralleeli g tasandil, saa-
me pealtvaatel punktist S’; tdmmata
puutujad abikoonuse p&hjaringjoo-
nele, Koonuste sarnasuse tottu pea-



Joonis 77-2




vad punktist T’; l8htuvad ringjoone
g’ puutujad olema paralleelsed punk-
tist §'; témmatud puutujatega. See-
tottu tuleb punktide M’ ja N’ saami-
seks tOmmata ringjoone g’ raadiused
risti punktist $’; ldhtuvate puutuja-
tega.

Analoogiliselt punktide M ja N
leidmisega saab leida kui tahes palju
omavarju piirjoone punkte. On aru-
saadav, et seejuures osa puutekoo-
nuseid tuleb tippudega allapoole.

Leiame ka omavarju piirjoone eri-
lised punktid A ja B ning P ja Q,
millest esimesed kaks asetsevad ek-
vaatoril, teised frontaalsel meridiaa-
nil. Ekvaatori pdhikiirte pind osutub
pb6ordpinna puutesilindriks. Jéreli-
kult punktid A ja B on lihtsalt
silindri omavarju piirjooneks olevate
moodustajate ja ekvaatori I1Gike-
punktid. Seega nende punktide
pealtvaated saadakse puutujate
a’llb’|lv’ abil. Ka frontaalset meri-
diaani projekteerivad esikiired moo-
dustavad silindrilise pinna. Seetdttu
tulevad punktide P ja Q eestvaade-
teks need punktid, kus sirgega v”
paralleelsed puutujad p” ja q” puu-
tuvad frontaalse meridiaani eestvaa-
det.

Omavarju piirjoone ekstremaalse
korgusega punktid C ja D asetsevad
poddrdpinna telge 1dbival valguskiirte
tasandil ja nad leitakse wvalguskiirte
abil, mis puutuvad sel tasandil aset-
sevat meridiaani. Selieks on joonisel
paremal eraldi leitud valguskiirte
pohikaldenurk ¢ kiire v frontaalseks
podramise teel. TOmmates eestvaate
kontuurile puutujad m” ja I” paral-
leelselt péoratud kiire eestvaatega
v”, saamegi puutepunktid, mida labi-
vad need paralleelid, millel asetse-
vadki punktid C ja D.

POOrdpinna heitevarju piirjoon
pohiekraanil on hélpsasti leitav
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punkthaaval omavarju piirjoone var-
juna. Joonisel on nditena esitatud
ainult punkti A varju A; konstrukt-
sioon.

Kogu joonise kujundamist ja tdp-
suse kontrollimist soodustab asjaolu,
et pealtvaade on sirge T'T’; suhtes
siimmeetriline.

§ 78. VARIUD
AKSONOMEETRILISTEL
KUJUTISTEL

Varjude konstrueerimine aksono-
meetrilistel kujutistel allub koigile
neile ildistele pShimd&tetele, millega
oleme tutvunud II ja VII peatiikis.
Valgustuse madramiseks tuleb akso-
nomeetrilisele kujutisele anda veel
selle kiire {ihe vaate, tavaliselt pealt-
vaate, aksonomeetriline kujutis.
Toome moned ndited ristisomeet-
riast, kasufades paralleelvalgustust.
Ndide 1. Joonisel 78-1 ndeme
xy-pinnale toetuvat detaili ristiso-
meetrias. Paralleelvalgustuse siht on
sntud oma aksonomeetrilise kujuti-
sega v ja pealtvaate kujutisega v'.
Vaja on tuletada selle detaili varjud.
Mis tahes punkti, nditeks punkti A
heitevarju A; saamiseks xy-pinnal
tombame 1dbi punktide A ja A’ val-
guskiire kujutised AA,llv ja A’A|v”
ning leiame nende lbikepunkti; see
ongi otsitav heitevari. Heitevarju
piirjoone tuletamine lihtsustub, kui
votta arvesse, et xy-pinnaga paral-
leelsete servade varjud tulevad ser-
vade enestega paralleelsed ja pikku-
selt nendega vOrdsed (nditeks
C.D{|CD ja CD;==CD). Piistservade
varjud aga tulevad paralleelsed val-
guskiire v pealtvaate kujutisega v’
Serva AB heitevari tahul BCC’ lei-
takse valguskiire abil, mis 14bib ser-
vade AB ja CC’ heitevarjude ldike-
punkti N; xy-pinnal. See valguskiir



Joonis 78-1

osutub nimetatud servade (kiivsir-
gete) 16ikajaks ja médrab heitevarju
piirjoone punkti Nx serval CC’.

N&iide 2. Tuletada xy-pinnal
asetseva poordkoonuse ja risttahuka
varjud ristisomeetrias (joon. 78-2).

Leiame koonuse tipu T wvarju
xy-pinnal ning tdmbame sellest puu-
tujad koonuse pdhjale. Nii saame
koonuse heitevarju piirjoone xy-pin-
nal ning omavarju piirjooneks ole-
vad moodustajad — need ldbivad
puutepunkte. Uhtlasi oleme aga saa-
nud ka punktid 1 ja 2, kus heitevari
murdub iiles risttahuka valgustatud
kiilgtahule. Koonuse telje heitevar-
juks samal kiilgtahul on piistsirge
3Ts||TT’, iilemisel rdhtsal tahul aga
sirge 4T;3[lv’. Uhendades punktid 1
ja 2 punktiga T» ning punktid 5 ja
6 punktiga T3 saame koonuse heite-
varju piirjoone risttahukal. Rist-
tahuka enese varjude tuletamine ei
vaja selgitusi.

Niide 3. Tuletada joonisel 78-3
ristisomeeetrias kujutatud detaili
varjud kiirega v médaratud paralleel-
valgustuse puhul.

Joonis 78-2

Et silindri iilemine pdhi on xy-pin-
naga paralleelne, siis selle p&hja

heitevarjuks tuleb ellips, mis on
pdhja enda kujutisega (ellipsiga)
kongruentne. Heitevarju (ellipsi)

konstrueerimiseks on vaja leida vaid
tsentri O vari O,. Heitevarju piir-
joone konstrueerimise ldpetame si-
lindri pdhjajoone puutujate p ja gq
tdmbamisega paralleelselt sirgega v’
Puutuja p puutepunkt P médrab iiht-
lasi moodustaja m, mis on omavarju
piirjooneks silindri kiilgpinna néhta-
val osal.

Serva AB heitevarju silindri pin-
nal vdib konstrueerida punkthaaval.
Selleks tuleb serval valida vabalt
punkte ning leida nende heitevar-
jud. Joonisel on esitatud punkti M
varju My tuletamine: punktist M” on
tdmmatud valguskiire pealtvaate
kujutis kuni 18ikumiseni silindri
pdhjaringjoone kujutisega punktis
M’y Tommates viimasest silindri
moodustaja kuni 16ikumiseni punk-
tist M tuleva valguskiirega, saamegi
punkti Mg Adrmise punkti Lp, mis
asetseb omavarju piirjoonel m, leia-
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me punkti L, ldbiva kiire abil.
Konstrueeritud  heitevarn  osutub
ellipsi kaareks nii objektil kui ka
kujutisel.

Silindrilise ava servjoone heite-
vari ava sisepinnal osutub samuti
ellipsiks (§ 59; lause 51). Selle ellipsi
saame konstrueerida punkthaaval
samuti nagu leidsime serva AB heite-
varju. Silindri alumise pShja asemel
on siin otstarbekohasem kasutada
illemist p&hja. Valime ava servjoo-
nel naiteks punkti N ning tombame
temast 1dbi sirge NE|v’. Siis punk-
tist N tulev wvalguskiir, loikudes
punkti E lidbiva moodustajaga n,
annabki punkti N heitevarju N ava
siseseinal. Adrmise punkti U méaarab
pchja (joonisel ellipsi) puutuja {,
mis on tdémmatud paralleelselt sir-
gega v’. Punktist U algab ka oma-
varju piirjoon ava siseseinal.
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§ 79. VARJUD PERSPEKTIVIS

Objekti varjude tuletamisel perspek-
tiivis kasutatakse samuti paralleel-
valgustust. Seejuures eristatakse kol-
me juhtumit: 1) paike asub vaatleja
ees (eestvalgus), 2) pdike asub vaat-
leja taga (tagantvalgus) ja 3) valgus-
kiired on paralleelsed pildiekraaniga
(kiilgvalgus).

1) Eestvalguse puhul on val-
guskiirte pagupunkt L horisondist h
kdrgemal, sest valguskiirte sihi-
kiir silv 18ikab pildiekraani &, ilal-
pool horisonti (joon. 79-1, a). Valgus-
kijrte pealtvaadete pagupunkt L'
asetseb horisondil iihel ja samal ver-
tikaalil pagupunktiga L, sest verti-
kaalse tasandi (v, v’) pagujoon LL’
peab olema  vertikaalne sirge
(LL’_Lh, vt. ka joonist b paremal).

Varjude tuletamine perspektiivis
on analoogiline varjude tuletamisega
aksonomeetrias. Ennevus seisneb
vaid selles, et paralleelsetel valgus-



kiirtel on perspektiivis thine pagu-
punkt. Valguskiirte sihi mé&rami-
seks peab perspektiivis ette andma
pagupunktid L ja L".

Joonisel 79-1, b on naitena tuleta-
tud ihe servaga maapinnale (pShi-
ekraanile] toetuva  ristkiilikulise
plaadi ABB’A’ varjud eestvalguse
juhtumil. Punktist A maapinnale hei-
tuva varju A, saamiseks tGmbame
pildil wvalguskiire k 1abi punkti A
ning kiire k pealtvaate k’ 18bi punkti
A’; sirgete k ja k' l5ikepunkt A
ongi otsitav heitevari. Analoogiliselt
leiame ka punkti B varju B;. Et sirge
AB on maapinnaga paralleelne, siis
ruumis on vari A4Bi|AB, Seetdt-
tu peab pildil vari AiB; suunduma
sirge AB pagupunkti F. Joonisel
on ndhtav plaadi omavarjus olev
kiilg.

2) Tagantvalguse korral on
valguskiirte pagupunkt L horisondist
h madalamal, sest valguskiirte
sihikiir s|lv 18ikab sel juhul pildi-
ekraani allpool horisonti (joon.
79-2, a). Valguskiirte pealtvaadete
pagupunkt L’ asetseb horisondil nii,
et LL’_L h,

Joonis 79-1

Plaadi heitevarju tuletamine jooni-
sel 79-2, b on analoogiline varju tule-
tamisega joonisel 79-1,b. Pildil on
ndha plaadi valgustatud kiilg.

3) Kiilgvalguse juhul puu-
dub pagupunkt niihdsti valguskiirtel
kui ka nende pealtvaadetel (joon.
79-3,q). Kiirte kujutised tulevad
niiiid omavahel paralleelsed; kiirte
pealvaadete kujutised on aga paral-
leelsed horisondiga (v'|lh, joon.
79-3,b). Plaadi wvarjude tuletamine
selgub jooniselt.

Valguskiirte sihi méaramiseks tu-
leb kiilgvalguse puhul ette anda {ihe
kiire perspektiiv. v ja selle Kkiire
pealtvaate perspektiiv v'||h.

Kujutamise praktika seisukohalt
tuleb eelistada kiilg- ja tagantval-
guse kasutamist, sest nende puhul
objekti kujutisel varjualad vaheldu-
vad valgustatud aladega, mistdttu

kujutis on piltlikum. Eestvalguse pu-
hul tulevad objekti oma- ja heite-
varjud esiplaanile, mistéttu suurem
osa pildist on tume ja ilmetu.
Esitarne moned n&ited varjude
tuletamise kohta perspektiivis.
Nédide 1.

Tuletada vertikaalse
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tulba AA’ ja wvertikaalse plaad:
122’1’ varjud tagantvalguse (L, L")
puhul (joon. 79-4).

Tulba heitevari algab punktist A’
ning kulgeb esialgu maapinda modda
kuni punktini A’y slis murdub ja
ldheb vertikaalselt plaati mééda iles
kuni 16ikumiseni valguskiirega AL;
1G6ikepunkt A, on punkti A vari plaa-
dil. Sirgete AA’ ja AA’, perspektii-
vide paralleelsus jareldub sellest, et

need sirged ruumis on vertikaalsed
ning seetdttu pildiekraaniga paral-
leelsed. Joonisel on esitatud ka
plaadi heitevari maapinnal.

Nédide 2. Tuletada antud pers-
pektiivsel pildil korstna heitevari
katusel tagantvalguse (L, L") puhul
(yoon. 79-5).

Maapinna asemel on pohiekraa-
niks voetud nivoopind, mis labib
raastajoont MN. Korstna seina

Jooms 79-3
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Joonis 79-4

ABB A, ja katusepinna loikejooneks
on sirge AoBo=M3. Selle sirge
pealtvaatel M3’, mis suundub pagu-
punkt1 F,, asetsevad punktide A ja
B pealtvaated A ja B'.

Punkti A heitevarju leidmiseks
katusepinnal 16ikame katuse ldbi val-
guskiirte tasandiga, ous labib piist-
sirget AA’, See tasand 16ikab pohi-
ekraan1 méoda kiire AL pealtvaadet
A’L’, katust aga modda sirget Aol

Joonis 79-5

(seejuures 1/'=A'L'X3'K’ ja
1’1]|[KK’). Kiire AL ja sirge Aol l8i-
kepunkt A ongi punkti A varjuks
katusepinnal. Analoogiliselt leiame
ka punkti B varju Bz Et ruumis
katuse harja sihilise korstnaserva
vari katusel on paralleelne harjaga,
siis varju piirjoon pildil suundub
punktist By pagupunkti F.

Joonisel on konstrueeritud ka
punkti K heitevari K;=K'L'XKL.
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Sellega on pildil ndhtavad heitevar-
jud téielikult maédratud.

Ndide 3. Tuletada véikese bus-
sijaamahoone perspektiivil wvarjud
kilgvalguse puhul, kasutades val-
guskiirte antud sihti v (joon. 79-6).

Réistajoone heitevarju saamiseks
seinal valime rédésta alumisel serval
vabalt mingi punkti M. Selle pealt-
vaade M’ asetseb rddsta servjoone
pealtvaatel (joonisel punktjoonega).
Punkti M vari M; saadakse harilikul
viisil, s. 0. punktist M’ minnakse val-
guskiire pealtvaate sihis kuni seinani
{(M'M’s|v") ja siis seina médda ver-
tikaalselt tles kuni kiireni MM;|v.
Et ruumis r&dsta &4r on seinaga
paralleelne, siis on ka rddsta heite-
vari seinal paralleelne rddsta enda-
ga. Jérelikult heitevarju piirjoon
seinal (ja postil) 18bib punkti M;
ning suundub pagupunkti F,. Punkt
N seina &d8rel on see punkt, millest
alates rdadsta heitevari satub pdran-
dale; punkti N varju N; leidmine
selgub jooniselt. Rddsta heitevari

porandal 1&bib punkti N, ning suun-
dub pagupunkti Fo. Posti ja seina
piistservade heitevarjud pdrandal ja
maapinnal on paralleelsed horison-
diga — nende leidmine ei vaja selgi-
tamist. Raddsta punkti A heitevarju
A, saamine maapinnal on ndidatud
joonisel. Samal viisil v6ib saada ka
punktide B, C, D ja E heitevarjud
Bl, C], Dy ja EI. Vari AlB1 peab
suunduma pagupunkti F), vari AD,
aga pagupunkti Fo. Punktist C; suun-
dub rddsta heitevari pagupunkti F,,
punktist E, aga pagupunkti F,.

KUSIMUSED

1. Kuidas asetsevad perspektiivil valguskiirte
pagupunkt L ja valguskiirte pealtvaadete
pagupunkt L': a) eestvalguse puhul, b) ta-
gantvalguse puhul?

2. Mis peab ette andma valguskiirte sihi
mddramiseks perspektiivil: a) eest- ja
tagantvalguse puhul, b) kiilgvalguse pu-
hul?

3. Miks eestvalgus ei sobi varjude tuletami-
seks?



X. KVOODITUD RISTPROJEKTSIOON

§ 80. PUNKTI JA SIRGIJOONE
KVOODITUD
RISTPROJEKTSIOON

Lihtsaim viis objekti kujutise saami-
seks on selle objekti ristprojekt-
siooni tuletamine iihel ekraanil. Et
objekti punktide asukohad ekraani
suhtes oleksid tiheselt mé&&ratud,
tuleb peale ristprojektsioonide anda
ka punktide kaugused ekraanist.
Kujutist, millel lisaks objekti punk-
tide ristprojektsioonidele on' antud
ka nende pumktide kaugused ekraa-
nist, nimetatakse kvooditud* rist-
projektsiconiks. Kvooditud ristpro-
jektsiooni puhul véetakse ekraan (g)
harilikult rdhtne ning punktide kau-
gusi (kOrgusi) ekraanist ({ilespoole
loetakse positiivseteks, allapoole aga
negatiivseteks (vt. punkte A, B ja C
joonisel 80-1). Korgused ekraanist
moddetakse mingi tihikuga ning kir-
jutatakse arvudena sulgudesse vas-
tavate punktide ristprojektsioonide
tdhiste juurde (joon. 80-1,b). Kui
punktide tdhistamine pole wvajalik,
siis kb6rgusarvud kirjutatakse lihtsalt

* Tuleneb ladinakeelsest sGnast «quot» = «kui
palju».

vastavate punktide ristprojektsioo-
nide juurde (joon. 80-1,c¢). Lisaks
antakse ka tihik vo0i skaala (moot-
kava) koOrguste modtmiseks.

Joonisel 80-1 on punkt A kolme
{thiku kaugusel ekraanist tilevalpool,
punkt B kahe iihiku kaugusel all-
pool, punkt C aga asetseb ekraanil.

Iga ruumipunkt on médratud oma
kvooditud ristprojektsiooniga, kaks
punkti médravad aga sirgjoone. Ka-
sitleme sirgjoonega seotud kisimusi
konkreetseil andmeil.

Olgu antud sirgjoon s punktide A
ja B kvooditud ristprojektsioonidega
A’ (5) ja B’(2) ning skaalaga kor-
guste mdbtmiseks (joon. 80-2, a).
lLeiame nende andmete pdShjal sirg-
joone s jdlgpunkti J, kaldenurga ¢
ja 1oigu AB tdelise pikkuse. Selleks
pbdrame sirget AB projekteeriva
pinna T ekraanile {imber sirge s (vt.
selgitavat joomist 80-2, b). Tais-
nurkne trapets ABB’A’ satub siis

ekraanile trapetsina ABB' A’ , mis
laseb ennast kiilje A’B’ ning k&r-
guste AA’ ja BB’ jargi ekraanil jarg-
miselt  konstrueerida: A'A LY,
A’A=>5 BBls, BB=2 (joon.
80-2, a). Sellega olemegi leidnud kéik
vajaliku: sirgjoone jélgpunkti J==
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Joonis 80-1

=s5'Xs, kaldenurga ¢=9¢ (s, 5) ja
16igu AB tdeline pikkus AB.

Ldigu AB pikkuse ja kaldenurga
¢ (mitte aga jdlgpunkti J) leidmist
saab monevorra lihtsustada, konst-
rueerides  tdisnurkse kolmnurga
A’B'M, mille kaatet A’M vdrdub
punktide A ja B kauguste vahega
ekraanist, s. o. antud juhul 3 thi-
kuga; siis AB=B'M.

Ekraanile p6d6ramise vo-
te, mida &sja rakendasime, on kvoo-
ditud ristprojektsiooni kasutamisel
pohiliseks vitteks lilesannete lahen-
damisel.

—
0123435

Joonis 80-2
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Tasandi pédramisel ekraanile tu-
leb silmas pidada, et pbéSramise suun-
da vbib valida kahel viisil. Joonisel
80-2 on punktjoonega esitatud ka
teises suunas poOdramise tulemus.
Joonestaja valib mniisuguse suuna,
mille puhul pddrend satub joonise
vdhemkoormatud osale.

KUSIMUSED JA ULESANDED

i. Missuguste andmetega médratakse punkti
asukoht ruumis kvooditud ristprojektsiooni
puhul?

2. Missugusel juhul loetakse punkti kaugust
ekraanist negatiivseks?




3. Antud on punktide A ja B kvooditud rist-

projektsiconid A’{2) ja B (—3). Leida
sirge AB jélgpunkt J, kaldenutk ¢ ja
18igu AB tOeline pikkus (punktide rist-
projekisioonid joonisel ja moéStithik valida
vabalt).

§ 81. TASANDITE LOIKUMINE.
KATUSED

1. Tasandite 10ikesirge leidmine.
Kahe tasandi 18ikesirge leidmiseks
on koige sobivam kasutada kahte
nivoopinda, millest iiks vdib olla ka
ekraan. Kumbki nivoopind 16ikab
molemat antud tasandit mééda hori-
sontaali (ekraan muidugi mddda
jédlgjoont}). Samal nivoopinnal ole-
vate horisontaalide 10ikepunkt ongi
otsitava 10ikesirge iiheks punktiks.
Naiteks joonisel 81-1 saame tasan-
dite o ja B loikesirge s jargmiselt:

J=joXjg; H=hXhg; s=HJ=
=auaXBp.

Rakendame seda mottekdiku niiiid
tasandite o [A’(3), j«]1 ja B[B (2),
je]l kohta, ldhtudes andmete kvoo-
ditud ristprojektsioonidest (joon.
81-2). Kohe voime leida otsitava 16i-
kesirge jalgpunkti J=j. Xjp. Lbike-
sirge teise punkti saamiseks vGtame
abiks nivoopinna, nditeks 18bi punkti

Joonis 81-1

A. See nivoopind 16ikab tasandit
modda horisontaali h. , mille ristpro-
jektsioon h’. 18bib punkti A’ ning
on paralleelne jdljega ja .

Tasandi P sama kdrgusega horison-
taali hg leidmiseks tdmbame langus-
joone 1 18bi punkti B('Ljs) ning
pdbrame ekraanile ta kujutamis-

kiirte pinna t. Saame ]=BL, millel

mdrgime punkti Q nii, et ta kaugus
sirgest I’ oleks vOrdne punkti A kor-
gusega, s. 0. kolme Ghikuga. Vastav
rumipunkt Q asub siis tasandi §
otsitaval horisontaalil; joonisel tdm-
bame labi Q' horisontaali ristpro-
jektsiooni h'g|lje. Konstruktsioon
joonisel jatkub nii: H'==h'sXIp;
s’=H’J, Ruumis on vastavalt s=HJ.
Sama tilesande vdime lahendada
ka jdrgmiselt (joon. 81-3). Punkti A
ja jadlgjoone j« vahel saame tasandil
o tommata kolm horisontaali kdrgus-
tel 1, 2 ja 3 thikut (jdlgjoon on null-
horisontaal). Et nende horisontaalide
vahekaugused tasandil ¢ on vord-
sed, siis on vo0rdsed ka nende rist-
projektsioonidevahelised kaugused.
Jarelikult horisontaalide ristprojekt-
sioonide tdmbamiseks tuleb kaugus-
16ik punkti A’ ja sirge j. vahel
jagada kolmeks vordseks osaks.

he
A3
Ji
J
Joonis 81-2
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Joonis 81-3

Analoogiliselt saame tasandil @
témmata punkti B ja jdlgjoone jp
vahel kaks horisontaali korgustel 1
ja 2 ibikut.

Samadel koérgustel tdmmatud ta-
sandite o ja B horisontaalide l6ike-
punktid J, 1 ja 2 mddravadki otsi-
tava l6ikesirge s (s'==J2').

2. Katused. Tasandite 10ikesirge
leidmise tiheks praktiliseks rakendu-
seks on katuste lahendamine. K a-
tuste lahendamiseks nime-

®

Joonis 81-4

rddstajoone ja katusekiilgede (tah-
kude) kohta seatud tingimuste alu-
sel kogu katuse konstrueerimist.
Ulesanne ei ole raske, kui rddstajoo-
neks on ruut voi ristkiilik ja tahkude
kaldenurgad on vordsed: katus osu-
tub sils kas plramiidiks (joon.
81-4, ) voi kahest otsast kaldu 16i-
gatud kolmnurkseks prismaks (joon.
81-4,b). Seejuures mnaabertahkude
16ikejoonte ristprojektsioonid r&asta
tasandil on vastavate rdésta kiilgede-
vaheliste nurkade poolitajateks, sol-

tatakse antud hulknurgakujulise
b
g Gz
5
13 4 25
; ; _J M
C L —oH
S c @
)
Joonis 81-5
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Joomis 81-7

tumata tahkude vo&rdse kaldenurga
tegelikust suurusest.

Ka siis, kui rédstajooneks on kee-
Tulisema kujuga hulknurk, kuid tah-
kude kaldenurgad jddvad endiselt
vOrdseteks, saab katust lahendada
rddsta killgedevaheliste nurkade
poolitajate abil. Viimased osutuvad
tahkude 10ikejoonte ristprojektsioo-
nideks, sest vOrdsete kaldenurkade
tottu projekteeruvad sama korgu-
sega horisontaalid vOrdsetele kau-
gustele radstajoonest (joon. 81-5).

Kui tahkude kaldenurgad on eri-
nevad, siis on kasulik rakendada
nn. kallete graafikut, mil-
les d{ksikute tahkude kaldenurgad
horisontaalse tasandi suhtes on joo-
nestatud ithise rohtsa haaraga ja
ilestikku (joon. 81-6,a). Lbdigates
nurkade kaldhaarasid vabal korgu-
sel vOetud nivoopinnaga p, leiame
kui kaugele jaljest projekteerub iga
tahu tasandi horisontaal. Nii saame
kallete graafikul kaugused a, b ja ¢
(tahkudel 1 ja 3, samuti tahkudel 2
ja 5 on kaldenurgad vordsed). Neil
kaugustel vastavatest rddstakiilge-
dest kui tahkude jélgedest joonesta-
takse horisontaalide projektsioonid
ning mérgitakse nende 16ikepunktid
{mustad nullikesed joonisel 81-6, b).
Iga tahupaari 16ikejoon asetseb siis
sirgel, mis 1dbib ré&stakiilgede 16i-
kepunkti ning vastavate horisontaa-
lide 16ikepunkti.

Vordsete korgusvahede jérel voe-
tud horisontaalid projekteeruvad

17 Kujutav geomesetria

Joonis §1-8

seda tihedamalt, mida suurem on
katuse tahu kaldenurk. Nditeks tahu
1 kujutisel on horisontaalide parv
tihedam kui tahu 2 kujutisel.

Mainime veel, et praktikas juhin-
dutakse katuste lahendamisel sageli
ndudest, et erinevate laiustega hoo-
neosade katuste harjajooned oleksid
rohtsad ja tihekdrgused; sel puhul
tuleb vastavalt sobitada tahkude kal-
denurki.

ULESANDED

1. Tasapinnad @ ja P on antud jilgsirgetega
je ja j8 ning kaldenurkadega @ =45°
ja ¢ =60° (joon. 81-7). Tuletada nende
tasandite ldikesirge ristprojektsioon.

2. Taiendada joonisel 81-8 esitatud raasta-
joone plaani katuse tahkude ldikejoontega
eeldusel, et kdikidel tahkudel on sama
kaldenurk,

§ 82. ANTUD KALDENURGAGA
TASAND LABI ANTUD SIRGE
NING SELLE RAKENDUSI

Muldehitiste kavandamisel tuleb sa-
geli lahendada iilesanne: panna
antud kaldenurgaga (o) tasand 1&bi
antud sirge (s). Ulesande lahendami-
sel kasutatakse asjaolu, et pododrd- .
koonuse koigi moodustajate kalde-
nurgad pdhja suhtes on vOrdsed.
Koonuse iga puutetasand {a) puutub
koonust m6dda moodustajat (I}, mis
on fihtlasi puutetasandi langusjoo-
neks (joon. 82-1). Jéarelikult puute-
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tasandi jdlg j on dhtlasi risti puute-
moodustajaga I ja tema ristprojekt-
siooniga [I. Nii saame tlesande
lahendamiseks jdrgmise vimaluse:
vbtame antud sirge s ihe punkti,
néiteks punkti A, tipuks pédrdkoo-
nusele, nn. kaldekoonusele, mille
moodustaja kaldenurk on vordne
otsitava tasandi o kaldenurgaga ¢.
Tasandi o jélgsirge j on niilid koo-
nuse pohjaringi puutujaks ja ldbib
antud sirge jalgpunkti J. Ulesande
lahendite arv on 0, 1 v&i 2 olenevalt
sellest, kas punkt J jadb kaldekoo-
nuse pohjaringi sisse, on ringjoone
peal voi jadb sellest védljapoole.
Jdlgime nilitid sama ilesande
lahendamist kvooditud ristprojekt-
siooni andmeil. Olgu sirge s antud
punkti A kvooditud ristprojektsioo-
niga A’(3) ja jalgpunktiga J (joon.
82-2). Otsitav tasand ldbigu seda sir-
get nii, et ta kaldenurk vdrduks
antud nurgaga ¢. Joonestame kalde-
koonuse telgldike nii, et moodustaja
kaldenurk on ¢ ja koonuse kdrgus
OA=3 (joonisel on telgldige viiru-
tatud). TelglSikelt saame kaldekoo-
nuse pdhja raadiuse r, mis vdimal-
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Joonis 82-2

dab joonestada koonuse pdhja ring-
joone keskpunktiga A’. Selle ring-
joone molemad puutujad labi sirg-
joone jélgpunkti J osutuvad otsitava
tasandi jdlgedeks —  wvastavalt
tasandi thele voi teisele vBimalikule
asendile. Niisiis antud juhul on iles-
andel 2 lahendit:

a1 (A, ji) ja oz (A Jjo).

Praktikas antakse tasandi ja sirg-
joone kaldenurga (¢) asemel sageli
kalle (i), s. o. kaldenurga tangens
(i=tan o).

Esitame ntitid praktilise naite, kus
tuleb kasutada etteantud kaldega
tasandit 1abi antud sirge.

Ndide NullkSrgusega rdhtsalt
maapinnalt (ekraanilt e) viib kald-
pinnaline ndlv o teisele rdhtsale
maa-alale (nivoopinnale p) korgu-
sega 4. Nolva kalle i=1:2. Liikle-
mise holbustamiseks tuleb ehitada
rohtsaid tasandeid tithendav kaldiee,
nditeks laiusega 2 m ja kaldega 1:3
{joon. B82-3). Tee telg voib nélva
horisontaalide suhtes olla kas risti
voi kaldu.

Vaatleme esmalt juhtumit, kus tee
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Joonis 82-3

on nélva horisontaalidega risti.
voib esineda kolm wvarianti.

1. Tee ilemine ots DC on ndlva
kbige koérgemal horisontaalil;
sel juhul tuleb tee jacks ehi-
tada muldkeha, vedades selleks
mulda mujalt juurde (joon.
82-3, a).

2. Tee alumine ots AB on ndlva
koige madalamal horisontaalil
(jéljel). Sel juhul tungib tee
pinnasesse ja tema jaoks tuleb
kaevata siivend, vedades tee
kohalt mulda dra (joon. 82-3, b).

3. Teelbigu keskkoht voOetakse
naiteks ndlva keskmisel hori-
sontaalil. Nuid kulgeb tee iile-
mine osa slvendis ja alumine
osa tditel; slivendamisel saa-
dava mulla v6ib dra kasutada
taiteks (joon. 82-3, c).

Jalgime tilesande lahendust esi-

mese variandi puhul (joon.
82-3, a). Tee nodlvade kalle olgu ette-

tele

17*

dikteeritult vOrdne ndlva a kaldega,
s. 0. 1:2. Seejuures ndlvad kui antud
kaldega tasandid peavad ldbima tee
ddri DA ja CB. Seega nende nolvade
jdlgjoonte leidmine taandub parag-
rahvi alguses kisitletud iilesande
lahendamisele. Nii nditeks wvasak-
poolse ndlva jdlg i on leitav kalde-
koonuse abil, mille tipuks on punkt
D, pohjaringi keskpunktiks D ja raa-
diuseks R=8 m; j, on selle koonuse
pGhjaringi puutuja 138bi punkti A.
Analoogiliselt on leitav tee parem-
poolse ndlva jélg ji. Jaljed j, ja ja
16ikavad jalge j punktides F ja G,
mis koos punktidega D ja C mdédra-
vad nGlvade 16ikejooned DF ja CG.
Saadud muldkeha, vaadelduna geo-
meetrilise kehana, osufub prismatoi-
diks, mille alumiseks pohjaks on tra-
pets ABGF, ilemiseks pShjaks aga
sirgloik CD.

Teises variandis, ilileni sliven-
dis kulgeva tee pubul, on tee ndlva
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Joonis 82-4

kaldeks vdetud 3:5 (joon. 82-3,b).
Tee kummagi ndlva horisontaalide
siht on leitav jallegi vastava kalde-
koonuse abil (r=4:0,6=6,7 m;
h’i|js). Stivend osutub prismatoidiks,
mille ilemiseks p&hjaks on trapets
CDFG, alumiseks pShjaks aga sirg-
18ik AB.

Kolmandas wvariandis on tee
ndlvad voetud siivendi ja tdite juu-
res kalde poolest erinevad: siivendis
on kaldeks 3:5, tditev aga 1:2
Lahendus kujuneb niitid kombinat-
siooniks kahest eelmisest variandist
(joon. 82-3, ¢; h's] js).

Kb&iki kolme kirjeldatud varianti
kasutatakse praktikas. Kui néiteks o
on raudteetammi ndlv ja p ~— tammi
iilemine tasand, siis tuleks' iilesdidu
ehitamisel kasutada varianti (1), sest
raudteefammi sisse siivendit teha ei
v0i, nagu see oleks paratamatu va-
riantide {2) ja (3) pubul. Kui aga
raudtee kulgeks mddda pinda ¢ (s. t.
stivendis nolvaga a), siis tuleks kasu-
tada varianti (2). Segavarianti (3)
saab kasutada ainult siis, kui stivend
ja tdide on mdlemad tegelikult vGi-
malikud ja lubatavad.

Kui ithendustee telg v6ib nélva o
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horisontaalide suhtes olla kaldu, siis
saab tee sihi valida nii, et teeldigu
pikkus sobib parajasti nélva o jalg-
joone ja koOrgeima  horisontaali
vahel. Nditeks joonisel 82-4, a kuju-
tatud ithendustee puhul on nii teh-
tudki; seejuures on kasutatud tekstis
varem toodud andmeid ja votteid
ning kdoikidele ndlvadele on antud
vordne kalle 1: 2 (vaata kallete graa-
fikut joonisel 82-3).

Joonisel 82-4,b on tee telg wvali-
tud nii, et tee algus AB pole enam
kokkupuutes ndlva a jaljega j. Muld-
kehal on niiiid kolm nolva: §, vy ja 6.
Nende jidljed je, j+ ja j& on leitavad
kaldekoonuste abil tippudega C ja
D ning péhja raadiusega r; antud
juhul raadius r vastab kaldele 3:5
(vaata kallete graafikut joonisel
82-3). Nolvade 15ikejooned labivad
muidugi vastavaid jélgsirgete 16ike-
punkte, néiteks 16ikejoon EK ldbib
jdlgede j ja j& 16ikepunkti J. Eksi-
tuste viltimiseks olgu mainitud, el
kolmnurk CDE joonistel 82-4,a ja
82-4,b asetseb ruumis nivoopinnal
n; tee d4r BCE on aga murdjoon.

Muldehitiste plaanidel margitakse
ndlvade llemised servjooned lan-



gekriipsudega nagu on néai-
datud joonistel 82-3 ja 82-4. Lange-

kriipsud tOmmatakse servjoonest
ndlva languse poole risti ndlva hori-
sontaalidega.

KUSIMUSED JA ULESANDED

1. Mis on sirgjoone voi tasandi kalle?

2. Kui suur on tasandi kaldenurk, kui tema
kalle i==1?

3. Sirgjoone kaldenurk on 60°. Mitu tasandit
kaldenurgaga 45° saab sellest sirgest 18bi
panna?

§ 83. TOPOGRAATFILINE PIND

1. Topograafilise pinna kujutamine.
Topograafilise pinna {maapinna) ku-
ju esiletoomiseks plaanil voi kaardil
kasutatakse selle pinna horisontaale
{kOrgusjooni), s. o. jooni, mis saa-
dakse topograafilise pinna mdttelisel
18bildikamisel horisontaalsete tasan-
ditega. Horisontaalid vOetakse vord-
sete kOrgusvahede jdrel ja varusta-
takse vastavate Lkorgusarvudega.
Joonisel 83-1 on nditeks kujutatud

kiingas horisontaalide abil, mis on
voetud meetriliste korgusvahede
jdrel. Kinka horisontsalide ristpro-
jektsioonid moodustavadki kiinka
plaani. Horisontaalide projektsico-
nide tiheduse jérgi antud kohas saab
otsustada kiinka ndlva kalde suuruse
ile selles kohas: naiteks kiinka ida-
poolne nolv on tunduvalt jarsem kui
l&&nepoolne.

Topograafilise pinna profiiliks ni-
metatakse selle pinna 16iget verti-
kaalse tasandiga (iildjuhul verti-
kaalse silindrilise pinnaga). Joonisel
83-1 on néidatud kiinka tthe profiili
tuletamine. Selleks kantakse profiili
antud sihi A-A ja horisontaalide pro-
jektsioonide 10ikepunktid plaanilt
iile mingile rohisale sirgele MN
(@lekandeks on sobiv kasutada pa-
beririba). Sirge MN tegelikku kdor-
gust (5) on otstarbekohane lugeda
fiktiivseks nullkdrguseks. Sirge MN
ristsirgetele kantakse vastavate hori-
sontaalide korguste ja fiktiivse null-
korguse (5} vahed. Saadud punktid
thendatakse ladusa joonega. Kui
profiil on plaaniga seostatud joonise
83-1 eeskujul, siis vdib kogu joonist
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tolgendada kaksvaatena, millel eest-
vaadet asendab profiil.

Topograafilised pinnad on tldiselt
viga lameda profiiliga. Nende rel-
jeefsemaks esitamiseks kasutatakse
kdrguste osas harilikult suuremat
mdStsuhet kui plaanil; nii on tehtud
ka joonisel 83-1.

2. Langusjooned. Topograafilise
pinna langusjoon on iildjuhul ruu-
miline kdver, mis asetseb sellel pin-
nal ning millel pinna antud punktis
on suurim kaldenurk. Seejuures kal-
denurka langusjoone mingis punktis
mo&ddetakse nurgaga, mille langus-
joone puutuja selles punktis moo-
dustab oma ristprojektsiooniga,

Langusjoone ristprojektsiooni to-
pograafilise pinna plaanil saab joo-
nestada vaid teatava tépsusega. VOo-
tame langusjoone alguspunktiks ndi-
teks punkti A horisontaalil kdrgus-
arvuga 10 (joon. 83-2). Joonestame
punkti A’ kui tsentri tmber ring-
joone kaare nii, et see puutuks hori-
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sontaali h(9) projektsiooni. Puute-
punkti 1’ vGtame tsentriks uuele
kaarele, mis puutub horisontaali h (8)
projektsiooni jne. Kui niitid oletada,
et maapind on punktide A ja 1 vahel
tasandiline (see on maastiku rahu-
liku reljeefi puhul tdiesti lubatav),
siis langusjoone 16ik Al osutub sirg-
15iguks. Sama oletuse pubul on sir-
ged ka 16igud 12, 23 jne. Seega lan-
gusjoone ristprojektsiooni ldhendiks
saame murdjoone. Mida lihem on
selle murdjoone moni liili, seda suu-
rem on langusjoone kaldenurk sel-
les piirkonnas. Langusjoon ise osutub
ruumis muidugi ruumiliseks kover-
jooneks. Sujuva langusjoone ristpro-
jektsiooni saamiseks tuleb 1&bi murd-
joone tippude A, 1/, 2’... tdmmata
sujuv kdverjoon. Tuleb aga silmas
pidada, et ka see joon esindab lan-
gusjoone projektsiooni waid ligi-
kaudselt.

3. Samakaldejooned. Topograafi-
lise pinna samakaldejoon on ruumi-



line k&ver, mis asetseb sellel pinnal
ning millel on tema igas punktis ks
ja seesama kalle (s. t. ka sama kalde-

nurk). Ka samakaldejoont ei
konstrueerida tdpselt.

Joonisel 83-2 on tuletatud sama-
kaldejoone  ristprojekisioon, mis
algab punktist B’. Joone kaldeks on
voetud 1:3 (vi. lisajoonist vasakul).
Selle samakaldejoone ristprojekt-
siooni lilide pikkused horisontaalide
vahel peavad plaanil vdrduma kdik
kolme iihikuga. Konstruktsioon on
jargmine. Joonestame timber punkti
B’ kaare raadiusega R=3. See kaar
16ikab horisontaali h(9) projekt-
siooni punktides 1’ ja 2'. Vottes vii-
mased tsentriteks uutele kaartele
raadiusega R==3, saame horisontaali
h (8) projektsioonil uued ldikepunk-
tid 3° ja 4. Nagu ndeme, hakkab
samakaldejoon iga uue kaare tdmba-
misel hargnema, mistSttu tilesandel
on palju lahendeid. Mingi konk-

saa

reetse lahendi, nditeks lahendi
B'1’3’...D' saamiseks tuleb iiles
seada lisatingimusi. Né&iteks vdib

nduda, et samakaldejoonel ei tohi
olla jdrske suunamuutusi vGi et ta
peab 16ppema teatava punkti ldhedu-
ses. Ka samakaldejoone puhul vdib
murdjoone tipud thendada sujuva
koveraga.

Kui kaar antud raadiusega R el
16ika naaberhorisontaali projektsioo-
ni (nagu kaar tsentriga C’), siis
tihendab see seda, et maapinna kalle
selles kohas on vdiksem kui 1:3.

Samakaldejooni ldheb vaja lihtlase
tdusuga teeosade kavandamisel ma-
gisel maastikul.

KUSIMUSED

1. Mis on topograafilise pinna horisontaalid?

2. Mis on topograafilise pinna langusjooned?

3. Milliseid jooni nimetatakse topograafilise
pinna samakaldejoonteks?

§ 84. TOPOGRAAFILISE PINNA
LOIKUMINE TEISTE
PINDADEGA

Topograafilise pinna 16ikamisel kald-
tasandiga vOi mingi muu pinnaga
(pédrdkoonus, stddr) on vaja 16ikav
pind varustada horisontaalidega,
mille kérgused vastavad topograafi-
lise pinna horisontaalide korgustele.
Vordsete korgusarvudega horison-
taalide 16ikepunktid ongi siis antud
pindade ldikejoone punktideks.

Ndide 1. Joonisel 84-1 on tule-
tatud horisontaalidega antud topo-
graafilise pinna ja tasandi a (f, I==
=2:3) 16ikejoon g. Selleks on kdai-
gepealt leitud tasandi o horisontaa-
lide projektsioonide vaheline kaugus
a, mis vastab topograafilise pinna
horisontaalide antud kdrgusvahele
1 m; kdesoleval juhul a=1,5 thikut
(vt. abijoonist). Seda arvestades on
joonestatud tasandi o horisontaalid
paralleelselt jaljega j. Loikejoone
ristprojektsioon g’ ithendab sujuvalt
vordsete kdrgusarvudega horisontaa-
lide projektsioonide 1dikepunkte.

Niide 2. Joonisel 84-2 on tule-
tatud antud topograafilise pinna ja
podrdkoonuse 1dikejoon g¢. Koonus
on antud oma pdhjaringjoonega (mis
asub ekraanil) ja tipu A kvooditud
ristprojektsiooniga A’ (5). Koonuse-
pinna horisontaalide projektsioonid
osutuvad kontsentrilisteks ringjoon-
teks, mille vahekaugused v&rduvad
viiendikuga pOhjaringi raadiusest.
Loikejoone ristprojektsioon g° iihen-
dab sujuvalt vdrdsete kdrgusarvu-
dega horisontaalide projektsioonide
16ikepunkte. Maapinnast véljaulatuv
koonusepinna osa on joonisel tdpi-
tatud.

Niide 3. Rakendusnditena la-
hendame jdargmise praktilise {iles-
ande. Horisontaalidega antud kalla-
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Joomis 84-1

kule maastikule on vaja ehitada
r6htne tasane wvéljak, mis koosneb
ristkiilikust 16X20 m ja poolringist
raadiusega 5 m. Juurdepadsuks wval-
jakule nahakse ette kaldtee laiusega
4 m (joon. 84-3). Valjaku korgus
valida ni1, et stivendist saadav muld
kasutataks dra tditeks. Kohapealne
pinnas dikteerigu muldehitise nol-
vade kalleteks siivendi osas 1:1 ja
tdite osas 2:3; tee kalle olgu 1:4.

Et mullatééd oleksid higikaudu
tasakaalus, peame valjaku kérguseks
votma 10 m, sest horisontaal kdrgus-
arvuga 10 jaotab valjaku umbkaudu
pooleks, kusjuures homnsontaalide
tihedus kogu wvéljaku piirkonnas on
enam-vdhem iihtlane,

Iga ndlva horisontaalide projekt-
sioonide omavahelised kaugused saa-
me kallete graafikult vastavalt
plaam mddtsuhtele 1: 300. Need kau-
gused natuuris on: sivend: osas 1 m,
tdite osas 1,5 m ja tee osas 4 m;
joonisel aga _vastavalt® 3,3 mm,
50 mm ja 13,3 mm. Horsontaalide
stht tee kummalgi nélval on leitud
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Jooms 84-2

kaldekoonuse abil (vt. § 82): koonuse
tipp T on tee ddre iilemises otspunk-
tis, seega korgusel 10, pdh1 aga on
voetud nivoopinnal kd&rgusega 8.
Koonuse pGhja raadiuseks joonisel
on jérelikult 2-50=10 mm. Tee
nblva horisontaalid on paralleelsed
kaldekoonuse pdhiaringjoone puutu-
jaga, mis on tOmmatud tee horison-
taali h (8) otspunktist.

Mullatddde piirjooned, s. o. muld-
ehitise nolvade ja maapinna l0ike-
jooned, on leitud kaesoleva parag-
rahvi eelmistes néidetes kirjeldatud
viisil. Joomisel on punktjoontega
néidatud ka servjoonel AB asetseva
tipu C saamine. Selleks on horison-
taalide h(7) projektsioonide 16ike-
punktile M’ lisaks margitud veel
jargmiste horisontaalide h (6) pro-
jektsioonide 18ikepunkt N’, mis tuleb
servjoone projektsioomist A’B’ juba
iteisele poole; tipp C’ on siis joonte
A’B’" ja M’N’ 161ikepunkt. Analoogi-
liselt on leitavad piirjoone kujutise
ulejaanud tipud; joonisel on ndida-
tud veel ainult tipu D’ saamine.
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Horisontaal kdrgusarvuga 10 on
mullatédde nulljooneks; temast 13&-
ne pool asub stvend ja ida pool
tdide. Joon g, mida mddda ringndlv
(kui koonusepind) 18ikub tasandilise
ndlvaga, osutub § 53 pdhjal paraboo-
liks (nii natuuris kui ka projektsico-
nil; joonisel punktjoonega). Tegelike
loikejoontena esinevad vaid selle
parabooli kaks kaart.

LISA 1

KUJUTAVA GEOMEETRIA
POHIKONSTRUKTSIOONID

1. Punkti kaksvaate ja kolmvaate tuleta-
mine koordinaatide jargi.

2. Sirgjoone jdlgpunktide leidmine.

3. Sirgldigu pikkuse ja kaldenurkade leid-
mine.

4 FEriasendiliste sirgete ja eriasendiliste
tasandite projekisioonide joonestamine.

5. Tasandil asetseva punkti ja sirgjoone
projektsioonide tuletamine.

6. Tasandi horisontaalide, frontaalide ja lan-
gusjoonte projektsioonide joonestamine.

7. Tasandi normaali projektsioonide joones-
tamine.

8. Kahe tasandi lGikesirge tuletamine.

9. Sirgjoone ja tasandi 15ikepunkti tuleta-

mine.

10. Punkti ristprojektsiooni tuletamine lisa-
ekraanil,

11, Punkti pobramine Umber ekraani nor-
maali.

12. Punkti p&Sramine iimber nivoosirge {seal-
hulgas iimber tasandi jilje).

13. Ellipsi konstruktsioonid.

14. Abisfddride wvalik ja kahe p6ordpinna
15ikejoone punktide tuletamine ithe abi-
sfddriga.

15. Abitasandite valik ja kahe pinna ldike-
joone punktide tuletamine iihe abitasa-
pinna abil.

16. Praktikas kasufatavate aksonomeetriliste
teljestike joonestamine,
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17. Punkti aksonomeetrilise kujutise tuleta-
mine punkti koordinaatide vdi kaksvaate
jargi.

18. Punkti perspektiivi tuletamine punktide-
meetodiga.

19. Sirgjoone perspektiivi tuletamine sirgete-
meetodiga.

20. Antud kaldega tasand 1&bi antud sirge-
kvooditud ristprojektsioonis.

1LISA II

RAALI KASUTAMISEST KUJUTAVA
GEOMEETRIA ULESANNETE
LAHENDAMISEL

Arvutustehnika levik k&ige erinevamatele-
elualadele on tingitud raali vodimest sooritada
viga palju lihtsaid tehteid véaga liihikese
ajaga. Ulesande lahendamiseks raali abil
tuleb koostada algoritm ja «tdlkida» see raa-
lile arusaadavasse keelde. Seejuures vdib
antud probleemi télgendada kahel erineval
viisil,

Esimene tugineb asjaolul, et kujutava geo-
meetria pohivahendiks on joonis. Joonise
valmistamisel on olenevalt viimase keerukuse-
astmest vaja sooritada palju iihetaolisi ope-
ratsioone — koordinaatldikude ja punktide
mérkimine, sidejoonte tdmbamine jms. Raali
kasutamine on siin k&igiti p&hjendatud ja
voimaldab lihtsa, ent aegandudva t66 auto-
matiseerimist. Selleks on wvaja siduda joonis
mingi koordinaatide silisteemiga, vélja selgi-
tada vajalikud operatsioonid ning koostada
neile vastavad arvutusekvivalendid. Arvutus-
ekvivalent on masinlahenduse aluseks. All-
jdrgnevalt en vaadeldud mdningate tiiipope-
ratsioonide kirjeldamist*, Eeldame, et lidhte-
andmed Xuuluvad mingile projektsioonipin-
nale &, mis on seotud ristkoordinaadistikuga
u; v.

1. Sirgjoone (15igu) joonestamine. Antud'

* Uksikasjalikumalt vt. nditeks Y. 1. Koros

2 Ap. AaropmTMEI MammMEHON Ipadmrd. M.,
1977.



punkte A (ua; va) ja B(up; ve) ldbiva sirge
worrand on esitatav kujul

U—us4
v—vA

Up—UA

Vg—va '

Toodud vorrandi jérgi vajaliku pikkusega
1oigu joonestamise tdhistame operatsioonina
S1 (A,' B).

2, Kahe sirge IGikepunkti leidmine (joo-
nis II-1). Olgu sirged AB ja CD antud vasta-
valt koordinaatidega A (ta; va); B(us; vs);
C(uc; ve); D (up; vp). Sirgete 1&ikepunkti
L leidmise operatsioonina tdhistame L=
=P1 (AB; CD). Lahendades siisteemi sirgete
AB ja CD vorranditest, saame punkti L jaoks

(up—uc) (LaVE—UpVa)—
({up—uc) (ve—val—

—{up—us4) (UcVp—UDV()

—{us—ua) (Vvo—vc)

ur =

(vo—ve) (Uavp—UpVa)—

(up—uc) (va—va)—
—(ve—va) (UcVvp—~—UDV()
—(us—ua) (vp—vc} J .

Joonis II-1

3. Punkti méirkimine antud sirgel side-
joone abil (joonis II-2). Kui Uldjuhul on sirge
kirjeldamiseks joonisel vaja teada kahte tema
punkti, siis sidejoone kirjeldamiseks piisab
iihest punktist, Tdhistame punkti mddramise

v
By,
M
Y
4 Y
- 3
U 4 uU=u, U
CD
Joonis II-2

antud sirgel vertikaalsidejoone abil M=
=PV (AB; C), horisontaalsidejoone abil M=
=PH (AB; C). Joonise II-2 pShjal on esime-
sel juhul

Us=Uc
U4 —U

vy= 4aTHC (ve—va)t+va
a—Up

Analoogia pShjal on teisel juhul

Va—V
Up = ——_—A L4 (UB—UA)-{"UA
Va—Vp

VM =V¢

Siin toodud seosed sobivad ka vastava nivoo-
joone projektsiconi kirjeldamiseks.

4. Antud punktist C antud sirgele AB
paralleel (v&i rist-)sirge tSmbamine.

Olgu antud punktid A(ua; va); B(us;
vg); C{ue; ve) (joomis II-3). Punkti M leid-
sime nii, et AB||CM, tihistame M=P2 (AB;
C). Tuletamiskdigu lihtsustamiseks anname
kitsenduse, et AB=CM. Siis (joonis II.3, a)

Uy =Up—Us-t+Uc }

Vy=Vp—Va+Vve
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.l

J\b
A<l

Joonis 1I-3

Punkti M leidsime nii, et AB_L CM, tdhistame
M=P3 (AB; C). Vastavalt sirgete ristseisu
tunnusele

Vp—Va _ . Up~—ug

Up—U4 Vva—ve '

Lahendi ftheseks mé&ramiseks olgu ({joonis
11-3, b)

uM=VE—VA-|—Llc.
Siis

Va=ve—ugtua.

Kui llesanne on eeltoodud ndidetega analoog-
selt jaotatud iksikoperatsioonideks, jargneb
té6programmi  koostamine. Iga eeltoodud
valem on ileskirjutatav operatsioonina ja
vormistatav alamprogrammina. Koordinaadid
u, ja v, esinevad alamprogrammides formaal-
sete parameetritena.

Joonisepind on vastavalt vajadusele wvaa-
deldav kas pohi-, esi-, kilg- v&i lisaekraa-
nina, Tegeliku iilesande lahendamisel vaadel-
dakse ekraane g1, &, ja &; eraldi, omistades
koordinaatidepaarile u,; v, wvastavalt xi, y.;
X2 2, VO y., z,. Uleminekuks tiihelt ekraa-
nilt teisele tuleb ette ndha tdiipoperatsioon
{P5), mis teisendab nditeks ekraani &, punkti
ekraani &, punktiks ja vastupidi:

As(Xa; Ya) 7 Az (Xa; Za=— ya);

Bz (xs; z3)— Bi(x3; yp=— 2p).
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Lahendi valjatriikkimise hélbustamiseks om
védlja todtatud rida tiitipoperatsioone {alam-
piogramme), nagu nditeks punkti kujutise
joonestamine antud koordinaatide jérgi (tdhis
PA) koos tédhistamisega tdhegeneraatori abil,
ringjoone (kaare) joonestamine antud kesk-
punkti ja raadiuse jérgi, koordinaatteljestika
joonestamine jms. Raalist edastatakse sobi-
valt toédeldud numbriline informatsioon rull-
plotterile (joonis wvormistatakse rullpaberile)
vGi tasaplotterile {joonis vormistatakse tasan-
dilisele lehele).

Kui esimese tdlgendusviisi puhul toimube
lahendamine analoogselt késitsité6ga ning
raal viib ldbi samu operatsioone, mis joones-
taja, siis teine tdlgendusviis on matemaatili-
sem, Ulesanne lahendatakse kolmemdatmeli-
ses ruumis analiiiitilise geomeetria vérrandite
abil. Nii néiteks tuleb sirgjoone DE ja tasandi.
ABC 18ikepunkti leidmiseks lahendada vor~
randisiisteem

v 2| XaI= 4l G lo—vart
I TR

x—%p) e—¥o) .

(y—¥p) (XE—XD)

(z=2p) (Xs—Xp) o -

(x—xp) (zs—zD)



lahend projekteeritakse ekraanidele &; (vdr-

rand z=0), e2{y=0) ja & (x=0); lahendi
kujutiste punktid on médratud vastavalt koor-
dinaadipaaridega X., ¥i; Xi, Z; ja ¥i, Z.. Nii-
sugune lahendusviis on sobiv positsiconiiiles-
annete ja meetriliste ilesannete pubul.
Eespool toodud materjali illustreerimiseks
esitame ithe kujutava geomeetria pdhikonst-
ruktsiooni — sirgjoone ja tasandi 16ikepunkti

REAL XA, YA, ZA, XB, YB, ZB, XC, YC, ZC,
XD, YD, ZD, XE, YE, ZE, XL, YL, ZL, XF,
YF, ZF, XG, YG, XG,

DIMENSION A1(2), Bi(2, Cl(2, DL1(2),
Ei (2), F1(2), Gl (2, L1(2), A2(2), B2(2),
Cc2(2), D2(2), E2(2), F2(2), G2(2), L2(2)

READ XA, YA, ZA, XB, YB, ZB, XC, YC,
ZC, XD, YD, ZD, XE, YE, ZE

CALL KO
CALL PA (A1)

CALL PA (Bl)
CALL PA (C1)

CALL S1 (A1, B)
CALL S1 {B1, C1)
CALL PA (D1)
CALL PA (E1)
CALL St (D1, E1)

CALL PA (A2)
CALL PA (B2)
CALL PA (C2)
CALL S1 (A2, B2)
CALL S1 (B2, C2)
CALL PA {D2)
CALL PA (E2)
CALL St (D2, E2)

CALL P1 (A1, B, D1, Et, F1)
CALL PA (F1)
CALL P5 (F1)

CALL PV {A2, B2, F1, F2)
CALL PA (F2)

CALL P1 (B1, C1, D1, E1, Gi)
CALL PA (G1)

CALL P5 (G1)

CALL PV (B2, C2, G1, G2)
CAIL PA (G2)

CALL S1 (F2, G2)
CALL P1 (D2, E2, F2, G2,12)

leidmise — tddprogrammid mdlema tdlgendus-
viisi jdrgi. Lahteandmeteks on tasand ABC
ja sirge DE; leitakse nende lGikepunkt L.
Programmide tekst on koostatud algoritmili-
ses keeles FORTRAN ja dra toodud lihisus-
tatud kujul,

Esimene programmidest on koostatud graa-
filise, teine aga matemaatilise tdlgendusviisi
jérgi

muutujate ja massiivide kirjeldamine

algandmete sisselugemine

koordinaatteljestiku joonestamine

punktide A’, B’, C’ joonestamine

sirgete A’B’; B'C’ joonestamine

punktide D’ ja E’ joonestamine

sirge D'E’ joonestamine

sama, eestvaatel

1Gikepunkti F'=A'B"XD'E’ leidmine
punkti F’ joonestamine
punkti F/ muutmine ekraanile kuuluvaks

punkti F” leidmine sirgel A”B” vertikaalse
sidejoone abil

punkti F” joonestamine

sama, punkti G jaoks

abisirge F”G” joonestamine

16ikepunkti L”=D"E”"XF'G" leidmine
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CAILL PA (L2)
CALL P5 (L2)

CAILL PV (D1,El, 12, L1)
CAILL PA (L1)

STOP

END

REAL XA, YA, ZA, XB, YB, ZB, XC, YC, ZC,
XD, YD, ZD, XE, YE, ZE, XF, YF, ZF, XG,
YG, ZG, XL, YL, ZL

DIMENSION Al (2), B1(2), C1(2), DI(2),
E1(2), F1{2}, G1(2}, L1(2), A2(2), B2(2),
C2(2), D2(2), E2(2), F2(2), G2(2), L2(2)

READ XA, YA, ZA, XB, YB, ZB, XC, YC, ZC,
XD, YD, ZD, XE, YE, ZE

CAILL KO
CALL PA (A1)
CALL PA (B1)
CALL PA (C1)
CALL S1 (A1, B1)
CALL St (B, C1)
CALL PA (D1)
CALL PA (E1)
CALL S1 (D1, E1)
CALL PA (A2)
CALL PA (B2)
CALL PA (C2)
CALL S1 (A2, B2)
CALL St (B2, C2)
CALL PA (D2)
CALL PA (E2)
CALL St (D2, E2)

EXTF

CALL SYST (F, A1, Bl, C1, D1, E1, 11, A2,
B2, C2, D2, E2, 12)

CALL PA (L1) 1

CAILL PA (L2)
STOP
END

SUBROUTINE F

punkti L” joonestamine

punkti L” muutmine ekraanile &; kuuluvaks
punkti L'cD’E’ leidmine sidejoone abil
punkii L’ joonestamine

kommentaand vt, eelmine programm

parameeter-protseduuri kirjeldamine
(vorrandisiisteem)

vdrrandististeemi lahendav alam{tutup)-
Pprogramm

10ikepunkti L=DEXABC projektsioonide
joonestamine

vorrandisiisteemi kirjeldav alamprogramm
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