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1. Determinandid

1.1. Determinandi m~oiste

Idee selgitus

Algul de�neerime esimest järku determinandi, siis esimest järku determinandi abil teist
järku determinandi, seejärel teist järku determinandi abil kolmandat järku deteremi-
nandi jne, n-järku determinandi de�neerime (n − 1)-järku determinandi kaudu. Sellist
de�neerimisviisi nimetatakse induktiivseks ja vastavat objekti induktiivseks konstrukt-
siooniks.

Eelnevalt on soovitatav p~ogusalt tutvuda (ruut)maatriksi m~oistega (vt 2.1).

Esimest järku determinant

Arvu a determinandi |a| ehk esimest järku determinandi de�neerime valemiga |a| .=
det a

.= a.

Näide 1.1. | − 5| = −5, |π| = π jne.

Teist järku determinant

Olgu a11, a12, a21, a22 arvud. Teist järku determinandi de�neerime arendusvalemiga∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .= det
(

a11 a12

a21 a22

)
.= a11|a22| − a12|a21| = a11a22 − a12a21
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Näide 1.2. Arvutame teist järku determinandi∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2 · 3 = −2

Kolmandat järku determinant

Olgu aij arvud ning indeksid i, j = 1, 2, 3. Kolmandat järku determinandi de�neerime
arendusvalemiga∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .= det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


.= a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
Näide 1.3. Arvutame kolmandat järku determinandi∣∣∣∣∣∣

1 −1 3
1 0 −1
2 1 6

∣∣∣∣∣∣ = 1
∣∣∣∣0 −1
1 6

∣∣∣∣+ 1
∣∣∣∣1 −1
2 6

∣∣∣∣+ 3
∣∣∣∣1 0
2 1

∣∣∣∣
= 1(0 · 6 + 1 · 1) + 1(1 · 6 + 1 · 2) + 3(1 · 1− 0 · 2)
= 12

Tähistusi

Samamoodi edasi toimides saame de�neerida k~orgemat järku determinandid. Olgu aij

arvud ning indeksid i, j = 1, 2, . . . , n. Tähistame n-järku ruutmaatriksi A determinandi
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det A ehk (lühidalt öeldes) n-järku determinandi järgmiselt:

det A
.= det


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 .=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Determinandi det A ridade ja veergude all m~oeldakse maatriksi A ridu ja veerge.

Miinor ja alamdeterminant

Maatriksi A = (aij) elemendi aij miinoriks Mij nimetatakse determinanti, mille saa-
me maatriksi A determinandist i-nda rea ja j-inda veeru eemaldamisel. Elemendi aij

alamdeterminandiks ehk algebraliseks täiendiks nimetatakse arvu Aij
.= (−1)i+jMij .

Suurust (−1)i+j nimetame elemendi aij ja alamdeterminandi Aij märgiteguriks.

Determinandi (induktiivne) de�nitsioon

De�neerime n-järku determinandi (n− 1)-järku determinantide kaudu arendusvalemiga

det A
.=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.= a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n
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Seega on det funktsioon, mis seab igale ruutmaatriksile A arendusvalemi abil vastavusse

kindla arvu, A
det7−→ det A. Teisiti öeldes on funktsiooni det argumendiks ruutmaatriks

ja väärtuseks arv.

Näide 1.4. Vastavalt determinandi de�nitsioonile∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 −5 0
3 2 0 −5
1 0 −2 3
0 1 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4

∣∣∣∣∣∣
2 0 −5
0 −2 3
1 −3 4

∣∣∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣∣∣
3 0 −5
1 −2 3
0 −3 4

∣∣∣∣∣∣
− 5

∣∣∣∣∣∣
3 2 −5
1 0 3
0 1 4

∣∣∣∣∣∣− 0

∣∣∣∣∣∣
3 2 0
1 0 −2
0 1 −3

∣∣∣∣∣∣
Siin esinevad kolmandat järku determinandid on omakorda v~oimalik arvutada arendus-
valemi abil. Determinandi väärtuse arvutamise jätame lugejale iseseisvaks ülesandeks.

1.2. Arendusteoreemid ja arendusvalemid

Kroneckeri sümbol

Kroneckeri 1 sümboli δij de�neerime valemiga

δij
.=

{
1, kui i = j

0, kui i 6= j

1Leopold Kronecker (1823�1891), saksa matemaatik.

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 14 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 14 eugen.paal@ttu.ee

Arendusteoreemid

Teoreem 1.5. Olgu A ruutmaatriks ning Aij elemendi aij alamdeterminant. Siis

δij det A =

{
ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn

a1iA1j + a2iA2j + · · ·+ aniAnj

Arendusvalemid

V~otame arendusteoreemides j = i. Saame nn arendusvalemid

det A =

{
ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin

a1iA1i + a2iA2i + · · ·+ aniAni

Esimene valem on determinandi arendus i-nda rea järgi ning teine valem on determinan-
di arendus i-nda veeru järgi. Esimesest arendusvalemist saame i = 1 korral determinandi
de�nitsiooni.

Arendusvalemeid v~oib kasutada ka determinandi arvutamiseks. Otstarbekas on ka-
sutada arendusi eeskätt nende ridade ja veergude järgi, mis sisaldavad nulle.

Näide 1.6. Arendame kolmandat järku determinandi teise rea ja kolmanda veeru järgi∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = −a21

∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+ a22

∣∣∣∣a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣− a23

∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣
= +a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣− a23

∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣+ a33

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
V~orduste kehtivuse kontrollimise jätame lugejale.
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1.3. Determinantide omadusi ja arvutamine

Arendusvalemid on determinantide arvutamiseks üldiselt liiga töömahukad. Mugavam
on arvutada determinante alljärgnevate omaduste abil. Enne aga de�neerime kolmnurkse
determinandi.

Kolmnurkne determinant

Ütleme, et determinant on kolmnurksel kujul ehk kolmnurkne, kui tema peadiagonaalist
allpool (ülalpool) asetsevad elemendid on nullid.

Determinantide omadusi

Teoreem 1.7. Determinantidel on järgmised omadused.

1. Kolmnurkne determinant v~ordub peadiagonaali elementide korrutisega.
2. Kui determinandis on kaks ühesugust rida (veergu), siis on determinant null.
3. Determinant ei muutu, kui tema read kirjutada ümber veergudena (loomulikus jär-

jestuses).
4. Vahetame determinandis kaks rida (veergu). Tulemus v~ordub esialgse determinandi

vastandarvuga.
5. Korrutame determinandi mingit rida (veergu) arvuga. Tulemus v~ordub esialgse

determinandi ja arvu korrutisega. Teisiti öeldes v~oib determinandi rea v~oi veeru
ühise teguri tuua determinandi märkide ette.

6. Determinant ei muutu, kui reale (veerule) liita arvkordne teine rida (veerg).
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7. Olgu determinandi mingi rea (veeru) iga element kahe liidetava summa. Siis aval-
dub determinant kahe determinandi summana. Esimeses determinandis on vaa-
deldavas reas (veerus) esimesed liidetavad ja teise determinandi vaadeldavas reas
(veerus) teised liidetavad. Ülejäänud read (veerud) on endised.

Determinantide arvutamine

Kasutades ülaltoodud determinantide omadusi, teisendame determinandi kolmnurkseks
ning seejärel kasutame omadust 1 teoreemist 1.7.

Näide 1.8. Arvutame determinandi omaduste abil∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 −5 0
3 2 0 −5
1 0 −2 3
0 1 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
↔R3

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2 3
3 2 0 −5
4 3 −5 0
0 1 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3R1

−4R1

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2 3
0 2 6 −14
0 3 3 −12
0 1 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2 · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2 3
0 1 3 −7
0 1 1 −4
0 1 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣−R2

−R3

= −6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2 3
0 1 3 −7
0 0 −2 3
0 0 −4 8

∣∣∣∣∣∣∣∣−2R3

= −6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2 3
0 1 3 −7
0 0 −2 3
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −6 · 1 · 1 · (−2) · 2 = 24
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1.4. Ülesanded

Arvutada determinandid.

Teist järku determinandid

1.4.1

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ 1.4.2 ∣∣∣∣2 3
5 7

∣∣∣∣ 1.4.3

∣∣∣∣n + 1 n
n n− 1

∣∣∣∣
1.4.4

∣∣∣∣a + b a− b
a− b a + b

∣∣∣∣ 1.4.5 ∣∣∣∣cos α − sinα
sinα cos α

∣∣∣∣ 1.4.6

∣∣∣∣sinα cos α
sinβ cos β

∣∣∣∣
1.4.7

∣∣∣∣cos α sinα
sinβ cos β

∣∣∣∣ 1.4.8 ∣∣∣∣sinα + sinβ cos β + cos α
cos β − cos α sinα− sinβ

∣∣∣∣
1.4.9

∣∣∣∣∣1−t2

1+t2
2t

1+t2
−2t
1+t2

1−t2

1+t2

∣∣∣∣∣ 1.4.10

∣∣∣∣∣1+t2

1−t2
2t

1−t2
2t

1−t2
1+t2

1−t2

∣∣∣∣∣
1.4.11 Kontrollida determinantide omadusi teist järku determinantide korral.

Kolmandat järku determinandid

1.4.12

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
5 3 2
1 4 3

∣∣∣∣∣∣ 1.4.13

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
2 5 3
3 4 2

∣∣∣∣∣∣ 1.4.14

∣∣∣∣∣∣
4 −3 5
3 −2 8
1 −7 −5

∣∣∣∣∣∣
1.4.15

∣∣∣∣∣∣
3 2 −4
4 1 −2
5 2 −3

∣∣∣∣∣∣ 1.4.16
∣∣∣∣∣∣
3 4 −5
8 7 −2
2 −1 8

∣∣∣∣∣∣ 1.4.17

∣∣∣∣∣∣
4 2 −1
5 3 −2
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 18 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 18 eugen.paal@ttu.ee

1.4.18

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣ 1.4.19

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ 1.4.20
∣∣∣∣∣∣
5 6 3
0 1 0
7 4 5

∣∣∣∣∣∣
1.4.21

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
7 1 6
6 0 5

∣∣∣∣∣∣ 1.4.22

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ 1.4.23

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣
1.4.24

∣∣∣∣∣∣
a x x
x b x
x x c

∣∣∣∣∣∣ 1.4.25

∣∣∣∣∣∣
a + x x x

x b + x x
x x c + x

∣∣∣∣∣∣
1.4.26

∣∣∣∣∣∣
sinα cos α 1
sinβ cos β 1
sin γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣
1.4.27 Kontrollida determinantide omadusi kolmandat järku determinantide korral.

K~orgemat järku determinandid

1.4.28

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.4.29

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1.4.30

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.4.31

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 9 3 6
−5 8 2 7
4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.4.32

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 6 3 7
3 5 7 2
5 4 3 5
5 6 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1.4.33

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 3 2 6
9 −9 4 9
7 −2 7 3
5 −3 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
1.4.34

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 5 6 4
5 9 7 8 6
6 12 13 9 7
4 6 6 5 4
2 5 4 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1.4.35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
2 3 7 10 13
3 5 11 16 21
2 −7 7 7 2
1 4 5 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1.4.36

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 6 9 4 −4
1 0 −2 6 6
7 8 9 −1 −6
1 −1 −2 4 5
−7 0 −9 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1.4.37

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
24 11 13 17 19
51 13 32 40 46
61 11 14 50 56
62 20 7 13 52
80 24 45 57 70

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1.4.38

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 4 −1 0 −1 8
2 3 7 5 2 3
3 2 5 7 3 2
1 2 2 1 1 2
1 7 6 6 5 7
2 1 1 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.4.39

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−5 −7 −2 2 −2 16
0 0 4 0 −5 0
2 0 −2 0 2 0
6 4 6 −1 15 −5
5 −4 10 1 14 6
3 0 −2 0 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1.4.40 Arvutada Vandermonde'i determinant

Vn(x1, . . . , xn) .=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

...
...

. . .
...

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2. Maatriksarvutus

2.1. Maatriksi m~oiste ja elementaartehted

Maatriksi m~oiste

Maatriksiks nimetame (arvuliste elementidega) tabelit, mille elemendid on paigutatud
ridadeks ja veergudeks.

Olgu aij arvud ning i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n. Need arvud paigutame maatriksisse
A järgmiselt:

A
.=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

ak1 ak2 . . . akn

 .= (aij)

Elemendis aij näitab esimene indeks i rida (reaindeks), teine indeks j osutab veergu
(veeruindeks), kus element aij asetseb. Arvupaari k×n

.= (k, n) nimetatakse maatriksi
A järguks. Selguse huvides v~oib maatriksi järku näidata ka tähistuses nt (aij)k×n.

Kui k = n, siis öeldakse, et A on ruutmaatriks. Ruutmaatriksi järguks nimetame
lihtsalt selle maatriksi ridade (ehk veergude) arvu. Elementide järjendit a11, a22, . . . ni-
metatakse (ruut)maatriksi A peadiagonaaliks.

K~oigi k×n-järku reaalarvuliste elementidega maatriksite hulka tähistame edaspidi
Matk×n

.= Matk×n(R).
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Aritmeetilised vektorid

Üherealisi ja üheveerulisi maatrikseid nimetatakse ka (aritmeetilisteks) vektoriteks. Arit-
meetilise vektori elemente nimetatakse tavaliselt vektori koordinaatideks ehk komponen-
tideks. Aritmeetiliste vektorite hulkadeks on seega Mat1×n ja Matk× 1.

Maatriksi ridadest moodustatud üherealisi maatrikseid nimetatakse maatriksi rea-
vektoriteks. Maatriksi veergudest moodustatud üheveerulisi maatrikseid nimetatakse
maatriksi veeruvektoriteks.

Maatriksite v~ordsus

Öeldakse, et maatriksid A = (aij) ja B = (bij) on v~ordsed ja kirjutatakse A = B, kui

1) neil on ühesugused järgud,
2) nende vastavad elemendid on v~ordsed, s.t aij = bij .

Maatriksite liitmine

Olgu A = (aij) ja B = (bij) ühesuguste järkudega maatriksid. Maatriksite A ja B
summaks A + B nimetatakse maatriksit elementidega

(A + B)ij
.= aij + bij

Teiste s~onadega, maatriksite liitmisel liidame vastavad elemendid.
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Näide 2.1 (summa arvutamine). Arvutame maatriksite summa(
1 2 3
4 5 6

)
+
(

3 −2 1
−6 4 −5

)
=
(

1 + 3 2− 2 3 + 1
4− 6 5 + 4 6− 5

)
=
(

4 0 4
−2 9 1

)
Maatriksi korrutamine arvuga

Maatriksi A = (aij) ja arvu α korrutiseks αA nimetatakse maatriksit elementidega
(αA)ij

.= αaij . Korrutis Aα de�neeritakse valemiga (Aα)ij
.= aijα. Ilmselt Aα = αA,

sest (arvude korral) aijα = αaij .
Teiste s~onadega, maatriksi korrutamisel arvuga korrutame antud arvuga maatriksi

k~oik elemendid.

Näide 2.2 (korrutise arvutamine). Arvutame maatriksi ja arvu korrutise

3
(

3 −2 1
−6 4 −5

)
=
(

3 · 3 −3 · 2 3 · 1
−3 · 6 3 · 4 −3 · 5

)
=
(

9 6 3
−18 12 −15

)
=
(

3 −2 1
−6 4 −5

)
3
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Nullmaatriks

Maatriksit, mille k~oik elemendid on nullid, nimetatakse nullmaatriksiks ehk nulliks ja
tähistatakse

0 .=


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0

 .= (0ij)

Paneme tähele, et nullmaatriksi tähistamiseks kasutame arvu 0. Lugeja peab konteks-
tist m~oistma, millal on tegemist arvuga 0 ja millal nullmaatriksiga. Seda mugavat ka-
hem~ottelist tähistust on tülikas vältida. Selguse huvides v~oib nullmaatriksi järku näidata
ka tähistuses, nt 0k×n on k×n-järku nullmaatriks. Nullmaatriksi järku tavaliselt ei eks-
poneerita, see selgub kontekstist. Näiteks nullmaatriksi liitmisel mingi teise maatriksiga
peavad summa eksisteerimiseks järgud olema ühesugused.

Lause 2.3 (nullmaatriksi neutraalsus). A + 0 = A = 0 + A

T~oestus. T~oepoolest

(A + 0)ij = aij + 0ij = aij + 0
= aij

= 0 + aij = 0ij + aij

= (0 + A)ij
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Vastandmaatriks

Maatriksi A vastandmaatriksiks nimetatakse maatriksit −A
.= (−1)A. Teiste s~onadega,

vastandmaatriksi elemendid on maatriksi elementide vastandarvud, s.t (−A)ij
.= −aij .

Lause 2.4. A + (−A) = 0 = −A + A

T~oestus. T~oepoolest

[A + (−A)]ij = aij + (−A)ij = aij − aij

= 0 = 0ij

= −aij + aij = (−A)ij + aij

= [−A + A]ij

2.2. Maatrikstehete omadusi

Elementaarsed omadused

Maatrikstehete lihtsamaid omadusi kirjeldame järgmiselt.

Teoreem 2.5 (maatrikstehete omadused). Olgu A,B, C ühesuguste järkudega maatrik-
sid ning α, β arvud. Siis

1) A + B = B + A (liitmise kommutatiivsus),
2) (A + B) + C = A + (B + C) (liitmise assotsiatiivsus),
3) A + 0 = A = 0 + A (nullmaatriksi olemasolu),
4) A + (−A) = 0 = −A + A (vastandmaatriksi olemasolu),
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5) α(A + B) = αA + αB (distributiivsus),
6) (α + β)A = αA + βA (distributiivsus),
7) α(βA) = (αβ)A (arvuga korrutamise assotsiatiivsus),
8) 1A = A (unitaalsus).

T~oestus. Me juba t~oestasime omaduse 3) lausega 2.3 ja omaduse 4) lausega 2.4. T~oestame
veel omaduse 5). Arvutame

[α(A + B)]ij = α(A + B)ij = α(aij + bij) = αaij + αbij

= (αA)ij + (αB)ij = (αA + αB)ij

Ülejäänud omadused t~oestatakse samamoodi.

Maatriksite vahe

Maatriksite A ja B vahe A−B de�neeritakse valemiga

A−B
.= A + (−B)

Maatrikstehete omadusi illustreerib hästi järgmise teoreemi t~oestus.

Teoreem 2.6. V~orrandi A + X = B ainus lahend on X = B −A.

T~oestus. Näitame k~oigepealt, et B −A on v~orrandi lahend

A + (B −A) = A + B + (−A) = A + B + (−1)A
= 1A + (−1)A + B = [1 + (−1)]A + B

= 0A + B = 0 + B = B
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Olgu Y veel mingi lahend, s.t A + Y = B. Siis

Y = 0 + Y = (−A + A) + Y = −A + (A + Y )
= −A + B = B + (−A) = B −A

mis ütlebki, et lahend B −A on ainus.

Järeldus 2.7. V~orrandi A + X = A ainus lahend on nullmaatriks.

Seda omadust kasutatakse sageli nullmaatriksi de�neerimiseks. Nullmaatriks de�-
neeritakse siis kui v~orrandi A + X = A (ainus) lahend.

Järeldus 2.8. V~orrandi A + X = 0 ainus lahend on maatriksi A vastandmaatriks −A.

Seda omadust kasutatakse sageli vastandmaatriksi de�neerimiseks. Maatriksi A vas-
tandmaatriks −A de�neeritakse siis kui v~orrandi A + X = 0 (ainus) lahend.

2.3. Maatriksite korrutamine

Aritmeetiliste vektorite skalaarkorrutis

Aritmeetiliste vektorite

u
.= (u1, . . . , un) ∈ Rn ja v

.= (v1, . . . , vn) ∈ Rn

skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu

(u|v) .= u1v1 + u2v2 + . . . + unvn =
n∑

s=1

usvs
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Näide 2.9. Olgu u = (2,−3, 4,−5) ja v = (4, 5, 2,−3). Siis

(u|v) = 2 · 4− 3 · 5 + 4 · 2 + 5 · 3 = 16

Maatriksite korrutamine

Olgu A ∈ Matk×n ja B ∈ Matn× l. Maatriksite A ja B korrutiseks nimetatakse maat-
riksit AB ∈ Matk× l, mille i-ndas reas ja j-indas veerus asetseb maatriksi A i-nda
reavektori ja maatriksi B j-inda veeruvektori skalaarkorrutis

(AB)ij
.= ai1b1j + ai2b2j + . . . + ainbnj =

n∑
s=1

aisbsj

Tähelepanek

1. Korrutise AB eksisteerimiseks peab maatriksi A veergude arv v~orduma maatrik-
si B ridade arvuga. Seda korrutise eksisteerimise eeldust v~oib nimetada tegurite
järkude koos~ola tingimuseks.

2. Korrutises AB on sama palju ridu kui maatriksis A ja sama palju veerge kui
maatriksis B.

Näide 2.10 (erinevat järku maatriksite korrutis). Vaatleme maatriksite korrutisi
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(
3 −1 2
0 1 4

) 2 1
0 2

−1 0

 =
(

3·2−1·0−2·1 3·1−1·2+2·0
0·2+1·0−4·1 0·1+1·2+4·0

)
=
(

4 1
−4 2

)
 2 1

0 2
−1 0

(3 −1 2
0 1 4

)
=
(

2·3+1·0 −2·1+1·1 2·2+1·4
0·3+2·0 0·1+2·1 0·2+2·4
−1·3+0·0 1·1+0·1 −1·2+0·4

)

=

 6 −1 8
0 2 8

−3 1 −2


Näide 2.11 (rea- ja veeruvektorite korrutised). Vaatleme rea- ja veeruvektorite korrutisi

(
1, 2, 3

)4
5
6

 =
(
1 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6

)
=
(
32
)

4
5
6

(1, 2, 3
)

=

4 · 1 4 · 2 4 · 3
5 · 1 5 · 2 5 · 3
6 · 1 6 · 2 6 · 3

4 8 12
5 10 15
6 12 18


Näide 2.12 (ruutmaatriksite korrutised). Vaatleme ruutmaatriksite korrutisi
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(
1 2
3 4

)(
5 6
7 8

)
=
(

1 · 5 + 2 · 7 1 · 6 + 2 · 8
3 · 5 + 4 · 7 3 · 6 + 4 · 8

)
=
(

19 22
43 46

)
(

5 6
7 8

)(
1 2
3 4

)
=
(

5 · 1 + 6 · 3 5 · 2 + 6 · 4
7 · 1 + 8 · 3 7 · 2 + 8 · 4

)
=
(

23 34
31 46

)
Maatrikskorrutise mittekommutatiivsus

Öeldakse, et maatriksid A ja B kommuteeruvad, kui AB = BA. Eelmised näited ütlevad,
et maatrikskorrutamine on üldiselt mittekommutatiivne tehe, s.t AB 6= BA. Korruta-
mine on üldiselt mittekommutatiivne ka siis, kui tegurid on ruutmaatriksid.

Avaldist [A,B] .= AB − BA (kui leidub) nimetatakse maatriksite A ja B kommu-
taatoriks ehk Lie korrutiseks. Kommutaator on määratud vaid ühesuguste järkudega
ruutmaatriksite korral. Kommutaatori omadusi vaatleme allpool (teoreem 2.18).

Näide 2.13. Arvutame(
6 9

−4 −6

)2
.=
(

6 9
−4 −6

)(
6 9

−4 −6

)
=
(

6 · 6− 9 · 4 6 · 9− 9 · 6
−4 · 6 + 6 · 4 −4 · 9 + 6 · 6

)
=
(

0 0
0 0

)
Tulemus ütleb, et leidub A 6= 0 nii, et korrutis AA = 0. Osutub, et korrutis AB v~oib
olla null (AB = 0) ka siis, kui m~olemad tegurid on nullist erinevad ja A 6= B. Seda
omadust nimetatakse nullitegurite olemasoluks.
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Näide 2.14 (nullitegurid). Vaatleme maatriksite korrutist(
0 1
0 0

)
︸ ︷︷ ︸
nullitegur

(
1 0
0 0

)
︸ ︷︷ ︸
nullitegur

=
(

0 · 1 + 1 · 0 0 · 0 + 1 · 0
0 · 1 + 0 · 0 0 · 0 + 0 · 0

)
=
(

0 0
0 0

)
= 02× 2

Korrutades aga teises järjekorras, saame(
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=
(

1 · 0 + 0 · 0 1 · 1 + 0 · 0
0 · 0 + 0 · 0 0 · 1 + 0 · 0

)
=
(

0 1
0 0

)
6= 02× 2

Ühtlasi veendusime veelkord maatrikskorrutise mittekommutatiivsuses.

Ühikmaatriks

Ruutmaatriksit, mille peadiagonaalil on ühed ning mujal nullid, nimetatakse ühikmaat-
riksiks ehk ühikuks ehk üheks ning tähistatakse

I
.=


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 .= (Iij)
.= (δij)

Siin on δij Kroneckeri sümbol. Ühikmaatriksi tähistamiseks kasutatakse sageli ka arvu
1. Sellisel juhul peab kontekstist m~oistma, millal on tegemist arvuga 1 ja millal ühik-
maatriksiga.
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Ühikmaatriksi korrutamisel mingi teise maatriksiga peavad tegurite järgud olema
koosk~olas. Selguse huvides v~oib ühikmaatriksi järku näidata ka tähistuses, nt In on
n-järku ühikmaatriks. Ühikmaatriksi (nagu ka nullmaatriksi) järku tavaliselt ei ekspo-
neerita, see selgub kontekstist.

Näide 2.15 (madalat järku ühikmaatriksid). Esimesed ühikmaatriksid on

I1
.= (1), I2

.=
(

1 0
0 1

)
, I3

.=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 jne

Maatrikskorrutise omadusi

V~otame kokku maatrikskorrutise lihtsamad omadused.

Teoreem 2.16 (maatrikskorrutise omadused). Olgu maatriksid A,B, C sellised, et all-
pool esinevad tehted on määratud ning olgu α arv. Siis

1) (AB)C = A(BC) (korrutamise assotsiatiivsus),
2) (A±B)C = AC ±BC (korrutamise distributiivsus),
3) A(B ± C) = AB ±AC (korrutamise distributiivsus),
4) (αA)B = α(AB) = A(αB)

(arvuga korrutamise assotsiatiivsus),
5) IA = A = AI (unitaalsus),
6) det AB = detA · det B.

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 33 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 33 eugen.paal@ttu.ee

T~oestus. T~oestame näiteks omaduse 2)

[(A + B)C]ij = (A + B)i1c1j + . . . + (A + B)incnj

= (ai1 + bi1)c1j + . . . + (ain + bin)cnj

= ai1c1j + . . . + aincnj︸ ︷︷ ︸
(AC)ij

+ bi1c1j + . . . + bincnj︸ ︷︷ ︸
(BC)ij

= (AC)ij + (BC)ij = (AC + BC)ij

mis t~oestabki n~outava v~orduse. Ülejäänud omadustest 1) − 5) t~oestatakse samamoodi.
Omadus 6) t~oestatakse determinantide teoorias.

Ruutude vahe valem

Lause 2.17. Olgu A ja B ühesuguse järguga ruutmaatriksid. Siis

(A + B)(A−B) = A2 −B2 − [A,B]

T~oestus. T~oepoolest

(A + B)(A−B) = A(A−B) + B(A−B)
= AA−AB + BA−BB

= A2 −B2 − [A,B]

Viimasest lausest järeldub

(A + B)(A−B) = A2 −B2 ⇐⇒ [A,B] = 0

mis ütleb, et ruutude vahe valemit v~oib kasutada siis ja ainult siis, kui maatriksid A ja
B kommuteeruvad.
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Lie-Poissoni algebra (kommutaatori omadused)

Teoreem 2.18 (kommutaatori omadused). Olgu A,B ja C ühesuguse järguga ruut-
maatriksid ning olgu α arv. Siis

1) [A,B] = −[B,A] (antisümmeetria),
2) [A±B,C] = [A,C]± [B,C] (aditiivsus),
3) [αA, B] = [A,αB] = α[A,B] (homogeensus),
4) [A,BC] = [A,B]C + B[A,C] (Leibnizi valem),
5) [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0 (Jacobi identsus).

Omadused 1) − 5) on nn Lie-Poissoni algebra de�nitsioonseosed. Neid algebraid
kasutatakse laialdaselt mehhaanikas.

2.4. Transponeerimine

Transponeerimine

MaatriksiA ∈ Matk×n transponeeritud maatriksiks nimetatakse maatriksitAT ∈ Matn× k,
mille veergudeks on maatriksi A read.

Näide 2.19. Transponeerime maatriksi

A=
(

1 2 3
4 5 6

)
∈ Mat2× 3 ⇒ AT =

1 4
2 5
3 6

 ∈ Mat3× 2

⇒ (AT )T =
(

1 2 3
4 5 6

)
= A ∈ Mat2× 3
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Näide 2.20. Transponeerime reavektori

a = (1, 2, 3, 4) ∈ Mat1× 4 ⇒ aT =


1
2
3
4

 ∈ Mat4× 1

⇒ (aT )T = (1, 2, 3, 4) = a ∈ Mat1× 4

Sümmeetria ja antisümmeetria

Maatriksit A nimetatakse sümmeetriliseks, kui AT = A, ning antisümmeetriliseks, kui
AT = −A.

Tähelepanek

Nii sümmeetrilised kui ka antisümmeetrilised maatriksid on ruutmaatriksid. Antisüm-
meetrilise maatriksi peadiagonaalil asetsevad nullid.

Näide 2.21. Selles näites on A sümmeetriline ja B antisümmeetriline maatriks

A =

 3 1 −1
1 3 2

−1 2 1

 =⇒ AT =

 3 1 −1
1 3 2

−1 2 1

 = A

B =

 0 −1 2
1 0 −4

−2 4 0

 =⇒ BT =

 0 1 −2
−1 0 4

2 −4 0

 = −B
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Teoreem 2.22 (transponeerimise omadused). transponeerimise omadusi
Maatriksid A ja B olgu sellised, et allpool esinevad tehted on määratud ning olgu α

arv. Siis

1) (AT )T = A

2) (αA)T = αAT

3) (A±B)T = AT ±BT

4) (AB)T = BT AT

5) det AT = detA

Paneme tähele tegurite järjekorra muutumist omaduses 4).

Lause 2.23. Iga ruutmaatriksi A korral on maatriks A+AT sümmeetriline ja maatriks
A−AT antisümmeetriline.

T~oestus. T~oepoolest

(A + AT )T = AT + (AT )T = AT + A

(A−AT )T = AT − (AT )T = AT −A = −(A−AT )

Teoreem 2.24. Iga ruutmaatriks on üheselt esitatav sümmeetrilise ja antisümmeetrilise
maatriksi summana.

T~oestus. V~ordus

A =
1
2
(A + AT )︸ ︷︷ ︸

sümmeetriline

+
1
2
(A−AT )︸ ︷︷ ︸

antisümmeetriline
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koos lausega 2.23 ütleb, et selline esitus (avaldis) leidub. Ühesuse näitamiseks oletame,
et A = B + C, kus B on sümmeetriline ja C antisümmeetriline maatriks. Siis ilmselt
AT = BT + CT = B − C. V~orranditest{

A = B + C

AT = B − C

järeldub, et B = 1
2(A + AT ) ja C = 1

2(A−AT ).

2.5. Pöördmaatriks

Pöördmaatriks

Ruutmaatriksi A pöördmaatriksiks nimetatakse sellist maatriksit B, mis rahuldab tin-
gimust AB = I = BA.

Lause 2.25 (pöördmaatriksi ainsus). Kui maatriksil on olemas pöördmaatriks, siis on
ta määratud üheselt.

T~oestus. Olgu B ja C maatriksi A pöördmaatriksid, s.t

AB = I = BA ja AC = I = CA

Arvutame, kasutades maatrikskorrutise assotsiatiivsust

B = IB = (CA)B = C(AB) = CI = C
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Pööratavus

Maatriksit nimetatakse pööratavaks ehk regulaarseks, kui tal leidub pöördmaatriks. Pöö-
ratava maatriksi A (ainsat) pöördmaatriksit tähistatakse A−1 .= 1

A , s.t

AA−1 = I = A−1A

Mittepööratavat maatriksit nimetatakse singulaarseks.

Pöördmaatriksi omadusi

Pöördmaatriksi omadusi kirjeldame kokkuv~otvalt.

Teoreem 2.26 (pöördmaatriksi omadused). Olgu maatriksid A,B ning arv α sellised,
et allpool esinevad tehted on määratud. Siis

1) I−1 = I

2) (A−1)−1 = A

3) (AB)−1 = B−1A−1

4) (αA)−1 = α−1A−1

5) (AT )−1 = (A−1)T

6) det A · det A−1 = 1

T~oestus. T~oestame näiteks omaduse 3). Arvutame

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I
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mis ütleb, et B−1A−1 on maatriksi AB pöördmaatriks. Ülejäänud omadustest 1) − 5)
t~oestatakse samamoodi. Omadus 6) järeldub valemist det A · det B = detAB.

Paneme tähele tegurite järjekorra muutumist omaduses 3).

Pöördmaatriksi olemasolu ja arvutamine

De�nitsioon 2.27. Olgu Aij maatriksi A = (aij) elemendi aij alamdeterminant. Maat-
riksit adjA .= (Aij)T nimetatakse maatriksi A adjungeeritud maatriksiks.

Teoreem 2.28. A adjA = (adjA)A = |A|I.

T~oestus. Need valemid järelduvad determinantide arendusteoreemidest (vt teoreem 1.5).

Siit järeldub kergesti

Teoreem 2.29. Ruutmaatriks A on pööratav parajasti siis, kui det A 6= 0. Pöördmaat-
riksi olemasolu korral

A−1 .=
1
A

=
adjA
det A

=
1

det A


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n
...

...
. . .

...
An1 An2 . . . Ann


T

(∗)

T~oestus. =⇒: Olgu maatriks A pööratav. Siis seosest AA−1 = I järeldub

|AA−1| = |A||A−1| = |I| = 1 =⇒ |A| 6= 0
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Kuna det A 6= 0, siis eelnenud teoreemis 2.28 antud valemi v~oime kirjutada kujul

A
adjA
det A

=
adjA
det A

A = I (∗∗)

Et pöördmaatriks on määratud üheselt, siis on ta antud valemiga (∗).
⇐= Kui det A 6= 0, siis teoreemist 2.28 järeldub valem (∗∗), mis ütlebki, et ruut-

maatriks A on pööratav ning maatriks adjA/ det A on maatriksi A pöördmaatriks.

Näide 2.30. Arvutame maatriksi

A =

1 −2 2
2 1 1
1 0 1


pöördmaatriksi. K~oigepealt arvutame determinandi

det A =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 2
2 1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −2 2
0 1 −1
0 2 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −2 2
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

Nüüd leiame alamdeterminandid

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1

A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣2 1
1 1

∣∣∣∣ = −1

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣2 1
1 0

∣∣∣∣ = −1
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A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣−2 2
0 1

∣∣∣∣ = 2

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣1 2
1 1

∣∣∣∣ = −1

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣1 −2
1 0

∣∣∣∣ = −2

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣−2 2
1 1

∣∣∣∣ = −4

A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣1 2
2 1

∣∣∣∣ = 3

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣1 −2
2 1

∣∣∣∣ = 5

Siis saame

A−1 =
1

det A

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

T

=
1
1

 1 −1 −1
2 −1 −2

−4 3 5

T

=

 1 2 −4
−1 −1 3
−1 −2 5


Näide 2.31. Arvutame peast(

a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
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Maatriksite jagamisest

Maatriksite mittekommutatiivsuse t~ottu üldiselt

A−1B 6= BA−1, s.t
1
A

B 6= B
1
A

Siit järeldub, et tähistus (jagatis) B
A on kahem~otteline. Pööratava A korral on jagamis-

tehteid üldiselt kaks, parem- ja vasakpoolne

B/A
.= BA−1, A\B .= A−1B, det A 6= 0

Vaid kommuteeruvate maatriksite korral on jagatis üheselt de�neeritud ning tähistus B
A

korrektne.

2.6. Maatriksv~orrandid

Maatriksv~orrandites on oluline tundmatu maatriksi asetus korrutistes. Vaatleme vaid
lihtsamaid lineaarseid maatriksv~orrandeid.

Tundmatu maatriks X on korrutises paremal

Lause 2.32. Pööratava maatriksi A korral on v~orrandi AX = B ainus lahend X =
A−1B.

T~oestus. Näitame k~oigepealt, et A−1B on v~orrandi AX = B lahend. T~oepoolest

A(A−1B) = (AA−1)B = IB = B
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Olgu Y veel mingi lahend, s.t AY = B. Siis

Y = IY = (A−1A)Y = A−1(AY ) = A−1B

Siit järeldub, et A−1B on v~orrandi AX = B ainus lahend.

Seega peame maatriksi X avaldamiseks v~orrandist AX = B seda v~orrandit korru-
tama maatriksiga A−1 vasakult.

Järgnevad laused t~oestatakse samamoodi.

Tundmatu maatriks X on korrutises vasakul

Lause 2.33. Pööratava maatriksi A korral on v~orrandi XA = B ainus lahend X =
BA−1.

Seega peame maatriksi X avaldamiseks v~orrandist XA = B seda v~orrandit korru-
tama maatriksiga A−1 paremalt.

Tundmatu maatriks X on korrutises keskel

Lause 2.34. Kui A ja B on pööratavad, siis on v~orrandi AXB = C ainus lahend
X = A−1CB−1.

Seega peame maatriksi X avaldamiseks v~orrandist AXB = C seda v~orrandit korru-
tama maatriksiga A−1 vasakult ja maatriksiga B−1 paremalt.
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Näide 2.35. Lahendada maatriksv~orrand1 −2 2
2 1 1
1 0 1

X =

 3
0

−2


Lahendus. Tundmatu maatriks X on korrutises paremal. Kasutame lauset 2.32. Maat-

riksi
(

1 −2 2
2 1 1
1 0 1

)
pöördmaatriksi arvutasime eespool. Seega

X =

1 −2 2
2 1 1
1 0 1

−1 3
0

−2

 =

 1 2 −4
−1 −1 3
−1 −2 5

 3
0

−2


=

 1 · 3 + 2 · 0 + 4 · 2
−1 · 3− 1 · 0− 3 · 2
−1 · 3− 2 · 0− 5 · 2

 =

 11
− 9
−13


Lahendi kontrollimiseks arvutame1 −2 2

2 1 1
1 0 1

 11
− 9
−13

 =

1 · 11 + 2 · 9− 2 · 13
2 · 11− 1 · 9− 1 · 13
1 · 11− 0 · 9− 1 · 13

 =

 3
0

−2
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2.7. Ülesanded

Elementaartehted maatriksitega

2.7.1 Lahendada lineaarne maatriksv~orrandite süsteem ja kontrollida lahendit.

2X + Y =

(
0 1

−1 0

)

−4X + 2Y =

(
0 −2
2 0

)

2.7.2 Lahendada lineaarne maatriksv~orrandite süsteem ja kontrollida lahendit.

3X − 2Y =

(
2 1
−2 −1

)

−4X + Y =

(
−1 2
−4 4

)

2.7.3 Kontrollida maatrikstehete omadusi aritmeetriliste vektorite korral.

2.7.4 Kontrollida maatrikstehete omadusi teist järku ruutmaatriksite korral.
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Maatriksite korrutamine

2.7.5 Arvutada AB ja BA, kui

A =
(

1 0 2
0 1 2

)
ja B =

 1 −2
−1 3
−3 1


2.7.6 Arvutada AB ja BA, kui

A =

 1 1 −1
−2 3 −4
3 −2 3

 ja B =

−1 −2 −1
6 12 6
5 10 5


2.7.7 Veenduda, et (AB)C = A(BC), kui

A =
(

1 2
−2 3

)
, B =

(
2 1
2 3

)
ja C =

(
−3 1
2 0

)

2.7.8 Arvutada

(
1 −2
3 −4

)3

2.7.9 Arvutada

(
4 −1
5 −2

)5

2.7.10 Leida

(
1 1
0 1

)n

(n ∈ N)

2.7.11 Leida

(
λ 1
0 λ

)n

(n ∈ N)

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 47 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 47 eugen.paal@ttu.ee

2.7.12 Leida D(α)D(β), D−1(α) ja Dn(α) (n ∈ N), kui

D(α) .=
(

cos α − sinα
sinα cos α

)
, α ∈ R

Veenduda, et D(α) on ortogonaalmaatriks (vt alapunkt ??).

2.7.13 Ruutmaatriksi A jälg trA on tema peadiagonaali elementide summma. T~oestada,
et teist järku ruutmaatriks A rahuldab ruutv~orrandit

x2 − (trA)x + det A = 0

Maatrikskorrutise omadusi

2.7.14 Kontrollida maatrikskorrutise omadusi teist järku ruutmaatriksite korral.

2.7.15 Kontrollida transponeerimise omadusi teist järku ruutmaatriksite korral.

2.7.16 Kontrollida pöördmaatriksi omadusi teist järku ruutmaatriksite korral.

2.7.17 T~oestada Lie-Poissoni algebra de�nitsioonseosed.

Pöördmaatriks ja maatriksv~orrandid

2.7.18 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.(
1 2
3 4

)
X =

(
3 4
5 9

)
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2.7.19 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.

X

(
1 2
3 4

)
=
(

3 4
5 9

)
2.7.20 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.

X

(
3 −2
5 −4

)
=
(
−1 2
−5 6

)
2.7.21 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.(

3 −2
5 −4

)
X =

(
−1 2
−5 6

)

2.7.22 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

X =

 1 −3 0
10 2 7
10 7 8


2.7.23 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.

X

1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

 =

 1 −3 0
10 2 7
10 7 8
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2.7.24 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.(
3 −1
5 −2

)
X

(
5 6
7 8

)
=
(

14 16
9 10

)
2.7.25 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.(

5 6
7 8

)
X

(
3 −1
5 −2

)
=
(

14 16
9 10

)
2.7.26 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.2 −3 1

4 −5 2
5 −7 3

X

9 7 6
1 1 2
1 1 1

 =

 2 0 −2
18 12 9
23 15 11


2.7.27 Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.9 7 6

1 1 2
1 1 1

X

2 −3 1
4 −5 2
5 −7 3

 =

 2 0 −2
18 12 9
23 15 11


2.7.28 T~oestada pöördmaatriksi arvutusvalem teoreemis 2.29.
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3. Maatriksi astak

3.1. Maatriksi miinorid

Maatriksi miinorid on selle maatriksi ridade ja veergude eemaldamise teel moodustatud
determinandid.

Näide 3.1. Leiame maatriksi 2 7 1 3 6
3 5 2 2 4
9 4 7 1 2


miinoreid. Esimest järku miinorid moodustuvad maatriksi elementidest nt 2, 7, 1 jne.
Teist järku miinorid on näiteks∣∣∣∣2 7

3 5

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣5 2
4 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣7 6
4 2

∣∣∣∣ jne

Kolmandat järku miinorid on näiteks∣∣∣∣∣∣
2 7 1
3 5 2
9 4 7

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
2 1 6
3 2 4
9 7 2

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
7 3 6
5 2 4
4 1 2

∣∣∣∣∣∣ jne

Kolmest k~orgemat järku miinorid antud maatriksil puuduvad.
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3.2. Astaku m~oiste

Maatriksi astak on selle maatriksi nullist erinevate miinorite k~orgeim järk. Teisiti öeldes,
maatriksi astak on r, kui sellel maatriksil

1) leidub vähemalt üks nullist erinev r-järku miinor,
2) puuduvad nullist erinevad r-ist k~orgemat järku miinorid.

Kui maatriksitel A ja B on ühesugused järgud ning astakud, siis nimetame neid ekviva-
lentseteks ja kirjutame A ∼ B.

Maatriksi A astakut tähistame rank A v~oi r(A).

Ekvivalentsi omadusi

1) Re�eksiivsus. A ∼ A.
2) Sümmeetria. Kui A ∼ B, siis B ∼ A.
3) Transitiivsus. Kui A ∼ B ja B ∼ C, siis A ∼ C.

Kasutades neid ekvivalentsi omadusi, saab maatriksi astakut ökonoomselt leida maat-
riksi nn elementaarteisenduste abil.

3.3. Maatriksi elementaarteisendused

Maatriksi esimest liiki elementaarteisenduseks nimetatakse maatriksi mis tahes rea
(v~oi veeru) korrutamist nullist erineva arvuga.

Maatriksi teist liiki elementaarteisenduseks nimetatakse maatriksi mingile reale (vee-
rule) arvkordse sama maatriksi m~one teise rea (veeru) liitmist.
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Maatriksi elementaarteisenduseks nimetame ka maatriksi ridade (veergude) järjes-
tuse muutmist. See teisendus ei ole aga s~oltumatu, vaid on realiseeritav esimest ja teist
liiki elementaarteisenduste kompositsioonina. Näiteks(

a
b

)
−R1

=⇒
(

a
b− a

)
+R2 =⇒

(
b

b− a

)
−R1

=⇒
(

b
−a

)
·(−1)

=⇒
(

b
a

)
Näeme, et read vahetusid. Samamoodi toimime veergudega.

Teoreem 3.2. Maatriksi elementaarteisendused ei muuda selle maatriksi astakut ja
järku.

T~oestus. Selles saab veenduda determinantide omaduste abil.

3.4. Juhtelement ja treppmaatriks

Juhtelement

Maatriksi rea juhtelemendiks nimetatakse selle rea (vasakult) esimest nullist erinevat
elementi.

Treppmaatriks

Ütleme, et maatriks on trepikujuline ehk treppmaatriks, kui

1) read, mis koosnevad nullidest, on maatriksi p~ohjas (all),
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2) mis tahes rea juhtelement asetseb rangelt vasakul temale järgneva rea juhtelemen-
dist (kui leidub).

Treppmaatriksi astak

Teoreem 3.3. Treppmaatriksi astak v~ordub selle maatriksi juhtelementide arvuga.

T~oestus. Eemaldame need read ja veerud, mis ei sisalda juhtelemente. Saame kolm-
nurkse determinandi, mille peadiagonaalil asetsevad juhtelemendid. See determinant on
ilmselt nullist erinev.

3.5. Astaku leidmine

Kasutades elementaarteisendusi, teisendame maatriksi treppmaatriksiks, seejärel kasu-
tame teoreemi 3.3 treppmaatriksi astakust.

Näide 3.4. Leida maatriksi 2 7 1 3 6
3 5 2 2 4
9 4 7 1 2


astak.

Lahendus. Kasutades elementaarteisendusi, arvutame2 7 1 3 6
3 5 2 2 4
9 4 7 1 2

 −R1

−3R2

∼

2 7 1 3 6
1 − 2 1 −1 − 2
0 −11 1 −5 −10

↔ R2
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∼

1 − 2 1 −1 − 2
2 7 1 3 6
0 −11 1 −5 −10

−2R1

∼

1 − 2 1 −1 − 2
0 11 −1 5 10
0 −11 1 −5 −10


+R2

∼

 1 − 2 1 −1 2
0 11 −1 5 10
0 0 0 0 0


Tulemus ütleb, et antud maatriksi astak on 2. Viimase maatriksi juhtelemendid on
raamitud .

3.6. Ülesanded

Leida maatriksi astak.

3.6.1

2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

 3.6.2


1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1



3.6.3


25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

 3.6.4


3 −1 3 2 5
5 −3 2 3 4
1 −3 −5 0 −7
7 −5 1 4 1
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3.6.5


24 19 36 72 −38
49 40 73 147 −80
73 59 98 219 −118
47 36 71 141 −72



3.6.6


17 −28 45 11 39
24 −37 61 13 50
25 −7 32 −18 −11
31 12 19 −43 −55
42 13 29 −55 −68


Uurida maatriksi astaku s~oltuvust parameetrist λ.

3.6.7


3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

 3.6.8

1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1


3.6.9

4− λ 2 2
2 4− λ 2
2 2 4− λ

 3.6.10

2− λ 2 1
1 3− λ 1
1 2 2− λ


3.6.11

7− λ −12 6
10 −19− λ 10
12 −24 13− λ


3.6.12


−λ 1 2 3 1
1 −λ 3 2 1
2 3 −λ 1 1
3 2 1 −λ 1
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4. Lineaarv~orrandisüsteemid

4.1. LVS ja tema lahend

Tähistusi ja m~oisteid

Lineaarv~orrandisüsteemiks (LVS-iks) nimetatakse järgmist v~orrandisüsteemi:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = bk

Siin

• aij on LVS-i kordajad,
• bi on LVS-i vabaliikmed,
• xi on LVS-i tundmatud.

Tundmatute arv n ja v~orrandite arv k on s~oltumatud. LVS-i kordajate maatriksit A =
(aij) nimetatakse lihtsalt LVS-i maatriksiks. LVS-i maatriksi laiendamisel vabaliikmete
veeruga saadakse LVS-i laiendatud maatriks

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

...
ak1 ak2 . . . akn bk


LVS on ilmselt üheselt määratud oma laiendatud maatriksiga.
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Lahendi m~oiste

Arvude järjendit nimetatakse v~orrandisüsteemi lahendiks, kui

1) järjendi elementide arv v~ordub süsteemi tundmatute arvuga,
2) järjendi elementide asendamine (loomulikus järjestuses) süsteemi mis tahes v~orrandisse

tundmatute asemele muudab selle v~orrandi samasuseks.

Lahenduvusega seotud m~oisteid

V~orrandisüsteemi nimetatakse koosk~olaliseks, kui tal leidub vähemalt üks lahend. Öel-
dakse, et süsteem onmääratud, kui tal leidub parajasti üks lahend. Süsteemi nimetatakse
vasturääkivaks, kui tal puuduvad lahendid.

Näide 4.1. V~orrand 0x = 0 on koosk~olaline (l~opmata palju lahendeid). V~orrand 2x = 6
on määratud (parajasti üks lahend). V~orrand 0x = 1 on vasturääkiv (lahendid puudu-
vad).

4.2. LVS-i maatrikskuju

De�neerime maatriksid

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

ak1 ak2 . . . akn

 , x =


x1

x2
...

xn

 , b =


b1

b2
...
bk
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Siis on LVS 4.1 samaväärne maatriksv~orrandiga
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

ak1 ak2 . . . akn




x1

x2
...

xn

 =


b1

b2
...
bk


Samaväärsuses v~oib veenduda maatriksarvutuse reeglite abil. Korrutades maatriksid A
ja x, saame maatriksv~orduse

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn

 =


b1

b2
...
bk


mille vastavate elementide v~ordsustamine annabki süsteemi 4.1 v~orrandid.

Seega saab LVS-i kompaktselt esitada maatrikskujul maatriksv~orrandina Ax = b.
V~orrandi Ax = b lahendi all m~oistame sellist aritmeetilist (veeru)vektorit, mille asenda-
misel v~orrandisse saame samasuse.
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4.3. Homogeense LVS-i omadusi

Homogeenne LVS

LVS-i nimetatakse homogeenseks, kui vabaliikmed on nullid, s.t b1 = · · · = bk = 0. Seega
on homogeenne LVS on järgmine:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = 0

Homogeenne LVS on samaväärne maatriksv~orrandiga Ax = 0.

Koosk~olalisus

Lause 4.2. Homogeenne LVS on koosk~olaline.

T~oestus. T~oepoolest, homogeense LVS-i üheks lahendiks on nn triviaalne lahend x = 0
(nullvektor).

Triviaalne lahend ja mittetriviaalsed lahendid

Homogeense LVS-i Ax = 0 lahendit x = 0 nimetatakse triviaalseks lahendiks. Homo-
geense LVS-i ülejäänud lahendeid (kui leiduvad) nimetatakse mittetriviaalseteks.
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Lahendite omadusi

Teoreem 4.3. Olgu a ja b homogeense LVS-i Ax = 0 lahendid, s.t Aa = 0 = Ab. Siis
on a + b ja αa samuti lahendid.

T~oestus. T~oepoolest, kasutades maatrikstehete omadusi, saame

1) A(a + b) = Aa + Ab = 0 + 0 = 0
2) A(αa) = (Aα)a = (αA)a = α(Aa) = α0 = 0

Seega on homogeense LVS-i lahendihulk (kui aritmeetilise vektorruumi alamhulk)
kinnine liitmise ja arvuga korrutamise suhtes.

Kui tundamatute arv = v~orrandite arv (n = k)

Kui n = k ja det A 6= 0, siis leidub homogeensel LVS-il vaid triviaalne lahend. Kui
n = k, siis peab mittetriviaalse lahendi olemasoluks det A = 0.

T~oestus. T~oepoolest, kui n = k, siis on regulaarse A korral v~orrandil Ax = 0 parajasti
üks lahend, selleks on x = A−10 = 0.

4.4. Crameri valemid

Crameri peajuht

Öeldakse, et LVS-i korral on tegemist Crameri 2 peajuhuga, kui

2Gabriel Cramer (1704�1752), ²veitsi matemaatik.
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1) tundmatute arv v~ordub v~orrandite arvuga,
2) süsteemi maatriksi determinant erineb nullist.

Tähistusi

Crameri peajuhul on LVS järgmise kujuga:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

kusjuures det A 6= 0. Maatriksil A leidub siis teatavasti pöördmaatriks A−1.
Olgu Ai maatriks, mis on saadud maatriksist A i-nda veeru asendamisel LVS-i va-

baliikmete veeruga.

Crameri valemid

Teoreem 4.4. Crameri peajuhul on LVS-il parajasti üks lahend. Lahend avaldub vale-
mitega

xi =
det Ai

det A
, i = 1, . . . , n

T~oestus. Kasuta pöördmaatriksit.
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4.5. Kroneckeri-Capelli teoreem

LVS-i koosk~olalisust kirjeldab nn Kroneckeri-Capelli 3 teoreem.

Teoreem 4.5 (Kroneckeri-Capelli teoreem, astakutingimus). LVS on koosk~olaline pa-
rajasti siis, kui tema maatriksi astak v~ordub laiendatud maatriksi astakuga.

T~oestus. T~oestus on esitatud alapunktis 6.13.

Ülesanne. Näidata, et süsteem
2x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 6
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4
9x1 + 4x2 + 7x3 + x4 = 2

on koosk~olaline.
Ülesanne. Näidata, et süsteemil

4x1 + 2x2 − 5x3 + 3x4 = 4
6x1 + 4x2 − 7x3 − 5x4 = − 6
3x1 + x2 − 4x3 + 7x4 = 10

puuduvad lahendid. Uurida (selgitada) p~ohjust.

3Alfredo Capelli (1855�1910) , itaalia matemaatik.
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Lahendite arvust

Teoreem 4.6. Koosk~olalisel LVS-il 4.1 on

1) parajasti üks lahend, kui n = r(A),
2) l~opmata palju lahendeid, kui n > r(A).

4.6. Üld- ja erilahend

Üld- ja erilahendi m~oiste

LVS-i üldlahend on selline parameetritest s~oltuv lahend, mis rahuldab järgmist tingi-
must: parameetritele arvväärtuste omistamise teel on v~oimalik saada antud LVS-i k~oik
lahendid.

Lahendeid, mis saadakse üldlahendist parameetritele (k~oigile v~oi osale neist) arv-
väärtuste omistamise teel, nimetatakse LVS-i erilahenditeks.

Vabad tundmatud

Osutub, et LVS-i üldlahendi parameetreid saab valida tundmatute hulgast. Tundmatuid,
mis on valitud üldlahendi parameetriteks, nimetatakse vabadeks tundmatuteks.

LVS-i vabade tundmatute arvu (v.t.a.) leidmiseks v~oib kasutada järgmist teoreemi.

Teoreem 4.7. Koosk~olalise LVS-i maatriksi astak v~ordub tundmatute arvu (t.a.) ja
vabade tundmatute arvu (v.t.a.) vahega.

Seega on meil lihtne valem
v.t.a. = t.a.− r
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Kui süsteemil on vähemalt üks vaba tundmatu, siis on tal ilmselt l~opmata palju lahen-
deid.

Homogeense LVS-i mittetriviaalse lahendi olemasolu

Teoreem 4.8. Kui homogeensel LVS-il on tundmatute arv suurem v~orrandite arvust,
siis leidub tal mittetriviaalne lahend.

T~oestus. Olgu LVS 4.1 homogeenne ning olgu tundmatute arv suurem v~orrandite arvust,
s.t n > k. Olgu r sellise süsteemi maatriksi astak. Ilmselt r ≤ k, r ≤ n ning

v.t.a. = n− r = (n− k) + (k − r) > 0

Seega on teoreemi eeldustel LVS-i üldlahendis vähemalt üks vaba tundmatu. Siit järel-
dubki, et antud juhul leidub LVS-il mittetriviaalseid lahendeid.

4.7. Gaussi meetod

Nüüd selgitame LVS-ide lahendamist elementaarteisendustega, mida kirjanduses tun-
takse ka Gaussi 4 meetodi nime all.

LVS-ide ekvivalentsus

Öeldakse, et LVS-id on ekvivalentsed ehk samaväärsed, kui neil on ühesugused lahendi-
hulgad, s.t esimese LVS-i iga lahend on teise LVS-i lahendiks ja vastupidi, teise LVS-i
iga lahend on esimese LVS-i lahendiks.

LVS-ide ekvivalentsuse tähistamiseks kasutame sümbolit ∼.
4Carl Friedrich Gauss (1777�1855) , saksa matemaatik.
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Ekvivalentsi omadusi

1. Re�eksiivsus. Iga LVS on ekvivalentne iseendaga, s.t LV S ∼ LV S.
2. Sümmeetria. Kui LV S(1)∼LV S(2), siis LV S(2)∼LV S(1).
3. Transitiivsus. Kui LV S(1) ∼ LV S(2) ja LV S(2) ∼ LV S(3), siis LV S(1) ∼

LV S(3).

LVS-i elementaarteisendused

LVS-i esimest liiki elementaarteisenduseks nimetatakse LVS-i mis tahes v~orrandi läbi-
korrutamist nullist erineva arvuga.

LVS-i teist liiki elementaarteisenduseks nimetatakse LVS-i mingile v~orrandile sama
süsteemi m~one teise arvkordse v~orrandi liitmist.

LVS-i elementaarteisenduseks nimetatakse ka LVS-i v~orrandite järjestuse muutmist.
See elementaarteisendus ei ole aga s~oltumatu, vaid on realiseeritav esimest ja teist liiki
elementaarteisenduste kompositsioonina (samamoodi maatriksi ridade järjestuse muut-
misega).

Teoreem 4.9. LVS-i elementaarteisendused ei muuda LVS-i lahendihulka.

T~oestus. Soovitav t~oestada iseseisva harjutusena.

Trepikujuline LVS

Ütleme, et LVS on trepikujuline, kui tema kordajate maatriks on treppmaatriks.
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Gaussi meetodi idee

Gaussi meetod on lineaarv~orrandisüsteemide ökonoomne lahendusmeetod elementaar-
teisenduste abil. Meetodi aluseks on tähelepanek, et LVS-i elementaarteisendusi v~oib
sooritada maatriksesituses, kasutades LVS-i laiendatud maatriksi (peamiselt ridade) ele-
mentaarteisendusi. LVS teisendatakse elementaarteisenduste abil ekvivalentsele trepp-
kujule. Meetod v~oimaldab

1) leida LVS-i maatriksi ja tema laiendatud maatriksi astakud,
2) kontrollida astakutingimust (koosk~olalisust),
3) selekteerida välja vabad tundmatud (kui leiduvad),
4) koosk~olalisuse korral leida LVS-i k~oik lahendid, olemasolu korral üldlahend.

Gaussi meetod (LVS-i lahendamine)

1. Kirjutame välja LVS-i laiendatud maatriksi, eraldades selgelt vabaliikmete veeru.
2. Kasutades ridade elementaarteisendusi, teisendame LVS-i laiendatud maatriksi

ekvivalentsele treppkujule. Veergude elementaarteisendustest on lubatud veergude
järjestuse muutmine, sellega kaasneb tundmatute järjestuse muutmine.

3. Leiame LVS-i maatriksi ja laiendatud maatriksi astakud ning kontrollime astaku-
tingimust.

4. Koosk~olalisuse korral leiame LVS-i vabade tundmatute arvu.
5. Kirjutame välja LVS-i ekvivalentse treppkuju.
6. Tundmatud selekteerime juhtivateks ja (olemasolu korral) vabadeks. Juhttundma-

tud asetsevad treppmaatriksi juhtelementide k~orval.
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7. LVS-i ekvivalentsest treppkujust avaldame juhttundmatud vabaliikmete ja (ole-
masolu korral) vabade tundmatute kaudu. Kasutada saab

a) asendusmeetodit,
b) Crameri valemeid,
c) pöördmaatriksit.

8. Kirjutame välja üldlahendi, näidates ära vabad tundmatud.
9. Kahtluse korral kontrollime lahendit. Üldlahendi asendamisel LVS-i v~orranditesse

peavad vabad tundmatud koonduma.

Gaussi meetodi kokkuv~ote

LVS teisendatakse ekvivalentsele treppkujule nii, et eralduksid juhttundmatud ja vabad
tundmatud. Tulemus kuulutatakse üldlahendiks ja lahendamine l~opetatuks. Juhttund-
matute avaldamine vabade tundmatute kaudu on vaid mugavuse küsimus.

Näide 4.10. Lahendada LVS
2x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 6
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4
9x1 + 4x2 + 7x3 + x4 = 2

Lahendus. Selle süsteemi laiendatud maatriks

A =

2 7 1 3 6
3 5 2 2 4
9 4 7 1 2
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Ridade elementaarteisendustega leidsime, et maatriksiga A ekvivalentne treppmaatriks
on 1 − 2 −1 −1 − 2

0 11 −1 5 10
0 0 0 0 0


Vahetades nüüd (murdude vältimiseks järgnevates arvutustes) teise ja kolmanda veeru,
saame

A ∼

 1 1 − 2 −1 − 2
0 −1 11 5 10
0 0 0 0 0


Ilmselt r(A) = 2 ja süsteemi v. t. a. = 4 − 2 = 2. Kirjutame välja esialgse LVS-iga
ekvivalentse süsteemi 

1x1 + 1x3 − 2x2 − 1x4 = − 2
0x1 − 1x3 + 11x2 + 5x4 = 10
0x1 + 0x3 + 0x2 + 0x4 = 0

Triviaalsed liikmed ja v~orrandid eemaldame ning juhttundmatud raamime. Siis saame{
x1 + x3 − 2x2 − x4 = − 2

− x3 + 11x2 + 5x4 = 10

Vabadeks (parameetriteks) loeme tundmatud x2 ja x4. Nüüd avaldame juhttundmatud
x1, x3 vabaliikmete ja vabade tundmatute x2, x4 kaudu. Seda on mugav teha nii, et
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k~oigepealt avaldame x3 teisest v~orrandist. Saame

x3 = −10 + 11x2 + 5x4

Edasi arvutame esimesest v~orrandist

x1 = −2− x3 + 2x2 + x4

= −2− (−10 + 11x2 + 5x4) + 2x2 + x4

= 8− 9x2 − 4x4

Üldlahend on 
x1 = 8− 9x2 − 4x4

x3 = −10 + 11x2 + 5x4

x2, x4 − vabad tundmatud

Kahtluse korral kontrollime lahendit. Üldlahendi asendamisel süsteemi v~orranditesse
peavad vabad tundmatud koonduma. Kontrollime üldlahendit näiteks esimese v~orrandiga

2x1 + 7x2 + 1x3 + 3x4 = 2(8− 9x2 − 4x4) + 7x2

+ (−10 + 11x2 + 5x4) + 3x4

= 6 =⇒ 6 = 6

Ülejäänud v~orranditega kontrollitakse lahendit samamoodi.
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4.8. Ülesanded

Lahendada Crameri valemite abil LVS ja kontrollida lahendit.

4.8.1


2x1 + x2 + x3 = 3
x1 + 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 + 2x3 = 9

4.8.2


x1 + x2 + x3 = 6

−x1 + x2 + x3 = 0
x1 − x2 + x3 = 2

Lahendada Gaussi meetodiga LVS ja kontrollida lahendit.

4.8.3


3x1 − 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2
6x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3
9x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4

4.8.4


−6x1 + 9x2 + 3x3 + 2x4 = 4
−2x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 = 2
−4x1 + 6x2 + 4x3 + 3x4 = 3

4.8.5


3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 3
6x1 + 8x2 + 2x3 + 5x4 = 7
9x1 + 12x2 + 3x3 + 10x4 = 13

4.8.6


2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4
9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2
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4.8.7


2x1 + 5x2 − 8x3 = 8
4x1 + 3x2 − 9x3 = 9
2x1 + 3x2 − 5x3 = 7
x1 + 8x2 − 7x3 = 12

4.8.8


6x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1
3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 2x5 = 3
3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = −7
9x1 + 6x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 2

Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.

4.8.9 X

(
2 −1
4 −2

)
=
(

1 3
2 6

)
4.8.10

(
2 −1
4 −2

)
X =

(
1 3
2 6

)
4.8.11 X

(
2 −3
4 −6

)
=
(

2 3
4 6

)
4.8.12

(
2 −2
4 −6

)
X =

(
2 3
4 6

)
4.8.13 X

(
4 6
6 9

)
=
(

1 1
1 1

)
4.8.14

(
4 6
6 9

)
X =

(
1 1
1 1

)
4.8.15

(
2 1
1 2

)
X −X

(
1 −1
1 1

)
=
(

1 1
1 −1

)
4.8.16 X

(
2 −1
4 −2

)
−
(

2 −1
4 −2

)
X =

(
1 3
2 6

)
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Leida k~oik maatriksid, mis kommuteeruvad antud maatriksiga ja kontrollida tulemuse
kommuteerumist selle maatriksiga.

4.8.17
(

1 2
3 4

)
4.8.18

(
−3 7
−2 5

)
4.8.19

(
4 6
6 9

)
4.8.20

(
2 −1
4 −2

)
4.8.21 T~oestada, et LVS-i elementaarteisendused jätavad lahendihulga samaks.

4.8.22 Kontrollida Crameri valemeid teist järku determinantide korral.

4.8.23 Kontrollida Crameri valemeid kolmandat järku determinantide korral.

4.8.24 T~oestada Crameri valemid.
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5. Kompleksarvud

5.1. Kompleksarvu m~oiste

Kompleksarvuks nimetatakse reaalarvuliste elementidega teist järku ruutmaatriksit, mil-
les

1) peadiagonaali elemendid on v~ordsed,
2) k~orvaldiagonaalil asetsevad teineteise vastandarvud.

K~oigi kompleksarvude hulka tähistame C ja nimetame kompleksarvude korpuseks.

Tähistusi

Seega maatriks z = ( z11 z12
z21 z22 ) ∈ C, kui

1) z11 = z22 ∈ R
2) z12 = −z21 ∈ R

Mugav on tähistada

z11 = z22 = a ∈ R, z12 = −z21 = −b ∈ R

Avaldist

z =
(

a −b
b a

)
∈ C

nimetame kompleksarvu z maatrikskujuks ehk maatriksesituseks.

Näide 5.1. Kerge on näha, et(
2 −3
3 2

)
∈ C,

(
π
√

2
−
√

2 π

)
∈ C,

(
−π

√
2

−
√

2 π

)
/∈ C,

(
π
√

2√
2 π

)
/∈ C
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Reaal- ja imaginaarosa

Arvu a ∈ R nimetatakse kompleksarvu z =
(

a −b
b a

)
∈ C reaalosaks ja tähistatakse

a = re z. Arvu b ∈ R nimetatakse kompleksarvu z =
(

a −b
b a

)
∈ C imaginaarosaks ja

tähistatakse b = im z.

Ühik, imaginaarühik ja null

Kompleksarvu

I
.=
(

1 0
0 1

)
.= 1

s.t teist järku ühikmaatriksit nimetatakse ühikuks ehk üheks. Kompleksarvu

i
.=
(

0 −1
1 0

)
nimetatakse imaginaarühikuks. Kompleksarvu

0 .=
(

0 0
0 0

)
nimetatakse nulliks.

Lause 5.2. Iga kompleksarv z ∈ C avaldub üheselt ühiku ja imaginaarühiku lineaar-
kombinatsioonina

z = (re z)I + (im z)i ∈ C
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T~oestus. T~oepoolest

(re z)I = (re z)
(

1 0
0 1

)
=
(

re z 0
0 re z

)
(im z)i = (im z)

(
0 −1
1 0

)
=
(

0 − im z
im z 0

)
Liites saame

(re z)I + (im z)i =
(

re z 0
0 re z

)
+
(

0 − im z
im z 0

)
=
(

re z − im z
im z re z

)
= z

mis t~oestabki n~outava v~orduse. Ühesus järeldub kergesti maatriksite v~ordsuse de�nit-
sioonist.

Märkus

Korrutamist ühikuga (ühega) I tavaliselt ei eksponeerita. Seega kirjutatakse

z = re z + (im z)i = re z + i im z

Kompleksarvu algebraline kuju

Avaldist
z = re z + i im z = a + ib
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nimetatakse kompleksarvu z algebraliseks kujuks.
Arvutusi kompleksarvudega sooritamegi mitte maatrikskujul, vaid eelistatavalt al-

gebralisel kujul.

Kompleksarvude v~ordsuse tunnus

Lause 5.3. Kompleksarvud on v~ordsed parajasti siis, kui

1) on v~ordsed nende reaalosad,
2) on v~ordsed nende imaginaarosad.

T~oestus. Kasuta maatriksite v~ordsuse de�nitsiooni.

Kompleksarvu geomeetriline t~olgendus

Et kompleksarv z = re z+i im z s~oltub kahest reaalarvulisest parameetrist (re z ja im z),
on kompleksarv reaalarvu tasandiline üldistus. Piltlikult öeldes ongi kompleksarv tasan-
diline (ehk 2-m~o~otmeline) arv. Piltlikustamiseks v~oib kasutada xy-tasandit (joonis 1),
kus kompleksarvu z x-koordinaat on re z ning y-koordinaat on im z. Sellises t~olgenduses
nimetatakse xy-tasandit komplekstasandiks, x-telge nimetatakse reaalteljeks ja y-telge
imaginaarteljeks. Kompleksarvu v~oib kujutada komplekstasandi punktina.

5.2. Tehted kompleksarvudega

Idee selgitus

Kompleksarve nimetatakse arvudeks ehk skalaarideks eeskätt sellepärast, et nendega
saab sooritada aritmeetilisi tehteid: liitmist, lahutamist, korrutamist ja jagamist. Teh-
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s

s

s

s >

z = re z + i im z

re z x

i im z

y

0

∧

Joonis 1: Komplekstasand

ted saab de�neerida maatrikstehetena. Osutub, et tehete tulemuseks on samuti komp-
leksarvud, s.t C on kinnine aritmeetiliste tehete suhtes.

Tehete de�nitsioon

Kompleksarvude liitmine, lahutamine ja korrutamine de�neeritakse kui maatriksite liit-
mine, lahutamine ja korrutamine. Kompleksarvu pöördarvuks (kui leidub) on tema
pöördmaatriks. Jagamine de�neeritakse pöördarvu abil, seda selgitame hiljem.
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5.2.1. Liitmine ja lahutamine

Summa ja vahe

Kompleksarvude summa ja vahe de�neeritakse kui maatriksite summa ja vahe.

Kinnisus

Lause 5.4. C on kinnine liitmise ja lahutamise suhtes, s.t kompleksarvude summa ja
vahe on samuti kompleksarv. Kompeksarvude liitmisel (lahutamisel) liidame (lahutame)
reaal- ja imaginaarosad eraldi

(a1 + b1i)± (a2 + b2i) = (a1 ± a2) + (b1 ± b2)i

T~oestus. T~oepoolest, kasutades (vaikimisi) maatrikstehete omadusi, arvutame

(a1 + b1i)± (a2 + b2i) = a1 + b1i± a2 ± b2i

= a1 ± a2 + b1i± b2i

= (a1 ± a2) + (b1 ± b2)i ∈ C

Näide 5.5 (summa ja vahe arvutamine). Arvutame summa

(2− 5i) + (−1 + 7i) = 2− 5i− 1 + 7i = 2− 1− 5i + 7i

= (2− 1) + (−5 + 7)i = 1 + 2i
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Arvutame vahe

(2− 5i)− (−1 + 7i) = 2− 5i + 1− 7i = 2 + 1− 5i− 7i

= (2 + 1)− (5 + 7)i = 3− 12i

5.2.2. Korrutamine

Korrutise m~oiste

Kompleksarvude korrutamine de�neeritakse kui maatriksite korrutamine. Korrutamis-
tehet v~oimaluse korral ei eksponeerita, s.t z1z2

.= z1 · z2.
Korrutamist illustreerime k~oigepealt näidetega.

Näide 5.6 (imaginaarühiku ruut). Kasutades maatrikskorrutist, arvutame

i2
.= ii =

(
0 −1
1 0

)(
0 −1
1 0

)
=
(
−1 0
0 −1

)
= −1

(
1 0
0 1

)
= −1I = −I = −1

kus viimaste v~orduste väljakirjutamisel arvestasime seda, et korrutamist ühikutega (ta-
valiselt) ei eksponeerita. Ühikute mitteeksponeerimine on heas koosk~olas tähistusega
I = 1.

Märkus 5.7 (imaginaarühiku m~oistest). Seost

i2 = −1
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loetakse sageli imaginaarühiku de�nitsiooniks ja kirjutatakse

i
.=
√
−1

Imaginaarühik
√
−1 ei ole t~olgendatav reaalarvuna (sest reaalarvude ruudud on mitte-

negatiivsed), küll aga spetsii�lise teist järku ruutmaatriksina, nagu eespool veendusime.
Korrektne on näiteks kirjutada

√
−1 .=

(
0 −1
1 0

)

Leidub ka teisi t~olgendusi (esitusi).

Näide 5.8 (imaginaarühiku pöördarv). V~orduse i2 = −1 korrutame arvuga −1 ja
kirjutame tulemuse kujul

i(−i) = 1 = (−i)i

See valem ütleb, et imaginaarühiku pöördarv avaldub kujul

1
i

.= i−1 = −i

Näide 5.9 (korrutise arvutamine). Kasutades vaikimisi maatrikstehete omadusi, arvu-
tame

(2− 5i)(−4 + 3i) = −2 · 4 + 2(3i) + (5i)4− (5i)(3i)
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= −8 + (2 · 3)i + (5 · 4)i− (5 · 3)i2

= (−8 + 15) + (6 + 20)i = 7 + 26i

Muutes tegurite järjekorda, saame

(−4 + 3i)(2− 5i) = −4 · 2 + 4(5i) + (3i)2− (3i)(5i)

= −8 + (4 · 5)i + (3 · 2)i− (3 · 5)i2

= (−8 + 15) + (20 + 6)i = 7 + 26i

5.2.3. Korrutise üldvalem

Korrutise üldvalemi esitame järgmise lause t~oestuses.

Lause 5.10. C on kinnine korrutamise suhtes, s.t kompleksarvude korrutis on ka komp-
leksarv. Korrutamine on kommutatiivne.

T~oestus. Kasutades maatrikstehete omadusi, arvutame korrutise

z2z1 = (a2 + b2i)(a1 + b1i)
= a2a1 + a2(b1i) + (b2i)a1 + (b2i)(b1i)

= a2a1 + (a2b1)i + (b2a1)i + (b2b1)i2

= (a2a1 − b2b1) + (a2b1 + b2a1)i ∈ C

Muutes tegurite järjekorda, saame kommutatiivsuse

z1z2 = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i = z2z1
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See on ka korrutise z1z2 üldvalem.

5.3. Kaaskompleksarv ja kompleksne konjugeerimine

Kaaskompleksarvu m~oiste

Kompleksarvu z = a + bi kaaskompleksarv on z∗
.= a − bi. Funktsiooni z 7→ z∗, s.t

kaaskompleksarvu leidmist nimetatakse (kompleksseks) konjugeerimiseks.

Näide 5.11. Kerge on näha, et

(2 + 3i)∗ = 2− 3i, (−2− 3i)∗ = −2 + 3i jne

T~olgendusi

Geomeetriliselt on kaaskompleksarv antud kompleksarvu peegeldus reaaltelje suhtes.
Maatriksesituses ilmselt z∗ = zT .

Kompleksse konjugeerimise omadusi

1) (z∗)∗ = z

2) (z1 ± z2)∗ = z∗1 ± z∗2
3) (z1z2)∗ = z∗1z

∗
2

4) re z = 1
2(z + z∗), im z = 1

2i(z − z∗)

5.4. Maatriksid üle kompleksarvude

K~oigi k×n-järku kompleksarvuliste elementidega maatriksite hulka tähistameMatk×n(C).
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Hermiitiline konjugeerimine

Maatriksi A ∈ Matk×n(C) hermiitiliselt 5 konjugeeritud kaasmaatriks A† de�neeritakse
valemiga

A†
.= (A∗)T = (AT )∗ ∈ Matn× k(C)

Näide 5.12. Ilmselt

A =
(

2 + i 6
5i 3− 2i

)
=⇒ A† =

(
2− i −5i

6 3 + 2i

)
=⇒ (A†)† =

(
2 + i 6
5i 3− 2i

)
= A

Teoreem 5.13 (hermiitilise konjugeerimise omadusi). Olgu maatriksid A ja B sellised,
et allpool esinevad tehted on määratud ning α ∈ C. Siis

1) (A†)† = A

2) (αA)† = α∗A†

3) (A + B)† = A† + B†

4) (AB)† = B†A†

Hermiitiline ja antihermiitiline maatriks

Maatriksit A nimetatakse hermiitiliseks, kui A† = A ja antihermiitiliseks, kui A† = −A.

5Charles Hermite (1822�1901), prantsuse matemaatik.
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Näide 5.14. Järgnev maatriks on hermiitiline 1 1− i 2
1 + i 3 i

2 −i 0

† =

 1 1− i 2
1 + i 3 i

2 −i 0


Näide 5.15. Järgnev maatriks on antihermiitiline i 1− i 2

−1− i 3i i
−2 i 0

† = −

 i 1− i 2
−1 + i 3i i
−2 i 0


Antihermiitilise maatriksi peadiagonaalil asetsevad puhtimaginaarsed arvud v~oi nul-

lid.
Kerge on näha, et iga ruutmaatriks on (üheselt) esitatav hermiitilise ja antihermii-

tilise maatriksi summana

A =
1
2
(A + A†) +

1
2
(A−A†)

Unitaarne maatriks

Ruutmaatriksit A nimetatakse unitaarseks, kui

AA† = A†A = I =⇒ A−1 = A†

Reaalne unitaarne maatriks on ilmselt ortogonaalmaatriks.
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5.5. Moodul

Mooduli m~oiste

Kompleksarvu z = a + bi moodul |z| de�neeritakse valemiga

|z| .=
√

a2 + b2

Moodul on ilmselt mittenegatiivne reaalarv.

Näide 5.16. Ilmselt
|2− 3i| =

√
22 + (−3)2 =

√
13

T~olgendusi

Geomeetriliselt on moodul kompleksarvu kaugus koordinaatide alguspunktist kompleks-
tasandil. Maatriksesituses |z| =

√
det z.

Ruutude summa valem

(a + bi)(a− bi) = a2 + b2

T~oestus. T~oepoolest, kasutades maatrikstehete omadusi, arvutame

(a + bi)(a− bi) = aa− abi + bia− bibi

= a2 − abi + bai− b2i2

= a2 + b2
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Mooduli omadusi

1) zz∗ = |z|2 = z∗z
2) |z1z2| = |z1||z2|

T~oestus. Esimene valem on ruutude summa valem. Teine valem jäägu iseseisvaks har-
jutuseks.

5.6. Pöördarv

Pöördarvu m~oiste

Kompleksarvu z ∈ C pöördarv (kui leidub) on tema pöördmaatriks z−1. Teisiti öeldes

zz−1 = 1 = z−1z

Pöördarvu omadusi

1) (z−1)−1 = z
2) (z1z2)−1 = z−1

1 z−1
2

Pöördarvu olemasolu ja arvutamine

Teoreem 5.17. Igal 0 6= z ∈ C leidub parajasti üks pöördarv z−1 ∈ C ning see avaldub
valemiga

z−1 .= 1
z = 1

|z|2 z∗ = z∗

|z|2 = 1z∗

zz∗
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T~oestus. Et z 6= 0, siis |z| 6= 0 ning z∗

|z|2 on määratud. Tuleb kontrollida pöördarvu

(pöördmaatriksi) de�nitsioonseost

z
z∗

|z|2
=

zz∗

|z|2
=
|z|2

|z|2
= 1

Samamoodi kontrollitakse v~ordust z∗

|z|2 z = 1. Pöördarvu ainsus järeldub maatriksi pöörd-
maatriksi ainsusest.

Näide 5.18 (imaginaarühiku pöördarv). Leiame i−1

i−1 =
1
i

=
1 · i
i · i

=
i

−1
= −i

Näide 5.19. Leiame i−99, arvestades seost i4 = 1

i−99 =
1

i99
=

1
i4·24+3

=
1

i4·24 · i3
=

1
(i4)24 · i2 · i

= −1
i

= i

Näide 5.20 (pöördarvu arvutamine). Leiame 2− 5i pöördarvu

1
2− 5i

=
1(2 + 5i)

(2− 5i)(2 + 5i)
=

2 + 5i

4− (5i)2
=

2 + 5i

4− 25i2
=

2 + 5i

4 + 25

=
2 + 5i

29

5.7. Jagamine

Et kompleksarvude korrutamine on kommutatiivne, siis on jagamistehe üheselt määra-
tud.
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Jagatise m~oiste

Kompleksarvude z1 ja z2 jagatis de�neeritakse valemiga

z1
z2

.= z1
1
z2

= 1
z2

z1, z2 6= 0

Jagatise arvutamine

Pöördmaatriksi arvutamise asemel on otstarbekam kasutada valemit

z1

z2
=

z1z
∗
2

z2z∗2
=

z1z
∗
2

|z2|2

T~oestus. T~oepoolest, kasutades maatrikskorrutise omadusi, saame

z1

z2
= z1

1
z2

= z1
z∗2
|z2|2

=
z1z
∗
2

z2z∗2

Jagatis algebralisel kujul

Näitame, kuidas jagatist algebralisele kujule teisendada. Kasutades maatrikstehete oma-
dusi, arvutame

z1

z2
=

a1 + b1i

a2 + b2i
=

(a1 + b1i)(a2 − b2i)
(a2 + b2i)(a2 − b2i)

=
a1a2 − a1b2i + b1ia2 − b1ib2i

a2
2 − b2

2i
2
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=
a1a2 − a1b2i + b1a2i + b1b2

a2
2 + b2

2

=
a1a2 + b1b2 + (b1a2 − a1b2)i

a2
2 + b2

2

=
a1a2 + b1b2

a2
2 + b2

2

+
b1a2 − a1b2

a2
2 + b2

2

i

Näide 5.21 (jagamine). Arvutame jagatise

2 + 3i

3− 4i
=

(2 + 3i)(3 + 4i)
(3− 4i)(3 + 4i)

=
6 + 8i + 9i + 12i2

9− 16i2
=

6− 12 + 17i

9 + 16

=
−6 + 17i

25
= − 6

25
+

17
25

i

5.8. Arvutusseadused kompleksarvudega

Teoreem 5.22. Olgu z, z1, z2, z3 ∈ C. Siis kehtivad järgmised arvutusseadused:

1) z1 + z2 = z2 + z1 ( liitmise kommutatiivsus),
2) (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) ( liitmise assotsiatiivsus),
3) ∃ 0 ∈ C nii, et z + 0 = z = 0 + z ∀z ∈ C (nulli 0 olemasolu),
4) ∀ z ∈ C ∃ − z ∈ C nii, et z + (−z) = 0 = −z + z

( vastandarvu −z olemasolu),
5) (z1z2)z3 = z1(z2z3) ( korrutamise assotsiatiivsus),
6) z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 (distributiivsus),
7) ∃1 ∈ C nii, et 1z = z (unitaalsus),
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8) z1z2 = z2z1 ( korrutamise kommutatiivsus),
9) ∀ 0 6= z ∈ C ∃z−1 ∈ C nii, et zz−1 = 1 = z−1z

(pöördarvu z−1 olemasolu).

T~oestus. Kompleksarvud de�neerisime kui erikujulised teist järku ruutmaatriksid. Tehe-
te omadused 1)−7) järelduvad maatrikstehete vastavatest omadustest. Kommutatiivsuse
(omadus 8) ja pöördarvu olemasolu (omadus 9) t~oestasime eespool.

Märkus 5.23 (korpuse m~oistest). Omadused 8) ja 9) maatriksite korral üldiselt ei kehti.
Arvutusseadused 1)− 9) kehtivad ka ratsionaalarvude ja reaalarvude korral. Need arvu-
tusseadused v~oetakse aluseks abstraktse korpuse de�neerimisel. Seda käsitleme hiljem.

5.9. Ruutv~orrand üle kompleksarvude

Idee selgitus

Osutub, et ruutv~orrandi ax2 + bx + c = 0 lahendusvalemi

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

tuletamisel kasutatakse vaid (korpuse) omadusi 1) − 9) (vt teoreem 5.22) ja ruutjuuu-
re m~oistet. De�neerides ruutjuure kompleksarvude jaoks, v~oime seda lahendusvalemit
kasutada ka kompleksarvuliste kordajate a, b, c korral.

Kompleksarvu ruutjuur

Kompleksarvu z ∈ C ruutjuur
√

z de�neeritakse valemiga

(
√

z)2 = z
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Näide 5.24 (ruutjuure arvutamine). Leiame
√
−15− 8i.

Lahendus. Tähistame
√
−15− 8i = α + βi, α, β ∈ R

Vastavalt ruutjuure de�nitsioonile

(α + βi)2 = α2 + 2αβi + β2i2 = α2 − β2 + 2αβi = −15− 8i

Reaal- ja imaginaarosad peavad olema vastavalt v~ordsed{
α2 − β2 = −15
2αβ = −8

M~olemad v~orrandid t~ostame ruutu{
(α2 − β2)2 = 225
(2αβ)2 = 64

=⇒

{
α4 − 2α2β2 + β4 = 225
4α2β2 = 64

Liidame saadud v~orrandid

α4 − 2α2β2 + β4 + 4α2β2 = 225 + 64 =⇒ (α2 + β2)2 = 289

=⇒ α2 + β2 =
√

289 = 17

Teine juur (−17) ei k~olba, sest α2 + β2 ≥ 0. Moodustame uue süsteemi
α2 − β2 = −15
α2 + β2 = 17
2αβ = −8

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 93 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 93 eugen.paal@ttu.ee

Liidame ja lahutame kaks esimest v~orrandit. Saame
2α2 = −15 + 17 = 2
2β2 = 17 + 15 = 32
2αβ = −8

=⇒


α2 = 1
β2 = 16
2αβ = −8

=⇒


α = ±1
β = ±4
2αβ = −8

Et 2αβ = −8 (negatiivne), siis saame kaks lahendit{
α1 = +1, β1 = −4
α2 = −1, β2 = +4

ning v~orrand 2αβ = −8 on rahuldatud. Kokku v~ottes on ruutjuurel kaks väärtust

√
−15− 8i =

{
α1 + β1i

α2 + β2i
=

{
1− 4i

−1 + 4i
= ±(1− 4i)

Kontrollime tulemust. T~oepoolest

[±(1− 4i)]2 = (1− 4i)2 = 1− 8i + 16i2 = 1− 16− 8i = −15− 8i

Näide 5.25 (ruutv~orrandi lahendamine). Lahendada ruutv~orrand

x2 − (3− 2i)x + (5− i) = 0
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Lahendus. Kasutades ruutv~orrandi lahendusvalemit, saame

x =
3− 2i±

√
(3− 2i)2 − 4(5− i)

2

=
3− 2i±

√
9− 12i + 4i2 − 20 + 4i

2

=
3− 2i±

√
−15− 8i

2
=

3− 2i± (1− 4i)
2

Siin kasutasime ruutjuure
√
−15− 8i väärtusi näitest 5.24. Nüüd saame

x1 =
3− 2i + (1− 4i)

2
=

4− 6i

2
= 2− 3i

x2 =
3− 2i− (1− 4i)

2
=

3− 2i− 1 + 4i

2
=

2 + 2i

2
= 1 + i

Kontrollime esimest juurt. Arvutame

(2− 3i)2 − (3− 2i)(2− 3i) + 5− i

= 4− 12i + 9i2 − 6 + 9i + 4i− 6i2 + 5− i

= (4− 9− 6 + 6 + 5) + (−12 + 9 + 4− 1)i = 0 + 0i = 0

Teist juurt kontrollime samamoodi

(1 + i)2 − (3− 2i)(1 + i) + 5− i

= 1 + 2i + i2 − 3− 3i + 2i + 2i2 + 5− i

= (1− 1− 3− 2 + 5) + (2− 3 + 2− 1)i = 0 + 0i = 0
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5.10. Kompleksarvu trigonomeetriline kuju

Tähistusi ja m~oisteid

Olgu z = re z + i im z ∈ C. Vastavalt kompleksarvu geomeetrilisele t~olgendusele on
reaalosa re z ja imaginaarosa im z kompleksarvu z ristkoordinaadid komplekstasandil.
Lähme üle polaarkoordinaatidele (joonis 2).

s

s

s

s >

z = re z + i im z

re z x

y

i im z

ϕ

ρ

0

∧

Joonis 2: Polaarkoordinaadid ρ, ϕ

Olgu ρ kompleksarvu z kaugus koordinaatide alguspunktist (polaarkaugus) ning ϕ
polaarnurk. Lepime kokku: kui nurka ϕ m~o~odame reaaltelje positiivsest poolest vas-
tupäeva, siis ϕ > 0, kui m~o~odame reaaltelje positiivsest poolest päripäeva, siis ϕ < 0.
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Üleminekuvalemid ristkoordinaatidelt polaarkoordinaatidele ρ, ϕ on järgmised:
ρ =

√
(re z)2 + (im z)2 = |z|

re z = ρ cos ϕ = |z| cos ϕ

im z = ρ sinϕ = |z| sinϕ

Ilmselt

tanϕ =
im z

re z
Kasutades üleminekuvalemeid polaarkoordinaatidele, saame

z = re z + i im z = |z| cos ϕ + i|z| sinϕ = |z|(cos ϕ + i sinϕ)

Avaldist

z = |z|(cos ϕ + i sinϕ)

nimetatakse kompleksarvu z trigonomeetriliseks kujuks (ehk esituseks). Polaarnurka ϕ
nimetatakse kompleksarvu z argumendiks ning tähistatakse ϕ

.= Arg z.
Punkti z asukoht komplekstasandil ei muutu, kui polaarnurka ϕ muuta mingi täisarv

korda 2π v~orra. Seega on kompleksarvu argument määratud vaid 2π täisarvulise kord-
seni. Polaarnurga väärtust arg z, mis rahuldab v~orratust

−π < arg z ≤ π

nimetatakse argumendi peaväärtuseks. Seega avaldub kompleksarvu argument oma pea-
väärtuse kaudu valemiga

Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z
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Sageli v~oetakse arg z muutumispiirkonnaks vahemik [0, 2π).

Kompleksarvude v~ordsuse tunnus trigonomeetrilises
esituses

Lause 5.26. Kompleksarvud on v~ordsed parajasti siis, kui

1) nende moodulid on v~ordsed,
2) nende argumentide vahe on 2π kordne.

Näide 5.27. Esitame lihtsad näited.

1 = 1(cos 0 + i sin 0), i = 1
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
−1 = 1(cos π + i sinπ), −i = 1

(
cos

π

2
− i sin

π

2

)
5.11. Euleri valemid ja kompleksarvu eksponentkuju

Euleri funktsioon

Funktsiooni

eiϕ .= cos ϕ + i sinϕ

nimetame Euleri 6 funktsiooniks. Maatriksesituses ilmselt

eiϕ =
(

cos ϕ − sinϕ
sinϕ cos ϕ

)
6Leonhard Euler (1707�1783), ²veitsi matemaatik.
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Euleri funktsiooni seost eksponentfunktsiooniga selgitatakse matemaatilises analüüsis.

Kompleksarvu eksponentkuju

Avaldist

z = |z|eiϕ

kus ϕ on kompleksarvu z polaarnurk, nimetatakse kompleksarvu z eksponentkujuks (eks-
ponentesituseks).

Näide 5.28. Ilmselt

1 = ei0, i = ei π
2 , −i = e−i π

2 , −1 = eiπ

Euleri valemid

cos ϕ = 1
2(eiϕ + e−iϕ), sinϕ = 1

2i(e
iϕ − e−iϕ)

T~oestus. Kasuta Euleri funktsiooni de�nitsiooni.

Euleri funktsiooni omadusi

eiϕ1eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2), eiϕ1

eiϕ2
= ei(ϕ1−ϕ2)
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T~oestus. Kasuta Euleri funktsiooni de�nitsiooni ja trigonomeetriliste funktsioonide oma-
dusi.

De Moivre'i valem

Järgnev valem kannab de Moivre 7 nime

(eiϕ)n = einϕ, n ∈ N

T~oestus. Kasuta matemaatilise induktsiooni meetodit.

Korrutamine ja jagamine eksponentesituses

z1z2 = |z1||z2|ei(ϕ1+ϕ2),
z1

z2
=
|z1|
|z2|

ei(ϕ1−ϕ2)

Näide 5.29. Arvutame

(1 + i
√

3)(1 + i)
1− i

√
3

=
2ei π

3

√
2ei π

4

2e−i π
3

=
√

2ei(π
3
+π

4
+π

3
) =

√
2ei 11

12
π

=
√

2
[
cos(

11
12

π) + i sin(
11
12

π)
]

7Abraham de Moivre (1667�1754), prantsuse matemaatik.
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5.12. Algebra p~ohiteoreem ja ühejuured

Polünoom

n-astme polünoom Pn(x) ehk hulkliige de�neeritakse valemiga

Pn(x) .= a0 + a1x + · · ·+ anxn

kus a0, a1, . . . , an−1, 0 6= an ∈ C on polünoomi Pn(x) kordajad, n on polünoomi Pn(x)
aste, x on polünoomi Pn(x) muutuja (parameeter).

Polünoomi juur

Arvu x0 ∈ C nimetame polünoomi Pn(x) r-kordseks juureks, kui

1) Pn(x0) = P ′n(x0) = · · · = P
(r−1)
n (x0) = 0

2) P
(r)
n (x0) 6= 0

Näide 5.30. Arv x0 = 1 on polünoomi

p(x) = x2 − 2x + 1 = (x− 1)2

2-kordne juur, sest

1) p(1) = p′(1) = 0
2) p′′(1) = 2 6= 0

Teoreem 5.31. Kui polünoomi kordajad on reaalsed ning x0 ∈ C on selle polünoomi
r-kordne juur, siis ka x∗0 on sama polünoomi r-kordne juur.
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Algebra p~ohiteoreem

Teoreem 5.32. Igal kompleksarvuliste kordajatega n-astme polünoomil leidub parajasti
n kompleksarvulist juurt (kordsused kaasa arvatud).

Ühejuured

Polünoomi xn−1 kompleksarvulisi juuri nimetatakse n-järku ühejuurteks. K~oigi n-järku
ühejuurte hulka tähistatakse n

√
1.

Ühejuurte arvutamine

n
√

1 =
{

ei 2kπ
n

.= cos
(

2kπ
n ) + i sin(2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1

}

T~oestus. Tähistame εk
.= ei 2kπ

n . Kasutades de Moivre'i valemit, arvutame

(εk)n − 1 =
(
ei 2kπ

n

)n
− 1 = ei 2kπ

n
n − 1 = ei2kπ − 1

= cos(2kπ) + i sin(2kπ)− 1 = 1− 1 = 0

Et trigonomeetrilised funktsioonid cos ja sin on perioodilised, siis rohkem juuri pole.
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Ühejuurte geomeetriline t~olgendus

Osutub, et n-järku ühejuured asetsevad komplekstasandil korrapärase hulknurga tippu-
des. Hulknurga tipud asetsevad ühikringjoonel, mille keskpunkt on koordinaatide algus-
punktis.

Näide 5.33. Leiame 2
√

1.

Lahendus. Arvutame
2
√

1 =
{

ei 2kπ
2 , k = 0, 1

}
=
{

eikπ, k = 0, 1
}

= {ei0, eiπ}

= {1,−1} = ±1

Näide 5.34. Leiame 3
√

1.

Lahendus. Teame, et
3
√

1 =
{

ei 2kπ
3 , k = 0, 1, 2

}
Arvutame

k = 0: ε0 = ei0 = cos 0 + i sin 0 = 1

k = 1: ε1 = ei 2π
3 = cos

2π

3
+ i sin

2π

3
= −1

2
+
√

3
2

i

k = 2: ε2 = ei 4π
3 = cos

4π

3
+ i sin

4π

3
= −1

2
−
√

3
2

i

Seega

3
√

1 =

{
1;−1

2
±
√

3
2

i

}
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Kolmandat järku ühejuured paiknevad korrapärase kolmnurga tippudes. Kolmnurga ti-
pud asetsevad ühikringjoonel, mille keskpunkt on koordinaatide alguspunktis. Joonise
koostamine jäägu iseseisvaks harjutuseks.

Kompleksarvu juurimine

Polünoomi xn − a k~oigi kompleksarvuliste juurte hulka tähistatakse n
√

a.

n
√

a arvutamine

Teoreem 5.35. Olgu a = |a|eiϕ. Siis

n
√

a =
{

n
√
|a|ei ϕ+2kπ

n , k = 0, 1, . . . , n− 1
}

kus n
√
|a| tähistab polünoomi xn − |a| ainsat mittenegatiivset reaalarvulist juurt.

T~oestus. Samasugune ühejuurte valemi t~oestusega.

Näide 5.36. Leiame n
√

i.

Lahendus. Et i = 1ei π
2 , siis

n
√

i =
{

ei
π
2 +2kπ

n , k = 0, 1, . . . , n− 1
}
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V~otame näiteks n = 3. Saame

3
√

i =
{

ei
π
2 +2kπ

3 , k = 0, 1, 2
}

Leiame 3
√

i elemendid trigonomeetrilisel ja algebralisel kujul.

k = 0: x0 = cos
π

6
+ i sin

π

6
=
√

3
2

+
i

2

k = 1: x1 = cos
5π

6
+ i sin

5π

6
= −

√
3

2
+

i

2

k = 2: x2 = cos
3π

2
+ i sin

3π

2
= −i

Tulemuseks saame
3
√

i =

{
±
√

3 + i

2
,−i

}

5.13. Ülesanded

Tehted kompleksarvudega algebralisel kujul

5.13.1 Esitada kompleksarvud algebralisel kujul.

(1) (2 + i)(3− i) + (2 + 31)(3 + 4i)

(2) (2 + i)(3 + 7i)− (1 + 2i)(5 + 3i)

(3) (4 + i)(5 + 3i)− (3 + i)(3− i) (4) (5+i)(7−6i)
3+i
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(5) (5+i)(3+5i)
2i (6) (1+3i)(8−i)

(2+i)2
(7) (2+i)(4+i)

1+i

(8) (3−i)(1−4i)
2−i (9) (2 + i)3 + (2− i)3

(10) (3 + i)3 − (3− i)3 (11) (1+i)5

(1−i)3
(12) (−1

2 ±
√

3
2 i)3

5.13.2 Arvutada imaginaarühiku i astmed.

(1) i77 (2) i−76 (3) i98 (4) i−97 (5) i57 (6) i−58

(7) i33 (8) i−31

5.13.3 Arvutada determinandid.

(1)

∣∣∣∣ a + bi c + di
−c + di a− bi

∣∣∣∣ (2)

∣∣∣∣∣∣
1 0 1 + i
0 1 i

1− i −i 1

∣∣∣∣∣∣
(3)

∣∣∣∣∣∣
1 ε e2

e2 1 ε
ε ε2 1

∣∣∣∣∣∣, ε = −1
2 + i

√
3

2

5.13.4 Lahendada LVS ja kontrollida lahendit.

(1)

{
iz1 + (1 + i)z2 = 2 + 2i

2iz1 + (3 + 2i)z2 = 5 + 3i

(2)

{
(1 + i)z1 + (1− i)z2 = 1 + i

(1− i)z1 + (1 + i)z2 = 1 + 3i
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(3)

{
(1− i)z1 − 3z2 = −i

2iz1 + (−1 + 3i)z2 = −3 + 5i

(4)

{
2z1 − (2 + i)z2 = −i

(2 + 4i)z1 − 5iz2 = 2− i

Kompleksse konjugeerimise omadusi

5.13.5 T~oestada valemid.

(1) (z∗)∗ = z (2) (z1 ± z2)∗ = z∗1 ± z∗2 (3) (z1z2)∗ = z∗1z
∗
2

(4) re z = 1
2(z + z∗) (5) im z = 1

2i(z − z∗)

Hermiitilise konjugeerimise omadusi

5.13.6 Kontrollida teist järku ruutmaatriksite korral maatriksite omadused.

(1) (A†)† = A (2) (αA)† = α∗A† (3) (A + B)† = A† + B†

(4) (AB)† = B†A†

Ruutv~orrand üle kompleksarvude

5.13.7 Lahendada ruutv~orrand ja kontrollida lahendit.

(1) z2 = −24− 10i (2) z2 = 3− 4i (3) z2 = 5− 12i

(4) z2 − (1 + i)z + 6 + 3i = 0 (5) iz2 − 5iz − 10 + 4i = 0
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(6) iz2 − (2 + 7i)z + 1 + 13i = 0

(7) z2 − (5 + i)z + 12 + 5i = 0

Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju

5.13.8 Lahendada v~orrand ja kontrollida lahendit.

(1) |z|+ z = 8 + 4i (2) |z| − z = 8 + 12i

5.13.9 T~oestada valem |z1z2| = |z1||z2|.
5.13.10 T~oestada Euleri valemid.

5.13.11 T~oestada valemid

(1) eiϕ1eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2) (2)
eiϕ1

eiϕ2
= ei(ϕ1−ϕ2)

5.13.12 Leida kompleksarvude trigonomeetrilised ja ekponentkujud. Kujutada joonisel.
Kontrollida tulemust.

(1) ±3 (2) ±5 (3) ±3i (4) ±1± i

(5) ±1±
√

3i (6) ±
√

3± i

Kompleksarvu astendamine ja juurimine

5.13.13 T~oestada de Moivre'i valem.

5.13.14 Astendada.
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(1) (1 + i)1000 (2) (1 + i
√

3)150 (3) (
√

3 + i)30

(4) (1−i
√

3
1+i )12 (5) (

√
3+i

1−i )30

5.13.15 Juurida ja kontrollida tulemust astendamisega.

(1) 4
√

1 (2) 3
√

i (3) 6
√

i (4) 3
√

1 + i

(5) 10

√
512(1− i

√
3) (6) 8

√
8
√

2(1− i)

Trigonomeetriliste funktsioonide omadusi

5.13.16 Esitada järgmised funktsioonid sinx ja cos x astmete kaudu.

(1) sin 3x (2) cos 3x (3) sin 4x (4) cos 4x
(5) sin 5x (6) cos 5x

5.13.17 Esitada järgmised funktsioonid sinnx ja cos nx kaudu.

(1) sin3 x (2) cos3 x (3) sin4 x (4) cos4 x
(5) sin5 x (6) cos5 x
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6. Vektorruumid

6.1. Korpuse m~oiste

Hulka K = {α, β, γ, . . . } nimetatakse korpuseks, kui hulgal K on de�neeritud elementide
liitmine ja korrutamine nii, et on täidetud järgmised tingimused (korpuse arvutussea-
dused):

1) α + β = β + α ∀α, β ∈ K
(liitmise kommutatiivsus),

2) (α + β) + γ = α + (β + γ) ∀α, β, γ ∈ K
(liitmise assotsiatiivsus),

3) ∃ 0 ∈ K nii, et α + 0 = α = 0 + α ∀α ∈ K
(nulli 0 ∈ K olemasolu),

4) ∀α ∈ K ∃ − α ∈ K nii, et α + (−α) = 0 = −α + α
(vastandelemendi −α olemasolu),

5) (αβ)γ = α(βγ) ∀α, β, γ ∈ K
(korrutamise assotsiatiivsus),

6) α(β + γ) = αβ + αγ ∀α, β, γ ∈ K
(distributiivsus),

7) ∃ 1 ∈ K nii, et 1α = α ∀α ∈ K
(unitaalsus),

8) αβ = βα ∀α, β ∈ K
(korrutamise kommutatiivsus),

9) ∀ 0 6= α ∈ K ∃α−1 ∈ K nii, et αα−1 = 1 = α−1α
(pöördelemendi α−1 olemasolu).
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Korpuse elemente nimetatakse skalaarideks ehk arvudeks. Lisaks eeldatakse, et K on
kinnine liitmise ja korrutamise suhtes, s.t skalaaride summad ja korrutised kuuluvad
samuti korpusesse K.

Näide 6.1. Q, R, C

6.2. Vektorruumi m~oiste

Vektorrumi m~oiste

Hulka V = {a, b, c, . . . } nimetatakse vektorruumiks üle korpuse K, kui on de�neeritud
hulga V elementide liitmine ja hulga V elementide korrutamine korpuse K skalaaridega
nii, et on täidetud järgmised tingimused (vektorruumi arvutusseadused):

1) a + b = b + a ∀ a, b ∈ V
(liitmise kommutatiivsus),

2) (a + b) + c = a + (b + c) ∀ a, b, c ∈ V
(liitmise assotsiatiivsus),

3) ∃ o ∈ V nii, et a + o = a = o + a ∀ a ∈ V
(nullvektori o ∈ V olemasolu),

4) ∀ a ∈ V ∃ − a ∈ V nii, et a + (−a) = o = −a + a
(vastandvektori −a olemasolu),

5) α(a + b) = αa + αb ∀α ∈ K, ∀ a, b ∈ V
(distributiivsus),

6) (α + β)a = αa + βa ∀α, β ∈ K, ∀a ∈ V
(distributiivsus),
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7) α(βa) = (αβ)a ∀α, β ∈ K, ∀ a ∈ V
(skalaariga korrutamise assotsiatiivsus),

8) 1a = a ∀ a ∈ V
(unitaalsus).

Vektorruumi elemente nimetatakse vektoriteks. Lisaks eeldatakse, et V on kinnine vek-
torite liitmise ja skalaaridega korrutamise suhtes, s.t vektorite summad ja vektorite
korrutised skalaaridega kuuluvad vektorruumi V .

Edaspidi eeldame vaikimisi, et K = Q, R v~oi C. Vastavat vektorruumi nimetatakse
ratsionaalseks, reaalseks v~oi kompleksseks.

Vektorruumi nullvektori tähistamiseks kasutatakse ka arvu 0. Lugeja peab konteks-
tist m~oistma, millal on tegemist arvuga 0 ja millal nullvektoriga. Selguse huvides v~oib
kasutada ka tähistust 0V .

Näide 6.2 (nullruum). Nullruumiks nimetatakse vektorruumi O
.= {o}, milles on üks-

ainus element � nullvektor o. Nullruumi tähistamiseks v~oib kasutada jällegi arvu 0.
Nullruumi nimetatakse ka triviaalseks vektorruumiks. Nullruume üle erinevate korpuste
tuleb lugeda erinevateks.

Näide 6.3 (korpused). Iga korpus on vektorruum üle iseenda.

Näide 6.4 (maatriksruumid). Matk×n(K) on vektorruum üle K. Arvutusoperatsioonid
de�neerisime 2. peatükis.

Näide 6.5 (aritmeetilised vektorruumid). Aritmeetilised vektorid on üherealised ja ühe-
veerulised maatriksid elementidega korpusest K. Aritmeetilised vektorruumid on

Kn .= Mat1×n(K)
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= {(x1, . . . , xn)|xi ∈ K} reavektorite ruum
′Kn .= Matn× 1(K)

= {(x1, . . . , xn)T |xi ∈ K} veeruvektorite ruum

Tehted aritmeetiliste vektoritega toimuvad maatriksarvutuse reeglite kohaselt.

Näide 6.6 (geomeetrilised vektorid). Geomeetriline vektor on suunatud sirgl~oik. Vekto-
rite liitmine de�neeritakse rööpküliku reegliga. Korrutamine arvuga de�neeritakse l~oigu
pikendamise v~oi lühendamise teel ja negatiivsete arvude korral veel lisaks suuna muut-
misega vastupidiseks.

Näide 6.7 (funktsiooniruum). Olgu C[a, b] k~oigi l~oigus [a, b] pidevate reaalarvuliste
väärtustega funktsioonide hulk. Olgu f, g ∈ C[a, b] ning α ∈ R. Tehted de�neerime
järgmiselt:

1) (f + g)(x) .= f(x) + g(x) ∀x ∈ [a, b],
2) (αf)(x) .= αf(x) ∀x ∈ [a, b],
3) o(x) .= 0 ∀x ∈ [a, b] (nullfunktsioon),
4) (−f)(x) .= −f(x) ∀x ∈ [a, b] (vastandfunktsioon).

Ülaltoodud tehete suhtes on C[a, b] vektorruum üle R (matemaatilise analüüsi teoreem).
Samamoodi de�neeritakse diferentseeruvate ja siledate funktsioonide ruumid.

Näide 6.8 (homogeense LVS-i lahendiruum). Kirjutame homogeense LVS-i maatriksku-
jul Ax = 0. Ilmselt on nullvektor o lahend (nn triviaalne lahend), sest Ao = o. Olgu a
ja b lahendid, s.t Aa = o = Ab. Siis on a + b ja αa samuti lahendid, sest maatrikstehete
omaduste järgi
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1) A(a + b) = Aa + Ab = o + o = o

2) A(αa) = (Aα)a = (αA)a = α(Aa) = αo = o

Seega homogeense LVS-i lahendihulk (kui aritmeetilise vektorruumi alamhulk) on kinni-
ne liitmise ja arvuga korrutamise suhtes. Siit järeldub, et homogeense LVS-i lahendiruum
on vektorruum.

6.3. Vektorite omadusi

Esimest liiki lineaarne vektorv~orrand

Lause 6.9. V~orrandil αx = v leidub ∀ 0 6= α ∈ K ja v ∈ V korral parajasti üks lahend.
Selleks lahendiks on vektor

x =
v

α

.= α−1v ∈ V

T~oestus. Näitame k~oigepealt, et α−1v on v~orrandi αx = v lahend. T~oepoolest

α(α−1v) = (αα−1)v = 1v = v

Olgu y veel mingi lahend, s.t αy = v. Siis ilmselt

y = 1y = (α−1α)y = α−1(αy) = α−1v

Tulemus ütleb, et α−1v on v~orrandi αx = v ainus lahend.
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Nullvektori ainsus

Lause 6.10. Vektorruumis on parajasti üks nullvektor.

T~oestus. Olgu o′ samuti nullvektor. Siis{
o′ + o = o

o + o′ = o′
o′+o=o+o′=⇒ o′ = o

Koondamisreegel

Lause 6.11 (koondamisreegel). Olgu a, u, v vektorruumi V vektorid.

Kui a + u = a + v, siis u = v

T~oestus. Ilmselt
−a + (a + u) = −a + (a + v)

Kasutades k~oigepealt liitmise assotsiatiivsust, seejärel vastandvektori ja nullvektori de-
�nitsiooni, saame viimasest v~ordusest

(−a + a) + u = (−a + a) + v =⇒ o + u = o + v =⇒ u = v

Vastandvektori ühesus

Lause 6.12. Igal vektoril on parajasti üks vastandvektor.
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T~oestus. Olgu b ∈ V samuti vektori a ∈ V vastandvektor, s.t a+b = o. Et a+(−a) = o,
siis ilmselt

a + b = o = a + (−a)

Kasutades koondamisreeglit (lauset 6.11), saame b = −a.

Vahevektor

Vektorite a ja b vahe a− b de�neeritakse valemiga

a− b
.= a + (−b)

Teist liiki lineaarne vektorv~orrand

Lause 6.13. V~orrandil a + x = b leidub ∀ a, b ∈ V korral parajasti üks lahend. Selleks
lahendiks on x = b− a ∈ V .

T~oestus. Näitame k~oigepealt, et b− a on v~orrandi a + x = b lahend. T~oepoolest

a + (b− a) = a + b− a = (a− a) + b = o + b = b

Olgu y veel mingi lahend, s.t a + y = b. Siis ilmselt

a + y = b = a + (b− a)

Kasutades koondamisreeglit (lauset 6.11), saame y = b−a, s.t b−a on v~orrandi a+x = b
ainus lahend.

Näide 6.14. V~orrandi a + x = a ainus lahend on x = a− a = o, s.t nullvektor.

Näide 6.15. V~orrandi a + x = o ainus lahend on x = o − a = −a, s.t vektori a
vastandvektor.
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Vektori korrutamine nulliga

Lause 6.16. 0a = o ∀ a ∈ V

T~oestus. T~oepoolest
o + 0a = 0a = (0 + 0)a = 0a + 0a

millest koondamisreegli (lause 6.11) p~ohjal 0a = o.

Nullvektori korrutamine skalaariga

Lause 6.17. αo = o ∀α ∈ K

T~oestus. T~oepoolest
o + αo = αo = α(o + o) = αo + αo

millest koondamisreegli p~ohjal αo = o.

Vastandvektori arvutamine

Lause 6.18. −a = (−1)a ∀ a ∈ V

T~oestus. T~oepoolest

a + (−1)a = 1a + (−1)a = (1− 1)a = 0a = o = a + (−a)

millest koondamisreegli (lause 6.11) p~ohjal (−1)a = −a.
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Vektori korrutamine vastandarvuga

Lause 6.19. (−α)a
(A)
= −(αa)

(B)
= α(−a) ∀α ∈ K, ∀ a ∈ V

T~oestus. T~oestame k~oigepealt v~orduse (A). Peame näitama, et (−α)a on vektori αa
vastandvektor. T~oepoolest

αa + (−α)a = (α− α)a = 0a = o =⇒ (−α)a = −(αa)

Nüüd arvutame

(−α)a = (−α1)a = [α(−1)]a = α[(−1)a] = α(−a)

mis viib n~outud v~orduseni (B).

Nullitegurite puudumine vektorruumis

Lause 6.20. Vektorruumis puuduvad nullitegurid, s.t

αa = o ⇐⇒ α = 0 v~oi a = o

T~oestus. =⇒ : Olgu αa = o. Oletame vastuväiteliselt, et leiduvad nullitegurid, s.t α 6= 0
ja a 6= o. Siis ∃α−1 ∈ K ning

a = 1a = (α−1α)a = α−1(αa) = α−1o = o

mis on vastuolus oletusega, et a 6= o. Tulemus (vastuolu) ütleb, et korrutises αa = o
peab vähemalt üks teguritest olema 0.

⇐=: Olgu α = 0 v~oi a = o. Siis αa = o eespool t~oestatud lausete 6.16 ja 6.17
p~ohjal.
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Näide 6.21. Avaldada vektorid x, y vektorite a, b kaudu, kui{
x− 4y = a

2x + 3y = b

Lahendus. Esitame süsteemi maatrikskujul(
1 −4
2 3

)(
x
y

)
=
(

a
b

)
Olgu A =

(
1 −4
2 3

)
. Siis A−1 = 1

11

(
3 4
−2 1

)
ning(

x
y

)
=
(

1 −4
2 3

)−1(
a
b

)
=

1
11

(
3 4

−2 1

)(
a
b

)
=

1
11

(
3a + 4b

−2a + b

)
Seega {

x = + 3
11a + 4

11b

y = − 2
11a + 1

11b

Kahtluse korral kontrollime lahendit. Kontrollime lahendit näiteks esimese v~orrandiga

x− 4y =
3
11

a +
4
11

b− 4(− 2
11

a +
1
11

b)

=
3
11

a +
4
11

b +
8
11

a− 4
11

b = a

Samamoodi kontrollitakse lahendit teise v~orrandiga.
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6.4. Lineaarne s~oltuvus

Lineaarkombinatsioonid

Vektorite v1, . . . , vn ∈ V lineaarkombinatsiooniks (LK-ks) kordajatega α1, . . . , αn ∈ K
nimetatakse avaldist (vektorit)

α1v1 + · · ·+ αnvn ∈ V

Selle vektori kohta öeldakse ka, et ta on avaldatud (arendatud) lineaarselt vektorite
v1, . . . , vn kaudu.

Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui k~oik tema kordajad on nullid.
Lineaarkombinatsiooni nimetatakse mittetriviaalseks, kui tal leidub vähemalt üks nullist
erinev kordaja.

Näide 6.22. Toome järgmised lihtsad näited:

1) 1a, 1o, 1o + 0a on mittetriviaalsed LK-d,
2) 0a ja 0o on triviaalsed LK-d.

Lineaarne s~oltuvus ja s~oltumatus

Vektorisüsteemi (VS-i) {v1, . . . , vn} nimetatakse lineaarselt s~oltuvaks, kui antud süs-
teemi vektorite mingi mittetriviaalne LK v~ordub nullvektoriga. Vastasel juhul, s.t kui
nullvektoriga v~orduvat mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni ei leidu, nimetatakse VS-i
lineaarselt s~oltumatuks.

Sageli räägitakse vektorisüsteemi lineaarse s~oltuvuse ja s~oltumatuse asemel (süsteemi
kuuluvate) vektorite lineaarsest s~oltuvusest ja s~oltumatusest.
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Näide 6.23 (tühihulga lineaarne s~oltumatus). Kui VS on tühihulk, siis süsteemi vek-
torite lineaarkombinatsioone ei leidu. Puuduvad nii triviaalsed kui ka mittetriviaalsed
LK-d. Seega on tühihulk lineaarselt s~oltumatu.

Näide 6.24. Uurime VS-i 
e1

.= (1, 0, 0, . . . , 0)
e2

.= (0, 1, 0, . . . , 0)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

en
.= (0, 0, 0, . . . , 1)

lineaarset s~oltuvust.

Lahendus. Peame uurima v~orrandit (seost)

α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = o

Tundmatud on α1, . . . , αn. Arvutame
α1e1 = α1(1, 0, 0, . . . , 0) = (α1, 0, 0, . . . , 0)
α2e2 = α2(0, 1, 0, . . . , 0) = (0, α2, 0, . . . , 0)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αnen = αn(0, 0, 0, . . . , 1) = (0, 0, 0, . . . , αn)

Liites saame

α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = (α1, α2, . . . , αn) = o = (0, 0, . . . , 0)
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Siit järeldub, et
α1 = α2 = · · · = αn = 0

Tulemus ütleb, et VS {e1, e2, . . . , en} on lineaarselt s~oltumatu.

Kui vektorisüsteem koosneb ühest vektorist

Lause 6.25. VS, mis koosneb ainult nullvektorist, on lineaarselt s~oltuv.

T~oestus. T~oepoolest, siis leidub nullvektoriga v~orduv mittetriviaalne LK: 1o = o.

Lause 6.26. Ühest vektorist koosnev VS on lineaarselt s~oltumatu parajasti siis, kui see
vektor ei ole nullvektor.

T~oestus. =⇒ : Olgu {v} lineaarselt s~oltumatu. Siis v 6= o, sest {o} oleks lineaarselt
s~oltuv, mis on vastuolus eeldusega.

⇐=: Kui v 6= o, siis v~ordusest αv = o järeldub (nullitegurite puudumise t~ottu)
α = 0. Seega ei leidu nullvektoriga v~orduvat mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni, s.t
VS {v 6= o} peab olema lineaarselt s~oltumatu.

Lause 6.27. Ühest vektorist koosnev VS on lineaarselt s~oltuv parajasti siis, kui see
vektor on nullvektor.

T~oestus. =⇒ : Olgu VS {v} lineaarselt s~oltuv. Kui v ei ole nullvektor, siis eelnenud
lause p~ohjal on see VS lineaarselt s~oltumatu, mis on vastuolus eeldusega. Seega peab
v = o.

⇐=: {o} on ilmselt lineaarselt s~oltuv, sest 1o = o.
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Kui vektorisüsteem sisaldab nullvektorit

Lause 6.28. VS, mis sisaldab nullvektorit, on lineaarselt s~oltuv.

T~oestus. Olgu {o, v1, . . . , vn} vaadeldav VS. Siis

1o + 0v1 + · · ·+ 0vn︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= o

millest järeldub n~outav lineaarne s~oltuvus.

Kui vektorisüsteem sisaldab vastandvektoreid

Lause 6.29. VS, mis sisaldab koos mingi vektoriga ka selle vektori vastandvektorit, on
lineaarselt s~oltuv.

T~oestus. Olgu {v,−v, v1, . . . , vn} vaadeldav VS. Siis

1v + (−v) + 0v1 · · ·+ 0vn︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= o

millest järeldub n~outav lineaarne s~oltuvus.

Kui vektorisüsteem sisaldab ühesuguseid vektoreid

Lause 6.30. VS, mis sisaldab ühesuguseid vektoreid, on lineaarselt s~oltuv.
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T~oestus. Olgu {v, v, v1, . . . , vn} vaadeldav VS. Siis

1v + (−1)v + 0v1 · · ·+ 0vn︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= o

millest järeldub n~outav lineaarne s~oltuvus.

Kui vektorisüsteem sisaldab lineaarselt s~oltuvat
alamsüsteemi

Lause 6.31. VS, mis sisaldab lineaarselt s~oltuvat alamsüsteemi, on lineaarselt s~oltuv.

T~oestus. Olgu {v1, . . . , vn, v′1, . . . , v
′
k} selline vektorisüsteem, et alamsüsteem {v1, . . . , vn}

on lineaarselt s~oltuv. Siis leidub nullvektoriga v~orduv mittetriviaalne LK

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= o

Siit järeldub, et
mittetriviaalne LK︷ ︸︸ ︷

α1v1 + · · ·+ αnvn +0v′1 + · · ·+ 0v′k︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= o

seega VS {v1, . . . , vn, v′1, . . . , v
′
k} on lineaarselt s~oltuv.

Lineaarselt s~oltumatu vektorisüsteemi alamsüsteemidest

Lause 6.32. Lineaarselt s~oltumatu vektorisüsteemi iga alamsüsteem on lineaarselt s~oltumatu.

T~oestus. Järeldub lausest 6.31.
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Lineaarselt s~oltumatu vektorisüsteemi laiendamisest

Teoreem 6.33. Kui VS {v1, . . . , vn} on lineaarselt s~oltumatu ning VS {v1, . . . , vn, v}
on lineaarselt s~oltuv, siis avaldub vektor v vektorite v1, . . . , vn LK-na.

T~oestus. VS-i {v1, . . . , vn, v} lineaarse s~oltuvuse t~ottu

α1v1 + · · ·+ αnvn + αv︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= o

Viimases seoses peab α 6= 0, sest vastasel juhul oleksid k~oik kordajad nullid. Vektor v
avaldub siis ilmselt vektorite v1, . . . , vn LK-na

v = −α1

α
v1 − · · · −

αn

α
vn

Lineaarse s~oltumatuse tunnus

Teoreem 6.34. VS {v1, . . . , vn} on lineaarselt s~oltumatu parajasti siis, kui v~ordusest

α1v1 + · · ·+ αnvn = o järeldub α1 = · · · = αn = 0

T~oestus. =⇒ : Olgu VS {v1, . . . , vn} lineaarselt s~oltumatu. Peame näitama, et v~ordusest

α1v1 + · · ·+ αnvn = o järeldub α1 = · · · = αn = 0

Oletame vastuväiteliselt, et vähemalt üks kordajatest tuleb nullist erinev. Siis oleks VS
{v1, . . . , vn} lineaarselt s~oltuv, mis on vastuolus eeldusega. Järelikult peab α1 = · · · =
αn = 0.
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⇐=: Kui v~ordusest

α1v1 + · · ·+ αnvn = o järeldub α1 = · · · = αn = 0

siis ei leidu nullvektoriga v~orduvat mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni. Seega VS
{v1, . . . , vn} on lineaarselt s~oltumatu.

Lineaarse s~oltuvuse tunnus

Teoreem 6.35. VS, mis sisaldab vähemalt kahte vektorit, on lineaarselt s~oltuv parajasti
siis, kui süsteemis leidub vektor, mis avaldub ülejäänute LK-na.

T~oestus. =⇒ : Olgu VS {v1, . . . , vn≥2} lineaarselt s~oltuv. Siis leidub nullvektoriga v~orduv
mittetriviaalne LK

α1v1 + α2v2 · · ·+ αnvn︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= o

Olgu näiteks α1 6= 0. Arvutame

α1v1 = −α2v2 − · · · − αnvn

Korrutame nüüd arvuga α−1
1 vasakult, siis saame

v1 = −α2

α1
v2 − · · · −

αn

α1
vn

mis ütleb, et v1 avaldub ülejäänud vektorite LK-na.
⇐=: Avaldugu v1 ülejäänud vektorite LK-na

v1 = β2v2 + · · ·+ βnvn

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 126 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 126 eugen.paal@ttu.ee

Siit saame
1v1 − β2v2 − · · · − βnvn︸ ︷︷ ︸

mittetriviaalne LK

= o

s.t VS {v1, . . . , vn} on lineaarselt s~oltuv.

6.5. Moodustajad ja baas

Moodustajad

VS-i nimetatakse vektorruumi V moodustajate süsteemiks, kui V iga vektor on avaldatav
selle süsteemi vektorite LK-na. Moodustajate süsteemi vektoreid nimetatakse vektor-
ruumi moodustajateks.

Näide 6.36. Iga vektorruum on iseenda moodustajate süsteem, sest v = 1v. Et iga
vektorruum sisaldab nullvektorit, siis see näide ütleb, et vektorruumi moodustajate
süsteemid v~oivad olla lineaarselt s~oltuvad.

Baas

Öeldakse, et vektorisüsteem B on vektorruumi V 6= 0 baas ehk koordinaatsüsteem, kui

1) B on V moodustajate süsteem,
2) B on lineaarselt s~oltumatu.

Kui vektorruum on nullruum, siis v~oib tema baasiks de�neerida tühihulga (see on tea-
tavasti lineaarselt s~oltumatu). Seega oleks nullruumi baasis 0 vektorit.
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L~oplikum~o~otmelised ruumid

Vektorruumi nimetatakse l~oplikum~o~otmeliseks, kui tal leidub l~oplik baas, s.t baas, mis
sisaldab l~opliku arvu vektoreid. Vektorruumi nimetatakse l~opmatum~o~otmeliseks, kui ta
ei ole l~oplikum~o~otmeline.

Näide 6.37. T~oestame, et VS

{ei
.= (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−1

, 1, 0, . . . , 0)| i = 1, . . . , n}

on aritmeetilise vektorruumi Kn baas (seda nimetatakse standardbaasiks).

T~oestus. Näitest 6.24 teame, et VS {ei | i = 1, . . . , n} on lineaarselt s~oltumatu. Peame
näitama, et ta on ka vektorruumi Kn moodustajate süsteem. Olgu a = (α1, . . . , αn) ∈
Kn. Paneme tähele, et

a = α1e1 + · · ·+ αnen

s.t ∀ a ∈ Kn avaldub (lineaarselt s~oltumatute) vektorite e1, . . . , en LK-na. Siit järeldub,
et VS {ei | i = 1, . . . , n} on vektorruumi Kn baas.

6.6. M~o~ode

Esimene fundamentaallemma

Lemma 6.38. Vektorid b1, . . . , bn avaldugu vektorite a1, . . . , ak lineaarkombinatsiooni-
dena. Kui n > k, siis VS {b1, . . . , bn} on lineaarselt s~oltuv.
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T~oestus. Vastavalt eeldusele
b1 = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αk1ak

b2 = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αk2ak

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αknak

Moodustame LVS-i 
α11λ1 + α12λ2 + · · ·+ α1nλn = 0
α21λ1 + α22λ2 + · · ·+ α2nλn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αk1λ1 + αk2λ2 + · · ·+ αknλn = 0

Antud LVS on homogeensuse t~ottu koosk~olaline. Üheks lahendiks on ilmselt triviaalne
lahend λ1 = · · · = λn = 0. Et tundmatuid on rohkem kui v~orrandeid (n > k), siis lei-
dub sellel LVS-il mittetriviaalne lahend λ′1, . . . , λ

′
n, s.t vähemalt üks arvudest λ′1, . . . , λ

′
n

erineb nullist. Vaatame mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni

λ′1b1 + λ′2b2 + · · ·+ λ′nbn︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= + λ′1(α11a1 + α21a2 + · · ·+ αk1ak)

+ λ′2(α12a1 + α22a2 + · · ·+ αk2ak)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
+ λ′n(α1na1 + α2na2 + · · ·+ αknak)
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(avame sulud ja rühmitame liidetavad ümber)

= + (α11λ
′
1 + α12λ

′
2 + · · ·+ α1nλ′n)a1

+ (α21λ
′
1 + α22λ

′
2 + · · ·+ α2nλ′n)a2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
+ (αk1λ

′
1 + αk2λ

′
2 + · · ·+ αknλ′n)ak

= 0a1 + 0a2 + · · ·+ 0ak

= o

Näitasime, et leidub vektorite b1, . . . , bn nullvektoriga v~orduv mittetriviaalne LK. Järe-
likult peab VS {b1, . . . , bn} olema lineaarselt s~oltuv.

Teine fundamentaallemma

Lemma 6.39. Olgu VS {b1, . . . , bn} lineaarselt s~oltumatu ning VS {a1, . . . , ak} olgu V
moodustajate süsteem. Siis n ≤ k.

T~oestus. Oletame vastuväiteliselt, et n > k. Siis peaks vektorisüsteem {b1, . . . , bn} esi-
mese fundamentaallemma 6.38 p~ohjal olema lineaarselt s~oltuv, mis on vastuolus eeldu-
sega.

Teoreem vektorite arvust baasides

Teoreem 6.40. L~oplikum~o~otmelise vektorruumi k~oikides baasides on ühepalju vektoreid.
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T~oestus. Olgu A = {a1, . . . , ak} ja B = {b1, . . . , bn} l~oplikum~o~otmelise vektorruumi V
baasid. Peame näitama, et k = n. Paneme tähele, et{

B = {b1, . . . , bn} on lineaarselt s~oltumatu,

A = {a1, . . . , ak} on V moodustajate süsteem.

Lemma 6.39 p~ohjal n ≤ k. Samamoodi, kui A ja B vahetavad kohad, saame k ≤ n.
Kokku v~ottes k = n.

M~o~ode

L~oplikum~o~otmelise vektorruumi m~o~otmeks ehk dimensiooniks nimetatakse vektorite ar-
vu selle vektorruumi baasis. Vektorruumi V m~o~odet tähistatakse dim V .

Nullruum on 0-m~o~otmeline, s.t dim O = 0 (nullruumi baas on tühihulk).

Märkus 6.41. Selle de�nitsiooni korrektsus on garanteeritud teoreemiga 6.40.

Näide 6.42. Eespool toodud näite 6.37 p~ohjal dim Kn = n .

Kui vektorisüsteemis on rohkem kui dim V vektorit

Teoreem 6.43. VS, milles on rohkem kui dim V vektorit, on lineaarselt s~oltuv.

T~oestus. Tähistame dim V = k. Olgu{
{a1, . . . , ak} vektorruumi V baas

{b1, . . . , bn>k} mingi VS

Lemma 6.38 p~ohjal on VS {b1, . . . , bn>k} lineaarselt s~oltuv.
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Vektorite arvust moodustajate süsteemis

Teoreem 6.44. Vektorruumi V igas moodustajate süsteemis on vähemalt dim V vekto-
rit.

T~oestus. Tähistame dim V = n. Olgu{
{b1, . . . , bn} vektorruumi V baas

{a1, . . . , ak} vektorruumi V moodustajate süsteem

Peame näitama, et k ≥ n. Paneme tähele, et {b1, . . . , bn} on lineaarselt s~oltumatu (baas).
Lemma 6.39 p~ohjal n ≤ k.

6.7. Homogeense lineaarv~orrandisüsteemi LFS

LFS-i m~oiste

Homogeense LVS-i lahendiruum on teatavasti vektorruum. Homogeense LVS-i lahendite
fundamentaalsüsteemiks (LFS-iks) nimetatakse selle süsteemi lahendiruumi baasi.

Homogeense süsteemi lahendiruumi m~o~otmest

Teoreem 6.45. Olgu homogeense LVS-i tundmatute arv n ja süsteemi maatriksi astak
r. Siis on süsteemi lahendiruum (n− r)-m~o~otmeline.

See teoreem ütleb, et homogeense süsteemi lahendite fundamentaalsüsteem koosneb
n− r vektorist. Homogeense süsteemi üldlahend avaldub (vektoresituses) LFS-i vektori-
te lineaarkombinatsioonina, kusjuures kordajateks on suvalised konstandid (üldlahendi
parameetrid).
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LFS-i leidmine

LFS-i saame, kui vabadele tundmatutele (mille arv on (n− r)) omistame sobivalt arv-
väärtusi 1 ja 0.

Näide 6.46. Leiame homogeense süsteemi
2x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 0
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 0
9x1 + 4x2 + 7x3 + x4 = 0

lahendite fundamentaalsüsteemi.

Lahendus. Süsteemi üldlahend on
x1 = −9x2 − 4x4

x3 = 11x2 + 5x4

x2, x4 − vabad tundmatud

Üldlahend vektoresituses on

x =


x1

x2

x3

x4

 =


−9x2 − 4x4

x2

11x2 + 5x4

x4
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Süsteemi LFS sisaldab 4 − 2 = 2 vektorit. Vabadele tundmatutele x2 ja x4 omistame
nüüd arvväärtusi 1 ja 0. Saame erilahendid

v1 =


−9
1
11
0

 , v2 =


−4
0
5
1


Süsteemi üldlahend avaldub lahendite fundamentaalsüsteemi vektorite lineaarkombinat-
sioonina, kusjuures kordajateks on suvalised konstandid (vabad tundmatud)

x = x2v1 + x4v2

6.8. Koordinaadid ja koordinaatvektor

Olgu B = {b1, . . . , bn} vektorruumi V baas, siis dim V = n. Eelnevast teame, et iga
vektor a ∈ V on avaldatav baasi vektorite LK-na

a = α1b1 + · · ·+ αnbn

Selle lineaarkombinatsiooni kordajaid α1, . . . , αn nimetatakse vektori a ∈ V koordinaa-
tideks baasis B = {b1, . . . , bn}. Vektori a kohta öeldakse, et ta on arendatud baasi B
järgi. Vektori a koordinaatvektoriks baasis B nimetame üheveerulist maatriksit

CB(a) =

α1
...

αn


P~ohjus, miks kasutame veergu rea asemel, selgub hiljem.
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Lause 6.47 (koordinaatvektori omadusi). Olgu B vektorruumi V baas. Siis

1) CB(v1 + v2) = CB(v1) + CB(v2)
2) CB(αv) = αCB(v)

T~oestus. Soovitatav t~oestada iseseisva harjutusena.

Vektori koordinaatide ühesus antud baasis

Teoreem 6.48. Vektori koordinaadid antud baasis on määratud üheselt.

T~oestus. Olgu B = {b1, . . . , bn} vektorruumi V baas ning

a = α1b1 + · · ·+ αnbn = α′1b1 + · · ·+ α′nbn

V~ordusest a− a = o saame

α1b1 + · · ·+ αnbn − (α′1b1 + · · ·+ α′nbn)
= (α1 − α′1)b1 + · · ·+ (αn − α′n)bn = o

Baasi B lineaarse s~oltumatuse t~ottu peab

α′i = αi, i = 1, . . . , n

mis tähendabki koordinaatide ühesust baasis B.
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Vektorite v~ordsuse tunnus

Teoreem 6.49. Vektorid on v~ordsed parajasti siis, kui on v~ordsed nende vastavad koor-
dinaadid (koordinaatvektorid) mingis baasis.

T~oestus. Olgu B = {b1, . . . , bn} vektorruumi V baas ning a, c ∈ V . Siis

a = α1b1 + · · ·+ αnbn ja c = γ1b1 + · · ·+ γnbn

Arvutame

a− c = α1b1 + · · ·+ αnbn − (γ1b1 + · · ·+ γnbn)
= (α1 − γ1)b1 + · · ·+ (αn − γn)bn

=⇒ : V~ordusest a = c järeldub, et αi = γi (i = 1, . . . , n), sest B on lineaarselt
s~oltumatu.

⇐=: V~ordustest αi = γi (i = 1, . . . , n) järeldub ilmselt, et a = c.

6.9. Baasiteisendused

Üleminekumaatriks

Vektorruumi baas ei ole üldiselt üheselt määratud, s.t vektorruumis v~oib olla rohkem
kui üks baas. Olgu B = {b1, . . . , bn} ja B′ = {b′1, . . . , b′n} n-m~o~otmelise vektorruumi
V kaks baasi, vektorite arv neis on teatavasti ühesugune (vt teoreem 6.40). Arendame
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baasi B′ vektorid baasi B järgi
b′1 = α11b1 + α21b2 + · · ·+ αn1bn

b′2 = α12b1 + α22b2 + · · ·+ αn2bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b′n = α1nb1 + α2nb2 + · · ·+ αnnbn

Maatriksit

PB←B′
.=


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
. . .

...
αn1 αn2 . . . αnn


nimetatakse üleminekumaatriksiks baasilt B′ baasile B. Paneme tähele, et ülemineku-
maatriksi PB←B′ i-ndaks veeruks on baasivektori b′i arenduse koordinaadid baasis B

PB←B′ =
(
CB(b′1) CB(b′2) · · · CB(b′n)

)
Vektori koordinaatide teisenemine

Teoreem 6.50. Olgu B ja B′ vektorruumi V baasid. Siis

CB(v) = PB←B′CB′(v) ∀ v ∈ V

T~oestus. Arendame vektori v ∈ V baaside B ja B′ järgi

v =λ1b1 + · · ·+ λnbn = λ′1b
′
1 + · · ·+ λ′nb′n
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= λ′1(α11b1 + α21b2 + · · ·+ αn1bn)
+ λ′2(α12b1 + α22b2 + · · ·+ αn2bn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ λ′n(α1nb1 + α2nb2 + · · ·+ αnnbn)

(avame sulud ja rühmitame liidetavad ümber)

= + (α11λ
′
1 + α12λ

′
2 + · · ·+ α1nλ′n)b1

+ (α21λ
′
1 + α22λ

′
2 + · · ·+ α2nλ′n)b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ (αn1λ
′
1 + αn2λ

′
2 + · · ·+ αnnλ′n)bn

Vektori arendus baasi järgi on ühene. Järelikult
λ1 = α11λ

′
1 + α12λ

′
2 + · · ·+ α1nλ′n

λ2 = α21λ
′
1 + α22λ

′
2 + · · ·+ α2nλ′n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn = αn1λ
′
1 + αn2λ

′
2 + · · ·+ αnnλ′n

mis on vektori v koordinaatide teisenemisvalemid baasilt B′ baasile B. Tulemuse v~oime
ilmselt kirjutada maatrikskujul

λ1

λ2
...

λn

 =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n
...

...
. . .

...
αn1 αn2 · · · αnn




λ′1
λ′2
...

λ′n
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Näide 6.51. Leida vektori v = (1, 2, 3) ∈ R3 koordinaadid baasis

B′ = {b′1 = (1, 1, 0), b′2 = (1, 0, 1), b′3 = (0, 1, 0)}

Lahendus. Baasiks B on standardbaas

B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}

Siis

v = (1, 2, 3) = 1e1 + 2e2 + 3e3 =⇒ CB(v) =

1
2
3


Leiame üleminekumaatriksi PB←B′ . Paneme tähele, et

(1, 1, 0) = 1e1 + 1e2 + 0e3

(1, 0, 1) = 1e1 + 0e2 + 1e3

(0, 1, 0) = 0e1 + 1e2 + 0e3

=⇒ PB←B′ =

1 1 0
1 0 1
0 1 0


Nüüd paneme tähele, et

CB(v) = PB←B′CB′(v) =⇒

1
2
3

 =

1 1 0
1 0 1
0 1 0

CB′(v)

Siit saame

CB′(v) =

1 1 0
1 0 1
0 1 0

−11
2
3

 =

 1 0 −1
0 0 1
−1 1 1

1
2
3

 =

−2
3
4
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Kontrollides saame

v = −2b′1 + 3b′2 + 4b′3

= −2(1, 1, 0) + 3(1, 0, 1) + 4(0, 1, 0)
= (−2,−2, 0) + (3, 0, 3) + (0, 4, 0)
= (1, 2, 3)

Üleminekumaatriksi omadusi

Lemma 6.52. Olgu dim V = n ning B = {b1, . . . , bn} vektorruumi V baas. Kui A on
n×n-maatriks, siis

A[CB(v)] = o ∀ v ∈ V =⇒ A = 0

T~oestus. T~oepoolest, A[CB(bi)](= o) on maatriksi A i-s veerg, sest CB(bi) on ühikmaat-
riksi In i-s veerg.

Teoreem 6.53. Olgu B,B′ ja B′′ vektorruumi V kolm baasi. Siis

1) PB←B = I

2) P−1
B←B′ = PB′←B (pööratavus)

3) PB′′←B′PB′←B = PB′′←B (transitiivsus)

T~oestus. Esimese omaduse jätame iseseisvaks harjutuseks.
Teine omadus järeldub esimesest ja kolmandast. V~ottes kolmandas omaduses B′′ =

B, saame esimese omaduse p~ohjal

PB←B′PB′←B = PB←B = I
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Samamoodi, kui B ja B′ vahetavad kohad, siis

PB′←BPB←B′ = PB′←B′ = I

Seega on üleminekumaatriks pööratav ja teine omadus (valem) kehtib järeldusena esi-
mesest ja kolmandast. Jääb üle t~oestada kolmas omadus.

Kasutades teoreemi 6.50, v~oime iga v ∈ V korral kirjutada

CB′(v) = PB′←BCB(v), CB′′(v) = PB′′←B′CB′(v)

Asendades viimases v~orduses CB′(v), saame

CB′′(v) = PB′′←B′PB′←BCB(v)

Kuid jällegi teoreemi 6.50 t~ottu v~oime kirjutada

CB′′(v) = PB′′←BCB(v)

Seega lahutades eelviimasest v~ordusest viimase, saame

(PB′′←B′PB′←B − PB′′←B)CB(v) = 0 ∀ v ∈ V

Kolmas omadus järeldub nüüd lemma 6.52 kaasabil.

Teoreem 6.54. Üleminekumaatriksi astak on dim V , s.t

det PB←B′ 6= 0 6= detPB′←B

T~oestus. Arvutame (ülemineku)maatriksite determinantide korrutise

det PB←B′ · det PB′←B = det(PB←B′PB′←B) = det PB←B

= det I = 1

Kuna korrutis erineb nullist, siis ei ole tegurid nullid.
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6.10. Alamruum ja lineaarne kate

Alamruum

Vektorruumi V alamruumiks nimetatakse tema sellist mittetühja osahulka V ′ ⊆ V , mis
rahuldab järgmist tingimust:

a, b ∈ V ′ =⇒ αa + βb ∈ V ′ ∀α, β ∈ K

Näide 6.55. Vektorruum V on iseenda alamruum. Nullruum O = {o}, mis koosneb
teatavasti vaid vektorruumi V nullvektorist o, on V alamruum. Neid alamruume nime-
tatakse vektorruumi V triviaalseteks alamruumideks. K~oiki ülejäänud alamruume (kui
leiduvad) nimetatakse mittetriviaalseteks.

Näide 6.56. De�neerime V ′ ⊂ K2 järgmiselt:

V ′
.= {(x,−x) ∈ K2|x ∈ K}

Kontrollime alamruumi tingimust. Olgu (a,−a), (b,−b) ∈ V ′, siis

α(a,−a) + β(b,−b) = (αa,−αa) + (βb,−βb)
= (αa + βb,−(αa + βb)) ∈ V ′ ∀α, β ∈ K

Tulemus ütleb, et V ′ on t~oepoolest aritmeetilise vektorruumi K2 alamruum.

Näide 6.57 (alamruume funktsiooniruumis). Toome m~oned alamruumide näited funkt-
siooniruumis.

1. Diferentseeruvad funktsioonid moodustavad alamruumi pidevate funktsioonide ruumis.
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2. Siledad funktsioonid moodustavad alamruumi diferentseeruvate funktsioonide ruumis.

Lause 6.58. Vektorruumi iga alamruum on samuti vektorruum (üle sama korpuse).

T~oestus. Sest kehtivad vektorruumi aksioomid.

Lineaarne kate

VS-i {v1, . . . , vn} lineaarseks katteks Lin{v1, . . . , vn} nimetatakse selle süsteemi vektorite
k~oigi LK-de hulka

Lin{v1, . . . , vn}
.= {α1v1 + · · ·+ αnvn ∈ V | α1, . . . , αn ∈ K}

Sageli öeldakse, et Lin{v1, . . . , vn} on vektorite v1, . . . , vn lineaarne kate.

Teoreem 6.59. Lin{v1, . . . , vn} ⊆ V on vektorruumi V alamruum.

T~oestus. Kontrolli alamruumi tingimust.

Teoreem 6.60. VS on lineaarselt s~oltumatu parajasti siis, kui ta on oma lineaarse katte
baas.

T~oestus. =⇒: Olgu VS lineaarselt s~oltumatu. See süsteem on ka oma lineaarse katte
moodustajate süsteem. Järelikult on tegemist (lineaarse katte) baasiga.

⇐=: Kui VS on (oma lineaarse katte) baas, siis peab ta ilmselt olema lineaarselt
s~oltumatu.

De�nitsioon 6.61. Maatriksi A reavektorite lineaarset katet nimetatakse selle maat-
riksi reavektorite ruumiks ja tähistatakse Row A. Maatriksi A veeruvektorite lineaarset
katet nimetatakse selle maatriksi veeruvektorite ruumiks ja tähistatakse Col A.
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6.11. Vektorisüsteemi astak. Astakuteoreem

Baasalamsüsteem

VS-i baasalamsüsteem on tema selline alamsüsteem, mis rahuldab järgmisi tingimusi:

1) baasalamsüsteem on lineaarselt s~oltumatu,
2) täiendavate vektorite lisamine vektorisüsteemist baasalamsüsteemi muudab saa-

dud (laiendatud) süsteemi lineaarselt s~oltuvaks.

Lühidalt öeldes on VS-i baasalamsüsteem selle süsteemimaksimaalne lineaarselt s~oltumatu
alamsüsteem.

Teoreem 6.62 (lineaarse katte baasist). VS-i baasalamsüsteem on selle VS-i lineaarse
katte baas.

T~oestus. Teoreemi 6.33 p~ohjal avaldub VS-i iga vektor oma baasalamsüsteemi vektori-
te LK-na. Järelikult on VS-i baasalamsüsteem selle VS-i lineaarse katte moodustajate
süsteem. Baasalamsüsteemi lineaarse s~oltumatuse t~ottu on tegemist baasiga.

Teoreem 6.63 (vektorite arv baasalamsüsteemides). Vektorisüsteemi k~oikides baas-
alamsüsteemides on ühepalju vektoreid.

T~oestus. Teame, et VS-i lineaarne kate on vektorruum. Väide järeldub teoreemidest
6.62 ning 6.40.
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Vektorisüsteemi astak

VS-i astakuks nimetatakse vektorite arvu tema baas-alam-süs-tee-mis.

Märkus 6.64. Selle de�nitsiooni korrektsus on garanteeritud teoreemiga 6.63.

Teoreem 6.65. VS-i astak v~ordub selle süsteemi lineaarse katte m~o~otmega

rank S = dim LinS

T~oestus. Järeldub teoreemist 6.62.

Teoreem 6.66 (astakuteoreem). VS-i astak v~ordub selle süsteemi vektorite koordinaa-
tide maatriksi astakuga.

Astakuteoreemi on mugav kasutada VS-i astaku leidmiseks. Selle teoreemi t~oestame
järgmises alapunktis.

Teoreem 6.67. Maatriksi A reavektorite süsteemi astak v~ordub maatriksi A astakuga
ning tema veeruvektorite süsteemi astak v~ordub samuti maatriksi A astakuga. Kuna VS-i
astak v~ordub tema lineaarse katte m~o~otmega, siis

dim Row A = rankA = dim Col A

6.12. Lineaarse s~oltuvuse uurimine

Kirjeldame, kuidas leida VS-i baasalamsüsteemi ja t~oestame astakuteoreemi.

Ülesanne. Olgu dim V = k. Uurida VS-i {v1, . . . , vn} lineaarset s~oltuvust.
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Lahendus. Peame uurima v~orrandit (seost)

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn = o (∗)

Tundmatud on λ1, . . . , λn. Olgu B = {b1, . . . , bk} vektorruumi V baas. Kasutame aren-
dust baasi B järgi 

v1 = α11b1 + α21b2 + · · ·+ αk1bk

v2 = α12b1 + α22b2 + · · ·+ αk2bk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vn = α1nb1 + α2nb2 + · · ·+ αknbk

Vektorite v1, . . . , vn koordinaatide maatriksi tähistame

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
...

αk1 αk2 . . . αkn

 =
(
CB(v1) CB(v2) . . . CB(vn)

)

Asendades ülaltoodud arendused seosesse (∗), saame

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn = λ1(α11b1 + α21b2 + · · ·+ αk1bk)
+ λ2(α12b1 + α22b2 + · · ·+ αk2bk)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ vn(α1nb1 + α2nb2 + · · ·+ αknbk)
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(avame sulud ja rühmitame liidetavad ümber)

= (α11λ1 + α12λ2 + · · ·+ α1nλn)b1

+ (α21λ1 + α22λ2 + · · ·+ α2nλn)b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ (αk1λ1 + αk2λ2 + · · ·+ αknλn)bk

= 0

Et baas B on lineaarselt s~oltumatu, peavad kordajad olema nullid
α11λ1 + α12λ2 + · · ·+ α1nλn = 0
α21λ1 + α22λ2 + · · ·+ α2nλn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αk1λ1 + αk2λ2 + · · ·+ αknλn = 0

Paneme tähele, et selle LVS-i maatriks on vektorite v1, . . . , vn koordinaatide maatriks
A = (αij). Olgu r maatriksi A astak. Kasutades Gaussi meetodit, lahendame viimase
LVS-i, mis on homogeensuse t~ottu koosk~olaline. Vabade tundmatute arv on teatavasti
n − r. Olgu λ′1, . . . , λ

′
r juhttundmatud ning λ′r+1, . . . , λ

′
n vabad tundmatud. Juhttund-

matud avalduvad lineaarselt vabade tundmatute kaudu (kui leiduvad). Selekteerime ka
vektorid vabadeks ja (olemasolu korral) juhtivateks. Vektorit, mis asetseb LK-s vaba
tundmatu k~orval, nimetame juhtvektoriks. Vektorit, mis asetseb LK-s juhttundmatu
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k~orval, nimetame vabaks vektoriks. Siis v~oime kirjutada

λ1v1 + · · ·+ λnvn =

juhttundmatud︷ ︸︸ ︷
λ′1v
′
1 + · · ·+ λ′rv

′
r︸ ︷︷ ︸

vabad vektorid

+

vabad tundmatud︷ ︸︸ ︷
λ′r+1v

′
r+1 + · · ·+ λ′nv′n︸ ︷︷ ︸
juhtvektorid

= o

Juhtvektorid (kui leiduvad) avalduvad vabade vektorite lineaarkombinatsioonidena, kui
vabadele tundmatutele omistada sobivalt arvväärtusi 1 ja 0. Seega on vabad vektorid
antud vektorisüsteemi moodustajad. Näitame, et vabad vektorid on lineaarselt s~oltu-
matud. Seega moodustavad vabad vektorid VS-i baasalamsüsteemi. See t~oestabki, et
vektorisüsteemi {a1, · · · , an} astak on r.

T~oepoolest, olgu {v′1, . . . , v′r} vabad vektorid ja avaldugu v′1 vastuväiteliselt ülejäänud
vabade vektorite LK-na

v′1 = β2v
′
2 + · · ·+ βrv

′
r

Siis avalduvad ka juhtvektorid v′r+1, . . . , v
′
n vektorite v′2, . . . , v

′
r lineaarkombinatsiooni-

dena 
v′r+1 = β2,r+1v

′
2 + β3,r+1v

′
3 + · · ·+ βr,r+1v

′
r

v′r+2 = β2,r+2v
′
2 + β3,r+2v

′
3 + · · ·+ βr,r+2v

′
r

. . . .

v′n = β2nv′2 + β3nv′3 + · · ·+ βrnv′r

Lausest 6.47 järeldub, et maatriksi A veeruvektorite CB(v′j) jaoks kehtivad seosed{
CB(v′1) =

∑r
i=2 βiCB(v′i)

CB(v′j) =
∑r

i=2 βijCB(v′i), j = r + 1, . . . , n
(∗∗)
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Leiame nüüd maatriksi A astaku veergude elementaarteisenduste (∗∗) abil

A =
(
CB(v1) CB(v2) . . . CB(vn)

)
∼
(
CB(v′1) CB(v′2) . . . CB(v′r) CB(v′r+1) . . . CB(v′n)

)
∼
(
0 CB(v′2) . . . CB(v′r) 0 . . . 0

)
Tulemus ütleb, et nullist erinevaid veerge jääb vaid r − 1, s.t maatriksil A peaks astak
olema väiksem kui r, mis on vastuolus eeldusega, et maatriksi astak on r. Järelikult pea-
vad vabad vektorid v′1, . . . , v

′
r olema lineaarselt s~oltumatud. Seega moodustavad vabad

vektorid antud vektorisüsteemi baasalamsüsteemi ja vektorisüsteemi astak on samuti
r.

Kui vabu tundmatuid ei ole, siis puuduvad ka juhtvektorid ning VS {v1, . . . , vn}
osutub lineaarselt s~oltumatuks. Vektorisüsteemi astak on sellisel juhul n.

6.13. Kroneckeri-Capelli teoreem

Vaatleme LVS-i 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = bk

(1)
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De�neerime veeruvektorid

a1 =


a11

a21
...

ak1

 , a2 =


a12

a22
...

ak2

 , . . . , an =


a1n

a2n
...

akn

 , b =


b1

b2
...
bk


LVS-i (1) saab samaväärselt esitada vektorkujul

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = b (2)

Kroneckeri-Capelli teoreem

Teoreem 6.68 (astakutingimus). LVS (1) on koosk~olaline parajasti siis, kui VS-ide
{a1, . . . , an} ja {a1, . . . , an, b} astakud on v~ordsed.

T~oestus. =⇒: Olgu LVS (1) koosk~olaline. See tähendab, et süsteemil (1) leidub mingi
lahend x1 = α1, . . . , xn = αn. Siis kehtib aga vektorv~ordus (2)

b = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan (3)

Olgu r = rank{a1, . . . , an}. Siis sisaldavad VS-i {a1, . . . , an} baasalamsüsteemid r vek-
torit. Olgu näiteks a1, . . . , ar lineaarselt s~oltumatud, siis avalduvad ülejäänud n − r
vektorit ar+1, . . . , an vektorite a1, . . . , ar lineaarkombinatsioonidena. V~ordusest (3) jä-
reldub, et ka vektor b avaldub vektorite a1, . . . , ar LK-na. Laiendatud vektorisüsteemi
{a1, . . . , an, b} baasalamsüsteem on seega samuti {a1, . . . , ar}. Siit järeldub, et rank{a1, . . . , an, b} =
r.

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 150 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 150 eugen.paal@ttu.ee

⇐=: Olgu
rank{a1, . . . , an} = rank{a1, . . . , an, b} = r

Siis VS-i {a1, . . . , an} baasalamsüsteemid sisaldavad r vektorit. Olgu näiteks vekto-
rid a1, . . . , ar lineaarselt s~oltumatud. Vaatleme laiendatud VS-i {a1, . . . , ar, b}. Kuna
rank{a1, . . . , an, b} = r ja vektorid a1, . . . , ar on lineaarselt s~oltumatud, siis VS {a1, . . . , ar, b}
on lineaarselt s~oltuv. Kui b = 0, siis avaldub vektor b vektorite a1, . . . , ar triviaalse LK-
na. Kui b 6= 0, siis peab vektor b avalduma vektorite a1, . . . , ar LK-na (kasutame teoreemi
6.33). Seega leiduvad sellised skalaarid α1, . . . , αr, et

b = α1a1 + · · ·+ αrar

ehk
b = α1a1 + · · ·+ αrar + 0ar+1 + · · ·+ 0an

See aga tähendab, et

x1 = α1, · · · , xr = αr, xr+1 = · · · = xn = 0

on LVS-i (1) lahend.

6.14. Ülesanded

Lineaarkombinatsioonid

6.14.1 Arendada vektor v = (1,−2, 5) ∈ R3 vektorite

b1 = (1, 1, 1), b2 = (1, 2, 3), b3 = (2,−1, 1)
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lineaarkombinatsioonina. Kontrollida arendust.
6.14.2 Arendada vektor v = (2,−5, 3) ∈ R3 vektorite

b1 = (1,−3, 2), b2 = (2,−4,−1), b3 = (1,−5, 7)

lineaarkombinatsioonina. Kontrollida arendust.
6.14.3 Arendada vektor v = (7, 14,−1, 2) vektorite{

b1 = (1, 2,−1,−2), b2 = (2, 3, 0,−1)
b3 = (1, 2, 1, 4), b4 = (1, 3,−1, 0)

lineaarkombinatsioonina. Kontrollida arendust.
6.14.4 Arendada maatriks M maatriksite A,B, C lineaarkombinatsioonina. Kontrollida
arendust.

M =
(

4 7
7 9

)
, A =

(
1 1
1 1

)
, B =

(
1 2
3 4

)
, C =

(
1 1
4 5

)
6.14.5 Arendada polünoom p = t2 + 4t− 3 polünoomide

p1 = t2 − 2t + 5, p2 = 2t2 − 3t, p3 = t + 1

lineaarkombinatsioonina. Kontrollida arendust.

Moodustajad ja lineaarne kate

6.14.6 Näidata, et vektorid

v1 = (1, 1, 1), v2 = (1, 2, 3), v3 = (1, 5, 8)

on vektorruumi R3 moodustajad.
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Lineaarne s~oltuvus

6.14.7 T~oestada, et funktsioonisüsteem {1, sin2 x, cos2 x|x ∈ R} on lineaarselt s~oltuv.
6.14.8 T~oestada, et funktsioonisüsteem {sinx, cos x|x ∈ R} on lineaarselt s~oltumatu.
6.14.9 Olgu VS {a, b} lineaarselt s~oltumatu. T~oestada, et siis on ka VS {a + b, a − b}
lineaarselt s~oltumatu.
6.14.10 T~oestada, et funktsioonisüsteem {eiϕ, e−iϕ|ϕ ∈ R} on lineaarselt s~oltumatu.

Lineaarse s~oltuvuse uurimine

6.14.11 Leida VS-i astak ja mingi baasalamsüsteem, juhtvektorid arendada baasalam-
süsteemi järgi. Kontrollida arendusi.{

v1 = (1, 0, 0,−1), v2 = (2, 1, 1, 0)
v3 = (1, 1, 1, 1), v4 = (1, 1, 3, 4), v5 = (0, 1, 2, 3)

6.14.12 Uurida VS-i{
v1 = (6, 3, 3, 9), v2 = (4, 2, 2, 6), v3 = (5, 4,−2, 1)
v4 = (2, 1, 1, 3), v5 = (3, 2, 0, 2), v6 = (1, 3,−7, 2)

lineaarset s~oltuvust. Leida astak ja mingi baasalamsüsteem. Juhtvektorid arendada
baasalamsüsteemi järgi. Kontrollida arendusi.
6.14.13 Uurida VS-i {

v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (2, 3, 4, 5)
v3 = (3, 4, 5, 6), v4 = (4, 5, 6, 7)
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lineaarset s~oltuvust. Leida astak ja mingi baasalamsüsteem. Juhtvektorid arendada
baasalamsüsteemi järgi. Kontrollida arendusi.
6.14.14 Uurida VS-i {

v1 = (1, 1, 1, 1), v2 = (1, 2, 3, 2)
v3 = (2, 5, 6, 4), v4 = (2, 6, 8, 5)

lineaarset s~oltuvust. Leida astak ja mingi baasalamsüsteem. Juhtvektorid arendada
baasalamsüsteemi järgi. Kontrollida arendusi.

Baasiteisendused

6.14.15 Leida vektori v = (5, 3, 4) ∈ R3 koordinaadid baasis

(1,−1, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1)

Kontrollida arendust.
6.14.16 Leida vektori v = (−2, 0, 1) ∈ R3 koordinaadid baasis

(5, 2, 1), (−2, 0, 1), (0, 4,−3)

Kontrollida arendust.
6.14.17 Leida vektori v = (5, 5,−3) ∈ R3 koordinaadid baasis

(4,−2, 1), (−7, 3,−1), (0,−8, 6)

Kontrollida arendust.
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Homogeense LVS-i lahendite fundamentaalsüsteem

Leida homogeense LVS-i lahendite fundamentaalsüsteem. Üldlahend arendada baasivek-
torite järgi. Kontrollida lahendit.
6.14.18 

4x1 + x2 + 2x3 = 0
7x1 + 5x2 + 3x3 = 0
6x1 − 5x2 + 4x3 = 0

6.14.19 
2x1 + x2 + 5x3 + 7x4 = 0
4x1 − 2x2 + 7x3 + 5x4 = 0
2x1 − x2 + x3 − 5x4 = 0

6.14.20 
4x1 + x2 + 2x3 − 3x5 = 0
9x1 + 2x2 + 5x3 + 2x4 + x5 = 0
3x1 + x2 + x3 − 2x4 − 9x5 = 0

6.14.21 
6x1 + 5x2 − 2x3 + 7x4 + 4x5 = 0
9x1 + 7x2 − 3x3 + 5x4 + 6x5 = 0
3x1 + 2x2 − x3 + 4x4 + 2x5 = 0
9x1 + 5x2 − 3x3 + x4 + 6x5 = 0
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7. Skalaarkorrutis

7.1. Skalaarkorrutis reaalses vektorruumis

Olgu V vektorruum üle R.

Skalaarkorrutise m~oiste

Öeldakse, et reaalses vektorruumis V on de�neeritud skalaarkorrutis, kui igale kahele
vektorile a, b ∈ V on vastavusse seatud reaalarv (a|b) ∈ R nii, et on täidetud järgmised
tingimused:

1) (a|b) = (b|a) (sümmeetria),
2) (a + b|c) = (a|c) + (b|c) (aditiivsus),
3) (αa|b) = α(a|b) ∀α ∈ R (homogeensus),
4) kui V 3 a 6= o, siis (a|a) > 0 (positiivsus).

Reaalset skalaarkorrutisega vektorruumi nimetatakse eukleidiliseks vektorruumiks.

Näide 7.1 (skalaarkorrutis nullvektoriga). Skalaarkorrutise omaduse 3) p~ohjal ilmselt

(o|a) = (0o|a) = 0(o|a) = 0 ∀ a ∈ V

Siit järeldub, et ka (o|o) = 0.

Näide 7.2 (skalaarkorrutis reaalses aritmeetilises vektorruumis). Olgu

a = (α1, . . . , αn) ∈ Rn ja b = (β1, . . . , βn) ∈ Rn
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Skalaarkorrutise de�neerime valemiga

(a|b) .= α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn ∈ R

Näide 7.3 (skalaarkorrutis funktsiooniruumis). Olgu f ja g l~oigul [a, b] pidevad funkt-
sioonid, s.t f, g ∈ C[a, b]. Skalaarkorrutise de�neerime valemiga

(f |g) .=
∫ b

a
f(x)g(x) dx ∈ R

7.2. Skalaarkorrutis kompleksses vektorruumis

Olgu V vektorruum üle C.

Skalaarkorrutise m~oiste

Öeldakse, et kompleksses vektorruumis V on de�neeritud skalaarkorrutis, kui igale ka-
hele vektorile a, b ∈ V on vastavusse seatud kompleksarv (a|b) ∈ C nii, et on täidetud
järgmised tingimused:

1) (a|b) = (b|a)∗ (unitaarne sümmeetria),
2) (a + b|c) = (a|c) + (b|c) (aditiivsus),
3) (αa|b) = α(a|b) ∀α ∈ C (homogeensus),
4) kui V 3 a 6= o, siis (a|a) > 0 (positiivsus).

Kompleksset skalaarkorrutisega vektorruumi nimetatakse unitaarseks vektorruumiks.
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Näide 7.4 (skalaarkorrutis kompleksses aritmeetilises vektorruumis). Kui

a = (α1, . . . , αn) ∈ Cn ja b = (β1, . . . , βn) ∈ Cn

siis de�neerime skalaarkorrutise valemiga

(a|b) .= ab† = α1β
∗
1 + α2β

∗
2 + · · ·+ αnβ∗n ∈ C

Näide 7.5 (skalaarkorrutis kompleksses funktsiooniruumis). Olgu f, g pidevad komp-
leksarvuliste väärtustega reaalmuutuja funktsioonid l~oigul [a, b]. Skalaarkorrutise de�-
neerime valemiga

(f |g) .=
∫ b

a
f(x)g∗(x) dx ∈ C

7.3. Vektori pikkus

Vektori pikkuse m~oiste

Vektori a ∈ V pikkus ehk norm |a| .= ||a|| de�neeritakse valemiga |a| .=
√

(a|a). Vektori
pikkus on ilmselt mittenegatiivne reaalarv.

Näide 7.6 (aritmeetilise vektori pikkus). Aritmeetilise vektori

a = (α1, . . . , αn) ∈ Cn

pikkus on
|a| .=

√
|α1|2 + |α2|2 + · · ·+ |αn|2
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Näide 7.7 (funktsiooni norm). Funktsiooni f ∈ C[a, b] norm on

||f || .=

√∫ b

a
|f(x)|2 dx

Teoreem 7.8 (homogeensus). |αa| = |α||a| ∀α ∈ C,∀ a ∈ V

T~oestus. T~oepoolest, arvutame

|αa| =
√

(αa|αa) =
√

αα∗(a|a) =
√
|α|2

√
(a|a) = |α||a|

Ühikvektor

Vektorit pikkusega 1 nimetatakse ühikvektoriks. Ühikvektori kohta öeldakse, et ta on
normeeritud.

Näide 7.9. Vektorid

ei
.= (

i−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0)

on ühikvektorid (ehk normeeritud).

Lause 7.10 (vektori normeerimine). Olgu a 6= o. Siis on vektor a
|a| ühikvektor.

T~oestus. T~oepoolest, arvutame∣∣∣∣ a

|a|

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1
|a|

a

∣∣∣∣ = 1
|a|
|a| = 1
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7.4. Cauchy-Schwarzi v~orratus ja vektoritevaheline nurk

Cauchy-Schwarzi v~orratus

Teoreem 7.11. Olgu V unitaarne vektorruum. Siis kehtib nn Cauchy-Schwarzi 8 v~orratus

|(a|b)| ≤ |a||b| ∀ a, b ∈ V

T~oestus. Kui a = o v~oi b = o, siis on Cauchy-Schwarzi v~orratus ilmne. Olgu a 6= o ja
b 6= o. Iga α ∈ C korral kehtib v~orratus

|αa− b|2 ≥ 0

Kasutades skalaarkorrutise omadusi, saame

|αa− b|2 = (αa− b|αa− b)
= αα∗(a|a)− α(a|b)− α∗(b|a) + (b|b) ≥ 0

Nüüd v~otame

α =
(a|b)∗

(a|a)
Saame

αα∗(a|a)− α(a|b)− α∗(b|a) + (b|b) =

=
(a|b)∗(a|b)
(a|a)(a|a)

(a|a)− (a|b)∗

(a|a)
(a|b)− (a|b)

(a|a)
(a|b)∗ + (b|b)

8Augustin Louis Cauchy (1789�1857), prantsuse matemaatik.
Karl Hermann Schwarz (1843�1921), saksa matemaatik.
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= −|(a|b)|
2

(a|a)
+ (b|b) ≥ 0

Korrutame saadud v~orratust positiivse arvuga (a|a). Tulemuseks saame

(a|a)(b|b)− |(a|b)|2 ≥ 0 =⇒ |(a|b)|2 ≤ |a|2|b|2

=⇒ |(a|b)| ≤ |a||b|

Näide 7.12 (Cauchy-Schwarzi v~orratus aritmeetilises vektorruumis). Kui

a = (α1, . . . , αn) ∈ Cn ja b = (β1, . . . , βn) ∈ Cn

siis on Cauchy-Schwarzi v~orratus

|α1β1 + · · ·+ αnβn| ≤
√
|α1|2 + · · ·+ |αn|2

√
|β1|2 + · · ·+ |βn|2

Näide 7.13 (Cauchy-Schwarzi v~orratus funktsiooniruumis). Olgu f, g∈C[a, b]. Siis on
Cauchy-Schwarzi v~orratus∣∣∣∣∫ b

a
f(x)g∗(x) dx

∣∣∣∣ ≤
√∫ b

a
|f(x)|2 dx

√∫ b

a
|g(x)|2 dx

Vektoritevaheline nurk

Olgu V unitaarne vektorruum. Olgu V 3 a 6= o ja V 3 b 6= o. Vektorite a ja b vaheline
nurk ϕ de�neeritakse valemiga

cos ϕ
.=

(a|b)
|a||b|

, 0 ≤ ϕ ≤ π
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Märkus 7.14. Selle de�nitsiooni korrektsus on ilmselt garanteeritud Cauchy-Schwarzi
v~orratusega.

7.5. Kolmnurga v~orratus

Teoreem 7.15. Olgu V unitaarne vektorruum. Siis

|a + b| ≤ |a|+ |b| ∀a, b ∈ V

T~oestus. Kasutades Cauchy-Schwarzi v~orratust, arvutame

|a + b|2 = (a + b|a + b) = (a|a) + (a|b) + (b|a) + (b|b)
= (a|a) + (a|b) + (a|b)∗ + (b|b)
= (a|a) + 2 re(a|b) + (b|b)
≤ (a|a) + 2| re(a|b)|+ (b|b)
≤ (a|a) + 2|(a|b)|+ (b|b)
≤ |a|2 + 2|a||b|+ |b|2

= (|a|+ |b|)2 =⇒ |a + b| ≤ |a|+ |b|

Näide 7.16 (kolmnurga v~orratus aritmeetilises vektorruumis). Olgu

a = (α1, . . . , αn) ∈ Cn ja b = (β1, . . . , βn) ∈ Cn

Siis on kolmnurga v~orratus√
|α1 + β1|2 + · · ·+ |αn+ βn|2 ≤

√
|α1|2 + · · ·+ |αn|2

+
√
|β1|2 + · · ·+ |βn|2
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Näide 7.17 (kolmnurga v~orratus funktsiooniruumis). Kui f, g ∈C[a, b], siis on kolm-
nurga v~orratus√∫ b

a
|f(x) + g(x)|2 dx ≤

√∫ b

a
|f(x)|2 dx +

√∫ b

a
|g(x)|2 dx

7.6. Ortogonaalsus ja ristbaas

Ortogonaalsus

Öeldakse, et unitaarse vektorruumi V vektorid a, b ∈ V on ortogonaalsed ehk risti, kui
(a|b) = 0. VS-i nimetatakse ortogonaalseks, kui süsteemi iga kaks erinevat vektorit on
ortogonaalsed. VS-i nimetatakse ortonormeerituks, kui

1) ta on ortogonaalne,
2) süsteemi vektorid on ühikvektorid, s.t normeeritud.

Näide 7.18. Nullvektor on ortogonaalne unitaarse vektorruumi iga vektoriga, kaasa
arvatud iseendaga.

Teoreem 7.19. Ortogonaalne VS, mis ei sisalda nullvektorit, on lineaarselt s~oltumatu.

T~oestus. Olgu VS {a1, . . . , an} ortogonaalne, s.t

(ai|aj) = 0 ∀ i 6= j

Peame näitama, et

α1a1 + · · ·+ αnan = o =⇒ 0 = α1 = · · · = αn
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Arvutame

0 = (o|aj) = (α1a1 + · · ·+ αnan|aj)
= α1(a1|aj) + · · ·+ αj(aj |aj) + · · ·+ αn(an|aj)
= αj(aj |aj)

Et aj 6= o, siis (aj |aj) 6= 0. Järelikult αj = o (j = 1, . . . , n).

Ristbaas

Unitaarse vektorruumi baasi, mis on ortogonaalne, nimetatakse ortogonaalbaasiks. Uni-
taarse vektorruumi ortonormeeritud baasi nimetatakse ka ristbaasiks. Ristbaasi {e1, . . . , en}
korral

(ei|ej) = δij

Teoreem 7.20. Unitaarse ruumi ortogonaalne moodustajate süsteem, mis ei sisalda
nullvektorit, on baas.

T~oestus. Järeldub teoreemist 7.19.

Teoreem 7.21. Unitaarse vektorruumi ortonormeeritud moodustajate süsteem on rist-
baas.

Teoreem 7.22. Olgu {e1, . . . , en} unitaarse vektorruumi V ristbaas. Siis kehtib aren-
duse

a = α1e1 + · · ·+ αnen ∈ V

jaoks αi = (a|ei).
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T~oestus. T~oepoolest, arvutame

(a|ei) = (α1e1 + · · ·+ αnen|ei)
= (α1e1|ei) + · · ·+ (αiei|ei) + · · ·+ (αnen|ei)
= α1(e1|ei) + · · ·+ αi(ei|ei) + · · ·+ αn(en|ei)

= αi(ei|ei) = αi|ei|2 = αi

mis t~oestabki v~orduse.

7.7. Baasi ortogonaalimine

Lemma 7.23. Olgu {v1, . . . , vn} ortonormaalne VS unitaarses vektorruumis V . Siis on
iga vektori u korral vektor

u′
.= u−

n∑
i=1

(u|vi)vi

ortogonaalne iga vektoriga vi (i = 1, . . . , n).

T~oestus. Arvutame vektori u′ skalaarkorrutise vektoriga vj

(u′|vj) = (u|vj)−
n∑

i=1

(u|vi)(vi|vj)

= (u|vj)−
n∑

i=1

(u|vi)δij

= (u|vj)− (u|vj) = 0
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Grami-Schmidti ortogonaalimismeetod

Olgu {u1, . . . , un} unitaarse vektorruumi V baas. Siis lineaarse s~oltumatuse t~ottu ilmselt
ui 6= o ning |ui| > 0 iga i korral. Näitame, kuidas konstrueerida ortonormeeritud baasi
{v1, . . . , vn}.

Olgu v1
.= u1/|u1|. Lemma 9.2 p~ohjal on vektor

u′2
.= u2 − (u2|v1)v1

ortogonaalne vektoriga v1. V~ottes v2
.= u′2/|u′2|, saame ortonormaalse vektorisüsteemi

{v1, v2}. Edasi näeme, et vektor

u′3
.= u3 − (u3|v1)v1 − (u3|v2)v2

on ortogonaalne vektoritega v1 ja v2. V~ottes v3
.= u′3/|u′3|, saame ortonormaalse süsteemi

{v1, v2, v3}. Nii jätkates saamegi ortonormeeritud süsteemi {v1, . . . , vn}. Selle süsteemi
iga vektor on vektorite u1, . . . , un lineaarkombinatsioon.

Kuna ortonormeeritud vektorisüsteem on lineaarselt s~oltumatu, siis on {v1, . . . , vn}
vektorruumi V ortonormeeritud baas.

Ülalkirjeldatud vektorisüsteemi ortogonaalimismeetodit nimetatakseGrami-Schmidti
9 ortogonaalimismeetodiks.

Näide 7.24. Ortonormeerida vektorisüsteem

u1 = (1, 1, 0), u2 = (2, 1, 0), u3 = (1, 1, 1)
9 Jørgen Pedersen Gram (1850�1916), taani matemaatik.
Erhardt Schmidt (1876�1959), saksa matemaatik.
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Lahendus. Vektorisüsteem {u1, u2, u3} on vektorruumi R3 baas (veenduda). Arvutame

|u1| =
√

1 + 1 =
√

2 =⇒ v1 =
u1

|u1|
=

(1, 1, 0)√
2

Vektorisüsteem {v1} moodustab ilmselt ortonormeeritud süsteemi ja me v~oime kasutada
lemmat 9.2

u′2 = u2 − (u2|v1)v1 = (2, 1, 0)− 2 · 1 + 1 · 1 + 0 · 0√
2

· (1, 1, 0)√
2

=
(1,−1, 0)

2

Nüüd arvutame

|u′2| =
√

1
4

+
1
4

=
1√
2

=⇒ v2 =
u′2
|u′2|

=
√

2 · (1,−1, 0)
2

=
(1,−1, 0)√

2

Vektorisüsteem {v1, v2} moodustab ilmselt ortonormeeritud süsteemi ja me v~oime ka-
sutada lemmat 9.2

u′3 = u3 − (u3|v1)v1 − (u3|v2)v2

= (1, 1, 1)− 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 0√
2

· (1, 1, 0)√
2

− 1 · 1− 1 · 1 + 1 · 0√
2

· (1,−1, 0)√
2
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= (0, 0, 1)− (0, 0, 0) = (0, 0, 1)

L~opuks arvutame

|u′3| =
√

1 = 1 =⇒ v3 =
u′3
|u′3|

= (0, 0, 1)

Seega Lin{u1, u2, u3} = R3 ortonormeeritud baas on

v1 =
(1, 1, 0)√

2
, v2 =

(1,−1, 0)√
2

, v3 = (0, 0, 1)

Need baasivektorid rahuldavad seoseid (vi|vj) = δij (veenduda).

7.8. Ülesanded

7.8.1 Olgu
a = (1, 2, 4), b = (2,−3, 5), c = (4, 2,−3) ∈ R3

Leida
(a|b), (a|c), (b|c), (a + b|c), |a|, |b||c|

ning normeerida a, b ja c.

7.8.2 Olgu
f(t) = t + 2, g(t) = 3t− 2, h(t) = t2 − 2t− 3

De�neerime (f |g) =
∫ 1
0 f(t)g(t)dt. Arvutada

(f |g), (f |h), |f |, |g|
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Normeerida f ja g.

7.8.3 Kontrollida skalaarkorrutise omadusi aritmeetilises vektorruumis.

7.8.4 Kontrollida skalaarkorrutise omadusi funktsiooniruumis.

7.8.5 Kontrollida Cauchy-Schwarzi ja kolmnurga v~orratust ülesandes 7.8.1 antud vek-
torite korral.

7.8.6 Kontrollida Cauchy-Schwarzi ja kolmnurga v~orratust ülesandes 7.8.2 antud funkt-
sioonide korral.

7.8.7 T~oestada rööpküliku reegel

|a + b|2 + |a− b|2 = 2|a|2 + 2|b|2

7.8.8 Leida (a|b), kui |a| = 4, |b| = 12 ja |a− b| = 10.

7.8.9 Leida |a− b|, kui |a| = 23, |b| = 11 ja |a + b| = 20.

7.8.10 Leida |a + b|, kui |a| = 19, |b| = 13 ja |a− b| = 22.

7.8.11 Olgu
a = (1, 2, 3,−1, 2), b = (2, 4, 7, 2,−1) ∈ R5

Leida alamruumi (Lin{a, b})⊥ baas.

7.8.12 Koosnegu VS S vektorruumi R4 järgmistest vektoritest:

v1 = (1, 1, 0,−1), v2 = (1, 2, 1, 3)
v3 = (1, 1,−9, 2), v4 = (16,−13, 1, 3)
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Näidata, et S on vektorruumi R4 ortogonaalne baas. Leida vektori a = (1, 2, 3, 4) koor-
dinaadid baasis S. Kontrollida arendust.

7.8.13 Koosnegu vektorisüsteem S vektorruumi R4 järgmistest vektoritest:

u1 = (1, 1, 1, 1), u2 = (1, 1, 2, 4), u3 = (1, 2,−4,−3)

Leida LinS ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.14 Koosnegu vektorisüsteem S vektorruumi R4 järgmistest vektoritest:

u1 = (1, 2, 2,−1), u2 = (1, 1,−5, 3), u3 = (3, 2, 8,−7)

Leida LinS ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.15 Koosnegu vektorisüsteem S vektorruumi R4 järgmistest vektoritest:

u1 = (1, 1,−1, 2), u2 = (5, 8,−2,−3), u3 = (3, 9, 3, 8)

Leida LinS ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.16 Koosnegu vektorisüsteem S vektorruumi R4 järgmistest vektoritest:

u1 = (1, 1,−1,−1), u2 = (3, 2, 0, 1), u3 = (1, 0, 1, 0)

Leida LinS ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.17 Koosnegu vektorisüsteem S vektorruumi R4 järgmistest vektoritest:

u1 = (2, 1, 3,−1), u2 = (7, 4, 3,−3)
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u3 = (1, 1,−6, 0), u4 = (5, 7, 7, 8)

Leida LinS ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.18 Ortonormeerida polünoomisüsteem {1, x, x2, x3} l~oigul [0, 1]. Kontrollida valiku-
liselt tulemuse ortonormeeritust.

7.8.19 Ortonormeerida ülesandes 7.8.2 antud polünoomisüsteem l~oigul [0, 1]. Kontrol-
lida tulemuse ortonormeeritust.
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8. Maatriksi omaväärtused ja omavektorid

8.1. Omaväärtuse ja omavektori m~oiste

Omaväärtusülesanne

Olgu A n-järku ruutmaatriks. Maatriksv~orrandit

Av = λv, v 6= o

nimetatakse omaväärtusülesandeks. Arvu λ nimetatakse maatriksi A omaväärtuseks ja
(aritmeetrilist) veeruvektorit v 6= o nimetatakse (omaväärtusele λ vastavaks) omavekto-
riks. V~orrandi Av = λv lahendiruumi Eλ nimetatakse omaväärtusele λ vastavaks oma-
ruumiks. Omaruumi Eλ m~o~odet nimetatakse omaväärtuse λ geomeetriliseks kordsuseks.

Lause 8.1. Kui v on omaväärtusele λ vastav omavektor, siis on αv samuti omaväär-
tusele λ vastav omavektor.

T~oestus. T~oepoolest, korrutades v~orrandit Av = λv vasakult arvuga α, saame

αAv = αλv =⇒ (Aα)v = A(αv) = λ(αv)

Karakteristlik v~orrand

Omaväärtusülesande v~oib kirjutada kujul

(A− λI)v = o, v 6= o
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See on homogeenne LVS vektori v komponentide määramiseks. Mittetriviaalne lahend
leidub parajasti siis, kui

|A− λI| = 0

Kerge on näha, et |A−λI| on polünoom λ suhtes, mille järk v~ordub maatriksi A järgu-
ga. Seda polünoomi nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks polünoomiks. V~orrandit
|A−λI| = 0 nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks v~orrandiks. Maatriksi A omaväär-
tusteks on ilmselt karakteristliku polünoomi juured. Juurte arv v~ordub ruutmaatriksi
A järguga, need v~oivad olla kompleksarvulised ja korduda. Karakteristliku polünoo-
mi juure kordsust nimetatakse omaväärtuse algebraliseks kordsuseks. Maatriksi A k~oigi
omaväärtuste hulka nimetatakse maatriksi A spektriks.

8.2. Omaväärtuste ja omavektorite omadusi

Olgu maatriksi A karakteristliku polünoomi juured λ1, . . . , λn, viimased v~oivad olla
kompleksarvulised ja korduda. Siis

|A− λI| = a0 + a1λ + · · ·+ anλn

= (−1)n(λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

Siit järeldub, et an = (−1)n ning

λ1λ2 · · ·λn = a0 = detA

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = a11 + a22 + · · ·+ ann = tr A

Seega saame omaväärtuste järgmised kaks tähtsat omadust:
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1) omaväärtuste korrutis v~ordub maatriksi determinandiga,
2) omaväärtuste summa v~ordub maatriksi jäljega.

Esimesest omadusest järeldub, et maatriks on regulaarne parajasti siis, kui tema oma-
väärtused erinevad nullist. Teisiti öeldes, maatriks on singulaarne parajasti siis, kui üks
tema omaväärtustest v~ordub nulliga.

Omavektorite lineaarne s~oltumatus

Teoreem 8.2. Erinevatele omaväärtustele vastavad omavektorid on lineaarselt s~oltumatud.

T~oestus. Olgu vektorid x1, . . . , xk maatriksi A erinevatele omaväärtustele λ1, . . . , λk

vastavad omavektorid. Siis

Axi = λixi, i = 1, . . . , k (1)

Oletame vastuväiteliselt, et VS x1, . . . , xk on lineaarselt s~oltuv. Olgu r (< k) suurim
selline täisarv, mille korral VS x1, . . . , xr on lineaarselt s~oltumatu. Siis VS x1, . . . , xr+1

on lineaarselt s~oltuv. Siis peab leiduma nullvektoriga v~orduv mittetriviaalne LK

α1x1 + · · ·+ αr+1xr+1︸ ︷︷ ︸
mittetriviaalne LK

= 0 (2)

Korrutades vasakult maatriksiga A ja kasutades (1), saame

α1λ1x1 + · · ·+ αr+1λr+1xr+1 = 0 (3)

Korrutades (2) arvuga λr+1 ja lahutades tulemuse seosest (3), saame

a1(λ1 − λr+1)x1 + · · ·+ ar(λr − λr+1)xr = 0
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Kuna VS x1, . . . , xr on lineaarselt s~oltumatu ja omaväärtused on erinevad, siis

a1 = · · · = ar = 0

Seosest (2) järeldub nüüd αr+1xr+1 = 0. Et xr+1 6= 0, peab αr+1 = 0. Saime vastuolu
eeldusega, et vähemalt üks kordajatest αi erineb nullist.

Sarnaste maatriksite omaväärtused ja omavektorid

Teoreem 8.3. Olgu B
.= P−1AP . Siis on maatriksitel A ja B ühesugused omaväärtused.

Kui x on maatriksi A mingile omaväärtusele vastav omavektor, siis on P−1x maatriksi
B samale omaväärtusele vastav omavektor.

T~oestus. Olgu x maatriksi A omaväärtusele λ vastav omavektor. Siis Ax = λx. Korru-
tades seda v~orrandit vasakult maatriksiga P−1, saame

P−1Ax = λP−1x =⇒ P−1AIx = λP−1x

=⇒ P−1APP−1x = λP−1x

=⇒ B(P−1x) = λ(P−1x)

Seega on λ samuti maatriksi B omaväärtus ja vastav omavektor on P−1x.

Diagonaalmaatriksi omaväärtused ja omavektorid

Diagonaalmaatriksi omaväärtusteks on selle maatriksi peadiagonaalil asetsevad elemen-
did. Omavektoriteks on standardbaasi vektorid.
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Hermiitilise maatriksi omaväärtused ja omavektorid

Teoreem 8.4. Hermiitilise maatriksi omaväärtused on reaalsed.

T~oestus. Olgu λ hermiitilise maatriksi A omaväärtus ning x vastav omavektor. Siis

Ax = λx (1)

Seda v~orrandit hermiitiliselt konjugeerides arvestusega A† = A, saame

x†A = λ∗x† (2)

Korrutame (1) vasakult vektoriga x† ja v~orrandit (2) paremalt vektoriga x. Saame

x†Ax = λx†x, x†Ax = λ∗x†x

V~orreldes viimaseid seoseid, saame

(λ− λ∗)x†x = 0

Aga x 6= 0 t~ottu peab x†x 6= 0. Seega λ = λ∗.

Teoreem 8.5. Hermiitilise maatriksi erinevatele omaväärtustele vastavad omavektorid
on ortogonaalsed.

T~oestus. Olgu x1 ja x2 erinevatele omaväärtustele λ1 ja λ2 vastavad omavektorid. Siis

Ax1 = λ1x1 (1)

Ax2 = λ2x2 (2)
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Korrutame v~orrandit (1) vasakult vektoriga x†2 ja v~orrandit (2) vasakult vektoriga x†1

x†2Ax1 = λ1x
†
2x1 (3)

x†1Ax2 = λ2x
†
1x2 (4)

Konjugeerides v~orrandit (3) arvestusega A† = A ja λ∗ = λ, saame

x†1Ax2 = λ∗1x
†
1x2 = λ1x

†
1x2 (5)

V~orreldes valemeid (4) ja (5), saame

(λ1 − λ2)x
†
1x2 = 0

Et λ1 6= λ2, siis peab skalaarkorrutis (x2|x1) = x†1x2 = 0.

Teoreem 8.6. Olgu A reaalne sümmeetriline maatriks. Siis

1) on maatriksi A omaväärtused reaalsed,
2) on maatriksi A erinevatele omaväärtustele vastavad omavektorid ortogonaalsed.

T~oestus. Kuna reaalne sümmeetriline maatriks on hermiitiline, siis järelduvad need väi-
ted eelnenud teoreemidest.

8.3. Omaväärtuste ja omavektorite leidmine

Näide 8.7. Leida maatriksi

A =
(

5 4
1 2

)
omaväärtused ja omaruumide normeeritud baasivektorid.
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Lahendus. Karakteristlik v~orrand on

|A− λI| =
∣∣∣∣5− λ 4

1 2− λ

∣∣∣∣ = (5− λ)(2− λ)− 4

= λ2 − 7λ + 6 = (λ− 1)(λ− 6) = 0

Seega on omaväärtused λ1 = 1 ja λ2 = 6. M~olema omaväärtuse algebraline kordsus on
1.

Omaväärtusele λ1 = 1 vastavad omavektorid leiame v~orrandist(
5− 1 4

1 2− 1

)(
x1

x2

)
=
(

0
0

)
ehk (

4 4
1 1

)(
x1

x2

)
=
(

0
0

)
=⇒ x1 = −x2

mis annab omavektoriks

v1 =
(

1
−1

)
=⇒ |v1| =

√
12 + (−1)2 =

√
2

=⇒ v1

|v1|
=

1√
2

(
1

−1

)
Viimane vektor on omaväärtusele 1 vastava omaruumi normeeritud baasivektor. Oma-
väärtuse 1 geomeetriline kordsus on 1.

Omaväärtusele λ2 = 6 vastavad omavektorid leiame v~orrandist(
5− 6 4

1 2− 6

)(
x1

x2

)
=
(

0
0

)
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ehk (
−1 4

1 −4

)(
x1

x2

)
=
(

0
0

)
=⇒ x1 = 4x2

mis annab omavektoriks

v2 =
(

4
1

)
=⇒ |v2| =

√
42 + 12 =

√
17

=⇒ v2

|v2|
=

1√
17

(
4
1

)
Viimane on omaväärtusele 6 vastava omaruumi normeeritud baasivektor. Omaväärtuse
6 geomeetriline kordsus on 1.

Näide 8.8. Leida maatriksi

A =

4 2 2
2 4 2
2 2 4


omaväärtused ja omaruumide normeeritud baasivektorid.

Lahendus. K~oigepealt leiame omaväärtused. Karakteristlik polünoom on

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
4− λ 2 2

2 4− λ 2
2 2 4− λ

∣∣∣∣∣∣−R3 =

∣∣∣∣∣∣
4− λ 2 2

0 2− λ −2 + λ
2 2 4− λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 2)

∣∣∣∣∣∣
4− λ 2 2

0 −1 1
2 2 4− λ

∣∣∣∣∣∣
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= (λ− 2)

∣∣∣∣∣∣
4− λ 2 4

0 −1 0
2 2 6− λ

∣∣∣∣∣∣
= −(λ− 2)

∣∣∣∣4− λ 4
2 6− λ

∣∣∣∣
= −(λ− 2)[(4− λ)(6− λ)− 8]

= −(λ− 2)[λ2 − 10λ + 16] = −(λ− 2)2(λ− 8)

Näeme, et juure λ1 = 2 algebraline kordsus on 2 ja juure λ1 = 8 algebraline kordsus on
1.

Omaväärtusele λ1 = 2 vastava omaruumi leiame LVS-ist2 2 2
2 2 2
2 2 2

x1

x2

x3

 =

0
0
0


Saame vaid ühe v~orrandi

x1 + x2 + x3 = 0 =⇒ x1 = −x2 − x3

LVS-i vabade tundmatute arv on 3 − 1 = 2. Vabadeks tundmatuteks v~otame x2 ja
x3. Lahendite fundamentaalsüsteem koosneb kahest vektorist, s.t omaväärtuse λ1 = 2
geomeetriline kordsus on 2. Omaväärtusele λ1 = 2 vastava omaruumi baasivektorid on

u1 =

−1
1
0

 ja u2 =

−1
0
1
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Omaväärtusele 2 vastava omaruumi normeeritud baasivektorid on

u1

|u1|
=

1√
2

−1
1
0

 ja
u2

|u2|
=

1√
2

−1
0
1


Omaväärtusele λ2 = 8 vastava omaruumi leiame LVS-ist−4 2 2

2 −4 2
2 2 −4

x1

x2

x3

 =

0
0
0


Lahendame Gaussi meetodil−4 2 2

2 −4 2
2 2 −4

 ·12 ∼
−2 1 1

2 −4 2
2 2 −4

+R1

+R1

∼

−2 1 1
0 −3 3
0 3 −3


+R2

∼

−2 1 1
0 −3 3
0 0 0

 ·(−1)
·−1

3

∼

2 −1 −1
0 1 −1
0 0 0
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LVS-i maatriks on nüüd treppkujul. Vastav LVS on{
2x1 − x2 − x3 = 0

x2 − x3 = 0
=⇒ x1 = x2 = x3

LVS-i vabade tundmatute arv on 3 − 2 = 1. Lahendite fundamentaalsüsteem koosneb
antud juhul ühest vektorist, s.t omaväärtuse λ2 = 8 geomeetriline kordsus on 1. Selleks
vektoriks v~otame

u3 =

1
1
1

 =⇒ |u3| =
√

12 + 12 + 12 =
√

3

=⇒ u3

|u3|
=

1√
3

1
1
1


Viimane vektor on omaväärtusele 8 vastava omaruumi normeeritud baasivektor.

8.4. Ülesanded

Leida alljärgnevate maatriksite omaväärtused ja omaruumide normeeritud baasivekto-
rid, samuti omaväärtuste algebralised ja geomeetrilised kordsused. Kontrollida omaväärtus-
v~orrandi lahendit.

8.4.1
(

2 −3
2 −5

)
8.4.2

(
1 3
1 3

)
8.4.3

(
5 −4
4 −3

)
8.4.4

(
5 8
1 7

)
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8.4.5

1 1 −1
0 2 1
0 0 3

 8.4.6

0 1 −1
0 −1 1
0 0 0

 8.4.7

−2 2 3
2 1 6
3 6 6


8.4.8

5 1 0
0 5 1
0 0 5

 8.4.9

5 1 0
0 5 0
0 0 5

 8.4.10

5 0 0
0 5 0
0 0 5


8.4.11

3 1 1
1 5 1
1 1 3

 8.4.12

 6 2 −2
2 6 −2

−2 −2 10


8.4.13

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4


8.4.14


3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3



8.4.15


3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3



8.4.16


4 3 0 0

−2 −1 0 0
0 0 4 3
0 0 −3 −2
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8.4.17 T~oestada, et diagonaalmaatriksi omaväärtusteks on selle maatriksi peadiagonaa-
lil asetsevad elemendid. Omavektoriteks on standardbaasi vektorid.

8.4.18 T~oestada teist ja kolmandat järku ruutmaatriksite korral, et omaväärtuste sum-
ma v~ordub maatriksi jäljega.
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9. Diagonaalimine

9.1. Diagonaaluvuse tunnused

Ruutmaatriksit nimetatakse diagonaalmaatriksiks, kui tema väljaspool peadiagonaali
asetsevad elemendid on nullid. Öeldakse, et ruutmaatriks A on digonaaluv, kui leidub
selline pööratav maatriks P , et P−1AP on diagonaalmaatriks.

Teoreem 9.1. Kui A on n-järku ruutmaatriks, siis järgmised tingimused on samaväär-
sed.

1. Maatriks A on diagonaaluv.
2. Maatriksil A leidub n lineaarselt s~oltumatut omavektorit.
3. Maatriksi A omaväärtuste algebralised kordsused v~orduvad nende geomeetriliste

kordsustega.

Teoreem 9.2. Kui n-järku ruutmaatriksil A leidub n vektorist koosnev lineaarselt s~oltu-
matu omavektorite süsteem ja P on maatriksi A omavektoritest moodustatud maatriks,
siis

D = P−1AP

on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil asetsevad maatriksi A omaväärtused. Maat-
riksi P veergudeks on maatriksi A omavektorid.

T~oestus. Olgu x1, . . . , xn maatriksi A lineaarselt s~oltumatud omavektorid, mis vastavad
omaväärtustele λ1, . . . , λn. Siis

Axi = λixi, i = 1, . . . , n
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Maatriks P on
P =

(
x1 · · · xn

)
Kuna maatriksi P veeruvektorid on lineaarselt s~oltumatud, siis on ta regulaarne ja P−1

eksisteerib. Arvutame

AP = A
(
x1 · · · xn

)
=
(
Ax1 · · · Axn

)
=
(
λ1x1 · · · λnxn

)
=
(
x1 · · · xn

)


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 = PD

Korrutades vasakult maatriksiga P−1, saame

P−1AP = P−1PD = D

Näide 9.3. Diagonaalida maatriks

A =
(

5 4
1 2

)
Lahendus. Omaväärtused on λ1 = 1 ja λ2 = 6 ning omavektorid on

v1 =
(

1
−1

)
v2 =

(
4
1

)
Diagonaaliv maatriks on

P =
(
v1 v2

)
=
(

1 4
−1 1

)
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Kerge on näha, et

P−1 =
1
5

(
1 −4
1 1

)
Seega

P−1AP =
1
5

(
1 −4
1 1

)(
5 4
1 2

)(
1 4
−1 1

)
=

1
5

(
1 −4
1 1

)(
1 24
−1 6

)
=

1
5

(
5 0
0 30

)
=
(

1 0
0 6

)
Näide 9.4. Diagonaalida maatriks

A =

2 2 1
1 3 1
1 2 2


Lahendus. Maatriksi A karakteristlik v~orrand on

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 2 1

1 3− λ 1
1 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 7λ2 − 11λ + 5

= −(λ− 1)2(λ− 5) = 0

Maatriksi A omaväärtused on seega

λ1 = λ2 = 1, ja λ3 = 5
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Omaväärtuse 1 algebraline kordsus on 2 ja omaväärtuse 5 algebraline kordsus on 1.
Omaväärtusele 1 vastavad omavektorid leiame LVS-ist (A− I)u = 01 2 1

1 2 1
1 2 1

x1

x2

x3

 =

0
0
0

 =⇒ x1 + 2x2 + x3 = 0

Viimase LVS-i vabade tundmatute arv on 3 − 1 = 2, s.t omaväärtuse 1 geomeetriline
kordsus on samuti 2. Vabadeks tundmatuteks v~otame näiteks x2 ja x3. Omaväärtusele
1 vastava omaruumi baasivektorid on selle LVS-i lahendite fundamentaalsüsteem

u1 =

−2
1
0

 ja u2 =

−1
0
1


Omaväärtusele 5 vastavad omavektorid leiame LVS-ist (A− 5I)u = 0−3 2 1

1 −2 1
1 2 −3

x1

x2

x3

 =

0
0
0


Lahendame Gaussi meetodil. LVS-i maatriks on−3 2 1

1 −2 1
1 2 −3

R1 ↔ R2

∼

 1 −2 1
−3 2 1
1 2 −3

+3R1

−R1

∼

1 −2 1
0 −4 4
0 4 −4


+R2
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∼

1 −2 1
0 −4 4
0 0 0


LVS-i saame kujul {

x1 − 2x2 + x3 = 0
−x2 + x3 = 0

=⇒ x1 = x2 = x3

Viimase LVS-i vabade tundmatute arv on 1, s.t omaväärtuse 5 geomeetriline kordsus on
samuti 1. Omaväärtusele 5 vastava omaruumi baasivektoriks v~otame vektori

u3 =

1
1
1


Maatriks A diagonaalub seega maatriksiga

P =

−2 −1 1
1 0 1
0 1 1


ning

P−1AP =

−2 −1 1
1 0 1
0 1 1

−12 2 1
1 3 1
1 2 2

−2 −1 1
1 0 1
0 1 1


=

1
4

−1 2 −1
−1 −2 3
1 2 1

−2 −1 5
1 0 5
0 1 5

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 5
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9.2. Ortogonaalne diagonaalimine

Ortogonaalmaatriks

Ruutmaatriksit P nimetatakse ortogonaalmaatriksiks, kui

P−1 = P T

Teoreem 9.5. Ruutmaatriks on ortogonaalmaatriks parajasti siis, kui tema reavektorid
(veeruvektorid) moodustavad ortonormeeritud süsteemi.

T~oestus. Olgu P ruutmaatriks reavektoritega p1, . . . , pn. Tema transponeeritud maat-
riksi P T veeruvektorid on samuti p1, . . . , pn. Maatriksite korrutamise reegli kohaselt

(PP T )ij = (pi|pj)

See valem ütlebki, et

P T = P−1 ⇐⇒ (pi|pj) = δij

Ortogonaalne diagonaaluvus

Öeldakse, et ruutmaatriks A on ortogonaalselt diagonaaluv, kui leidub ortogonaalmaat-
riks P nii, et maatriks

D = P−1AP = P T AP

on diagonaalmaatriks.
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Ortogonaalse diagonaaluvuse tunnused

Teoreem 9.6. Olgu A n-järku ruutmaatriks. Siis on järgmised tingimused samaväärsed:

1) maatriks A on ortogonaalselt diagonaaluv,
2) maatriksil A leidub n ortonormaalset omavektorit,
3) maatriks A on sümmeetriline.

Tuletame meelde, et teoreemi 8.6 järgi on sümmeetrilise maatriksi omaväärtused
reaalsed ning erinevatele omaväärtustele vastavad omavektorid on ortogonaalsed.

Sümmeetrilise maatriksi ortogonaalne diagonaalimine

Olgu A sümmeetriline maatriks. Ortogonaalne diagonaalimine koosneb järgmistest sam-
mudest:

1) leia maatriksi A iga omaruumi baas,
2) ortonormeeri need baasid,
3) moodusta maatriks P , mille veergudeks on eespool leitud ortonormeeritud baasi-

vektorid,
4) moodusta diagonaalmaatriks D, mille peadiagonaalil asetsevad maatriksi A oma-

väärtused. Kahtluse korral kontrolli tulemust valemiga D = P T AP .

Näide 9.7. Leida ortogonaalmaatriks, mis diagonaalib maatriksi

A =

4 2 2
2 4 2
2 2 4
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Lahendus.Omaväärtused ja omavektorid leidsime näites 8.8. Omaväärtuse λ1 = λ2 = 2
algebraline kordsus on 2 ja omaväärtuse λ3 = 8 algebraline kordsus on 1. Vastavad
geomeetrilised kordsused on samasugused, seega on maatriks A diagonaaluv.

Omaväärtusele λ1 = λ2 = 2 vastav omaruum on kahem~o~otmeline ning selle baasi-
vektorid on

u1 =

−1
1
0

 ja u2 =

−1
0
1


Ortogonaalime need vektorid alapunktis 7.7 näidatud viisil. Arvutame

|u1| =
√

(−1)2 + 12 + 02 =
√

2

Seega

v1 =
u1√

2
=

1√
2

−1
1
0


on normeeritud vektor. Edasi arvutame

(u2|v1) =
1√
2
(u2|u1) =

1√
2
[(−1)(−1) + 1 · 0 + 0 · 1] =

1√
2

Siis saame

u′2 = u2 − (u2|v1)v1 =

−1
0
1

− 1√
2

1√
2

−1
1
0

 =
1
2

−1
−1
2
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Leiame

|u′2| =
√

1
2
· 1
2
[(−1)(−1) + (−1)(−1) + 2 · 2] =

√
3
2

Normeerime vektori u′2

v2 =
u′2
|u′2|

=
1

2
√

3
2

−1
−1
2

 =
1√
6

−1
−1
2


Vektorid v1, v2 moodustavad ortonormeeritud süsteemi, omaväärtusele λ1 = 2 vastava
omaruumi ristbaasi.

Omaväärtusele λ3 = 8 vastav omaruum on ühem~o~otmeline ja selle baasivektor on

u3 =

1
1
1


Normeerides saame

v3 =
u3

|u3|
=

u3√
1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1

=
1√
3

1
1
1


Vektorid v1, v2, v3 moodustavad ortonormeeritud süsteemi. Maatriksit A diagonaaliv
ortogonaalmaatriks on seega

P =
(
v1 v2 v3

)
=

−1/
√

2 −1/
√

6 1/
√

3
1/
√

2 −1/
√

6 1/
√

3
0 2/

√
6 1/

√
3



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 193 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 193 eugen.paal@ttu.ee

Maatriksi A diagonaalkuju on

D = P T AP = · · · =

2 0 0
0 2 0
0 0 8


Kontrollimine jääb lugejale iseseisvaks harjutuseks.

9.3. Ruutvormi ortogonaalne diagonaalimine

Ruutvorm ja selle maatriks

Ruutvormiks nimetatakse avaldist

Q(x) .=
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj

Lahti kirjutatult

Q(x) .= a11x1x1 + a12x1x2 + · · ·+ a1nx1xn

+ a21x2x1 + a22x2x2 + · · ·+ a2nx2xn

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ an1xnx1 + an2xnx2 + · · ·+ annxnxn
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De�neerime vektori x ja ruutvormi maatriksi A järgmiselt:

x
.=

x1
...

xn

 ja A
.=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


Siis v~oime kirjutada

Q(x) = xT Ax

Üldsust kitsendamata v~oib eeldada, et aij = aji, s.t maatriks A on sümmeetriline.

Näide 9.8. Näiteks ruutvormi(
x1 x2

)(1 2
6 3

)(
x1

x2

)
= x2

1 + 2x1x2 + 6x2x1 + 3x2
2

saab esitada kujul

(
x1 x2

)(1 4
4 3

)(
x1

x2

)
= x2

1 + 4x1x2 + 4x2x1 + 3x2
2

M~olemad ruutvormid on v~ordsed järgmisega:

x2
1 + 8x1x2 + 3x2

2
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Ruutvormi ortogonaalne diagonaalimine

Kui ruutvormi maatriks on diagonaalmaatriks, siis öeldakse, et ruutvorm on diagonaalkujul
ehk kanoonilisel kujul.

Olgu ruutvormi maatriks A sümmeetriline. Teatavasti on sümmeetriline maatriks
ortogonaalselt diagonaaluv, s.t leidub ortogonaalmaatriks P nii, et

D = P−1AP = P T AP

on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil asetsevad maatriksi A omaväärtused. Siis

A = PDP−1 = PDP T

ning asendades viimase seose ruutvormi Q(x) = xT Ax avaldisse, saame

Q(x) = xT PDP T x

De�neerime vektori y seosega

y = P T x = P−1x =⇒ yT = xT P

Ruutvormi Q(x) saame nüüd esitada diagonaalkujul

Q(x) = yT Dy = λ1y
2
1 + · · ·+ λny2

n
.= Q′(y)

Näide 9.9. Diagonaalida teist järku joon

Q(x) = 17x2
1 − 30x1x2 + 17x2

2 = 128
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Lahendus. Olgu

x =
(

x1

x2

)
ja A =

(
17 −15

−15 17

)
Siis Q(x) = xT Ax. Maatriksi A omaväärtused on λ1 = 2 ja λ2 = 32 ning vastavad
normeeritud omavektorid on (veenduda)

v1 = 1/
√

2
(

1
1

)
ja v2 = 1/

√
2
(
−1

1

)
Maatriksit A diagonaaliv ortogonaalmaatriks on

P = 1/
√

2
(

1 −1
1 1

)
=⇒ P T = 1/

√
2
(

1 1
−1 1

)
Ortogonaalteisenduse valem on

y = P T x = 1/
√

2
(

1 1
−1 1

)(
x1

x2

)
Lahti kirjutatult {

y1 = ( x1 + x2)/
√

2
y2 = (−x1 + x2)/

√
2

Ruutvormi Q(x) diagonaalkuju on

Q(x) =
(
y1 y2

)(2 0
0 32

)(
y1

y2

)
= 2y2

1 + 32y2
2
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Uutes muutujates on teist järku joone v~orrand kujul

2y2
1 + 32y2

2 = 128

Pärast lihtsustamist saame
y2
1

82
+

y2
2

22
= 1

Tulemus ütleb, et tegemist on ellipsiga, mille pikem pooltelg on 8 ja lühem pooltelg on
2.

Näide 9.10. Diagonaalida ruutvorm

Q(x) = 4(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2 + x1x3 + x2x3)

Lahendus. Ruutvormi maatriks on ilmselt

A =

4 2 2
2 4 2
2 2 4


mille diagonaalisime näites 9.7 ortogonaalmaatriksiga

P =

−1/
√

2 −1/
√

6 1/
√

3
1/
√

2 −1/
√

6 1/
√

3
0 2/

√
6 1/

√
3


Maatriksi A diagonaalkuju on

D = P T AP =

2 0 0
0 2 0
0 0 8
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Toome sisse uue vektori y = P T x, s.ty1

y2

y3

 =

−1/
√

2 1/
√

2 0
−1/

√
6 −1/

√
6 2/

√
6

1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3

x1

x2

x3


Lahti kirjutatult saame valemid

y1 = − 1√
2
x1 + 1√

2
x2

y2 = − 1√
6
x1 − 1√

6
x2 + 2√

6
x3

y3 = 1√
3
x1 + 1√

3
x2 + 1√

3
x3

Ruutvormi Q(x) diagonaalkuju on seega

Q(x) =
(
y1 y2 y3

)2 0 0
0 2 0
0 0 8

y1

y2

y3

 = 2y2
1 + 2y2

2 + 8y2
3

9.4. Ülesanded

Diagonaalida ortogonaalmaatriksiga järgmised maatriksid ja ruutvormid. Kontrollida
tulemust.

9.4.1
(

5 4
4 −1

)
9.4.2

(
4 −1
−1 4

)
9.4.3

(
7 3
3 −1

)
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9.4.4

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 9.4.5

2 2 4
2 5 8
4 8 17


9.4.6 4x2

1 + 8x1x2 − 11x2
2

9.4.7 2x2
1 − 6x1x2 + 10x2

2

9.4.8 Q(x) .= 5x2
1 + 12x1x2

9.4.9 9x2
1 − 4x1x2 + 6x2

2

9.4.10 5x2
1 + 4x1x2 + 8x2

2

9.4.11 3x2
1 + 6x2

2 + 3x2
3 − 4x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3

9.4.12 x2
1 − 2x2

2 − 2x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 10x2x3

9.4.13 3x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 6x1x2 + 6x1x3 + 8x2x3

9.4.14 6x2
1 + 5x2

2 + 7x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3

9.4.15 x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3
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10. Maatriksfunktsioonid

10.1. Maatriksi astmed

Olgu A ruutmaatriks ja k positiivne täisarv. Maatriksi A aste Ak de�neeritakse valemiga

Ak .= AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
k korda

Kui A on regulaarne maatriks, siis leidub pöördmaatriks A−1. Maatriks A−k de�neeri-
takse valemiga

A−k .= (A−1)k = A−1A−1 · · ·A−1︸ ︷︷ ︸
k korda

Kui k = 0, siis A0 .= I.

10.2. Maatrikspolünoom

Avaldist kujul
p(A) .= b0I + b1A + · · ·+ bkA

k

kus k on mittenegatiivne täisarv, nimetatakse maatrikspolünoomiks. Samuti öeldakse,
et maatrikspolünoom p(A) on polünoomi

p(x) .= b0 + b1x + · · ·+ bkx
k

väärtus kohal x = A.
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10.3. Cayley-Hamiltoni teoreem

De�nitsioon 10.1. De�neerime n-järku ruutmaatriksi A karakteristliku polünoomi va-
lemiga

p(λ) .= |A− λI| = a0 + a1λ + a2λ
2 + · · ·+ anλn

Teoreem 10.2 (Cayley-Hamiltoni 10 teoreem). Iga ruutmaatriks A on oma karakterist-
liku polünoomi juur, s.t

p(A) = a0I + a1A + a2A
2 + · · ·+ anAn = 0

T~oestus. Olgu B
.= adj(A− λI) maatriksi A− λI alamdeterminantide maatriksi trans-

poneering (adjungeeritud maatriks). Siis maatriksi B elemendid on (n − 1)-astme po-
lünoomid ning

B = B0 + B1λ + B2λ
2 + · · ·+ Bn−1λ

n−1

Teoreemi 2.28 abil näeme, et

(A− λI)B = |A− λI|I

Seega

(A− λI)(B0 + B1λ + B2λ
2 + · · ·+ Bn−1λ

n−1) = (a0 + a1λ + a2λ
2 + · · ·+ anλn)I

Parameetri λ erinevate astmete ees seisvaid kordajaid v~orreldes saame seosed

AB0 = a0I

10Artur Cayley (1821-1895), inglise matemaatik
William Rowan Hamilton (1805-1865), inglise matemaatik
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AB1 −B0 = a1I

AB2 −B1 = a2I

. . . . . . . . . . . . . . .

ABn−1 −Bn−2 = an−1I

−Bn−1 = anI

Korrutame nüüd neid seoseid vasakult vastavalt maatriksitega I, A, A2, . . . , An ning
liidame. Tulemuseks saame

0 = a0I + a1A + a2A
2 + · · ·+ anAn

Märkus 10.3. Kui λ1, . . . , λn on maatriksi A karakteristliku polünoomi p(λ) juured, siis
v~oib maatriksi A karakteristliku polünoomi teatavasti esitada kujul

p(λ) = (−1)n(λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

ning Cayley-Hamiltoni valemi saab esitada kujul

(A− λ1I)(A− λ2I) · · · (A− λnI) = 0

Näide 10.4. Leida maatriksi

A =
(

0 2
3 −1

)
karakteristlik polünoom ja kontrollida Cayley-Hamiltoni teoreemi.
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Esimene lahendus. Maatriksi A karakteristlik polünoom on∣∣∣∣−λ 2
3 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 + λ− 6

Vastavalt Cayley-Hamiltoni teoreemile peab olema

A2 + A− 6I = 0

T~oepoolest, arvutame

A2 + A− 6I =
(

0 2
3 −1

)(
0 2
3 −1

)
+
(

0 2
3 −1

)
− 6

(
1 0
0 1

)
=
(

6 −2
−3 7

)
+
(

0 2
3 −1

)
−
(

6 0
0 6

)
=
(

6 + 0− 6 −2 + 2 + 0
−3 + 3 + 0 7− 1− 6

)
=
(

0 0
0 0

)
Teine lahendus. Maatriksi A karakteristliku polünoomi juured on

λ1 = 2 ja λ2 = −3

Seega ∣∣∣∣−λ 2
3 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 + λ− 6 = (λ− 2)(λ + 3)
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Vastavalt Cayley-Hamiltoni teoreemile peab olema

(A− 2I)(A + 3I) = 0

T~oepoolest,

(A− 2I)(A + 3I) =
(
−2 2

3 −3

)(
3 2
3 2

)
=
(
−6 + 6 −4 + 4

9− 9 6− 6

)
=
(

0 0
0 0

)
10.4. Maatriksastmeread

Olgu antud (koonduv) astmerida

f(x) =
∞∑

k=0

bkx
k, |x| < r (koonduvusraadius)

Sellele reale seame vastavussse maatriksastmerea

f(A) =
∞∑

k=0

bkA
k

ning ütleme, et f(A) on funktsiooni f(x) väärtus kohal x = A.
Seega arendame (kui v~oimalik) funktsiooni f(x) koonduvasse astmeritta, seejärel

asendame muutuja x maatriksiga A.
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Näide 10.5. M~onele elementaarfunktsioonile vastavad maatriksread

eA .=
∞∑

n=0

An

n!

sinA
.=
∞∑

n=0

(−1)nA2n+1

(2n + 1)!

cos A
.=
∞∑

n=0

(−1)nA2n

(2n)!

ln(I + A) .=
∞∑

n=0

(−1)nAn+1

n + 1

(I −A)−1 .=
1

I −A

.=
∞∑

n=0

An

Teoreem 10.6. Maatriksrida f(A) koondub parajasti siis, kui vastav astmerida f(λ)
koondub maatriksi A iga omaväärtuse λ korral.

Teoreem 10.7. Kui f(A) koondub ning λ on A omaväärtus, siis f(λ) on maatriksi
f(A) omaväärtus.

10.5. Diagonaaluva maatriksi astmed

Olgu λ1, . . . , λn diagonaaluva n-järku ruutmaatriksi A omaväärtused. Siis leidub maat-
riks P−1 nii, et

A = PDP−1
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kus

D =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn


on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil asetsevad maatriksi A omaväärtused. Arvu-
tame

A2 = (PDP−1)(PDP−1) = PD2P−1

Samamoodi saame iga positiivse täisarvu k jaoks

Ak = PDkP−1

Maatriks Dk on diagonaalmaatriks elementidega

(Dk)ij = λk
i δij , i, j = 1, 2, . . . , n

Näide 10.8. Leida A50, kui

A =
(

3 1
1 3

)
Lahendus. Maatriksi A omaväärtused on

λ1 = 2 ja λ2 = 4

ning omavektorid on

u1 =
(

1
−1

)
ja u2 =

(
1
1

)

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 207 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 207 eugen.paal@ttu.ee

Seega on diagonaaliv maatriks

P =
(

1 1
−1 1

)
=⇒ P−1 =

1
2

(
1 −1
1 1

)
ning

D =
1
2

(
1 −1
1 1

)(
3 1
1 3

)(
1 1

−1 1

)
=
(

2 0
0 4

)
Seega (

3 1
1 3

)50

=
1
2

(
1 1

−1 1

)(
2 0
0 4

)50(1 −1
1 1

)
=

1
2

(
1 1

−1 1

)(
250 0
0 450

)(
1 −1
1 1

)
=

1
2

(
1 1

−1 1

)(
250 −250

450 450

)
=

1
2

(
250 + 450 −250 + 450

−250 + 450 250 + 450

)
10.6. Diagonaaluva maatriksi funktsioonid

Nüüd arvutame

f(A) =
∞∑

k=0

bkA
k =

∞∑
k=0

bk(PDP−1)k =
∞∑

k=0

bkPDkP−1
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= P

( ∞∑
k=0

bkD
k

)
P−1 = Pf(D)P−1

Diagonaalmaatriksi f(D) elemendid arvutame valemiga

(f(D))ij = f(λi)δij , i, j = 1, 2, . . . , n

Näide 10.9. Leida eA, kui

A =
(

0 −2
1 3

)
Lahendus. Maatriksi A omaväärtused on

λ1 = 1 ja λ2 = 2

ning vastavad omavektorid on

u1 =
(

2
−1

)
ja u2 =

(
1

−1

)
Diagonaaliv maatriks on

P =
(

2 1
−1 −1

)
ja P−1 =

(
1 1

−1 −2

)
Seega

eA =
(

2 1
−1 −1

)(
e 0
0 e2

)(
1 1

−1 −2

)
=
(

2e− e2 2e− 2e2

−e + e2 −e + 2e2

)
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10.7. Maatriksfunktsiooni arvutamine

Kui maatriks pole diagonaaluv, siis ei sobi eespool kirjeldatud meetod maatriksfunkt-
siooni arvutamiseks. Sellisel juhul v~oib kasutada Cayley-Hamiltoni teoreemi

p(A) = a0I + a1A + a2A
2 + · · ·+ (−1)nAn = 0

Maatriksi An avaldame nüüd eelnevate astmete lineaarkombinatsioonina

(−1)nAn = −a0I − a1A− a2A
2 − · · · − an−1A

n−1

Funktsioonile f(x) vastavas maatriksastmereas

f(A) =
∞∑
i=0

biA
i

seda valemit korduvalt kasutades, saame

f(A) = α0I + α1A + · · ·+ αn−1A
n−1 .= φ(A)

kus α1, . . . , αn−1 on (tundmatud) skalaarsed kordajad, n on aga maatriksi A järk. Kui
maatriksi A omaväärtuse λi algebraline kordsus on ki, siis kordajate αi määramiseks on
LVS 

f(λi) = φ(λi)
f ′(λi) = φ′(λi)
f ′′(λi) = φ′′(λi)
· · · · · · · · · · · · · · ·
f (ki−1)(λi) = φ(ki−1)(λi), i = 1, 2, . . . , n
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Näide 10.10. Leida eA, kui

A =
(

0 −2
1 3

)
Lahendus. Maatriksi A omaväärtused on

λ1 = 1 ja λ2 = 2

Maatriksi järk on 2 ning maatriksit eA v~oib otsida kujul

f(A) = eA = φ(A) = α0I + α1A =⇒ φ(λ) = α0 + α1λ

Arvutame {
eλ1 = φ(λ1)
eλ2 = φ(λ2)

=⇒

{
e = α0 + α1

e2 = α0 + 2α1

=⇒

{
α0 = 2e− e2

α1 = e2 − e

Seega

eA = (2e− e2)
(

1 0
0 1

)
+ (e2 − e)

(
0 −2
1 3

)
=
(

2e− e2 2e− 2e2

−e + e2 −e + 2e2

)
Vastus langeb kokku ülesande 10.9 vastusega.

Näide 10.11. Leida lnA, kui

A =
(
−1 3

1 1

)
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Lahendus. Maatriksi A omaväärtused on

λ1 = 2 ja λ2 = −2

Karakteristliku polünoomi aste on 2 ning maatriksit lnA v~oib otsida kujul

f(A) = lnA = φ(A) = α0I + α1A =⇒ φ(λ) = α0 + α1λ

Arvutame {
lnλ1 = φ(λ1)
lnλ2 = φ(λ2)

=⇒

{
ln 2 = α0 + 2α1

ln(−2) = α0 − 2α1

=⇒

{
α0 = (ln 2 + ln(−2))/2
α1 = (ln 2− ln(−2))/4

Seega

lnA =
ln 2 + ln(−2)

2

(
1 0
0 1

)
+

ln 2− ln(−2)
4

(
−1 3

1 1

)
=

1
4

(
ln 2 + 3 ln(−2) 3 ln 2− 3 ln(−2)
ln 2− ln(−2) 3 ln 2 + ln(−2)

)
Kompleksarvu ln(−2) (peaväärtuse) arvutame järgmiselt:

ln(−2) = ln(2eiπ) = ln 2 + ln eiπ = ln 2 + iπ ln e = ln 2 + iπ
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Näide 10.12. Leida cos A, kui

A =
(

2 4
1 2

)
Lahendus. Maatriksi A omaväärtused on λ1 = 0 ja λ2 = 4. Arvutame

cos A = φ(A) = α0I + α1A = α0

(
1 0
0 1

)
+ α1

(
2 4
1 2

)
=
(

α0 + 2α1 4α1

α1 α0 + 2α1

)
=⇒ φ(λ) = α0 + α1λ

Tundmatud kordajad α0 ja α1 arvutame järgmiselt:{
cos λ1 = φ(λ1)
cos λ2 = φ(λ2)

=⇒

{
cos 0 = α0 + 0α1

cos 4 = α0 + 4α1

=⇒

{
α0 = cos 0 = 1
α1 = (cos 4− 1)/4

Tulemuseks saame

cos A =
1
4

(
2(cos 4 + 1) 4(cos 4− 1)
cos 4− 1 2(cos 4 + 1)

)
=
(

0, 173178 −1, 653644
−0, 413411 0, 173178

)
Näide 10.13. Leida eAt, kui

A =
(

0 1
8 −2

)
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Lahendus. Maatriksi B = At omaväärtused on

λ1 = 2t ja λ2 = −4t

Maatriksi B järk on 2 ning maatriksit eB v~oib otsida kujul

eB = φ(B) = α0I + α1B =⇒ φ(λ) = α0 + α1λ

Arvutame {
eλ1 = φ(λ1)
eλ2 = φ(λ2)

=⇒

{
e2t = α0 + α1 · 2t

e−4t = α0 − α1 · 4t

=⇒

{
α0 = 1

3(2e2t − e−4t)
α1 = 1

6t(e
2t − e−4t)

Seega

eAt =
1
3
(2e2t − e−4t)

(
1 0
0 1

)
+

1
6t

(e2t − e−4t)t
(

0 1
8 −2

)
=

1
6

(
4e2t + 2e−4t e2t − e−4t

8e2t − 8e−4t 2e2t + 4e−4t

)
Näide 10.14. Leida e−A, kui

A =

3 1 −1
2 2 −1
2 2 0
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Lahendus. Maatriksi A omaväärtused on (veenduda)

λ1 = 1 ja λ2,3 = 2

Omaväärtuse 2 algebraline kordsus on 2. Maatriksit e−A v~oime otsida kujul

e−A = φ(A) = α0I + α1A + α2A
2 =⇒ φ(λ) = α0 + α1λ + α2λ

2

Kordajad α0, α1, α2 arvutame järgmiselt:
e−λ1 = φ(λ1)
e−λ2 = φ(λ2)
(e−λ)′|λ=λ2 = φ′(λ2)

=⇒


e−1 = α0 + α1 + α2

e−2 = α0 + 2α1 + 4α2

−e−2 = α1 + 4α2

=⇒


α0 = −5e−2 + 4e−1

α1 = 7e−2 − 4e−1

α2 = −2e−2 + e−1

Nüüd saame arvutada

e−A = (−5e−2 + 4e−1)

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ (7e−2 − 4e−1)

3 1 −1
2 2 −1
2 2 0


+ (−2e−2 + e−1)

 9 3 −4
8 4 −4
10 6 −4
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=

 −2e−2 + e−1 e−2 − e−1 e−2

−2e−2 e−2 e−2

−6e−2 + 2e−1 2e−2 − 2e−1 3e−2


10.8. Ülesanded

Leida maatriksi karakteristlik polünoom ja kontrollida Cayley-Hamiltoni teoreemi 10.2.

10.8.1
(

1 3
1 3

)
10.8.2

(
1 + i 1− i
1− i 1 + i

)
10.8.3

(
a b
c d

)
10.8.4

2 2 3
2 1 6
3 6 6


Arvutada maatriksfunktsioonid.

10.8.5 A100, A =
(

0 2
−3 5

)
10.8.6 A50, A =

(
1 1
−1 3

)
10.8.7 3A57 + 2A18, A =

(
3 −2
4 −3

)
10.8.8 sinA, A =

(
3 2
4 1

)
10.8.9 sinA, A =

(
π − 1 1
−1 π + 1

)
10.8.10 cos A, A =

(
3 −2
4 −3

)
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10.8.11 sinAt, A =


2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 3


10.8.12 lnA,

4 −15 6
1 −4 2
1 −5 3


10.8.13

√
A, A =

(
3 1
−1 5

)
10.8.14

√
A, A =

(
6 2
3 7

)
Järgnevates ülesannetes arvutada eA.

10.8.15
(

3 2
4 1

)
10.8.16

(
4 −2
6 −3

)
10.8.17

(
3 −1
1 1

)
10.8.18

4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7


Arvutada eAt.

10.8.19
(
−2 0
0 −3

)
10.8.20

(
5 6
−4 −5

)
10.8.21

(
2 1
0 2

)
10.8.22

(
4 5
−4 −4

)
10.8.23

(
0 1
−1 0

)
10.8.24

(
0 1
−25 −8

)
10.8.25

(
4 −2
8 2

)
10.8.26

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 10.8.27

2 0 0
0 2 1
0 0 2
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10.8.28

−1 1 0
0 2 1
0 0 2

 10.8.29

0 1 0
0 −2 −5
0 1 2
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11. Lineaarkujutused

Olgu V ja U vektorruumid üle ühe ja sama korpuse K.

11.1. Lineaarkujutuse m~oiste

Kujutust F : V → U nimetatakse lineaarkujutuseks e lineaarteisenduseks, kui

1) F (a + b) = F (a) + F (b) ∀ a, b ∈ V (aditiivsus),
2) F (λa) = λF (a) ∀λ ∈ K,∀ a ∈ V (homogeensus).

K~oigi lineaarkujutuste hulka vektorruumist V vektorruumi U kordajatega korpu-
sest K tähistatakse HomK(V,U). Kui U = V , siis nimetatakse lineaarkujutust F ka
lineaarseks operaatoriks e lineaaroperaatoriks.

V~ottes λ = 0 tingimuses 2), saame F (0) = 0. Seega kujutab lineaarkujutus nullvek-
tori nullvektoriks.

Ülaltoodud kaks tingimust v~oib kokku v~otta ühe tingimusena

F (αa + βb) = αF (a) + βF (b) ∀α, β ∈ K, ∀ a, b ∈ V

Siit järeldub (matemaatilise induktsiooniga) üldisem omadus skalaaride αi ∈ K ja vek-
torite ai ∈ V korral

F (α1a1 + · · ·+ αkak) = α1F (a1) + · · ·+ αkF (ak)

Teiste s~onadega, lineaarkujutus teisendab (kujutab) lineaarkombinatsiooni lineaarkom-
binatsiooniks.
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Näide 11.1. De�neerime kujutuse F : K2 → K3 valemiga

F

(
α
β

)
=

 α + β
α− 2β

3α

 ∀
(

α
β

)
∈ K2

Näitame, et F on lineaarkujutus.
Lahendus. Olgu (

α
β

)
∈ K2,

(
α1

β1

)
∈ K2

Arvutame

F

[(
α
β

)
+
(

α1

β1

)]
= F

(
α + α1

β + β1

)
=

 (α + α1) + (β + β1)
(α + α1)− 2(β + β1)

3(α + α1)


=

 α + β
α− 2β

3α

+

 α1 + β1

α1 − 2β1

3α1


= F

(
α
β

)
+ F

(
α1

β1

)
Niisamuti

F

[
λ

(
α
β

)]
= F

(
λα
λβ

)
=

 λα + λβ
λα− 2λβ

3λα

 = λ

 α + β
α− 2β

3α

 = λF

(
α
β

)
Tulemus ütleb, et F on lineaarkujutus.

http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee


Koduleht

Tiitelleht

JJ II

J I

Lk 220 ~ 286

Tagasi

Täisekraan

Lahku failist

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 220 eugen.paal@ttu.ee

Näide 11.2 (projekteerimine). De�neerime projekteeriva kujutuse F : K3 → K3 vale-
miga

F (α, β, γ) = (α, β, 0)

Näitame, et F on lineaarkujutus.
Lahendus. Olgu

a = (α1, α2, α3) ∈ K3 ja b = (β1, β2, β3) ∈ K3

Arvutame

F (a + b) = F (α1 + β1, α2 + β2, α3 + β3) = (α1 + β1, α2 + β2, 0)
= (α1, α2, 0) + (β1, β2, 0) = F (a) + F (b)

F (λa) = F (λα1, λα2, λα3) = (λα1, λα2, 0) = λ(α1, α2, 0)
= λF (a)

Seega on F lineaarne.

Näide 11.3 (diferentseerimine). Olgu C∞(a, b) vahemikus (a, b) siledate funktsioonide
ruum. De�neerime kujutuse D : C∞(a, b) → C∞(a, b) valemiga

D(f) = f ′, f ∈ C∞(a, b)

Matemaatilisest analüüsist on teada, et

(f + g)′ = f ′ + g′, (cf)′ = cf ′

Seega
D(f + g) = D(f) + D(g), D(cf) = cD(f)

mis ütleb, et kujutus D on lineaarne.
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Näide 11.4 (integreerimine). Olgu C(a, b) vahemikus (a, b) pidevate funktsioonide
ruum. De�neerime kujutuse J : C(a, b) → R valemiga

J(f) =
∫ b

a
f(x)dx, f ∈ C(a, b)

Matemaatilisest analüüsist on teada, et∫ b

a
(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a
f(x)dx +

∫ b

a
g(x)dx∫ b

a
cf(x)dx = c

∫ b

a
f(x)dx

Seega
J(f + g) = J(f) + J(g), J(cf) = cJ(f)

mis ütleb, et kujutus J on lineaarne.

Näide 11.5 (nullkujutus). De�neerime kujutuse F : V → U valemiga F (a) = 0 iga
vektori a ∈ V korral. Siis

F (a + b) = 0 = 0 + 0 = F (a) + F (b), F (αa) = 0 = α0 = αF (a)

mis ütleb, et F on lineaarne. Seda kujutust nimetatakse nullkujutuseks ja tähistatakse
0.

Näide 11.6 (samasuskujutus). De�neerime kujutuse idV : V → V valemiga idV a = a
iga a ∈ V korral. Siis

idV (a + b) = a + b = idV (a) + idV (b), idV (αa) = αa = α idV (a)
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mis ütleb, et kujutus idV on lineaarne. Seda kujutust nimetatakse vektorruumi V sa-
masuskujutuseks. Samasuskujutust tähistatakse ka 1V .

Näide 11.7 (maatrikskujutus). Olgu A ∈ Matk×n(K). De�neerime maatrikskujutuse
LA : Kn → Kk valemiga

LA(v) = Av ∀ v ∈ Kn

Siis järeldub maatriksarvutuse seadustest, et

LA(a + b) = A(a + b) = Aa + Ab = LA(a) + LA(b)
LA(λa) = A(λa) = (Aλ)a = (λA)a = λ(Aa) = λLA(a)

mis ütleb, et maatrikskujutus LA on lineaarkujutus.
Maatrikskujutust nimetatakse sageli ka maatriksteisenduseks ja maatriksi toimeks.

Kujutuste v~ordsus

Kui F (v) = G(v) iga v ∈ V korral, siis ütleme, et kujutused F ja G on v~ordsed ning
kirjutame F = G.

Teoreem 11.8. Olgu F : V → U ja G : V → U lineaarkujutused ning

V = Lin{v1, . . . , vn}

Kui F (vi) = G(vi) iga i = 1, . . . , n korral, siis F = G.
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T~oestus. Esitades v ∈ V kujul

v = α1v1 + · · ·+ αnvn

arvutame

F (v) = F (α1v1 + · · ·+ αnvn) = α1F (v1) + · · ·+ αnF (vn)
= α1G(v1) + · · ·+ αnG(vn)
= G(α1v1 + · · ·+ αnvn) = G(v)

Teoreem 11.9. Olgu vektorisüsteem {v1, . . . , vn} vektorruumi V baas ning olgu u1, . . . , un ∈
U suvalised vektorid. Siis leidub parajasti üks lineaarkujutus F : V → U nii, et

F (v1) = u1, . . . , F (vn) = un

T~oestus. T~oestuse jagame kolmeks sammuks.

1. De�neerime kujutuse F : V → U nii, et F (vi) = ui iga i = 1, . . . , n korral.
2. Näitame, et F on lineaarne.
3. Näitame, et F on üheselt määratud.

1. Olgu v ∈ V . Kuna {v1, . . . , vn} on V baas, siis leiduvad üheselt skalaarid α1, . . . αn ∈
K nii, et

v = α1v1 + · · ·+ αnvn

De�neerime kujutuse F : V → U valemiga

F (v) .= α1u1 + · · ·+ αnun
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Kuna skalaarid αi on üheselt määratud, on kujutus F korrektselt de�neeritud. Nüüd
paneme tähele, et

vi = 0v1 + · · ·+ 1vi + · · ·+ 0vn

Seega
F (vi) = 0u1 + · · ·+ 1ui + · · ·+ 0un = ui

T~oestuse esimene samm on läbitud.
2. Olgu

a = α1v1 + · · ·+ αnvn ja b = β1v1 + · · ·βnvn

Siis ilmselt
a + b = (α1 + β1)v1 + · · ·+ (αn + βn)vn

ning iga λ ∈ K jaoks
λa = λα1v1 + · · ·+ λαnvn

Vastavalt kujutuse F de�nitsioonile

F (a) = α1u1 + · · ·+ αnun, F (b) = β1u1 + · · ·+ βnun

Seega

F (a + b) = (α1 + β1)u1 + · · ·+ (αn + βn)un

= (α1u1 + · · ·+ αnun) + (β1u1 + · · ·+ βnun)
= F (a) + F (b)

F (λa) = λ(α1u1 + · · ·+ αnun) = λF (a)
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Tulemus ütleb, et kujutus F on lineaarne.
3. Olgu G : V → V veel üks lineaarne kujutus ning G(vi) = ui, i = 1, . . . , n. Olgu

a = α1v1 + · · ·+ αnvn

Siis

G(a) = G(α1v1 + · · ·+ αnvn) = α1G(v1) + · · ·+ αnG(vn)
= α1u1 + · · ·+ αnun = F (a)

Kuna G(a) = F (a) iga a ∈ V korral, peab G = F . Seega on kujutus F üheselt määratud.

Näide 11.10. Lineaarkujutus F : K2 → K2 on antud valemitega{
F (1, 2) = (−2, 1)
F (−1, 1) = (5,−7)

Leida F (α, β).

Lahendus. Tähistame
e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)

Siis

(1, 2) = e1 + 2e2, (−2, 1) = −2e1 + e2

(−1, 1) = −e1 + e2, (5,−7) = 5e1 − 7e2
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ning {
F (e1 + 2e2) = −2e1 + e2

F (−e1 + e2) = 5e1 − 7e2

=⇒

{
F (e1) + 2F (e2) = −2e1 + e2

−F (e1) + F (e2) = 5e1 − 7e2

=⇒

{
F (e1) = −4e1 + 5e2

F (e2) = e1 − 2e2

Nüüd saame arvutada

F (α, β) = F (αe1 + βe2) = αF (e1) + βF (e2)
= α(−4e1 + 5e2) + β(e1 − 2e2)
= (−4α + β)e1 + (5α− 2β)e2 = (−4α + β, 5α− 2β)

Lause 11.11. Olgu lineaarkujutus F : V → U selline, et kujutisvektorid F (v1), . . . , F (vk)
on lineaarselt s~oltumatud. Siis on ka originaalid v1, . . . , vk ∈ V lineaarselt s~oltumatud.

T~oestus. Oletame, et leiduvad skalaarid λ1, . . . , λk nii, et

λ1v1 + · · ·+ λkvk = 0

Siis
0 = F (0) = F (λ1v1 + · · ·+ λkvk) = λ1F (v1) + · · ·+ λkF (vk)

Kuna F (v1), . . . , F (vk) on lineaarselt s~oltumatud, peab λ1 = · · · = λk = 0. Tulemus
ütleb, et v1, . . . , vk on lineaarselt s~oltumatud.
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11.2. Lineaarkujutuse tuum ja muutumispiirkond

Lineaarkujutuse tuum

Lineaarkujutuse F : V → U tuum Ker F ⊆ V koosneb vektorruumi V sellistest vektori-
test, mis kujutuvad vektorruumi U nullvektoriks

Ker F
.= {v ∈ V |F (v) = 0}

Lineaarkujutuse muutumispiirkond

Lineaarkujutuse F : V → U muutumispiirkond Im F ⊆ U koosneb vektorruumi U sel-
listest vektoritest, millel leiduvad originaalid vektorruumis V

Im F
.= F (V ) .= {F (v) ∈ U | v ∈ V }

Lause 11.12. Olgu F : V → U lineaarkujutus. Siis

1) Ker F on vektorruumi V alamruum,
2) Im F on vektorruumi U alamruum.

T~oestus. 1) Kuna F (0) = 0, siis 0 ∈ Ker F . Olgu a, b ∈ Ker F ning α, β ∈ K. Siis
F (a) = 0 ja F (b) = 0 ning

F (αa + βb) = αF (a) + βF (b) = α0 + β0 = 0 + 0 = 0
=⇒ αa + βb ∈ Ker F

2) Kuna F (0) = 0, siis 0 ∈ Im F . Olgu u, u′ ∈ Im F ning α, β ∈ K. Siis leiduvad v, v′ ∈ V
nii, et F (v) = u ja F (v′) = u′ ning

F (αv + βv′) = αF (v) + βF (v′) = αu + βu′ ∈ Im F
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Lause 11.13. Olgu {v1, . . . , vm} vektorruumi V moodustajate süsteem ning olgu F : V →
U lineaarkujutus. Siis {F (v1), . . . , F (vm)} on ruumi Im F moodustajate süsteem.

T~oestus. Olgu u ∈ Im F . Siis leidub v ∈ V nii, et F (v) = u. Kuna {v1, . . . , vm} on
vektorruumi V moodustajate süsteem, siis leiduvad α1, . . . , αm ∈ K nii, et

v = α1v1 + · · ·+ αmvm

Seega
u = F (v) = F (α1v1 + · · ·+ αmvm) = α1F (v1) + · · ·+ αmF (vm)

Tulemus ütlebki, et VS {F (v1), . . . , F (vm)} on ruumi Im F moodustajate süsteem.

Näide 11.14 (maatrikskujutuse tuum ja muutumispiirkond). Vaatleme näiteks 3× 4-
järku maatriksit A ning vektorruumi K4 standardbaasi

A =

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4



e1 =


1
0
0
0

 , e2 =


0
1
0
0

 , e3 =


0
0
1
0

 , e4 =


0
0
0
1


Maatriksit A v~oib teatavasti vaadelda lineaarkujutusena LA : K4 → K3. Ilmselt

LAe1 = Ae1, LAe2 = Ae2, LAe3 = Ae3, LAe4 = Ae4 ∈ Im LA
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Kuna standardbaasi vektorid on vektorruumi K4 moodustajate süsteem, siis on vektori-
süsteem {Ae1, Ae2, Ae3, Ae4} lineaarkujutuse LA muutumispiirkonna Im LA moodusta-
jate süsteem. Kuid vektorid Ae1, Ae2, Ae3, Ae4 on parajasti maatriksi A veeruvektorid

Ae1 =

a1

b1

c1

 , Ae2 =

a2

b2

c2

 , Ae3 =

a3

b3

c3

 , Ae4 =

a4

b4

c4


MaatriksiA veeruvektorite lineaarset katet tähistasime Col A. MaatriksiA veeruvektorid
on seega vektorruumi Col A moodustajad. Seega ühtib Im LA parajasti maatriksi A
veeruvektorite lineaarse kattega, s.t Im LA = ColA.

Maatrikskujutuse LA tuum koosneb sellistest vektoritest v ∈ K4, mis rahuldavad
tingimust Av = 0, s.t Ker LA on homogeense LVS-i Av = 0 lahendiruum. Seda ruumi
nimetatakse maatriksi A nullruumiks ja sageli tähistatakse Ker A

.= KerLA.

Näide 11.15. De�neerime kujutuse F : Matn×n(K) → Matn×n(K) valemiga F (A) .=
A−AT iga ruutmaatriksi A ∈ Matn×n(K) korral. Siis F on lineaarkujutus (veenduda)
ning

a) Ker F elementideks on parajasti k~oik sümmeetrilised maatriksid,
b) Im F elementideks on parajasti k~oik antisümmeetrilised maatriksid.

T~oestus. Lause a) t~oestamiseks paneme tähele, et A ∈ Ker F parajasti siis, kui

F (A) = A−AT = 0 =⇒ AT = A

Lause b) t~oestamiseks paneme tähele, et vektorruum Im F koosneb maatriksitest F (A),
kus A ∈ Matn×n(K), kusjuures iga selline maatriks F (A) on antisümmeetriline, sest

F (A)T = (A−AT )T = AT −A = −F (A)
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Teisest küljest, kui Q on antisümmeetriline maatriks (s.t QT = −Q), siis Q ∈ Im F .
T~oepoolest,

Q =
1
2
(Q + Q) =

(
1
2
Q

)
−
(

1
2
Q

)T

= F

(
1
2
Q

)
11.3. Lineaarkujutuse astak

Lineaarkujutuse F : V → U astakuks nimetatakse vektorruumi Im F m~o~odet.

Teoreem 11.16. Olgu V l~oplikum~o~otmeline vektorruum ning olgu F : V → U lineaar-
kujutus. Siis

dim V = dim(Ker F ) + dim(Im F )

T~oestus. Olgu dim(KerF ) = r ning {w1, . . . , wr} vektorruumiKer F baas. Olgu dim(Im F ) =
s ning {u1, . . . , us} vektorruumi Im F baas. Lausest 11.13 järeldub, et Im F on l~opliku-
m~o~otmeline. Kuna uj ∈ Im F , siis peavad leiduma vektorid v1, . . . , vs ∈ V nii, et

F (v1) = u1, · · · , F (vs) = us

Me t~oestame, et vektorisüsteem

B
.= {w1, . . . , wr, v1, · · · , vs}

on vektorruumi V baas, s.t

1) B on vektorruumi V moodustajate süsteem,
2) B on lineaarselt s~oltumatu.
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Kui 1) ja 2) on t~oestatud, siis ilmselt

dim V = r + s = dim(Ker F ) + dim(Im F )

T~oestame 1). Olgu v ∈ V . Siis F (v) ∈ Im F . Kuna vektorisüsteem {u1, . . . , us} on
vektorruumi Im F baas, siis peavad leiduma sellised skalaarid α1, . . . , αs ∈ K nii, et

F (v) = α1u1 + · · ·+ αsus

Olgu
v̂

.= α1v1 + · · ·+ αsvs − v

Siis

F (v̂) = F (α1v1 + · · ·+ αsvs − v)
= α1F (v1) + · · ·+ αsF (vs)− F (v)
= α1u1 + · · ·+ αsus − F (v) = 0

Seega v̂ ∈ Ker F . Kuna {w1, . . . , wr} on vektorruumi Ker F baas, siis peavad leiduma
skalaarid β1, . . . , βr nii, et

v̂ = β1w1 + · · ·+ βrwr = α1v1 + · · ·+ αsvs − v

Seega
v = α1v1 + · · ·+ αsvs − β1w1 − · · · − βrwr

ning B on t~oepoolest vektorruumi V moodustajate süsteem.
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T~oestame 2). Olgu

x1w1 + · · ·+ xrwr + y1v1 + · · ·+ ysvs = 0 (1)

kus xi, yi ∈ K. Siis

0 = F (0) = F (x1w1 + · · ·+ xrwr + y1v1 + · · ·+ ysvs)
= x1F (w1) + · · ·+ xrF (wr) + y1F (v1) + · · ·+ ysF (vs) (2)

Kuid F (wi) = 0, sest wi ∈ Ker F , ning F (vj) = uj . Asendades valemisse (2), saame

y1u1 + · · ·+ ysus = 0

millest vektorite uj lineaarse s~oltumatuse t~ottu järelduvad y1 = · · · = ys = 0. Need
v~ordused asendame nüüd omakorda valemisse (1). Siis saame

x1w1 + · · ·+ xrwr = 0

Kuna vektorid wi on lineaarselt s~oltumatud, siis x1 = · · · = xr = 0. Seega on B
lineaarselt s~oltumatu.

Näide 11.17. Lineaarkujutus F : K4 → K3 on de�neeritud valemiga

F (x1, x2, x3, x4) =
= (x1 − x2 + x3 + x4, 2x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4,

3x1 − 3x2 + 4x3 + 5x4)

Leida
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1) Im F baas ja m~o~ode,
2) Ker F baas ja m~o~ode

ning kontrollida teoreemi 11.16.

Lahendus. K~oigepealt leiame K4 standardbaasi vektorite kujutised

F (1, 0, 0, 0) = (1, 2, 3), F (0, 1, 0, 0) = −(1, 2, 3)
F (0, 0, 1, 0) = (1, 3, 4), F (0, 0, 0, 1) = (1, 4, 5)

Nüüd kasutame lauset 11.13: ülaltoodud vektorid on ruumi Im F moodustajate süsteem.
Moodustame koordinaatide maatriksi

1 2 3
−1 −2 −3
1 3 4
1 4 5

 ∼


1 2 3
0 0 0
0 1 1
0 2 2

 ∼


1 2 3
0 1 1
0 0 0
0 0 0


Seega moodustavad vektorid (1, 2, 3) ja (0, 1, 1) vektorruumi Im F baasi ning dim Im F =
2.

Et leida dim KerF , olgu F (v) = 0, kus v = (x1, x2, x3, x4)
x1 − x2 + x3 + x4 = 0

2x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0
3x1 − 3x2 + 4x3 + 5x4 = 0

∼


x1 − x2 + x3 + x4 = 0

x3 + 2x4 = 0
x3 + 2x4 = 0

∼

{
x1 − x2 + x3 + x4 = 0

x3 + 2x4 = 0
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Vabadeks tundmatuteks v~otame x2 ja x4. Seega dim KerF = 2. Leiame Ker F baasi.
Selleks on ülaltoodud LVS-i lahendite fundamentaalsüsteem.

1. Olgu x2 = 1, x4 = 0, siis saame lahendivektoriks (1, 1, 0, 0).
2. Olgu x2 = 0, x4 = 1, siis saame lahendivektoriks (1, 0,−2, 1).

Vektorid (1, 1, 0, 0) ja (1, 0,−2, 1) moodustavadki Ker F baasi. Nüüd on kerge kontrollida
teoreemi 11.16

dim Im F + dim KerF = 2 + 2 = 4

11.4. Singulaarne ja regulaarne lineaarkujutus

Olgu F : V → U lineaarkujutus. Tuletame meelde, et F (0) = 0. Öeldakse, et F on
singulaarne, kui leidub vektor 0 6= v ∈ V nii, et F (v) = 0. Kui Ker F = {0}, siis
nimetatakse lineaarkujutust F regulaarseks ehk mittesingulaarseks.

Teoreem 11.18. Regulaarne lineaarkujutus kujutab lineaarselt s~oltumatu vektorisüstee-
mi lineaarselt s~oltumatuks vektorisüsteemiks.

T~oestus. Olgu F : V → U regulaarne lineaarkujutus ning vektorid v1, . . . , vn ∈ V li-
neaarselt s~oltumatud. Peame t~oestama, et vektorid F (v1), . . . , F (vn) ∈ Im F on samuti
lineaarselt s~oltumatud. Olgu

α1F (v1) + · · ·+ αnF (vn) = 0

kus α1, . . . , αn ∈ K. Kuna F on lineaarne, siis

F (α1v1 + · · ·+ αnvn) = 0 =⇒ α1v1 + · · ·+ αnvn ∈ Ker F
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Kuid F on regulaarne, s.t Ker F = {0}. Seega

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0

Kuna vektorid vi on lineaarselt s~oltumatud, peab α1 = · · · = αn = 0. Tulemus ütlebki,
et vektorisüsteem F (v1), . . . , F (vn) ∈ Im F on lineaarselt s~oltumatu.

11.5. Isomor�sm

Pealekujutus, üksühene kujutus ja bijektiivne kujutus

Olgu F : V → U lineaarkujutus. Öeldakse, et

1) F on üksühene e injektiivne, kui v~ordusest F (a) = F (b) järeldub a = b,
2) F on pealekujutus e sürjektiivne, kui Im F = U ,
3) F on bijektiivne, kui ta on üksühene pealekujutus, s.t ta on injektiivne ja sürjek-

tiivne.

Lause 11.19. Lineaarkujutus on üksühene parajasti siis, kui ta on regulaarne.

T~oestus. =⇒: Olgu lineaarkujutus F : V → U üksühene. Siis ilmselt Ker F = {0} ning
seega on F regulaarne.

⇐=: Olgu F regulaarne ning F (a) = F (b). Siis järeldub lineaarsusest, et

F (a− b) = F (a)− F (b) = 0 =⇒ a− b = 0 =⇒ a = b

mis ütleb, et F on üksühene.
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Näide 11.20. Vaatleme lineaarteisendusi

F : R3 → R2, F (x1, x2, x3)
.= (x1 + x2, x1 − x2)

G : R2 → R3, G(x1, x2)
.= (x1 + x2, x1 − x2, x1)

Näidata, et

1) F on pealekujutus, kuid ei ole üksühene,
2) G on üksühene, kuid ei ole pealekujutus.

Lahendus. 1) F ei ole üksühene, sest (0, 0, 1) ∈ Ker F , kuid on pealekujutus, s.t Im F =
R2. T~oepoolest, olgu (y1, y2) ∈ R2. Peame näitama, et leidub (x1, x2, x3) ∈ R3 nii, et{

y1 = x1 + x2

y2 = x1 − x2

=⇒

{
x1 = 1

2(y1 + y2)
x2 = 1

2(y1 − y2)

2) G on üksühene, sest

Ker G = {(x1, x2) ∈ R2|x1 + x2 = x1 − x2 = 0} = {(0, 0)}

s.t Ker G koosneb vaid nullvektorist. Kuid G ei ole pealekujutus. Näiteks puudub vektoril
(0, 0, 1) ∈ R3 originaal vektorruumis R2. T~oepoolest

(0, 0, 1) = (x1 + x2, x1 − x2, x1) =⇒


x1 + x2 = 0
x1 − x2 = 0
x1 = 1

Viimane süsteem on aga vasturääkiv (lahendid puuduvad).
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Isomor�sm

Öeldakse, et lineaarkujutus F : V → U on isomor�sm, kui ta on bijektiivne. Kui lei-
dub isomor�sm F : V → U , siis öeldakse, et vektorruumid V ja U on isomorfsed ning
kirjutatakse V ∼= U .

Näide 11.21 (samasusukujutus). Samasuskujutus 1V : V → V on ismor�sm iga vek-
torruumi V korral.

Näide 11.22 (transponeerimine). De�neerime kujutuse

F : Matk×n(K) → Matn× k(K)

valemiga F (A) = AT . Kujutus F on lineaarsus järeldub teoreemist ??. Näitame, et F
on isomor�sm ning seega

Matk×n(K) ∼= Matn× k(K)

T~oepoolest, F on ilmselt pealekujutus, sest iga maatriks on mingi maatriksi transpo-
neeritud maatriks. Kujutus F on ilmselt ka üksühene, sest v~ordusest F (A) = AT = 0
järeldub (AT )T = A = 0.

Näide 11.23 (koordinaatisomor�sm). Olgu B = {b1, . . . , bn} vektorruumi V baas.
Vektori

v = α1b1 + · · ·+ αnbn (∗)
koordinaatvektoriks baasis B nimetasime teatavasti üheveerulist maatriksit

CB(v) =

α1
...

αn
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Näitame, et kujutus CB : V → Kn on isomor�sm. Seda kujutust nimetatakse koordinaa-
tisomor�smiks.

Kujutuse CB lineaarsus järeldub lausest 6.47. Kontrollime, et CB on üksühene.
T~oepoolest, olgu

v = α1b1 + · · ·+ αnbn, u = β1b1 + · · ·+ βnbn

kaks vektorit vektorruumis V . V~ordus CB(v) = CB(u) tähendab, etα1
...

αn

 =

β1
...

βn

 =⇒ αi = βi, i = 1, · · · , n =⇒ u = v

Jääb üle näidata, et CB on pealekujutus. Olgu x
.= (α1 . . . αn)T ∈ Kn mingi veeruvektor.

De�neerime vektori v ∈ V valemiga (∗). Siis ilmselt x = CB(v), st CB on t~oepoolest
pealekujutus.

Teoreem 11.24 (isomor�smi kriteerium). Olgu V ja U l~oplikum~o~otmelised vektorruu-
mid ning F : V → U lineaarkujutus. Siis on järgmised tingimused samaväärsed:

1) F on isomor�sm,
2) kui {v1, . . . , vn} on vektorruumi V suvaline baas, siis vektorisüsteem {F (v1), . . . , F (vn)}

on vektorruumi U baas,
3) vektorruumis V leidub baas {v1, . . . , vn} nii, et vektorisüsteem {F (v1), . . . , F (vn)}

on vektorruumi U baas.
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T~oestus. 1) =⇒ 2) Olgu {v1, . . . , vn} vektorruumi V baas. Vaatleme v~ordust

α1F (v1) + · · ·+ αnF (vn) = F (α1v1 + · · ·+ αnvn) = 0

kus αi ∈ K. Kuna F on isomor�sm, siis Ker F = {0}. Seega

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0

millest vektorite vi lineaarse s~oltumatuse t~ottu järeldub, et αi = 0 (i = 1, . . . , n).
Vektorisüsteem {F (v1), . . . , F (vn)} on seega lineaarselt s~oltumatu.

Jääb üle näidata, et {F (v1), . . . , F (vn)} on vektorruumi U moodustajate süsteem.
Olgu u ∈ U . Kuna F on pealekujutus, siis peab leiduma v ∈ V nii, et u = F (v).
Kirjutades

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn

saame

u = F (v) = F (λ1v1 + · · ·+ λnvn)
= λ1F (v1) + · · ·+ λnF (vn)

mis ütleb, et {F (v1), . . . , F (vn)} on t~oepoolest U moodustajate süsteem.
2) =⇒ 3) Ilmne.
3) =⇒ 1) Olgu F (v) = 0. Kirjutame

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn

Saame

0 = F (v) = F (λ1v1 + · · ·+ λnvn)
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= λ1F (v1) + · · ·+ λnF (vn)

millest tingimuse 3) t~ottu järeldub λi = 0 (i = 1, . . . , n). Seega v = 0 ja Ker F = {0},
millest omakorda järeldub, et F on üksühene. Jääb üle näidata, et F on pealekujutus.

Olgu u ∈ U suvaline vektor. Tingimusest 3) järeldub, et

u = β1F (v1) + · · ·+ βnF (vn)
= F (β1v1 + · · ·+ βnvn)

mis ütlebki, et F on pealekujutus.

Tähelepanek 11.25. Vektorruumide isomor�sm kujutab baasi baasiks.

Teoreem 11.26 (isomor�smi kriteerium). Olgu V ja U l~oplikum~o~otmelised vektorruu-
mid. Siis on järgmised tingimused samaväärsed:

1) V ∼= U
2) dim V = dim U

T~oestus. 1) =⇒ 2) Olgu V ∼= U ning F : V → U olgu isomor�sm. Kui {v1, . . . , vn} on
vektorruumi V baas, siis teoreemi 11.24 p~ohjal {F (v1), . . . , F (vn)} on vektorruumi U
baas. Seega

dim V = n = dim U

2) =⇒ 1) Olgu {v1, . . . , vn} vektorruumi V baas ja {u1, . . . , un} vektorruumi U baas.
Teoreemi 11.9 p~ohjal leidub selline lineaarkujutus F : V → U , et

F (vi) = ui, i = 1, . . . , n

Kuna {F (v1), . . . , F (vn)} on baas, siis teoreemi 11.24 p~ohjal on F isomor�sm.
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Näide 11.27. Kuna
Matk×n(K) ∼= Matn× k(K)

siis on nendel ruumidel ühesugune m~o~ode

dim Matk×n(K) = dim Matn× k(K)

Näide 11.28. Kuna dim Row A = dim ColA (vt teoreemi 6.67), siis on need ruumid
isomorfsed, s.t Row A ∼= Col A.

Teoreem 11.29. Olgu V ja U l~oplikum~o~otmelised ning dim V = dim U . Lineaarkujutus
F : V → U on isomor�sm parajasti siis, kui ta on regulaarne.

T~oestus. =⇒: Kui F on isomor�sm, siis on ta üksühene ja seega Ker F = {0}, millest
järaldub regulaarsus.

⇐=: Olgu F regulaarne. Siis on ta üksühene ning dim(KerF ) = 0. Teoreemist 11.16
järeldub, et

dim U = dim V = dim(Im F )

Siit järeldub eelneva teoreemi 11.26 p~ohjal, et Im F ∼= U . See tulemus ütleb, et F on ka
pealekujutus. Kuna F on kokkuv~ottes bijektiivne, on ta isomor�sm.

Isomor�smi omadusi

Vektorruumide isomor�sm on ekvivalentsirelatsioon, s.t tal on järgmised omadused.

1. Re�eksiivsus. V ∼= V .
2. Sümmeetria. Kui V ∼= U siis U ∼= V .
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3. Transitiivsus. Kui V ∼= U ja U ∼= W , siis V ∼= W .

L~oplikum~o~otmeliste vektorruumide korral järelduvad need omadused kergesti teoreemi
11.26 abil.

11.6. Tehted lineaarkujutustega

Lineaarkujutuste kombineerimisega on v~oimalik saada uusi lineaarkujutusi ning hulk
HomK(V,U) osutub vektorruumiks üle K.

Lineaarkujutuste liitmine ja korrutamine arvuga

Olgu F,G ∈ HomK(V,U), λ ∈ K. Summa F +G ja korrutis λF de�neeritakse valemitega

(F + G)(v) .= F (v) + G(v), (λF )(v) .= λF (v) ∀ v ∈ V

Lause 11.30. Lineaarkorrutiste summa ja korrutis arvuga on samuti lineaarkujutused.

T~oestus. Olgu a, b ∈ V . Arvutame

(F + G)(αa + βb) = F (αa + βb) + G(αa + βb)
= αF (a) + βF (b) + αG(a) + βG(b)
= α[F (a) + G(a)] + β[F (b) + G(b)]
= α(F + G)(a) + β(F + G)(b)
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ning

(λF )(αa + βb) = λF (αa + βb) = λ[αF (a) + βF (b)]
= αλF (a) + βλF (b) = α(λF )(a) + β(λF )(b)

Tulemus ütleb, et F + G ∈ HomK(V,U) ja λF ∈ HomK(V,U).

Teoreem 11.31. HomK(V,U) on vektorruum üle K.

T~oestus. Vektorruumi aksioomide kontrolli jätame lugejale iseseisvaks ülesandeks.

Teoreem 11.32. Olgu V ja U l~oplikum~o~otmelised. Siis

dim[HomK(V,U)] = dim V · dim U

T~oestus. T~oestuse esitame hiljem, vt teoreem 11.48 ning sellele järgnev järeldus.

Lineaarkujutuste kompositsioon

Olgu F ∈ HomK(V,U) ja G ∈ HomK(U,W )

V
F−−−−→ U

G−−−−→ W

Kompositsiooni G ◦ F : V → W de�neerime valemiga

(G ◦ F )(v) .= G(F (v)) ∀ v ∈ V

Märkus 11.33. Sageli kompositsiooni märki ◦ ei eksponeerita. Seega kirjutatakse GF
.=

G ◦ F .
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Lause 11.34. Olgu F ∈ HomK(V,U) ja G ∈ HomK(U,W ). Siis on G ◦ F samuti
lineaarkujutus ning G ◦ F ∈ HomK(V,W )

T~oestus. Olgu α, β ∈ K ning a, b ∈ V . Siis

(G ◦ F )(αa + βb) = G(F (αa + βb)) = G(αF (a) + βF (b))
= αG(F (a)) + βG(F (b))
= α(G ◦ F )(a) + β(G ◦ F )(b)

Tulemus ütlebki, et G ◦ F ∈ HomK(V,W ).

Teoreem 11.35 (kompositsiooni omadusi). Olgu V,U,W vektorruumid üle K ning olgu
järgmised kujutused lineaarsed:

F : V → U, F ′ : V → U ja G : U → W, G′ : U → W

Siis

1) G ◦ (F + F ′) = G ◦ F + G ◦ F ′

2) (G + G′) ◦ F = G ◦ F + G′ ◦ F
3) λ(G ◦ F ) = (λG) ◦ F = G ◦ (λF ), ∀λ ∈ K

T~oestus. Nende valemite kontrolli jätame lugajale iseseisvaks ülesandeks. Kasutada
kompositsiooni de�nitsiooni.

Teoreem 11.36 (kompositsiooni omadusi). Olgu

V
F−−−−→ U

G−−−−→ W
H−−−−→ Z

lineaarkujutused. Siis
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1) F ◦ 1V = F ja 1U ◦ F = F

2) (H ◦G) ◦ F = H ◦ (G ◦ F )

T~oestus. Nende valemite kontroll jääb iseseisvaks ülesandeks. Kasutada kompositsiooni
de�nitsiooni.

11.7. Pöördkujutus

Pöördkujutuse m~oiste

Lineaarkujutuse F : V → U pöördkujutuseks nimetatakse kujutust F−1 : U → V , mis
rahuldab tingimusi F−1 ◦ F = 1V ja F ◦ F−1 = 1U . Kujutust nimetatakse pööratavaks,
kui tal leidub pöördkujutus.

Teoreem 11.37. Bijektiivse lineaarkujutuse (isomor�smi) pöördkujutus on samuti li-
neaarne.

T~oestus. Olgu F : V → U bijektiivne lineaarkujutus (isomor�sm) ning u, u′ ∈ U . Siis
leiduvad üheselt määratud vektorid v, v′ ∈ V nii, et F (v) = u ja F (v′) = u′. Kuna F on
lineaarne, siis

F (v + v′) = F (v) + F (v′) = u + u′ ja F (λv) = λF (v) = λu

Kuna F−1 on pöördkujutus, siis

F−1(u) = v, F−1(u′) = v′

F−1(u + u′) = v + v′, F−1(λu) = λv
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Siis aga

F−1(u + u′) = v + v′ = F−1(u) + F−1(u′)

F−1(λu) = λv = λF−1(u)

mis ütlebki, et F−1 on lineaarne.

Teoreem 11.38. Olgu V ja U vektorruumid ja F : V → U lineaarkujutus. Siis on
järgmised tingimused samaväärsed:

1) F on isomor�sm,
2) F on pööratav.

Kujutuse F pöördkujutus G on isomor�sm ning üheselt määratud kujutusega F : kui
U 3 b = F (a), siis G(b) = a.

T~oestus. Esitame t~oestuse vaid sellise olukorra jaoks, kus V ja U on l~oplikum~o~otmelised.
1) =⇒ 2): Kui B = {v1, . . . , vn} on V baas, siis on teoreemi 11.24 järgi D =

{F (v1), . . . , F (vn)} vektorruumi U baas. De�neerime kujutuse G : U → V valemiga

G[F (vi)] = (G ◦ F )(vi) = vi, i = 1, . . . , n (∗)

Teoreemi 11.8 kasutades saame seose G ◦ F = 1V . Rakendades kujutust F valemile (∗),
saame

F [G[F (vi)]] = (F ◦G)(F (vi)) = F [vi], i = 1, . . . , n

mis annab teoreemi 11.8 t~ottu F ◦G = 1U .
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2) =⇒ 1): Kui F (a) = F (b), siis G[F (a)] = G[F (b)]. Kuna G ◦ F = 1V , saame
a = b. Siit järeldub, et F on üksühene. Kui b ∈ U , siis seos F ◦ G = 1U tähendab, et
b = F [G(b)]. Seega on F pealekujutus.

Kujutus G on üheselt määratud seosega G◦F = 1V , sest sellest seosest järeldub (∗).
G on isomor�sm, sest ta teisendab baasi D baasiks B. L~opuks saame etteantud b ∈ U
esitada kujul

b = α1F (v1) + · · ·+ αnF (vn) = F (a)

kus
a = α1v1 + · · ·+ αnvn

Siis ilmselt G(b) = a.

Teoreem 11.39. Olgu V,U ja W vektorruumid.

1. 1−1
V = 1V .

2. Kui lineaarkujutus F : V → U on pööratav, siis ka F−1 : U → V on pööratav ning
kehtib (F−1)−1 = F .

3. Kui V
F→ U

G→ W on pööratavad lineaarkujutused, siis on kujutus G ◦ F : V → W
samuti pööratav ning (G ◦ F )−1 = F−1 ◦G−1.

Teoreem 11.40. Isomor�smi pöördkujutus on samuti isomor�sm. Isomor�smide kom-
positsioon on samuti isomor�sm.

T~oestus. See järeldub eelnenud teoreemidest.
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11.8. Maatrikskujutuse omadusi

Eespool näitasime, et iga maatriks de�neerib ühe (sellele maatriksile vastava) lineaarku-
jutuse. Olgu A ∈ Matk×n(K). Kujutuse LA : Kn → Kk de�neerisime valemiga LA(v) =
Av iga v ∈ Kn korral. Järgmine teoreem näitab selle konstruktsiooni pööratavust.

Teoreem 11.41. Olgu F : Kn → Kk lineaarkujutus. Esitame vektorruumide Kn ja Kk

vektorid veeruvektoritena.

1. Leidub k×n-järku maatriks A nii, et F (v) = Av iga vektori v ∈ Kn korral.
2. Maatriksi A veergudeks on vastavalt vektorid F (e1), . . . , F (en), kus {e1, . . . , en}

on vektorruumi Kn standardbaas

A =
(
F (e1) · · · F (en)

)
T~oestus. Olgu {e1, . . . , en} on vektorruumi Kn standardbaas ning kirjutame

F (e1) =


a11

a21
...

ak1

 , F (e2) =


a12

a22
...

ak2

 , · · · , F (en) =


a1n

a2n
...

akn


Siis on A = (aij) k×n-järku maatriks, mille j-is veerg on F (ej). Olgu v ∈ Kn. Siis

v = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen

Arvutame

F (v) = α1F (e1) + α2F (e2) + · · ·+ αnF (en)
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= α1


a11

a21
...

ak1

+ α2


a12

a22
...

ak2

+ · · ·+ +αn


a1n

a2n
...

akn



=


a11α1 + a12α2 + · · ·+ aanαn

a21α1 + a22α2 + · · ·+ a2nαn

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ak1α1 + ak2α2 + · · ·+ aknαn

 = Av

Märkus 11.42. Maatriksit A nimetatakse lineaarkujutuse F standardmaatriksiks.

Näide 11.43. Leida lineaarkujutuse

F : K3 → K2, F

x1

x2

x3

 =
(

x1 + 2x2 + x3

x1 + x3

)
standardmaatriks.

Lahendus. Esitame lineaarteisenduse F maatrikskujul

F

x1

x2

x3

 =
(

1 2 1
1 0 1

)x1

x2

x3


Seega

A =
(

1 2 1
1 0 1

)
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Standardmaatriksi v~oib arvutada ka standardvektorite e1, e2, e3 abil. Maatriksi A veer-
gudeks on vektorid F (e1), F (e2), F (e3).

Teoreem 11.44 (maatrikskujutuse omadusi). Olgu A ja B maaatriksid ning allpool
olevad tehted määratud. Siis

1) Kui LA = LB, siis A = B

2) LI = 1Kn

3) LA ◦ LB = LAB

4) L−1
A = LA−1

5) Im LA = ColA ning rank LA = rankA.

11.9. Lineaarkujutuse maatriksesitus

Olgu B = {v1, . . . , vn} vektorruumi V baas ning D = {u1, . . . , uk} vektorruumi U baas.
Vektorid

v = α1v1 + · · ·+ αnvn ∈ V ja u = β1u1 + · · ·+ βkuk ∈ U

v~oime teatavasti esitada veeruvektorina

CB(v) =

α1
...

αn

 , CD(u) =

β1
...

βk


Kujutused CB : V → Kn ja CD : U → Kk on teatavasti isomor�smid, seega on nad
pööratavad. Paneme tähele, et veeruvektor CB(vj) on ühikmaatriksi j-is veerg.
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Olgu F : V → U lineaarkujutus. Lineaarkujutusele F vastav maatriks A on üheselt
de�neeritud kommutatiivse diagrammiga

V
F−−−−→ U

CB

y CD

y
Kn LA−−−−→ Kk

Maatriksi A ühesus järeldub implikatsioonist

LA = LA′ =⇒ A = A′

Selle diagrammi kohaselt
CD ◦ F = LA ◦ CB

Lineaarkujutus LA : Kn → Kk toimib veeruvektoritele järgmiselt:

LA

α1
...

αn

 = A

α1
...

αn


Seega

CD[F (v)] = LA[CB(v)] = ACB(v) ∀ v ∈ V

See tingimus määrabki maatriksi A
.= MDB(F ), s.t

CD[F (v)] = MDB(F )CB(v), ∀ v ∈ V
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Maatriksi A arvutamiseks esitame A veeruvektorite a1, . . . , an kaudu

A =
(
a1 a2 . . . an

)
Kuna veeruvektor CB(vj) on ühikmaatriksi j-is veerg, siis saame

CD[F (vj)] = ACB(vj) = aj , j = 1, . . . , n

Tulemuseks saame

A
.= MDB(F ) =

(
CD[F (v1)] CD[F (v2)] . . . CD[F (vn)]

)
Seda maatriksit nimetatakse lineaarkujutuse F : V → U maatriksiks baasides B ja D.
Valem de�neerib kujutuse

MDB : HomK(V,U) → Matk×n(K)

mille omadusi vaatleme järgmises alapunktis.

Näide 11.45. De�neerime F : P2(K) → K2 valemiga

F (α0 + α1x + α2x
2) = (α0 + 2α2, α0 + 3α1 + 4α2)

Baasid valime järgmiselt:

B
.= {v1 = 1, v2 = x, v3 = x2}, D

.= {u1 = (1, 0), u2 = (0, 1)}
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Leiame MDB(F ).
Lahendus. K~oigepealt arvutame

F (v1) = (1, 1) = u1 + u2

F (v2) = (0, 3) = 3u2

F (v3) = (2, 4) = 2u1 + 4u2

Seega

MDB(F ) .=
(
CD[F (v1)] CD[F (v2)] . . . CD[F (vn)]

)
=
(

1 0 2
1 3 4

)
Sama tulemuseni j~ouame ka teisel viisil. Kuna

v = α0 + α1x + α2x
2 = α0v1 + α1v2 + α2v3

siis

F (v) = α0F (v1) + α1F (v2) + α2F (v3)
= α0(u1 + u2) + α1(3u2) + α2(2u1 + 4u2)
= (α0 + 2α2)u1 + (α0 + 3α1 + 4α2)u2

Seega

CD[F (v)] =
(

α0 + 2α2

α0 + 3α1 + 4α2

)
=
(

1 0 2
1 3 4

)α0

α1

α2
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= MDB(F )CB(v) =⇒ MDB(F ) =
(

1 0 2
1 3 4

)
Näide 11.46 (maatrikskujutuse esitus). Olgu A ∈ Matk×n(K) ning LA : Kn → Kk

maatrikskujutus, mis on de�neeritud valemiga LA(v) = Av iga v ∈ Kn korral. Olgu
B ja D vektorruumide Kn ja Kk vastavad standardbaasid. Siis B = {e1, . . . , en} ning
CD(u) = u iga u ∈ Kk korral. Seega

MDB(LA) =
(
CD[LA(e1)] CD[LA(e2)] · · · CD[LA(en)]

)
=
(
LA(e1) LA(e2) · · · LA(en)

)
=
(
Ae1 Ae2 · · · Aen

)
= A

Teiste s~onadega, lineaarkujutuse LA maatriksiks on parajasti maatriks A.

Näide 11.47. MBB(1V ) = I, MDB(0) = 0

11.10. Lineaarkujutuse maatriksesituse omadusi

Teoreem 11.48. Olgu V ja U vektorruumid ning dim V = n ja dim U = k. Olgu B ja
D vektorruumide V ja U vastavad baasid. Siis kujutus

MDB : HomK(V,U) → Matk×n(K)

on vektorruumide isomor�sm.

T~oestus. K~oigepealt t~oestame kujutuse MDB lineaarsuse. Olgu B = {v1, . . . , vn} vek-
torruumi V baas. Etteantud F,G ∈ HomK(V,U) korral on maatriksi MDB(F + G) j-is
veerg

CD[(F + G)(vj)] = CD[F (vj) + G(vj)] = CD[F (vj ] + CD[G(vj)]
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sest CD on lineaarne. Viimase valemi parem pool on maatriksite MDB(F ) ja MDB(G)
j-indate veergude summa, seega

MDB(F + G) = MDB(F ) + MDB(G)

Nüüd arvutame maatriksi MDB(λF ) j-inda veeru

CD[(λF )(vj)] = CD[λF (vj)] = λCD[F (vj)]

sest CD on lineaarne. Viimase valemi parem pool on aga maatriksi λMDB(F ) j-is veerg.
Seega

MDB(λF ) = λMDB(F )

Näitame, et kujutus MDB on üksühene. Piisab, kui näitame, et tuum Ker MDB =
{0}. Kui MDB(F ) = 0, siis CD[F (vj)] = 0 iga j = 1, . . . , n korral. Kuid CD on üksühene,
seega F (vj) = 0 iga j korral. Kuna vektorid vj moodustavad baasi, siis peab F = 0.

Näitame, et kujutus MDB on pealekujutus. Olgu A ∈ Matk×n(K). Konstrueerime
lineaarkujutuse F : V → U nii, et MDB(F ) = A. See tähendab, et CD[F (vj)] oleks
maatriksi A j-is veerg. Kui D = {u1, . . . , uk}, siis peab olema

F (vj) = a1ju1 + a2ju2 + · · ·+ akjuk iga j korral

Kuid teoreemi 11.9 p~ohjal selline lineaarkujutus leidub.

Järeldus 11.49. dim HomK(V,U) = dim V · dim U
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11.11. Kompositsiooni maatriksesitus

Teoreem 11.50. Olgu V
F→ U

G→ W lineaarkujutused ning olgu B,D ja E vektor-
ruumide V,U ja W vastavad baasid. Siis

MEB(G ◦ F ) = MED(G)MDB(F )

T~oestus. Tähistame

X = MDB(F ), Y = MED(G), Z = MEB(G ◦ F )

Peame näitama, et Z = Y X. Olgu n, k ja l vektorruumide V,U ja W vastavad m~o~otmed.
Maatriksid X, Y ja Z on üheselt määratud järgmiste kommutatiivsete diagrammidega:

V
F−−−−→ U

G−−−−→ W

CB

y CD

y CE

y
Kn LX−−−−→ Kk LY−−−−→ Kl

V
GF−−−−→ W

CB

y CE

y
Kn LZ−−−−→ Kl

Nende diagrammide kohaselt (kompositsiooni märki ◦ ei eksponeeri)

CDF = LXCB, CEG = LY CD, CEGF = LZCB

Nüüd arvutame nende valemite abil

CEGF = (CEG)F = (LY CD)F = LY (CDF ) = LY (LXCB)
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= (LY LX)CB = LY XCB

V~orreldes seda tulemust valemiga CEGF = LZCB, saamegi maatriksi Z ühesusest tu-
lenevalt Z = Y X.

Teoreem 11.51. Olgu F : V → U lineaarkujutus ning dim V = dim U . Siis on järgmised
tingimused samaväärsed:

1) kujutus F on isomor�sm,
2) maatriks MDB(F ) on pööratav vastavalt iga V ja U baasi B ja D korral,
3) maatriks MDB(F ) on pööratav vastavalt mingi V ja U baasi B ja D korral.

Kehtib valem MDB(F )−1 = MBD(F−1).

T~oestus. 1) =⇒ 2) Olgu dim V = dim U = n. Vaatleme kujutuste kompositsiooni

V
F−−−−→ U

F−1

−−−−→ V

Seega saame eelmise teoreemi p~ohjal

MBD(F−1)MDB(F ) = MBB(F−1F ) = MBB(1V ) = In

SamamoodiMDB(F )MBD(F−1) = In, millega tingimus 2) ja viimane väide on t~oestatud.
2) =⇒ 3) Ilmne.
3) =⇒ 1) Olgu MDB(F ) pööratav mingite baaside B ja D korral. Kirjutame mu-

gavuse huvides A = MDB(F ). Siis CDF = LACB. Kuna CD on isomor�sm, siis saame
F = C−1

D LACB. Kuna F on isomor�smide C−1
D , LA ja CB kompositsioon, siis peab ta

samuti olema isomor�sm.
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Teoreem 11.52. Olgu V ja U l~oplikum~o~otmelised vektorruumid vastavate baasidega B
ja D. Olgu F : V → U lineaarne kujutus. Siis rank F = rankMDB(F ).

T~oestus. Tähistame mugavuse huvides A
.= MDB(F ) ning n

.= dim V . Näitest 11.14
teame, et Col A = Im LA = {Ax| x ∈ Kn} .= W , s.t maatriksi A veeruruum ühtib li-
neaarkujutuse LA muutumispiirkonnaga. Astakuteoreemi p~ohjal rank A = dim W . Kuna
rank F = dim Im F , siis piisab mingi isomor�smi S : Im F → W konstrueerimisest.

Paneme tähele, et iga vektor u ∈ Im F esitub kujul u = F (v) ning vektor CD[F (v)] =
ACB(v) ∈ W . De�neerime kujutuse S : Im F → W valemiga

S[F (v)] .= CD[F (v)] ∀ F (v) ∈ Im F

Kuna CD on lineaarne üksühene kujutus, peab seda olema ka S. Jääb üle vaid näidata,
et S pealekujutus. Olgu Ax ∈ W mingi vektor, kus x ∈ Kn. Kuna CB on pealekujutus,
siis x = CB(v) mingi vektori v ∈ V korral. Seda arvestades saame

Ax = ACB(v) = CD[F (v)] = S[F (v)]

seega F on pealekujutus. Kokkuv~ottes saame, et S on isomor�sm.

11.12. Operaatoralgebra

Vaatleme hulka A(V ) .= HomK(V, V ). Hulga A(V ) elemente nimetatakse lineaaroperaa-
toriteks, aga ka lineaarteisendusteks. Kui dim V = n, siis dim A(V ) = n2. Hulk A(V ) on
vektorruum üle K ning on kinnine kompositsiooni suhtes

F,G ∈ A(V ) =⇒ FG
.= F ◦G ∈ A(V )
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Kompositsiooni ◦ : A(V )×A(V ) → A(V ) v~oib vaadelda operaatorite korrutamisena.
Hulka A(V ) nimetatakse seepärast operaatoralgebraks. Peale vektorruumi omaduse keh-
tivad operaatoralgebras veel järgmised arvutusseadused iga F,G,H ∈ A(V ) ja iga
λ ∈ K korral:

1) (H ◦G) ◦ F = H ◦ (G ◦ F ) (assotsiatiivsus),
2) H ◦ (F + G) = H ◦ F + H ◦G (distributiivsus),
3) (F + G) ◦H = F ◦H + G ◦H (distributiivsus),
4) (λG) ◦ F = λ(G ◦ F ) = G ◦ (λF ) (arvuga korrutamise assotsiatiivsus),
5) 1V ◦ F = F = F ◦ 1V (unitaalus).

Üldiselt on kompositsioon aga mittekommutatiivne, s.t F ◦G 6= G ◦ F .

11.13. Baasiteisendused

Uurime nüüd lineaarsete operaatorite käitumist baasiteisendusel.
Olgu B = {b1, · · · , bn} ja B′ = {b′1, · · · , b′n} vektorruumi V baasid ning olgu F : V →

V lineaarkujutus. Tähistame MB(F ) .= MBB(F ). Üleminekumaatriks baasilt B baasile
B′ on

P
.= PB′←B =

(
CB′(b1) CB′(b2) · · · CB′(bn)

)
Vektori v ∈ V koordinaadid baasides B ja B′ on seotud valemiga

CB′(v) = PB′←BCB(v) ∀ v ∈ V ⇐⇒ CB′ = PB′←BCB

Me teame, et
CBF = MB(F )CB, CB′F = MB′(F )CB′
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Korrutades vasakpoolset valemit vasakult üleminekumaatriksiga P , saame

PMB(F )CB = PCBF = CB′F = MB′(F )CB′

= MB′(F )PCB

Nüüd korrutame saadud valemit paremalt lineaarkujutusega C−1
B . Saame

PMB(F ) = MB′(F )P

millest

MB(F ) = P−1
B′←BMB′(F )PB′←B

Saadud valem seobki lineaaroperaatori F maatriksid baasides B′ ja B.

Näide 11.53. Lineaaroperaator F : R3 → R3 on de�neeritud valemiga

F (x1, x2, x3) = (2x1 − x2, x2 + x3, −3x1 + x3)

Leida maatriksesitused baasides

B′ = {e1, e2, e3} standardbaas

B = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 0)}

Lahendus. K~oigepealt arvutame
F (e1) = F (1, 0, 0) = (2, 0,−3)
F (e2) = F (0, 1, 0) = (−1, 1, 0)
F (e3) = F (0, 0, 1) = (0, 1, 1)
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Siis

MB′(F ) =
(
CB′ [F (e1)] CB′ [F (e2)] CB′ [F (e3)]

)
=
(
CB′(2, 0,−3) CB′(−1, 1, 0) CB′(0, 1, 1)

)
=

 2 −1 0
0 1 1
−3 0 1


Nüüd leiame üleminekumaatriksi PB′←B. Paneme tähele, et

(1, 1, 0) = 1e1 + 1e2 + 0e3

(1, 0, 1) = 1e1 + 0e2 + 1e3

(0, 1, 0) = 0e1 + 1e2 + 0e3

=⇒ PB′←B =

1 1 0
1 0 1
0 1 0


Jääb üle vaid arvutada

MB(F ) = P−1
B′←BMB′(F )PB′←B

=

1 1 0
1 0 1
0 1 0

−1 2 −1 0
0 1 1
−3 0 1

1 1 0
1 0 1
0 1 0


=

 1 0 −1
0 0 1
−1 1 1

 1 2 −1
1 1 1
−3 −2 0

 =

 4 4 −1
−3 −2 0
−3 −3 2
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11.14. Ülesanded

Lineaarkujutuse m~oiste

11.14.1 De�neerime kujutuse F : R2 → R2 valemiga

F (x, y) = (x + y, x)

Näidata, et F on lineaarne.
11.14.2 De�neerime kujutuse F : R3 → R2 valemiga

F (x, y, z) = (x + y + z, 2x− 3y + 4z)

Näidata, et F on lineaarne.

11.14.3 Olgu V �kseeritud järguga ruutmaatriksite vektorruum. Olgu M mingi maat-
riks vektorruumist V . De�neerime kujutuse F : V → V valemiga F (A) = AM + MA.
Näidata, et F on lineaarne.

11.14.4 Olgu V �kseeritud järguga ruutmaatriksite vektorruum. Olgu M mingi maat-
riks vektorruumist V . De�neerime kujutuse F : V → V valemiga F (A) = AM −MA.
Näidata, et F on lineaarne.

11.14.5 De�neerime lineaarkujutuse F : R2 → R2 valemitega

F (1, 2) = (2, 3), F (0, 1) = (1, 4)

Leida F (x, y).
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Lineaarkujutuse tuum ja muutumispiirkond

11.14.6 Lineaarkujutus F : R4 → R3 on de�neeritud valemiga

F (x, y, z, t) = (x− y + z + t, x + 2z − t, x + y + 3z − 3t)

Leida Im F ja Ker F baasid ja dimensioonid.

11.14.7 Lineaarkujutus F : R3 → R3 on de�neeritud valemiga

F (x, y, z) = (x + 2y − z, y + z, x + y − 2z)

Leida Im F ja Ker F baasid ja dimensioonid.

11.14.8 Olgu A : R4 → R3 maatrikskujutus, kus

A =

1 2 3 1
1 3 5 −2
3 8 13 −3


Leida Im A ja Ker A baasid ja dimensioonid.

Regulaarne ja singulaarne lineaarkujutus

11.14.9 Uurida kas alljärgnevad lineaarkujutused on singulaarsed. Singulaarsuse korral
leida vektor v 6= o, mille kujutis on o.

(1) F : R2 → R2 on de�neeritud valemiga F (x, y) = (x− y, x− 2y)
(2) F : R2 → R2 on de�neeritud valemiga

F (x, y) = (2x− 4y, 3x− 6y)
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Tehted lineaarkujutustega

11.14.10 Lineaarkujutused F : R3 → R2 ja G : R3 → R2 on de�neeritud valemitega

F (x, y, z) = (2x, y + z) ja G(x, y, z) = (x− z, y)

Leida (1) F + G, (2) 3F , (3) 2F − 5G.

11.14.11 Lineaarkujutused F : R3 → R2 ja G : R3 → R2 on de�neeritud valemitega

F (x, y, z) = (y, x + z) ja G(x, y, z) = (2z, x + y)

Leida (1) F + G (2) 3F − 2G.

11.14.12 De�neerime lineaarkujutuse H : R2 → R2 valemiga H(x, y) = (y, 2x) ning
de�neerime F,G nagu ülesandes 11.14.11. Leida

(1) H ◦ F ja G ◦H

(2) F ◦H ja G ◦H

(3) H ◦ (F + G) ja H ◦ F + H ◦G

11.14.13 Lineaaroperaatorid F ja G on de�neeritud valemitega

F (x, y) = (y, x) ja G(x, y) = (0, x)

Leida (1) F + G (2) 2F − 3G (3) FG (4) GF (5) F 2 (6) G2

11.14.14 Lineaarkujutus F : R2 → R2 on de�neeritud valemiga

F (x, y) = (2x + y, 3x + 2y)
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Leida pöördkujutus F−1.

11.14.15 Lineaarkujutus F : R3 → R3 on de�neeritud valemiga

F (x, y, z) = (x− 3y − 2z, y − 4z, z)

Leida pöördkujutus F−1.

11.14.16 Lineaaroperaator F : R3 → R3 on de�neeritud valemiga

F (x, y, z) = (x + z, x− y, y)

Leida F−1. 11.14.17 T~oestada teoreemis 11.35 esitatud kompositsiooni omadused.

Lineaarkujutuse maatriksesitus

11.14.18 Leida maatriksi

A =

1 3 −2
2 −4 1
3 −1 2


esitus baasis

B = {u1, u2, u3} = {(1, 0, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 2)}

11.14.19 Lineaarkujutus F : R2 → R2 on de�neeritud valemiga

F (x, y) = (2x + 3y, 4x− 5y)
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Leida kujutuse F maatriksesitus baasis

B = {u1, u2} = {(1,−2), (2,−5}

11.14.20 Lineaaroperaator F : R2 → R2 on de�neeritud valemiga

F (x, y) = (5x− y, 2x + y)

Olgu antud kaks baasi

E = {e1, e2} = {(1, 0), (0, 1)}, B = {u1, u2} = {(1, 4), (2, 7)}

Leida (1) üleminekumaatriks PB←E , (2) kujutuse F maatriksesitus baasis E, (3) ku-
jutuse F maatriksesitus baasis B.
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A. Eksamitöö tüüpülesanded

1) Arvutada determinant.
Näide 1.8.

2) Tehted maatriksitega (+,−, korrutamine arvuga, korrutamine).
Näited 2.1, 2.2, 2.10, 2.11, 2.12.

3) Tehted aritmeetiliste vektoritega (liitmine, lahutamine, skalaariga korrutamine).
4) Leida pöördmaatriks ja kontrollida tulemust.

Näide 2.30.
5) Lahendada maatriksv~orrand ja kontrollida lahendit.

Näide 2.35.
6) Leida maatriksi astak.

Näide 3.4.
7) Lahendada LVS ja kontrollida lahendit.

Näide 4.10.
8) Leida homogeense LVSi üldlahend ja kontrollida lahendit.

Näide 6.46.
9) Leida homogeense LVSi lahendite fundamentaalsüsteem. Kontrollida lahendit.

Näide 6.46.
10) Tehted kompleksarvudega algebralisel, trigonomeetrilisel ja eksponentkujul. As-

tendamine ja juurimine. Ühejuurte arvutamine.
Näited 5.5, 5.9, 5.20, 5.21, 5.27, 5.28, 5.29, 5.33, 5.34, 5.36.

11) Lahendada ruutv~orrand üle kompleksarvude ja kontrollida lahendit.
Näide 5.25.
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12) Leida vektori koordinaadid etteantud baasis ja kontrollida arendust.
Tene s~onastus: leida vektori arendus etteantud baasis.

13) Uurida vektorisüsteemi lineaarset s~oltuvust: leida vektorisüsteemi astak, juhtvek-
torid arendada vabade kaudu. Kontrollida arendusi.
Vihje: kasuta astakuteoreemi 6.66 ja uuri alapunkti 6.12.

14) Leida vektori koordinaadid baasis B′ kui on teada vektori koordinaadid baasis B.
Kontrollida arendust.
Näide 6.51.

15) Ortonormeerida vektorisüsteem ja kontrollida tulemuse ortonormeeritust.
Näide 7.24.

16) Leida maatriksi omaväärtused ja omaruumide baasivektorid. Kontrollida tulemust
omaväärtusv~orrandiga.
Näide 8.7, 8.8.

17) Leida ruutmaatriksi karakteristlik polünoom ja kontrollida Cayley-Hamiltoni teo-
reemi.
Näide 10.4.

18) Diagonaalida maatriks ja kontrollida tulemust.
Näited 9.3, 9.3.

19) Diagonaalida ruutvorm/sümmeetriline maatriks ortogonaalteisendusega ja kont-
rollida tulemust.
Näited 9.9, 9.10.

20) Arvutada maatriksfunktsioon.
Näited 10.8, 10.9, 10.10, 10.11, 10.12, 10.13, 10.14.

21) Kontrollida kujutuse lineaarsust.
Näide 11.1.
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22) Lineaarkujutuse konstrueerimine.
Näide 11.10.

23) Leida Im F ja Ker F .
Näited 11.14, 11.15.

24) Leida Im F baas ja m~o~ode. Leida Ker F baas ja m~o~ode.
Näide 11.17.

25) Leida lineaarkujutuse maatriks etteantud baasis.
Näited 11.43, 11.45.

26) Leida lineaarkujutuse maatriks baasis B′ kui on teada tema maatriks baasis B.
Näide 11.53
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B. Vastused

B.1. Determinandid

1.4.1 −2 1.4.2 −1 1.4.3 −1 1.4.4 4ab 1.4.5 1
1.4.6 sin(α− β) 1.4.7 cos(α + β) 1.4.8 0 1.4.9 1
1.4.10 1 1.4.12 40 1.4.13 −3 1.4.14 100 1.4.15 −5
1.4.16 0 1.4.17 1 1.4.18 1 1.4.19 2 1.4.20 4
1.4.21 −8 1.4.22 0 1.4.23 3abc− a3 − b3 − c3

1.4.24 2x3 − (a + b + c)x2 + abc 1.4.25 (ab + bc + ca)x + abc
1.4.26 sin(β − γ) + sin(γ − α) + sin(α− β) 1.4.28 −8
1.4.29 −3 1.4.30 −9 1.4.31 18 1.4.32 −10 1.4.33 150 1.4.34 5 1.4.35
52 1.4.36 1932 1.4.37 100 1.4.38 −336 1.4.39 10 1.4.40

∏
k>i(xk − xi)

B.2. Maatriksarvutus

2.7.5 AB =
(
−5 0
−7 5

)
, BA =

 1 −2 −2
−1 3 4
−3 1 −4


2.7.6 AB = 0, BA =

0 −3 6
0 30 −36
0 25 30

 2.7.8
(

13 −14
21 −22

)
2.7.9

(
304 −61
305 −62

)
2.7.10

(
1 n
0 1

)
2.7.11

(
λn nλn−1

0 λn

)
2.7.12 D(α)D(β) =

(
cos(α + β) − sin(α + β)
sin(α + β) cos(α + β)

)
,
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Dn(α) =
(

cos nα − sinnα
sinnα cos nα

)

B.3. Maatriksi astak

3.6.1 2 3.6.2 3 3.6.3 3 3.6.4 3 3.6.5 3 3.6.6 2
3.6.7 λ = 0 korral on astak 2, λ 6= 0 korral 3.
3.6.8 λ = 3 korral on astak 2, λ 6= 3 korral 3.
3.6.9 λ = 2 korral on astak 1, λ = 8 korral 2, λ 6= 2, 8 korral 3.
3.6.10 λ = 1 korral on astak 1, λ = 5 korral 2, λ 6= 1, 5 korral 3.
3.6.11 λ = 2 korral on astak 1, λ = −1 korral 2, λ 6= −1, 2 korral 3.
3.6.12 λ = 0,−2,−4 korral on astak 3, λ 6= 0,−2,−4 korral 4.

B.5. Kompleksarvud

5.13.1 (1) 1 + 18i (2) 4i (3) 7 + 17i (4) 10− 11i
(5) 14− 5i (6) 5 + i (7) 13

2 −
1
2 i (8) 11

5 −
27
5 i (9) 4

(10) 52i (11) 2 (12) 1

5.13.2 (1) i (2) 1 (3) −1 (4) −i (5) i (6) −1
(7) i (8) i

5.13.3 (1) a2 + b2 + c2 + d2 (2) −2 (3) 0
5.13.8 (1) 3 + 4i (2) 5− 12i

5.13.14 (1) 250 (2) 2150 (3) −230 (4) −26 (5) 215i

5.13.16 (1) 3 cos2 x sinx− sin3 x (2) cos3 x− 3 sin2 x cos x
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(3) 4 cos3 x sinx− 4 cos x sin3 x
(4) cos4 x− 6 cos2 x sin2 x + sin4 x
(5) 5 cos4 x sinx− 10 cos2 sin3 x + sin5 x
(6) cos5 x− 10 cos3 x sin2 x− 5 cos x sin4 x

5.13.17 (1) 1
4(− sin 3x + 3 sinx) (2) 1

4(cos 3x + 3 cos x)
(3) 1

8(cos 4x− 4 cos 2x + 3)
(4) 1

8(cos 4x + 4 cos 2x + 3) (5) 1
16(sin 5x− 5 sin 3x + 10 sinx)

(6) 1
16(cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x)

B.7. Skalaarkorrutis

7.8.1 (a|b) = 16, (a|c) = −4, (b|c) = −13, (a + b|c) = −17, |a| =
√

21, |b| =
√

38,
|c| =

√
29 7.8.2 (f |g) = −1, (f |h) = −37

4 , |f | =
√

57
3 , |g| = 1, f

|f | =
3(t+2)√

57
, g
|g| = 3t−2

7.8.8 (a|b) = 30 7.8.9 |a− b| = 30 7.8.10 |a + b| = 24

B.10. Maatriksfunktsioonid

10.8.5
(

3 · 2100 − 2 · 3100 2(3100 − 2100)
−3(3100 − 2100) 3101 − 2101

)
10.8.6 250

(
−24 25
−25 26

)
10.8.7

(
11 −6
12 −7

)
10.8.8 1

6

(
4 sin 5 + 2 sin(−1) 2 sin 5− 2 sin(−1)
4 sin 5− 4 sin(−1) 2 sin 5 + 4 sin(−1)

)
=

=
(
−0, 919773 −0, 039151
−0, 078302 −0, 880622

)
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10.8.9
(

1 −1
1 −1

)
10.8.10 1

2

(
4 cos 1− 2 cos(−1) −2 cos 1 + 2 cos(−1)
4 cos 1− 4 cos(−1) −2 cos 1 + 4 cos(−1)

)
=

=
(

0, 540302 0
0 0, 540302

)

10.8.11


sin 2t 0 0 0

0 sin 2t t cos 2 0
0 0 sin 2t 0
0 0 0 sin 3t


10.8.12

3 + 2πin −15 6
1 −5 + 2πin 2
1 −5 2 + 2πin

, n ∈ Z

10.8.13 ±1
4

(
7 1
−1 9

)
10.8.14 ±1

5

(
12 2
3 13

)
, ±

(
0 2
3 1

)
10.8.15 1

6

(
4e5 + 2e−1 2e5 − 2e−1

4e5 − 4e−1 2e5 + 4e−1

)
=
(

99, 0647 49, 3484
98, 6969 49, 7263

)
10.8.16

(
4e− 3 2− 2e
6e− 6 4− 3e

)
10.8.17

(
2e2 −e2

e2 0

)

10.8.18

3e− 1 e −3e + 1
3e e + 3 −3e− 3

3e− 1 e + 1 −3e

 = (e− 2)A2 + A + I
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10.8.19
(

e−2t 0
0 e−3t

)
10.8.20

(
3et − 2e−t 3et − 3e−t

−2et + 2e−t −2et + 3e−t

)
10.8.21

(
e2t te2t

0 e2t

)
10.8.22

(
cos 2t + 2 sin 2t 5

2 sin 2t
−2 sin 2t cos 2t− 2 sin 2t

)
10.8.23

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
10.8.24 e−4t

3

(
3 cos 3t + 4 sin 3t sin 3t

−25 sin 3t 3 cos 3t− 4 sin 3t

)
10.8.25 e3t

√
15

(√
15 cos

√
15t + sin

√
15t −2 sin

√
15t

8 sin
√

15t
√

15 cos
√

15t− sin
√

15t

)

10.8.26 e2t

1 t t2/2
0 1 t
0 0 1

 10.8.27 e2t

1 0 0
0 1 t
0 0 1


10.8.28 1

9

9e−t −3e−t + 3e2t e−t − e2t + 3te2t

0 9e2t 9te2t

0 0 9e2t


10.8.29

1 −2 + 2 cos t + sin t −5 + 5 cos t
0 cos t− 2 sin t −5 sin t
0 sin t cos t + 2 sin t
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B.11. Lineaarkujutused

11.14.5 F (x, y) = (y,−5x + 4y)
11.14.6 dim Im F = 2, dim KerF = 2
11.14.7 dim Im F = 2, dim KerF = 1
11.14.8 dim Im F = 2, dim KerF = 2
11.14.9 (1) Ei ole singulaarne (2) Singulaarne
11.14.10 (1) (F + G)(x, y, z) = (x− z, y)

(2) (3F )(x, y, z) = (6x, 3y + 3z)
(3) (2F − 5G)(x, y, z) = (−x + 5z,−3y + 2z)

11.14.11 (1) (F + G)(x, y, z) = (y + 2z, 2x− y + z)
(2) (2F − 5G)(x, y, z) = (3y − 4z, x + 2y + 3z)

11.14.12 (1) (H ◦ F )(x, y, z) = (x + y, 2y),
(H ◦G)(x, y, z) = (x− y, 4z)
(2) ei ole määratud
(3) (H ◦ (F + G))(x, y, z) = (H ◦ F + H ◦G)(x, y, z) =
= (2x− y + z, 2y + 4z)

11.14.13 (1) (F + G)(x, y) = (y, 2x)
(2) (2F − 3G)(x, y) = (2y,−x)
(3) (FG)(x, y) = (x, 0) (4) (GF )(x, y) = (0, y) (5) F 2 = I
(6) G2 = 0

11.14.14 F−1(x, y) = (2x− y,−3x + 2y)
11.14.15 F−1(x, y, z) = (x + 3y + 14z, y − 4z, z)
11.14.16 F−1(x, y, z) = (y + z, y, x− y − z)
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11.14.18

11 21 17
−5 −14 −8
6 8 2


11.14.19

(
8 11
−6 −11

)
11.14.20 (1) PB←E =

(
1 2
4 7

)
(2)

(
5 −1
2 1

)
(3)

(
5 1
−2 1

)
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Aineregister

adjungeeritud maatriks, 39, 201
alamdeterminant, 12
alamruum, 141

mittetriviaalne, 140
triviaalne, 141

algebra p~ohiteoreem, 101
algebraline kordsus, 172
algebraline täiend, 12
arendusteoreemid, 14
arendusvalemid, 14
aritmeetiline vektor, 22

komponendid, 22
koordinaadid, 22
skalaarkorrutis, 27

aritmeetiline vektorruum, 111
astakuteoreem, 144
astakutingimus, 63

baas, 126
baasiteisendused, 135, 259

Capelli, Alfredo, 63
Cauchy, Augustin Louis, 159

Cauchy-Schwarzi v~orratus, 159
Cayley, Artur, 201
Cayley-Hamiltoni teoreem, 201
Cramer, Gabriel, 61
Crameri peajuht, 61
Crameri valemid, 61

de Moivre, Abraham, 99
de Moivre'i valem, 99
determinant

n-järku, 12
alamdeterminant, 12
arendusteoreemid, 14
arendusvalemid, 14
arvutamine, 16
esimest järku, 10
kolmandat järku, 11
kolmnurkne, 15
miinor, 12
omadused, 15
teist järku, 10
Vandermonde'i, 20

diagonaalimine, 184
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ortogonaalne, 189
diagonaalmaatriks, 174, 184
diagonaaluvus

ortogonaalne, 189
dimensioon, 130

ekvivalents, 51, 66
ekvivalentsi omadused

re�eksiivsus, 51, 66
sümmeetria, 51, 66
transitiivsus, 51, 66

ekvivalentsirelatsioon, 241
elementaarteisendused, 51, 66

esimest liiki, 51, 66
teist liiki, 51, 66

erilahend, 64
Euler, Leonhard, 97
Euleri funktsioon, 97
Euleri valemid, 98

fundamentaallemma
esimene, 127
teine, 129

funktsiooniruum, 112

Gauss, Carl Friedrich, 65

Gaussi meetod, 65, 67
idee, 67
kokkuv~ote, 68

geomeetriline kordsus, 171
geomeetriline vektor, 112
Gram, Jørgen Pedersen, 165
Grami-Schmidti ortogonaalimismeetod, 165

Hamilton, William Rowan, 201
hermiitiline konjugeerimine, 84
Hermite, Charles, 84
homogeenne LVS

mittetriviaalne lahend, 60
lahendite omadused, 61
triviaalne lahend, 60

isomor�sm, 235, 237
isomor�smi kriteerium, 238, 240

juhtelement, 52
juhtvektor, 146

karakteristlik
polünoom, 172
v~orrand, 172

kolmnurga v~orratus, 161
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kommutaator, 30
kompleksarv, 74

algebraline kuju, 77
argumendi peaväärtus, 96
argument, 96
arvutusseadused, 90
eksponentkuju, 98
imaginaarühik, 75
imaginaarühiku pöördarv, 88
imaginaarosa, 75
jagamine, 88
jagatis, 89
jagatis algebralisel kujul, 89
juurimine, 103
kaaskompleksarv, 83
kompleksne konjugeerimine, 83
korpus, 74
korrutamine, 78, 80
korrutise üldvalem, 82
lahutamine, 78
liitmine, 78
maatrikskuju, 74
moodul, 86
mooduli omadused, 87
polaarkoordinaadid, 95

pöördarv, 78, 87
pöördarvu arvutamine, 87
pöördarvu olemasolu, 87
pöördarvu omadused, 87
reaalosa, 75
ruutjuur, 91
summa, 79
tehted, 77
trigonomeetriline kuju, 96
vahe, 79

komplekstasand, 77
imaginaartelg, 77
reaaltelg, 77

kompositsioon, 243
maatriksesitus, 256
omadused, 244

koondamisreegel, 114
koordinaadid, 133
koordinaatide teisenemisvalemid, 137
koordinaatisomor�sm, 238
koordinaatvektor, 133
korpus, 91, 109, 111

arvutuseadused, 109
kompleksarvude korpus C, 110
ratsionaalarvude korpus Q, 110
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reaalarvude korpus R, 110
Kronecker, Leopold, 13
Kroneckeri sümbol, 13
Kroneckeri-Capelli teoreem, 63, 148
kujutus, 218
kujutuste v~ordsus, 222

lahendite fundamentaalsüsteem, 131
Lie korrutis, 30
lineaarkombinatsioon, 119

mittetriviaalne, 119
triviaalne, 119

lineaarkujutus, 218
aditiivsus, 218
astak, 230
bijektiivne, 235
homogeensus, 218
injektiivne, 235
kompositsioon, 243
korrutamine arvuga, 242
maatriks, 252
maatriksesitus, 250
maatriksesituse omadused, 254
mittesingulaarne, 234
muutumispiirkond, 227

pealekujutus, 235
regulaarne, 234
singulaarne, 234
summa, 242
sürjektiivne, 235
tuum, 227
üksühene, 235

lineaarne
s~oltumatus, 119
s~oltuvus, 119

lineaarne kate, 141, 142
lineaarne operaator, 218
lineaaroperaator, 218
lineaarse s~oltumatuse tunnus, 124
lineaarse s~oltuvuse tunnus, 125
lineaarteisendus, 218
lineaarv~orrandisüsteem, 57

(kordajate) maatriks, 57
ekvivalentsus, 65
erilahend, 64
homogeenne, 60
homogeense LVS-i lahendiruum, 112
koosk~olaline, 58
laiendatud maatriks, 57
määratud, 58
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maatrikskuju, 58
samaväärsus, 65
trepikujuline, 66
vasturääkiv, 58
üldlahend, 64

maatriks, 21
adjungeeritud, 39, 201
antihermiitiline, 84
antisümmeetriline, 35
astak, 51
astaku leidmine, 53
astmed, 200
astmerida, 204
diagonaalmaatriks, 184
diagonaaluv, 184
hermiitiline, 84, 175
juhtelement, 52
kommuteeruvus, 30
maatriksi järk, 21
maatriksi ja arvu korrutis, 23
maatriksite jagamine, 42
maatriksite korrutamine, 28
maatriksite summa, 22
maatriksite v~ordsus, 22

maatriksite vahe, 26
maatrikskorrutise mittekommutatiivsus,

30
maatrikskorrutise omadused, 32
maatrikskujutus, 222
maatriksruum, 111
maatrikstehete omadused, 25
maatriksv~orrandid, 42
miinorid, 50
nullmaatriks, 24
ortogonaalmaatriks, 189
polünoom, 200
pööratav, 38
pöördmaatriks, 37
reaindeks, 21
reavektor, 22
regulaarne, 38
ruutmaatriks, 21
ruutmaatriksi peadiagonaal, 21
sümmeetriline, 176
singulaarne, 38
sümmeetriline, 35
toime, 222
transponeerimine, 34
transponeerimise omadusi, 36
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trepikujuline, 52
treppmaatriks, 52
treppmaatriksi astak, 53
vahe, 26
vastandmaatriks, 25
veeruindeks, 21
veeruvektor, 22
ühikmaatriks, 31

maatriksastmerida, 204
maatriksfunktsioon, 200
maatrikskujutus, 222

maatriksesitus, 254
muutumispiirkond, 228
omadused, 248
tuum, 228

maatrikspolünoom, 200
maatrikstehete omadused, 25

arvuga korrutamise assotsiatiivsus, 26,
32

distributiivsus, 26
korrutamise assotsiatiivsus, 32
korrutamise distributiivsus, 32
liitmise assotsiatiivsus, 25
liitmise kommutatiivsus, 25
nullmaatriksi olemasolu, 25

unitaalsus, 26, 32
vastandmaaatriksi olemasolu, 25

maatriksteisendus, 222
m~o~ode, 127, 130
märgitegur, 12

nullitegurid, 30
nullmaatriksi neutraalsus, 24
nullruum, 111, 229

omaruum, 171
omavektor, 171
omaväärtus, 171
omaväärtusülesanne, 171
operaatoralgebra, 258

arvutusseadused, 259
ortogonaalbaas, 163
ortogonaalimine, 164
ortogonaalmaatriks, 189
ortogonaalsus, 162

Poissoni-Lie algebra, 34
polünoom, 100

juur, 100
polaarkaugus, 95
polaarnurk, 95
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pöördkujutus, 245
pöördmaatriks, 37

ainsus, 37
arvutamine, 39
olemasolu, 39
omadused, 38

reavektorite ruum, 142
ristbaas, 162, 163
ruutude summa valem, 86
ruutude vahe valem, 33
ruutv~orrand üle kompleksarvude, 91
ruutvorm, 193

diagonaalimine, 193
maatriks, 194
ortogonaalne diagonaalimine, 195

samasuskujutus, 222
sarnased maatriksid, 174
Schmidt, Erhard, 165
Schwarz, Karl Hermann, 159
skalaar, 110
skalaarkorrutis

kompleksses vektorruumis, 156
reaalses vektorruumis, 155

skalaarkorrutise omadused

aditiivsus, 155, 156
homogeensus, 155, 156
positiivsus, 155, 156
sümmeetria, 155, 156

spekter, 172
standardbaas, 127, 138

toime, 222
transponeerimine, 34

omadused, 36
treppmaatriks, 52
triviaalne vektorruum, 111

vaba vektor, 147
vabad tundmatud, 64
vahevektor, 115
vastandmaatriks, 25
veeruvektorite ruum, 142
vektor, 111

juhtiv (juhtvektor), 146
norm, 157
normeeritud, 158
pikkus, 157
vaba, 146
ühikvektor, 158

vektorisüsteem
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astak, 143, 144
baasalamsüsteem, 143
ortogonaalne, 162
ortonormeeritud, 162

vektorite omadused, 113
koondamisreegel, 114
nullitegurite puudumine vektorruumis,

117
nullvektori ainsus, 114
nullvektori korrutamine skalaariga, 116
vastandvektori ühesus, 114
vastandvektori arvutamine, 116
vektori korrutamine nulliga, 116
vektori korrutamine vastandarvuga, 117

vektorite v~ordsuse tunnus, 135
vektoritevaheline nurk, 160
vektorruum, 110

alamruum, 141
aritmeetiline, 111
arvutusseadused, 110
baas, 126
baasiteisendused, 135
dimensioon, 130
eukleidiline, 155
l~oplikum~o~otmeline, 127

moodustajate süsteem, 126
m~o~ode, 127, 130
unitaarne, 156

vektorv~orrand
esimest liiki, 113
teist liiki, 115

ühejuured, 101
geomeetriline t~olgendus, 102

üldlahend, 64
üleminekumaatriks, 136
üleminekumaatriksi omadused, 139

pööratavus, 139
transitiivsus, 139
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