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Э.М. Иеги

ОНДАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ
КОНСТРУКЦИИ С ОПТИМАЛЬНОЙ НАДЕЖНОСТЬЮ

I. Общие положения. В статье развиваются вопросы при-
ложения теории надежности к решению экстремальных задач
строительной механики [l], разрабатывается математическая
модель задачи оптимизации дискретных систем, в соответствии
с общими принципами построения математических моделей зада-
чи теории надежности [2], исходя при этом из общих идей
применения методов теории вероятности и теории надежности в
расчетах сооружений [3], обобщая их для решения некоторых
экстремальных задач строительной механики.

Все увеличивающаяся сложность инженерных систем предъ-
являет все более жесткие требования в отношении надежности
их работы. Теория надежности устанавливает и изучает коли-
чественные показатели надежности различных систем, выпущен-
ных в "разное время" или соответствующих "разным планам",
учитывая при этом стохастичность факторов и параметров, оп-
ределяющих свойства системы и поведение ее на осях выбран-
ного пространства.

Теория надежности располагает разработанной методикой
установления оптимальных режимов, выбора оптимальных пара-
метров, обеспечивающих оптимальную надежность системы, на-
пример, достаточную надежность при минимальных ресурсах.

Количественные показатели надежности имеют вероятност-
ную трактовку, в которой под надежностью понимают вероят-
ность безотказной работы в заданной области; в течение за-
данного интервала времени и (или) на заданном интервале оси,
имеющей иной физический смысл (например, смысл конструктив-
ных или весовых параметров). При этом возможно введение и
других количественных показателей, определяющих качество
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системы (например, объем, вес, стоимость конструкции). Од-
нако многие вопросы, поставленные и сформулированные в об-
щей теории надежности, недостаточно изучены в приложении к
проблемам расчета и оптимального проектирования сооруже-
ний. К ним относятся, например, вопросы оптимального рас-
пределения ограниченного ресурса, вопросы оптимального ре-
зервирования, вопросы диагностики, использования теории
марковских процессов в решении задач оптимального проекти-
рования .

Очевидно, что обоснованный подход к оценке надежнос-
ти конструкции требует максимального приближения теорети-
ческой модели к реальной конструкции, учета стохастичности
процессов изменения внешних воздействий, состояния и каче-
ства системы, прогнозируя поведение системы в некотором фа-
зовом пространстве. Исследование влияния фактора времени
на строительную конструкцию началось с 20-х годов этого
столетия и связано в нашей стране с именами Стрелецкого й.С,
Ржаницына А.Р. и др. Однако лишь с конца 50-х годов теория
надежности конструкции, как проблема долговечности ее,
становится одной из важнейших проблем современности.

Теория надежности конструкции в современной постанов-
ке рассматривает все внешние воздействия, параметры со-
стояния и параметры качества конструкции как случайные про-
цессы, а отказы как случайные выбросы некоторых процессов
из области допустимых состояний.

Развитие теории надежности механических систем идет
сейчас по пути учета взаимодействия конструкции с окружаю-
щей средой, расчета ее стохастического поведения и в полу-
чении вероятностных выводов, основанных на анализе этого
поведения. Успехи, полученные в этом направлении, связаны
с именами Болотина В.В., Гнеденко Б.В., Екимова В.В., Кра-
мера X., Ржаницына А.Р., Чираса А.А. и многих других со-
ветских и зарубежных ученых. Наряду с этим, следует отме-
тить то обстоятельство, что постановка и решение задачи
оптимального проектирования строительной конструкции, как
правило, осуществляется без учета стохастических свойств
поведения системы. Подавляющая часть работ по оптимизации
конструкции не рассматривает вероятностного характера оцен-
ки надежности системы; надежность трактуется как свойство
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безотказности в заданный момент времени без учета долговеч-
ности системы. Не изучены вопросы связи параметров состоя-
ния и параметров качества, вопросы влияния конструктивных
(весовых) параметров на надежность конструкции, мало из-
учены вероятностные законы и характеристики стохастическо-
го поведения строительных систем в фазовом пространстве.

В статье излагаются результаты исследований автора в
этом направлении, при этом формулируется задача оптималь-
ного проектирования как задача проектирования конструкции
с оптимальной надежностью (в вероятностном смысле).

2. Постановка задачи. Оптимальное проектирование пред-
ставляет собой технико-экономическую проблему, для кото-
рой, естественно, минимальный объем (или вес) не является
единственным признаком оптимальности конструкции, ибо по-
нятие оптимальности включает и требование высокой надеж-
ности и долговечности при высоких эксплуатационных качест-
вах. В этом смысле наиболее общей задачей оптимального
проектирования является задача о проектировании конструк-
ции с оптимальной надежностью. При этом следует сразу же
оговорить, что оптимальное решение может быть определено
лишь для конкретной системы, с заданным характером воздей-
ствий и заданными условиями эксплуатации.

Обычно задача оптимизации надежности формулируется
как задача оптимизации стоимости конструкции при заданном
уровне надежности; определить конструкцию, удовлетворяю-
щую требованиям нормативной надежности и, при этом, наи-
лучшим образом удовлетворяющую требованиям качества (функ-
ции цели). В общем вице это качество описывается как мини-
мальная стоимость конструкции;

где Cq - начальная стоимость,
- сумма расходов, связанная с восстановлением

утерянной надежности в процессе эксплуатации,
R 0 - нормативная надежность.

В такой постановке нормативная надежность обычно рассмат-
ривается как некоторое число, при этом не учитывается дол-
говечность конструкции. Очевидно, что задача проектирова-

С С 0 ( R 0) + С<( R O )U R 0 ), (2.1)
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ния конструкции минимального объема (веса) является вырож-
денным случаем такой постановки, когда функция стоимости
конструкции (С ) описывается лишь начальной стоимостью (С

0
),

определяемой как стоимость расхода материала конструкции.
В наиболее общей постановке [3], с учетом долговеч-

ности системы (Т ), полная стоимость конструкции, выходя-
щей из строя в момент времени Т , определяется как сумма

С = С O
-+- С,(Т), где начальная стоимость С 0 и стои-

мость возмещения отказов С ( трактуются как функционалы
от нормативной надежности R 0 = R 0 (t) являющейся функци-
ей времени. При этом является убывающей функцией дол-
говечности Т , которая в свою очередь является величиной
случайной

Математическое ожидание стоимости конструкции опре-
деляется здесь для убывающей функции надежности R СП как
разность между математическим ожиданием начальной стоимо-
сти конструкции ([C

O R O CT)])= C o h математическим ожида-
нием "износа" конструкции с долговечностью Т:

Здесь R om - нормативная надежность системы с долго-
вечностью Т ■

я'гт\ _
d Ro(T)

1 ) - плотность распределения времени до
первого отказа;

R 0(T) dT - вероятность отказа системы в интер-
вале долговечности Т,Т+ dT ;

(J) - мера"износа" конструкции, определяе-
мая стоимостью ущерба от отказов кон-
струкции с долговечностью Т;

Т 0 - установленный срок эксплуатации.
Задача оптимизации сводится к выбору нормативной надежнос-ти R fl(T) из условия, чтобы математическое ожидание (С)
было минимальным, т.е. к определению минимума функционала(2.3), что представляет достаточно серьезные сложности напути численного решения рассмотренной модели задачи проек-
тирования конструкции с оптимальной надежностью.

C=Co[R o (tq+C,[Ro(t),T]. (2.2)

То
(С) = \ C,(T)R'O (T)dT. (2.3)

о
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В нашей постановке задача проектирования конструкции
с оптимальной надежностью может осуществляться без зада-
ния нормативной надежности и формулируется как пара двой-
ственных задач [l] следующим образом:

1. Выбрать из множества конструкций систему с норма-
тивным качеством ( С 0 ), которая при этом наилучшим об-
разом удовлетворяла бы требованиям надежности (maxß).

2. Выбрать из множества конструкций систему с задан-
ной нормативной надежностью (R<o i которая при этом наи-
лучшим образом удовлетворяла бы требованиям качества кон-
струкции (mln О-

Для такой постановки задачи анализ надежности на ста-
дии проектирования и разработки строительной конструкции
проводится в некотором многомерном фазовом пространстве с
осями весовых параметров ( g ), описывающих физические и
конструктивные свойства системы, стохастически изменяю-
щиеся на оси времени.

Решая задачу оптимального проектирования, приходим к
необходимости сравнения показателей надежности различных
систем с различными фазовыми пространствами и отбора наи-
лучшей из них по выбранному критерию. Сопоставляются ве-
роятностные оценки различных вариантов конструкций, кото-
рые развертывают свои вероятностные свойства в фазовом
пространстве качества, при этом сами фазовые пространства
изменяют свои свойства на оси времени.

Силы, действующие на конструкции, также развертывают
свои вероятностные свойства на оси времени, образуя при
этом стационарный процесс, вероятностные свойства которо-
го не зависят от начала отсчета времени. Ограничимся в
этой статье рассмотрением статически-переменных нагрузок,
когда частота изменения нагрузки значительно меньше соб-
ственной частоты колебаний системы.

3. Математическая модель задачи проектирования кон-
струкции с оптимальной надежностью строится как стохасти-
ческая модель задачи нелинейного математического програм-
мирования.
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Общая схема построения модели формулируется в соответ-
ствии с принципами построения модели задачи теории надеж-
ности.

3.1. Фазовое пространство состояний системы (В) выби-
рается как пространство векторов усилий СЬеВ), различаю-
щихся между собой с точки зрения надежности. Если описать
уравнение системы в операторном виде

то элементы пространства состояний (Ь -) могут
.

рассматри-
ваться как случайные элементы пространства выходных пара-
метров, зависящие от времени (t'l и весовых параметров си-
стемы cq'i так, что b= b tq,t) .

Элемент из пространства входных параметров Сер харак-
теризует влияние воздействия как стохастического процесса
на оси времени q, = q(t)-

Стохастический оператор системы ( L) преобразует вход-
ные параметры системы в выходные, описывая случайный про-
цесс в пространстве весовых параметров g=gct) так, что
L =L [qct)].

3.2. Стохастическое поведение системы полностью опи-
сывается элементами пространства В так, что

(3.2)

где H(g) - оператор, обратный к L.
Элементы множества В образуют многомерное эвклидово

пространство состояний системы, мерность которого соответ-
ствует степени статической неопределенности дискретной си-
стемы, а сам элемент Cb) определяется для случайного зна-
чения времени t= t 0 b = b[g(t0

)
} t o] и получается как

пересечение двух подпространств - статически возможных (Вс 1
и кинематически возможных (Вк ) векторов [4]. При этом
метрика пространства, описываемая как скалярное произведе-
ние двух векторов b*L • bj- содержит в себе случайные зна-
чения весовых параметров g =g(t), стохастически меняю-
щие свои свойства на оси времени.

L-b = Cj, , (3.1)

b(q,t) = H(q) q,(t),
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Каждому случайному моменту времени t= t 0 соответст-
вует с некоторой вероятностью элемент входного пространства

С^и o) s оператор системы L[q(t 0)] и элемент выходного
пространства b [q(t o),t o ]* При изменении параметра вре-
мени (t) элементы системы и, следовательно, система в целом
переходят из одного состояния в другое, определяя состояние
системы как функционал b[q(t),t]. Множеству состояний
системы соответствует некоторя стохастическая гиперповерх-
ность в пространстве состояний Вэb [q (t) , t] •

Таким образом, анализ поведения системы сводится к ре-
шению стохастического уравнения (3.2). При этом для дис-
кретных систем оператор H(q) может получить вид:

где матрицы b4 , D, Dp имеют обычный смысл матричной
символики статического расчета дискретных систем.

3.3. Пространство качества системы может быть выбрано
существенно не однозначно исходя из технико-экономических
соображений оценки качества строительной конструкции.

В задаче оптимального проектирования критерием качест-
ва конструкции может быть выбран или объем, или вес, или
затраты на ее создание и эксплуатацию, или дру-
гой функционал от параметров, подлежащих выбору. Каждому
качеству системы соответствует элемент из соответствующего
пространства качества. При этом роль параметров играют ве-
совые параметры элементов системы, как параметры физических
и геометрических свойств элементов конструкции, изменяющих-
ся на оси времени.

Связь между элементами пространства состояния(В)и про-
странства качества (V) устанавливается операторным соотно-
шением

Оператор M(q) зависит от весовых параметров и, вообще
говоря, является сложным вычислительным оператором перевода
элементов пространства состояния b(q,t)eß в элементы
пространства качества v(.q ,t) €.V-

H(q) = [bq, + b,(q ) D D p (q,cp], (3>3)

V(q,t) = M(q)b(q,t). (3.4)
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Так как изменение состояний системы носит случайный
характер, то и изменение качества системы есть случайный
процесс, протекающий в фазовом пространстве качества, как
пространства, образованного осями весовых параметров (q ),

меняющих свои свойства во времени q = q(t)* При этом
каждой гиперповерхности пространства состояний соответст-
вует некоторая стохастическая гиперповерхность пространст-
ва качества.

Если рассмотреть задачу оптимального проектирования
дискретной системы, то весовыми параметрами будут являться
безразмерные параметры жесткостей элементов системы, одно-
значно определяющие элементы состояния системы в простран-
стве состояний (В) в фиксированный момент времени (t 0) и
соответствующие им элементы качества системы в простран-
стве качества (V) , различающиеся с точки зрения надеж-
ности. В этом случае элементы пространства качества обра-
зуют многомерное эвклидово пространство, мерность которого
определяется числом блоков (элементов) в системе, каждый
из которых может обладать различной мерой надежности.

3.4. Область допустимых состояний (Л ) образует
множество состояний системы в пространстве качества, до-
пустимых с точки зрения надежности.

Граница области (П допустимых,с точки зрения каче-
ства, строительных конструкций будет соответствовать пре-
дельным состояниям системы, в смысле исчерпания ее несущей
способности (в смысле надежности).

Могут определяться несколько областей допустимых сис-
тем Sel 4, частично пересекающихся или входя-
щих одна в другую, например, область допустимых состояний
по прочности (<Tži), по жесткости (S2 2) по устойчивос-
ти строительных конструкций. При этом граница об-
лачти (Г) определяется из условия Г = infT-l5 I =1,2.,... ,к.

Стохастическая модель задачи проектирования конструк-
ции с оптимальной надежностью в некоторый момент времени

t = t o > для стационарного процесса приводится на фиг.l,
Если решается задача I - выбора конструкции из множе-

ства систем с нормированным качеством (С 0 )
, наилучшим об-
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разом удовлетворяющей требованиям надежности (moKR), то наи-
лучшей системой с точки зрения максимальной надежности сле-
дует считать систему с нормативной надежностью всех эле-
ментов, входящих в нее (R =R o|, что соответствует задаче
проектирования равнопрочной конструкции о нормированный ре-
сурсом (С). Граница области допустимых конструкций будет
определяться по нижней границе (Г J из условия безотказ-
ности элементов системы (прочности и (или) жесткости и( или)
устойчивости), так что R= R 0 для всех элементов, не удо-
влетворяя, при этом, требованию нормированного расхода ре-
сурса (качества) (С > С 0 ), соответственно верхней гра-
нице области (Гр , для всех точек нижней границы, кроме
одной - q = q°(U * в которой условие равнопрочности си-
стемы (R = R о') удовлетворяется при нормированном ресурсе
(С = С Ol, определяя конструкцию с оптимальной надежностью.

Фиг. 1.

Если решается задача 2 - выбора конструкции из множе-
ства систем с нормативной надежностью С R 0), наилучшим обра-
зом удовлетворяющей требованиям качества (min С), то гра-
ница области допустимых конструкций будет определяться по
верхней границе (Гг ) из условия удовлетворения требова-
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ний качества (C = C(q)) для всех элементов, не удовлет-
воряя при этом требованию нормативной надежности С R =RO)

>

соответствующего нижней границе области (Г,) для всех точек
верхней границы, кроме одной,q = g^(t0 ) » где условие ми-
нимума расхода ресурса (C=C mm ') удовлетворяется при ус-
ловии нормативной надежности для всех элементов, входящих
в систему, определяя конструкцию с оптимальной надежностью.

В нашей постановке [s], когда минимизировался объем
материала, пара двойственных задач имела совпадающее реше-
ние д, =дг = q°(t0 ) и задача цроектирования конструк-
ции с оптимальной надежностью представлялась как задача
проектирования равнопрочной конструкции, совпадающей с
конструкцией минимального объема,

3.5. Показатель надежности конструкции определяется
как вероятность пребывания её в допустимой области прост-
ранства качества в течение всего срока эксплуатации (Т0) при
условии, что в рассматриваемый момент времени (t 0) она удо-
влетворяла бы этому требованию.

Надежность рассматривается как совокупность двух тре-
бований - безотказности и долговечности - и включает на-
дежность в отношении прочности и (или) жесткости и (или)
учтрйчивости, как факторов для оценки надежности. Класси-
фицируются два типа отказов: во-первых, внезапные отказы,
связанные с перегрузкой системы и, во-вторых, постепенные
отказы, накапливающиеся в системе в течение времени, свя-
занные с явлениями усталости, ползучести, износа, накопле-
ния остаточных деформаций и пр. Оба эти типа отказов в ве-
роятностном смысле считаются независимыми, хотя могут быть
и совместными.

Если рассматривается стационарный процесс загружения
и решается задача надежности, как задача безотказности си-
стемы, применяя методику предельных состояний, то фактор
времени на этом этапе может быть исключен путем перехода
от функции надежности к гарантии безотказности системы.При
этом можно показать, что обе эти характеристики равно-
правны в смысле оценки надежности системы [6].

Если задача носит поверочный характер, то функция на-
дежности определяется как вероятность пребывания конструк-
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ции, как элемента пространства качества V'(g.t) в допусти-
мой области £1 в течение интервала времени o=st <Т0

при условии, что в расчетный момент времени весовые пара-
метры (д(Т)) определяли конструкцию, удовлетворяющую тре-
бованиям безотказности;

Если рассматривается надежность; как совокупность двух
аспектов вопроса - безотказности и долговечности, то пове-
рочная задача в строительной механике сводится к проверке
безотказности каждого элемента и системы в целом по задан-
ному значению гарантии безопасности или коэффициенту без-
опасности (X Хо)-

Если решается задача проектирования конструкции о оп-
тимальной надежностью, то функция надежности определяется
как вероятность пребывания элемента V4CJ , t) в допустимой
области Я в течение интервала времени o*£ t Т 0 при
условии, что в расчетный момент времени весовые параметры

(дГП) определяли конструкцию, удовлетворяющую требо-
ваниям безотказности на границе области Г.

Иначе говоря, задача оптимального проектирования в
строительной механике сводится к обеспечению долговечности
конструкции, удовлетворяющей в расчетном состоянии (матема-
тическое ожидание) требованиям безотказности на границе об-
ласти с минимальным ресурсом, определяя функцию надежности
как условную.

Если рассматривается надежность как совокупность без-
отказности и долговечности, то проектная задача в строи-
тельной механике сводится к проектированию безотказного эле-
мента по заданному значению коэффициента безопасности

3.6. Метод условных функций надежности ЕЗ] разработан
для систем, стохастические свойства которых могут быть оха-
рактеризованы конечным числом параметров, и в этом смысле
он пригоден для оптимального проектирования дискретных си-

R (T, q) = P (V (cj ,t) e 0 ) eft-, (3.5)

R(t,g) = Р[У{дД)£Й/и(д,деГ-, (3.6)
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стем. Однако конечное число параметров весовой функции
(,q=g ls д г ,...,д р где г - число элементов в системе) оп-
ределяет лишь конечномерность пространства качества (V) и
области допустимых значений ( Sl ) стохастические свойства
которых развертываются на оси времени, образуя фазовые
пространства.

Задача определения условной функции надежности расхо-
дится на два этапа. На первом этапе рассматривается систе-
ма с фиксированными параметрами, для которой строится функ-
ция надежности как вероятность пребывания системы в допу-
стимой области при условии, что параметры системы и воздей-
ствия фиксированы. На втором этапе определяется функция
надежности по формуле полной вероятности.

Представляется целесообразным использовать этот под-
ход для решения задачи проектирования конструкции с опти-
мальной надежностью.

На первом этапе рассматривается пространство качества
конструкции (V ) в фиксированный момент времени (t = t 0) с
фиксированными параметрами системы q = geto") и воздействи-
ем q, = c^(t o)- Строится функция надежности R(g / t 0") как
вероятность пребывания системы на границе области допусти-
мых систем (Г) при условии, что параметры системы фикси-
рованы:

Здесь Rtq/U - условная функция надежности по парамет-
ру (ср или функция безотказности,

V(qa/t) - элемент из пространства качества, со-
ответствующий (л)-му плану весовых
параметров (q ul );

f o(.t) - граница области, соответствующая опти-
мальному плану весовых параметров
q (t 0 ), определяемая как пересечение

двух границ Г 1 а Г г ,

где Г, - граница области, соответствующая условию норма-
тивной прочности (R= R o>-,

- граница области, соответствующая условию норми-
рованного ресурса (С = С 0) .

R(g/t) =P[v(gayt) е Г O -, o<g<oo]. (3.7)
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Таким образом, на первом этапе решается задача оптимально-
го проектирования на стохастической модели задачи нелиней-
ного математического программирования (фиг. I) или, иначе,
решается задача определения системы с оптимальной надеж-
ностью.

На втором этапе . вычисляется функция надежности как
вероятность пребывания случайно выбранной системы в допу-
стимой области Я в течение всего периода эксплуатации СТ0

);

(3.8)
или, по формуле полной вероятности:

где р(Т) - плотность распределения времени до первого от-
каза.

Таким образом, на втором этапе решается вопрос надеж-
ности во времени, т.е. вопрос о долговечности конструкции.
При этом математическое ожидание долговечности - среднее
время жизни конструкции - определяется известным образом

о
Если показатель качества системы выбирается как показатель
долговечности, то задача оптимального проектирования будет
решаться на втором этапе.

Рассмотренный подход к решению поставленной проблемы
проектирования конструкции с оптимальной надежностью ус-
пешно может быть реализован, если известна плотность рас-
пределения надежности системы на оси времени - рСП*

3.7. Метод "платежных" функций разработан [2] для рас-
смотрения экономического аспекта надежности и долговечно-
сти. Для этого в каждой точке пространства качества V вво-
дится некоторая платежная функция (С)

, равная "ущербу" при
условии, что система находится в данной точке пространства.
Иначе говоря, каждой точке пространства V(g,t) приписыва-
ется некоторый вес, а затем за показатель надежности при-
нимается среднее значение этого веса, т.е. взвешенное по
пространству качества математическое ожидание суммарного
ущерба.

RCg,t) = PjV(g e,t}6ft •, o^t=sTo ]

R(g,t) R(g,t)p(T)dT, (3.9)

(T)=|wq.t)dt. (з.Ю)
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Введем платежную функцию в пространстве качества как
некий функционал K p Cg,t) , определенный на траекториях
процесса \r(g ,t) тем весомее, чем более удалены в
точке границы области Г, и Г г и чем больше "эффект
связи", так что

Тогда в качестве числовой характеристики надежности выби-
рается математическое ожидание от функционала

(3.12)

4. Заключение. Возможны и иные по входы к определению
экономического аспекта надежности системы с точки зрения
её эффективности. При этом мы приходим к необходимости сра-
внения показателей различных систем с различными фазовыми
пространствами состояний и отбора наилучшей из них по не-
которому выбранному критерию. Так, например, задачу опти-
мального проектирования статически неопределимых систем
можно рассматривать как задачу оптимального резервирования
[l] без восстановления в случае нагруженного резерва,когда
элементы "резерва" находятся в одном и том же режиме и до,
и после включения в работу.

В заключение следует еще раз указать на то обстоятель-
ство, что вероятностные суждения не связываются со статис-
тическим толкованием вероятности, а рассматриваются как
объективная мера возможности наступления события; эта мера
сохраняет свой смысл независимо от того, является это со-
бытие многократно воспроизводимым или нет.

Вероятность надежной работы проектируемой конструкции
в течение установленного срока эксплуатации остается объек-
тивной мерой надежности и в том случае, если конструкция
осуществлена в единственном экземпляре. Эта вероятность
используется для сопоставления различных вариантов системы
конструкций, развертывающих свои вероятностные свойства на
оси конструктивных параметров. При этом силы, действующие
на конструкцию, допускают многократное воспроизведение и
развертывают свои вероятностные свойства на оси времени.

= «.и)

R(q,t}= (Kp( g ,t)> .
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Сформулированный здесь в общем виде вероятностный под-
ход к решению задачи оптимального проектирования привел к
задаче проектирования конструкции с оптимальной надежно-
стью по стохастической модели задачи нелинейного математи-
ческого программирования. Такая модель обладает требуемой
общностью и в этом смысле значительно ближе к физической
модели задачи, чем модели детерминированного расчета. Реа-
лизация этой модели требует преодоления достаточно больших
трудностей на пути получения законов распределения и харак-
теристик надежности.
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E. Jogi

Allgemeine Fragestellung zur Berechnung der

Konstruktionen mit optimaler Zuverlässigkeit

Zusammenfassung

In der Abhandlung werden die Möglichkeiten zur Anwen-
dung der Zuverlässigkeitstheorie für die Lösung der Extre-
mumaufgabe in der Baumechanik gezeigt. Die Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitsrechnungen und Zuverlässigkeitstheorie
in den Berechnungen der Baukonstruktionen werden auch für
die Extremumaufgaben verallgemeinert. Laut allgemeinen Prin-
zipien der mathematischen Modelle in der Zuverlässigkeits-
theorie entwickelt man ein mathematisches Modell für die
Aufgaben der Optimisierung der diskreten Systeme, Zur For-
mulierung der Aufgabe werden Termini der Zuverlassigkeits-
theorie gebraucht.
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ОПТИМИЗАЦИЯ КОНТУРА В РАМЕ С УЧЕТОМ
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ ЗАДАЧИ

В статье излагаются принципы оптимизации контура в ра-
ме с учетом деформированной геометрии осей и приводятся ре-
зультаты по оптимальному проектированию одноконтурных ме-
таллических рам для некоторых видов загружений как одно,так
и многократных.

При этом в качестве функции цели исследуются объемная
функция контура (V) и потенциальная энергия системы (U) •

Область существования функции ( R ) определяется из тре-
бований прочности и (или) устойчивой прочности при условии
невырождения элементов.

Задача формулируется как задача нелинейного математи-
ческого программирования:

определить п- мерный вектор q
минимизирующий объемную максимизирующий потенциаль-
функцию рамы V (q ) ную энергию рамы UCg)

в области Sl

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

№ 375 1975

УЖ 624.041.1

где
_ I где

V(g) =L Vs (q) I UCq -) = Z.U s(q')
при ограничениях: при ограничениях:

X) Vs 3= [V s ] ; X)U,«[üJ;
q £ 2) vs = [Vs]; g e 2) u s = K^.[Us];

3) Vs > 0 ; 3) U s > 0 •
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I. Общие положения. Задача оптимального проектирова-
ния дискретных систем в общем виде связана с оптимизацией
топологической схемы, выбором рациональных сечений, опти-
мизацией геометрии осей и распределения жесткостей между
дискретными элементами. Причем все эти факторы должны учи-
тываться во взаимной связи, взаимном влиянии на множестве
некоторых независимых параметров (управления).

В такой самой общей постановке задача оптимального
проектирования представляется чрезвычайно сложной и не
имеет пока еще ни общей формулировки, ни методов решения.
Это объясняется также и тем обстоятельством, что теория
нелинейного математического программирования, к которой
сводится задача оптимального проектирования, разработана
лишь для ограниченного класса задач с жесткими требова-
ниями как в отношении оптимизируемой функции, так и в от-
ношении границ области существования функции.

Поэтому общая задача оптимального проектирования сво-
дится к поэтапной оптимизации по схеме: "рама" - "стержень"
"сечение" так, что на каждом этапе выделяется некоторое под-
множество параметров, существенным образом влияющих на оп-
тимизируемую функцию цели, выбранную на этом этапе. Взаим-
ное межэтапное влияние параметров учитывается путем прове-
дения повторных перерасчетов, используя принципы динамиче-
ского программирования. Именно в такой постановке задача
доводится до численного результата.

Если этапы оптимального проектирования "стержень"-"се-
чение” имеют сегодня достаточно полную разработку, то оп-
тимальное проектирование на этапе "рама" представляет су-
щественный интерес и не имеет пока достаточной разработки,
особенно для сложных статически неопределенных систем.

В статье излагаются результаты исследования, получен-
ные на этапе "рама", для решения вопроса об оптимальном
распределении параметров жесткостей между элементами рамы
при условии, что

- топология рамы (положение опор, геометрия осей) за-
дана;

- оптимизация поперечных сечений проведена ранее;
- в качестве функции цели рассматривается объемная

функция и потенциальная энергия конструкции.
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Задача решается для класса рам с прямолинейными ортого-
нально расположенными стержнями.

Действительно, в рамных конструкциях чаще всего при-
ходится иметь дело с заданными размерами осей и положени-
ем опор, определенным набором профилированной стали.видом
опасного загружения и пр., поэтому введенные ограничения
справедливы для большого класса инженерных рамных конст-
рукций.

Инженер-проектировщик, проектируя статически и (или)
кинематически неопределимую конструкцию, вынужден зада-
ваться случайными жесткостями или их соотношениями, часто
выбранными на основании практического анализа.

Для простых конструкций можно, при этом, достичь до-
вольно хороших результатов, однако при проектировании
сложных статически неопределимых конструкций может ока-
заться, что выбранные жесткости далеко не наилучшим обра-
зом удовлетворяют требованиям оптимальности конструкции в
целом.

Прямая задача теории сооружений при заданной тополо-
гии и весовых параметрах весовой функции СЕЗ, QO, EF,bF)ре-
шается однозначно, однако при рассмотрении обратной зада-
чи получаем множество решений в пространствах с различ-
ной метрикой, зависящей от распределения жесткостей. Из
этого множества всегда можно выбрать некоторое решение,
удовлетворяющее наперед поставленному дополнительному ус-
ловию оптимальности, например, условию максимальной энер-
гии или минимального объема, при обеспечении необходимой
надежности конструкции.

2. Контур, как конечный элемент в многоконтурных ра-
мах. Для оптимизации многоконтурных рам сформулирован [l]
приближенный метод статического расчета рам - метод звез-
дочек.

В соответствии с этим методом многоконтурная рама
представляется как система, состоящая из жестких дисков,
образованных по закону цвета шахматного поля, шарнирно
соединенных друг с другом, а также из отдельных элементов,
соединяющих их по контуру рамы.
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Идея метода звездочек основана на том, что из соста-
ва многоконтурной рамы всегда можно выделить группу кон-
туров - звездочку некоторого порядка*, заменив влияние ок-
ружающей части рамы на нее граничными условиями. Статиче-
ский анализ звездочки показывает эффект затухающего изгиб-
ного влияния удаленных контуров на некоторый рассматри-
ваемый (центральный) контур звездочки (по аналогии с не-
разрезными многопролетными балками), что позволяет выде-
лить некоторую достаточно автономную область рамы и при
расчете учитывать только близлежащие контуры, существенным
образом влияющие на условия работы центрального контура.

Проанализируем метод звездочек при практической его
реализации для того, чтобы выявить некоторые закономернос-
ти, присущие всякому общему методу.

Предположим, что задана топология рамы и схема на-
грузки (фиг. I) и требуется найти вектор q , минимизирующий
объемную функцию рамы V( g ).

Фиг. 1. Расчетная схема девятиконтурной рамы.

£ порядок звездочки определяется по количеству контуров впоследнем обрамлении. Очевидно, чем больше порядок обрам-ления, тем больше порядок звездочки, тем точнее решаетсязадача.
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На нулевом плане; оптимизируется контур: 4Сg |в ->

д^ н ) и всеобрамляющие контуры: VtCfJiGib» где

I = 1,2,3,4 независимо друг от друга, при условии нулево-
го взаимного влияния контуров, объединенных в звездочку.
Здесь gв, qн ~ безразмерные параметры жесткостей для

ригеля верхнего и нижнего, соответствен-
но;

4 - центральный контур;
3G;, - обрамляющий контур.

Общее число расчетных контуров равно 5. Полученные на этом
плане соотношения жесткостей образуют опорный план.

На первом плане; определяются граничные условия для
контура С4) на плане параметров жесткостей, найденного
из нулевого плана

Вектор неизвестных y*=Cy 1 , у г , у г y s ) найдется из
статического расчета звездочки:

Коэффициенты матриц звездочки D* и О рл ,вобщем случае,
не равны нулю.

На втором этапе: неизвестным у присваиваются сим-
волы внешних воздействий так, что (у 0 уг , у 3 , , y s =

=СМ 1 , Мг М 3,М^М5) и переходят к нулевому плану расчета при
уточненных внешних воздействиях с учетом сил взаимодейст-
вия контура | с контурами ЗС,, Х г , 'Кг-, % •

Этот процесс итерации проводится до тех пор,пока оп-
тимальный вектор весовых параметров не будет найден с
заданной точностью С t )

Таким образом, оптимальное проектирование 9-контурной ра-
мы приводится к оптимальному проектированию отдельных кон-
туров на различные виды загружения.

Контур в многоконтурной раме при оптимизации по мето-
ду звездочек является как бы "конечным элементом". Естест-

9опт 9sопт’ 9х( опт» 9хг°пт’ 9х3 опт ■> 9&г,опт )

y*=-D *D p*, где D *
= (5 1j )

, l= J =i,2,...,5

Ca j^p"), l =H,2,...,5.

(о-и) _(1)
_ ,9 ОПТ

- 9 опт "
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венно, возникает необходимость изучить работу отдельного
контура с учетом различных факторов, влияющих на оптимиза-
цию контура и через него, как через расчетный элемент, на
оптимизацию рамы в целом.

3. Базис пространства загружений контура. Поскольку
контур в раме является расчетным элементом рамы, необходи-
мо иметь базис видов загружения контура так, чтобы расчет
на любое грузовое воздействие мог быть осуществим в прост-
ранстве выбранных кодов загружения путем линейного преоб-
разования. Нами разработаны необходимые и достаточные виды
загружений, позволяющие осуществить практический расчет
многоконтурных рам. При этом нагрузки, действующие в про-
летах стержней, заменены узловыми воздействиями для прове-
дения статического расчета контура по алгоритму Аргироса.

4. Оптимизация объемной функции рамы с учетом геомет-
рической нелинейности. Все геометрические параметры сече-
ний и объемная функция рамы вычисляются по алгоритмам, по-
лученным в [2].

Учет геометрической нелинейности задачи осуществляет-
ся по расчету на устойчивую прочность. При этом в матрицу
податливости контура (F) вводятся коэффициенты податливо-
сти,, как некоторые сочетания коэффициентов }2уковского ( К0
К 2 ), которые для практической реализации могут быть пред-

ставлены в рядах:

Здесь коэффициенты К 1 и . Кг. нелинейные функции от V,
где

Матрицы податливости контура с учетом геометрической нели-
нейности получают вид:

К = lV^Sl= _2/_l J_ ч
_

j_ г ,_LN ? -V ' V tgv + sinv 1 ' 1 + 12V 120 v +• • •

_

tg-tf-v i i i ик г~ vHg-v " l4* + +

при
_-IГ-Ч <ll •

-»-»IM.V EOs
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Здесь
fNS

- матрица податливости элемента CS) с учетом
. поправки на деформированную схему;

□с = - безразмерный параметр жесткости;
3 э Lo

S - индекс элемента, соответствующий ригелю верх-
нему, нижнему и стойке, соответственно;

L s - погонная жесткость элемента-ригеля верхне-
го, нижнего, соответственно;

ь о - погонная жесткость опорного элемента-стойки.
Оптимальное проектирование с учетом геометрической не-

линейности задачи проводится как итерационный процесс до
тех пор, пока значение продольной силы на предыдущем и по-
следующем шаге итерации не совпадут о заданной точностью
( I ):

Усилия в контуре с учетом геометрической нелинейности оп-
ределяются по известному алгоритму Аргироса:

Общий вид объемной функции рамы - ее верхняя и нижняя
границы - представлен для одного из кодов загружений - ве-
тер слева (код нагрузки Кд = 5) на фиг. 2. Здесь о очевид-
ностью устанавливается гладкость отдельных ветвей верхней
границы объемной функции, единственность решения в точке
наибольшего приближения (+1 %) верхней и нижней границ об-
ласти в пространстве безразмерных параметров жесткостей(д в ,

g« ).

Объемная функция контура без учета и с учетом геомет-
рической нелинейности приводится на фиг, 3и 4 для кососим-
метричных силовых воздействий, ветер слева (кн =5)
и косой изгиб верхнего ригеля (кн = 7), При этом следует от-
метить, что учет геометрической нелинейности для рассмотри-

И>РВ 0 4 U к
fvor . Ts K(S *SK, ‘

= ■> где jms
° VPH Ls К U i<

fvcT

N tUO -Ntl) s t.

Ь,-скр+Мь;р,ьо-'(ь;М)рЯ.р.
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ваемых воздействий существенно не сдвигает оптимальное об-

щение, а лишь уточняет границу области существования объем-
ной функции

Фиг. 2. Объемная функция контура для К =5.н

Проведенные исследования влияния геометрической нели-
нейности на объемную функцию контура-рамы показали, что в
системах с преобладающим изгибом при малых гибкостях
ней величины коэффициентов устойчивости (v) колеблются в
узком интервале значений в.З и более раза меньших
ских. При этом коэффициенты податливости К 1 и К 2 получают-
ся близкими к единице.

5. Энергетический критерий Оптималь-
ная конструкция соответствует конструкции с максимальным
значением потенциальной энергии упругой деформации систе-
мы.



Фиг. 3. Влияние учета геометрической нелинейности на объемную
функцию контура ( 5)

,

Фиг. 4. Влияние учёта геометрической нелинейности на объёмную
функцию контура (К

н
=7).
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Потенциальная энергия системы вычисляется с учетом по-
правки на эффект действия связей, изменяющий энергетический
баланс упругих систем из матричного уравнения:

где Ь - матрица усилий в статически неопределимой систе-
ме;

F - матрица податливости контура, определяемая с
учетом поправки на эффект связей.

Эффект влияния связей на потенциальную энергию системы
выявляется из следующего очевидного рассуждения. Если по-
тенциальная энергия статически определенной системы У o *то
потенциальная энергия системы с наложенными ("лишними
зями зависит от распределения весовых параметров q и, в об-

щем случае потенциальная энергия статически неопределенной

системы u
(

(+ j° < U о,так как

Оптимальная система, удовлетворяющая условию равно-
прочности (по крайней мере в одном расчетном сечении эле-
мента), соответствует такому распределению весовых парамет-
ров, при котором эффект действия связей исчезает и потенци-
альная энергия оптимальной системы достигает максимального
значения:

Результаты исследования энергетической функции контура на
множестве независимых весовых параметров (д) приводятся для
двух кодов загружения (Кц = 5и 7) ьа фиг. 5 и 6. Из гра-
фиков с очевидностью устанавливается, что максимум потенци-
альной энергии системы соответствует равнопрочной конструк-
ции минимального объема. При этом нижняя граница (без учета
эффекта связей) и верхняя граница (с учетом эффекта связей)
потенциальной энергии упругой деформации совпадают (с не-
которой точностью) г области эстр- ‘Д'мэ.

6. Методы поиска и блок-схема счета для оптимизации
контура-рамы. Полное исследование характеристики оптимизи-
руемых функций на множестве независимых весовых, параметров

( g ) =|g в ; g H | = (0,1 * 20) показало, что исследуемые
функции непрерывны и кусочно гладки на всем интервале ис-

U = Ь'- F-b .

й= иO-4-1Лд гIРкд„.
3 I к

С. = и ° •



Фиг. 5. Потенциальная энергия контура (К =5)

Фиг. й. Потенциальная энергия контура (К =7).
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Фиг. 7. Блок-схема поиска оптимума методом покоординатного
спуска.
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следования (g)- Метод полного исследования функций связан с
большим трудоемким процессом обработки информации.

В связи с тем, что целью оптимального проектирования
является отыскание оптимального значения вектора - (д опт),
представилось необходимым применить некоторые методы по-
иска оптимума, удовлетворяющие поставленной задаче опти-
мизации.

а) Метод покоординатного спуска.

Метод основан на предположении, что гладкие функции
ве имеют разрывов и вдоль каждой координаты будет иметься
минимум, соответствующий точке перехода на другую ветвь.
Расчет происходит так, что через выбранную координату про-
водится сечение, определяется оптимум и через точку опти-
мума проводится новое ортогональное сечение.

Итерация проводится до тех пор, пока не будет достиг-
нут глобальный оптимум с заданной точностью

б) Антиградиентный метод
.

Расчет происходит так, что выбирается произвольная ис-
ходная точка и исследуется объемная функция в окрестности
двух взаимно перпендикулярных направления на множестве не-
зависимых параметров (д). Следующий шаг делается в направ-
лении наибольшего антиградиента функции, так что следующая
точка приближает функцию к оптимуму. ПрИ Этом шаг итера-
ции выбирается переменным, в зависимости от меры удаленно-
сти верхней и нижней границы объемной функции в исследуемой
точке.

Ниже приводится блок-схема счета (фиг. 7), на основа-
нии которой был реализован метод покоординатного спуска.

Исследования объемной и энергетической функции конту-
ра проводились на ЭЦВМ "Минск-22". Программа составлена на
языке "Малгол", Общее время полного исследования контура
для одного загружения - около часа. Реализация поиска оп-
тимального решения составляла от 5 до 20 мин.
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Die Optlmlslerung der Kontur des Rahmens als
geometrisch nichtlineare Aufgabe

Zusammenfassung

In der Abhandlung wird das Problem der optimalen Kontur
als Berechnungselement des vielfeldigen Rahmens behandelt.
Die Punktionen des Volumens (Gewichts) und der Energie der
elastischen Deformationen werden durch dimensionslose Para-
meter geäussert. Der Einfluss der Deformationen der Kontur
auf die Zielfunktion wird berücksichtigt. Man betrachtet ei-
nige Methoden zur optimalen Losung der Aufgabe und es werden
Ergebnisse für zwei Arten der Belastung gegeben. Die Berech-
nungen wurden auf "Minsk-22'' durchgefuhrt.
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Р.К. Ряямет

РАСПРОСТРАНЕНИЕ УПРУГИХ ВОЛН В ТОЛСТОСТЕННОЙ
СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

В статье рассматривается распространения упругих волн
в толстостенной сферической оболочке, загруженной осесим-
метрической быстроменяющейся распределенной нагрузкой (фиг.

Фиг. 1.

Применяются следующие обозначения: Е - модуль упру-
гости; V - коэффициент Пуассона; X, jj - койствнты Ляме;

плотность массы; . с<, с 2 - скорости распространения
продольных и поперечных волн; и,, и 2 - перемещения соот-
ветственно в направлениях г и o', h - толщина оболочки;

Рв , Pi - радиусы внешней и внутренней поверхностей оболоч-
ки; = r/h - безразмерная координата; ,r=c l t/h - без-
размерное время; vy = u</h, = u2/h - безразмерные переме-
щения;

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

375 1975

УЖ 624.074.4



34

безразмерные напряжения обозначаются

Скорости распространения волн с 1 м с г могут быть
представлены так:

Кроме того, вводятся следующие соотношения:

В принятом нами обозначении дифференциальные уравне-
ния равновесия в перемещениях получают следующий вид:

и безразмерные напряжения представляются в перемещениях
Ыу U- ;

— (Ур/Я;, - 3 —G р, /А. , — - (I)

Iр+% Ci-y)E .2
_ >и К

1_ ~0 нлОО-гм) 9* ’ z ~

* 2(1 +У) ' (2)

к г _£г= <~2v
_

М
*~ с* г«-V) гр-\

j _ к 2
—

1 _М+

2(<-У) Zju + Л. (3)

1 +К2
= 3-4 V _ Злл-Я;

го-у) гр+%

+ «-^Ä + we,9e) -

. У гtn fl'i =' ‘ 9 J (4)

„2f®V оW\ . ( "öV *ÖV г). п а *2 \%ъ<?) i^e^^0 ct9° $ -1П г0) +

Ifl \'
г]( , 'öw \ , , „г\ ъЧ+ У к +И +

~^2

°?= + + ct 9 6 )

+

(5)



Координаты внешней и внутренней поверхности оболочки
отмечаются индексами соответственно o(^=^о) и

При интегрировании системы уравнений (4) следует учесть
следующие краевые условия:

а) на внешней поверхности оболочки (9 = 0 )

б) на оси симметрии нагрузки (0 = 0)-

в) на внутренней поверхности оболочки (9 =)

Условия (6), (8) и (9) в перемещениях vT, V” получают
следующий вид:

а) на внешней поверхности оболочки =

0 )

б) на оси симметрии нагрузки (0 =0)

в) на внутренней поверхности оболочки =

35

_

(-w "W
_

\ .
zv IoDG i

I. 2. - Q, (6)
где

fa (t ) = f(r) при 0 9< 0 b

fb (r) = fCC) (0
Q
- Q)/(0 a - 0b ), при (7)

fc('c) =0 , при 9 0•,

I. V= 0, 2. r ?Sr = 0 j (8)

I. 2. (9)

•*■• V
*

T)ö + vctg 0) fx(T)v(x — а, b, с)

Ъи_ W_ лг =O .

Тх? у о и 5

I. v- О 2 - W= 0 1 (П)

I- W - 2W + H + udge-o,
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На первом фронте перемещения равны нулю

равны нулю также первые производные по координатам,так как
предполагаем плавное изменение нагрузки во времени.

Распространение упругой волны рассматриваем в начале
движения, когда первый фронт не дошел до края оболочки.

Уравнения (4) интегрируем методом конечных разностей
[l]. Применяем трехмерную сетку [2], СЗ]. Безразмерные шаги
сетки по безразмерным координатам 6, тг обозначаем соот-
ветственно 1 е и • Для обеспечения устойчивости рас-
четной схемы и для упрощения решения принимаем

Шаг l e является переменным, зависящим от координаты .по-
этому берем le ~ Ц (фиг. 2).

Фиг, 2,

I. vr=o, 2. V= 0, (13)

'ч =



В расчетном алгоритме есть условные нечетные временные
слои, для которых V/ Ц. равны нечетным числам, и четные
слои, для которых V/ 1х равны четным числам. Внутренними
точками сетки называем все точки за фронтом продольных волн,
за исключением тех точек, которые находятся на внешней и
внутренней поверхностях оболочки, на оси симметрии нагрузки
и непосредственно за фронтом продольных волн. Точки непо-
средственно за фронтом называем прифронтовыми точками.

Точки сетки обозначены на фиг. 2:

Расчет начинаем со слоя v = 3 L r На слоях п=г/Ц =

=3 и n=r/tr =4 нет внутренних точек, на всех по-
следующих они имеются.

В первую очередь выписываем расчетные формулы для сло-
ев времени п=г / 1Х 5 •

Формулы для определения перемещений точки Lj получаем
путем замены производных в дифференциальных уравнениях (4)
и в условиях (10), (II), (12) конечными разностями в первом
приближении. Выражения для определения перемещений во внут-
ренней точке lj имеют вид:

37

I=9|
(

/дo > J = (15)
где еl= l *е> = (16)

4jn= 2vrl j>n_i -vr lj>n . l +

L 2
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+ T K
* Wv-\, j.n-0 +

L*

+ '4^~ K ~vL-tJ-i,n_i -

,j+i,n —^^

+ T (1 - K"^d9Öl(^.j- l , n -.-vi,j* 1 ,"-')-

-T( 1 + <г) Ct s 6 t Vb-.,j.n-.)-

-(' + liin _,
•

'J

(17)
vLjn = 2vlj,n-i - vlj,n-i +

+ V L,j + «,nH
_2Vlj.n-' + f’

L*
+ n"'

“ 4-

+ (^Тдё^
+ J- sVe^L j’n - 1

+ i(l_K2)^T^K + ,,]. n -i"wHjH,n-i-

-—

> nH j+<) n—l) +
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Перемещения на оси симметрии нагрузки (ь=o) вычисля-
ем на основе условий (II) по формулам

На первом фронте перемещения равны нулю;

Для точек оболочки, координата I которых удовлетво-
ряет неравенству

расстояние фронта f от внешней поверхности оболочки рав-
няется безразмерному времени , при

Если

и

то расположение фронта на поверхности J внутри стенки обо-
лочки ((э определяем суммой двух углов

rne

Для точек оболочки, координата I которых удовлетво-
ряет неравенству(22), но и условие (23) не выполнено, т.е.

(27)

-+--2 ( 1-к) ог дб K+ij.n-i" +

3 j n 2. Vojn - (18)

I - w ijn “ 0 2. Vy n =o. (19)

I $ oа/л0 а /л 0 ,
(20)

т 1 (21)

I > 0 а / А 0 (22)

т = п Tj ,
(23)

ejn= Q a +6j*n> (25)

6*n = arcsin ip, d jn = [(nlr) 2 -a jn] г,

Ojn = ]l^[(п1г ) г-иЦ)г (26)

т > r j ’
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расположение фронта на поверхности j определяем суммой

В прифронтовых точках, индекс которых удовлетворяет ус-
ловию I г£ 6

Q /д Q , перемещения w , вычисляем при помо-
щи уравнений в конечных разностях

где осj п обозначает отношение расстояния прифронтовой точ-
ки по направлению радиуса к шагу сетки На нечетных
слоях cCj n = 0,5, на четных слоях ocj n =d.

В формулах (30) последние члены приравниваются к нулю,
так как внешняя нагрузка изменяется плавно во времени.

Если ь>oа /Л ©, то нз поверхности j индекс I при-
фронтовой точки определяем с помощью неравенств

и перемещение по формулам

обозначает отношение расстояния прифронтовой точки от фрон-
та к шагу сетки Lj q на поверхности j •

Но если

то перемещения в прифронтовых точках вычисляем по формулам

трех углов
ejn=90+ e t . + e j(n .

(28)

где н ,
9Tj

= arcsin dr = (tj - a!J.j р
** Г оо N

*4)" 4 + oLjn ) "Lj-i.n: n-<cjn Ч\ Ъ?
л>.. ~( \

г у - •
+

* jn L
(ЗС)

oj n /AO-1 $ 'и $ öjn/A0 (31)

1 * СУ 2 *

(32)

Здесь

f>ljn = 9jn/AO-b (33)

0 а /А 0 < ь < oj n /A8- \
, (34)

Ie (i+iijj 2 * Vy n +
’ (35)
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где ö.- - п обозначает отношение расстояния прифронтовой
точки по направлению радиуса к шагу сетки Ц и вычисляем
по выражению

Перемещения точек внешней поверхности
лочки определяются из системы уравнений. Эта система урав-
нений составлена и в основе условий (10), где производные
заменяются конечно-разностными соотношениями. Перемещения
точки, находящейся на оси симметрии нагрузки, определяем
по формулам (18), где j принимаем равной нулю.

Расположение фронта на внешней поверхности оболочки
определено выражениями:

В фронтовых точках сохраняют силу условия (19), где
j = 0.

Индекс I прифронтовой точки на внешней поверхности
оболочки определяем неравенствами (31) и перемещение по вы-
ражениям (32), (33), где J = 0.

В промежуточных точках I=l, 2, ...,
OОП/ДO-(0 ОП/Д0-(^ ОП-И име

ют место условия (10)

= ~
( 36^

где

ln=

O cos(0--0ö)-[(nLrTl -^oSinl(0i-0 a о?)
Г

8ä 6 0n = 0„ + 0„n ; C= arcsin^g.
don = nLr [<-(пl т/29о)г]^

при
t То =z[2 - <?x) - (^o- <?i) ] S (39)

6) e on== 0 a -*■ 0ro
+ ooin,0 oin, ПРЙ ъ>т0 , (40)

где
6 To= (4I)

9 0tn
= 180(n ix -z0)/•

2VЦ +• +

(э 0
+•
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Эти уравнения получены из условий на внешней поверхно-
сти оболочки (7) и (10).

По выражениям (18), (32) и (42) составляется система
уравнений, в которой количество неизвестных перемещений
внешней поверхности оболочки совпадает с количеством урав-
нений., Система решается достаточно просто с помощью рекур-
рентных формул, аналогичных приведенным в [4].

Если фронт продольной волны достигает внутренней по-
верхности оболочки iv 1), то необходимо представить
расчетные формулы для определения перемещений этих точек.
В момент времени V= 1 фронт достигает точек L= О, I, 2,
..., oа/ Л 0 на внутренней поверхности оболочки, но
перемещения еще равны нулю. При V> \ перемещения точек
внутренней поверхности оболочки определяются из системы
уравнений, которые составляются на основании условий (12).

Расчетные формулы являются следующими:
а) при ь = 0 сохраняют силу формулы (18), где j при-

нимаем j г ;

б) в фронтовых точках сохраняют силу условия (19),где
j = j х *, фронт продольной волны на внутренней поверхнос-

ти оболочки определяем по выражениям

(43)

+ ш - ''коп) + ot]0 t ] =

( X = Q, Ь, С )
.

( 42 )

+“= 0 •

6jt n =0 a + 9 j*rn
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при т: > XTjj •,

в) индекс ь прифронтовой точки определяем неравенст-
вами (31), а перемещения по выражениям (32), (33), где
j-JI *

г) для промежуточных точек L =l, 2, ..., 9 jin/A 6
-р^ lП -1 могут быть выписаны Следующие два уравнения из
условий (12)

На основе выражений (18), 32) и (48) составляется си-
стема уравнений. Система уравнений допускает решение в ви-
це рекуррентных формул.

В слоях времени п= 3 и п = 4 отсутствуют внутренние
точки. Рассматриваем только точки внешней поверхности обо-

o*n = arcsin ; djt„ = [(n Мl -о£п] <г

v=4[^‘^
(44>

При
( TS ■üjj =

* (45)

2 - 6j in = OО+0 О + Sxji* 9ji«n (46)

otjt=0 tjt = arcsin ; 9jI m= I80(nlr-c-j t (47)

1 -

"

W *^5vJ\jin -4иГЧ1-4 ‘п+иГ^l-г* п) +2' VJ ‘bjin ' +*

+ гдё +Чгп ~^-I..ип ') ® L =0 ’

(48)

2* Кб l+4in_^-MI nb

~ Т^^и Ч1 п ~ 4^ I]г>Л И
+ 2^\jin= °’
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лочки (j =0) и прифронтовые точки на поверхности j =l.
На оси симметрии нагрузки (I = 0) перемещения вычис-

ляются по формулам (18), в которых считаем j = 0, j = 1 и
п = 3, п = 4.

Для точек I =l, 2, ..., 6 а /А0 принимаем во вни-
мание условия (10), которые выписываем в конечных разнос-
тях в следующем вице;

Расположение фронта на внешней поверхности оболочки
определяется при помощи формул (38) и на поверхности j = i
при помощи формул (25), (26), где п = 3 и п = 4. Если

öоп > +ДO и 0,п > oа/АO,0 а /А0, то прифронтовой точ-
кой будет I = ©cj/А © -+- 4 и перемещения этой точки вычис-
ляются по формулам (32), где

По вышеприведенным выражениям составляется столько
уравнений, сколько неизвестных перемещений есть на слоях
времени п = 3 и п = 4. Полученная система решается подоб-
но предыдущим с помощью рекуррентных формул.

Т I—'S) 9° I 2--t-d-n ,у \ О УIe V
’ I +■ +

+ К+<,оп - v lH,onK4onOtgeL »fxCr)

CX = Q
’ b)

(49)

2* L-н, On on) ~ vlon +

?o_ (1+ yj. \ Q
+Ц 4 + ÖLn (*n

Vnn I U.

В уравнениях (49) Лп = OSS,0
S 5, при n=3 и Лп =l, при

п = 4.

p Ljn “®jn/Д 6 - ( = (ojn - 0а )/д9-(
(J = 0,1; n = 3,4 ). (50)
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R. Raamet

Die Fortpflanzung von elastischen Wellen in
einer dicken Kugelschale

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit der in einer
dicken Kugelschale infolge einer sich schnell ändernden La-
dung verursachten Fortpflanzung von elastischen Wellen.
Die Formänderungen der Schale werden mit Gleichungen der
linearen Elastizitätstheorie beschrieben. Die Gleichungen
werden mit Hilfe einer dreidimensionalen Differenzenmetho-
de gelost.
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Р.Н. Ээк

УСТОЙЧИВОСТЬ И ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНЫЙ ИЗШБ
СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫХ НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИХ

И УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИХ РАМ И СТЕРЖНЕЙ

Массовое применение ЭЦВМ создало возможность перехода
к уточненному расчету строительных конструкций с учетом
свойств реального материала и геометрии конструкций в де-
формированном состоянии. Подготовляется переход к новым
нормам. Основная работа в этом направлении ведется в ЦПИИСК
им. В.А.Кучеренко под руководством профессора.доктора тех-
нических наук А.В. Геммерлинга (см. [l], [2], [3], [4] ).

Разработан алгоритм для расчета упруго-пластических конст-
рукций в нелинейной постановке задачи методом перемещений.
Алгоритм является универсальным и позволяет рассчитывать
как статически неопределимые, так и определимые рамы, од-
нако применение его связано о довольно громоздкими расче-
тами. В настоящей статье сделана попытка создания менее
трудоемкого способа расчета для статически определимых кон-
струкций.

Обозначения. Большими буквами латинского алфавита обо-
значены матрицы. Буквы без звездочки обозначают матрицы,
состоящие из отвлеченных чисел. Звездочкой обозначены мат-

& •рицы действительных величин. Например, W - матрица дей-
ствительных перемещений.

Остальные величины обозначены малыми буквами латин-
ского алфавита или греческими буквами. Если эти величины
(например, моменты инерции) отличаются .друг от друга для
осей, проходящих через центр тяжести действительного попе-
речного сечения и через центр тяжести расчетного попереч-
ного сечения, то они снабжены еще верхним индексом „о ”

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

375 1975

УДК 624.041
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или „р” Например, т (0)
- изгибающий момент относитель-

но оси, проходящей через центр тяжести действительного по-
перечного сечения, а mtp)

- изгибающий момент относитель-
но оси, проходящей через центр тяжести расчетного попереч-
ного сечения* "Эталонные", обычно произвольно заданные зна-
чения этих величин обозначены нижним индексом „О*. Через

е о обозначен модуль упругости при t = 0 .

Некоторые обозначения;

а - эксцентрицитет оси расчетного поперечного сечения
относительно оси действительного поперечного сечения;

А - матрица возможной работы продольных сил;
b - ширина поперечного сечения;
В - матрица изгибающих моментов;
С - жесткость упругого шарнира;
d - жесткость при изгибе;

В - матрица возможной работы внутренних сил;
6 - модуль упругости;
Е - единичная матрица;
f - площадь поперечного сечения;
F - матрица податливости; ?

и - момент инерции;
I - длина;

m - изгибающий момент (положительный, если растянуты во-
локна с положительным значением координаты у);

п - продольная сила (положительной считается сжимающая
сила);

ö - статический момент расчетного сечения относительно
оси действительного сечения.

Расчет упруго-пластических рам по методу ЩИИСК* В об-
щих чертах рекомендуется следующая методика расчета [4],

Расчет рамы совершается при помощи алгоритма "Рама",
которая составлена на основе метода перемещений. Канониче-
ские уравнения метода перемещений имеют следующий вид:-

(I)

где п - степень кинематической неопределимости системы;

n
pLk z k + r lo = (l = 1,2,... ,n) ,

K= \
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1 К - неизвестные перемещения;
р^ к - реакции основной системы, вызванные единичными

перемещениями;
г\ o - реакции основной системы от нагрузки.
При расчете упругих рам на поперечную нагрузку реак-

ции p-lk и г* Lo зависят от геометрии рамы и заданной
поперечной нагрузки. При неупругом материале или при нали-
чии значительных продольных сил реакции зависят еще от не-
известных перемещений г к , что требует многократного
составления и решения системы уравнений (I).

Определение реакций канонической системы метода пере-
мещений при заданных перемещениях концов стержня выполня-
ется при помощи алгоритма "Стержень". При этом решается
дифференциальное уравнение продольно-поперечного изгиба
стержня

путем численново интегрирования. В уравнении (2) жесткость
ei зависит от изгибающих моментов, следовательно, от

опорных реакций т, и h< • Это требует многократного
интегрирования уравнения (2). После каждой итерации необ-
ходимо вновь найти жесткости поперечных сечений. Это осу-
ществляется при помощи алгоритма "Сечение".

Определение характеристик поперечного сечения при за-
данном изгибающем моменте и продольной силе необходимо и
при расчете неупругой рамы методом единичных сил. Поэтому
изложим алгоритм "Сечение" более подробно;

Допустим, что для поперечного сечения известны отно-
сительное удлинение Iм волокон на оси стержня (фиг.
2,6) и градиент удлинений (кривизна) . Тогда удлинение
(укорочение) волокон с координатой у выражается формулой

Зная относительное удлинение t , можем по диаграмме
<У- t (фиг. I) определить напряжение о-,

секущий модуль упругости

с1г
\

dŽ =“^n('f -'r’Km '
+ Ь 'Х +т Э (2)

t= Л ■ (3)

Вс = x (4)



Фиг. 1.

Фиг. 2.

и касательный модуль упругости
(5)

Относительный секущий модуль

(6)

и относительный касательный модуль

(7)

где е 0
- модуль упругости при Ъ= 0.
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Пользуемся, далее, понятиями первого и второго расчет-
ных сечений [l]. Расчетные сечения - это фиктивные попереч-
ные сечения, в которых ширина полосы Ыу) равняется про-
изведению первоначальной ширины Ь 0 на относительный модуль

т| с или т] к (фиг. 2,а).
Для получения первого расчетного сечения принимается

относительный секущий модуль п с , для второго расчетного
сечения - относительный касательный модуль

Первое расчетное сечение применяется при исследовании
продольно-поперечного изгиба, второе - при определении кри-
тической нагрузки.

Характеристики первого расчетного сечения следующие:

Жесткости поперечного сечения на сжатие и на изгиб по-
лучаем умножением и на первоначальный модуль уп-
ругости ео . Действительные напряжения в поперечном сече-
нии получаем умножением напряжений, найденных для расчетно-
го поперечного сечения, на относительный модуль

Если положительная продольная сила - сжимающая,то от-
носительное удлинение у центра тяжести расчетного попереч-
ного сечения

относительное удлинение у центра тяжести действительного по
перечного сечения

и градиент относительных деформаций

\l df ; dfi T|y2df-, (8a)
f f f

S = = (86)

(р) пь " (9а)

,

.(« (о)
Ml- l9ö)
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(10)

Каждый шаг итерационного процесса основан на исходных
значениях и <*. Разбивая сечение на достаточное
число тонких полос, находим для каждой полосы удлинение
t ипо диаграмме <r - t модуль т|. Далее определяем ха-

рактеристики поперечного сечения по формулам (8а) и новые
значения L(o) и <*. по формулам (96) и (10). Эти значе-
ния являются исходными для следующего шага итерации.

Расчет линейно-упругих рам на продольно-поперечный из-
гиб методом единичных сил. Расчетные формулы получены об-
общением формул статей [s] и [6].

В дальнейшем называем стержнем линейный элемент со-
оружения с определенными деформативными свойствами, а ра-
мой - совокупность таких элементов. Следовательно, и стер-
жень в обычном смысле этого олова может считаться рамой
(например, стержень ступенчато-переменного поперечного се-
чения) .

Выпишем основные матрицы для стержней двух типов:
I. Стержень постоянного поперечного сечения^(фиг.3,а).

Считаем, что упругая линия этого стержня при продольно-по-
перечном изгибе остается такой же, как при поперечном из-
гибе (парабола четвертой степени).

Матрица податливости для этого стержня следующая:

Фиг. 3.

л _

mcp)
_

гпlo^^-!- n-br^
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(II)

где d0
= е оЬ0 и 10

- "эталонные" значения жесткости и
длины.

Матрицы, характеризующие влияние продольной силы

При замене стержня переменной жесткости таким стерж-
нем жесткость

где dLi и d-b2
- жесткости на концах, стержня.

2. Абсолютно жесткий стержень с упругими шарнирами на
концах (фиг. 3,6) жесткости шарниров (моменты, соответст-
вующие единичным поворотам) С-и и C-uZ •

Матрица податливости

(14)

где с0
- "эталонная" жесткость шарнира.

Матрицу Gvv находим по формуле (12), матрица Q MM
является нулевой.

При замене реального стержня таким стержнем

(15)

Обозначаем матрицу изгибающих моментов от единичных сил
для создания возможных перемещений через В,* =В, 10 ,

матрицу

F II 2 1 Mi-
IM 2 dito’

г 1 nt Lo (12)
üvv —г~ 1

\ 1 По II

O,B О)'? lj ni li do (23)мм ~

0,7 о,а |пвtž df

d l =

.Ьв. о
F =

с и
0 £

_
2dii r 2dõ2и гг ’ Чг= ~гг
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изгибающих моментов для определения перемещений характер-
ных точек через В* = Вг 10 , матрицу поперечной нагрузки че-
рез o.*= Ql ро и матрицу изгибающих моментов от внешней
нагрузки в недеформированном состоянии рамы (включая и
изгибающие моменты, вызванные,внецентренным приложением
продольных сил) через В© = B 0L 0p 0 -

Находим следующие матрицы

Обозначаем, далее, через X = Хр o матрицу коэффициен-
тов, на которые надо умножать единичные поперечные грузы,
чтобы они вызывали при чисто поперечном изгибе такие же
деформации, как настоящие грузы при продольно-поперечном
изгибе.

Приравнивая к нулю сумму работ всех сил при перемещени-
ях, вызванных единичными силами системы В< , получаем
для определения неизвестных X следующее уравнение

где

Приведенные перемещения

и действительные перемещения

Изгибающие моменты

Изгибающие моменты можно найти и непосредственно че-
рез перемещения! ввиду приближенности решения результаты
могут немного отличаться друг от друга.

d=b ('fb,, (16)

v = b'2 fb,, (17)

а = v'g wv+€,; а мм В<. (18)

(D А эе0 ) X = vtu (19)

эе„= П
°, 1° соотв. x 0 =-

nV°' ‘ (20)ь а 0

W = V X (2Х)

W*= W . соотв. W*=W (22)6 Со Со

M*=ß,Xp 0 L 0 - (23)
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Если В 1=В 2 =В, то V= D и вместо формулы (19) можно
для определения неизвестных X пользоваться следующей фор-
мулой

где Е - единичная матрица.
Поскольку в этом случае

можно из (19) получить еще следующую формулу для определе-
ния приведенных перемещений:

Дальнейшие упрощения возможны, если матрица Gмм яв-
ляется нулевой. Выражение (18) принимает следующий вид

Подставляя (27) в (24), получаем для определения неизвест-
ных X следующую формулу

а из формулы (26) получаем

(29)
или

(30)

Если в начальном (недеформированном) состоянии рамы
возникают изгибающие моменты еще от внецентренного прило-
жения сил, то формула (19) станет непригодной, поскольку
при поворотах сечений рамы совершают работу и внецентренно
приложенные силы. Тогда находим вначале матрицу изгибающих
моментов B*=B O L o p o от поперечных и внецентренно при-
ложенных нагрузок в недеформированном состоянии рамы. При-
равнивая к нулю сумму работ всех сил на возможных перемеще-
ниях, получаем вместо (19) для определения неизвестных X
следующую формулу:

Если В, = В2=Ь Э можно приведенные перемещения най-
ти вместо (26) по следующей формуле;

Се-D 'А*о)Х = gl, (24)

X= DH W i (25)

(E A DH э€ 0) W = DCL • (26)

А = DG VV D • (27)

(E -G|
VV D* O)X = а, (28)

(E - D Gvv aeo)W =DGI

cd 4
-

g xo)w= a.

(D - А эе0)Х = в', FВ 0 . (31)
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(32)

Если матрица G MM является нулевой, получаем из (32)
такую формулу

Наконец, если G MM
= 0 и матрица В- квадратная и

имеет обратную матрицу В“ 1
,

возможны еще некоторые упро-
щения. Умножая уравнение (31) слева на F

-< (B ')~\ получа-
ем после некоторых упрощений для определения X следующее
уравнение

Поскольку привеченные изгибающие моменты М = ВХ. по-
лучаем, подставив в (34) В~*М вместо X новое уравне-
ние для определения М ,

Аналогичная замена X на D4 W дает уравнение для не-
посредственного определения W;

Параметр критической силы % = \/ж можно в общем слу-
чае найти из векового уравнения

если же 6 ММ=O, можно пользоваться уравнением

(38)
Критическая продольная сила

Расчет нелинейно-упругих и упруго-пластичных рам.Ра-
счет таких рам производим методом итерации. На каждом шаге
решается соответствующая задача для линейно-упругой рамы.

I. Определение критической силы. Под критической си-
лой понимаем здесь критическую силу по теории Энгессера-
Шенли. Применение теории Энгессера-Ясинского не является

(E-AD "О W = B'F 80-B 0
-

(E -DGvv,aeO)W= B'FB 0
- (33)

(В - В6 D эе 0) X = в O . (34)

Ce - 6D*eO )M = ß 0 • (35)

(E-DGtfo)W=B'Fß o • (36)

Det(AD'-EX)= 0, (37)

DetCDQ-EX)= 0 .

(По)к соотв- (По)кр ~ w„’ (39)
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оправданным. Если диаграмма <т- t является выпуклой (фиг
I), то даже у стержней постоянного попереч-
ного сечения происходит потеря устойчивости II рода задол-
го до достижения критической силы по теории Энгессера-
Яоинского.

Допустим, что силы растут пропорционально какому-то
параметру к. Тогда соотношение напряжений в отдельных
поперечных сечениях является постоянным. Зная напряжения в
одном сечении, можем найти напряжения и во всех других се-
чениях. Ход расчета следующий;

Находим матрицы В,, В 2 и Qvv (°т в Дальнейшем не
изменяются). Задаемся критическим напряжением первого при-
ближения сг ( ° в каком-то сечении. Находим соответст-

(Овующие напряжения <т и относительные касательные моду-
ли т^ к для всех рассматриваемых сечений. Вычисляем мат-
рицы F(° и oмм для первого цриближения. При этом
учитываем, что для стержней типа (а)

где dLo ~ жесткость при нулевых напряжениях,
СО (О

т| к , и г| кг - относительные касательные модули нардном я
другом концах стержня.

Вычисляем критическую силу по формуле (37) или (38). По
(.7.) (2Лэтой силе находим критическое напряжение б",, . Если а]

значительно отличается от напряжения ст,,а)
, задаемся для

нового приближения напряжением <т^V дет, и повторяем
расчет. Приращение напряжений до-

,, должно быть меньше,
чем допускаемая погрешность. Расчет прекращается,если раз-
ность напряжений с^(2)

- (У j0 меняет знак.
При непосредственной подстановке <г (

|2' ) вместо
для нового приближения процесс может расходиться.

2. Продольно-поперечный изгиб нелинейно-?других сам.
В первом приближении рассчитываем раму как линейно-упругую
(формулы (19)—(30) или (31)-(36)). Определяем изгибающие
моменты. Находим характеристики относительных деформаций

ЬСо) и ос по формулам (96) и (10). Для первого приближения

со
А. rl. Ч.М +П*г ,

Q), = Q ь0 - ’ (40)
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т| с = 1 и формулы (96) и (10) уцрощаются:

(41)

Находим относительные деформации ь (3) отдельных по-
лос поперечных сечений, напряжения сг = фсь) и относитель-
ные секущие модули т] с (6). По формулам (8) находим ха-
рактеристики поперечных сечений и вычисляем уточненные
значения матриц Г и Gмм • Выполняем определение изги-
бающих моментов В 0 с учетом эксцентрицитета и повто-
ряем расчеты рамы. При этом применимы только формулы (31—
36), поскольку силы приложены внецентренно. Находим изги-
бающие моменты и повторяем расчет.

Окончательные значения напряжений получаем по относи-
тельным деформациям t или по формуле

3. Расчет упруго-пластических рам. Если напряжения
увеличиваются монотонно, то расчет такой рамы не отличает-
ся от расчета нелинейно-упругой рамы. Если может происхо-
дить и разгружение отдельных волокон, надо расчет выпол-
нять по шагам, увеличивая нагрузки на каждом шаге.

На каждом шаге определяем дополнительные деформации
и напряжения. При этом надо обращать внимание на следующие
особенности:

I. Для шага, в котором деформации меняются от точки А
до точки В (фиг. I), начальным модулем упругости явля-
ется касательный модуль упругости е к в точке А, а секу-
щий модуль упругости, соответствующий данному шагу, равня-
ется

(43)

2. В тех частях рамы, где происходит разгрузка,

3. Параметр ж 0 определяется абсолютным (окончатель
ным) значением продольных сил.

i =
_J2_. ot= •

0 eofo
’ е 0 ьо

a = n (-^- + (42)

СА-В^
=

СГВ - б~а
С ~

е= е 0 и ri= 1 •



4. Изгибающие моменты В 0 состоят из моментов допол-
нительных поперечных и продольных нагрузок. Моменты про-
дольных нагрузок вычисляют в деформированном состоянии ра-
мы в начале нового шага относительно центра тяжести рас-
четного поперечного сечения.
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Stability and the Gombined Bending and Compreaaion
of Statically Determined Frames and Bars of Non-
linearly Elaatic and Plaatic Materials

Summary

The unit force method deacribed in (6) and (7) is ge-
neralized for the calculation of statically determined
frames and bara of nonelaatic materials. At firat matrix
formulae for the combined bending and compreaaion of elaa-
tic frames are derived and then the application of these
formulae for non-linearly elaatic and plaatic framea ia
deacribed.
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О.Т. Роотс

ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

При электрическом моделировании задачи поля напряже-
ния применялись различные приемы частично со сложными мо-
делями элементов, или такие модели, при которых определе-
ние желаемых величин потребовало сложных вычислительных
работ.

Ниже* приведена простейшая электрическая модель, элек-
трические токи которой отвечают механическим напряжениям,
а разница потенциалов - перемещениям.

Фиг. 1.

Фигура I показывает аналогию,основанную на законе Ома,
при растяжении-сжатии и изгибе в сравнении с электрической
цепью.

При растяжении-сжатии перемещение проявляется через
продольную силу N

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

Л 375 1975

УДК 681.14
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и через напряжение б-

При изгибе изгибающий момент проявляется через попе-
речную силу Q.

В цепи соцротивления ток I
дает потенциал

Таким образом, предлагаемую
модель можно использовать при
моделировании изгиба.

При плоской задаче (фиг.2)
поля напряжения действуют сле-
дующие закономерности:

Обозначим; Фиг, 2.

X,Y - объемные силы,
<ух , Су ,

- компоненты напряжения,
%, jji - константы Ламе.

На грани

Условия равновесия (при наличии объемных сил)

Условия непрерывности (при наличии объемных сил)

_ NLи = > ——

FF

Е

М = £O.l •

U = SLIR •

Xn = сгк l -+- 'С'/х пп ,

Yn =хгх.у I Су m ,

L = cos#., m = sina.

,V _
и /у\

9* “õv *“ °
’ 1

Т)O3/ Y п~W ~W ~ 1 (2)

r X vy = 'Су* • (3)
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Условия непрерывности (при отсутствии объемных сил)

При моделировании поле напряжения разделено на два
поля VCI) и U (П) , которые связывают условие ра-
венства касательных напряжений (3).

Оба поля моделируют сети сопротивления, соединяемые
трансформаторами тока с равным числом обмоток (фиг. 3) .

Фиг. 3.

Деформациям элементов поля напряжения соответствуют
разницы потенциалов моделей д V и ли, причем в поле
V(I) :

(6)

(?)

и в поле U(П )

20+/j)m
+

ъч_\ .

+

Ъу J ’ (4)

X =
.

(1 -2/0

V*= (crx + (Ty) = 0 . (5)

-i; Ry = дУу,
= = Ixßx = AV X ;

v*V = 0



(8)

(9)

Модуль Н = 2G .

При рассмотрении поля деформации не учтены поперечные
деформации от нормальных напряжений, которые при хрупких
материалах (бетон и пр.) в рассматриваемых позже задачах
не имеют существенного значения.

В электрической модели действует основанная на законе
Кирхофа связь между потенциалами рассматриваемой и соседней
точками, что при отсутствии объемных сил проявляется в сле-
дующих формулах (фиг.4)

(II)

ClkJ)

При воздействии вертикальных объемных сил:

(23)
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Aü,= = I x Rü = AU, ,

Aur = =1 У Ry = ;

V 2 U = 0 •

Предполагается, что /j#a* 0, модуль
H= E .

То, принимая
д* = Л у .

сопротивления
V V

= R, ,

р u р u (Ю)“у —“X •

V. 1
•+ У- + V- 1 • +V- 1 -

, 4V-
1
•=QVi,j V b

S J-< + Ч+I.J Ч и■>

vV= q, v? u ll
= 0 ■

vV = ф
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Оти объемные силы моделируются дополнительными токами

Фиг. 5.

Фиг. 4.

В виде примера рассмотрим электрическую модель верти-
кально нагруженной плиты с отверстием (фиг.s).

Ври моделировании применена симметрия.
Ввиду того, что энергия, требуемая полем и(Ю, мала

(напряжения О"* < 0,1 плохвозможно моделирование более
существенного компонента сГу с незначительными сшибками,
без трансформаторов, лишь при помощи поля V(I) •

Приведенный метод моделирования рекомендуется прежде
всего .для решения задач, при которых предполагаются глав-
ны« образом деформации в одном направлении: нагруженные
в одном направлении плиты с местными нарушениями (отверстия,
включения) поля напряжения, ребристые стенбалки и пр.
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Этот метод может оказаться перспективным и при ис-
следовании полей напряжения неоднородных материалов (напр.
крупнозернистый бетон). В последнем случае следует при мо-
делировании применять электролитную ванну.
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О, Roots

Ап Electric Model of Elastic Field

Summary

In thia paper the author givea aome data on the model
of a problem of the theory on structures using an electric
analogy model.
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