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ВВЕДЕНИЕ

Теоретические исследования, основанные на примене-
нии классической теории малых перемещений, обычно
дают по сравнению с опытными данными повышенные
критические нагрузки. Первая попытка выяснить причины
расхождения опытных и теоретических исследований была
сделана в 1934 г. Л. X. Доннелем [']. При исследовании
состояний равновесия Доннель ввел понятие о больших
перемещениях с учетом отклонения формы оболочки от
правильной геометричесокй формы.

Такой путь исследования применялся также в работе
Доннеля иС. С. Уана [2 ] и несколько позже в работе
П. Сикала [3 ] при решении задачи потери устойчивости
цилиндрической оболочки при осевом давлении. Т. Т. Ло[4

]
распространил вышеупомянутую нелинейную теорию на
случай кручения, аВ. А. Наш [ü ] —на исследование поте-
ри устойчивости тонких цилиндрических оболочек, нахо-
дящихся под действием внешнего гидравлического давле-
ния.

Доннель, Уан и Наш принимали во внимание только те
составляющие отклонения от правильной формы оболоч-
ки, которые с точностью до некоторого множителя совпа-
дают с составляющими перемещения, обусловленными
внешней нагрузкой.

Начальные отклонения оболочки от правильного ци-
линдра учитывались так называемым коэффициентом не-
ровностей, значение которого назначается на основе экс-
периментальных исследований, в зависимости от вида
загружения.

Несовершенство оболочки выражается: 1) в начальных
отклонениях от правильной геометрической формы, 2) в
начальных напряжениях, 3) в отклонениях от однородно-
го, изотропного и упругого материала и 4) в случайных
отклонениях.
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Доннель и Уан, а также Наш отмечают, что первые три
являются свойствами образца и «эквивалентное отклоне-
ние» дает в какой-то мере такой-же эффект, как все три
указанных отклонения вместе.

Так как вплоть до настоящего времени влияние началь-
ных напряжений в литературе отдельно не рассматрива-
лось, то целью настоящей работы является исследование
вопроса, как влияют начальные напряжения на критиче-
скую нагрузку круговых цилиндрических оболочек, нахо-
дящихся под действием равномерно распределенного
внешнего давления.

Исследуемая оболочка состоит из двух полуцилиндров,
которые соединяются друг с другом вдоль образую-
щих.

Предполагается, что возниакющие при соединении полу-
цилиндров напряжения одинаковы у обеих швов.

Начальное напряженное состояние определяется по
упрощенной теории обобщенного краевого эффекта [6 ].

Значения критической нагрузки находятся при помощи
энергетического метода.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАЧАЛЬНОГО НАПРЯЖЕННОГО
СОСТОЯНИЯ

Предположим, что начальное напряженное состояние
является либо симметрическим, либо кососимметрическим
относительно плоскости, которая пересекает цилиндр по
швам. При определении начального напряженного состоя-
ния рассмотрим одну половину цилиндра с радиусом R,
длиной L и толщиной Rt. Координатными линиями при-
няты образующие (RŠ, © = конст.) и круги (I = конст., ©)

на срединной поверхности оболочки, О &<! л .

Невыродившиеся обобщенные краевые эффекты ци-
линдрической оболочки средней приведенной длины опре-
деляются интегрированием следующего известного упро-
щенного уравнения

где a 2
— t2/12, v — коэффициент Пуассона иФ рассмат-

ривается как потенциальная функция [ 6].

-j- (j V l} =°
, (1.1)
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В дальнейшем исследуем напряженное и деформацион-
ное состояние, где потенциальная функция представлена
в виде

где

В этом случае уравнение (1.1) допускает решение

и для определения к для оболочек средней длиной
а l/г к <С! а~ l/2 получим характеристическое уравнение

Уравнение (1.5) имеет восемь корней Xj

где

и, в соответствии с этим, получим восемь линейно незави-
симых решений

Каждое такое решение уравнения (1.1) определяет
некоторое напряженное состояние круговой открытой
оболочки, которая свободно оперта на поперечных диа-
фрагмах 1=0, 6=l= L/R и не нагружена по поверхности.

Ф ■— уг (#) sink £ , (1.2)

,
ytR

k. (1-3)

ys = Ae *- в 0-4)

*** H = о. (1-5)

*1 “AsH- £v,» =

/^, —iv,» *j=—/x,— iv,,
x4=—/x, +iv( ,

*s ==^2 +iV2 , x6 ==j/2 —iV2 » (1-6)
’ , j iV2 »

/*.= v2= о, 9239Д°’ 5 л °*i5

fi.\ V, = 0,3827 & °’ 5 Л ~°’ 2s

Л 2 =^ 2/i2 (lV — 2) (1.8)

фу =Cj е sin (/ —i, i ... 8) .( * -9)
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Предположим, что начальное напряженное состояние и
краевые условия относительно средней образующей обо-
лочки ©= ж) 2 симметрические.

При этом предположении

и выражения для внутренних усилий можем представить
в виде

Cs=-Cp , C6
= C2 , C,=--3,C3 , Ca =Ct (1.10)



7

где Е модуль упругости

В выражении S ставить вместо sin kl cos kl.
Принимая в этих формулах (1.11) o=ol= л

( получим
внутренние усилия начального напряженного состояния
на крае 0= ©i

7-2
'= Е(/г*(С

2 -\-Сл),

Далее обозначаем

и определяем постоянные C 1? C 2 , C 3 , C 4 в четырех отдель-
ных случаях

fL ~
• sin (<9 Л в)-еГГ-гт. 0)

/4 (0 Л
— * €~^(

Ti=Etk*TJ*, M]_ =-Etßx°,sk}Mlг (1.13)
Nl= Etx°> 15k*'5 /V2’*, S'= EtX~ °> zsk 3,sS l *
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2. ВЛИЯНИЕ НАЧАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕННЫХ СОСТОЯНИЙ
НА КРИТИЧЕСКУЮ НАГРУЗКУ

При определенном значении нагрузки изменение потен-
циальной энергии при переходе оболочки от осесимметри-
ческого состояния равновесия в неосесимметрическое
состояние можно определить следующей формулой

где F функция напряжения; ТД Т 2°, 8° касательные
усилия начального напряженного состояния w функция
прогиба;

где р равномерное наружное давление и Т 2 каса-
тельные усилия в направлении параллели, вызванные
наружным давлением.

Первый интеграл в формуле (2.1) совпадает с форму-
лой (4.19) работы [7 ], второй же интеграл принимает во
внимание начальные внутренние усилия.

Условием стационарности функционала П является

причем в функционале П допускается для сравнения пе-
риодические относительно 0 функции w, удовлетворяющие
при 1—0, I— L/R краевому условию

а также периодические относительно 0 функции F, кото-
рые определяются сравниваемыми функциями w при по-
мощи следующего дифференциального уравнения

+ш dr)2W+ ** ft [ r’°(lf)2
+ (2Л)

+v(Šry+>s-%£]**ät ,

T 2 ff —яЯ = Etßq, (2.2)

V/7 = о , (2.3)

w О , (2.4)

d*F | р г
Q /о п0 • (2 - 5)
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Функции прогибов w и напряжений F ищем в виде

где s целое число.
Подставляя выражения прогибов и функции напряже-

ния (2.6) в формулу (2.1), получим для изменения по-
тенциальной энергии выражение

где F l} F 2 удовлетворяет условиям

В формулах (2.7), (2.8) штрихом обозначается диффе-
ренцирование по I

Вводим новые переменные

а также начальные внутренние усилия ТД Т 2 °, 5° (1.11)
в формуле (2.7). Учитывая кроме того формулы (1.3),
(1.7), имеем выражение потенциальной энергии в виде

cossd -^~ыг Ц) sinsff
F 9) =■ Fr ( f) coss9 H~ Ft (f) sirts9 y

%

n=^Efß. 5 f [S* [Г*-\-Ег 2 -{- л 2 №+*s]
о v* *

Чз 7 Ы]-{- v>*)\ d\ +У? 2 1
-f- 2T # ] ] d& df у

s A Fx -\- ш” =о , s4F )_ -f- г<л2
"=о , (2.8)

(-у- 4 (2 - 9)

7 JtR C 2 i
, о 5 _ ■, t 5

J2 =—A° lsr, Ы =-jpA ' S X , (J ~^~r X v

* =lkv -
<•••>'

л-

Л \Efk zL j* [~4 [ (л-,*') 2 -\- (.r/*) 2 ] ~H
, Н~ r 2 (r z —t) (xf -Ьд: 2 )} drj +

> (2.10)
+ Ы*г Cnr) I,s

*°’ 75 f(f t Жлг,*) 2 +Ж^)г] +
О

Ч“Т [ c*,
z 4~ Dxi ] }sin?dy .
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и интегрируем по л. Тогда выражение изменения потенци-
альной энергии принимает вид

Условие (2.3) приводит к уравнениям

Из уравнений (2.14), (2.15) выражаем критическое зна-
чение параметра загружения t

Уравнение (2.16) соответствует симметрическому состо-
янию деформации, а (2.17) кососимметрическому,
относительно плоскости, пересекающей оболочку по швам.

Учитывая выражения (2.2) и (2.9), получаем формулы
критического усилия и напряжения

Il—-jJtEtR zLA l [-p(af +6f) -j-
-+гл(г 2 +£iR 2 (f) !

' 5/' 75 * (2.13)
• [ (Л+£) a} b 2 } •

”Ктг) ’’И+ с] }", = °

(2.14)

|£= {4/а'-« [-Г+Гг +

+(^Г[*+*]К=о
(2.15)

е*Л
= г*

+ л °,s(£) 41А ’ (2,16)

(2,17)

(2- 18)

( 219>
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Таблица
1

L/R

2

4

6

8

t

<*2 кг./см2

°кр

Да

°/о!%|
г2

%

Да

°/d%.
г2

Да

Wo
г2

0
кр

Да

Wo
г2

0,002
50 100

86,2
2,74 5,48
3,2 6,4

1.3 1.3

43,1
3,87 8,14
9,0 18,9
1,3 1,2

28,7
4,95 10,29
17,235,8
1,2 1

,2

21,6
5,89 13,21
27,3 61,2
1,2 1,0

0,004
50 100

244

3,27 6,51

1,3 2,7

1.3 1.3
122

4,61 9,22
3,87,5

1.3 1.3

81,3
5,65 10,98
7,0 13,5
1,3 1,2

60,9
6,51 13,84
10.722.7
1,3 1,2

0,006
50 100

488

3,61 7,21

0,8 1,6

1.3 1.3
224

5,11 10,19
2,3 4,6

1.3 1.3
149

6,25 12,46
4,28,4

1.3 1.3
112

7,21 14,73
6,4 13,1
1,3 1.2

0,008
50 100

690

3,88 7,76
0,6U

1.3 1.3
345

5,49 10,97
1,63,2

1.3 1.3
230

6,72 13.43
2,9 5,8

1.3 1.3
172

7,74 15,46
4.5 9,0

1.3 1.3

0,010
50 100

964

4,10 8,19
0,4 0,8

1.3 1.3
482

5,78 11,57
1,2 2,4

1.3 1.3
321

7,09 14,19
2,2 4,4

1.3 1.3
241

8,19 16,39
3,4 6,8

1.3 1.3
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Постоянные Clt С2) С 3 и С 4, определяющие начальное
напряженное состояние, вычислены по формуле (1.13) и
(1.15) для следующих случаев;
1) в местах соединения полуцилиндров максимальное

начальное кольцевое напряжение сг2
°= —5O кг/см 2

;

2) то же при сга°= —lOO кг/см 2;

3) изгибные нормальные напряжения, возникающие от
поперечного изгибающего момента М 2 °, а 2

°—+ 100
кг/см 2

;

4) максимальные касательные напряжения N 2
° /Rt=lO

кг/см 2
, вызванные поперечной силой и

5) наибольшие напряжения S°/Rt= 100 кг/см 2
, возникаю-

щие от сдвигающей силы.
Подставив полученные константы в выражения (2.11),

(2.16) (2.17), найдем минимальные значения параметра
нагрузки т

) соотевтствующие этим постоянным.
По формуле (2.19) определим критическое напряжение.

Вычисления произведены при следующих соотношениях
длины и радиуса оболочки; L/R=2, 4,6, 8 и при следую-
щих относительных толщинах: 1=0,002; 0,004; 0,006;
0,008; 0,010. Результаты представлены в таблицах 1 и 3.

Рассмотрим теперь оболочки, для которых критические
напряжения, возникающие от равномерно распределенно-
го внешнего давления, без учета влияния начального на-
пряжения, будут следующими: а) а 2>кр = —5O кг/см 2 и
6) о- 2)кр = —lOO кг/см2

, т. е. равными максимальным на-
чальным напряжениям для первого и второго случаев.

В таблице 2 приведены данные по уменьшению крити-
ческих напряжений (4а) оболочек разной длины для двух
вышеназванных случаев.

Таблица 2

L/R 2 4 6 8

Уменьшение кри-
тического напря-
жения

Да %%

1) 5,1 8.3 10,7 13,4

2) 5,9 9,2 11,8 14,8
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Таблица
3

L/R

2

4

6

8

t

%

аД
%i%

cСЧ CJ * C3 S

Ö
Kp

aA

%\%

о£ CJ CCJ

°кр

(TA

о£ CJ 03 s

(;

кр

(TÄ

!%(%;

о ь C3 S

0,002
n2
°

s° M2
°

86,2
10,10,74 0,054
11,70,86 0,06

62 3,5 0,40
43,1

10,10,74 0,039
23,4 1,72 0,09
46 3,0 0,20

28,7
10,10,74 0,031

35,2 2,58 0,108
38 2,4 0,11

21,6
10,10,74 0,027

46,9 3,44 0,12
31,5 2,5 0,10

0,004
n2
°

s° M2
°

244
10,1 1,050,098

4,1 0,43 0,04
56 4,0 0.49

121,9
10,1 1,05 0,062

8,3 0,86 0,05
41 4,0 0,31

81,3
10,1 1,05 0,057
12,4 1,29 0,07
32 3,2 0,15

60,9
10,1 1,050,045
16,6 1,72 0,07

29,5 2,6 0,22

0,006
n2
°

s°M2
°

448
10,1 1,280,125
2,3 0,28 0,03
54 5.2 0,66

224
10,1 1,290,050
4,5 0,57 0,04
35 4,9 0,32

149,3
10,1 1,280,076

6,8 0,86 3,05
30 3,9 0,31

112,0
10,1 1,290,064

9,0 1,150,06
26,5 2,2 0,34

0,008
n2
°

su M2
°

690
10,1 1,500,159
1,50,22 0,02
47 6,2 0,84

345
10,1 1.470,117
2,9 0,43 0,03
32 6,0 0.32

230
10,1 1,480,092
4,4 0,64 0,04
29 3,3 0,46

172,4
10,1 1,48 0,079
5,9 0,86 0,05
22,5 1,7 0,5!

0,010
n2
°

s° M2
°

964
10,11,65 0,193
1,0 0,17 0,02
44 8.1 1,00

482
10,11,650,135
2,1 0,34 0,3
30 6,3 0,41

321
10,1 1,670,109

3,1 0,52 0,03
27 3,0 0,57

241
10,1 1,660,096

4,2 0,69 0,04
20 1,9 0,44
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Из таблицы 2 видно, что в первом иво втором случае
начальные напряжения влияют на критические напряже-
ния при более длинных оболочках больше, чем при корот-
ких.

В третьем случае уменьшение критического напряжения
незначительное (менее одного процента).

В четвертом случае уменьшение критического напряже-
ния будет За—Ю,l кг/см 2 . Таким образом можно сказать,
что уменьшение критического напряжения не зависит от
толщины и длины оболочки.

В пятом случае, как это показывают результаты вычис-
лений (таблица 4), уменьшение критического напряжения
не зависит от длины оболочки, но зависит от относитель-
ной толщины оболочки .

Вычислены кольцевые напряжения п 2
° в сечениях обо-

лочки через 15°, возникающие в третьем случае от началь-
ного изгибающего момента М2 °, в четвертом случае от
поперечной силы N 2

° и в пятом случае от сдвигающей си-
лы S O

. На основе результатов вычислений составлены
графики и с их помощью определены наибольшее сжи-
мающие напряжения Щ O , представленные также в табли-
цах 1, 3. Наибольшие напряжения в третьем случае
оД —l,O кг/см 2 , в четвертом случае сг 2

°= —62 кг/см2 и
в пятом случае п2

° = —B,l кг/см 2. Соответственно их ве-
личинам, уменьшились и критические напряжения.

Таким образом, на основе приведенных результатов вы-
числений можно сказать, что влияние начального напря-
женного состояния на критическую нагрузку зависит
главным образом от кольцевых напряжений начального
напряженного состояния.

В общем итоге результаты работы нижеследующие.
Пусть

о 2 максимальное мембранное кольцевое напряжение
соответствующее начальному напряженному со-
стоянию обобщенного краевого эффекта;

Таблица 4

t 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010

Ao кг/см2 0,74
•

1,05 1,28 1,48 1,66



бкр критические значения мембранно-кольцевого на-
пряжения в случае равномерного внешнего давле-
ния на оболочку, не имеющую начальных напря-
жений;

Окр критическое значение мембранно-кольцевого на-
пряжения, возникающее от внешней нагрузки и
расчитанное по безмоментальной теории.

На основе результатов вычислений можно дать соотно-
шение

где к зав'исит от относительной длины и толщины обо-
лочки.

При очень тонких (I=l/500) и относительно коротких
(L/R =2) оболочках- k^O, 2. При болеетолстых (I=l/100)
и длинных (L/R =6) оболочках к может достигать 0,4 (см.
табл. 3).

Отсюда следует, что несмотря на быстрое изменение
начального напряженного состояния, „влияние начального
напряжения на критическую нагрузку все же значитель-
ное.

Следует добавить, что критическая нагрузка вычислена
сравнительно неточно и нет оснований считать, что выра-
жения (2.6) хорошо апроксимируют определяемые вели-
чины при достаточно сложном состоянии начального на-
пряженного состояния. Выражениями же (2.6) системе
добавлены дополнительные связи, которые искусственно
повышают критическую нагрузку; таким образом величи-
ны к, вычисленные на основе таблицы, оказываются
меньше действительных.
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