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Annotatsioon

To66 eesmérgiks on uurida prefiks-, sufiks- ja faktor-kinniste keelte vasakfaktoreid ja

aatomeid ning leida neile iseloomulikke omadusi.

Analiitisil lahtusime prefiks-, sufiks- ja faktor-kinniste keelte tunnus-NFA’de omadustest
ning minimaalse DFA ja atomaadi leidmise protseduuridest. Leitud 15plike automaatide
iseloomulike joonte ja vaadeldud keeleklasside keelereeglite alusel tuletasime ja

toestasime vasakfaktorite ja aatomite omadused.

T66 tulemusena tdime vélja prefiks-, sufiks- ja faktor-kinniste keelte vasakfaktorite ja
aatomite leitud omadused, Kirjeldasime vaadeldud keeleklasside omavahelised seosed

ning mirkisime dra nende keelte minimaalse DFA ja atomaadi omadused.

Loputod on kirjutatud eesti keeles ning sisaldab teksti 61 lehekiiljel, 5 peatiikki, 13

joonist, 5 tabelit.



Abstract

Quotients and atoms of prefix-, suffix-, and factor-closed regular languages.

The purpose of this work is to study the properties of quotients and atoms of prefix-,

suffix-, and factor-closed languages.

Our research is based on the knowledge that prefix-, suffix-, and factor-closed languages
have special kind of NFAs accepting these languages. We use Brzozowski's double-
reversal method and theory of atomata to convert these NFAs into minimal DFAs and
atomata. From the characteristic features of minimal DFAs and atomata of these
languages, we derive some properties of quotients and atoms of prefix-, suffix-, and

factor-closed languages.

As a result of the study, we highlight the characteristics of quotients and atoms of
prefix-, suffix-, and factor-closed languages. Also, we describe the relationships between
these languages and sketch the minimal DFAs and atomata of the languages.

The thesis is in Estonian and contains 61 pages of text, 5 chapters, 13 figures, 5 tables.
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Liihendite ja moistete sonastik

Deterministic finite automaton, deterministlik 16plik automaat.

Nondeterministic finite automaton, mittedeterministlik 15plik
automaat.

Finite automaton, I6plik automaat.
Automaadi tdhestik.

Koigi voimalike sonade hulk tihestikus X, kaasa arvatud tiihi
soOna.

Tiihi sona.
Keel tihestikus X on teatud sonade alamhulk hulgast X*.

Keele tiiend £ on keelde £ mittekuuluvate sdnade alamhulk
hulgast ™.

Reversal language, pooratud keel on koigi keele £
iimberpodratud sonade hulk.

Determinization, NFA determiniseerimine.
Trimming, automaadi trimmimine.
Minimization, automaadi minimeerimine.

Reversal, automaadi timberpoéramine.

Left quotient, keele vasakfaktor.
Prefix-closed language, prefiks-kinnine keel.
Suffix-closed lannuage, sufiks-kinnine keel.
Bifix-closed language, bifiks-kinnine keel.
Factor-closed language, faktor-kinnine keel.

Keele aatom — mittetiihi regulaarne keel, mis moodustatakse
keele vasakfaktorite ja nende tdiendite kombinatsiooni
uhisosana.

Negatiivne aatom — vasakfaktorite tdiendite iihisosa, kui see ei
ole tiihi hulk.

NFA, mille koik olekud on 1oppolekud.



Sufiks-kinnise keele NFA, mille kdik olekud on algolekud ja millel on iiks 16ppolek.
tunnus-NFA

Faktor-kinnise keele NFA, mille koik olekud on alg- ja 16ppolekud.
tunnus-NFA
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1 Sissejuhatus

1.1 Taust

Regulaarsed keeled ja neid aktsepteerivad 16plikud automaadid on olnud arvutiteaduse
tiheks oluliseks valdkonnaks juba méodunud sajandi keskpaigast. Tulenevalt erinevatest

kasutusaladest on laiaulatuslik ka uurimistdoode temaatika.

Kéesoleva to6 aspektist on oluline esile tdsta kahte uurimissuunda. Esimeseks suunaks
on automaatide erinevate keerukuste (complexity) ja nende iilemiste ja alumiste tokete
(lower/upper bound) mairamine ning automaatide lihtsustamise vdimalused. Viimasega
seoses on leitud, et iga keele jaoks on olemas unikaalne minimaalne deterministlik 16plik
automaat (deterministic finite automaton — DFA) ja atomaat (d¢tomaton) ning kirjeldatud

nende 16plike automaatide leidmise protseduurid.

Teiseks oluliseks suunaks on erinevate regulaarsete keelte klasside kirjeldamine ja
siistematiseerimine. Uheks téhelepanu leidnud keelte klassiks on sdnaosa suhtes kumerad
(prefix-convex, suffix-convex, factor-convex) keeled. Koigil neil klassidel on omakorda

alamklassid nagu sdnaosa suhtes kinnised (-closed) voi vabad (-free) keeled, ideaalid jne.

Lisaks keele kui terviku iseloomustamisele saab eraldada keelest mitmeid olulisi
komponente. Keele vasakfaktorid ja aatomid on keele komponendid, mis on otseselt
seotud eelnimetatud keelt aktsepteerivate 16plike automaatidega. Keele vasakfaktorid on
vordsed keelt aktsepteeriva minimaalse DFA olekute paremkeeltega ja aatomid on
vordsed keele atomaadi ehk erilise mittedeterministliku 16pliku  automaadi

(nondeterministic finite automaton — NFA) olekute paremkeeltega.

1.2 Probleem

Kuna 10plike automaatide kasutuse peamiseks probleemiks on keerukuse kiire kasv

tehetes, on uurimist6dd pigem keskendunud erinevate keerukusnditajate ja vastavate
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tilemiste ja alumiste tokete leidmisele. Oluliselt vihem on uurimistéddes vaadeldud
erinevate keelte ja keele osade omadusi ja sealtkaudu keele alamgrupi médramise

vOimalusi.

1.3 Eesmark

To6 eesmirgiks on leida ja kirjeldada prefiks-, sufiks- ja faktor-kinniste keelte
vasakfaktorite ja aatomite omadusi ning seeldbi laiendada teoreetilisi teadmisi

eelmainitud keeltest ja nendega seotud automaatidest.

1.4 Ulevaade toost

Kéesolev t66 on jaotatud neljaks peatiikiks.

Teine peatiikk on teema kasitlusest teadustoodes ja artiklites. Vaatleme teemaga seotud

tildist tausta ja keskendume kéesoleva t66 seisukohalt olulistele artiklitele.

Kolmandas peatiikis on liihike iilevaade automaatide ja regulaarsete keelte teooriast ja

kiesolevas toos kasutatud tehnikatest.

Neljas peatiikk sisaldab minu tulemusi. Selles kirjeldame ja tGestame kisitletavate keelte

vasakfaktorite ja aatomite omadusi ning teeme iildistava kokkuvotte leitust.

To06 10petab kokkuvdte.
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2 Taust ja Kirjanduse iilevaade

2.1 Regulaarsed keeled ja nendega seotud automaadid

Olles lihtsustatud tasandil intuitiivselt hoomatav, on 1oplik automaat ja tema poolt
aktsepteeritav keel heaks mudeliks paljudes valdkondades. Peamisena voib kindlasti vilja
tuua keelte analiiiisi ning erinevaid mustrite leidmise rakendusi. Sheng Yu [1] loetleb
olulisimate regulaarsete keelte ja 16plike automaatide rakendusvaldkondadena
programmeerimiskeelte  analiisaatoreid kompilaatorites  ja  kasutajaliideste
translaatorites [2], [3], mustrite sobitamist tekstiredaktorites [4], aga ka vooluahela
(circuit) disainitooriistu [5]. Hiljem lisandunud kasutusvaldkondadest toob ta vilja
paralleelprotsesside disaini ja analiiiisi [6], [7], [8], pildi genereerimise ja kompressiooni
vahendeid [9], [10], [11], objekt-orienteeritud keelte titibiteooriat [12], DNA

analiiisirakendusi [13] jne.

Esimesed olulised 16plikke automaate ja regulaarseid keeli kisitlevad teadustood jaavad
eelmise sajandi keskpaika. Uldiselt on tunnustatud valdkonna arengu alguse olulisimate
toddena McCulloch’i ja Pitts’i narvivorkude mudelite kirjeldust [14], Kleene’i teoreemi
16pliku automaadi ja regulaaravaldise seosest [15], Myhill’i [16] ja Nerode [17] toid
regulaarsete keelte omadustest ning Rabin’i ja Scott’i mittedeterministliku automaadi
esitust [18].

Ténu laialdasele rakendusalale on 10plikud automaadid siilitanud oma keskse koha ka
tanases arvutiteaduses. Kiesoleva t00 vaates keskendume peamiselt regulaarseid
kumeraid keeli ja unikaalsete 1oplike automaatide leidmist ja omadusi késitlevatele

teadustoodele.

2.2 Automaatide lihtsustamine, keelte unikaalsed automaadid

Automaatide suurus on iiheks oluliseks probleemiks 10plike automaatide kasutusel
praktilistes rakendustes. Sellest tulenevalt on pooratud erilist tihelepanu automaadi

lihtsustamise voimalustele ja ekvivalentse minimaalse automaadi leidmisele.

Mitmetest DFA minimeerimise meetoditest kasutame kiesolevas toos Brzozowski

kahekordse pooramise meetodit (Brzozowski’s double-reversal method) [19], kus

14



minimaalne DFA leitakse keele poordkeele DFA pooramise ja determiniseerimise
tulemusena. See meetod on holpsasti kasutatav ja tootab ka juhul, kui esialgne automaat
on NFA. Sellest tulenevalt on seda uuritud, tdiendatud ja arendatud mitmetes artiklites
[20], [21], [22].

Samuti otsitakse vOimalusi minimaalse =~ NFA Kkonstrueerimise algoritmi [23]
parendamiseks. Seda nii eelviidatud Kameda-Weineri meetodi arendamise [24], kui ka
uute lahenemisviiside otsimise kaudu [25], [26], [27].

Brzozowski ja Tamm esitasid oma artiklis [20] uued mdisted automaatide teoorias —
regulaarse keele aatomid ja nendega seotud automaat ehk atomaat. Autorid néitasid, et
keele poordkeele minimaalse DFA pooramisel saadakse NFA, mille paremkeeled on
algse keele aatomid. Artiklis kirjeldavad autorid pdhjalikult atomaadi konstrueerimise

meetodeid ja aatomite ning atomaadi omadusi.

2.3 Regulaarsete keelte kumerate keelte klass ja selle alamklassid

Regulaarsete keelte klassidele ja klasside hierarhia kirjeldamisele keskendunud t6id on
vihe. Pigem on regulaarsete keelte klasse ja alamklasse Kirjeldatud 1oplike automaatide
uurimistoodes, markides, milliste keeleriihmade osas piiiitakse probleemi lahendada voi

uudset lahendust pakkuda.

Kéesolevas t60s vaatleme prefiksite, sufiksite ja faktorite suhtes kinniseid keeli (edaspidi
ka prefiks-, sufiks- ja faktor-kinnised keeled), mis on kdik vastavate kumerate keelte

(edaspidi ka kumerkeel) alamklassid.

Thierrin kirjeldas kumerkeeli 1973-ndal aastal [28]. Mainitud t66 keskendub alamsona

(subword) suhtes kumeratele keeltele.

Ang ja Brzozowski analiiiisisid ja siistematiseerisid kumeraid keeli laiaulatuslikumalt
[29]. Toos kasitlevad nad prefiksite, sufiksite, bifiksite, faktorite ja alamsdnade suhtes
kumeraid keeli ja nende keelte vastava sdnaosa suhtes kinniseid ja vabu alamklasse.
Analiiisi kéigus joonistub kumerkeelte klasside hierarhia ning leiab tdestamist ja
nimetamist hulk klasside omadusi ja omavahelisi seoseid. Neist kdesoleva t66 kontekstis

olulisi nimetame t60 keeleklasse kasitlevas osas.
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Kinnised keeled on olnud uurimisobjektiks paljudele erinevate autorite toodele. Kinniste
keelte vasakfaktorite keerukust (quetient complexity) analiiiisivas t66s [30] esitavad
autorid ka pohjaliku loendi kinniste keelte uurimustest. Kasutan siinkohal siiski ainult

viidet oma viite kinnituseks ja ei korda kogu loendit.

Erinevalt enamikust keelte omadusi ja keerukust uurivatest toodest keskenduvad Kao,
Rampersad ja Shallit kindla struktuuriga NFA’de analiiisile [31]. Nad vaatlevad
NFA’sid, mille kdik olekud on kas algolekud, 16ppolekud voi siis korraga nii alg- kui ka
16ppolekud. Muuhulgas esitavad autorid kolm kéesoleva t60 seisukohalt viga olulist

todemust:

o Keel on prefiks-kinnine vaid siis, kui seda aktsepteerib moni NFA, mille koik

olekud on 16ppolekud.

e Keel on sufiks-kinnine vaid siis, kui seda aktsepteerib moni NFA, mille koik

olekud on algolekud ja millel on ainult iiks 16ppolek.

e Keel on faktor-kinnine vaid siis, kui seda aktsepteerib NFA, mille koik olekud on
samaaegselt nii alg- kui 16ppolekud.

Need miaratlused on aluseks mitmetele kiesolevas toos esitatud tulemustele.
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3 Toos kasutatud moisted

Selles osas késitleme {ildtuntud moisteid ja tehnikaid.

3.1 Tihestik, sona ja keel
3.1.1 Téhestik, sona ja sonaosa
Tihestik on kdikide kasutatavate siimbolite hulk. Edaspidi tdhistame seda siimboliga .

Sona on tihestiku siimbolite kombineerimisega saadav sone. Vahemérkusena pean
oluliseks siinkohas tépsustada, et enamikus automaate ja regulaarseid keeli késitlevates
uurimustes kasutatakse antud kontekstis sona ,,word “ mitte ,,string “. Sellest tulenevalt

kasutame ka meie edaspidi sona ,,sOna®, mitte ,,sone‘.
Sona tihistusena kasutame edaspidi tdhti u, v, w, x, z.

X* on koigi sdonade hulk tdhestikus X. £* sisaldab alati ka tiihja sona, mida tdhistame

siimboliga ¢.
Sonaosadest vaatleme t66s peamiselt kolme: prefiks, sufiks ja faktor.

Vaatleme sonu u, v, w ja x tahestikus 2. Kui kehtib vordus w = uw, siisu on w prefiks
javonw sufiks. Kui w = uxv, siisu, x ja v on sdna w faktorid. Samas on w faktorid

ka ux ja xv.

Alamsona on sona, mille saame algsest sonast tdhtede eemaldamisel. Kui w = uxvz,

siis sonad uvz, uxz, uz jaxz on sdna w alamsonad. Samas on alamsdnad ka koik sdna w

faktorid.

Kuna kehtib vordus w = ew = we , siis saame Oelda, et w on iseenda prefiks, sufiks ja

faktor.

S6na tmberpdoramine muudab siimbolite jirjestuse temas vastupidiseks. Sona w
podramisel saadud sdna tihistame siimboliga w&®. Niiteks kui sdna w = abc, siis

wR = cha, kus a, b ja ¢ on siimbolid tihestikus.
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Sona podramisel kehtib reegel: kui w € £* jaa € Z, siis (wa)R = aw?.
3.1.2 Keel, keele tiiend ja pooratud keel

Keel tdhestikus X on teatud sonade alamhulk hulgast £*. Edaspidi tihistame keelt

stimboliga L. Seega, kui £ on keel tdhestikus Z, siis kehtib seos L € Z*.

Keele tiiend L on keelde £ mittekuuluvate sdnade alamhulk hulgast £*, kui £ on

keel tahestikus . Teisisdnu £ = T*\ L.
Pioratud keel L® on kdigi keele £ pddratud sdnade hulk ehk LR = {w®|w € L}.

Keel on regulaarne keel, kui leidub moni 10plik automaat, mis aktsepteerib tépselt

selle keele koiki sonu ehk teisiti oeldes aktsepteerib seda keelt.

3.2 Loplikud automaadid ja regulaarsed keeled

Loplik automaat (finite automaton — FA) on viie parameetriga iseloomustatav

protsessimudel, mis koosneb 10plikust arvust olekutest ja siiretest nende olekute vahel.

FA aktsepteerib regulaarset keelt, otsustades, kas sisendsdna kuulub sellesse keelde voi

mitte. lgale regulaarsele keelele leidub FA, mis aktsepteerib seda keelt.
Kaks FA’d on ekvivalentsed, kui nad aktsepteerivad iihte ja sama keelt.

Vaadeldakse kahte liiki Ioplikke automaate — deterministlik 16plik automaat
(deterministic finite automaton — DFA) ja mittedeterministlik 15plik automaat

(nondeterministic finite automaton — NFA).
Igast NFA’st saab alati moodustada ekvivalentse ehk sama keelt aktsepteeriva DFA.
3.2.1 Deterministlik 16plik automaat — DFA

DFA kirjeldamiseks kasutame viisikut D = (Q, %, 8, q4, F), kus
Q on automaadi olekute mittetiihi 15plik hulk,
¥ on automaadi tdhestik ehk lubatud siimbolite mittetiihi 16plik hulk,

& on siirdefunktsioon Q x X — Q,
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q, on automaadi algolek g, € Q,

F on automaadi 16ppolekute hulk ja F € Q.

Mitte tiihja keelt aktsepteerival DFA’] on alati iiks algolek ja iiks voi mitu 16ppolekut.
Siirdefunktsioon kirjeldab siirdeid kdigist olekutest koigi tahestiku siimbolite jaoks. DFA

puhul on igal tdhestiku siimbolil mistahes olekust viljumiseks tépselt iiks voimalik siire.

Automaadi kirjeldamiseks kasutatakse nii graafilist kui tabelkuju.

>0, ds 4,
a, ds Qg
<03 dg dg
g g g

Joonis 1 DFA

Naiteks Joonisel 1 on toodud DFA graafiline kujutis ja siirete tabel.

Selle DFA olekute hulk on Q = {q4,92, 93,9}, tdhestik on ¥ = {a, b}, algolek on q,,
16ppolekute hulk on F = {q3} ja voimalikud siirded on Kirjeldatud iilalpool joonisel toodud

siirete tabelis.

Skeemil ja siirete tabelis tihistame automaadi algolekut siseneva noolega. Automaadi

10ppolekut tdhistame skeemil kahekordse ringjoonega ja siirete tabelis véljuva noolega.

Olekut g4 nimetame tiihjaks olekuks. Sellesse olekusse koonduvad koik negatiivse

tulemiga 16ppevad siirete jadad ehk tulemused, kus DFA ei aktsepteeri sisendsona.

Minimaalne DFA on DFA, millele ei leidu vdiksema olekute arvuga ekvivalentset
DFA’d.

3.2.2 Mittedeterministlik 16plik automaat — NFA

NFA kirjeldamiseks kasutame viisikut N = (Q, %, 6,1, F), kus
Q on automaadi olekute mittetiihi 15plik hulk,
¥ on automaadi tdhestik ehk lubatud siimbolite mittetiihi hulk,
& on siirdefunktsioon Q x X — 22, kus 29 tihistab Q kdikide alamhulkade
hulka,
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I on automaadi algolekute hulk jal € Q,

F on automaadi 16ppolekute hulk ja F € Q.

Mittetiihja keelt aktsepteerival NFA 'l voib olla tiks voi mitu alg- ja 16ppolekut.

Igal tdhestiku siimbolil on mistahes NFA olekust véljumiseks siirete hulk, mis voib olla

tithi hulk voi sisaldada tihte voi mitut Siiret.

Vaatame ka siin néidet

a b
5 b b =0, {a,} -
ech - ‘{qS}
a, b ' >0 {as} {Q3,q4}
<>, -
Joonis 2 NFA

Joonisel toodud NFA olekute hulk on Q = {q4, 92,93, q4}, tdhestik on £ = {a, b},

algolekute hulk on I = {q;, 92,93, 94} ja loppolekute hulk on F = {q,}.

NFA joonisel kasutame samu téhiseid kui DFA joonisel.
3.2.3 Siirdefunktsiooni laiendused
Kasutame ka laiendatud siirdefunktsioone :

Séna siirete jada automaadis on §:Q X X* — 29, Kkus

6'(q,xa) = Upes,(q’x)(ﬁ(p, a),kusg € Qjax € L.

Olekute alamhulga siirete funktsioon on §”: 22 x £* - 29,

kus 6" (P,w) = Ugep6'(q,w), kusP S Q jaw € 7.
Lihtsuse mdttes tihistame edaspidi funktsioone §’ ja 8" tihisega §.

3.2.4 Lopliku automaadi keel

6'(q,¢) ={q}

ja

Kui automaat aktsepteerib mingit keelt, siis kdigi selle keele sonade jaoks eksisteerib

siirete jada automaadi algolekust 10ppolekusse. Kuna NFA ja DFA algolekud on

defineeritud erinevalt, on ka keele definitsioon nende jaoks erinev.
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NFA N = (Q,Z%, 6,1, F) aktsepteerib keelt L(NV) = {w € Z*|6 (I,w) N F +# @}.

Sama definitsioon kehtib DFA puhul arvestusega, et algolekute hulk koosneb ainult {ihest
voimalikust olekust ehk siis L(D) = {w € £*|6(q;,w) N F # @}.

3.2.5 Lopliku automaadi oleku vasakkeel ja saavutamatu olek

Automaadi oleku vasakkeel on selle automaadi keele sdnade prefiksite hulk, mis

automaadi siirete tulemusel jouavad algolekust vaadeldava olekuni.

DFA ja NFA olekute vasakkeelte definitsioonid erinevad tulenevalt lubatud algolekute

madratlusest.

NFA IV oleku q vasakkeel L; (V) on keele £ kdikide sdnaosade hulk, mis jouavad
automaadi siirete tulemusel mingist algolekust olekusse g. Ehk siis NFA NV oleku g
vasakkeel L; (V) = {w € Z*| q € §(I,w)}.

Peatiikis 3.2.2 esitatud ndites on NFA oleku q, vasakkeel L; ,, (V) = {¢,a}.

DFA puhul algolekute hulk I = {q,}, kus g, on DFA ainus algolek. Seega DFA D oleku
q vasakkeel L, ,(N) = {w € £*| q € §(q1, W)}

Saavutamatu olek on olek, mille vasakkeel on tiihi hulk.
3.2.6 Lopliku automaadi oleku paremkeel, tiihi olek ja olekute ekvivalentsus

Automaadi oleku paremkeel on selle automaadi keele sdnade sufiksite hulk, mis

automaadi siirete tulemusel jouavad vaadeldavast olekust 15ppolekuni.
DFA ja NFA olekute paremkeelte definitsioonid on iihesugused.

Automaadi V' oleku q paremkeel L, (V') on keele £ sdnaosade hulk, mis jouavad
automaadis siirete tulemusel olekust ¢ monda 16ppolekusse. Ehk siis automaadi V' oleku
q paremkeel L, (V) = {w € £*|6(q,w) N F # @}.

Naiteks peatiikis 3.2.2 vaadeldud NFA oleku g5 paremkeel Ly, (V) = (a*b*)*b = Z*D.

Tiihi olek on olek, mille paremkeel on tiihi.
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Kaks olekut on ekvivalentsed, kui nende paremkeeled on identsed.
3.2.7 Regulaarse keele vasak- ja paremfaktor

Regulaarse keele L vasakfaktor (left quotient) sonale w on regulaarne keel
paremjadkide x; hulgast, mis saadakse prefiksi w eraldamisel kdigist keelde £ kuuluvatest
sonadest. Ehk siis keele vasakfaktor sonale w on regulaarne keel
wlL ={x e Z*|lwx € L}.

On tldiselt teada, et regulaarse keele vasakfaktorite hulk on 10plik ja vastavuses

minimaalse DFA olekute hulgaga.
Vasakfaktorite hulka tahistame K = {Kj, ..., K, }, kus n on vasakfaktorite arv.
Kui w on tiihi sdna, siis vasakfaktor on vordne keelega, ehk e 1L = L.

Kui V' on keelt £ aktsepteeriv automaat ja w on sdna oleku g vasakkeeles, siis g

paremkeel on alamhulk keele £ vasakfaktorist ehk L, -(NV) € w™1L.

Regulaarse keele £ vasakfaktorite DFA on DFAD = (Q,Z%, 3, g, F), kus
olekute hulk @ on tiksiiheses vastavuses keele vasakfaktoritega, koigi voimalike siirete
puhul kehtib reegel §(w=1L,a) = a~*(w™1L), algoleku g, paremkeel on ¢™1L = L ja

16ppolekute paremkeeled sisaldavad tiihja sona.
On teada, et keele £ vasakfaktorite DFA on keele £ minimaalne DFA.
Analoogselt vasakfaktoriga saame sonastada ka paremfaktori mdiste.

Keele £ paremfaktor sdnale w on regulaarne keel vasakjdikide x; hulgast, mis
saadakse sufiksi w eraldamisel koigist keelde £ kuuluvatest sonadest. Ehk siis keele

paremfaktor sdnale w on regulaarne keel Lw ™! = {x € £*|xw € L}.
3.2.8 Regulaarse keele aatomid

Regulaarse keele £ aatomid [20] on mittetiihjad regulaarsed keeled, mis
moodustatakse keele vasakfaktorite ja nende tdiendite kombinatsiooni ithisosana. Keele

aatomite hulka tahistame edaspidi A = {4, ..., A,, }, kus m on aatomite arv.

22



Kui  keele £ vasakfaktorite hulk K ={K,,...,K,}, siis Kkeele L aatom
A, =K nK,n..nK,, kus K, on keele £ vasakfaktor K; vdi vasakfaktori tiiend K; ja
A; eiole tiihi hulk.

Keele kahe suvalise aatomi tihisosa on alati tithi hulk.

Negatiivne aatom on vasakfaktorite tdiendite iihisosa K; N K, N ...N K,,, Kui see ei

ole tiihi hulk. Negatiivset aatomit tdhistame edaspidi A~ .

Positiivne aatom on vasakfaktorite ja nende tdiendite kombinatsiooni tihisosa, Kui
kombinatsioonis on vdhemalt {iks vasakfaktor ja kombinatsiooni {ihisosa on mittetiihi

hulk.
Positiivne aatom on alati mone vasakfaktori alamhulk.

Ko&ik vasakfaktorid on kirjeldatavad positiivsete aatomite ihenditena. Seega iga
vasakfaktor on esitatav kujul K; = A;; U ...U A, Kus A;q, ..., Aj; on keele aatomid, mis

esinevad vasakfaktoris K; .

Naiteks, kui keele £ vasakfaktorite hulk on K = {K;, K,}, siis keelel £ on kolm

kandidaat-hulka, mis on positiivsed aatomid, kui nad ei ole tiihjad hulgad:
A=K NK, #
A, =K. NK,#0
A=K NK,+0

Keele £ negatiivne aatomon A~ = K; N K,, kui K; N K, # 0.

Algaatom on aatom, mis on algse keele alamhulk. Seega A; on keele £ algaatom, kui

A; € L, kus A; on keele £ aatom.

Loppaatom on aatom, mis sisaldab tiihja sGna. Seega A; on keele £ I6ppaatom, kui

€ € A;, kus A; on keele £ aatom.
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3.3 Operatsioonid loplike automaatidega, minimaalne DFA ja atomaat
3.3.1 NFA determiniseerimine

Determiniseerimine on NFA teisendamine temaga ekvivalentseks ehk sama keelt
aktsepteerivaks DFA’ks. NFA determiniseerimise tulemust tdhistame tiéhega D

automaadi iilaindeksis, ehk siis NFA N determiniseerimise tulemus on NP, Kogu

det
protseduuri tdhistame skemaatiliselt & — NP,
Determiniseerimiseks kasutame algolekust saavutatavate alamhulkade meetodit.
Olekute alamhulkade moodustamisel kasutame jargmisi teadmisi:

e olekute alamhulga s ={qy,...,q,} siirdefunktsioon siimbolile a on hulka

kuuluvate olekute siirdefunktsioonide {ihend §(s, a) = Ugq,e56(q;, @), Kus a € Z;

e kui olekute alamhulka kuulub vdhemalt iiks 16ppolek, siis on ka olekute alamhulk

16ppolek.

Meetodi selgituseks determiniseerime peatiikis 3.2.2 vaadeldud NFA.

(a) (b)

NFA N a b N - NP a b uus
-2>q; {a,} - {010,030, {a05} {9304} 51
=24, - {as} {a,9} {as} {ds,d4} S,
>0a; {as}  {as,04} <{a3q.} {as}  {az st s

<—>q, - - {as} {as} {9304} Sy

(c) (d)
DFA NP a b a
<25, S5 S5
s, S, S,
< s S4 Sy
Sy Sy S5

Joonis 3 NFA determiniseerimine
Joonis 3 tabel (a) on NFA siirete tabel. Kogume tabelisse (b) kdik algolekute hulgast
saavutatavad alamhulgad ja nende siirded. Esmalt {ihendame kd&ik algolekud iiheks

alamhulgaks ja leiame selle alamhulga siirded koigi automaadi tdhestiku siimbolitega.
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Selliselt saadud uued alamhulgad lisame tabelisse uuteks ridadeks ja leiame ka neile kodik

siirded. Kordame tegevust, kuni kdik saavutatavad alamhulgad on leitud.

Lihtsustamise eesmaérgil kasutame tabeli (b) teisendamisel DFA siirete tabeli reegleid
jargivaks tabeliks (C) alamhulkade tdhiseid, olekute liittdhiste asemel. Joonise 3 osas (d)

on leitud DFA graafiline kujutis.
3.3.2 Automaadi trimmimine (trimming)
Automaadi trimmimisel eemaldame automaadist kdik tiihjad ja saavutamatud olekud.

Automaadi trimmimise tulemit tdhistame T tihega automaadi tilaindeksis, ehk siis NFA

rim

t
N trimmimise tulemus on N7 ja kogu protseduuri tdhistame N NT,
3.3.3 DFA minimeerimine, minimaalne DFA

DFA on minimaalne, kui tikski tema olekutest ei ole saavutamatu olek vdi ekvivalentne

sama automaadi mone teise olekuga [20].

Automaadi minimeerimine on minimaalse olekute arvuga ekvivalentse automaadi
leidmise protsess. DFA minimeerimisel koondatakse kdik ekvivalentsed olekud iiheks ja

korvaldatakse saavutamatud olekud.

Automaadi minimeerimise tulemust téhistame tdhega M automaadi iilaindeksis, seega

DFA D minimeerimise tulemus on D ja kogu protseduuri tihistame D M,

Naiteks peatiikis 3.3.1 determiniseerimise tulemusel saadud DFA’s (Joonis 4 (a) allpool)
kehtib vorduste paar §(s,, a) = §(s,, a) ja 6(s4, b) = &(s3,b). Kuna olekud s, ja s,
kumbki ei ole 1dppolekud, saame vordustest jireldada, et nende paremkeeled on vordsed
ja olekud on ekvivalentsed. DFA minimeerimiseks koondame need kaks seisundit {iheks
ja valime talle nimeks s,. Muudatuse tulemusel saame siirete tabeli (b) allpool oleval

joonisel.

Joonise tabelist (b) on néha, et §(s;,a) = §(s3,a) ja §(s1,b) = 8(s3,b) jaolekud s, ja
s3 on 1dppolekud, seega s; ja s3 on ekvivalentsed ja me saame nad koondada. Kehtivad
ka vordused 6(s1,a) = 8(sy,a) ja 6(s1,b) = 6(sz,b), aga kuna s, ei ole Ioppolek, ei

sisalda tema paremkeel tiihja sona.
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Seega ei ole oleku s, paremkeel vordne olekute s; ja s; paremkeelega ja s, ei ole
ekvivalentne eelmainitud olekutega. Koondades olekud s, ja s; olekuks s;, saame siirete
tabeli (c).

DFA NP a b DFA NP a b
&5y S, S3 &S, S, S5
S5 Sy S3 S5 S, S3
s, Sy S3 &5, Sy S3
S, Sy S3
(c) (d)
DFA NP¥ 4 b b ‘ a ‘ ]
&>, s, S, e
) 52 51

Joonis 4 DFA minimeerimine
Kuna tabelis ei ole enam ekvivalentseid olekuid, oleme leidnud minimaalse DFA (Joonis

4 (c) ja (d)), mis on ekvivalentne esialgse DFA’ga (Joonis 3 (c) ja (d)).
Keele £ minimaalse DFA D olekute paremkeelteks on keele £ vasakfaktorid (3.2.7).
Seega keele £ vasakfaktorid on:

K, =3bhUe=1L
K2=E*b

3.3.4 Lopliku automaadi iimberpdééramine (reversal)

Automaadi timberpddramisel vahetame alg- ja ldppolekud ning muudame siirete suuna
vastupidiseks. Kui olek on korraga alg- ja 16ppolek, siis jadb ta ka timberpo6ramise

tulemusena alg- ja 16ppolekuks.

Umberpddratud automaati tihistame tihega R automaadi iilaindeksis, seega NFA

] rev
{imberpddramise tulemit tihistame V'R ja kogu protseduuri tihistame & — N'R,
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Automaadi podrdautomaat aktsepteerib esialgse automaadi keele podrdkeelt. Kui
automaat V' aktsepteerib keelt £, siis tema pddrdautomaat V'R aktsepteerib poordkeelt
LR, Seega, kui L(V) = £, siis L(VR) = LR,

Niitena podrame timber eelmises ndites leitud DFA (Joonis 5 vasak pool). Kuna s; on
alg- ja 1oppolek, siis jadb ta ka pooratud automaadis alg- ja 16ppolekuks. Automaadi
siirded muudame automaadi pooramisel vastupidiseks. Kuna automaadis oli siire
6(sq,a) = sy, siis pooratud automaadis on siire s; € §(s,, a). Kuna esialgsel automaadil

on ka siire §(s,, @) = s, siis pddramise tulemusel tekib siirete hulk §(s,, a) = {s4,s2}.

DFA )vDPM a b “ NFA v DMR a b
&->s, S, S, “ &-s; - {s; 51}
) Sz 51 ' S {s1, s2} -

Joonis 5 Automaadi pddramine
Joonise paremal poolel on pdédramise tulemusena saadud podrdautomaat. Kui algne
automaat aktsepteerib kdiki sonu tahestikus {a, b} mis 16ppevad b téhega ja tiihja sdna,

siis poordautomaat aktsepteerib koiki sdnu téhestikus {a, b} mis algavad b tihega ja tiihja

sona.

Reeglina saame nii NFA kui ka DFA iimberpddramise tulemusena NFA.

3.3.5 Regulaarse keele atomaat

Kui A = {44, ..., A,y } on keele £ aatomite hulk, siis keele £ atomaat on keelt £
aktsepteeriv NFA A = (Q,Z%,8,1,{qm}), kus Q = {q1, q2, -.-, @;n} On liksiiheses
vastavuses aatomite hulgaga A, I on keele £ algaatomitele vastavate olekute hulk, g,,
on keele £ 16ppaatomile vastav olek ja q; € §(q;, a) siis ja ainult siis, kui A; < a~14;,

Aj ja A; on vastavalt NFA A olekutega q; ja g; seotud keele £ aatomid ja a € X [20].
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On teada, et keele £ atomaadi olekute paremkeeled on keele £ aatomid ehk
Lg,r(A) ={w € Z*|6(q;,w)NF # @} = A; [20].

Keele £ atomaat A on isomorfne automaatidega DRPR ja W RPMR kus D on keele £
minimaalne DFA ja V' on keelt £ aktsepteeriv NFA. Seega on keele £ atomaat A

isomorfne keele £ podrdkeele LR minimaalse DFA podrdautomaadiga [20].
Eeltoodu annab meile mitu voimalust keele atomaadi leidmiseks.

Esimesel juhul alustame keele minimaalsest DFA’st, pdorame automaadi iimber,
determiniseerime tulemuse ja seejdrel poorame tulemit veelkord. Peatiikis 3.3.4
konstrueerisime juba podratud automaadi peatiikis 3.3.3 leitud minimaalsele DFA’le.
Viidatud automaat (Joonis 6 (a)) on NFA, kuna ei ole rahuldatud DFA ndue, et igal

seisundil peab olema iga tdhestiku siimboli kohta tapselt iiks voimalik siire.

(a) (b) (c)
NFA NDMR a b NFA NDMRD 4 b NFA v DMRDR a b
&S, - {s2, 51} &S, dg Sy <0s, dg S3
S, {s1 sa} - &5, S5 S, &5, 5, S,
Oy Ay Ay Ay dg )

ba

Seega esimese toiminguna determiniseerime automaadi. Selleks {ihendame olekute

Joonis 6 Atomaadi konstrueerimine

grupids; U s, = s3 jalisame tiihja oleku puuduvate siirete jaoks. Uue olekute alamgrupi

siirded suunduvad temasse endasse ehk siis  §(s3a) ={si,s;} =53 Ja
6(s3,b) = {s1,82} = s3.

Determiniseerimise tulemus on iilalpool oleva joonise osas (b). Joonise osas (c) on

eelmainitud automaadi podramise tulemus — atomaat.
Eelnevalt leidsime keele £ vasakfaktorid:

K, =3'bUf{e} =L
Kz :E*b
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Vasakfaktorite tdiendid on vastavalt:
K, =X*a
K, =X*a U {¢}
Kuna leidsime kaks vasakfaktorit, siis on neli voimalikku kombinatsiooni

vasakfaktoritest ja nende tdienditest. Seega keele aatomi kandidaadid on jargmised:

A =K, NK, =K, =Z%b
A, =K NK; = {e}
A; =K, NK, = ¢
A~ =K, nK, =K, =%*a
Kuna aatom peab olema mittetiihi hulk, siis A; ei ole aatom. A; ja A, on positiivsed

aatomid ja A~ on negatiivne aatom.

Teise voimalusena voib atomaadi leidmist alustada NFA’st, leida minimaalne DFA

poordkeelele ja see imber poorata.

Kuna keele £ atomaat on pddrdkeele L8 minimaalse DFA pddrdautomaat, on tal alati

tapselt iiks 10ppolek.

3.4 Kumerad keeled ja kinnised keeled

Kumera keele (convex languages) maiste esitas Thierrin [28], [30]. Ang ja Brzozowski

analiilisisid ja siistematiseerisid kumerate keelte alamklasse laiaulatuslikumalt [29].

Kumera keele klass mairab dra, millise sonaosa suhtes keel on kumer. Uldiselt tuntakse
viit kumerkeelte klassi: prefiks-, sufiks-, bifiks-, faktor- ja alamsona-kumerat keelt.
Uldistusena kasutatakse ka X-kumera keele mdistet, kus X on siis vastavalt kas prefiks,

sufiks, bifiks, faktor voi alamsona.

X-kumeratel keeltel eristatakse nelja erijuhtu ehk alamklassi:
e X-kinnised keeled,
o X-vabad keeled,
e Ideaalid,

e X-kumerad keeled, mis ei kuulu kolme eeltoodud alamklassi.
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Ideaal on keel, mis aktsepteerib sonade prefiksina, sufiksina, voi nii prefiksi kui
sufiksina tahestiku koiki voimalikke kombinatsioone ehk siis £*. Téapsemalt, vasakideaal
L;; =LK , paremideaal Lg; = KX* ja kahepoolne ideaal Lz; = Z*KX*, kus K on
regulaarne keel téhestikus Z [28].

On teada, et koik X-kinnised keeled on ka X-kumerad keeled. Seega edaspidi me X-
kinniste keelte puhul nende X-kumerust ei korda, vaid nimetame neid X-kinnisteks
keelteks.

Kéesolevas to0s kasitleme peamiselt mittetiihjasid prefiks-, sufiks- ja faktor-kinniseid

keeli.
3.4.1 Prefiks-kinnine keel

Keel £ on prefiks-kumer (prefix-convex) siis ja ainult siis, kui sonade u ja uvx

kuulumisest keelde £ jareldub, et ka sdna uv kuulub keelde £ [32].

Prefiks-kumer keel £ on prefiks-kinnine (prefix-closed) keel, kui sona w kuuludes
keelde £ kuuluvad sellesse keelde ka koik w prefiksid [33]. Seega, kuiw = w;v; ja
w € L,siiskau; € L, kusi € {1,...,n+ 1} on vabalt valitud 15ike koht sdnas w ja

n on sona w pikkus.
Muu hulgas on tdestatud jargmised prefiks-kinniste keelte omadused:

e Prefiks-kinnine keel on parem-ideaali tdiend. Ehk siis prefiks-kinnine keel

Lpe = KZ*, kus K on regulaarne keel tihestikus X [29].

e Kahe prefiks-kinnise keele ithend on prefiks-kinnine keel ehk kui £ ja & on

prefiks-kinnised keeled, siis ka £ U K on prefiks-kinnine keel [29].

e Kahe prefiks-kinnise keele iihisosa on prefiks-kinnine keel ehk kui £ ja & on

prefiks-kinnised keeled, siis ka £ N K on prefiks-kinnine keel [29].
o Prefiks-kinnise keele vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled [29].

o Igal prefiks-kinnisel keelel on seda aktsepteeriv NFA, mille olekud on koik
16ppolekud [31]. Edaspidi nimetame seda NFA’d prefiks-kinnise keele
tunnus-NFA’ks.
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Naiteks on lihtne prefiks-kinnine keel Ly = {¢, a, ab, abb}.

a b

a b b <=0 {a,} -
<0q, - {as}
<03 - {a,}

<,

Joonis 7 Prefiks-kinnise keele NFA

Lisas 1 leiame sellele keelele vasakfaktorid ja aatomid.

Vasakfaktorid :

K, ={¢a,ab,abb} =L K, ={&,b,bb}
K5 = {¢, b} K, = {¢}

Ky =0

Aatomid:

A ={¢e} A, = {b}

A; = {a,ab,abb} A, = {bb}

Ay =X%aa + X*aab + X*aabb + X*ba + L*bab + X*babb + L*bbb
3.4.2 Sufiks-kinnine keel

Keel £ on sufiks-kumer (suffix-convex) siis ja ainult siis, kui sonade x ja uvx

kuulumisest keelde £ jareldub, et ka sdna vx kuulub keelde L.

Sufiks-kumer keel £ on sufiks-kinnine (suffix-closed) keel, kui sona w kuuludes
keelde £ kuuluvad sellesse keelde ka koik w sufiksid [33]. Seega, kuiw = w;v; ja
w € L, siiskav; € L, kusi € {1,...,n+ 1} on vabalt valitud 15ike koht sdnas w jan

on sdona w pikkus.
Muu hulgas on tdestatud jargmised sufiks-kinniste keelte omadused:

o Sufiks-kinnine keel on vasak-ideaali tdiend. Seega sufiks-kinnine keel
Lge = X*K , kus K on regulaarne keel tihestikus X [29].

o Kahe sufiks-kinnise keele ithend on sufiks-kinnine keel. Seega, kui £ ja K on

sufiks-kinnised keeled, siis ka £ U K on sufiks-kinnine keel [29].
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o Kahe sufiks-kinnise keele tihisosa on sufiks-kinnine keel. Seega kui £ ja K on
sufiks-kinnised keeled, siis ka £ N K on sufiks-kinnine keel [29].

o Sufiks-kinnise keele paremfaktorid on sufiks-kinnised keeled [29].

e Iga sufiks-kinnise keele jaoks leidub seda aktsepteeriv NFA, mille olekud on
koik algolekud ja millel on iiks 16ppolek [31]. Edaspidi nimetame seda sufiks-

kinnise keele tunnus-NFA ’ks.

Sufiks-kinnist keelt kasutasime eelmise osa naidetes. Vaatame siiski ka lihtsat
sufiks-kinnist keelt Lg- = {¢, b, bb, abb}.

a b

\ .
1 {g,} -
(o) >(o)(a) s - w

=0, - {aq}
<20,

Joonis 8 Sufiks-kinnise keele NFA

Lisas 2 Leiame sellele keelele vasakfaktorid ja aatomid.

Vasakfaktorid :

K, ={e b,bb,abb} =L K, = {bb}
K; = {¢, b} K, = {b}
Ks = {¢} Ky =0
Aatomid:

A, = {¢} A; = {b}
A; = {bb} A, = {abb}

Ay =ZX"a+ X*ab + X*bbb + X*aabb + L*babb
3.4.3 Bifiks-kinnine keel

Bifiks-kumer (bifix-convex) keel on keel, mis on korraga nii prefiks- kui ka sufiks-

kumer.

Bifiks-kinnine (bifix-closed) keel on keel, mis on korraga nii prefiks- kui ka sufiks-
kinnine keel [29]. Bifiks-kumer keel £ on bifiks-kinnine keel, kui sona w kuuludes

keelde £ kuuluvad sellesse keelde ka koik w prefiksid ja sufiksid. Ehk siis kui

32



w

= w;v; jaw € L,siiskau;,v; € L, kusi € {1,...,n + 1} on vabalt valitud 16ike

koht sGnas w.

Muu hulgas on toestatud jargmised bifiks-kinniste keelte omadused:

Kahe bifiks-kinnise keele ithend on bifiks-kinnine keel ehk kui £ ja K on bifiks-
kinnised keeled, siis ka £ U K on bifiks-kinnine keel [29].

Kahe bifiks-kinnise keele iihisosa on bifiks-kinnine keel ehk kui £ ja K on

bifiks-kinnised keeled, siis ka £ N K on bifiks-kinnine keel [29].

Koik bifiks-kinnised keeled on alati ka faktor-kinnised [29].

3.4.4 Faktor-kinnine keel

Keel £ on faktor-kumer (factor-convex) siis ja ainult siis, kui sdnade u, x ja uvx

kuulumisest keelde £ jareldub, et ka sonad uv ja vx kuuluvad keelde L.

Faktor-kumer keel £ on faktor-kinnine (factor-closed) keel, kui sona w kuuludes
keelde £ kuuluvad sellesse keelde ka kdik w faktorid [33]. Ehk siis kuiw = u;x;;v; ja

w € L, siiska u;, x;;, v; € L kus i,j € {1,...,n + 1} on vabalt valitud 1dikekohad sonas

w selliselt, eti < j .

Muu hulgas on tdestatud jargmised faktor-kinniste keelte omadused:

Faktor-kinnine keel on alati ka bifiks-kinnine keel [29].

Faktor-kinnine keel on kahepoolse ideaali tdiend. Ehk siis faktor-kinnine keel

Lrpc = L*KZL*, kus K on regulaarne keel tahestikus X [34].

Kahe faktor-kinnise keele iihend on faktor-kinnine keel ehk kui £ ja K on

faktor-kinnised keeled, siis ka £ U K on faktor-kinnine keel [29].

Kahe faktor-kinnise keele iihisosa on faktor-kinnine keel ehk kui £ ja K on

faktor-kinnised keeled, siis ka £ N K on faktor-kinnine keel [29].
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e Igale faktor-kinnisele keelele leidub teda aktsepteeriv NFA, mille olekud on
koik nii alg- kui ka 1oppolekud [31]. Edaspidi nimetame seda faktor-kinnise
keele tunnus-NFA’ks.

Vaatame néitena jallegi lihtsat faktor-kinnist keelt Lz = {¢, a, b, ab, bb, abb}.

a b
<=0, {a,}
<20, - {as}

<203 - {as}
690]4 - -

Joonis 9 Faktor-kinnise keele NFA

Lisas 3 on toodud selle keele vasakfaktorite ja aatomite leidmine.

Vasakfaktorid

K, ={¢g,a,b,ab,bb,abb} K, = {¢, b, bb}

K; = {¢, b} K, = {¢}

Ky=0

Aatomid

A; ={¢} A; =1{b}

A; = {bb} A, = {abb,ab, a}

Ay =2%a+ X*ab + X*bbb + X*aabb + X*babb
3.4.5 Alamsédna-kinnine keel

Keel Lon alamséna-kumer (subword-convex) siis ja ainult siis, kui sdnade u ja w
kuulumisest keelde £ jareldub, et ka sona v kuulumine keelde £, kus u on v alamsdna

ning u ja v on w alamsonad [30].

Alamsona-kumer keel £ on alamséna-kinnine (subword-closed) keel, kui sona w

kuuludes keelde £ kuuluvad sellesse keelde ka koik w alamsdnad [30].
Muu hulgas on tdestatud jargmised alamsona-kinniste keelte omadused:

e Kahe alamsona-kinnise keele iihend on alamsona-kinnine keel ehk kui £ ja K on

alamsona-kinnised keeled, siis ka £ U K on alamsdna-kinnine keel [29].
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¢ Kahe alamsdna-kinnise keele iihisosa on alamsona-kinnine keel ehk kui £ ja K

on alamsona-kinnised keeled, siis ka £ N K on alamsona-kinnine keel [29].

e Koik alamsona-kinnised keele vasakfaktorid on alamsona kinnised keeled [29].
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4 Kinniste keelte vasakfaktorite ja aatomite omadused

To0s kdsitleme ainult mittetiihjasid regulaarseid keeli.

Jargnevates peatiikkides analiiisime eraldi Kinniste keelte alamgruppe ja leiame neist

igale vasakfaktorite ja aatomite iseloomulikud omadused.

4.1 Bifiks- ja alamsona-kinnised keeled

On teada, et koik bifiks- ja alamsdna-kinnised keeled on samaaegselt ka faktor-kinnised
keeled [29].

Kuna koik faktor-kinnised keeled on ka bifiks-kinnised [29], siis on nende keelte hulgad
vordsed ja kdik faktor-kinniste keelte kohta deldu kehtib ka bifiks-kinniste keelte kohta.

Kuna koik alamsona-kinnised keeled on ka faktor-kinnised keeled, siis on neil ka faktor-
kinniste keelte tunnus-NFA ning nende vasakfaktoritel ja aatomitel on faktor-kinniste

keelte vastavate komponentide omadused.

Alamsona-kinnistel keeltel on omadusi, mida ei ole kdikidel faktor-kinnistel keeltel.
Naiteks alamsona-kinniste keelte vasakfaktorid on alamsona kinnised keeled [29].
Selliseid varasemalt kirjeldamata alamsdna-kinnise keele omadusi me kéesoleva t66

ettevalmistamisel ei leidnud.

Lahtuvalt eeltoodust me neid kahte kinniste keelte alamklassi eraldi ei késitle.

4.2 Prefiks- ja sufiks-kinnised keeled

Prefiks-kinniste keelte klassi kuuluvad ka keeled, mis on samal ajal ka sufiks-kinnised
keeled. Sama kehtib ka vastupidisena: sufiks-kinniste keelte klassi kuuluvad ka keeled,

mis on ka prefiks-kinnised.
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Prefiks- ja sufiks-kinniste keelte ithisosa moodustab faktor-kinniste keelte hulga. Ehk
keeled, mis on iiheaegselt nii prefiks- kui sufiks-kinnised on ka faktor-kinnised keeled
(Joonis 10, jaotus 1).

Sufiks-kinnised keeled

Faktor-kinnised

- keeled

2

3 Prefiks-kinnised keeled

E Puhtad prefiks- Faktor-kinnised Puhtad sufiks-
s kinnised keeled keeled kinnised keeled
T

Joonis 10 Kinniste keelte jaotused
Kogu vaadeldavate kinniste keelte hulga saame leida prefiks-kinniste ja sufiks-kinniste

keelte ihendina.
Jagame selle keelte hulga kolme keelte gruppi (Joonis 10, jaotus 2):

e puhtad prefiks-kinnised keeled ehk keeled, mis on ainult prefiks-kinnised
ja ei ole samal ajal sufiks-kinnised ja faktor-kinnised keeled,;

e puhtad sufiks-kinnised keeled ehk keeled, mis on ainult sufiks-kinnised ja
ei ole samal ajal prefiks- ja faktor-kinnised keeled:;

o faktor-kinnised keeled ehk prefiks- ja sufiks-kinniste keelte iihisosa.

Nendel keelte gruppidel puuduvad omavahelised iihisosad, seega on keeled omaduste
16ikes paremini grupeeritud kui esimesena toodud jaotuses, kus keelte klassidel on

tihisosa ja kdigis kolmes grupis on keeli, mis on nii prefiks- kui ka sufiks-kinnised.

Lahtuvalt keelte definitsioonide vastandlikkusest voib oletada, et prefiks- ja sufiks-
kinnistel keeltel, nende vasakfaktoritel ja aatomitel on vastandlikke omadusi, mis ei
ilmne, kui vaatleme neid keeli tihes grupis. Selliste omaduste leidmisel ja tdestamisel

saame kasutada puhta keele mdistet ja omadusi.
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4.3 Puhtad kinnised keeled

Vaatame veidi ldhemalt grupeerimise tulemusel tekkinud kahte uut keelte gruppi.

Puhas prefiks-kinnine keel on prefiks-kinnine keel, mis ei ole samal ajal sufiks-,

bifiks- voi faktor-kinnine.

Puhas sufiks-kinnine keel on sufiks-kinnine keel, mis ei ole samal ajal prefiks-,

bifiks- voi faktor-kinnine.

Lause 1. Puhas kinnine keel sisaldab /lisaks tiihjale sonale vihemalt kahte séna ja

kasutab vahemalt kahte erinevat siimbolit.
Toestus

Vaatleme koigepealt prefiks-kinnist keelt, mis koosneb iihest sdnast ja tiihjast sdnast —
Lpc ={e, x}. Kui sdna x koosneb mitmest siimbolist, siis ei sisalda keel koiki keelde
kuuluvate sonade prefikseid iseseisvate sonadena ja keel ei saa olla prefiks-kinnine keel.
Seega sOona x saab koosneda vaid iihest siimbolist, olles selliselt ka iseenda prefiks.
Samas on ta siis ka iseenda sufiks ja faktor. Sellest tulenevalt on tegu faktor-kinnise

keelega.

Teiseks vaatleme prefiks-kinnist keelt, milles on lisaks tiihjale sonale kaks sona ja mis
kasutab ainult iihte siimbolit — LI4" = {¢, x;, x;x;}. Kuna siimbol x; on iiheaegselt sdna
x,x, prefiks, sufiks kui ka faktor, siis on vaadeldav keel ka sufiks- ning faktor-kinnine

keel.

Vaatleme niiiid lausele vastavat prefiks-kinnist keelt LIU" = {g, x;, x,x,}, Kus x4, x, €
¥ jax; # x, . Kuna keeles puudub séna x,, siis ei saa keel LE4" olla sufiks- v5i faktor-

kinnine keel. Seega on tegu puhta prefiks-kinnise keelega.

Sama kehtib ka sufiks-kinnise keele puhul. Lausele vastav sufiks-kinnine keel LI¥" =
{e, x5, x1x,}, Kus xq,x, € X ja x; # x,, €i saa olla prefiks- ega faktor-kinnine kuna

temas puudub sona x;.

Seega kaks viimati vaadeldud keelt on vastavalt minimaalsed prefiks- ja sufiks-kinnised
keeled. o
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4.4 Prefiks-kinnise keele vasakfaktorid

Peatiikis 3.3.3 markisime, et keele vasakfaktorid on vordsed keele minimaalse DFA
olekute paremkeeltega. Seega vaatleme kdigepealt prefiks-kinnise keele minimaalset
DFA’d.

4.4.1 Prefiks-kinnise keele minimaalne DFA

On teada, et iga prefiks-kinnise keele jaoks leidub NFA, mille koik olekud on 16ppolekud

[31]. Sellest tulenevalt saame viita jargmist:

Lause 2. Prefiks-kinnise keele minimaalse DFA koik mittetiihjad olekud on

loppolekud.
Seda viidet saame tOestada kahest erinevast ldhtekohast vaadatuna.
Toestus variant 1:

Esimesel juhul ldhtume determiniseerimise ja minimeerimise protseduuridest, mida

vaatlesime t00 eelmises osas.

Votame prefiks-kinnist keelt Lpc aktsepteeriva NFA Np: = (Qpc, Z, 8pc, Ipcy Fpe), KUs

koik olekud on 10ppolekud ehk Fpr = Qpc ja leiame talle determiniseerimise tulemi

det
Npe = Npg, kus Npz = (Qpc, Z, 8pc, 51, Fre)-

NFA determiniseerimisel ithendame tema olekud alamhulkadeks sy, s, ..., s, € Qpc-
Seega DFA V2. olekute hulk QB¢ = {s1, 53, .., Sn, Sg}, kui determiniseeritud automaadil

on tiihi olek, ja QB = {51, S,...S,}, Kui seda ei ole.

Uhendamisel kehtib reegel, et kui olekute alamhulgas on mdni 15ppolek, siis ka see
olekute alamhulk on 13ppolek. Seega, kui q; € Fp¢ jag; € s;, siis s; S Fpe. Kuna NFA
Npe koik olekud on 18ppolekud, siis ka kdik determiniseerimisel saadavad olekute
alamhulgad on Idppolekud ehk s;,S,,..,5, € Fh. ja 1dppolekute hulk on
FE. = {51,532, ., Sz} ning Fp. = QP \ sg. Seega Npr kodik mittetiihjad olekud on

16ppolekud.
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Determiniseerimise tulemus V2. ei ole reeglina minimaalne DFA. Seega peame vaatama
ka minimeerimise protseduuri.

- - - - - - - - D min DM
Minimeerime determiniseerimise tulemi Npe — Npe' kus
N2M = (QBM %, 651, s,, FEM).  Minimeerimisel ~ koondame  olekud,  millede

paremkeeled on vordsed. Seega, kui L b (V) = sz,pgc(NPDc)’ siis koondamise tulem

s = {su s} ja Ly, pom(Ned") = Ly, oo (Npg) = L rp. (Vpe)-

On {ildiselt teada, et ainult 16ppoleku paremkeel sisaldab tiihja sdona. Seega, ldhtuvalt
paremkeelte vordsuse ndudest, saab 16ppolekut koondada ainult teise 16ppolekuga ning
tulemuseks on jillegi 1dppolek. Kuna automaadi M2 kdik mittetiihjad olekud on
10ppolekud, siis ka minimeerimisel moodustatavad olekud peavad olema 16ppolekud.
Seega leitava minimaalse DFA koik mittetiihjad olekud on Ioppolekud ehk

Ned" = (Qpe', %, 6p¢", 51, Fpeh), kus Fig' = Qpc’ \ sp. 0
Téestus variant 2:
Teisel juhul 1&htume keele iseloomustusest.

Léhtuvalt prefiks-kinnise keele definitsioonist kehtib alati reegel, et kui sGna w kuulub

keelde £ ja u on sdna w prefiks, siis ka u peab kuuluma keelde L.

Vaatleme keele £ minimaalset DFA’d D = (Q, %, 6, g4, F) , millel on rohkem kui iiks
mittetiihi olek ja tiks olek g; ei ole 10pp- ega tiihi olek ning sona uv € £, millel on DFA
D aktsepteerib siiretejaga  6(qy,u) = q; ja 6(q;,v) =qr, Kus qf € F. Seega u €

Lg,q,(D) ja on sdna uv prefiks.

Selleks, et keel £ rahuldaks prefiks-kinnise keele nouet, peab ka sona uv prefiks u
kuuluma keelde £. Samas kuna g; ei ole 10ppolek, siis tema vasakkeele sdnad ei saa
kuuluda keelde £, sest DFA’d D ei aktsepteeri seda. Kuna DFA puhul on igal tahestiku
stimbolil igast olekust valjumiseks tapselt iiks voimalik siire, Siis on selge, et kindlal sdnal
el saa olla DFA’s kahte voimalikku siirete jada algolekust automaadi ldbimiseks. Seega
saame teha jdrelduse, et kui minimaalses DFA’s ei ole koik mittetiihjad olekud

16ppolekud, siis selle automaadi keel ei saa olla prefiks-kinnine keel. i
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4.4.2 Prefiks-kinnise keele vasakfaktorite omadused

Teadmistest, et prefiks-kinnise keele minimaalse DFA koik mittetiihjad olekud on
16ppolekud ja minimaalse DFA paremkeeled on keele vasakfaktorid, saame teha mitmeid

jareldusi keele vasakfaktorite omaduste kohta.

Lause 3. Kui keelt £ aktsepteeriva minimaalse DFA koik mittetiihjad olekud on
loppolekud, siis ka keele £ vasakfaktoritel on neid aktsepteerivad NFA 'd, mille koik
olekud on loppolekud.

Toestus

On lihtne niha, et kui keele £ minimaalse DFA D = (Q, 2, §, q1, F) k&ik mittetiihjad

olekud on 16ppolekud ehk F = Q \ sy , siis ka D oleku g; paremkeelt aktsepteerivas osas
Dg.r = (Qqy v 2,6, q3, Fy,) o kdik olekud Qg, . = {gi, ... 45} 10ppolekud ja kehtib vordus
Fg, = Qq; - Me vdime eraldada selle osa automaadist. Selliselt saame DFA D oleku g;
paremkeelt aktsepteeriva NFA NV = (Q, X, 6,1, F), kus algolekute hulk I = {g;}, ja mille

koik olekud on 16ppolekud. Seega igal DFA D oleku paremkeelel on teda aktsepteeriv
NFA, mille kdik olekud on 1dppolekud.

Kuna DFA D on keele £ minimaalne DFA, siis keele £ vasakfaktorid on kdik DFA D
paremkeeled. Seega on ka igal keele £ vasakfaktoril teda aktsepteeriv NFA, mille kdik

olekud on 16ppolekud. i
Lause 4. Prefiks-kinnise keele vasakfaktorite iihend on faktor-kinnine keel.
Toestus

Lihtuvalt vasakfaktori definitsioonist w™1L = {x € £*|wx € L} saame oelda, et iga
vasakfaktor on kogum keele sonade sufiksitest, mis saadakse kindla prefiksi eraldamisel

koigist keele sOnadest.

Olgu  prefiks-kinnise  keele L sonade koigi vOimalike prefiksite hulk
P ={p1p,P2p, -}, sufiksitt hulk S ={sy;s5,..} Jja vasakfaktorite hulk
K = {K,, K5, ..., K,,}. Kuna keel £ on prefiks-kinnine keel, siis P = L.

Tulenevalt definitsioonist K; = p;,' £ = {s;s € S|pjps;js € L}.
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Kuna keele £ iga prefiks p;,, € P on seotud eeltoodu kaudu mdne vasakfaktoriga, siis on
selge, et igal keele sufiksil s;; € S on vihemalt iiks vasakfaktor, millesse ta kuulub.

Seega, kui sufiks s;; €S, siis ka s € K; ja sellest tulenevalt ka

Sis € KiU K, U LLUK,,.

Kuna keele £ iga vdimalik sufiks kuulub vasakfaktorite iihendisse, siis on koigi

vasakfaktorite ithend sufiks-kinnine keel.

Eelnevalt ndgime, et prefiks-kinnise keele koik vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled.

On teada, et prefiks-kinniste keelte ihend on jdllegi prefiks-kinnine keel [29].

Seega on prefiks-kinnise keele vasakfaktorite iithend korraga nii prefiks- kui ka sufiks-

kinnine keel ehk faktor-kinnine keel. O

Eeltoodust on lihtne ndha, et prefiks-kinnise keele vasakfaktoritel on all loetletud

omadused.
Jareldused Lausetest 2 - 4

1. Kuna kaigil prefiks-kinnise keele vasakfaktoritel on NFA, mille kdik olekud on
16ppolekud, siis kdik prefiks-kinnise keele vasakfaktorid on prefiks-kinnised
keeled. Konealuse omaduse leidsid ka Ang ja Brzozowski [29] kasutades

omaduse tOestuseks teist lahenemist.

2. Kuna prefiks-kinnise keele minimaalse DFA kd&ik mittetiihjad olekud on
16ppolekud ja 16ppoleku paremkeel sisaldab tiihja sona, siis koik prefiks-kinnise

keele mittetiihjad vasakfaktorid sisaldavad endas tiihja sona.

3. Kuna tiihi sdna kuulub igasse prefiks-kinnise keele mittetiihja vasakfaktorisse ja
prefiks-kinnise keele kdigi sonade kdik prefiksid peavad kuuluma sellesse keelde,
siis sonade arv igas prefiks-kinnise keele mittetiihjas vasakfaktoris on suurem kui

temasse kuuluva pikima sona siimbolite arv.

4. Kuna prefiks-kinnise keele minimaalse DFA koik mittetithjad olekud on
16ppolekud, siis ka igast selle DFA olekust mittetiihja olekusse suunduv siire
jouab 1oppolekusse. Seega prefiks-kinnise keele iga vahemalt kahte sona sisaldav

vasakfaktor sisaldab vahemalt ihte Gihetdhelist sona.
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5. Eelmisest tulenevalt on selge ka, et kui tdhestiku moni siimbol esineb prefiks-
kinnises keeles, siis peab ta sisalduma vdhemalt iihes vasakfaktoris {ihetéhelise
sOnana ja vastupidi. Ehk kui tahestiku stimbol ei sisaldu iihetdhelise sdnana {iheski

prefiks-kinnise keele vasakfaktoris, siis ei kasuta see keel seda tdhestiku siimbolit.
6. Prefiks-kinnise keele vasakfaktorite tihend on faktor-kinnine keel (Lause 4).

7. Kuna koik prefiks-kinnise keele mittetiihjad vasakfaktorid sisaldavad tiihja sona,

siis nende vasakfaktorite tihisosa ei ole tithi hulk.

8. Kuna prefiks-kinnise keele mittetiihjad vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled
ja prefiks-kinniste keelte iithisosa on prefiks-kinnine keel [29], siis prefiks-kinnise
keele mittetiihjade vasakfaktorite {ihisosa on prefiks-kinnine keel, mis sisaldab

vihemalt tiihja sona.

4.5 Sufiks-kinnise keele vasakfaktorid

Nii nagu prefiks-kinnise keele puhul, vaatame ka sufiks-kinnise keele vasakfaktorite

leidmiseks kdigepealt nende keelte minimaalset DFA’d.
4.5.1 Sufiks-kinnise keele minimaalne DFA

On teada, et iga sufiks-kinnise keele jaoks leidub NFA, mille koik olekud on algolekud
ja millel on ainult iiks 16ppolek [31].

Samuti on teada, et keelt aktsepteeriva DFA determiniseeritud podrdautomaat on selle
keele poordkeele minimaalne DFA. Seega, kui D on keelt £ aktsepteeriv DFA, siis D*P

on keele £ poordkeele L® minimaalne DFA [19].
Lause 5. Sufiks-kinnine keel on prefiks-kinnise keele poordkeel.
Toestus

Peatlikis 4.4.1 toestasime, et prefiks-kinnise keele Lpc minimaalse DFA
D ={Q,Z%, 6, qq, F} koik mittetiihjad olekud on I1oppolekud ehk F = Q \ qq (Lause 2).
Leiame niiiid sellele DFA’le poordautomaadi DR:

DS DR kus DR = (QR,3, 8%, IR, FR), IF = F ja FR = {q,).
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Kuna D on automaat, kus kdik mittetiihjad olekud on 16ppolekud ja minimaalsele DFA’le
omaselt on ainult iiks algolek, siis automaadi pdoramise tulemusena saame NFA, kus kdik

olekud on algolekud ja millel on iiks 16ppolek.

Leitud poordautomaat vastab sufiks-Kinnise keele tunnus-NFA’le. Seega vdime

jareldada, et prefiks-kinnise keele poordkeel on sufiks-kinnine keel. o

Kuna sufiks-kinnine keel on prefiks-kinnise keele poordkeel, siis eelmise tdestuse kdigus
leitud NFA determiniseerimisel saame sufiks-kinnise keele Lsc minimaalse DFA, mille

paremkeeled on sufiks-kinnise keele Lg. vasakfaktorid.

Leiame sellele DFA’le iseloomulikud omadused.

Lause 6. Sufiks-kinnise keele minimaalse DFA algolek on alati ka loppolek.
Toestus

Vaatame eelpool leitud sufiks-kinnise keele Lgc tunnud-NFA DR = (QF,z, 6%, IR, FR)

det
determiniseerimist D — DR, kus DRP = (QR?,3, 872, s, FR?) on keele L.

minimaalne DFA, s; on selle algolek ja Q®”on minimaalse DFA DRP olekute hulk. QRP
koosneb determiniseerimisel automaadi DR olekute hulgast QF moodustatud

alamhulkadest.

Kuna koik automaadi DR olekud on algolekud, siis D®P algoleku s; leidmiseks
moodustame alamhulga kdigist NFA DR algolekutest s; = {q1, 2, .-.,qn}, S€€ga on s;

koikide automaadi DR saavutatavate olekute hulk.

Kuna automaadi D? ainus 16ppolek g, on ka algolek, siis kuulub ta samuti hulka s; ja

seega on s; alati lisaks algolekule ka 16ppolek. i

Lause 7. Koigil sufiks-kinnises keeles kasutatud siimbolitel on siire minimaalse

DFA algolekust mittetiihja olekusse.

Toestus

. det
Vaatame eelmise tdestuse determiniseerimise protseduuri DR — DRP kus

DR = (QR,%,6%, 1%, F®) on keele Lgc tunnus-NFA, DRP = (QRP,%, 67,51, FRP) on
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keele Lg: minimaalne DFA ja DFA D®P algolek s; = {q4, q3, .., G} on kdigi automaadi

DR saavutatavate olekute hulk.

Kui keel Lg¢ kasutab siimboleid X = {x4, ..., x;}, kKus X € X ja k > 1, siis igal keeles
kasutatud  siimbolil  x; on DFA’s DRP  jgast olekust s, € QFP

siirdefunktsioon &(s;, x;) = Ug,es, 6(qi, X;).

Oletame, et leidub siimbol x € X, millel on siirded §(s;, x) = s ja 6(s;, x) = s, KUS s¢

on minimaalse DFA DFP tiihi olek ja s, 5; € Q*” on mittetiihjad olekud.

Kuna NFA DR ei sisalda tiihja olekut, peab sellisel juhul Ug.es, 8(q; %) = @.

Samas §(s;, x) = Uges; 6(qi, %) = sjja Ugies; 6(qi, x) # @

Kuna kdik minimaalse DFA DR mittetiihjad olekud on tunnus-NFA olekute alamhulgad,
siis 55,5, € QR ja s; on automaadi DR koigi saavutatavate olekute hulk

s1 = {q1,92, -, qn}, Siis peab s; olema s; alamhulk.

Kunas; € sy, siiska 6(s;, x ) € 8(s1,x) ja Ug,es; 6(qi, x) < Ug,es, 6(q;, x). Siin tekib

vastuolu. Ug,es, 6(g;, x) ei saa olla tiihi hulk, sest tema alamhulk on mittetiihi.

Seega, kui siimbolil puudub siire minimaalse DFA DRP algolekust mittetiihja olekusse,

siis ei saa tal olla ka siiret DFA DRP mistahes mittetiihjast olekust mittetiihja olekusse. o

Lause 8. Vihemalt iihel sufiks-kinnises keeles kasutatud siimbolitest on siire

minimaalse DFA algolekust l6ppolekusse.

Toestus

Vaatleme  eelmise  tdestuse  determiniseerimise  protseduuri DR d—efDRD,
kus DR = (QF,z, 8%, 1%, F®) on keele Lgc tunnus-NFA ja DRP = (Q*P, %, 67, s1, FRP)
on keele Lgc minimaalne DFA. DFA DRP algolek s; ={q1,q,...,q»} on kdigi
automaadi DR saavutatavate olekute hulk ja &(sy,x;) = Uges, 6(q1, %), kus

X = {xq, ..., x; } on koigi keeles Lg¢ kasutatud siimbolite hulk, X € X jak > 1.
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Kuna keel Lgc ei ole tithi keel, siis automaadis D? peab eksisteerima vihemalt iihel
siimbolil siire q; € 8(q;, x;), kus q; € FX. Kuna s; on automaadi DX kaikide olekute

hulk, siis ka olek g; € s;.

Tulenevalt eelnevast, peab DFA’s DR olema siire §(sy,%;) = s;, kus q; € s;. Kuna ¢,

on automaadi DX 1ppolek, siis ka s; on automaadi DEP 15ppolek.
Seega keele Lgc DFA’s DRP on vihemalt iihel siimbolil siire algolekust 1dppolekusse. o

Lause 9. Puhta sufiks-kinnise keele minimaalsel DFA’l on alati vihemalt iiks

mittetiihi olek, mis ei ole ei alg- ega loppolek.
Toestus

Keele definitsioonist tulenevalt ei ole keel faktor-kinnine, kui vihemalt iithe sOna iiks
faktor ei kuulu sellesse keelde iseseisva sonana. Seega puhtas sufiks-kinnises keeles peab

olema vihemalt iiks faktor, mis ei kuulu sellesse keelde iseseisva sOnana.

Teisalt sisaldab puhas sufiks-kinnine keel koikide sonade kdiki sufikseid iseseisvate
sonadena. Sellest tulenevalt on sufiks-kinnise keele sonade iga faktor ka mone selle keele

sona prefiks.

Seega puhtas sufiks-kinnises keeles peab olema vdhemalt iiks prefiks, mis ei kuulu

sellesse keelde iseseisva sOnana.

det
Vaatleme eelmise tdestuses kisitletud determiniseerimise protseduuri DR = DRD kus
DR = (QF,x, 6%, 1%, F®) on keele Lsc tunnus-NFA ja DRP = (Q®,%,6%P,s,, FRP)

keele Lsc minimaalne DFA.

Selleks, et keeles oleks sona w = uv, mille prefiks u ei kuulu keelde iseseisva sdnana,
peab determiniseerimise tulemi DRP siirete hulgas olema siirete jada §(s;, u) = sj, kus

u on keelde Lgc kuuluva sona w prefiks, mis ei kuulu keelde Lgc iseseisva sOnana.

Viimasest tulenevalt ei saa olek s; olla 15ppolek, vastasel juhul aktsepteeriks automaat

sona u keelde Lg¢ kuuluvaks.

Kuna u on sdna w prefiks, siis siirete jada 6(s;,u) = s; moodustab osa siirete jadast

8(s1,w) E sy. Seega olek s; ei saa olla tiihi olek.
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Eelnevalt toestasime, et sufiks-kinnise keele minimaalse DFA algolek on alati ka
16ppolek (Lause 6). Seega, kui olek s; ei ole automaadi D* 15ppolek, siis ei saa ta olla

ka selle automaadi algolek.

Lahtuvalt eeltoodust on puhta sufiks-kinnise keele minimaalsel DFA’Il alati mittetiihi

olek, mis ei ole alg- ega ka 16ppolek. i
Jareldused lausetest Lause 6 - Lause 9

Eeltoodust saame vilja tuua sufiks-kinnise keele minimaalse DFA jargmised omadused:
e Algolek on alati ka Idppolek;
o Kadigil kasutatavatel stimbolitel on siire algolekust mittetiihja olekusse;
e Vihemalt iihel siimbolil on siire algolekust l1d6ppolekusse;
e Puhta sufiks-kinnise keele minimaalsel DFA’1 leidub vdhemalt iiks mittetiihi olek,

mis ei ole alg- ega l1oppolek.
4.5.2 Sufiks-kinnise keele vasakfaktorite omadused

Lisaks eeltoodule leiame sufiks-kinnise keele keelereeglitest sufiks-kinnise keele ja selle

vasakfaktorite omadusi.

Lause 10. Iga puhas sufiks-kinnine keel L. sisaldab vihemalt iihte iihetihelist

sona.
Toestus

Sufiks-kinnise keele keelereeglitest tulenevalt peavad iga sufiks-kinnisesse keelde
kuuluva sona kdik vdimalikud sufiksid kuuluma sellesse keelde. Seega kui n-tdheline
sdna w = x4 X,...X,_1Xn, Kuulub sufiks-kinnisesse keelde Lg, siis selleks peavad olema
selles keeles sonad x,...X,_1Xn, ..., Xn—1Xn, Xn ja tiihi sdna €. Loendist on ndha, et koos
n pikkusega sdonaga peab olema keeles n sdna, mis on algse sona sufiksid ja millede
pikkused on vastavalt n — 1 kuni nullini. Peatiiki 4.3 nditest ndgime, et minimaalne puhas
sufiks-kinnine keel sisaldab lisaks tiihjale sdnale vdhemalt kahte sdna, millest iiks on
tihetdheline sdna. Seega iga puhas sufiks-kinnine keel sisaldab endas vdhemalt {ihte
tihetdhelist sona. Sama tulemuse saame jareldada ka varem tdestatud minimaalse DFA
omadusest (Lause 8), et minimaalses DFA’s on vdhemalt iihel kasutatud stimbolil siire

algolekust 16ppolekusse. i
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Lause 11. Sufiks-kinnise keele Lg iga vasakfaktor on selle keele sonade alamhulk.
Toestus

On teada, et keele Lg¢ vasakfaktori sonale w leiame, kui eemaldame kdigist keelde Lg¢

kuuluvatest sdnadest prefiksi w ehk siis w1 Lgc = {x € Z*|wx € Lgc}.

Teisalt keel Lgc on sufiks-kinnine keel iiksnes siis, kui sona kuulumisest keelde Lgc
jareldub, et ka kdik selle sdna sufiksid kuuluvad keelde Lg¢c. Seega kui wx € Lgc , siis ka

XELS(:.

Eeltoodust tulenevalt on selge, et iga sona x, mis kuulub keele Lgc vasakfaktorisse X;,
peab kuuluma ka keelde Lsc. Seega iga vasakfaktor on algse keele sonade alamhulk ehk
.7(1' c [’SC' O

Léhtudes eeltoodust ja peatiikis 4.5.1 leitud minimaalse DFA iildistatud Kirjeldusest

saame jareldada jargmisi sufiks-kinnise keele vasakfaktorite omadusi:

1. Sufiks-kinnise keele koik vasakfaktorid on selle keele sonade alamhulgad. Seega

koik vasakfaktoritesse kuuluvad sdnad peavad kuuluma ka algsesse keelde.

2. Kuna puhta sufiks-kinnise keele minimaalses DFA’s on vidhemalt iiks mittetiihi
olek, mis ei ole alg- ega 16ppolek (Lause 9), siis vahemalt tiks puhta sufiks-kinnise

keele vasakfaktor ei sisalda endas tiihja sdna (Lisa 2).

3. Kuna sufiks-kinnise keele minimaalses DFA’s on vdhemalt iihel siimbolil siire
algolekust 10ppolekusse, siis vahemalt liks vasakfaktor sisaldab endas iihetdhelist

ja tithja sona.

4. Kuna koik sufiks-kinnise keele vasakfaktorid on algse keele alamhulgad, siis

nende vasakfaktorite ithend on vordne algse keelega.

5. Kuna puhtal sufiks-kinnisel keelel on viahemalt {iks vasakfaktor, mis ei sisalda

tithja sdna, siis vasakfaktorite ithisosa voib olla tiihi hulk (Lisa 2).
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4.6 Faktor-kinnise keele vasakfaktorid

Faktor-kinnised keeled on samaaegselt ka prefiks- ja sufiks-kinnised keeled. Seega on
faktor-kinniste keelte minimaalsel DFA’l ja vasakfaktoritel iihiseid omadusi nii prefiks-

kui ka sufiks-kinniste keelte minimaalse DFA ja vasakfaktoritega.
4.6.1 Faktor-kinnise keele minimaalne DFA

On teada, et iga faktor-kinnise keele jaoks leidub NFA, mille k&ik olekud on korraga nii
alg- kui 1oppolekud [31].

Peatiikis 4.4.1 toestasime, et kuna prefiks-kinnise keele tunnus-NFA koik olekud on
16ppolekud, siis ka prefiks-kinnise keele minimaalse DFA koik mittetiihjad olekud on
16ppolekud (Lause 2). Kuna tdestus pShineb vaid 16ppoleku omadusele, siis tulemust ei

mojuta asjaolu, et koik NFA olekud on samal ajal ka algolekud.

Ka faktor-kinnise keele tunnus-NFA koik olekud on 18ppolekud, seega tulenevalt
eeltoodust saame jdreldada, et koik faktor-kinnise keele minimaalse DFA mittetiihjad

olekud on 16ppolekud.

Samas on faktor-kinnise keele tunnus-NFA kdik olekud algolekud nagu on seda ka sufiks-

kinnise keele tunnus-NFA’1.

Peatiikis 4.5.1 tdestasime, et kuna sufiks-kinnise keele tunnus-NFA koik olekud on
algolekud, siis sufiks-kinnise keele minimaalses DFA algolek on alati ka ldppolek
(Lause 6) ja koigil kasutatud siimbolitel siire sellest algolekust mittetiihja olekusse (Lause
7).

Kuna ka faktor-kinnise keele tunnus-NFA’s on koik olekud on algolekud, siis kehtib
sufiks-kinnise keele minimaalse DFA algoleku kohta tdestatu ka faktor-kinnise keele

minimaalses DFA kohta.
Jareldused:

Faktor-kinnise keele minimaalne DFA on DFA, kus
e algolek on alati ka 1dppolek;
e kdik mittetiihjad olekud on 16ppolekud;

o Kkoigil kasutatavatel siimbolitel on siire algolekust mittetiihja olekusse.
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Seega faktor-kinnise keele minimaalse DFA kirjeldus sisaldab endas nii prefiks-kinnise
keele minimaalse DFA kui ka sufiks-kinnise keele minimaalse DFA omadusi.

4.6.2 Faktor-kinnise keele vasakfaktorite omadused

Eelmises peatiikis ndgime, et faktor-kinnise keele minimaalsel DFA’l on sarnaseid jooni
nii prefiks-kinnise keele minimaalsele DFA kui ka sufiks-kinnise keele minimaalse
DFA’ga. Seega peavad minimaalse DFA nende omaduste kaudu leitud prefiks- ja sufiks-

kinniste keelte vasakfaktorite omadused kehtima ka faktor-kinniste keelte puhul.

Sama jirelduse saame teha teadmisest, et iga faktor-kinnine keel on samaaegselt ka

prefiks- ja sufiks-kinnine keel.

Lause 12. Faktor-kinnisel keelel voib leiduda vasakfaktor, mis ei ole faktor-kinnine

keel.
Toestus

Kuna minimaalse DFA algolekule vastav vasakfaktor on vordne keele endaga, siis faktor-

kinnisel keelel on alati vihemalt tiks faktor-kinnine vasakfaktor.

Varasemast on selge, et faktor-kinnine keel on alati ka prefiks-kinnine ja sufiks-kinnine.

Seega saab eeldada, et ta kannab endas nii prefiks- kui sufiks-kinniste keelte omadusi.

Prefiks-kinnise keele vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled (peatiikk 4.4.2). Sufiks-
kinnise keele vasakfaktorid on algse keele sonade alamhulgad (Lause 11). Seega voib
eeldada, et faktor-kinnise keele vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled, kuid ei ole alati

faktor-kinnised.

Toestame viite niite abil, leides faktor-kinnise keele, mille vihemalt iiks vasakfaktor ei

ole faktor-kinnine keel.

Vaatame keelt Lgc = {¢,a,b, ab,bb,ba, bba,abb,abba}, selle keele vasakfaktorid on

jargmised:

K, = ¢ Lgc ={¢g,a,b, ab,bb,ba, bba,abb,abba} = Lg¢
K, =a1Lpc = {c, b, bb,bba} K; = (ab) Lgc = {&, b, ba}
K, = (abb) ' Lgc = (bb) L = {¢,a} Ks = b 'Lgc = {¢g,a,b, ba}
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K¢ = (ba) 'Ly = (bba)™'Lgc = {€}
On selgelt ndha, et vasakfaktorid K, ja K5 ei ole faktor-kinnised keeled. VVasakfaktoris K,
puuduvad sona bba faktorid ba ja a. Vasakfaktoris K5 puudub sona ba faktor a. Seega

vasakfaktorid K, ja K5 on kiill prefiks-kinnised keeled kuid ei ole faktor-kinnised. i

Prefiks-kinniste keelte vasakfaktorite omadustest tulenevad faktor-kinniste keelte

vasakfaktorite omadused:

1. Kuna faktor-kinnise keele kdigil vasakfaktoritel on NFA, mille k&ik olekud on
16ppolekud, siis faktor-kinnise keele koik vasakfaktorid on prefiks-kinnised
keeled.

2. Kuna faktor-kinnise keele minimaalse DFA koik mittetiihjad olekud on
16ppolekud ja on teada, et 16ppoleku paremkeel sisaldab tiihja sona, siis kdik

faktor-kinnise keele mittetiihjad vasakfaktorid sisaldavad endas tiihja sona.

3. Kuna faktor-kinnise keele koik mittetithjad vasakfaktorid on prefiks-kinnised
keeled ja neisse kuulub tiihi sdna ning prefiks-kinnise keele kdigi sdnade koik
prefiksid peavad kuuluma sellesse keelde, siis sonade arv faktor-kinnise keele igas

mittetiihjas vasakfaktoris on suurem kui temasse kuuluva pikima sona pikkus.

4. Kuna faktor-kinnise keele minimaalse DFA koik mittetithjad olekud on
16ppolekud, siis ka igast selle DFA olekust mittetiihja olekusse suunduv siire
jouab 1oppolekusse, seega faktor-kinnise keele iga vidhemalt kahte sona sisaldav

vasakfaktor sisaldab vdahemalt iihte {ihetdhelist sona ja tiihja sona.

5. Eelmisest tuleneb ka, et kui tdhestiku moni siimbol esineb faktor-kinnises keeles,
siis peab ta sisalduma viahemalt ihes vasakfaktoris {ihetdhelise sonana ja vastupidi
— kui tihestiku siimbol ei sisaldu iihetdhelise sonana tiheski faktor-kinnise keele

vasakfaktoris, siis ei kasuta see keel seda tdhestiku siimbolit.

Faktor-kinnine keel on samaaegselt ka sufiks-kinnine keel ja faktor-kinnise keele
minimaalsel DFA’l on sarnaseid omadusi ka sufiks-kinnise keele minimaalse DFA’ga.
Vaatleme jargmiseks sufiks-kinnise keele vasakfaktorite omadusi faktor-kinniste keelte

vasakfaktoritel.

Vastav vordlus on alltoodud tabelis.
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Sufiks-kinnise keele
vasakfaktori omadus

Prefiks-kinnise keele
vasakfaktori omadus

Faktor-kinnise keele
vasakfaktori omadus

Vihemalt Uks vasakfaktor
sisaldab endas tiihja s6na.

Véhemalt tiks vasakfaktor
sisaldab endas iihetéhelist ja
tithja sona.

Iga mittetiihi vasakfaktor on
algse keele sdnade alamhulk

Puhta sufiks-kinnise keele
viahemalt iiks vasakfaktor ei
sisalda endas tiihja sona.

Koik mittetiihjad
vasakfaktorid sisaldavad
endas tiihja sona.

Iga vdhemalt kahte sona
sisaldav vasakfaktor sisaldab
viahemalt iihte {ihetdhelist
sOna ja tiihja sOna.

Kaik prefiks-kinnise keele
mittetiihjad vasakfaktorid
sisaldavad endas tiihja sona.

Koik mittetiihjad
vasakfaktorid sisaldavad
endas tiihja sona.

Iga vihemalt kahte sona
sisaldav vasakfaktor sisaldab
viahemalt iihte {ihetdhelist
sOna ja tiihja sGna.

Iga mittetiihi vasakfaktor on

algse keele sdnade alamhulk

K®&ik prefiks-kinnise keele
mittetiihjad vasakfaktorid
sisaldavad endas tithja sona.

Tabel 1 Faktor- ja sufiks-kinniste keelte vasakfaktorite omadused.
Kaks esimest tabelis toodud sufiks-kinnise keele vasakfaktorite omadust on iildisemad
variandid eespool prefiks-kinnise keele vasakfaktorite omaduste pohjal sdnastatud faktor-
kinnise keele omadustest 2 ja 4. Kuna viimati mainitud omadused on piiravamad ja
tapsemad, siis me tabelis toodud kahest esimesest sufiks-kinnise keele vasakfaktorite
omadusest uusi faktor-kinnise keele vasakfaktorite omadusi ei leia.

Kolmas omadus pohineb sufiks-kinnise keele keelereeglile. Kuna faktor-kinnine keel on
samaaegselt ka sufiks-kinnine keel, siis on see omadus ka faktor-kinniste keelte

vasakfaktoritel.

Tabelis toodud viimane omadus kehtib ainult puhta sufiks-kinnise keele puhul. Faktor-
kinnise keele vasakfaktoritele see omadus laieneda ei saa, kuna see on vastuolus prefiks-
kinnise keel vasakfaktorite omadusega, et kdik prefiks-kinnise keele vasakfaktorid

sisaldavad tiihja sOna.

Seega saame sufiks-kinniste keelte vasakfaktorite omadustest tulenevalt lisada iihe
faktor-kinnise keele vasakfaktorite omaduse:

6. Faktor-kinnise keele iga vasakfaktor on algse keele sonade alamhulk (Lause 11).

Ldpetuseks omadused faktor-kinniste keelte vasakfaktorite tihisosa ja tihendi kohta:
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7. Kuna koik faktor-kinnise keele vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled ja samal
ajal ka algse keele sdnade alamhulgad, siis faktor-kinnise keele vasakfaktorite

tthend on faktor-kinnine keel ja vordne algse keelega.

8. Kuna faktor-kinnise keele vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled ja prefiks-
kinniste keelte iihisosa on prefiks-kinnine keel [29], siis faktor-kinnise keele
vasakfaktorite tihisosa on prefiks-kinnine keel, mis sisaldab vihemalt tiihja sdna.

Seega faktor-kinnise keele vasakfaktorite iihisosa ei saa olla tiihi hulk.

4.7 Prefiks-kinnise keele aatomid

Keele aatomite uldistatud omaduste leidmiseks on meil kaks teed:
e Keele atomaadi ja tema olekute paremkeelte analiiiis;

o keele vasakfaktorite ja nende tdiendite kombinatsioonide tihisosa analiiiis.

Vaatame modlemaid voimalusi.

Nii nagu vasakfaktorite omaduste otsinguid alustasime minimaalse DFA analiiiisist, nii
alustame ka aatomite omaduste leidmist keele atomaadi Kirjeldusest, kuna on teada, et

atomaadi olekute paremkeeled on vordsed keele aatomitega [20].
4.7.1 Prefiks-kinnise keele atomaat

On teada, et atomaat on keele poordkeele minimaalse DFA pooratud automaat (NFA)
[20].

Varasemalt tdestasime, et prefiks-kinnise keele poordkeel on sufiks-kinnine keel (Lause
5). Seega prefiks-kinnise keele atomaat on sufiks-kinnise keele minimaalse DFA

poordautomaat.

Sufiks-kinnise keele minimaalse DFA omadustest ja automaadi pddramise protseduuri

reeglitest lahtudes, leiame prefiks-kinnise keele atomaadi eriomadused.
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Lause 13. Prefiks kinnise keele atomaadil on alati olek, mis on nii alg- kui loppolek.
Toestus

Vaatleme prefiks-kinnist keelt Lpc ja sufiks-kinnist keelt Lgc, kus Lpc = L. Seega
keele Lpc atomaadi saame leida keele Lgc minimaalse DFA po6ramisel D&M = Apc,
kus DEM = (QBM,%,65M,sPM FAM) on  keele Lgc minimaalne DFA ja

Apc = (Qpc, 2, 8pc, 18-, FA) on keele Lp atomaat.

Peatiikis 4.5.1 vaatlesime sufiks-kinnise keele minimaalset DFA’d ja tdestasime muu

hulgas, et tema algolek on ka 16ppolek (Lause 6).

Seega DEM algolek sPM on alati ka 16ppolek. Automaadi podramisel siilitab olek oma

seisundi, jaddes edasi alg- ja 16ppolekuks. i

Lause 14. Koigil prefiks-kinnises keeles kasutatud siimbolitel on siire atomaadi

saavutatavast olekust loppolekusse.

Toestus

- . . . . DM rev
Vaatleme  uuesti  atomaadi leidmise  protseduuri  Dg” — Apc, kus
DM = (QBM, %, 60M,sPM FOM on keele Lgsc minimaalne DFA,

Apc = (Qpc, T, 8h¢, 1, Fir) on keele Lp¢ atomaat ja Ly = L5

Toestasime, et koigil sufiks-kinnises keeles kasutatud stimbolitel on siire minimaalse

DFA algolekust mittetiihja olekusse (Lause 7).

Kui X = {xq, ..., x,} on keeles Ly, = LR, kasutatavate siimbolite hulk ja X C X, siis
tulenevalt eeltoodust on iga x; €X jaoks minimaalses DFA’s D2M siire
SPM(sPM x,) = sPM, kus sPM ja sPM on vastavalt minimaalse DFA D2 algolek ja

mittetiihi olek.

Automaadi DEM péoramisel saame olekust sPM atomaadi Ap. 16ppoleku ehk sf € Fp..
Olekust sPM viljuvatest siiretest §°M (sPM, x;) = sPM saame pooramisel iga x; € X siirde

sf € 54(sg, xp).
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Kuna sPM on alati mittetiihi olek ja pddramisel muutuvad mittetiihjad olekud
saavutatavateks olekuteks, siis prefiks-kinnise keele atomaadis on igal selles keeles

esineval siimbolil siire saavutatavast olekust I6ppolekusse. m]

Lause 15. Vihemalt iihel prefiks-kinnises keeles kasutatud siimbolil on siire

atomaadi algolekust loppolekusse.

Toestus

rev

Vaatleme  veelkord atomaadi  leidmise  protseduuri DY — Apc,  kus
DOM = (Q2M, 3, 50M, sPM FBM) on keele Lgc minimaalne DFA,
Apc = (Qhc, 2,050, 18, FA)  on  keele Lpc atomaat ja Lg. = LE. ning

X = {x, ..., x,} on keeles Ly, = LR kasutatavate siimbolite hulk ja X € .

Tdestasime varasemalt, et vahemalt iihel sufiks-kinnises keeles kasutatud siimbolitest on
siire minimaalse DFA algolekust Idppolekusse (Lause 8). Seega minimaalsel DFA’1 DAM

on vihemalt iiks siire 60 (sPM, x;) = sPM, kus sP™ € FQM.

Poordautomaadi leidmise reeglite kohaselt muutuvad automaadi péoramisel 16ppolekud

algolekuteks ja vastupidi. Seega prefiks-kinnise keele atomaadi algolekute hulk I3, on

vordne tema pddrdkeele minimaalse DFA DY

A _ pDM in pA _ DM
Ipc = Fs¢™ JaFpe = 51

16ppolekute hulgaga ja vastupidi ehk

Léhtuvalt eeltoodust tekib pooramise tulemusena atomaadis Apc  Siire

sft € 8- (sf, x;), kus s € I jasf € Ffr.

Seega on prefiks-kinnise keele atomaadis Ap. vihemalt {ihel olekul siire algolekust

I6ppolekusse. i

Lause 16. Puhta prefiks-kinnise keele atomaadil on alati vidhemalt iiks saavutatav

olek, mis ei ole ei alg- ega loppolek.

Toestus

. . . . DM rev
Kasutame atomaadi leidmise protseduuri Dsc" — Apcs kus
DOM = (Q2M %, 50M DM FBM) on keele L minimaalne DFA,

Apc = (Qpc, 2, 8pc, 150, F&) on keele Lp atomaat ja L. = LR
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Varasemalt toestasime, et puhta sufiks-kinnise keele minimaalsel DFA’1 on vahemalt iiks

mittetiihi olek, mis ei ole ei alg- ega 16ppolek (Lause 9).

Seega peab olema olek s”M € Q2M, mis on saavutatav ja mittetiihi ning samas ei ole alg-
ega loppolek. Sellise olekuga peab olema scotud vidhemalt kaks siiret

SPM(spM, x;) = sPM jadPM(sPM, x;) = sPM, kus x;, x; € Zjasp™, spM € QYf.

Automaadi pooramisel muutuvad olekutevahelised siirded vastassuunalisteks. Seega
pooramisel saame atomaadis siirded si € §4(s{', x;) ja s{ € §4(sf, x;). Siit nieme, et
mittetiihi olek ei saa minimaalse DFA pddramisel muutuda tiihjaks voi saavutamatuks
olekuks. Samuti on podramise reeglitest tulenevalt selge, et kui olek ei olnud enne

pOoramist ei alg- ega ka 10ppolek, siis ei ole ta ka péarast podramist alg- voi 10ppolek.

Seega puhta prefiks-kinnise keele atomaadil on alati vihemalt {iks saavutatav olek, mis

ei ole alg- ega Ioppolek. |
Jareldus

Seega prefiks-kinnise keele atomaat on NFA, kus

e iiks algolek on samal ajal ka 15ppolek;

o koigil kasutatavatel siimbolitel on siire saavutatavast olekust 16ppolekusse;

e vihemalt iihel kasutatud stimbolitest on siire algolekust 16ppolekusse.
Puhta sufiks-kinnise keele atomaadil on lisaks eeltoodule alati viahemalt iiks saavutatav
olek, mis ei ole ei alg- ega 16ppolek.

4.7.2 Prefiks-kinnise keele aatomid
On teada, et

e keele Laatom 4, = K; N K; n....n K, , kus K, on kas keele £ vasakfaktor K; voi
vasakfaktori tiiend K; [20];

e aatomid on vOrdsed atomaadi olekute paremkeeltega [20];
e iga vasakfaktor on viljendatav aatomite iihendina [20];

Kasutades peatiikis 4.4.2 leitud prefiks-kinnise keele omadusi, saame teha moned

jareldused prefiks-kinniste keelte aatomite kohta.
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Lause 17. Prefiks-kinnise keele positiivsete aatomite iihend on faktor-kinnine keel.
Toestus

Tdestasime, et prefiks-kinnise keele kdigi vasakfaktorite ithend on faktor-kinnine keel
(Lause 4). Kuna vasakfaktorid on Kirjeldatavad positiivsete aatomite iihendina, siis

vasakfaktori iga sdna peab kuuluma ka monda aatomisse.

Kuna aatom on positiivne, kui aatomis viljendatuna A; = K; N K, N....n K, leidub
vihemalt iiks K, = K;, seega positiivne aatom sisaldab vaid sdnu, mis esinevad vihemalt

tithes vasakfaktoris.

Eeltoodust saame jéreldada, et positiivsete aatomite ithend on vordne vasakfaktorite

tthendiga ja on seega samuti faktor-kinnine keel. o
Lause 18. Prefiks-kinnise keele negatiivne aatom on kahepoolne ideaal.
Toestus

Eelnevalt leidsime, et prefiks-kinnise keele positiivsete aatomite ithend <A™ , mis sisaldab

endas koiki keele vasakfaktoritesse kuuluvaid sonu, on faktor-kinnine keel.

Negatiivne aatom A~ leitakse vasakfaktorite tdiendite {ihisosana, seega koosneb

sonadest, mis ei kuulu iihtegi vasakfaktorisse.

Positiivsete aatomite {ihend A% on X* alamhulk, mis sisaldab kdiki vdhemalt iihte
vasakfaktorisse kuuluvaid sdnu ja negatiivne aatom A~ on X* alamhulk, mis sisaldab
vasakfaktoritesse mittekuuluvaid sonu. Kuna sona ei saa korraga hulka kuuluda ja mitte

kuuluda, siis on alamhulgad teineteist eitavad.
Kuna alamhulkade tingimused on teineteist eitavad, saame 6elda, et 2* = AT + A",

Lahtuvalt tdiendi definitsioonist saame oelda, et positiivsete aatomite ithend on

negatiivse aatomi tiiend AT = A~.

On teada, et faktor-kinnine keel on kahepoolse ideaali tdiend. Ehk siis faktor-kinnine
keel Lpc = Z*KE*, kus K on regulaarne keel téhestikus X [34].

Kuna A* on faktor-kinnine keel, siis peab negatiivne aatom olema kahepoolne ideaal. o
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Eeltoodust ja atomaadi kirjeldusest saame teha jargmised jareldused prefiks-kinnise keele
aatomite kohta:

1. Kuna puhta prefiks-kinnise keele atomaat sisaldab vdhemalt iihte olekut, mis ei
ole 1oppolek (Lause 16), siis leidub puhtal prefiks-kinnisel keelel aatom, mis ei
ole prefiks-kinnine keel.

2. Prefiks-kinnise keele positiivsete aatomite ithend on faktor-kinnine keel
(Lause 17).

3. Prefiks-kinnise keele negatiivne aatom on kahepoolne ideaal (Lause 18).

4. Kuna igal prefiks-kinnises keeles kasutatud siimbolil on atomaadis siire
saavutatavast olekust 16ppolekusse ja aatom on atomaadi oleku paremkeel, siis
jarelikult peab iga selline stimbol kuuluma ka tihte aatomisse tihetéhelise sonana.

Sama omadus on jareldatav ka prefiks-kinnise keele vasakfaktorite omadustest.

5. Eelmisest tulenevalt kehtib ka vastupidine seos. Kui tdhestiku siimbol ei esine

ttheski aatomis iihetdhelise sOnana, siis ei esine ta ka selles keeles.

4.8 Sufiks-kinnise keele aatomid
Alustame jallegi automaadist, kui praktilisest aatomite leidmise abivahendist.
4.8.1 Sufiks-kinnise keele atomaat

Kuna prefiks- ja sufiks-kinnised keeled on teineteise poordkeeled, siis sufiks-kinnise
keele atomaat on prefiks-kinnise keele minimaalse DFA podrdautomaat.

Sellest tulenevalt saame kirjeldada ka sufiks-kinnise keele atomaadi.
Lause 19. Sufiks-kinnise keele atomaadi koik saavutatavad olekud on algolekud.

Toestus

Teame, et sufiks-kinnise keele atomaadiks on prefiks-kinnise keele minimaalse DFA

poordautomaat.

Votame prefiks-kinnise keele Lp: minimaalse DFA ja leiame sufiks-kinnise keele Lgc
rev

atomaadi DBY — Agc, kus DM = (QBM, %, §5M,sPM, EPMY on keele Lpc minimaalne

DFA, Agc = {Q4.,%, 84,15, F&-} on keele Ly atomaat ja Lp = LX-.
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Peatiikis 4.4.1 tdestasime, et prefiks-kinnise keele minimaalse DFA koik mittetiihjad
olekud on Idppolekud ehk FRY = QPY \ sy . Minimaalse DFA pddramisel muutuvad
kdik 18ppolekud algolekuteks ja vastupidi, seega FRM =14 = Qéc \ sp, Kus sg on
saavutamatu olek mis tekib DFA DRX posramisel, kui sellel DFA’1 on tiihi olek sg.

Seega sufiks-kinnise keele atomaat on NFA kus koik saavutatavad olekud on algolekud.

|
Jareldus

Teades, et atomaadil on alati iiks 10ppolek, saame Lausest 19 jareldada, et sufiks-kinnise
keele atomaadi kirjeldus vastab sufiks-kinnise keele tunnus-NFA’le ja seega toetab ka

sufiks-kinnise keele vasakfaktorite omadusi.
4.8.2 Sufiks-kinnise keele aatomid

Kuna eelmises peatiikis tddesime, et sufiks-Kinnise keele atomaat vastab keele tunnus-
NFA kirjeldusele, siis saame esitada sufiks-kinnise keele vasakfaktorite kohta tdestatuga

sarnase viite:

Lause 20. Sufiks-kinnise keele atomaadi koigi saavutatavate olekute paremkeeled on

algse keele sonade alamhulgad.
Toestus

On teada, et keele Lgc atomaadi oleku g; paremkeel on keele L sufiksite hulk, mis
jouavad  automaadis  siirete  tulemusel olekust q; 10ppolekusse  ehk
Lq,r(Asc) = {w € 2*|8'(q;,w) N F§¢ # 0}

Kui  As. on keelt Lgc aktsepteeriv atomaat, siis kehtivad seosed
L(Asc) = Lsc = {w € 2" |8'(Ige, w) N Fg # @}

Lause 19 toestuses nagime, et atomaadi algolekute hulk vastab tema saavutatavate olekute
hulgale ehk 1£. = Q& \ sg. Seega iga atomaadi saavutatav olek g; € I¢, ja tema
paremkeel on Lg, r(Asc) = {w € 2*|6'(q;, w) N F&g # @} S Lgc. Teiste sdnadega —
kuna koik sufiks-kinnise keele Lg. atomaadi saavutatavad olekud on algolekud, siis

koikide olekute paremkeeled on keele Lgc alamhulgad.
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Kuna atomaadi Ag. paremkeeled on keele Lgc aatomid, siis on koik aatomid keele Lgc

alamhulgad. o

On teada, et sufiks-kinnine keel on vasak-ideaali tdiend ehk Lg, = X*K [29], siis sufiks-

kinnise keele tdiend on vasak-ideaal ehk Lg. = 2* \ Lgc = Z* \ Z*K = Z* K.

Kasutades peatiikis 4.5.2 leitud sufiks-kinnise keele vasakfaktorite omadusi ja eelmises
peatiikis leitud sufiks-kinnise keele atomaadi Kirjeldust, saame koos eeltooduga teha

moned jareldused sufiks-kinnise keele aatomite kohta:

1. Kuna sufiks-kinnise keele atomaadi koigi saavutatavate olekute paremkeeled on
algse keele alamhulgad, siis koik sufiks-kinnise keele positiivsed aatomid on selle
keele alamhulgad. Seega kdik positiivsetesse aatomitesse kuuluvad sdnad peavad

kuuluma ka algsesse keelde ja koik positiivsed aatomid on algaatomid.

2. Kuna koik positiivsetesse aatomitesse kuuluvad sdnad kuuluvad algsesse keelde
ja koik algsesse keelde kuuluvad sonad peavad kuuluma monda positiivsesse
aatomisse, siis sufiks-kinnise keele positiivsete aatomite iihend on sufiks-kinnine

keel ja vordne algse keelega.

3. Kuna sufiks-kinnise keele Lg¢ positiivsete aatomite ithend on Lg, Siis sufiks-
kinnise keele negatiivne aatom ehk vasakfaktorite tdiendite iihisosa on keele Lg

taiend. Seega puhta sufiks-kinnise keele negatiivne aatom on vasak-ideaal.

4.9 Faktor-kinnise keele aatomid
Leiame koigepealt faktor-kinnise keele atomaadi iseloomulikud omadused.
4.9.1 Faktor-kinnise keele atomaat

Eelnevalt ndgime, et lihtne ja praktiline viis keele atomaadi leidmiseks on tema

poordkeele minimaalse DFA podrdautomaadi leidmine.
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Lause 21. Iga faktor-kinnise keele péordkeel on samuti faktor-kinnine keel.
Toestus

Teame, et keele poordkeelt aktsepteerib algset keelt aktsepteeriva automaadi

poordautomaat.

Leiame faktor-kinnist keelt Lgc aktsepteeriva NFA poordautomaadi Np¢ = N, kus
Nic = (Qee 3 8pc, Irc, Frc) on keele Lyc tunnus-NFA ja 3% = (Q&c, 3, 88, IF;, FE.)

on pddrdkeele LE. NFA.
Igal faktor-kinnisel keelel leidub NFA, mille kdik olekud on alg- ja 16ppolekud [31].

Seega, kui Np. on faktor-kinnise keele tunnus-NFA, on ko&ik tema olekud alg- ja

16ppolekud, see tadhendab Qp = Ipc = Fre.

Pooramise protseduuri tulemusena vahetame automaadi alg- ja 1dppolekud.
Seega Ipc = FR. ja Fpc =18.. Kuna Ip. = Fp. , siis ka IR. = FR.. Seega koik
poordautomaadi olekud on nii alg- kui ka 16ppolekud.

Kuna faktor-kinnisel keelel leidub NFA, mille poordautomaadi koik olekud on nii alg-

kui ka 1oppolekud, siis faktor-kinnise keele poordkeel on faktor-kinnine keel. o
Jareldus

Kuna faktor-kinnise keele podrdkeel on samuti faktor-kinnine keel, siis faktor-kinnise
keele minimaalse DFA pooramisel leiame teise faktor-kinnise keele atomaadi. Kasutame

seda omadust faktor-kinnise keele atomaadi leidmisel.
Jareldused faktor-kinnise keele minimaalse DFA omadustest

Peatiikis 4.6.1 leidsime, et faktor-kinnise keele minimaalsel DFA’l on kdik mittetiihjad
olekud 16ppolekud. Peatiikis 4.8.1 tdestasime sufiks-kinnise keele atomaadi leidmisel, et
kui poordkeele minimaalse DFA koik mittetiihjad olekud on 1dppolekud, siis keele

atomaadi koik saavutatavad olekud on algolekud (Lause 19).
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Kuna ka faktor-kinnise keele minimaalse DFA kdik mittetiihjad olekud on 16ppolekud ja
faktor-kinnise keele poordkeel on samuti faktor-kinnine keel, siis saame jareldada, et

faktor-kinnise keele atomaadi koik saavutatavad olekud on algolekud.

Seega faktor-kinnise keele atomaat on NFA, mis vastab sufiks-kinnise keele tunnus-

NFA'’le, kus koik saavutatavad olekud on algolekud ja millel on iiks 16ppolek.

Peatiikis 4.6.1 leidsime, et faktor-kinnise keele minimaalses DFA’s on igal keeles
kasutatud siimbolil siire algolekust mittetiihja olekusse. Peatiikis 4.7.1 tdestasime prefiks-
kinnise keele atomaadi kohta, et sellise minimaalse DFA p&dramise tulemusel saame

atomaadi, milles igal keeles kasutatud stimbolil siire saavutatavast olekust 1oppolekusse

(Lause 14).

Seega saame Oelda, et ka faktor-kinnise keele atomaadis on koigil keeles kasutatavatel

stimbolitel siire saavutatavast olekust 16ppolekusse.
Jareldused

Eelnevast saame jareldada, et faktor-kinnise keele atomaat on NFA,
o mille kdik saavutatavad olekud on algolekud;
e mille ainus 16ppolek on alati ka algolek;

o Kkoigil kasutatavatel siimbolitel on siire saavutatavast olekust 1oppolekusse.
4.9.2 Faktor-kinnise keele aatomid

Kuna faktor-kinnise keele atomaadil on sufiks-kinnise keele tunnus-NFA omadused, siis
voib oletada, et ka faktor-kinnise keele aatomid kannavad endas sufiks-kinnise keele

aatomite omadusi.

Peatiikis 4.8.2 tdestasime, et kui atomaadi koik olekud on algolekud, siis on aatomid algse
keele sonade alamhulgad (Lause 20). Ka faktor-kinnise keele atomaadi kdik saavutatavad
olekud on algolekud, seega ka faktor-kinnise keele aatomid on algse keele sonade

alamhulgad.

Kasutades peatiikis 4.6.2 esitatud faktor-kinnise keele vasakfaktorite omadusi ja peatiikis
4.9.1 toodud faktor-kinnise keele atomaadi Kirjeldust, saame koos eeléelduga jareldada

faktor-kinniste keelte aatomite kohta jargmist:
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1. Kuna faktor-kinnise keele atomaadi koik paremkeeled on algse keele alamhulgad,
siis koik faktor-kinnise keele positiivsed aatomid on selle keele alamhulgad.
Seega koik positiivsesse aatomitesse kuuluvad sdnad kuuluvad ka algsesse keelde

ja koik positiivsed aatomid on algaatomid.

2. Sama tulemuse saame ka vasakfaktorite omaduste kaudu. Kuna faktor-kinnise
keele iga mittetiihi vasakfaktor on selle keele sonade alamhulk (Lause 11) ja
vasakfaktor on moodustatav positiivsete aatomite {ihendina, siis iga faktor-Kinnise

keele positiivne aatom on algse keele sdnade alamhulk.

3. Kuna iga faktor-kinnises keeles kasutatud siimbol peab esinema vdhemalt iihes
vasakfaktoris iihetdhelise sonana ja koik vasakfaktorid on positiivsete aatomite
tihendid, siis esineb iga kasutatud siimbol ka iihes faktor-kinnise keele positiivses

aatomis uhetihelise sGnana.

4. Eelmisest tuleneb ka vastupidine seos. Kui tdhestiku siimbol ei sisaldu iihetdhelise
sonana Uheski faktor-kinnise keele positiivses aatomis, siis ei kasuta keel seda

tahestiku simbolit.

5. Kuna faktor-kinnise keele vasakfaktorite ithend on faktor-kinnine keel ja vordne
algkeelega ning koik vasakfaktorid on positiivsete aatomite iihendid, on ka faktor-
kinnise keele positiivsete aatomite tihend faktor-kinnine keel ja vOrdne algse

keelega.

6. Kuna faktor-kinnise keele positiivsete aatomite ithend on faktor-kinnine keel,
mille tdiend on kahepoolne ideaal [34], siis faktor-kinnise keele negatiivne aatom

on kahepoolne ideaal.

4.10 X-kinniste keelte vasakfaktorid ja aatomid

Kéesolevas t60s késitlesime X-kinniste keelte alamklasse, kus X tdhistab kas prefiksit,

sufiksit, bifiksit, faktorit voi alamsona.

To6s ndgime, et kasitletud X-kinnised keeled on omavahel véga tihedalt seotud. Seoste

graafiline kujund on esitatud alloleval joonisel.
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Kinnised keeled Kinniste keelte p6drdkeeled

Prefiks-kinnised keeled Sufiks-kinnised keeled

Faktor-kinnised keeled /\ \/ Faktor-kinnised keeled

Sufiks-kinnised keeled Prefiks-kinnised keeled

Joonis 11 Kinniste keelte alamklassid ja poordkeeled
Kuna prefiks- ja sufiks-kinnised keeled on teineteise podrdkeeled, siis nende keelte
tthisosa moodustavate faktor-kinniste keelte poordkeeled on samuti faktor-kinnised
keeled. Samuti on teada, et koik bifiks- ja alamsona-kinnised keeled on ka faktor-kinnised
keeled. Kusjuures koik faktor-kinnised keeled on bifiks-kinnised keeled, kuid vaid osa

faktor-kinnistest keeltest on alamsdna-kinnised keeled.

Lisaks eelmainitule lisasime t60s puhta prefiks- ja sufiks-kinnise keele mdiste.

Kinnised keeled Kinniste keelte p66rdkeeled

Puhtad prefiks-kinnised keeled | Puhtad sufiks-kinnised keeled

Faktor-kinnised keeled Faktor-kinnised keeled

Puhtad sufiks-kinnised keeled Puhtad prefiks-kinnised keeled

Joonis 12 Puhtad kinnised keeled ja nende poordkeeled
Erinevalt prefiks- ja sufiks-kinnistest keeltest puudub puhastel prefiks- ja sufiks-kinnistel
keeltel tihisosa faktor-kinniste keeltega. Puhastel prefiks- ja sufiks-kinnistel keeltel on

omadusi, mis puuduvad faktor-kinnistel keeltel.
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T66s lahtusime teadmisest, et koigil X-kinnistel keeltel leidub tunnus-NFA, mille olekud
on koik kas algolekud, 16ppolekud voi siis nii alg- kui 16ppolekud [31] ja analiilisisime
keelte kolme iseloomulikku automaati:

e minimaalne DFA,

e poordkeele minimaalne DFA,

e atomaat.

Nende automaatide néidis-skeemid on toodud alloleval joonisel.

NFA Min DFA Poordkeele min DFA atomaat
O -0,
Puhz_as \
e QO O~
= O O S o 8
Puhas —),1( O \ ; \{ﬁ
e : ) O -0
keel _)@ NC)ED O ()
O Q Q
Faktor- ’ ’
o —
Ilz:enel?lne O 4 —> F\—)ﬂ
O s @S @
Algolek @ Loppolek

© Alg- ja [oppolek O Tiihi- voi saavutamatu olek

Joonis 13 X-kinniste keelte automaatide naidis skeemid
Automaatide niidis-skeemidelt ndeme, et lahtuvalt tunnus-NFA erinevusest on ka teistel

automaatidel igal keele alamklassil talle iseloomulikke jooni.

Uhendavaks jooneks kdigil X-kinniste keelte automaatidel on viihemalt iihe korraga nii

alg- kui 16ppoleku olemasolu.
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4.10.1 X-kinniste keelte vasakfaktorid
To66s kirjeldatud vasakfaktorite omadused saame jagada kolme gruppi:

e Vasakfaktorite keele alamklass;

e SoOnad vasakfaktorites;

e Vasakfaktorite iihend ja tihisosa.
Alltoodud tabelis (Tabel 2) on kokkuvdte toos kasitletud X-kinniste keelte vasakfaktorite
kuuluvusest X-kinniste keelte alamklassidesse.

Vasakfaktorite omadus, mis kehtib koigil = Prefiks- Faktor- | Sufiks-kinnine

alamklassi ja keelegruppi kuuluvatel kinnine keel kinnine | keel

keeltel. puhas iildine keel iildine puhas

1. Koik kuuluvad algse keelega samasse Jah Jah Ei Ei Ei
keele alamklassi

2. On koik prefiks-kinnised keeled Jah Jah Jah Ei Ei

Tabel 2 X-kinniste keelte vasakfaktorite keele alamklassid
Enamiku X-kinniste keelte kdik vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled. Erandiks on
puhtad sufiks-kinnised keeled, mille vasakfaktorid ei kuulu kindlasse X-kinniste keelte
alamklassi. Seega vaadeldud X-kinniste keelte alamklassidest vaid prefiks-kinnistel
keeltel kuuluvad vasakfaktorid algse keelega samasse alamklassi. Puhta prefiks-kinnise
keele koik vasakfaktorid ei kuulu puhaste prefiks-kinniste keelte gruppi, kuid kuuluvad
kindlasti prefiks-kinniste keelte alamklassi.

Ulevaate terviklikkuse huvides peab lisama, et ka alamsdna-kinnise keele koik
vasakfaktorid on alamsona-kinnised keeled, olles samal ajal ka prefiks-, bifiks- ja faktor-

kinnised keeled.

Omaduse 2 (Tabel 2) negatiivsete tulemite digsus on lihtsalt moistetav Lisas 2 toodud

naites.

Jargmiseks koondtabel vasakfaktorite sonade omadustest. Ka selles osas on t60s toestatud
tunnuse esinemine. Kuna negatiivse tulemi kinnituseks piisab iihest kontraniitest, siis

kinnitavad negatiivseid tulemeid keelte néited Lisades 1 — 4.
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Vasakfaktorite omadus, mis kehtib koigil | Prefiks- Faktor- | Sufiks-kinnine

alamklassi ja keelegruppi kuuluvatel kinnine keel kinnine | keel

keeltel. puhas iildine keel iildine puhas

3. On koik algse keele sonade alamhulgad | Ei Ei Jah Jah Jah

4. Sonade arv mittetiihjas vasakfaktoris on | Jah Jah Jah Ei Ei
suurem kui temasse kuuluva pikima sdna
pikkus.

5. Koik mittetiihjad vasakfaktorid Jah Jah Jah Ei Ei
sisaldavad tiihja sona

6. Vihemalt iiks vasakfaktor ei sisalda Ei Ei Ei Ei Jah

endas tiihja sdna

7. Iga vihemalt kahte sOna sisaldav Jah Jah Jah Ei Ei
vasakfaktor sisaldab vdhemalt iihte
uhetédhelist sOna.

8. Vihemalt iiks vasakfaktor sisaldab endas = Jah Jah Jah Jah Jah
monda keele poolt kasutatavat siimbolit
ithetdhelise sonana ja tiihja sona.

9. Iga keele poolt kasutatav siimbol Jah Jah Jah Ei Ei
sisaldub vdhemalt iihes vasakfaktoris
tthetdhelise sdnana.

10.Vihemalt iiks keele poolt kasutatav Jah Jah Jah Jah Jah
stimbol sisaldub vahemalt ihes
vasakfaktoris lihetdhelise sOnana.

Tabel 3 Sonad X-kinniste keelte vasakfaktorites

Vasakfaktorite sonadest leidsime omadusi kolmest aspektist (Tabel 3):

Tiihja sOna esinemine

Uhetiheliste sdnade esinemine

Vasakfaktorite sOnade seos algkeele sdnadega
Kahe esimese omaduste grupi osas on prefiks- ja faktor-kinnised keeled sarnased ja

oluliselt erinevad sufiks-kinnise keele vasakfaktorite omadustest.

Kolmanda omaduse osas on aga sarnased sufiks- ja faktor-kinnise keele vasakfaktorid,
sisaldades endas ainult algse keele sonu. Prefiks-kinnise keele vasakfaktorites on lisaks

algse keele sonadele ka nende sdnade sufiksid.

Viimasest tuleneb ka, et lisaks faktor-kinnisele keelele on ka prefiks-kinnise keele

vasakfaktorite ithend faktor-kinnine keel (Tabel 4) .
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Samas on sarnasus ka sufiks-, bifiks- ja faktor-kinniste keelte vasakfaktorite vahel. Nende

keelte vasakfaktorite ithend on vdrdne algse keelega.

Vasakfaktorite omadus, mis kehtib kéigil | Prefiks- Faktor- | Sufiks-kinnine

alamklassi voi keelegruppi kuuluvatel kinnine keel kinnine | keel

keeltel. puhas iildine keel iildine puhas

11.Vasakfaktorite tihend on faktor-kinnine | Jah Jah Jah Ei Ei
keel

12.Vasakfaktorite ithend on vordne algse Ei Ei Jah Jah Jah
keelega.

13.Vasakfaktorite iihisosa voib olla tiihi Ei Ei Ei Ei Jah
hulk

Tabel 4 X-kinniste keelte vasakfaktorite {ihendi ja {ihisosa omadused

X-kinniste keelte vasakfaktorite tihisosa puudumine on otseselt seotud tithja sdna

esinemisega vasakfaktorites. Kuna igas prefiks- ja faktor-kinnise keele vasakfaktoris on

tithi sOna, on nende keelte vasakfaktorite ithisosa vahemalt tithi sGna. Vaadeldud keeltest

saab tiihi hulk olla ainult puhta sufiks-kinnise keele vasakfaktorite {ihisosa. Igal puhtal

sufiks-kinnisel keelel on vihemalt {iks vasakfaktor, milles puudub tiihi sona ja vihemalt

tiks vasakfaktor, mis sisaldab tiihja sdna, kuna vaatleme ainult mittetiihjasid keeli. Seega

el saa vasakfaktorite iihisosasse kuuluda tiithi sona.

4.10.2 X-kinniste keelte aatomid

Aatomite omadus, mis kehtib kaigil Prefiks-
alamklassi kuuluvatel keeltel. kinnine

puhas iildine

Koik positiivsed aatomid kuuluvad algse Ei
keelega samasse keelte alamklassi

Positiivsed aatomid on koik X-kinnised Ei
keeled

Koik positiivsed aatomid on algaatomid Ei
Iga keele poolt kasutatav stimbol sisaldub Jah

vihemalt iihes positiivses aatomis iihetdhelise
sOnana.

Vihemalt liks keele poolt kasutatav siimbol Jah
sisaldub vdhemalt {ihes positiivses aatomis
ithetdhelise sOnana.
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Aatomite omadus, mis kehtib koigil Prefiks- Faktor- | Sufiks- kinnine

alamklassi kuuluvatel keeltel. kinnine keel kinnine | keel

puhas iildine keel iildine puhas
Positiivsete aatomite ithend on faktor-kinnine | Jah Jah Jah Ei Ei
keel
Positiivsete aatomite ithend on vordne algse | Ei Ei Jah Jah Jah
keelega.
Negatiivne aatom on vasakideaal Ei Ei Ei Ei Jah
Negatiivne aatom on kahepoolne ideaal Jah Jah Jah Ei Ei

Tabel 5 X-kinniste keelte aatomite omadused
Erinevalt vasakfaktoritest ei kandu tihegi X-kinnise keele alamklass iile koigile
positiivsetele aatomitele. Samuti ei kuulu X-kinnise keele koik positiivsed aatomid iihte

kindlasse X-kinnisesse keelde.

Ka keele aatomite osas keskendusime t66s eelkdige omaduste leidmisele. Negatiivsed

tulemid on eeskitt toestatavad lisades 1 — 3 toodud néidetega.

Kuna koik positilvsed aatomid on vasakfaktorite alamhulgad, siis kanduvad
vasakfaktorite omadustest ka aatomitele lile omadused, mis seovad vasakfaktorite sdnu
algse keelega. Kuna prefiks-, ja faktor-kinnise keele puhul on igal kasutatud siimbolil
iihetdheline sona vidhemalt lihes vasakfaktoris, siis esineb iga kasutatud siimboli
tihetdheline sona ka tihes aatomis. Samal pohjusel on sufiks-kinnise keele mones

positiivses aatomis vahemalt iiks siimbol esindatud iihetdhelise sdnana.

Samuti, kuna sufiks- ja faktor-kinniste keelte vasakfaktorid on algse keele sdnade
alamhulgad, siis on algse keele sdonade alamhulgad ka koik selle keele positiivsed
aatomid.

Kuna positiivsete aatomite iihend on virdne vasakfaktorite ihendiga, siis prefiks- ja
faktor-kinniste keelte positiivsete aatomite ithend on faktor-kinnine keel ja nende keelte

negatiivne aatom on kahepoolne ideaal.

Sufiks-kinnise keele positiivsete aatomite ithend on vordne algse keelega. Kui tegemist
on puhta sufiks-kinnise keelega, siis on tema positiivsete aatomite iihendiks sufiks-

kinnine keel ja seega tema negatiivne aatom on vasak-ideaal.
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5 Kokkuvote

To66 eesmérgiks oli uurida prefiks-, sufiks- ja faktor-kinniste keelte vasakfaktoreid ja
aatomeid ja leida neile iseloomulikke omadusi.

Analiitisis ldhtusime prefiks-, sufiks- ja faktor-kinniste keelte tunnus-NFA’dest ja

minimaalse DFA ning atomaadi leidmise protseduuridest.

Siistemaatiliselt valitud keelendidete teisenduste tulemusena sonastasime hiipoteesid,
mille tildistatud kehtivust t66 neljandas osas toestasime, ldhtudes vaadeldud keeleklasside
reeglitest, leitud minimaalse DFA ning atomaadi omadustest ja vasakfaktorite ning

aatomite uldistest omadustest.

Lisaks peamiseks eesmérgiks olnud vasakfaktorite ja aatomite omadustele tdestasime
uuritavate keelte vahelisi seoseid ning leidsime iseloomulikke omadusi keelte olulistele

automaatidele.

To60 tulemusena voib viita, et vaadeldud X-kinniste keelte klassid on omavahel tihedalt

seotud. Nende vasakfaktoritel ja aatomitel on sarnaseid, aga ka vastandlikke omadusi.

Prefiks- ja faktor-kinniste keelte vasakfaktorid on prefiks-kinnised keeled ja sellest
tulenevalt on ka neil sarnaseid omadusi. Nende keelte nii vasakfaktorite kui ka
positiivsete aatomite ithend on faktor-kinnine keel ja negatiivne aatom on kahepoolne

ideaal.

Teisalt, sufiks- ja faktor-kinniste keelte vasakfaktorid ja aatomid on algse keele sonade
alamhulgad. Nende keelte nii vasakfaktorite kui ka positiivsete aatomite iihend on vordne

algse keelega.

T606 peatiikis 4.10 on kokkuvate koigist leitud vasakfaktorite ja aatomite omadustest, aga

ka keelte vahelistest seostest ja oluliste automaatide skemaatilised kirjeldused.

Huvitava probleemina kerkis iiles alamsdna-kinniste keelte vasakfaktorite ja aatomite
omadused. Kuna koik alamsdna-kinnised keeled on ka faktor-kinnised keeled, on nende
vasakfaktoritel ja aatomitel faktor-kinniste keelte vastavate komponentide omadused.
Samas on teada, et alamsdna-kinnise keele vasakfaktorid on koik ka alamsdna-kinnised

keeled aga faktor-kinnise keele koik vasakfaktorid on vaid prefiks-kinnised keeled.
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Sellest voib jareldada, et alamsdna-kinnistel keelte vasakfaktoritel ja aatomitel v3ib olla

taiendavalt omadusi, mis ei laiene koigile faktor-kinnistele keeltele.
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Lisa 1 — Prefiks-kinnine keel

Keel: £ = {¢,a,ab,abb}

NFA NV a b
<=0 {a,} - a b b
<q, - {as}
<d; - {as}
<q, - -
NDM a b
<=0, a; Ag
<q; dg [SF!
<03 g ds
<, Qg Ag
Ap g Ay
Vasakfaktorid :
K, ={¢a,ab,abb} =L K, ={&,b,bb}
K3 = {¢, b} K, = {¢}
KQ) == (D
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NDMR a b

e%ql = -
-0, q; -
03 - a;
=0, - F!
NDMR_, NDMRD a b uus
<2>{0q,9,030,} {a,} {a3,0,} 51
{a,05} {a.} {a,} )
&{ay} - - S3
{a,} {a,} - Sq
NDMRD a b
&5, S3 S,
s, S5 Sy
£s, Sg Sg
54 53 S¢
N‘DMRDR a b
6951 - -
52 = {Sl}
2>s3 {5y, 5,54} -
Sa - {s}
Aatomid:
A, = {g} A, = {b}
A; = {a,ab,abb} A, = {bb}

Ay =X*aa + X*aab + X*aabb + X*ba + X*bab + X*babb + X*bbb
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Lisa 2 — Sufiks-kinnine keel

Keel £ = {¢,b, bb, abb}

NFA NV a b
_>q]. {CIz} = a b b
n - M O=0
=203 - {d.}
<=0 - -
N >nND a b uus
<—>{9,9,959,} {a,} {as a4} 51
{a,} - {as} S2
<{azq,} - {a.} S3
{as} - {a.} Sq
<{q,} - - Sg

e a
<25 S5
52 5p
653 Sg
<Ss S
NDMR a
6951 =
S2 {s:}
253 -
S4
>S5 -
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NDMR 5 7rDMRD a b uus
<—>{545355} {s1,53,54} 51
{5153 54} {s1, 52} 57
{sy 55} {s} - S3
6{51} - - 54
NDMRD a b
&5, Sy S,
s, Sg S3
<55 5S4 Sy
<s, S S
NDMRDR a b
<=5y
=25, - S1
=S, s,
>3, S5
Vasakfaktorid :

K, ={¢&,b,bb,abb}

K; = {¢, b}
Ks = {¢}
Aatomid:
A ={¢g}
Az = {bb}

K, = {bb}
K, = {b}
KQ) = @

A, = {b}
A, = {abb}

Ay =X%a+ X*ab + X*bbb + L*aabb + X*babb
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Lisa 3 — Faktor—kinnine keel

Keel £L = {¢,a,b,ab,bb, abb}

NFA IV a b
<>{a} {ay}

>} - {q-3} a b b @

<>asb - {as}
<—>{a,}

NFA determiniseerimine

N —wnD A B
—{0192939s}  {9,} {a;4,}
—{az} - {as}
—195 9,} - {q,}
—1q5} - {q,}
—1q,} - -

Minimeerimine

N — NDM a b Uus

—1{9,9,9;9,y {9} {a;9,} 51
—{q,} - {a;9,} Sy
—{q;9,} - {q,} 83
—{q,} - - S4
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Minimaalne DFA

e a b
&S, s, S5
&s, Sg S3
&S5 Sg Sq
654 S¢ S¢
Vasakfaktorid
K, ={¢,a,b,ab,bb,abb} K, = {&,b, bb}
K3 = {8, b} K4— = {S}
K@ - @

Minimaalse DFA pdordautomaat

NDMRT a b

&—>{sy} - -
—>{s,} {s1} -
—>{s,} - {s1, 55}
>{s4} {s,}

Poordautomaadi determiniseerimine

NDMR_, nrDMRD a b uus
= {51,2,53, 54} {51} {51, 52,53} t
< {51,52,53} {51} {51,523 ts

< {51,582} {s1} } t3

« {s1} - - ty
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Poordkeele minimaalne DFA

NDMRD a b
oty t, t,
&, t, t,
&t, ty ty
tp ty ty
Atomaat
NDMRDR a b
<->{t;} - -
>t} - {t,}
>{t3} - {t,}
>{ts} {t 85} -
{ts} {tg, ts} {tg t3, t4}
Aatomid
A, = {¢} A, = {b}
A; = {bb} A, = {abb,ab, a}

Ay =X"aa + X*ba + X*aab + X*bbb + X*bab + X*aabb + L*babb
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