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SISSEJUHATUS

Elektrodiinaamika on  osa  teoreetilisest flatsikast, nimelt
elektromagnetilise valja teooriast, ja kasitleb suhteliselt kiiretoimelisi
diinaamilisi protsesse elektro-magnetilises valjas. Kuna
raadiotehnikas kasutatakse elektromagnetilisi signaale, annab
elektrodiinaamika raadiotehnika fttsikalised alused. Kasolevas
kursuses vaadeldaksegi elektrodiinaamikat selle tehnilise rakenduse
aspektist raadiotehnikas. Kaasaegses filisikas on elektromagnetiliste
ndhtuste osas teooria lopetatud. Lahtudes flitsikalistest seadustest
on pohimotteliselt lahendatav iga tulekanne elektri ja magnetismi
vallast. Paljudel juhtudel aga ei ole praktiliselt enam vajadust
konkreetse ulesande lahendamisel lahtude uldistest
futsikaseadustest. Kui on tegemist suhteliselt vaikese kiirusega
muutuvate protsessidega ja elektromagnetilise laine pikkus on suur
vorreldes stisteemide ja elementide mootmetega [,

Ax>i

voib teooriat tunduvalt lihtsustada, viies sisse pinge ja integraalse
voolu moisted. Sel juhul kasutatakse praktikas mitte enam
elektrodiinaamika, vaid koondpara-meetritega ahelate
arvutusmeetodeid. Kui on tegemist vaga kiirete elektro-magnetiliste

protsessidega ja lainepikkus Aon aarmiselt viike
AL

nagu optilises diapasoonis, on samuti praktiliselt kasutatav
lihtsustatud teooria geomeetrilise optika seaduste ja meetodite néol.

Juhul aga, kui lainepikkused on vorreldavad stisteemide ja elementide
mootmetega

Az

ei ole teooria lihtsustamine voimalik. Sel juhul tuleb ka praktiliselt
kasutada tldisi elektrodiinaamika meetodeid. Otsest rakendust
leiavad elektrodiinaamika mee-todid tlikorgsageduse (meeter-,
detsimeeter-, sentimeeter- ja millimeeterlained) diapasoonis ning
samuti infrapunases ja osalt ka optilises diapasoonis, eriti kui on
tegemist monokromaatilise kiirgusega nagu kvantelektroonika
sUsteemides. Kéesolev tehnilise elektrodunaamika kursus on seega
otseselt baasiks reale rakendusliku iseloomuga kursustele
(raadiolainete levimine, Tulikorgsagedus -seadmed ja -antennid,
ulikorgsagedus- ja kvantseadised). Kursus koosneb kahest osast.
Uldteoreetiline osa hélmab Maxwelli vorrandid ja otsese jiarelduse-na
neist elektromagnetilise véalja teoreemid ning elektromagnetilise



kiirguse teooria. Udteoreetilise osa baasil vaadeldakse kursuses
konkreetseid kiisimusi, mis leiavad edasist arendamist rakendusliku
iseloomuga kursustes.



1 Elektromagnetiline vali

Esimeses, oma iseloomult ettevalmistavas peatikis toome sisse pohilised
elektrilised ja magnetilised parameetrid, mida kasutatakse kogu kursuse jooksul,
meenutame pohilis seadus ja keskkondade ning véljade omadusi.

1.1 Elektrivalja parameetrid
1.1.1 Elektrivaljatugevus

Mis on véi? Sellele lihtsale kiismusele e ole sugugi kerge vastata. Véalja saab
mdista ainult tema mdju kaudu teatud kindlatele objektidele, mis selle valja mgjule
alluvad. Nii voib véja mdista kui ruumi osa, kus on olemas tingimused sellise mgju
tekkeks. Naiteks eektrivéljas tekib joud, mis mgjutab selles asetsevat e ektrilaenguit.
Gravitatsioonivaljas mgjutab joud selles asetsevat massi.

F Védja moiste selgitamiseks léhtume tuntud
"~ fundamentaal seadustest. V6tame néitena elektri-valja.

. n Vaatleme kahest punktlaengust g, ja g, koosnevat
& ™~ siisteemi vaakumis (joon. 1.1). Vastavalt Coulombi

q ' seadusel e mojutavad laengud teineteist jGuga

F=_t% (1.1.2)
Joon. 1.1 dpe,r

kusjuures jdud F[N] on suunatud mooda |aenguid

Uhendavat sirget Uhikvektori n suunas. Laengu suurused on antud kulonites ja

nendevaheline kaugus r meetrites. Vordelisusteguril on Sl-stisteemis kuju Zpe.’
0
kuguures nn. eektriline konstant e —i><10'9(£l:J on sisse viidud dimensiooni
3 | °“36p  Bmf

kindlustamiseks.
Nii siin kui ka edaspidi kasutame ainult Sl-stisteemi.

Seda seadust voib vaadel da kahes osas.

Esiteks, siusteemi kahest laengust vOime vaadelda ka ekvivalentsel kujul kui
laengut qg,, mis asub laengu g, poolt tekitatud elektrivéjas ja millele mojub joud

(1.1.1). Laengut mdjutab elektriline Lorenzi joud
F. =q,E, (1.1.2)

E on vaatluspunktis olemas sbltumata sellest, kas seal laengut on voi &i.
Teiseks vimegi vaadelda suurust E vaatluspunktis. Suhet

I:LE qZ n

E: =
q, 4per’

(1.1.3)

nimetatakse el ektrivalja tugevuseks.



***E|ektrivalja tugevus on joud, mis mjutab tUht laenguiihikut elektrivaljas.***

Vaem (1.1.2) méarab elektrivéljas olevale laengule mdjuva jou ja on aluseks
litkumisvorrandi koostamisel. Valem (1.1.3) seob elektrivélja tema alikaga, laenguga
g, ja on véjavOrrand. Siit tuleneb, nditeks, et elektrivdlja tugevus muutub
poordvordeliselt kauguse ruuduga selle alikast, punktlaengust.

Vidja tugevuse vektori E voog
Y. l8bi pinna madratakse seda pinda
|&bivate joujoonte arvuga. Seega vektori
E voog labi pinnaglemendi ds elektrivéljas
(oon. 1.2.)

dY ¢ = Eds. (1.1.4)

Kui Umbritseme laengu q kinnise
pinnaga S siis elektrivalja tugevuse vektori

voog labi kinnise pinna S vordub

=9 g cosa _ Q q
ds = ginds W= —", 1.1.5
OE s dpe,r S4pe r? 4peo €, (119

osa . _ . o
kus dw= 7 on ruumnurga element ja n on Uhikvektor, mis on suunatud piki

pinnanormaali. Elektrivalja tugevuse vaakumis seob laenguga Gaussi valem

QEds = (1.1.6)

e0
***Kinnisest pinnast véljuv elektrivalja voog on vordeline piiratud laenguga.***

Gauss valem e edita piiravaid tingimus laengu issloomule ja on maksev nii statiliste
kui ka galiselt muutuvate laengute puhul, liikuvate ja liikumatute laengute puhul.
Gauss valem kehtib hagjutatud laengute suhtes.

1.1.2 Elektrilineinduktsioon

Vaatleme elektrivélja dielektrilises keskkonnas. Elektrivalja mgjul leiab aset
dielektriku polariseerumine, kuna aine elementaarsed elektrilised laengud g nihkuved
vdlise eektrivdjamdjul dl vorra. Elementaarne e ektriline polarisatsiooni moment

P = el (1.1.7)

kus di on postiivse ja negatiivse laengu suhtelise nihke vektor. Dielektriku
pol arisatsioonivektor

P=SP. (1.1.8)

Umbritseme dielektrikus elektrivdlja tekitava laengu Qe kinnise pinnaga S

(oon. 1.3). Seoses polarisatsiooniga elementaarsed laengud nihkuvad ja laengu
Qe poolt tekitatud elektrivaljamojul teatud laengu hulk Q' [8bib kinnise pinna S



Q'= gPds (1.1.9)

Jarelikult  tekib pinna  sees asuvas didektrikus
kompenseerimata laeng

- Q'=- ¢yPds, (1.1.10)

mis pohimatteliselt e erine primaarsest laengust Qe

Joon. 1.3

Kasutame Gauss valemi

Fas=9.9-9_ 1554 (1.1.11)
S e0 e0 e0 eO S
Siit ¢fe,E +P)ds=q. (1.1.12)
S
Integreeritav suurus e,E+P=D (1.1.13)

on elektrilise induktsiooni vektor D ||,
Elektrilist induktsiooni seob laenguga nn. Uldistatud Gaussi valem

oPds=q. (1.1.14)
S

***Elektrilise induktsiooni voog labi kinnise pinna vordub selle pinna poolt
Umbritsetud laenguga.***

Lineaarses keskkonnas on polarisatsioon vordeline teda tekitanud el ektrivéljaga
P =ek.E, (1.1.15)

kus k. on dielektriline vastuvdtlikkus.
Siis (I materiaalnevérrand) D =eeE, (1.1.16)

kus e =1+k. on keskkonna suhteline labitavus, dimensioonita suurus, mis néitab,

mitu korda on dektrilise induktsiooni vektor antud keskkonnas suurem voi vaiksem
kui vaakumis.
Praktikas kasutatakse sageli absoluutset dielektrilist 18bitavust

e, =eeg,, (1.1.17)

: , . éFu
mis omab dimensiooni S_H nagu e, .
m

1.2 Magnetvalja parameetrid
1.2.1 Magnetilineinduktsioon ja magnetvalja tugevus

Looduses e ole vabu magnetilis laenguid magnetvali e mojuta liikumatut
elektrilaengut. Sellepérast voib magnetvélja parameetrid sisse tuua, ldhtudes liikuvast



elektrilaengust magnetvéljas. Liikuvale laengule magnetvdljas mgjub magnetiline
Lorenzi joud B o

F=q»w’ B, (1.2.1)
emu
Esek H

magnetiliste j6ujoonte suuna ja tiheduse. Seega vektor B[T] on magnetilise
induktsiooni vektor.

kus v on laengu liikumise kiirus ja B on vektor, mis peab mé&irama

*** Magnetvalja jGukarakteristik on magnetilise induktsiooni vektor B .***

Magnetilise induktsiooni vektor vaakumis on vordeline magnetvélja tugevusega H
B=mH, (1.2.2)

— . .. éAu . . . , N
kus H omab dimensiooni ng ja m on vorddisustegur, valitud dimensiooni

.7€éHu
0 &
Kui vaakum asendada mingi keskkonnaga, siis vektor B muutub. Elementaarsete
momentide Umberorienteerumisel valise magnetvaja mdjul tekib sisemine magnetvali,
mis muudab vektorit B. Vaise magnetvalja mojul tekkinud Ghikulise ruumala
magnetilist momenti M nimetatakse magneetumuseks. M agnetilises keskkonnas

B=mH+M. (1.2.3)

kindlustamiseks. Sl-slisteemis m, = 4p A

Lineaar ses keskkonnas
M =kmH , (1.2.4)

kus Kk, on aine magnetiline vastuvatlikkus.
Siis(I1 materiaalnevorrand) B = mnH (1.2.5)

ja m=1+k_ on keskkonna suhteline magnetiline |8bitavus. Ta on dimensioonita

suurus ja naitab, mitu korda on magnetilise induktsiooni vektor B. antud keskkonnas
suurem vOi vaiksem kui vaakumis.

Praktikas kasutatav absoluutne magnetilne |abitavus
m, =mm (12.2.6)

. , .. éHu
mis omab dimensiooni z—;, hagu ), .
gmi m

1.2.2 Koguvoolu seadus

Analoogilisalt elektrilise induktsioonivektori voole 18bi pinna vaib vélja arvutada ka
mag-netilise induktsioonivektori voo labi pinna. Elementaarne magnetvoog |8bi
pinnaelemendi ds

dy,, = Bds (1.2.7)



Taielik magnetvoog |8bi kinnise pinna Y, [Wh)
Yy =¢pds (1.2.8)
S

Kuna looduses vabu magnetilisi laenguid e ole, on kerge ndha, et
¢pds=0 (1.2.9)
S

s.t. magnetilise induktsioonivektori voog 18bi kinnise pinna vardub nulliga

Seos (1.2.9) e viOimalda siduda magnetvdlja tema allikatega. Et saada
magnetvdja ja tema alika seost, vaatleme kinnise pinna asemel kinnise kontuuriga L
Umbritsetud pinda S (joon. 1.4),
mida 18bib vool (liikuv laeng). Kui vool on
suunatud médda sirget risti pinnaga , kujutavad
magnetilised jOujooned kontsentrilis  ringe
tsentriga vooluelemendil. Arvutame
magnetvdlja tsirkulatsiooni motda kontuuri L.
Liikumist piki kontuuri elementi voib jagada
liikumiseks mobda magnetilise joujoone
puutujat di, ja liikumiseks modda normaali

joujoonele di, (mistsirkulatsiooni & anna)

L
Joon. 1.4
oHdl =g (dl, +dI,) =¢Hdl, =gyrdj =Hr2p. (1.2.10)
L L L L
Pika sirge juhtme magnetvélja suurus on méératud Biot'-Savart'i seadusega
H=_ (1.2.11)
2pr
Asendades (1.2.11) seosesse (1.2.10), saame
Hdl = 1. (1.2.12)

Vaem (1.2.12) on Uldise isloomuga, kuna sama seos kehtib iga pinda l&biva
voolu kohta ja iga pinda l&biv voolukomponent peab olema pinnaga risti, seega saame
koguvoolu seaduse

=1, (1.2.13)

AY

=

-

***Magnetvalja tsirkulatsoon mddda pinna kinnist kontuuri vordub voolude
summaga, mis labivad selle kontuuri poolt Gmbritsetud pinda.***
1.3 Uldistatud Ohmi seadus

Elektrit juhtivas keskkonnas tekib elektrivélja toimel eektrivool (111
materiaalne vorrand)



j=sE, (1.3.1)

Au
kus | a—
mH

on ruumvoolu tihedusja s U on keskkonna eri juhtivus.

CD!D

S\Mnlfl

Vaem (1.3.1) on dldistatud Ohmi seadus. Ohmi
sV 0= seadus diferentsiaalsel kujul on dildise iseloomuga,
kehtib piiranguteta. Seadus integraalsel kujul, mis
sisaldab pinget, on rakendatav ainult potents aalsete
vdjade puhul. Kui on tegemist potentsiaalsete véljadega, voib valemi 1.3.1 kergesti
teisendada integraalsele kujule. Vaatleme néiteks juhtmelGiku pillusega |, ristlike
pindadaga S ja ruumaaga V (joon. 1.5), eeldades, et juhe on homogeenne ja
védljatugevuse jaotus on Uhtlane. Integreerime seost 1.3.1 Ule ruumi V

Joon. 1.5

Ojdv =@ EdV . (13.2)
\% \%

Kuna kdik suurused omavad Uhtlase jaotuse, siis vOib seose 1.3.2 kirjutada kujul
j9 =sEIS. (1.3.3)

I U
Arvestades, et El =U, jSh=1 jaR=— sS saame | = R’ st. Ohmi seaduse integraalse

kuju. Tavalisdlt integraalsel kujul kasutatav Ohmi seadus U=IR on kehtiv ainult
potentsiaal sete véljade puhul, kui vaib rédkida pingest. Kui eksisteerivad ka korvalised
elektromotoorsed joud, lisandub Ohmi seaduses korvaliste joudude poolt tekitatud
elektrivdjatugevus

j=s(E+Ey) (2.3.9)

1.4 Keskkondadetuibid

Sisseviidud suurused, mida edasises kursuses kasutame, vOib jagada kolme

gruppi.
1. Elektromagnetilise valja parameetrid:

. —&/u — éAl

vdjatugevused E z— H x—/:

Jaug gmd  &mf
induktsioonivektorid D &= 8 H B [T]

Véjatugevused ja induktsioonivektorid on seotud vaakumis elektrilise
konstandi ja magnetilise konstandi abil:

1 geFU 7eHU
10 = 4p 1O
g ™ TP gy

eo—

2. Véljaallikate parameetrid:



: éA
ruumvoolu tihedus | 5—

0 eAl
¢ .
ml‘j]

pindvoolu tihedus | &m H,

('D.‘D

elektrilaeng q [C];

laengu ruumtihedus r

éecCu.
Em*
N eCu
laengu pindtihedus r 8 H

3. Keskkondade parameetrid:

absoluutne voi suhteline dielektriline [8bitavus e, e (dimensioonita);

SH’

: . e éH , L
absoluutne voi suhteline magnetiline |8bitavus m, S_H, m(dimensioonita);
m

erijuhtivus s

Swmlel

Elektri ja magnetilise induktsiooni vektorid on keskkonnas seotud vastavate
vdjatugevuse vektoritega keskkonna paramesetrite kaudu, nn. materiaalsete
vorranditega

e,eE
mH . (1.4.1)

sE

— UJI UI

Olenevalt keskkonna parameetrite iseloomust eristatakse eri tutpi keskkondi.
Voib eristada kolme Uldist jaotust.

1. Keskkonnad jagunevad isotr oopseteks ja anisotr oopseteks.
Isotroopses keskkonnas on e, m ja s skaaarsed suurused. Seega on
vdljatugevuse ja induktsioonivektorid teinetei sega paralleel sed
o[: B[ |
Anisotroopses keskkonnas on (ks keskkonna parameetritest teist rangi
tensor, elektrilise anisotroopia puhul e (vGi s), magnetilise anisotroopia puhul m.
Néaiteks voib m dldjuhul omada 9 soltumatut liiget

m, m, Mg
=|m, m, m,|. (2.4.2)
m, m, m,

Anisotroopia puhul keskkonna magnetilised voi e ektrilised omadused soltuvad
vajavektori orientatsioonist keskkonna suhtes, s.t. keskkond ise omab nagu mingit
orientatsiooni. Seos induktsiooni- ja véljavektorite vahel muutub killalt keeruliseks

B, =mH,+myH, +m.H,
B, =mH,+mH +mH,. (2.4.3)
Bz :n‘ExHx +nlyHy+anHz



Sageli on keskkonna anisotroopia seotud mingi valise faktoriga, mis keskkonna
mikrostruktuuri  mdjutades  orienteerib  keskkonna. Naiteks on  magnetilisalt
anisotroopne ferriit valises magnetvdjas. loonsf&éri e ektriline anisotroopia on seotud
Maa magnetvéljaga.

2. Keskkonnad jagunevad lineaar seteks ja mittelineaar seteks.
Lineaarse keskkonna parameetrid e sOltu véljavektorite amplituudist

et f(E), mt f(H) ega s f(E).
Mittelineaarse keskkonna parameetrid sdltuvad valjavektorite suurusest
kase = f(E),m= f(H)wis =(E).

Néaiteks pooljuht kujutab elektriliselt mittelineaarset keskkonda. Suurte
vdjatugevuste puhul vdivad muutuda mittelineaarseteks ka mdddukate véljatugevuste
jaoks lineaarsed dielektrikud. Néiteks atmosfaéris hakkavad ilmnema mittelineaarsed
efektid elektrivalja tugevuse puhul 5kV/cm.

3. Keskkonnad vdivad olla kas homogeensed voi mittehomogeensed.
Homogeense keskkonna parameetrid e soltu koordinaatidest

ele(xy,z),m mxy,z voists(xV,2).

Keskkonda voib lugeda homogeenseks ainult teatud tingimustel: piiratud ruumis
(néiteks Bhk toas vOi lainguhi sees), mitte arvestades pindefekte jne. Homogeensust
eeldatakse teatud l&henduses teorestiliste Ulesannete lahendamisel, kuna see holbustab
oluliselt lahenduse kéiku. Ebahomogeense keskkonna parameetrid soltuvad
koordinaatidest, s.t.

e=e(x,¥,2, m=m(x,y,2) vbi s =s (X,Y,2).

Ebahomogeense keskkonna omadused on ruumi erinevates osades erinevad.
Rangelt vottes on peaaegu dati tegemist mittehomogeense keskkonnaga. Néiteks
amosfaari dielektriline labitavus erineb kill Ghest vaga véhe, maaldhedastes kihtides
murdumisnditgja n = 1,00026-1,00038. Temperatuurist, suhtelisest niiskusest ja réhust
tingitud murdumisnéitgja muutused on suurusiargus 10°° - 10°°  (murdumisnéitaja
gradient korgusest on 4X0°km-1). Sellistest vaikestest muutustest on kllalt, et
tekitada tugevaid elektromagnetilise kiirguse fluktuatsioone optilises diapasoonis, mis
on tingitud atmosfaéri turbulentsidest ja raadiolaine "paindumist” Umber Maa.

15 Skalaarsed javektorvaljad

Vaatleme moningaid matemaatilis mdisteid vélja teooriast, mida kasutame
hiljem elektromagnetilise vélja omaduste kirjeldamisal.

Skalaarne vali on ruumi osa, mille iga punkt iseloomustab teatud skalaarse
suuruse j vaartus (temperatuuri, tiheduse, potentsiaali jne. vajad). Skalaarses véljas
(vt. joon. 1.6) eksisteerivad nn. ekvipotentsiaalsed pinnad, millel suurus j omab
konstantse vaértuse, st. j . (X, Y, z) =const.



Skalaarse vélja absoluutvaartus, suurus, e
oma sageli téhtsust. Nii  vOime valida elektrilise
potentsiaali vélja vaartuseks kas 0 V voi 1000V -
midagi e muutu, kuni kdik véja punktid omavad
sama potentsiaali. Naiteks loetakse maapinna
potentsaal vordseks nulliga. Vaiks valida

j, =cong

i, =oong T maapinna potentsiaali ka vérdseks 1000 voldiga,
midagi & muutuks. Situatsioon muutub oluliselt,
Joon. 1.6 kui nullise potentsiaaliga pinna Iahedal on 1000 -

voldise potentsiaaliga pind. Teatavadti t00
potentsiaalses véljas on seotud potentsiaali muutusega. Nii ka skalaarset véja
iseloomustab mitte selle suurus, vaid muutus, 6igemini muutuse Kiirus.

Véja muutumist iseloomustab skalaarse suuruse tuletis teatud suunas. Kui
tuletis on voetud ekvipotentsiaalse pinna perpendikulaari N suunas, iseloomustab ta
ilmselt vélja kdige suuremat voimalikku muutust. Sellist tuletist nimetatakse vélja
gradiendiks.

U

gradj ° Nj =—n,
fin (15.1)
~j :£f+ﬂLJ—+ﬂLE
ix Ty 19z

***Gradient on skalaarse vélja ruumiline tuletis*** ~
Véjamuutuse mingis teises suunas | méaarab vaja gradiendi projektsioon suunale |

di =gradj xdi . (15.2)

Kuna gradient on seotud suunaga, on gradient vektor. Gradient on skalaarse vdja
ammendav karakteristik.

Vektorvali on ruumi osa, mille iga punkti iseloomustab teatud vektor, selle suurus ja
suund:

Vektorvédljad on elektri- ja magnetvéli, gravita
tsoonivédi jne. Jooned, millele véjavektorid igas
punktis on puutujaks, on vdja joujooned (joon.
1.7). Vektorvélja iseloomustamiseks on ilmselt vahe
ainult vélja suuruse muutuse madramisest. Véja

jOujooned voivad omada vaga erinevat struktuuri.
Joon. 1.7 Pohiliselt voib eristada kaht tUdpi  joujooni:
lahknevaid ja keerisdlis. Nii iseloomustavad ka
vektorvalja kaks suurust: vektorvélja hoovusjatsirkulatsioon.

Vektorvalja hoovus Y l&dbi pinna S (joon. 1.8)
on seotud vektori normaalkomponentidega pinnale

Y © (jds = cpnds = cp,ds (1.5.3)
S S S

Joon. 1.8



Vektorvélja tsirkulatsioon piki kontuuri L (joon. 1.9)
on seotud vektori puutujakomponendiga kontuurile L

L Co ¢pd =gpdl. (15.4)
L L

Q|

dl On selge, et hoovus ja tsirkulatsioon sdltuvad pinna ja
kontuuri valikust, mille jaoks need arvutatakse. Nii e saa
Joon. 1.9 need suurused olla vektorvdlja (hesdlt maaratud
paramestriteks. Kiull vbivad aga olla sellisteks
parameetriteks vastavad diferentsiaalsed suurused, mis arvutatakse |6pmatult véikese
ruumi osa jaoks.
Vektorivdja omaduste kirjeldamiseks kasutatakse kahte matemaatilist madistet:
divergents jarootorit.
Vélja divergents ehk hajumine vélja antud punktis on piir, mille saavutab vektori voog

[&bi kinnise pinna S sama pinnaga piiratud ruumis DV® 0.

N 1
diva= [I)\llrgowgads. (1.5.5)

S

***Divergents on vektorvalja skalaarne ruumiline tuletis.***

z. (1.5.6)

Véja punktid, kusdiva > 0O, on vélja allikad. Punktid, kus diva < 0 kujutavad
neelu. Kui diva = 0, on tegemist alikavabade véjade ehk nn. solenoidaal sete véljadega.
Divergents definitsioonist 1.5.5 on néha, et solenoidaalsetes véljades on jéujooned
Kinnised.

Otsesdlt divergents definitsioonist tuleneb nn. Gaussi valem

drlivadv = gpds . (15.7)
\ S

Vektori voog l&bi kinnise pinna vordub selle vektori
divergents ruumiintegraaliga Ule selle pinna poolt
piiratud ruumi (joon. 1.10).

Vektorvalja rootor ehk keeris on seotud véljavektori

n tsirkulatsiooniga. Rootori komponent nsuunas (joon.
1.11) on piir, mille saavutab vektori tsirkulatsioon
ds mooda suunaga N perpendikulaarset pinda DS

DV d Umbritsevat kontuuri L, kui, DS® O.
55 a,

Joon. 1.11

1 _
rota). = lim —exdl .
( )n EIJISQODS?

***Rootor on vektorvalja vektoriaalne ruumiline
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tuletis*** )
Rootor on vektor ja omab vastavalt kolme komponenti. Uldisel kujul

] ok
rotae [fa] =T (15.9)
.1, 1,
a, a, a,
Seosest 1.5.8 jareldub Stokesi valem
¢yot ads = ¢gpdl (15.10)
L

Vektori tsirkulatsioon piki  kinnist kontuuri  vordub

rootori hoovusega 18bi selle kontuuri poolt Umbritsetud

pinna (joon 1.12). Kui vektorvélja rootor vordub nulliga,

S on vai keeristevaba. Véjakarakteristikud omavad rea

L matemaatilis seoseid. Nimetame neist méned, millel on

konkreetne flilisikaline mote.

1. Kui vektor on mingi skalaarse funktsiooni

gradient, on véli potentsiaalne. Néiteks, kui
E=-gradj ,

Joon. 1.12

on tegemist potentsiaalse elektrivaljaga, kuguures | on skalaarne elektrostaatiline
potentsiaal (Uldjuhul elektrivéli potentsiaalne el ole).

rot gradj =0.

2. Potentsiaalne vai on keeristevaba. Kui vektorvélja rootor vordub nulliga,
vOib seda vektorit kujutada mingi skalaarse vélja gradiendina. Naiteks, kui

rot E =0,
vOib eeldada, et
E=-gradj
jategemist on potentsiaalse véljaga
divrota =0.

3. Rootorvdljas alikad puuduvad. Kui mingi vektori divergents vordub nulliga,
vOib seda vektorit kujutada mingi vektorvélja rootorina.

Naiteks tingimusest

ivB
vOib eeldada, et =ro

>l o

ot

W o
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2 Elektromagnetilise valja vorrandid

Elektromagnetilise vélja vorrandid sisaldavad rea faktide teoreetilist tldistust.
Need vorrandid e ole tuletatavad matemaatiliselt. Véajavorrandid on loodusseadus,
mis on véljendatud matemaatilisel kujul.

Elektromagnetilise vaja vorrandeid nimetatakse Maxwelli vorrandeiks, sest
esimesena koondas elektromagnetilise véja seadused nelja vorrandisse James Clerk
Maxwell 1873 aastal oma t66s "A Treatise on Electricity and Magnetism”. Sellel
vorrandististeemil baseerub kogu elektromagnetiliste nahtuste teooria. Maxwelli
vorrandid mééravad seosed elektriliste ja magnetiliste ndhtuste vahel ja véjade seosed
védljaalikatega. Maxwelli vBrrandeid vaib kasutada nii integraalsel kui diferentsiaal sel
kujul. Mdlemad vormid on samavéarsed.

2.1 Elektromagnetilise valja vorrandid integraalsel kujul

Esmene Maxwelli vorrand on koguvoolu seaduse Uldistus. Koguvoolu
seaduses (vt. 1.2.13)

AY

=

S -

-

| ¢ on kdikide voimalike voolude summa, mis labivad kontuuriga L piiratud pinna S

I = Ojds (2.1.1)
S

kus jg on summaarse voolu tihedus. Juhtivusvoolu pindtiheduse j kohta on kehtiv
Ohmi seadus (vt. 1.3.1)

j=sE.

Seega keskkonnas, mis @ juhi eektrit, st. s =0 muutub ka juhtivusvool
nulliks. Kui vaadelda seoses (1.2.13) ainult juhtivusvoolu, jouame jéreldusele, et
elektrit mittgjuhtivas keskkonnas ka magnetvai puudub (kuna magnetvélja puhul on
tegemist solenoidaalse véljaga, tahendab véaljavektori tsirkulatsiooni puudumine ka
vélja puudumist), mis ilmselt ei ole dige. Maxwell eeldas, et seos (1.2.13) kehtib ka
dldjuhul, sit. ka keskkonnas, mis el juhi elektrit (dielektrikus voi vaakumis) jatdi sisse
nn. nihkevoolu maiste.

Elektrilise slisteemi nditena, kus domineerivad nihkevoolud, vdib olla
kondensaator vahelduvvoolu-ahelas. Vahelduv vool voib tsirkuleerida katete vahel
isegi sellel juhul kui nad on eraldatud ideaalse dielektrikuga voi asuvad vaakumis ja
jarelikult juhtvoolu tekkimine on véimatu. Jarelikult vahelduvale elektrilinevéjale ja
juhtvoole kaasneb magnetvaljatekkimine.

Dielektrikus tekib elektrivdlja maoj ul polarisatsioon.
Polarisatsioonilaeng (vt. 1.1.18)

Q'= OPds.
S

Polarisatsioonilaengu  muutus annab voolu, mis kujutab endast nihkevoolu
dielektrikus

12



_TQ¢_ gP

| =—= o—ds 2.1.2
nd ﬂt S ﬂt ( )
millele vastab nihkevoolu tihedus diel ektrikus
- 'ﬂ P
213
Jnd ﬂt ( )

Vastavalt Maxwelli eeldusele koguvoolu seaduse Uldisest iseloomust peavad
nihkevoolud eksisteerima ka vaakumis. Vaatleme elektrilise induktsioonivektori D
(vt. 1.1.13) gjalist muutust

1D 1E T P

=e,
It Tt ‘ﬂt
Teine liidetav summas on nihkevoolu tihedus dielektrikus. Jarelikult peab ka esimene

liidetav omama nihkevoolu tiheduse dimensiooni ja vastama nihkevoolu tihedusele
vaakumis (P =0)

(2.1.4)

- ﬂE

Summaarse nihkevoolu tihedus
. . . YD
n=|w+ |nd = —, 2.1.6
In= et g =0 (2.1.6)
seega
*** gl ektrilise induktsiooni vektori muutus maérab nihkevoolu tiheduse.* **
Voolude summa, mis |&bivad pinna S (vt. 2.1.1) vdib seega avaldada kujul
YA = — \ ﬂﬁ T =
=t ])ds=q—--+])ds. (2.2.7)
S S ﬂt
Asendades (2.1.7) koguvoolu seaduses, saame | Maxwelli vorrandi
oHdl 0ﬂ—ds+0]ds (2.1.8)
L

***Magnetvalja tsirkulatsioon mdtda pinna kinnist kontuuri vordub elektrilise
induktsiooni voo muutusega labi selle kontuuriga piiratud pinna ja juhtivusvooluga
labi selle pinna. ***

Teine Maxwelli vorrand on elektromagnetilise induktsiooni seaduse -- nn. Faraday
seaduse Uldistus. Kui juhe 16ikab magnetilisi joujooni, tekib selle juhtme otstes
elkromootor joud, mis on vordeline galhikus I6igatud joujoonte arvuga, Sit.
induktsioonivoo Y,, muutusega

= 1Y,

ST
Seos 2.1.9 on kehtiv ainult potentsiaalse vélja erijuhul. Uldjuhul tekitab magnetilise
induktsiooni voo muutus elektrilise valjavektori keerise

ol =
L

(2.1.9)

2.1.10
Mt ( )

13



Asendades Y,, seosest 1.2.8, saame Maxwelli 1l vorrandi integraal se kuju

\‘HB
O ¢

***Elektrivalja tsirkulatsioon moodda pinna kinnist kontuuri vordub magnetilise
induktsiooni voo muutusega |&bi selle kontuuriga Umbritsetud pinna.***
Kolmas Maxwelli vorrand on uldistatud Gauss teoreem (vt. 1.1.13)

oPds=q.
S

Neljas Maxwelli vorrand kinnitab, et looduses vabu magnetilis laenguid el
ole ja et magnetvélja joujooned on kinnised (vt. 1.2.9)

(2.1.11)

@Eou =-

¢pds=0.
S
Maxwelli vOrrandstisteemi integraalne kuj u on jargmine:
Hdl = ds+ gy
|@’| ‘ﬂt 9
1B
Fdl =- ds
I @112
'@3ds q
I@Bds 0

Esimene vorrand néitab, et elektrilise induktsiooni voo muutusele ja juhtivusvoolule
kaasneb magnetvélja tsirkulatsioon.

Teine vorrand néitab, et magnetilise induktsiooni voo muutusele kaasneb elektrivélja
tsirkulatsioon.

Kolmas vorrand néitab, et elektrilaeng tekitab elektrilise induktsiooni voo.

Neljas vorrand néitab, et magnetvélja joujooned on kinnised.

2.2 Maxwelli vdrrandid diferentsiaalsel kujul

Teisendame vorrandisiisteemi (2.1.12) diferentsiaalsele kujule.
Esimese vorrandi teisendamiseks kasutame Stokesi valemit (1.5.10)

= gotH

AY

-

Asendades vorrandisse, saame

dot Hds = (‘)1:1—ds + O]dS

Kuna pinnad Sja S on mdlemad piiratud tihe ja sama kontuuriga L, on ilmselt S=S,
Sel juhul integraalide vordsuse korral peavad olema vordsed ka integreeritavad
suurused ja saame Maxwelli | vorrandi diferentsiaalsel kujul

14



1D

rotH =—+ 7.
It
Teise vorrandi teisendamiseks kasutame Stokes valemit 1.5.10
~ . N — = \ﬂg
Asendame vOrrandisse got Eds =- O'ﬂ_t .
S¢ S

Pindade Sja S vordsus lahtub agjaolust, et nad on piiratud kontuuriga L. Seega vdime
vordsustada ka diferentsiaalsed suurused ja saame I Maxwelli  vorrandi
diferentsiaalsel kujul

rot E =- ﬁ (2.2.2)

Kolmanda vorrandi teisendamiseks kasutame Gaussi valemit 1.5.7
P05 = cylivDaV .
S \%
Samuti avaldame laengu q laengu ruumitiheduse kaudu.
q=Qgav
Asendades vorrandisse, saame
Qliv DaV = Or aV.
\% \A
Ruumid V ja V' on Umbritsetud Uhe ja sellesama  kinnise pinnaga S, jarelikult
V'=V. Sel juhul jareldub integraalide vordsusest ka integreeritavate suuruste vordsus
jasaame Maxwelli 111 vorrandi diferentsiaalsel kujul

divD=r. (2.2.3)

Analoogiliselt teisendame Gauss valemit kasutades diferentsiaalsele kujule ka IV
Maxwelli vorrandi:
divB=0. (2.2.49)

Seega on Maxwelli vorrandististeem diferentsiaalsel kujul jargmine

-:-rotH_:—ﬂD+i

: qt

f =_ 1B

jrotE=-— | (2.2.5)
i

I'divD =r

| —

fdivB =0

| ja Il vorrand seovad omavahel elektrilis ja magnetilis ndhtusi. Magnetvdja
rootor on seotud gas muutuva elektrilise induktsiooniga ja juhtivusvooluga.
Elektrivdja rootor tekitatakse muutuva magnetilise induktsiooni poolt. Seega on
vahelduvad elektri- ja magnetvdli lahutamatult seotud: e saa olla vahelduvat
elektrivaljailma magnetvéljata ja vastupidi.
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Il ja IV vorrand seovad vdju nende allikatega. Elektrivdlja allikaks on
laengutihedus. Magnetvéli on allikatevaba, solenoidaalne véli.

Koos materiaalsete vorranditega (1.4.1) sisaldab Maxwelli vorrandisiisteem kogu
elektromagnetilise teooria alused.

2.3 Maxwelli vérrandid komplekskujul

Tehnikas pakuvad pohilist huvi vahelduvad elektromagnetilised véjad. Sageli
on tegemist perioodiliste protsessidega, mida vOib kujutada kui harmoonilist
vonkumist. Selliseid  protsesse  kirjeldatakse  matemaeatiliselt  harmooniliste
funktsioonide abil. Neid protsesse nimetatakse monokromaatilisteks. Reaalseid
protsesse voib kujutada kui monokromaatiliste protsesside kombinatsioone.
Sellepdrast annab monokromaatiliste protsesside vaatlemine kdllalt Uldiselt
rakendatavaid tulemusi ja omab suurt tdhtsust. Monokromaatiliste protsesside puhul
muutuvad koik valjade parameetrid kui harmoonilised funktsioonid gjast:

A=A coswt +j ), (2.3.1)

kus A on mingi véjavektor, A, on vektori amplituud, w on ringsagedus ja ] on
algfaas. Kuna monokromaatiliste protsesside puhul galiste muutuste issloom on
teada, vOib vdjavOrrandeid lihtsustada. Selleks kasutatakse komplekssete
amplituudide meetodit. Vastavalt Euleri valemile

e ™) = cogwt +j ) +isin(wt +j ).
Seega vOime véljavektori (2.3.1) avaldada kompleksse suuruse kaudu
A=ReA€e"") =ReAge "', (2.3.2)
Suurust, mis ei sisalda enam teadaolevat gjalist sdltuvust, kill aga amplituudi ja faas,
nimetatakse kompleksseks amplituudiks
A=Ag . (2.3.3)
Véljavektori A (samuti skalaarse parameetri) voime avaldada tema kompleksse
amplituudi kaudu
A=ReAe™ . (2.3.4)
Kuna dleminek  kompleksselt  amplituudilt  vastava  parameetri
momentvaartusele on lihtne, kasutatakse komplekssete amplituudide meetodit vaga
laiddaselt. Kasutame  komplekssete — amplituudide  meetodit ~ Maxwelli
vOrrandististeemi puhul.
Véljendame véljaja véljaalikate parameetrid komplekssete amplituudide kaudu:
: rot (Re He™) = % (ReDe™) + Re je™
i
JII rot (ReEe™) = - % (ReB™) (2.3.5)
.I. : . .
idiv(ReD™) =Rere™
| .
fdiv(ReBe"™)=0
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Kuna Maxwelli vorrandsiisteem on linesarsete diferentsiaalvorrandite stisteem, siis
rahuldavad seda nii komplekssed suurused kui ka nende reaal- ja imaginaarosad.
Ajaline sdltuvus taandub vorranditest vélja.

Arvestades, et antud juhul % =iw

saame Maxwelli vorrandsusteemi kujul

_i_rotl—l;:iwD;+j;

irotE =-iwB

% - (2.3.6)
1divD =r

1 -

fdivB =0

Kompleksseid amplituude kasutades voib vélja kirjutada ka materiaalsed vorranded
(1.4.1)

D=eE
B=mH. (2.3.7)
j=sE

Edas viime sisse kompleksse dielektrilise |abitavuse. Teisendame esimest vorrandit
(2.3.6) kasutades (2.3.7)

rotH = iweaE +sE
rotH =iw(e, - i 2)E
W

Seega komplekssele dielektrilisele |18bitavusel e vastab suurus

e =e-ie'"'=¢, - i> =e,(1- is—), (2.3.8)
w we

a
H n S
kuse=¢e, jae'"'=—.
w

Suhet — =——=1gs (2.3.9)

nimetatakse kaonurga tangensiks. On ndha, et

E -+
tgs = S ;:%
we,E ],

*** Kaonurga tangens maarab juhitavusvoolude ja nihkevoolude suhte.* **

Kaod on seotud ainult juhtivusvooludega. Samuti néitab suhe (2.3.9), kas
domineerivad keskkonna metallilised voi dielektrilised omadused. Nii kaod kui ka
keskkonna iseloom sdltuvad mitte ainult keskkonna parameetritest vaid ka sagedusest.

Kui we, >>s, domineerivad nihkevoolud, vélja seos juhtivusvooluga on
nork, kaod véikesed. Suhteliselt kdrgetel sagedustel domineerivad elektromagnetilise
vdljalainelised omadused.
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Kui we, <<s, domineerivad juhtivusvoolud, véljad on tugevalt seotud
juhtivusvooludega ja on oma struktuurilt sarnased alalisvoolu véajae. Nihkevoolud on
juhtivusvooludega  vorreldes véikesed, tegemist on kvaasistatsionaarsete
protsessidega.

Kasutades kompleksset dielektrilist [abitavust voime | Maxwelli vorrandile anda kuju

rotl—T :iwciﬁ,

mis on sarnane Maxwelli Il vorrandi kujule slisteemis (2.3.6).

Uldjuhul on ka magnetiline Iabitavus kompleksne suurus. Néiteks ferromagnestikute
puhul tekivad kaod magnetiseerumisel ja seoses hustereesiga faasinine j |, vektorite
H ja B vahd

Uldjuhul m= mi-
Kasutades kompleksseid keskkondade l&bitavusi, vOib vorrandisisteemi (2.3.6=
teisendada kujule

trotH =iwéE

[ - (2.3.11)
frotE =-iwnmH
Seosed (2.3.11) kujutavad Maxwelli vorrandisisteemi komplekskujul. 111 ja 1V
vOrrand langevad susteemist véja, kuna nad e ole enam sOltumatud, vaid on
tuletatavad | ja Il vOrrandist. SOltumatute vorrandite arvu vdhenemine véljavorrandite
stisteemis on seletatav sellega, et eeldades perioodilist soltuvust gjast me kitsendasime
vaadel davate ndhtuste diapasooni.

2.4 Pidevuse vorrand

Otseseks jarelduseks Maxwelli vorranditest on nn. pidevuse vorrand. Votame
divergentsi | vorrandi mdlemast poolest

divrot H = div?ﬂ—? +divj.

Kuna
divrot H=0
jaMaxwelli 111 vorrandist B
dIVE = ﬂ_r
1t 1t
saame pidevuse vorrandi kujul
= qr
divj+—=0. 24.1
AT (24.1)

*** Juhtivusvoolu tiheduse valja allikaks on muutuv laengutihedus.* **
Vaatleme voolutiheduse vélja ruumi mingis osas, mis e sisalda muutuvaid laenguid.

sis =0 ja divj = 0.
Tt
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Jarelikult vool kas puudub Uldse vdi on vaadeldavasse ruumi sisenevate voolujoonte
arvuga. Jareldus on Gige ka iga teise ruumiosa kohta, milles puuduvad muutuvad
laengud. Seega voolujooned on pidevad.
Pidevuse varrandist tuleneb laengu jé8vuse seadus.
Integreerime vorrandi 2.3.1 ruumisV

&liviav =- ¢y av

\% TItV
Vastavalt Gauss valemile

clivijav = gyjds.
\% S

Kuna Qids =1 jaOrdv =g,
S \
19
| =-
Saame Tt

Laengu muutus ruumis V vordub sellest ruumist véljuva vooluga. Jarelikult laengu
hulk on jaédv. Seadus, mida tavaliselt vaadeldakse kui iseseisvat, on tuletatav
Maxwelli vorranditest.
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3 Piiritingimused

Elektromagnetilise vaja vorrandid sisaldavad ruumilis tuletis véjatugevuse ja
induktsioonivektoritest. Et need tuletised oleksid méératud, peavad nii véljavektorid
kui ka keskkonna parameetrid olema pidevad funktsioonid koordinaatidest.
Tegelikkuses tuleb sageli kokku puutuda juhustega, kus keskkonna parameetrite
pidevuse ndue on rikutud. Veelgi enam — sellised olukorrad esinevad sagedasti ja
omavad elektromagnetismis suurt tdhtsust. Néitena vOib tuua metallpinnad, mis
puutuvad kokku Ghuga voi mdne teise dielektrikuga. Vajavorrandeid e ole sdllistel
juhtudel  otseselt vOimalik kasutada. Teooria peab aga vdimaldama lahendada
Ulesandeid véljade arvutamiseks ka juhtudel, kui keskkonna parameetrid muutuvad
hippeliselt. Jarelikult on vaalikud téiendavad tingimused, mis seoksid vélja ja
induktsioonivektoreid kahe keskkonna piiril. Selliseid tingimus nimetatakse
piiritingimusteks.

Nagu kdik  teisedki elektromagnetvélja
€ e, seaduspérasused, tuletatakse ka piiritingimused
m m Maxwelli vorranditest. Kas sin & teki vastuolu -
» X heed voOrrandid e t6ota ju gis, kui keskkonna
X = Xo paramestrid jarsult muutuvad? Selleks, et tulemuseni

jOouda, kasutatakse erilist vOtet. Koigepealt
/’/ eeldatakse, et kahe keskkonna piir (vt. joon. 3.1)

omab 16plikku paksust Dx mille ulatuses keskkonna

— X = X, |-— parameetrite  muutus vaartuselt e, m vaartuseni

D x e,,m on pidev. Keskkonna parameetrite pideva

Joon. 3.1 muutuse korral vaib piiritsoonis kasutada Maxwelli

vorrandeid. Edasi |éhendatakse piiritsooni paksus

nullile. Saadud seosed véljatugevuse ja induktsioonivektorite komponentide vahel

annavadki piiritingimused kahe keskkonna piiril. Selline 1&henemine on tudpiline
Ulesannete |lahendamisel, mis sisaldavad nn. hiippeid.

Elektri- ja magnetvdja seosed allikatega on Maxwelli vorrandites erinevad.
Erinevad on ka vdjade hoovus vOi keeriseid kirjeldavad seosed. Sellepdrast on
loomulik eeldada, et piiritingimused elektri- ja magnetvdja, aga ka nende véjade
puutuja- ja ristkomponentide jaoks keskkondade eralduspinnale on erinevad.

3.1 Elektrivaljade vektorite piiritingimused

@ n Vaatleme kdigepealt elektrilise

1

induktsioonivektori ja  véljatugevuse
normaalkomponentide muutust kahe
keskkonna piiril. Selleks ehitame |8bi kahe
keskkonna kokkupuutepinna silindri kdrgusega
Dh ja pohja pindalaga DS (vt. joon. 3.2), mis
asub osalisedlt mélemas keskkonnas. Uldjuhul
vOib kahe keskkonna eralduspinnas S asuda
pindlaeng q'.

Joon. 3. 2
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Pindlaengu tihedus
r=1im2 (3.1.1)
DS

kus Dg’ on pinnaelemendil DS asuv pindlaeng. Silindri kdrguse Dh ulatuses toimub
dielektrilise l8bitavuse muutus suuruselt e suuruseni e,. Silindri ristldige vaitakse
killalt véike, et lugeda véljavektorite ja teiste suuruste jaotust DS ulatuses Uhtlaseks.
Edasi, lahtudes 111 Maxwelli vorrandist, arvutame elektrilise induktsiooni voo |&8bi
glindri pinna S
P ds=cyav. (31.2)
S' \%

Kuna silindri sees on ainult keskkondade eralduspinna asuv pindlaeng, siis

OrdV = r 'DS.

\%

Kasutades suuruste thtlast jaotust DS ulatuses, kirjutame vorrandi 3.1.2 véja kujul

D,n,DS+D,n,DS+Y,, =r'DS. (3.1.3)

kul g

Siin tahistab indeks 1 vastavaid suurusi esimeses, indeks 2 teises keskkonnasja Y, on
induktsiooni voog 18bi silindri kilgpinna
Nidd 1&hendame Dh® 0. Siis ka Y,,,®0 ja n,=-n,=n kus N on keskkondade
eralduspinna normaal. Vorrandist 3.1.3 saame

(D,- D,)n=r" (3.1.9)
VoI

D, - D,, =r". (3.1.4a)

***E|ektrilise induktsiooni vektori normaalkomponendi muutus kahe keskkonna
piiril vordub pindlaengu tihedusega eralduspinnal .***
Kui keskkondade eralduspinnal pindlaengud puuduvad, st. r'=0, dis

D, =D,,. (3.1.5)

***Elektrilise induktsiooni vektori normaalkomponent kahe keskkonna piiril ei
muutu.***

Tingimustest (3.1.5) saame vastavad seosed ka elektrivdlja tugevuse
normaal komponentide jaoks

elEln = ez EZn !
E e
=2 (3.1.6)
EZn el

***E|ektrivalja tugevuse normaalkomponent kahe keskkonna piiril muutub
poordvorde-liselt nende keskkondade dielektrilisele [abitavusele.** *

Vaatleme nild  elektrivdlja tugevuse ja  induktsioonivektori
puutujakomponentide muutust kahe keskkonna piiril. Selleks |dikame kahe
keskkonna eralduspinna |&bi tasapinnaga P, mis on risti eraduspinna elemendiga
punktis 0. Pinnal P vdtame taisnurkse kontuuri L (A B C D), mis |8bib jaotuspinda
(joon. 3.3). Kontuuri pikkus
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D= AB=CD
on paralleelne eraduspinna S ja pinna P 16ikejoone puutujaga punktis Ot (Uhikvektor)
ja on kullalt véike, et lugeda véljavektorite ja teiste suuruste jaotust Uhtlaseks DI
ulatuses. Kontuuri kdrgus

Dh= AD=BC
on paralleelne eralduspinna S normaaliga punktis0 n (Uhikvektor).
Uhikvektorid @, £ janormaa pinnale P punktisO N on omavahd risti

t = [Nn]

Arvutame elektrivalja tugevuse tsirkulatsiooni piki kontuuri L, kasutades Il Maxwelli
vorrandit integraalkujul

oEdl =- %(‘ﬁdg, (3.1.7)
L S

kus S=DIDh on ristkiliku A B C D pindala. Arvestades integreeritavate suuruste
uhtlast jaotust, véime 3.1.7 kirjutada kujul:

_ _ 1B —

EjfD - E,jfD+C, = s NDIDh (3.1.8)
kus C, on tsirkulatsioon piki kontuuri kdrgust. Kui Dh® O, siiska C, ® 0. Varrandi
parem pool sisaldab magnetilise induktsiooni vektori voo muutust 18bi pinna S'. [Imselt
pinna S vahenemisega nullini muutub ka induktsioonivektori voog 18bi pinna nulliks ja

vorrandi parem pool B
1B

— NDIDh® 0.
Mt
Kui Dh® 0, saame vorrandist 3.1.8 tingimuse
(E,- E))f =0 (3.1.9
voi
E, =E, (3.1.10)

***Elektrilise induktsiooni vektori puutujakomponent kahe keskkonna piiril
muutub vordeliselt keskkondade dielektrilistele [abitavustel e.***

3.2 Magnetvalja vektorite piiritingimused

Vaatleme eraldi magnetvéja normaal- ja puutujakomponente kahe keskkonna
piiril, kasutades punktis 3.1 kasutatule analoogilist |&henemisviisi.
Magnetvalja normaalkomponentide piiritingimuste tuletamisel vaatleme samuti
glindrit 18bi kahe keskkonna eraduspinna S (joon. 3.2). Lahtudes Maxwelli IV
vOrrandist arvutame magnetilise induktsiooni vektori voo 18bi silindri pinna S':

¢pds =0 (32.1)

Eeldades integreeritavate suuruste Uhtlast jaotust saame 32.1 kujul
B,n,DS+B,n,DS+Y,, g =0, (3.2.2)
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Kus Y, On magnetilise induktsiooni voog l&abi silindri kilgpinna. Kui Dh® O siis ka
Yua, ® 0 ja 0 =-n, =n. Seosest 3.2.2 scame sel juhul

(B,- B,)i=0 (3.2.3)
Jarelikult
B, =B, (3.2.4)

***Magnetilise induktsiooni vektori normaalkomponent kahe keskkonna piiril e
muutu.***

See reegel langeb kokku vastava seosega elektrivdja jaoks juhul, kui on tegemist
mittemetalliliste keskkondadega.

Vastav seos magnetvélja tugevuse normaalkomponendi jaoks oleks/on

Hy_m
= (3.2.5)

2n nl

***Magnetvdlja tugevuse vektori normaalkomponent kahe keskkonna piiril
muutub p6ordvordeliselt nende keskkondade magnetilistele |&bitavustele.* **

Magnetvalja tugevuse ja induktsioonivektori
puutujakomponentide piiritingimused tul etatakse
Maxwelli | vorrandist, vaadeldes kontuuri L 1&bi
kahe keskkonna eralduspinna (vt. joon. 3.3)

oHdl 0— ds + O]dS (3.2.6)

. Tt

kus S on ristklliku ABCD pindala, AD on Dh ja
AB on DI Eeldades integreeritavate suuruste
Joon. 3.3 Uhtlast jaotust, saame

HDl - FfDI+Cyy _(jﬁ

+ j)NDIDh (3.2.7)

kus C

on magnetvélja tsirkulatsioon modda ristkiliku korgust Dh. Kui Dh® 0

® 0 ja‘II”—?NDIDh® 0.

kdrg
diska Cy,,

Teine liige vorrandi paremal poolel JNDIDh vaib tingimusel Dh® 0 kéituda erinevalt
¥, kas muutuda nulliks voi omada mingit 18plikku piirvértust.

Kui
lim jDhDl =0
Dh® 0
saame vorrandist 3.2.7 tingimusel Dh® O seose
(H - H,)f =0 (3.2.8)
japiiritingimuse magnetvalja puutujakomponendile

H, = H, (3.2.9
***Magnetvalja puutujakomponent kahe keskkonna piiril e muutu.***
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Vastav tingimus magnetilise induktsiooni vektori puutujakomponendile on

B .M
By m

***Magnetilise induktsiooni vektori puutujakomponent kahe keskkonna piiril
muutub vOrdeliselt nende keskkondade magnetilisele 18bitavusele.* **

Kui teine liige vorrandi parema pool omab 16plikku piirvéértust, siis tingimused 3.2.8 -
3.2.10 muutuvad.

(3.2.10)

. €Al
&mi

lim——= (3.2.11)

Piirvéértus annab pindvoolu tiheduse |

Seegateine liige paremal pool kujutab endast pindvoolu ristkomponenti pinnale P:
lim jNDh=J'N (3.2.12)

Dh® 0
Pindvoolude puhul magnetvalja puutujakomponendi piiritingimus on jéargmine
(H,- H)t =J'N (3.2.13)

Hy - Hy =7y (3.2.14)

***Magnetvalja puutujakomponendi muutus kahe keskkonna piiril vordub temaga
ristsuunalise pindvoolu tihedusega.* **

3.3 Kokkuvdte piirtingimustest

Piirtingimused elektriliste ja magnetiliste vektorite jaoks on sarnased. Kui on
tegemist keskkondadega, mille pinnal puuduvad pindvoolud ja pindlaengud
(dielektrikud, suhteliselt vaikese elektrijuhitavusega keskkonnad), sit.

4Cu

&m*H
sis induktsioonivektorite normaalkomponendid on pidevad, véjatugevuste
normaal komponendid muutuvad aga potrdvordeliselt |abitavusele

r'=j'=0, r

E

Dln = DZn; an = i
EZn el
H

Bln = BZn; = = ﬂ
H 2n m

Véjatugevuse vektorite puutujakomponendid on pidevad, vdja induktsioonivektorite
puutujakomponendid muutuvad aga vordeliselt |abitavusele:

D e
1p :_1; E]I =E
DZ eZ

2t
p
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B_]I:ﬂ' H

By M

Elektrijuhi pinnal tekkivad pindlaengud ja pindvoolud. Pindlaengud muudavad ainult

elektrilise induktsiooni vektori normaalkomponenti D, - D,, = r .

Pindvoolud muudavad anult magnetvdlja tugevuse  puutujakomponenti

Hy - Hy = 'y

s =0 S ® ¥ |deadsd elektrijuhil on |8pmatult suurt elektri-

juhtivus, st. s ® ¥. ldeadses juhis vahelduvad

E, elektromagnetilised véljad e saa eksisteerida -
ideaalne juht Ithistab elektrivalja &ra. Samuti e saa

olla idesdlse juhi sees elektrostaatilist véja -
laengud jaotuvad juhi pinnal nii, et summaarne vali

H, juhis vordub nulliga. Vastasel korra liiguksid need
o 2] laengud vdja mojul edas. Seega ideaalne juhi
Joon. 3.4 puhul muutuvad kdik véjakomponendid tei-ses
keskkonnas nulliks (joon. 3.4).
EZn = EZt = HZn = H2t :O
Kasutades piiritingimusi, avaldame véajakomponendid esimeses keskkonnas,
arvestades, et ideaalse juhi pinnal on pindlaengud ja pindvool ud:

E, =0, (seosest 3.1.10, kui E,, =0)
r 1

=H

2t

E,=

n

(seosest 3.2.14, kui H,, =0)
o~1

H, =]y (seosest 3.2.14, kui H, =0) ja

H,, =0 (seosest3.25 kui H,, =0)

***Seega ideaalse eektrijuhi pinnal on elektrivali risti pinnaga ja magnetivali
pinnaga paralleelne***

Oluline on mérkida, et ***magnetvdlja puutujakomponent vOrdub temaga
ristsuunalise pindvoolu tihedusega.* **

Nagu tavaliselt, on magnetvali risti temaga seotud elektrivooluga. Elektrivool
omakorda, vastavalt Ohmi seadusele, on paraleelne elektrivdlja tugevusele.
Loomulikult, ideaalses elektrijuhis voolutihedus muutuks [6pmatu suureks ja seda
seadust sellisdl kujul e ole voimalik kasutada (muutub ju elektrivélja juhile parallegne
komponent juhi pinnal vordseks nulliga). Kuna magnetvéli on omakorda aati risti
elektrivajaga, on sellele ristsuundine vool eektrivéljaga samasuunaline.

Riiritingimused kehtivad alati, igasugustes slsteemides ja igasugustel
tingimustel. Neid muuta & ole voimalik. Nii on elektromagnetilise laine levil liinis véja
struktuur selling, et piiritingimused on automaatselt taidetud. Metallist liinis saab
elektrivali ollaainult risti seintele. Kui on olema ka elektrivéja pikikomponent, siis see
muutub seina &res vordseks nulliga. Nii tekib liinis keerulisema struktuuriga laine, mis
omab véjatugevuse miinimume ja maksmume liini ristlGikes. Piiritingimused mééravad
vdjakéitumise nii metallist kui ka dielektrikust stisteemides.
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4.1 Valjavektorite lainevdrrandid

Maxwelli 1 ja Il vorrand kirjeldavad seoseid gas muutuvate elektri- ja
magnetvéljade vahel. Elekirilise induktsiooni muutus tekitab magnetvélja, vahelduv
magnetvali tekitab omakorda elektrivaljajne.:

1%-'?@ rot A (t): ® ":I—Ft'® rot E(t)
Vahelduvad elektri- ja magnetvéli ergutavad teineteist. See agaolu ongi aluseks
elektromagnetilise vélja ja energialevimisele ruumis.

Maxwelli | ja Il vorrand sisddavad aga nii elektri- kui ka magnetvéja
vektoreid, kuguures molemad véljatugevused on Uhes ja samas vorrandis sees ja neid
e saa lahutada. Selliste vorrandite kasutamine leviprotsess kirjeldamiseks on
ebamugav. Tuletame vdrrandi, mis iseloomustaks samuti elektromagnetilise energia
levimist ruumis, kuid sisaldaks ainult Uhe, kas elektri- voi magnetvélja vektori. Sellise
vorrandi voib tuletada Maxwelli vOrrandististeemist.

Votame aluseks | Maxwelli vorrandi ja vBtame rootori selle mélemast poolest:

e ﬂE -
rotH=e,—+j|rot

rot rot H :ealrot E +rot |
Tt (4.1.1)

_ e,
Kasutame vektorsamasust rot rot H =grad divH - N°H 5 aeendame Maxwelli 11
vorrandist rot E jalV vorrandist div H =0

2T 1T _TH .
-N*H =-e,—m,— +rot
STHET .
,—
Nzﬁ-eama?”T:-rot]
t (4.1.2)

Saadud seos on lainevérrand magnetvélja vektori H jaoks.
LainevOrrandi elektrivdlja vektori E jaoks saame, lahtudes Il Maxwelli
vOrrandist
_ TH
rotE=-m —
m, 1t

rotrotE:-ma%rotﬁ

Teisendame, kasutades vektorsamasust ja | Maxwelli vorrandit

grad divE - NZE:-ngla% 1E, jg

[l Maxwelli vOrrandist asendame

divE ="
e

a

jamuudame mérgid:
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NE-em = =grad +ml)
it e, Tt (4.1.3)
Tulemuseks on lainevdrrand elektrivalja vektori jaoks.

Lainevorrandi tldpiline kuju sisaldab teis osatuletis modda aega ja ruumi,
koordinaate, kirjeldades seega protsesse, mis muutuvad Uheaegselt nii gjas kui ruumis.
Aeg ja ruum on vorrandis sees simmeetriliselt. Selle vorrandi paremat poolt
nimetatakse ka dAlamberti operaatoriks, neljamddtmelise ruumi teiseks
ruumtuletiseks, kuguures neljandaks modtmeks on aeg. Aeg on immaginaarne
koordinaat, selleparast oleks esimene tuletis mooda neljandast koordinaati
immaginaarne ja teine tuletis on miinusmargiga.

Vorrandi parema  pool on vdjadlikad, voolu- ja laengutihedused.
Véjavektorite lainevorrandis on allikad sees ebamugava kujul, nende funktsioonide
kaudu. Sellepéarast kasutatakse véljavektorite lainevorrandeid tavaiselt Sis, kui
uuritakse vaju ilma allikateta ruumis. Allikad vorduvad siis nullile ja vorrand muutub
homogeenseks. IIma dlikaid arvestamata on voimalik saada véja struktuur ja selle
omadused, madramatuks jadb vdja amplituud. Nii kasutatakse homogeenset
lainevorrandit néiteks liinis, kus laine levib, kuid alikad puuduvad.

Edas vaatleme harmoonilis elektromagnetilis protsesse ilma voolude ja
laenguteta ruumis. Léheme vorrandites (4.1.2) ja (4.1.3) Ule komplekssetele
T ® -w?. saame lainevarrandid

1t

amplituudidele eeldades, et, j=r =0, seajuures

komplekssal kujul:
N?E +emw’E =0
. N (4.1.9)
N?H +efw’H =0
Seda vorrandit nimetatakse Helmholzi vorrandiks.
LainevOrrand harmooniliste protsesside jaoks sisaldab ainult the parameetri (Kkui
vaadelda voolude ja laenguteta ruumi)
emw? =k?
Arvu _ (4.1.5)
k =w,em

*** nimetatakse lainearvuks. Ainsa parameetrina lainevorrandis on lainearv
maarava tahtsusega suurus, tema isdloom maarab elektromagnetilise laine
omadused.***

Vaatleme elektrivdlja lainevOrrandit (4.1.4) kdige lihtsama juhul, kui vl
muutub ainult modda Uhte koordinaati z. Siis tasapinnas xy on vélja véartused
konstantsed. Sellist samafaasiliste véljatugevuste pinda nimetatakse laine frondiks.
Antud juhul front kujutab tasapinda xy. Sel juhul on tegemist nn. tasapinnalise lainega.
Kuna

l l &2
—=—=0; ny:O
ix Ty
saame lainevorrandi kujul
2E .
TE 1 kE=o (4.1.6)
1z
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See on harmooniliste vonkumiste vorrand piki koordinaeti z ja selle vorrandi 1ahendi
Uldkuju
E=Eg™+Ee™

ssaldab kaks vastassuunas liikuvat lainet. Minnes komplekselt amplituudilt Ule
reaal sele véljatugevusele, saame

E =ReE = E, coswt - kz)+ E, cosfwt + kz) (4.1.7)

elektromagnetilise laine, mis liigub piki koordinaati z. Harmoonilise funktsiooni
argument sisaldab nii aega kui koordinaati. Nii nagu lainevorrandis on simmeetriliselt
sees giaine ja ruumiline sdltuvus, nii on see ka selle vorrandi lahendis. Ajaline sdltuvus
darab véjatugevuse harmoonilise muutuse kindlas ruumi punktis kui z = congt.
Ruumiline sbltuvus kirjeldab laine faas ruumilist jaotust, antud juhul piki koordinaéti
z, kindlal gjamomendil, kui t=const .

Ka Uldjuhul on lainevorrandi lahendiks elektromagnetiline laine, selleparast seda
vOrrandit nimetataksegi lainevorrandiks.

4.2 Potentsiaalide lainevorrandid

Véjavektorite lainevOrrandid sisaldavad paremal pool vdjadlikaid, voolu- ja
laengutihedusi. Seosed véljadllikatega e oma aga praktiliseks kasutamiseks mugavat
kuju. Sellepérast kasutatakse elektromagnetiliste véljade sidumiseks véljaallikatega
spetsiaalseid mdisteid, nn. elektrodiinaamilisi potentsiaale.
Elektrodiinaamilised potentsiaalid ise on magratud véjaallikatega ja ning potentsiaalide
kaudu vdib avaldada véjavektorid ja

j,r® Aj ® EH
Elektrodinaamilised potentsiaalid viiskse sisse sdlisdt, et lihtsustada véljade
arvutamist antud véljaallikate jérgi.
Vastavalt Maxwelli IV vérrandile  divB =0
V ektorsamasusest on teada, et divrota =0

Jarelikult vBime ka vektori B avaldada mingi teise vektori rootorina
B=rotA (4.2.1)

kus A on véjamagnetiline potentsiaal ehk elektrodiinaamiline vektorpotentsiaal .
Véjavektori H vOib avaldada vektorpotentsiaali A kaudu.

1

H== rotA (4.2.2)
ma
Asendame (4.2.2) |1 Maxwelli vorrandisse:
(OtE =- 1 rotA rotgl?+mg:0
It Mty
V ektorsamasusest rot grad B=0

jareldub, et mingi skalaarse suuruse gradiendina voib avaldada ka vektori
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- ﬂ H
E+—=- d 42.3
Tt gradj (4.2.3)

Sinon j vdjaelektriline potentsiaal ehk skalaarne el ektrodiinaamiline potentsiaal.

Kerge on néha, et staatilise valja puhul, kui 1111—’? =0 langeb j kokku elektrostaatilise

potentsiaaliga. Uldjuhul
E=-gradj - — (4.2.4)
Toome sisse elektrodinaamiliste potentsiaalide lainevdrrandid. Vektorpotentsiaali

lainevorrandi voib tuletada | Maxwdli vorrandist. Avaldame Maxwelli | vOrrandisse
véaljavektorid potentsiaalide kaudu seostest (4.2.2) ja (4.2.4):

rotﬁ:eaEﬂ'_
It

irotrotﬂ:-ealaegradj +Mg+]
m ‘Htg Mt 5
Kasutame vektorsamasust:
VA - N2A = fi A, -
graddivA - N*A=-e,mgrad——- e,m,—>+m, ]
Tt It
NET 1°A - & — e
N*A-e =-mj +gradgdivA+e,m ——=
arna ﬂtz n}J g g arrL ﬂt T

o (4.2.5)

Vektorpotentsiaal A toodi sisse seosega (4.2.1), méérates tema rootori. Sellega el ole
aga vektor veel Uheselt madratud. Kuna vektori diverigents ja rootor on teineteisest
soltumatud, vOib vektorpotentsiaali diverigentsile plstitada téiendava tingimuse
e Ti
divA=-e,m Tt (4.2.6)

Sdllise nn. kalibreerimistingimuse sissetoomine lihtsustab tunduvalt vorrandit 4.2.5.
Vektorpotentsiaali lainevorrandi saame kujul

-
N?A- e,m, 1 'ZA =-mj (4.2.7)
Mt
Lainevorrandi skalaarse potentsiaali jaoks saame Maxwelli 111 vorrandist:
dive,E =r,
asendades siia seosest (4.2.4),
divgradj - - divA="
Mt e,

Asendades div A seosest (4.2.6), saame teades et divgradj © N3 :

15 _
2 e

N?j - em (4.2.8)
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See on lainevdrrand skalaarse potentsiaali jaoks.

Véjapotentsiaalide lainevorrandid on mittehomogeensed d'Alambert’i  vorrandid:
vasakul pool lainevdrrandi tlupiline kuju, teised tuletised simmeetriliselt mooda aega
ja koordinaate, paremal pool vdjaallikad. Erinevus véljavektorite lainevorranditest
seisneb sdlles, et potentsiaalide vorrandites allikad on sees lihtsaimal voimalikul kujul.

Ruumis, kus voolud ja laengud puuduvad, st. r=0 ja j=0, ja Saame
homogeensed d'Alambert'i vorrandid
-
NZA - eang—mt? =0
0 (4.2.9)
3 -em ) =0
J arn&l ﬂtz

Kuna potentsiaalid tuuakse sisse spetsiaal selt valjade sdumiseks allikatega, el kasutata
praktiliselt homogeenseid lainevdrrandeid potentsiaalide jaoks.
Kui on tegemist harmooniliste elektromagnetiliste vinkumistega, on otstarbekas Ule

minna vélja potentsiaglide komplekssetele amplituudidele A=Ae»  ja j =j " ja
Lainevorrandid komplekssete amplituudide jaoks saavad kuju

N2A +&rw2A = mj

o e 4.2.10

sz'+errwzj':-r— ( )
e

a

Nende vorrandite lahendite Uldkuju tasapinnalise laine puhul on samasugune nagu
vorranditel (4.1.7) véljatugevuste jaoks: kaks vastassuunas levivat lainet. Erinevus
seisneb selles, et kui vorrandites (4.1.7) j&ab amplituud pShimotteliselt médramatuks
(alikad puuduvad), sis nuid on alikate jargi voimalik potentsiadilaine amplituud
Uheselt méérata. Potentsiaalide lainevOrrandeis esineb samuti Uksainus parameeter, mis
dhtib véljavektorite lainevOrrandis esineva parameetriga. Selleks parameetriks on

lainearv K =w,/em.
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5 Staatilised ja statsionaarsed valjad

Elektromagnetilis valju kirjeldavad tldjuhul Maxwelli vorrandid

rot H :eaﬂ—E+]
Tt
-_ _TH
rotE =-m ——
T
divD =r
divB =0
materiaalsed vorrandid
D=¢e,E
B=mH
j=SE
vdjapotentsiaalide lainevorrandid
-
N?A - e,m, 11]1 t? =-mj
. 13 r
N’ -e =- —
J arna ﬂtz ea

Erijuntudel, kui neis vOrrandels domineerivad teatud liikmed ja osa liikmeist on
téhtsusetud (v6i muutuvad nulliks), on tegemist teatud elektromagnetiliste véjade
eriliigiga. Nii eristatakse kolme véljade aaliiki.
1. Staatilised valjad on liikumatute laengute véljad, neis valjades puudub vool. Sel
juhul

r =const

j=0

1 ® 0

It
2. Statsionaarsed valjad on aalisvoolu véljad. Sel juhul

3. Kvaasistatsionaarsed valjad on suhteliselt madalasagedudikud vahelduvvoolu
vdjad. Sd juhul gdis tuletis sisadavad liikmed on véga vékesed ja védjade
omadused e erine praktiliselt statsionaarsete valjade omadustest.

Kvaas statsionaarsuse tingimus

e, 1E <<7j.
Tt
Kui on tegemist Ulalnimetatud vajaliikidega, siis Maxwelli vorrandsiisteemis muutuvad
lilkmed, mis seovad omavahe elektrilis ja magnetilis ndhtusi, véikeseks ja neid voib
mitte arvestada. Sel juhul elektri- ja magnetvali e ole omavahel seotud ja Maxwelli
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vorrandsiisteem  jaguneb  elektrivdljaz  rotE =0, divD=r ja magnetvéja
vorrandeiks: rot H = j(vai rot H =0), divB =0.

5.1 Staatilised valjad

Elektrostaatilises véjas

javdi e muutu gas, st. %@ 0

Elektrostatilist vélja kirjeldavad Uldisest susteemist Glaimainitud tingimustel saadud
vorrandid

rotE =0 (5.1.1)
divB=r (5.1.2)
D=e,E. (5.1.3)
Kuna ontegemist potentsiaalse véljagaja voib sisse viia elektrostaatilise potentsiaali
E=-gradj (5.1.4)
Elektrostaatiline potentsiaal langeb kokku skal aarse elektrodiinaamilise potentsiaaliga
— . TA
E=-grad] - —,
grad) Tt

kui on taidetud staatilise (voi statsionaarse) vajatingimusja 1%—'? ® 0.

Asendame (5.1.4) vorrandisse (5.1.2)
r

_divgrad] = Rj =- L. (5.1.5)
ea ea

Oluline on markida, et vorrand (5.1.5) tuleneb otseselt lainevOrrandist skalaarse

potentsiadli jaoks (5.2.8) staatilise laengu puhul. Kui %:o sisilmsat ka 11]1]7:

jateine liige lainevorrandi vasakul poolel muutub nulliks.
Saadud vorrand (5.1.5) on skalaarne Poissoni vorrand. Selle vorrandi lahendi

Uldkuju on teada ja avaldub nn. alika funktsiooni % kaudu

=t alav (5.16)

dpe, 1
Lahendi vastavust tegelikkusele on kerge nddata, léhtudes Gauss teooriast
punktlaengu jaoks. Samuti on kerge naidata, et punktlaengu erijuhul lahendi Gldkuju
(5.1.6) taandub Coulombi seadustele. Vaatleme viimast varianti. Punktlaengu puhul

r=constja ¢ydv =g.
\%

Punktlaengu el ektrostaatiline potentsiaal
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j =4 (5.17)

dpe . r
Elektrostaatilise valja tugevus
= _ . _ q
E =-g¢grad =-grad
g J g dpe 1
kus n on radiaalsalt suunatud Uhikvektor. Jarelikult
E-=—9 (5.1.8)

dpe r?
mis vastab Coulombi seadusest saadud elektrivélja tugevusele (vt. 1.1.2).
Piiritingimused elektrostaatilises véljas vastavad Uldistele piiritingimustele (vt. p. 3)
E, =E, ja D,-D,, =r'
Juhtiva keskkonna sees muutub elektrostaatiline vali nulliks, sest muidu tekiks vool

j=sE javdi e oleks enam staatiline. Vdja puudumist juhtiva keskkonna sees vaib

seletada sellega, et sedl vabalt liikuvad Uhenimelised laengud tdukuvad ja asetuvad juhi
pinna nii, et nende valjad juhi sees kompenseeruvad. Jarelikult tekib pindlaeng r

E, =E,, =0 jareldub, et
E, =0

E, =

n

elektrostaatiline vali on suunatud risti juhtiva keskkonna pinnaga. Juhi pind on seega
ekvipotentsiaalne pind, kusj =const.

lga isoleeritud juhtivat keha vOib iseloomustada mahtuvusega C, mis néitab laengu
hulka, mis kulub keha potentsiaali tdstmiseks the Uhiku vorra

C:jﬂ [F]. (5.1.9)

5.2 Statsionaarsed véljad
5.2.1 Alalisvoolumagnetvali

Aldisvoolu magnetvélja valemid saadakse Uldiselt elktromagnetilise véja

valemitest tingimusal, et j = const . Ja% ® 0:

rotH =] (5.2.1)
divB =0 (5.2.2)
B=mH (5.2.3)

Kuna divB =0, on tegemist solenoidaalse véljaga, mida vaib kujutada mingi vektori
rootorina (kuna div rot a = 0):

B=rot A
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Kuna A on magnetiline vektorpotentsiaal, sama mis eektrodiinaamiline
vektorpotentsiaal (vt. 4.2.1). Kuna Vektor e ole Uheselt méératud oma rootoriga, voib
esitada tdiendavad tingimused sellel vektori divergentsile. Kuna aaisvoolu magnetvali
e omaallikaid, voib eeldada, et ka magnestilise potentsiaali vali on alikatevaba, st.
divA=0 (5.2.4)
Samale ndudel e taandub ka uldine kalibreerimistingimus (4.2.6), kui % =0.

Asendame H potentsiaali kaudu vorrandis (5.2.1)
rotrot A =m,j
grad div A- N°A=m,j
Kasutades tingimust (5.2.4), saame Poissoni vektor vor randi
NZA=-mj (5.2.5)
Saadud vorrand tuleneb otseselt  elektrodinamilise  vektorpotentsiaali
lainevGrrandist (4.2.7) aalisvoolu puhul. Kui j =const, siis ilmselt e muutu gjas ka

vdjapotentsiaal % =0 jateineliige lainevorrandi vasakult poolt langeb véja

Poissoni vektorvorrandi lahendi tldkuju on teada ja avaldub allika funktsiooni

1 kaudu
r
LN
A=—2c-dVv (5.2.6)
»
Magnetiliselt potentsiaalilt voib Ule minna magnetvajale seoses 4.2.2 abil:
— 1 - 1. ]
H=—rot A=—g¢yot =dV (5.2.7)
m I

5.2.2 Alalisvoolu eektrivali

Kuna aalisvool saab eksisteerida ainult elektrijuhtivust omavas keskkonnas

s 1 0, vaatleme ka véjavorrandeid juhtivas keskkonnas, eeldades, et j =cong ja
protsessid e muutu gjas %@ 0. Jarelikult ka % =0jar =const.

Juhtivusvoolu omadus kirjeldavad Uldistatud omadused Ohmi seadus 1.3.1 ja
pidevuse vorrand 2.3.1. Alalisvoolu el ektrivalja vorrandid on

rot E=0 (5.2.10)
divi=0 (5.2.11)
j=sE (5.2.12)
Kuna rot E =0, on tegemist potentsiaalse véljaga
E =-gradj

jaskalaarne potentsiaal | langeb kokku elektrostaatilise vélja potentsiaaliga.



Kuna div j =0, & oma aalisvoolu voolujooned alikaid ja on kinnised jooned. Kuna
aldisvoolu véli e oma dlikaid, e saa ka eektrilaeng olla aalisvoolu tekitgjaks
(statsionaarses véljas 111—2 =0 jar =const).
*** Alalisvoolu voib tekitada ainult korvaline elektromotoorne joud* **
Piiritingimused aalisvoolu elektrivélja jaoks vOib saada Uldistest piiritingi-
mustest:
E: =Ex
Kuna div j=0, ja on kerge tOestada, et j
komponent on pidev.
V ool utiheduse puutujakomponent jaoks saame piiritingimused seosest E, = E,, .
Kasutades Ohmi seadust:

. =], voolutiheduse normaal

n

Jy _Ja
Sl SZ
Ju Sy
lx S»

Kuna juhtivas keskkonnas eksisteerib aadisvool, e ole juhi pind enam

ekvipotentsiaalseks pinnaks nagu elektrostaatikaks. Samuti e ole eektrivali juhi
pinnale risti, vaid omab puutujakomponenti E :Si :

Kerge on néidata, et elektrijuhi ja dielektriku piiril kui s, >>s, siis Ei «<1.
2t

Praktiliselt voibelektrijuhi pinnal lugedda E, » 0. Seega elektrostadtilise ja
aalisvoolu véjade piiritingimused elekirijuhi ja dielektriku piiril praktilisalt e erine.

Formaalne elektrostaatiline analoogia seisneb selles, et kasutatakse elektrosta-
tiliste ja alalisvooluvéljade sarnasust statsionaarsete elektrivaljade uurimisel.

Eletrostatilise vélja vorrandid ilmalaengu- | Alalisvoolu eektrivalja vorrandid juhtivas
tetaruumis r =0 keskkonnas
rot E=0 rot E=0
divD =0 divj=0
D =egeE j=sE
Nj =0 Nj =0
Riiritingimused metalli pinnal
E =0 E »0
Dy, =r¢ Jin = Jon
Juhtivas keskkonnas véljaei ole. Juhtivas keskkonnas on vdli.

Vorrandid ja piiritingimuste poolt médaratud véljastruktuur on mdlemal juhul

sarnased, kui viia vastavusse

D® j
e® s

Seda anloogiat kasutatakse stasionaarsete véljade arvutamisel ja valjastruktuuri
eksperemantaal sel uurimisel (elektrol Giditilise vanni meetod).
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6 Elektromagnetiline kiirgus

Kdige tldisemal juhul, kui on tegemist gjas muutuvate vajadega ja need muutused
on kiired, tuleb nii Maxwelli vorrandites kui ka lainevorrandis arvestada koiki liikmeid.
Raskemaks muutub ka lainevorrandi lahendi leidmine. Arvestades e ektrodiinaamilisi,
kiiresti muutuvaid protsesse, kirjeldab lainevorrandi lahend Uldjuhul elektromagnetilise
kiirguse seost véjaallikatega -- voolude ja laengutega. Védjaalikateks on sel juhul
korvalised voolud ja kdrvalised laengud, mille struktuur ja suurus on antud ega muutu.

Selle Ulesande lahendamisele vaib 18heneda kahel erineval viisil: esimene, néitlik,
aga matemaatiliselt mitte eriti range ldhenemine pohineb analoogia kasutamisel
statsionaarse vdjaga, eeldades galiste ja ruumiliste muutuste sbltumatust. Teine,
matemaatiliselt korrektne l|dhenemine on lainevorrandi lahendamine, kasutades
muutujate asenduse votet.

Selleks, et aga olemust néitlikumaks teha, kasutame lainevorrandi lahendi Gldkuju
saamisel analoogiat statsionaarse véljaga.

Elektrodiinaamiliste potentsiaalide lainevorrandid (4.2.7) ja (4.2.8) on nn. dAlambert'i
vorrandid

- 17?A .
N*A- earnaﬂ?:_ m, Jx
13 r
N’ -e =- K
J arTh ﬂtz ea

mis sisaldavad nii ruumilis (esmene liige) kui ka galis (teine liige) tuletis
potentsiaalidest. Tuletised ruumist ja gjast esinevad teineteisest soltumatutena.

Kui on tegemist erijuhuga, kus j, jar, e muutu gas (ddisvool ja stagtiline laeng),
siis on loomulik jareldada, et ka nende poolt tekitatud véljade potentsiaalid e muutu
gas. Sel juhul lainevorrandid taanduvad staetilise ja statsionaarse vélja vorrandeiks
(5.2.5) ja(5.1.5), mis omavad Poissoni vorrandi kuju:

NzK:'ma JTK
sz :.r_K
e

Nende vorrandite lahendid on teada (vt. 525 ja 5.1.6) ja avalduvad dlika
funktsioonide kaudu

__ma \JTK
A=—-=2 dv
p9Or
j:—l ‘rKdV
dpe, 1

Poissoni vorrandite lahendid méddravad védja ruumilise struktuuri. Kui vélja
allikateks oleksid mitte staatilised laengud ja voolud, siis nende poolt tekitatud véljade
struktuur ilmselt oleks sama, kill aga hakkaksd muutuma sSOltuvalt gjast
vdljapotentsiaalide vaartused, jargides véljaallika vadrtuse muutust.

Vaatleme véjadlikate j, jar, poolt tekitatud vélja potentsiaalide punktis O r
kaugusel véljaallikatest (joon. 6.1). Véjaallikate vadrtused sbltuvad gjast j, = j, (t)
jar, =r(t)
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Kui elektromagnetiline vai leviks |6pmatu suuruse
kiirgusega v® ¥, dis potentsaalide vaartused
punktis O igal gamomendil t vastaksid véljadlikate
vaartustele selsamal  gamomendil Eelnevale
gamomendile vastav potentsiaali vaartus oleks
liikunud |6pmatult kaugele. Potentsiaali vaartused
kauguse suurenemisega vahenevad monotoonselt
ja vdja isdloom on samasugune  Kkui
Joon. 6.1 dektrostaatilisel  vaja. See on tipiline
kvaasistatsionaarse vdja pilt.
Kuna eektromagnetiline vai levib ruumis aga I6pliku kiirusega v=const , dis vdja
kulub teepikkuse r 18bimiseks aega

Dt=",
v
kus v on elektromagnetilise vélja levimiskiirus (valguse kiirus).

Seega vdli, mis tekitatakse vdjaallika poolt ggamomendil t, jduab punkti O Dt
vorra hiljem. V&8i, mis gamomendil t on joudnud punkti O, on tekitatud véljaalika
poolt varasemal gjamomendil

t'=t-Dt=t- -
v
javastab seega véjaallika védrtusele mitte ggamomendil t, vaid varasemal gjamomendil
t":

- ro . ro
kas ngf-;a VO rKg%-;a.

Jarelikult véljapotentsiaalid, mis on lainevorrandi lahendeiks Uldjuhul, véjenduvad
vdjaallikate kaudu kujul

7% ro

_ Jx ';_
Al) =2 Ve (6.1.1)

o

ro

reex- -2

. 1 . "é vg
= d 6.1.2
N (61.2)

Neid potentsiaale nimetatakse hilinevateks potentsiaalideks.

Rangemalt v6ib hilinevaid potentsiaale tuletada d'Alambert'i vdrrandi lahenduse k&igust.

V aatleme lihtsuse mdttes themdotmelist juhtu, kus l = l =0
172z Y
2: 2: r t
sis 9 om 1 -kl
X It e,

Laheme Ule koordinaatide siisteemi, mis liigub elektromagnetilise vélja levimiskiirusega piki telge.
Viime sisse uued muutujad
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1
t——(h +x)
Sis 2
X—E(h - x)
T_ 0 ™x T 1xe¥ 99
™ x 99X Jh9X n x Thg
r_ 1,1
it fx 9h
Lainevdrrand omandab kuju
12 19

kus on arvestatud, et

Veam,
Saadud kuju vGib teisendada vastavalt valemile
(a- b)’ - (a+b)* =4ab
xfh e
I ntegreerides mdoda Uht muutujat X , saame mingi funktsiooni

i _
ﬂ_h = F(h)

Integreerides veel kord mooda teist muutujat h, saame
j = (‘j:(h)dh +C(X) = fl(h) + fZ(X)

- LY _ X9
Seega ] = fla%+vb+ fzg% Vo

41.[21 __VZr_K

a

véljapotentsiaal on funktsioon hilinevast argumendist.

Selgitame lahendi mdtte. Igas ruumi punktis x=const. véli muutub gas, igal antud
gamomendil on vl erinev erinevatel x vaartustel. On ilmne, et vali omab Uhesuguse

L , ., X a ., X _
vaartuse punktis x glamomendil t, kui t = —= const. (v8i t +— = const.), s.t. kui
v v

X =const.+vt

Seega kui mingil momendil t=0 mingis ruumi punktis x véali omas teatud vaartust,
gisga t moddumisel vali omab samavaartust vt kaugusel esialgsest kohast.
***Jarelikult kdik elektromagnetilise véalja vaartused levivad ruumis kiirusega
V.***
Nii tekib ruumis elektromagnetiline laine, millega kaasneb el ektromagnetiline kiirgus.

Kui elektromagnetiline vali leviks I18pmatu suure kiirgusega v® 0, dSis
hilinevad potentsiaalid langevad kokku dsadtiliste ja statsionaarsete véjade

potentsiaalidega. Sama juhtub, kui véljaallikate muutused on nii aeglased, et Dt =r
v

jooksul nende véartused praktiliselt ef muutu. Valja kvaasistatsionaarsuse tingimus
soltub seega dlika galist muutust iseloomustava gjakonstandist T, mis harmoonilise
soltuvuse puhul on vonkumise periood, ja Dt suhtest, T>>Dt. Seda tingimust,
arvestades seost T v = | ,on otstarbekas teisendada kujule
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| >>r.

Kaugustel vdjaalikast, mis on oluliselt vaiksemad kui lainepikkus, vOib potentsiadli
gaist hilinemist mitte arvestada. Sel juhul eektrodiinaamika probleem taandub
elektrostaatikaks.
***E|ektromagnetilise véalja lainelised omadused tulenevad valguskiirguse 16plikust
vaartusest. Elektromagnetilise vélja lainelised omadused domineerivad suhteliselt
korgetel sagedustel ja on otseselt tingitud potentsiaalide hilinemisest.***
Vaatleme harmoonilisglt vonkuvate alikate j,(t) ja r,(t) poolt tekitatud véju.
Kasutades komplekssete amplituudide meetodit, saame vdjapotentsiadide
lainevdrrandid kujul (4.2.10)

KA + 8w A = - W],

R +amwy =- 1<

e

Kus o =joc€ ' jar', =roe " on vajadlikate komplekssed amplituudid.
Komplekssete lainevOrrandite lahendid avalduvad véljadlikate komplekssete

amplituudide kaudu vastavalt (6.1.1) ja (6.1.2), arvestades potentsiadide hilinemist.
Potentsiaali hilinemine toob sisse téiendava faasinihke. Selgitame |&hemalt:

JTK (t): JTKOCOS(Wt-Fj j)
1 &0y cosé 3?_L9+j .@:] coaet-w1+j 9
JKg Vg o 3”8 vg g Sgw v g

o
Avaldades ijé?- ;g kompleksse amplituudi kaudu, saame

Liige e"v sisaldab potentsiaali hilinemisega seotud faasinihet

w% =rw,e,m =kr,
1
V€M,

Aja Dt jooksul, mis kulub véaljal levimiseks vdjaallikast vaatluspunkti, muutub ka
laengutiheduse r (t) faaskr vorra. Jarelikult lainevdrrandite lahendid potent-siaalide

komplekssete amplituudide jaoks omandavad kuju

ik

kus on arvestatud, et v =

= m .je
A——OidV
o r (6.1.3)
LY (6.1.4)
dpe, ;T .

Vaatleme néitena kdige lihtsamat juhust, vonkuva suurusega punktlaengu
Ok = Qo COSWL
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poolt tekitatud vélja. Sel juhul r=const.,, rdv=q ja saame elektrilise potentsiaali

kompleksse amplituudi:

j- = qK e-ikr
dpe,r
Skalaarne elektriline véljapotentsiaal
j =—% cost - k) (6.L.5)
dpe,r

Skalaarse vdjapotentsiaali konstantsed vaartused | =const. omavad sf&éri
kuju ja levivad ruumis kiirusega v. Jarelikult tekitab punktalikas sféérilise
elektromagnetilise laine.

Vordleme harmoonilise funktsiooni argumente seostes (6.1.5) ja (4.1.7)
tasapinnalise laine jaoks. Seostes (4.1.6)-(4.1.7) puhtmatemaatiliselt saadud
vdjavektori védrtuse harmooniline vonkumine modda telge z peegeldab tegelikult
elektrodiinaamilise véja potentsiaali |  hilinemist, millega ongi seotud elektro-
magnetilise laine tekkimine.

Uldjuhul, kui kdrvalised laengud ja voolud omavad mingit jaotust ruumis V, on
vaa vélja leildmiseks kasutada lahendite Uldkuju (6.1.1) voi (6.1.3) ning kdigi laengute
javoolude mdju arvestades védlja arvutada potentsiaalid.

Vaatleme néitena punktlaengute slisteemi g,,d,,0;...q, poolt tekitatud vélja
Uksikute laengute poolt tekitatud elektrilised potentsiaalid j ,,j ,,j 5. , liituvad ja
summaarne potentsiaal

G G,
dpe,r,

- ik -ik ds - ik q -ikr, ; ; ;
e+ et +—= e+ +— e =] 4] L)t
dpe,r, dpe,r,

ja=

dpe,r,

See on superpositsiooni  printsip -
erinevate allikate poolt tekitatud véljad
liituvad. Superpositsiooni printsiip kehtib
linesarses keskkonnas. Sellest printsiibist
vOib teha ka véga olulise jarelduse: vdli
vdja e mojuta. Samas ruumis voivad
eksisteerida erineva sagedusega ja erineva
amplituudiga  elektromagnetilised valjad,
kuid nendevaheline mdju puudub. See
kehtib seni, kuni keskkond on lineaarne.
Joon. 6. 2 Védja moju véjde toimib anet
mittelineaarse keskkonna kaudu. Nii e ole
voimalik muuta elektromagnetilise kiirguse levi suunda, kallutada valguskiirt véja abil,
Ukskoik kui tugev see vdi ka e ole. Koosmgju tekib ainult siis, kui keskkonna
omadused tugeva valja mdjul hakkavad muutuma.

Superpositsiooni  printsiipi  kasutatakse keerulise struktuuriga véljaalikate
(suurte antennide) poolt tekitatavate véljade arvutamiseks. Kuna Ulesande lahendamine
dldjuhul on véga keeruline, arvutatakse elektrodiinaamika meetoditega koige
lihtsamate kiirgusallikate véljad. Keerulisema struktuuriga allikate kiirgusvdjad aga
arvutatakse, liites elementaarsete kiirgurite vdjad, lahtudes superpositsiooni
printsiibist.
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7 Tasapinnaline elektromagnetiline laine

Kursuse esmeses osas vaatlesme elektromagnetilise védja tldis omadus,
lahtudes vajavorranditest. Kursuse teises 0sas vaatleme Uht osa el ektromagnetilisest
vdjast - védja, mis omab harmoonilist sdltuvust gast ja levib ruumis, nimelt
elektromagnetilist lainet. Laine omaduste tundmadppimisel e ole oluline teada selle
amplituudi, sellepérast voib piirduda homogeense lainevdrrandi lahendamisega, mis
olulisdlt lihtsustab Ulesannet.

Lainevorrand monokromaetilise laine jaoks ilma voolude ja laenguteta ruumis

N2E +w26iE = 0

_ (7.0
N?H +w?efH =0

Paljudel praktiliselt olulistel juhtudel voib lugeda, et tegemist on tasapinnalise lainega.
Nii on praktiliselt tasapinnaline vabas ruumis leviv laine kaugel alikast, mil selle poolt
tekitatud sféérilise laine kdverusraadius on nii suur, et vaatlustel piiratud ruumi osas
vOib kbverust mitte arvestada. Nii on see ka laine levil liinis, sest liin suunab lainet ja
see levib ainult Uhes suunas nii, et vajastruktuur leviga ristsuunas ei muutu. Sellepérast
vaatleme tasapinnalise laine kui kdige lihtsama laine levi.

Tasapinnalise laine front on tasapind ja laine omadused sOltuvad ainult Uhest
koordinaadist. Kui tasapinnaline laine levib piki ztelge, siis

1° T2 N
®0 ® 0; Nxy=0
ﬂXZ ﬂ yZ Xy
jalainevdrrand lihtsustub
2= .
111 E +W2enE =0
z
_ (7.2)
20 :
T™H L wesrr =0
12
Lainevorrandi lahend tasapinnalise laine jaoks
E — Eoe' ikz E(;eﬂkz 73

I

— 4 A ikz ' Atikz
=H,e ™ +He™,

k =w./em
sisaldab kaht vastassuunas levivat lainet. Ruumiline faasijaotus, mis on tingitud vélja
momentvadrtuste hilinemisest allika momentvaartustega vorreldes, omab erinevates
lilkmetes vastassuunalis sdltuvus koordinaadist: esmeses lilkmes faas hilinemine z
suurenedes suureneb, teises lilkmes faas ennetab allika faasi ja z suurenedes ennetus
suureneb, jarelikult véli levib vastassuunas. Kui vaadelda ainult dht levimissuunda,
saame tasapinnalise laine véjatugevuste jaoks seosed

kus lainearv

(7.4)

= E, coswt - kz)
0

E
H =H,coswt - kz)
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7.1 Tasapinnaline laine ideaalses keskkonnas

V aatleme elektromagnetilist lainet kdige lihtsamal juhul, kui tasapinnaline laine
levib ideaal ses isotroopses homogeenses lineaarses keskkonnas. |deaal ses keskkonnas
puuduvad kaod, (s =0,& =e,, m=m,),é ja m on readavud. Sis ka
k=w,/e,m, on reaalne suurus. Lainevorrandi lahend saab kuju (7.4), kompleksse
amplituudi puhul (7.3).

Toome sisse pohilised laine parameetrid.
Lainefaaskiirus v on faasitasapinna levimiskiirus. Faasitasapind méératakse
tingimusest

Wwt- kz = const.
Faasikiiruse ssame seosest
wdt- kdz =0
dz w 1 c 1
vV=—=—= = , C=

kus ¢=310° ™ onva guse kiirus vaakumis.
Sec

Vaemist néhtub, et faasikiirus soltub keskkonna omadustest, milles laine levib: valguse
kiirus vaakumis on jagatud keskkonna murdumisnditgjaga. Tavaliselt on
murdumisnéitgja suurem kui Uks ja faasikiirus véiksem kui valguse kiirus vaakumis.
Kuid voib esineda ka juhte, mil murdumisnéitaja on vaiksem kui UKs - nii on see néiteks
plasmas, vabdt liikuvatest laengutest koosnevas keskkonnas, mille suhteline
didektriline l8bitavus on vaiksem kui Uks. Sel juhul on faasikiirus suurem valguse
kiirusest vaakumis. Vastuolu Uhe kaasaegse fllska pohipostulaadiga e teki, sest
faasikiirus e ole fulskaline suurus, vaid - faasitasapinna kui abstraktse mdiste
edasikandumise kiirus. Faasikiirus voib olla suurem valguse levi kiirusest vaakumis.

Lainepikkust voib defineerida kahel viisil, mis sisuliselt kattuvad. Esiteks, laine-pikkus
on l&him kaugus kahe samafaasilise punkti vahel: kui ruumiline faasinihe kz = 2p , Sis
z=1 ja

v
k f°

Teiseks, lainepikkus on perioodi jooksul 1&bitud tee pikkus:
kunaf=1/T, kus T on periood, siis
| =vT
Ulaltoodud seostest v6ib saada kasuliku seose lainepikkuse ja lainearvu vahel.

Lainearv
I v v
Lainearv méarab laine ruumilise faasijaotuse: iga lainepikkuse ulatuses faas muutub 2p
vorra.
Vaatleme tasapinnalise laine omadus levil kadudeta vabas ruumis. Rida omadus on

Uldised ja kehtivad praktiliselt aati laine levi puhul vabas ruumis, ka sis, kui on
tegemist alika (antenni) poolt tekitatud véljaga ja tegelikult sfaérilise lainega.
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1. Laine on ristlaine, elektri- jamagnetvéli e oma komponenti laine levimissuunas
E,=H,~0
Seelaine omadusjéreldub | jall Maxwelli vorrandist
rot H =iwe,E

roth-ime—T
eeldusdl, et l:1:0.
ix Ty
Kirjutame Maxwelli vorrandid komponentide kaupa, arvestades, et
1.1,
ix Ty _
H i
iwe,E, =- e, =ikH,
12
iwe,E, 1A, =-ikH,
| V4
iwe,E, =
. = o
iwmH, =— =-ikE
rncl X ﬂZ y
. . _TE . .-
iwmH, = X =ikE
m,H, 12 x
iwnH, =0

Yrelikult E,=H,=0.
2. Védjavektorid E ja H onteineteisegaristi.
Toestame, et E H = 0, kasutades eelmises punktis valjakirjutatud seoseid:

EH=EH,+EH, = HH,+& <~ ¥ H
wm, WM, g

3. E ja H ristkomponentide suhe mé&iratakse keskkonna lainetakistusega W,. Miks
nimetatakse seda suhet |ainetakistuseks? Tavalises vooluahelas on takistus pingelaengu
ja samasuundise voolu suhe. Uldjuhul, kui on tegemist lainega, tuleb pinge asemel
arvestada elektrivdja tugevusega. Juhtivusvoolu, kui laine levib ideaal ses keskkonnas,
kus s = 0, e ole Kuna juhtivusvool on alati seotud temae ristsuunalise
magnetvéljaga, voib juhtivusvoolu sellega asendada . Nii tulebki takistuse moistesse
sisse elektrivdlja tugevus ja temae samasuunaise voolu aseme ristsuunaine
magnetvali.

Kasutades p. 1 véljakirjutatud seoseid

E.x k _W earna_ rna_

Vaakumis



Kuna e, ja m, kadudeta keskkonnas on reaalsed, siis on ka W reaalarv ja E jaH on

omavahel faass.
4. Elektromagnetilise energia Ulekanne on méadratud Poyntingi vektoriga. Poyntingi
vektor madratakse elektri- ja magnetvélja tugevuse vektorkorrutisega:

P=E'H
Vektor E" H = S_m EH: & H omab vGimsuse pindtiheduse dimensiooni.
Dimensioonist jareldub, et tegemist on vdimsuse pindtihedusega ehk energiavoo
tihedusega gjatihikus.
***yektor kujutab endast energiavoo tihedust ajatihikus ja iseloomustab energia
levimist ruumis.***
Poyntingi vektor, mis seob energiavoo tiheduse védljavektoriga E jaH, vdimadab
ma&rata energiavoo igas ruumi punktis ja omab seega téhtsat kohta elektrodiinaamikas.
Poyntingi vektori suund méaérab energia tlekande, seegalaine levi suuna. Selle vektori,
kui E jaH vektorkorrutise, suund on maaratud nende kahe vektori vastastikkuse
orientatsiooniga. Kui
Uks neist, kas E voi H, muudab oma faasi, s.t. muutub vastassuunaliseks, muutub ka
laine levi suund. Nii juhtub néiteks elektromagnetilise laine peegeldumisel metallist:
elektrivéli muudab peegeldusedl oma faas ja peegeldunud laine levi suund on
vastupidine langevale lainele.
Poyntingi vektori vaartuse voib avaldada, kasutades lainetakistust, ka ainult the, kas
elektri- voi magnetvalja kaudu.

. . . 2
(P)=ReP =ReZE" H*=n, 2= =n, THAW,
2 2W, 2

Jargmine omadus on erinev ideaalse tasapinnalise laine ja alika (antenni) poolt
tekitatud sf&érilise laine jaoks.
5a. Ideaal ne tasapinnaline laine on homogeenne, laine amplituud e muutu:

E, = const.
See omadus tuleneb energia jaéévuse seadusest - ideaalse tasapinnaise laine levil
Poyntingi vektor j88b paralleelseks iseendaga, energia ruumilist hgjumist & toimu,
samuti e toimu ka neeldumist. Kuna sdllistel tingimustel Poyntingi vektori vaartus ei
muutu, Siis on konstantne ka elektrivaja tugevus.

5b. Allika poolt tekitatud sféérilise laine amplituud vaheneb kui ?1 kus r on kaugus
alikast.
Vaatleme punktalikat, mis kiirgab ruumi vdimsuse P . V&imsuse pindtiheduse

keskmise védrtuse kaugusel r alikast saame, kui jagame kiirgusvimsuse kera
pindalaga, mille raadius onr . Seega Poyntingi vektori vaartus kaugusel r allikast
~_ P

~ apr?
Poyntingi vektor sdltub kaugusest kui iz , jardikult eektrivaljatugevus soltub
r
kaugusest kui ?1 Nii on see kdikide antennide puhul, sdltumata antenni tlubist.



7.2 Tasapinnaline laine reaalses keskkonnas

Reaal ses keskkonnas |elavad aset el ektromagnetilise energia kaod. Sl juhul
ekvivaentsed dielektriline ja magnetiline 18bitavus on komplekssed.
-~ .S . s 0
e —e-ie"=e, -i—=e(l-i—=
w ? we, g
Elektrilised kaod leiavad aset, kui

st 0 tgs =51 0
we

Kui € on m komplekssed, siison kalainearv Qkompleksne suurus
k=w,em=g

Laine levikonstant g on kompleksne suurus

g=b-ia

Kadudega keskkonnas lainevérrandi lahend monokromaetilise laine jaoks
sisaldab Uldjuhul kaks vastassuunas levivat lainet
E = Eoe-aze-ibz + E(‘)eazeibz
Esimese laine amplituud muutub nulliks, kui z® ¥ . Teise laine amplituud 18pmatuses
suureneb piiramatult. Selline laine e saa ekssteerida. Vastassuunas leviv laine e
kirjelda tegelikkust ja jaetakse sellepérast lahendist vélja kui ebareaalne.
Tasapinnaline laine reaal ses keskkonnas véljendub seosega
E = E,e ** cog(wt - b2)

Kompleksse levimiskonstandi reaalosa nn. faasikonstant b méérab laine parameetrid:

w_2p
v
laine faasikiirus
v. =V
" p
lainepikkus
_2p
b

Komplekse levimiskonstandi immaginaarosa nn. sumbuvuskonstant a maérab
laine amplituudi sumbuvuse levimisel ruumis. Sumbuvus kauguse | [&bimisel

E(2) _
E,(z+1)
_n_Eol2)
Lnep]=in "y =
_oole EolZ) _
L[dB] = 20|gm =al 20Ige » 8,69al
1dB =869 nep, a oY
PAEm

Lainetakistus on samuti kompleksne suurus

m- IM' _ i w
e-ie" =Mele

W, =
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Kadudega ruumis elektri- ja magnetvélja vektorid omavad faasinihet | ,,:
ibz

E
0 grazgibzgrll

W, IWol

E:Eeazcos(wt- b z)

II

e coswt- bz-j,)
M0| S( w
Poyntingi vektori keskvaartus

2
(P) ——Re[EH* —ln E —0_cosj ,
0

2" W
soltub véajavektorite vahelisest faasinurgast.
Vaatleme tasapinnalist lainet ruumis, mis omab ainult elektrilis kadusid:

e'=> =0
w
jam=m, onreadarv.

Laine omaduste selgitamiseks avaldame kompleksse levimiskonstandi reaa- ja
imaginaarosa keskkonna parameetrite € jam kaudu

g :W\/é_ﬁ"] :W\/earnag- |S—g=b -ia
we,

Arvestades, et S
we

a

=tgs, saame vorrandi

w\/eama(l- i tan d)=b - ia.
V 6tame ruutu

w’e,m(l-i tan d)=b?-a?- 2iab.
V @rdsustame reaal- ja imaginaarosad
iw’e,m =b?-a?
+w2eama tand = 2ab
Saadud vorrandististeemist avaldame a ja b:

b :w\/ alh (\/1+t °d +1): k\/%(\/lﬂanzd +1)
a :W\/%(\/lﬂanzd i 1):k\/%(\/1+tan2d i 1),

sin k =w,/e,m, on lainearv samade parameetritega, kuid

ilma kadudeta keskkonnas. Teised laine parameetrid avalduvad
samuti tand kaudu.

Faasikiirus
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w v
V; :E = T ’
Jz(\/lﬂanzd +1)

kus vV = .

e,m
Lainetakistus W, = L :NVo|e”W
e,(1- itand)
kus

= m 1 ﬂ\/cosd
W \/24\/1+tan2d \/g

) 1 d
= —arctantand =—.
Jw 5 5

7.3 Dispersioon

| seloomulikuks efektiks kadudega keskkonnas on nn. disper sioon.
***Digpersioon on tingitud keskkonna parameetrite sdltuvusest sagedusest.***

Kui kas ézé(f):eagi- .%2
a@d

Vi m=m(f),
sis sdltuvad sagedusest ka nii faasikiirus
Ve =V, (f)
kui ka keskkonna murdumisnéitaja
n=n(f).

Sel juhul polikromaatilise signaali erinevatele sageduspotentsiaalidele vastavad
ruumis erinevad faasitasapinnad, mis levivad erinevate kiirustega. Laine murdumise
puhul mittehomogeenses keskkonnas levivad erinevad sageduskomponendid erinevaid
teid mooda ja signaal jaguneb ruumiliselt monokromaatilisteks signaalideks. Sellist
ndhtust kasutatakse laialdaselt optikas. Laine levimisel homogeenses dispersiooniga
keskkonnas (voi ka normaalsel langemisel sellise keskkonna pinnale) & toimu
sageduskomponentide ruumilist eraldumist ja dispersioon avaldub signaali moonutustes,
mis on tingitud signaali erinevate komponentide faaside suhtelistest nihetest.

Kuna dispersiooni puhul signaai erinevad sageduskomponendid levivad
erinevate faasikiirustega, e saa signaali levimiskiirust enam samastada faasikiirusega.
Sel juhul signaali levimiskiirust iseloomustab nn. grupikiirus, mille vdib sisse tuua kui
sgnaali moodustava lainete grupi levimiskiiruse, st. signaai  mahigoone
levimiskiiruse.

Vaatleme signaali, mis koosneb kahest |dhedasest sageduskomponendist
f, ja f,. Vastavad monokromaatilised lained

E, = E,cogw,t - b,2)
E, = E,cogw,t - b,2)
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Signaal
E=E +E, =2E, COS%[(Wl B Wz)t B (b1 B bz)z]’ COS%[(Wl +Wz)t B (b1 + bz)z]
Grupikiiruse médramine mahigoone muutumatuse tingimustest.
( -wy)t-(b,- )z=const.
dz_ .  w,-w, dw
i im =—.
¥ dt oweb, -b, d
Grupikiiruse voib teisendada kujule

d(vf b) dv, bdvf d | dv,
= = + — = +pD— — = - -
Vo T7ap TV T TV TP e e T
Tavalise positiivse difraktsiooni puhul —L 0oon

grupikiirus faasikiirusest vaiksem.
***Grupikiirus langeb kokku energia levimiskiirusega ruumis.***
Energialevimiskiiruse voib arvutada seosest

P
v, =—.
W

Kui kadusid ei esine tgs ® 0, siis kaob ka dispersioon. Saadud seostest on

néha, et sdl juhul b ® k,a ® 0,v, =v, =V,W, ® /eﬂ, tand ® O.

7.4 Lained dielektrikus ja elektrijuhis

| deaal ses dielektrikus kadusid el esineja €' = ni' = 0. Reaal ses dielektrikus
voivad esineda ka kaod. Keskkonna dielektrilised omadused méératakse tingimustega:
S
tan d =— <<1.
we,
Arvestades sdllist tingimust voib levimiskonstandi resalosa
valemit teisendada

b :k\/l(\/lﬂanzd +1) » k 1g‘i+1'[<’3\l‘12d +19» kg‘i+}tan2d9»k
2 26 2 g e 8 a

Didektrikus faasikonstant langeb praktiliselt kokku
lainearvuga i deaal ses keskkonnas.
Sumbuvuskonstant

a :k\/%(\/lﬂanzd : 1)»k%tg d=

a

Erinevalt ideaa sest keskkonnast esinevad reaal ses
dielektrikus kaod.

Faasikiirus v=-_1
b Jme,
e sOltu sagedusest. Kuna kaod on reaadses dielektrikus véikesed, voib

dispersiooni praktiliselt mitte arvestada
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Levimistingimused resalses dielektrikus on ldhedased levimistingimustele
ideaal ses kadudeta keskkonnas.

|deaal ses elektrijuhis s ® ¥.

Resaal ses el ektrijuhis on téidetud tingimus

tand = S >>1,
we,

Sd juhul voib a jab avadis teisendades mitte arvestada liidetavat 1.
b= /wmas
2
4= /wmas
2
w 2w
Vf = —= _—
b \/ m,s

Reaalses elektrijuhis esinevad suured kaod ja tugev dispersioon.
|deaal ses elektrijuhistingimusel s ® ¥
b® ¥

a®¥
v, ® 0

Vf
I ®T® 0.

Sumbuvas ideaalses elektrijuhis on I8pmatu  suur ja vahelduv
elektromagnetiline vali ei saa ideaalses elektrijuhis eksisteerida.
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8 Leviisotroopses mittehomogeenses keskkonnas

Uldjuhul on keskkond mittehomogeenne, kui selle parameetrid sbltuvad
koordinaadist (koordinaatidest).

e= e(x, Y, z)

m= n(x, Y, z)

See sdltuvus voib omada erinevat iseloomu.

1. Kdige lihtsama juhul koosneb mittehomogeenne keskkond kahest
homogeensest keskkonnast, mis on teineteisest eraldatud mingi pinnaga (metall - dhk,
maa - 0hk, dieektrik - 6hk). Ved lihtsama juhul on eralduspind tasapind. Kahe
erinevate parameetritega keskkonna piiril esineb murdumine ja peegeldumine.

2. Keskkonna parameetrid voivad omavad sujuvat sdltuvust koordinaatidest
(koordinaadist). Naiteks atmosfaéri ruumis muutuvad futskalised parameetrid, rohk,
temperatuur tihedus, suhteline niiskus tingivad ka elektriliste parameetrite ruumilise
muutuse. Kui jarske parameetrite muutus e toimu, vOib peegeldumisi mitte arvestada
ja levil pidevat mittehomogeenses keskkonnas vaadelda ainult murdumist (laine levi
suunamuutust).

3. Uldjuhul vdib keskkond olla vaga keeruline: nii jarsud kui ka sujuvad
muutused vdivad olla statistilised, toimuda nii ruumis kui ka gas muutuvad (néiteks
tahkete osakeste ja turbulentside liikumine atmosfééris). Sellisel juhul toimub peale
laine trajektoori muutuse ka hajumine keskkonna mittehomogeensustel.

Vaatleme eraldi neid erijuhte, alustades kdige lihtsamast.

8.1 Lainete peegeldumine kahe keskkonna piiril

Peegeldustingimused on méaératud piiritingimustega, st. tulenevad Maxwelli
vorranditest. Piiritingimused on normaal- ja puutujakomponentidele erinevad. Jarelikult
on ka peegeldumine erinev, s. t. SOltuvat laine polarisatsioonist véljatugevuste
orientatsioonist peegelduva pinna suhtes.

Peegeldustingimus  eristatakse vertikaalse ja horisontaalse polarisatsiooni
puhul. Vertikaal se polarisatsiooni juhul on elektrivali polariseeritud langemistasapinnas
magnetvali on sellegaristi (langemistasapinna médravad pinna normaal ja langeva laine
Poyntingi vektor).

Horisontaalse
polarisat-siooni
juhul on magnet-
vai langemista-
sapinnas, elektri-
-' vai on sdle tasa
pinnaga risti, st.
puutujaks peegel-
davale pinnale.

a) vertikaalne polarisatsioon b) horisontaalne polarisatsioon _ Murdumis
e ja peegd-

Joon. 8. 1 dumise  peavad

olema téidetud
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piiritingimused kahe keskkonna piiril: induktsioonivektorite normaalkomponendid ja
vdljavektorite puutujakomponendid on kahe dielektriku piiril pidevad, e muutu.
Alustame vertikaalse polarisatsiooniga laine peegeldumisest kahe keskkonna
piiril, eeldades, et see piir on tasapinnaline (joon. 8. 2).
m Vaatleme  juhtu, kus
a keskkondade magnetilised
° omadused & muutu. Vastavalt
rangetele piiritingimustele
E, =Ey
Hy = Hy
Téahistame langeva laine Poyntingi
vektor on P, dektrivdlja tugevus
E ja magnetvdja tugevus H.
Peegeldunud laine jaoks esimeses
E keskkonnas on vastavad suurused
Y A E2t El’ El ja Hl ning murdunud laine
jaoks teises keskkonnas
P,.E, jaH,.

— El
® Peegeldustegur R= E

on peegeldunud ja langeva laine
amplituudide suhe. Peegeldusel
Joon. 8. 2 vBib muutuda ka faes, sellepérast
on peegeldustegur kompleksne ja
seda on otstarbekas méaratieda kui peegeldunud ja langeva laine elektrivélja tugevuste
komplekssete amplituudide suhet.
Rakendades rangeid piiritingimusi, saame kahe keskkonna eralduspinna
kirjeldada vélju kahe vorrandiga
Ecosq - E,cosq = E, cosy (2
H+H, =H, (2)’
mis sisaldavad nii elektri- kui ka magnetvdja tugevusi. Kuna peegeldustegur avaldub
elektrivdja kaudu, asendame teises vorrandis magnetvélja, kasutades elektri- ja
magnetvalja vahelist seost |ainetakistuse kaudu
F=E-E &

W 120p
E e, +E,\Je, =E, /e, (2a)
Peale langeva ja peegeldunud laine amplituudide sisaldub neis vrrandites ka murdunud
laine amplituud, mida peegeldustegur e sisalda
Mittevajaliku suuruse vélistamiseks avaldame vorranditest (1) ja (2a) E,:
E, cosq _E cosq ( )

E—E/1+E/ 2a

Vordsustades vorrandite paremad pooled omavahel, saame Vvorrandi, mis sisaldab
anult E jaE;:

m

I
|
o]

|
Ma
=3

Ul

51



g g B g Sy S
cosy cosy e, e,

cosq &
co e
Peegel dustegur R = E_CY 1%
coyy e,
Viimane avaldis sisaldab peale langemisnurga g ka murdumisnurka y . Need nurgad
on seotud Snelliuse seadusega:

Je. sng=.Je, sny.
cosy =4/1- sn’y = [1- %s’nzq.
2

Asendades cosy R, valemisse saame 10plikul  kujul valemi  vertikaalse
polarisatsiooniga laine peegeldusteguri jaoks kahe dielektriku piiril:

R, =820 Jee, - e,sin’q (6.1.1)
e,cosq +,/e, /e, - €,9n?q

Horisontaalse polarisatsiooni puhul
A (joon. 8.3) on véljade seosed kesk-
o qH kondade eralduspinna erinevad
ning vorrandd (1) ja (2
omandavad kuju

E+E =E, @
H cosq - H,cosq =H,cosy (2)

Avaldame

m|
]l
I
o
S0

ol
m
i

Viies 18bi teisendused, mis on
analoogilised vertikaalse polarisa
tsiooniga laine peegeldusteguri tu-
letusele, saame peegeldusteguri ho-
risontaalse polarisatsiooniga laine
jaoks kujul

[a

m
N
I

Nl

Joon. 8. 3

RW_E_Jelcosq- \&,- esn’q 812)

E Je.cosq +./e, - e sin’q '
Vaemid 8.1.1 ja 8.1.2 kehtivad juhul, kui on tegemist peegeldusega ilma kadudeta
kesk-konnas. Peegeldustegurid sdltuvad nii  keskkondade murdumisnéitajate
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erinevusest kui ka langemisnurgast. Eristada voib langemist elektriliselt hdredamast
keskkonnast tihedamasse, e, <e, jatihedamast hdredamasse, e, > e,.

Uleminekul hdredamast keskkonnast tihedamasse on peegeldusteguri  moodul
vertikaalse langemise puhul q=0° vaksem kui 1 ja nurga q suurenedes hakkab
suurenema. See sOltuvus horisontaalse polarisatsiooni puhul on monotoonne, aga
vertikaal se polarisatsiooni puhul) esineb niinimetatud t&ieliku murdumise nurk.

Peegel dustegur muutub nulliks, kui

e,cosq =./€ /€, - e,sn*q.

Tingimusel e, <e, on viimalik seda vorrandit rahuldada, kui g =q;;

snq = € vei cosq, = &
® e +e, ® e te,

Nurk g, on taieliku murdumise nurk, Brewsteri nurk. Horisontaalse polarisatsiooni
puhul taieliku murdumise ndhtust el esine, sest peegeldusteguri luggja ei saa muutuda
nulliks tihegi nurga q vaartuse puhul.

Taielik murdumine leiab aset ainult Uhe fikseeritud nurga q = q, suuruse puhul.

Taeliku murdumise nahtust kasutatakse néiteks gaasl aserites. gaaslahendustoru
optilised aknad on paigutatud Brewsteri nurga all. Selliste laserite kiirgus on lineaarsalt
polariseeritud (horisontaal se polarisatsiooni jaoks on kaod suuremad peegelduste arvel
akendest ja seepérast hakkab laser genereerima tihel fikseeritud polarisatsioonil).

Horisontaale polarisatsiooni puhul, kui e, >e, on komponentide E, ja E
mérgid vastupidised, keskkondade lahutuspinnal on vonkumised langevas ja pegeldu-
nud laines vastandfaasides ja jarelikult muutub laine faas peegeldumisel hippeliselt p
vorra.

Vertikaal se polarisatsiooni juhul, kui e, >e,,

kui g <qz on komponentide E, ja E mérgid samad, keskkondade lahutus-
pinna on vonkumised langevas ja pegeldunud laines vastandfaasides ja jéarelikult
muutub laine faas peegeldumisel hippeliselt p vorra.

kui g >q, on komponentide E, ja E mérgid vastupidised ja faas hipped ei

ole

Uleminekul tihedamast keskkonnast hdredamasse on peegeldusteguri kasv
langemisnurga suurenedes veelgi kiirem. Kui e, >e,, muutub nii vertikaalse kui ka
horisontaalse polarisatsiooniga laine peegeldusteguri valemi lugeja teises lilkmes olev

tegur
Je,- esn’q =0,

kui sng, = |22
el
Kui q>(q,, muutub ruutjuure alune avaldis negatiivseks. Jarelikult kdikide nurkade
puhul, mis on suuremad kriitilisest nurgast
q = qkr !
muutub peegeldusteguri moodul nii vertikaalse kui ka horisontaalse polarisatsiooni
puhul vordseks Uhega. g muutudes selles piirkonnas voib muutuda ainult peegel-
dusteguri faas.q,, on téaeliku sisepeegelduse nurk.
Taeliku sisepeegelduse efekt leiab kasutamist dielektrilistes liinides nii
mikrolaine kui ka optilises diapasoonis (joon. 8.5).
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Kui laine levib piki liini nii, et

a /‘I langemisnurk liini seinde q =g,
a e véju elektromagnetilise kiirguse

energia dielektrikust. Selleks, et
garanteerida taielikku
e, Sisepeegel duse tingimuste

b M homogeensus, kasutatakse

q kahekihilis liine, optilist kiudu,

€ mille valimise kihi dieektriline
[&bitavus e, <e,.

a) laine levi dielektrilisesliinis

b) kehekihiline optiline kiud, €, > €, Kodune Ulesanne: Seletada, miks
vertikaalselt polariseeritud laine
Joon. 8.5 peegeldub metallist samafaasilisalt,

aga horisontaalselt polariseeritud
laine vastufaasilisalt (I18htuda piiritingimustest metalli pinnal).

8.2 Pindefekt

Kui keskkond, millele elektromagnetiline laine langeb, on metallist. NN
we

a

on selle efektiivne dielektriline 18bitavus vaga suur.

2
- |2,880 S
€[ = ef"’gwg ke

Idesalse metalli puhul s ® ¥ |&,|® ¥ jaR, =1ning R, =-1. Ideaalsest metallist
laine peegeldub taielikult.

Reaalse metalli puhul peegeldustegur on kil véga lahedane Uhele, aga mingi
0sa kiirguse energiast siiski levib teise keskkonda. Elektromagnetilise laine omadused
resdlse metali pinna méératakse nn. ligikaudsete piiritingimustega, mis koosnevad
kahest reeglist:

1) eektrijuhislevib laine aati risti pinnaga

2) elektrivdja puutujakomponent on reaalse metalli pinna véke, vorreldes
normaal komponendiga.

Esimese reegli paikapidavust on kerge nédidata, |&htudes Snelliuse seadusest

nsng=n,sng.
Kuna n, =,/em ja n, =,/e,m sis n,>>n, jajaeikuit g® O.

Viimane tingimus e olene laine langemisnurgast, vaid ainut keskkondade dielektriliste l&bitavuste
suhetest. Jarelikult, sdltumata langemisnurgast,
*** glektromagnetiline laine levib elektrijuhis alati risti pinnaga.***

Elektrijuhi pinnaga perpendikulaarne Poyntingi vektor joon. 8.2. méératakse E ja H

puutujakomponentidega pinnale. Jarelikult reaalse elektrijuhi pinnal peab elektrivdli omama ka
puutujakomponenti. Teises keskkonnas



E:W _ [ MW (8.2.1)
H 2 ’ S 2
Kasutades rangeid piiritingimusi E,, = E;; ja H,, = H,, ssameseosest8.2.1
Ee =W, (8.2.2)

Hlt
Saadud seos kujutab nn. Leontovitsi ligikaudset piiritingimust:
***Valjakomponendid reaalse elektrijuhi pinnal maaratakse juhtiva keskkonna

parameetritega.***
Kuna elektrivdljal reaalse juhi pinnal on puutujakomponent, madrab véjastruktuuri juhi

E
pinnal puutuja- ja normaalkomponendi suhe .
n

Seosest 85.2 E;, =W, H,, .
Esimeses keskkonnas E,, ja H,, on seotud lainetakistuse kaudu E,, =WH,, .
Meid huvitav suhe

E_]I = \& = i & << 1.

Eln Vvl S 2
Jérelikult on elektrivdja puutujakomponent reaalse elektrijuhi pinnal normaalkomponendiga
vorreldes véike. Véja struktuuri madramisel voib lugeda praktiliselt, et E; » 0.E;, méaarab

elektrijuhi pinnal levivalaine kaod elektrijuhis.
Kui on tegemist ideaal se elektrijuhiga, siis
S,®¥W,®0jaE, ®0
ning kadusid ei esine, sest véli ei tungi Uldse elektrijuhi sisse.

Resdses elektrijuhis elektromagnetiline laine levib kui resalses kadudega
keskkonnas, kuguures laine amplituud véheneb
ekspotentsiaalselt E,e®* (joon. 8.3). Sligavust
D, mille kaugusdl pinnast véja amplituud
A véheneb e  korda, nimetatakse pindkihi

stigavuseks voi skinnkihi siigavuseks:

D= 1 = 2
E,e ™ a \wms
Elektrijuhis vahelduv elektromagnetiline vali
levib praktiliselt anult pindkihti. Kuna on
X tegemist juhtiva keskkonnaga, kaasnevad
Joon. 8.6 védjaga eektrijuhi  pinnal  ka  pindkihti
koondunud juhtivusvoolud.  Juhtivusvoolud
tingivad oomilised kaod pindkihis, mis méératakse pindtakistusega.
Juhtivusvoolude (ja nendega seotud oomiliste kadude) kirjeldamiseks tuuakse sisse elektrijuhi
kompleksne pindtakistus

(8.2.3)

A\

Oomilised kaod on seotud kompleksse pindtakistuse reaal osaga

Rp:Rez: m
\ 25
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Elektrijuhi pindtakistus
= VM, (85.4)

| deaal se el ektrijuhi puhul
S® ¥;D® R, ® 0
jakadusid eektrijuhi pinnal e esine.

Pindkihi paksus sOltub mitte ainult metalli erijuhtivusest, vaid ka sagedusest.
Oluline on méarkida, et

1 .
D"'F JaRp"'\/T

Kui f ® 0, on pindkihi paksus I6pmatult suur ja vélja (ning ka voolu) jaotus juhtmes
Uhtlane. Sageduse tdusuga pindkihi paksus hakkab véhenema, voolud koonduvad
juhtme pinnale. Mikrolainediapasoonis on pindkihi paksus suurugargus 10°°m. See
ajaolu voimaldab kasutada mikrolainesiisteemides dhukest hea elektrijuhtivusega
pinnakatet. Konstruktsioonides kasutatakse isegi dielektrilist materjali (plastmasse) ja
metalliseeritakse ainult elektromagnetilise kiirgusega kokku puutuvad pinnad (néiteks
paraboolantennidel ndgus pool).

8.3 Sujuvalt muutuvate parameetritega mittehomogeenne keskkond

8.3.1 Kiire vorrand

Nagu néhtub valemitest 8.1.1 ja 8.1.2, kui e, jae, erinevus & ole suur, on
vake ka peegeldustegur. Nii vOib lugeda, et keskkonna parameetrite sujuval
muutumisel vOib peegeldusi praktiliselt mitte arvestada.

Peegelduste  puudumise, puhta murdumise tingimusteks loetakse
murdumisnéitaja suhtelise muutuse vaiksust lainepikkuse ulatuses.
1|dn
nid

|, <<1

Kunal , =2
n

, Siis Ulaltoodud tingimust voib formuleerida ka kujul
1 |dn

n?|d

Syjuvalt muutuva murdumisnéitajaga keskkonnas vaib lahendada lainevorrandi.
Lahendi erinevus, vorreldes leviga homogeenses keskkonnas, seisneb selles, et lainearv
k=w,e,m muutub funktsiooniks trajektoorist, kuna murdumisnétaja soltub

koordinaatidest.
Elektrivalja kompleksne amplituud
E=Eee"

| o<<1

kus k =w./e,m, =k,n(l)
Arvestades murdumisnéitaja muutust piki levi trajektoori
E = E, exp- (ik, c(l)dl)
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Kui e ole teada funktsiooni n(l) konkreetne kuju, & ole dldjuhul vdimalik
lahendit tdpsustada, 1aine omadusi saab kirjeldada, |ahtudes faasitasapinna vorrandist

wt - k, c(l)dl = const.

Homogeenses keskkonnas, kui n = const.
d

w- k,n— =0,
it
fagsikiirus da_, =W
dt K,n

Mittehomogeenses keskkonnas
wt - ky (x,y,z) = const.

W Id g
Tl dt
y _ L :
kus TR =|grady | piki levi trajektoori.
Faasikiirus mittehomogeenses keskkonnas
d _ w

— ==V
dt  k|grady |
V @rdsustades faasikiirused homogeenses ja mittehomogeenses keskkonnas

wo_w
kon  ko|grady |’
saame Seose grady =nl,
kus | on tihikvektor levi suunas, kiire puutuja
|l (.
—grady =—|nl |}
gy ey = (o)
Loplikult ssame kiire vorrandi kujul:
ﬂ _
—{nl J=gradn
qi)=9

Kiire vorrand, mille vasakul pool on laine levitrgektoori puutuja muutus piki
trgjektoori, kirjeldab laine (kiire) suuna muutust levil sujuvalt mittehomogeenses
keskkonnas.

8.3.2 Kihiline mudel

Pajudd juhtudel on tegemist keskkonnaga, mille parameetrid muutuvad
praktiliselt sdltuvalt ainult Uhest koordinaadist. Nii vOib lugeda, et tegemist on
homogeensete kihtidega, kuguures erinevate kihtide parameetrid erinevad. Tudpilise
kihiliselt homogeense keskkonnana vaadeldakse atmosfdéri, mille murdumisnéitaja
soltub regulaarsalt kdrgusest. Kihiliselt homogeense keskkonna mudelit kasutatakse ka
elektromagnetilise laine levil inimkehas. K eha vaadeldakse kui silindrit (pead kui kera),
milles vahelduvad kihid, mille elektrilised parameetrid vastavad nahae, rasvkoele,
lihaskoele, luule. Viimases mudelis on kihtide paksused fikseeritud ja murdumisnéitaja
muutused Uleminekul Uhest kihis teise mérgatavad, nii et e ole tegemist puhta
murdumisega, vaid tuleb arvestada ka peegeldus erinevatelt kihtidelt.

Vaatleme kihiliselt homogeense keskkonna mudelit, mille murdumisnéitaa
muutub vertikaalsuunas (joon. 8.7), s.t. grad n on vertikaalne vektor. Kihi paksuse
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vOib valida suvalisdlt, kuid see peab tagama killalt vaikese murdumisnéitgja muutuse
kihtide vahel, et kindlustada peegelduste puudumine. L&htume kiire vorrandist.

%(nl_) =grad n.

Korrutame moélemat poolt vertikaalse

Uhikvektoriga i vektoriaal selt.
T i 7= gradn’ i.

n Tl

_ Vorrandi paremal pool on kahe

v | paralledse vektori korrutis, jarelikult

T i =0ja
Tl

n+dn I nsng =0.

1l
Sit ssame kiire vorrandi kihiliselt
Joon. 8.7 homogeense keskkonna jaoks.

v gradn

nsng = const.

Sama tulemuseni vOib jOuda, lahtudes Snelliuse seadusest. Rakendame murdumise
seadust jarjest kiire Uleminekul Uhest kihist teise.
PunktisA n,sing, =n,sinq,

n : : :
3 o punktisB n,sing, =n,sing,
n, punktis C n,sing, = n, sing,
n B ..
I
A r}S.nqi :n+1s.nqi+l
Joon. 8.8 Nendest vordsustest jareIdUb, et
nsing = const.

Laine paindub suurema murdumisnditgja poole, s.t. murdumisnéitgja suurenedes
murdumisnurk vaheneb ja vastupidi.

VoOib arvutada vélja ka laine trgektoori kdverusraadiuse. Vaatleme
elementaarset kihti paksusega dn, mille ulatuses murdumisnéitgja muutub vaartuselt n
kuni va&rtuseni n+ dn jakiire suund muutub nurga dg vorra. Vastavalt (joon. 8.9).
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- ) AB
Koverusraadius r = —.

dh da
- ABC ~ OAP
~ N\A(r.q +dq) AC _ AB
n = const {_ B (r ,q) OP OA

dh _AB

rcosg+dq) r

n+ dn = const

Arvestades agaolu, et nurga
muutus on véike
dh dh

" ~dgcodg +dg) ” dgcosq

Joon. 8.9

Edas rakendame elementaarse kihi jaoks kiire vorrandit:
nsng = (n+dn)sin(g +dq) =
= (n+dn)(sing cosdq + cosq sindq ) =
=nsing cosdq +ncosg sndg +dnsing cosdq + dncosg sin dq
Teisendame vorrandit, arvestades agaolu, et suurused dn ja q on vékesed ja voib
eeldada, et
cosdg»1  dndg»0

sndg»dg dncosgqsndq® O
Pedle telsendusi ssame

ndgcosqg = - dnsnq
Kéverusraadius

— dh _ n 1
1dnsinq sinq _ dn
n dn
< : . : e _dn N .
Kdverusraadius on positiivne, kui murdumisnéitaja gradient ah on negatiivne ja vastupidi.

Trajektoor paindub kdrgema murdumisnéitaja suunas.
Néitena vOib vaadata elektromagnetilise laine levi troposfééris.  Troposfééri
murdumisnéitgja, mille keskmine suurus maapinna on 1,0003(4), vaheneb sbltuvalt kdrgusest

n . 1 _ . : .
normaal ses troposfaéris % =-4"10° P Muutus on tingitud 6hu tiheduse ja suhtelise
m

niiskuse vahenemisest kdrguse tbusuga. Kui suuname laine horisontaaselt véikese nurga al
maapinna suhtes, voib kdverusraadiuse valemislugeda, et n » 1 jasing » 1
1
Seega koverusraadius r = 2105 25000 » 4R, kus R, = 6370km on Maa

raadius. Troposfééris e levi elektromagnetiline kiirgus motda sirgjoont. Vaatamata sellele, et
murdumisnéitgja vordub praktiliselt Uhega, on selle gradient killadane, et levi trgjektoori
painutada.
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Muutuva murdu-

\ misnditajaga  levi-
/m keskkond véib olla
‘“—”/ > N & kunstlikult teki-

tatud. Kiire oma
dust painduda kor-
gema murdumis-
nditaja suunas ka-
sutatakse optilises kius: kiud on tehtud sdlliselt, et selle ristldikes murdumisnéitaja
suureneb kiu tsentri suunas. Optiline kiir (Joon. 8.10) levil sellises nn. isefokuseerivas
(selfor) kius paindub keskele ja kiirguse energiakiust e vélju.

Joon. 8. 10
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9 Levi anisotroopses keskkonnas

Vaatleme ideaalset homogeenset lineaarset anisotroopset keskkonda.
Anisotroopses keskkonnas Uks selle paramestritest, kas dielektriline |&bitavus Vi
magnetiline l8bitavus muutub tensoriks. Tavaliselt on anisotroopia tekitgaks alaine
magnetvali. Elektriliselt anisotroopne on aaises magnetvdjas asuv plasma
(ioniseeritud gaas, vabalt liikuvatest laengutest koosnev keskkond). Magnetiliselt
anisotroopne on aalisse magnetvdlja paigutatud ferriit (dielektriliste omadustega
ferromagneetik). Efektid, mis tekivad levil nii elektriliselt (e on tensor) kui ka
magnetiliselt (m on tensor) anisotroopses keskkonnas, on sarnased. Sellepérast

piirdume elektriliselt anisotroopse keskkonna vaatlusega.

9.1 Anisotroopse keskkonna elektrilised omadused

Alalises magnetvdjas asuvale liikuvale laengule majub magnetiline Lorenzi jéud
F, =gmVv” H,, m=1
kus g on laengu suurus, V sele liikkumiskiirus ja H,
aaine magnetvdi. Lorenzi jou mdjul, mis on rist
esiagse lilkumissuunaga ja aalise magnetvéja suunaga,
hakkab laeng tiirlema Umber aaise magnetvédja suuna.
Orbiidi raadiuse tsentrifugaaljou ja Lorenzi jou tasakaal
z (joon.9.1).

y

2

e r = qubVH01
X kus mon liikuva laengu mass. Orbiidi raadius
Joon. 9. 1 r = mv .
amyH,
Tiirlemise periood T ja vastav ringsagedus w, vorduvad
2 2 2
L LTS . (9.1.1)

v gmH,” " T m

Laengu tiirlemise sagedust aalises magnetvdjas nimetatakse guromagnetilise
A

resonants sageduseks. Kui elektron tiirleb Maa magnetvdjas (H, :405), on see

sagedus 1,4 MHz.
Selleks, et kirjeldada sellise Umber alalise magnetvéja tiirlevatest laengutest koosneva
keskkonna mdju temas levivale elektromagnetilisele lainele, tuleb maérata keskkonna
dielektriline [&bitavus.

Alustame laine levist isotroopses ioniseeritud gaasis, kui vaine magnetvali
puudub. Vérdsustame Uhelt poolt efektiivse nihkevoolu selles keskkonnas

- E -

=e,~— ] =iwe,E 9.1.2
b =€ (91.2)

tegeliku keskmise summaarse vool utihedusega
j. =iwe,E +0gnN, (9.1.3)
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kus esmene liige on nihkevool vaakumis ja teine liige konvektsioonivool, mis
on tingitud laengute litkumisest. Suurus N on laengute ruumtihedus (arv Uhes
ruumitihikus). Laengu liikumise kiiruse saame sdlle liikumisvOrrandist laine eektrivaja
maojul:

av

— =gE 14
Lipen q. (9.1.4)
iwmn = gE
) - 9.15

iwm

Asendades n avaldise (9.1.4) summaarse voolutiheduse valemisse (9.1.3) ja vordsus-
tades j, = j. saame vorrandi

> —_ 2 —_
iwe,E =iwe,E + aNg

iwm
Sellest vorrandist isotroopse plasma efektiivne dielektriline 18bitavus
ZN WZ
e, =€ - d > =e,(1- =), (9.1.6)
w
2
kusw,’ = ?n;\l on niinimetatud plasma sagedus. Kui w =w,, Sise = 0 jalainelevi
0
plasmas lakkab. Uldjuhul on suhteline dielektriline labitavus
2
e=Sa-1.Wo g
€ w?
Edas vaatleme laine levi vélises alalises magnetvéjas olevas plasmeas.
X Sdleks tuleb lahendada laengu liikumise
0 vorrand elektromagnetilise laine ja valise magnetvélja

........... . madjul koos vdlja kirjeldavate vorranditega (I ja Il
Hor /' . Mawali varrand). Vaatleme didjuhty, kui laine levi

i P suuna (vektor P) ja alalise magnetvalja suuna vahel
on suvaine nurk. Alalise magnetvdja voib jagada

at kaheks komponendiks: H,, , mis on paraledne laine

levi suunaleja H;, misonristi laine levi suunae.
y Oletame, et laine magnetvali H on véke
Joon. 8. 2 vorreldes daise magnetvéjaga H, Véise daise

magnetvdja mojul  lisandub laengu  liikumise
vorrandisse (9.1.4) magnetiline Lorenzi jéud

mg =gE+gqmV’ H, (9.1.7)
Maxwelli | vorrandis tuleb arvestada konvenktsioonivoolu
rotH :ea‘l]”—f+q\7N. (9.1.8)
Il Maxwelli vorrand omab traditsioonilist kuju B
rotE =-m, %—T (9.1.9)

Saame ststeemi kolmest lineaarsest vektorvorrandist (9.1.7), (9.1.8) ja (9.1.9).
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[ TE  _

irot H =e, — N

: ro e, it +qv

% rot E =- nbﬂ‘ﬂ_Ht (9.1.10
]

I qv = .o
. - = E \7 H
'Ifm‘ﬂt qE +gmyVv  Ho

Vektorvarrandite stisteemilt saab Ule minna skalaarsete vorrandite stisteemile -
iga vorrand kirjutatakse véja vektori kolme skalaarse komponendi jaoks. Tekib
sisteem 9 lineaarsest skalaarsest diferentsiaalvorrandist. Selleks, et lineaarsete
vOrrandite siisteem omaks mittetriviaalset lahendit, peab selle determinant vérduma
nulliga. Determinandi vordsustamine nulliga annab ruutvorrandi keskkonna diel ektrilise
|&bitavuse jaoks. Kuna ruutvorrandi lahend omab kahte voimalikku véartust, omab ka
dielektriline |&bitavus kaht véartust:

& 0
¢ w2 1 i
1o =€,61- —2 v + (9.1.11)
é Wo1eh Tt f1+h2 E
w a
ks h=— W
2w, Ww2-w?2)
w, = ﬂH0L on laengui tiirlemissagedus magnetvélja pikikomponendi mgjul ja

W, = % H,; on laengu tiirlemissagedus magnetvalja ristkomponendi majul.

Erinevus isotroopse plasma dielektrilisest |8bitavusest on méératud téendava teguriga
suhtew? /w? juures.

Detailsem lahenduskéik on jargmine. Véjavorrandid (Maxwelli | ja Il vorrand)
Uhendatakse Uheks vorrandiks (nagu lainevorrandi tuletuse kaguski).

‘ﬂ ’E v
rot rot E =-mye —
me, qt2 - mNg qt
Vaatleme gas harmooniliselt muutuvaid protsesse. Minnes Ule komplekssetele

amplituudidel e saame slisteemi kahest vorrandist:
Irot rot E = mye,w °E - imgNwit

|

an =4 E+—> qm) “H
m m

Kirjutame vélja skalaarsed vdrrandid kdigi vektorite E jaV komponentide

jaoks.

0
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- mew’E, + me,w’E, - imyNgwri, =0

| . .
i- mew’E, + me,w’E, - im,Ngwr, =0

: me,w’E, - imNgwri, =0

Vv, .
+qm)yH0L:0
m m
am . an, . . —
Y ' m y+?m)VZHOT'_mJVxH0L_O
g, Iy v =0
m m

V6rdsustad&s vc”)rrandsijsteemi determinendi nulliga, saame v6rrandi

Wo

e wi(l- e) g

_W_o@e We 10w wd 1-__
Wle,z‘wT ngvwg

See vorrand on ruutvdrrand e jaoks. Lahend omab kuju (9.1.11). Kuna Iewl Uhes ja
samas keskkonnas tihel ja samal sagedusdl dielektriline I8bitavus omab kaht voimalikku
vaértust, on tegemist nn. kahekordse murdumise ndhtusega. Elektromagnetiline laine
jaguneb nagu kaheks erinevaks laineks, mis levivad erinevate kiirustega (kuna e, jae,

on erinevad).

Kuidas seda sdetada? Uldjuhul & ole vdimalik enam edasi minna. Vaatleme
kaht erijuhtu, nn. pikilevi jaristlevi.

9.2 Pikilevi

Alustame Uhest lihtsamast juhust, kui alaline magnetvali on suunatud piki laine

levi suunda, st. H,|P. Siis

Hoy =0, w; =0 q=0 javastavalt valemile (9.1.11)

2 2
e,=1-Wo 1 -5 W (9.2.1)
’ wie w6 o wwzw,)
e W g

Oletame, et piki z telge, mdoda aalise magnetvaljasuunda,
levib linesarse polarisatsiooniga laine (joon. 9.3).
Tasgpinnas XY tiirlevad laetud osakesed, nende
litkumistragjektoorid on ringid, mille tsentriks on adine
magnetvali. Lineaarsalt polariseeritud laine E véib jagada
kaheks ringpolariseeritud laineks E, ja E,.Nende lainete
elektrivlja  vektorid  pboOrlevad  vastassuundades
ringsagedustega w .

E w E, . w
Elxz?ocos(wt-vz) Ely:-7°sm(wt-vz)

E w
E,, = —>cos(wt - V) E

E, . w
=—snwt- —z
2 ( \Y )

2y 2

Kahe ringpolariseeritud laine summa annab igal gjamomendil linesarse

polarisatsiooniga laine.
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Uks osalainetest E, poorleb samasuunaliselt laengu tiirlemisega. Teine osalaine
E, poorleb laengu tiirlemisele vastassuunas. IImselt on laine E, koosmdju tiirleva
laenguga suurem, sest nende vahel mdjuvate joudude suund perioodi jooksul muutub
vahem (kui sagedused w, jaw on vordsed, e muutu Uldse). Laine E, koosmgju
tiirleva laenguga on véiksem, sest erinevatel orbiidi osadel nende vahel mojuvate
joudude suund muutub - kord toimub energia Ulekanne lainelt osakesele, kord
vastupidi.

Lainetele E, ja E, vastab ilmselt erinev dielektriline l8bitavus, kuna laine E,
jaoks aalise magnetvdja mdgju tiirleva laengu kaudu on vaksem, on sdle laine
dieektriline l&bitavus on |dhedasem isotroopse plasma dielektrilisele labitavusele. Sel
juhul peab valemi (9.2.1) nimetagjas olemamérk + ja
w, 1
W W +w,

Laine E, koosmgju tiirleva laenguga on suurem, dielektriline [&bitavus erineb
rohkem isotroopse plasma dielektrilisest 18bitavusest. Vaemi nimetgjas tuleb valida
mérk - ja

e =1-

Kunalainete E, ja E, dieektrilised |&bitavused on erinevad, siis on erinevad
ka nende lainete faasikiirused

Kui lained on l&binud anisotroopses plasmas teepikkuse |, on erinevate lainete
elektrivalja komponendid saanud agfaasiga vorreldes erinevad faasi nihked :

E, = oot~ = o, %, = Zanfin- 7 Jo ¢
EZX:5 os(;wt-— ez—Ezy:Eosnth-— ez0
2 e 7,

Siit jareldub, et sama ga jooksul samal teeplkkusel | on lainete E, jaE,
polarisatsioonitasapinnad podrdunud erinevate nurkade vorra esialgse asendi suhtes.
Lainete E, ja E, summa, linesarse polarisatsiooniga laine, polarisatsioonitasapind on
poordunud esialgse asendi suhtes (joon. 9.4) nurga Y vorra. Seda on kerge naidata,
liiteslainete E; ja E, elektrivéljad

E,=E,+E, =E, COS (\/_ \/_) cosé/\/t-vzll(\/e_lJr\/g)g

. éwl . 4 wi )
E, =E, +E,, = Eysngr (o - e Ji cosgu- 2 (e, + e, |

Polarisatsi oonitasapi nna poordenurk

v =2 e Je,)

Polarisatsioonitasapinna poorlemist pikilevil anisotroopses keskkonnas nimetatakse
Faraday efektiks. Loodudikult esineb Faraday efekt plasmas elektromagnetilise
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kiirguse levil 18bi ionosfééri. Selleparast e ole voimalik kosmilise side puhul
detsimeeter- ja pikematel lainetel kasutada lineaarse polarisatsiooniga antenne:
vastuvOetava Kkiirguse polarisatsioonitasapinna  juhuslik  poorlemine  tekitab
vastuvoetava voimsuse nivoo kdikumisi. Ka lthematel lainetel esineb Faraday efekt
ionosfédris, aga selle mdju on ndrgem, kuna plasma dielektriline |dbitavus sageduse
suurenedes |8heneb thele.

Faraday efekt esineb pikilevi puhul ka magnetiliselt anisotroopses keskkonnas -
alalisse magnetvélja paigutatud ferriidis. See nahtus on kasutusel mikrolainesiisteemide
ferriidilUlitites, tsirkulaatorites jm.

H, Joon. 9.5. on ferriit mikrolaindliinis, kus 1 -
slindriline laing uht, 2- ferriit,
Faraday efekt esineb ka optilises diapasoonis:
levil anisotroopses kristallis piki kristalli telje suunda
laine polarisatsiooni tasapind pdordub.

o

Joon. 9.5

9.3 Ristlevi

Telse erijuhuna vaatleme elektromagnetilise laine levi plasmas risti aalise

magnetvalja suunaga H, P. Siis
H,. =0jaw,_ =0.
Plussméargi puhul valemis (9.11)
W 2
e =1- W—OZ

on digektriline l8bitavus samasugune kui isotroopses keskkonnas. Selline dielektriline
[&bitavus vastab nn. tavalisele lainele,

Miinusmérgi puhul valemis (9.1.11) saame dielektrilise l&bitavuse
w,o  w-w,’
e,=1- —2 0

w2 w? - w? - w

mis erineb isotroopse keskkonna dielekrilisest 18bitavusest. See dielektriline 18bitavus

vastab nn. ebatavalisele lainele,

Millest on ristlaine puhul tingitud dielektriliste 18bitavuste erinevus, millal on
laine tavaline, millal ebatavaline?

AE Kui laine levib risti
alaise magnetvélja suunaga
(joon. 9.6), vOib eektrivélja
tugevus omada kaht

7 komponenti: paralleel set

adise magnetvéljaga ja risti

aldise magnetvéljaga. Laine

_ mdjutab  laetud  osakest

H elektrilise Lorenzi j6uga

|
I

T
I
I

Joon. 9. 6
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IEE =qE,
mis on paralleelne elektrivélja tugevusega. Selle j6u mojul tekib laetud osakese kiiruse
komponent V.., mis on paralleelne elektrivalja tugevusega v E.

Kui eektrivédja tugevus on paraledne aaise magnetvdljaga H,, dis ka laine

poolt tekitatud kiiruse komponent on paralleelne vektorile Hg[v.. Sel juhul
magnetiline Lorenzi joud

F,=q V.” H,=0.
Alalise magnetvélja olemasolu e mdjuta laetud osakese jalaine koosmgju. Laine levib
samuti kui ilma valise magnetvdjata, s.t. isotroopses keskkonnas. Tegemist on tavaise
lainega.

Kui elektrivaljatugevus on polariseeritud risti alalise magnetvéjaga EMH, , dis
ka V.~ H, jamagnetiline Lorenzi joud F,, * 0. Sellisel juhul mgjutab alaine magnetvali
laine pool tekitatud laengu liikumist. Laine koosmdju alaise magnetvéljaga laetud
osakese liikumise kaudu on olemas. Selline polarisatsioon vastab ebatavalisele lainele.

Ristlevi puhul suvaline lineaarse polarisatsiooni laine jaguneb kaheks lineaarselt
polariseeritud laineks, tavaliseks ja ebatavaliseks, millele vastavad erinevad
faasikiirused ja murdumisnditgjad. Selline kahekordne murdumine leiab aset
anisotroopsetes kristallides (Nicoli prismaidandi paost, Wallastoni prisma jt.). Nendest
kristallidest valmistatakse optilisi polarisaatoreid vOi polarisatsiooni anallisaatoreid
optilistes side- vGi modtesiisteemides.

Ka ferriidid tottavad ristmagnetvéljas, neid kasutatakse taisnurksetes
laingiuhtides. Sellises slisteemis Uihes suunas leviv laine on tavaline, vastassuunas leviv
laine ebatavaine. Ristmagnetvéljas tOttavate ferriitide abil vOib teha seadmeid, mis
Uhes suunas lasevad laine |&bi praktilisalt kadudeta, aga vastassuunas leviv laine
sumbub peaaegu taielikult.
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10 Lained liinides

Siiani vaatlesime elektromagnetilise laine levi vabas ruumis, kus puudusid laine

levitingimus mojutavad tegurid, peale selle keskkonna, milles laine levis. Praktikas on
sageli vga kindlustada elektromagnetilise energia Ulekanne ainult thes vgalikus
suunas, st. laine levi ainult kindlas kandlis, piiratud ruumi osas. Selleks kasutatakse
gpetsiaalseid lainet suunavaid slsteeme, Ulekandeliine. Liinid véistavad energia
hgjumise ruumis ja peavad kindlustama minimaalsed kaod. Liinide omaduste
teoreetilisel médramisal lahtutakse lainevOrrandist. Lainevorrandi lahendamisel on
eelduseks, et:
1) Vaadeldav piirkond e sisdda vdjadlikaid, st. j, =0jar, =0; Lahendatakse
homogeenset lainevorrandit. Selline 1&henemine e vBimalda méérata laine amplituudi
liinis; amplituud on mé&ératud allikatega. V&ja struktuur liinis ja laine parameetrid e
soltu laine amplituudist (voib muuta generaatorist liini antavat véimsust, amplituud
muutub, laine struktuur ja parameetrid jd8vad samaks).

2) Piki liini levib tasspinnaline laine levimiskonstandiga h, st.E , H~e™. See

tdhendab, et kbik laine komponendid levivad liinis Uhe ja sama kiirusega, nende
omavahelised seosed levi kdigus e muutu. Laine struktuur levil liinis on muutumatu.
Kirjutame vélja lainevorrandi liinis. ESimesest eeldusest jareldub, et aluseks
tuleb votta homogeenne lainevorrand (vt. 4.1.4)
R2E+k’E =0
R2H +k*H =0
kuslainearv k =w,/e,m,.
X Oletame, et energia Ulekanne liinis toimub
piki ztelge (joon. 10.1). Sel juhul,
vastavat teisde eeldusde, vai levib

kilglainena piki z telge ja 'ﬂl® -ih.
z

m

7 . Z Operaatori N? vaib teisendada kujule
= NZ = N2xy - h?.
H Asendades  lainevorrandi  Uldkujusse,
Saame
y Joon. 10. 1 NZE+(k*- n?)E=0 (10.1)
NZH +(k?- h?)H =0 (10.2)

Lainevorrandid 10.1 ja 10.2 on aluseks ulesannete lahendamisel laine levi puhul liinis.

10.1 Lainete tulbid liinides

Elektromagnetiline vali slisteemis voib omada tldjuhul 6 erinevat komponenti,
neljarist- jakaht pikikomponenti, mis kdik levivad kulgl ainenapiki z-telge:
EE,iH H,;~e™

E,;H,;~¢e™
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Elektrodinaamilise Ulesande lahendamise tulemusena peab leidma kdik
vajakomponendid ja laine levikonstandi slisteemis h, sest Gldjuhul h* k. Kas selleks
peab lainevorrandit kuus korda lahendama, iga komponendi jaoks eraldi? IImneb, et
vdjavorrandite abil on voimaik ristkomponendid avaldada pikikomponenetide
E, ja H, kaudu. See agaolu kergendab tunduvalt vajastruktuuri arvutust liinides, sest
langeb &a vaadus eektrodinaamilise Ulesande lahendamiseks  kdikide
vdjakomponentide jaoks.

Lahtume | ja Il Maxwelli vorrandist. Kirjutame | ja Il Maxwelli vorrandi véja
komponentide kaupa

' H : ' :
fin, 1 Y =iwe,E ﬂEZ-—y:-iwr‘n‘g‘HX
iy 12 1z 1z
TH, T™H,_. . 9E TE _ . .
1z TX =iwa,E, 1z X iwmH,
m-m:iweaEz E_E:_iwn‘y—]z
Ix Ty 7™ 1Y

Asendades | Maxwelli vBrrandis H, ja H, véartused, kasutades |l vdrrandit, saame

E, ja E, avddada H, ja E, kaudu. Anaoogiliselt vdib Il vBrrandist avaldada
H, ja H,, asendades E, ja E, | vorrandist.

Véjaristkomponentide avaldised pikikomponentide kaudu saame kujul
: i e 1 H' nT E,0
E. =
X hZ _ kZ gvvnll T[Y 1-[ X g

(10.1.1)
= - | H, , JEQO
Ev‘hz-kzg WM h'nvg
H = i ﬂH WeﬂEZg
. kzg X awb
1
"= kZE%ﬂY ﬂxg

Seoste 9.1.1 vajakirjutamisel on arvestatud, et k =w,/e,m, ja'nﬂ_z® -ih.

Energia levimist z suunas iseloomustab samasuunaline Poyntingi vektor, mis
médaratakse E jaH ristkomponentidegas Kui E H ristkomponendid muutuvad
nulliks, siis vordub nulliga ka pikisuunaline Poyntingi vektor ja levimine liinis puudub.
Kuna véjavektorite ristkomponendid avalduvad pikikomponentide kaudu, voib
lahtudes seosest 9.1.1 jareldada, et elektromagnetiline laine suunavas stisteemis levib
ainult siis, kui:

1) kas E, v&i , vOi nad mdlemad erinevad nullist;

2)E,= ,= h?- k?=0;

Esmesal juhul on tegemist nn. pikilainetega, kus kogu vdja struktuur
méégratakse E,(v8i H,) kaudu. Teisel juhul on tegemist ristlainega, millel puudub

levisuunaline komponent.
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E. E.
T E, T H,
/ = i / P > z
H., H.
y y
Joon. 10. 2 Joon. 10. 3

Eristatakse kolme tutpi pikilaineid:
elektrilised lained (E-tttpi vo6i TM-tlupi) esinevad liinis, kui E,* Oja
H, =0 (joon. 10. 2);
magnetilised lained (H-tudpi voi TE-tulpi) esinevad liinis, kui E, =0, aga
H,* O(joon. 10. 3);
segilained ( EH-tlupi) esinevad liinis, kui E,* Oega H,* O.
X Pikilainete puhul on iseloomulik, et
vdja pikikomponent podrab summaarse
vdjatugevuse (kas elektri- vOi magnetvélja

E. vektori) teatud nurga ala liini risttasapinna

T - (XY tasapind) suhtes. Selle tulemusena

/ " N 7z Poyntingi vektor e ole paraleene liini

/ H. teljega (z telg), vaid on suunatud teatud

nurga al selle telje suhtes. Laine levib
motda murdjoont voi koverjoont nii, et
Joon. 10. 4 dldine kulgliikumine piki liini telge toimub.
Ristlainete enhk TEM puhul h = k
(oon. 10.4). Ristlaine puhul elektri- ja magnetvali omavad ainult ristkomponenti,
Poyntingi vektor on igas z telje punktis pardleelne selle teljega. Laine levib rangelt
paraledsdt liini teljega
Rist- ja pikilained levivad liinis erineval moel, erinevad on ka nende lainete
omadused.

10.2 Ristlainete omadused

Alustame ristlainete omadustest, kuna need erinevad véhe laine omadustest
levil vabas ruumis.
V aatleme lainevorrandeid (10.1) ja (10.2 ) ristlainetega TEM liinis. Sel juhul
E,=H,=0jah’- k*=0
vorrandid 10.1 ja 10.2 teisenduvad kujule
(10.2.1)

(10.2.2)
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Seosed 10.2.1 ja 10.2.2 on Laplacei vorrandid, mis kirjeldavad stadtilis ja statsio-
naarseid vaju. Jarelikult:

1) TEM-lainete puhul vdjastruktuur liini ristldikes langeb kokku statiliste ja
alaisvoolu véljade struktuuriga;

2) véjad on potentsiaalsed, jarelikult TEM-lainega Ulekandeliinide puhul voib
Sisse tuua pinge;

3) TEM-lained e saa levida siusteemis, mille ristlGike konfiguratsioon e
vOimalda staatilise el ektrivalja eksisteerimist.

Vaatleme nditena kdige lintsamat TEM-lainega liini. Selline slisteem peab
sisaldama kaks teineteisest isoleeritud metallkonstruktsiooni (muidu e ole voimalik

potentsiaal se vélja olemasolu).
K@ige lihtsamal juhul on tegemist kahe paralleelse
piiramatute modtmetega metallplaadiga (joon.

E 10.5). Lahendame  elektrivdlja  struktuuri

a leidmiseks vorrandi  (10.2.1)
T \ NZE=0
0 . . . |
/ _ Kuna— = 0, lihtsustub v&rrand kujule
P y
H ﬂ ZE
y > =0
1 1X
Joon. 10. 5 (1023)
Piiritingimused maérame eeldusest, et slisteem on
ideaal sest elektrijuhist
Vorrandi 10.2.3 lahend E; =E, =0, kuix=0 ja x=a (10.2.9)
E =cx+c,
Ex = C1XX+C2><
E, =C,Y+Cy
Rakendame piiritingimusi. Kui x = 0 E, =¢, =
X=a E,=c,a=0

Jarelikultkac, =0 ja E, °O.

Elektrivdja EX iseloom ei ole médratud piiritingimustega. Vaatleme sellepérast 111 Maxwelli
vorrandit. Kuna antud juhul r = 0, saame

diveE =0
1€, _,
X
1E

X = =0
X Cix

Jarelikult E, = const.
Magnetvéljavdib arvutada elektrivaljajargi, kasutades Maxwelli vorranded, | vorrandist

TH, TH, e B
ﬂY ﬂZ a—x

ihHy =iwe,E,
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Jérelikult elektri- ja magnetvdja ristkomponentide suhe antud juhul langeb kokku vaba
keskkonna lai netakistusega W,:

<I|. ><|'|'||.
I
o3
I
=

Il Maxwelli vorrandist

Lz i §
1w 91z
Jarelikult kahe paralleelse plaadi vahel leviva TEM-laine elektri- ja magnetvéli omavad kumbki the
komponepdi; elektrivali on suunatud risti, magnetvéi paralleelselt plaatidega.
Uldjuhul mé&érab ristlaine omadused agaolu, et

h=k=w,/e,m.

Jardikult faasikiirus

1
Vf :Vgr :VO =
€am,
jalainepikkuse siisteemis
V
| <= TO = o

kus| , on lainepikkus vabas ruumis.

TEM-laine omadused liinis praktiliselt e erine laine omadustest vabas ruumis.

1) ristlaine parameetrid liinis langevad kokku laine parameetritega levil vabas ruumis;
2) TEM-lainegaliinis e esine dispersiooni (kui kadusid mitte arvestada);

3)slisteemid e oma kriitilis mddtmeid ja véjastruktuur on kdikidel sagedustel
sarnane.

10.3 Pikilainete omadused

10.3.1 Dispersioonivdrrand

Ka pikilainete omaduste uurimisel 1&8htume lainevorranditest (10.1) ja (10.2)
N2xyE +(k?- h?)E=0
N2xyH +(k? - h?)H =0
Pikilainete puhul, erinevalt ristlainetest, teine liige @ muutu nulliks ja suurus

k*- h*=¢° (10.3.2)
omab mingi I6pliku vaartuse, mille tdhistame g°. Seoses (10.3.1)
2p
T,
on lainearv vabas ruumis;
2p

on nn. pikilainearv, mis iseloomustab faasijaotust piki z-telge.
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Kunasuurus g> méaaratakse lainearvude ruutude vahega, on g puhul ka

tegemist lainearvuga.
2p
g= I
kr

on nn. ristlainearv, mis on seotud kriitilise lainepikkusega. | . ja méératakse slisteemi
geomeetriaga: liini ristldike mdotmed peavad olema killalt suured, et laine saaks selles
levida (umbes pool lainepikkust peab liini ristldikesse &ra mahtuma).

Seosest (10.3.1.1) voib avaldada pikilainearvu

2 .2
h=Jk- g7 =k |1- B9 = 1. o ? (10.3.2)
ekg g' « B

Ulaltoodud seos kujutab disper sioonivér randit.
Vaatleme laine levi liinis erinevatel juhtudel.
Kui k* > g?, on hreadlarv japiki ztelge levib eektromagnetiline laine
E=E,e™
Kui k*<g® muutub h imaginaarseks h® -ih ja z suunas vai sumbub
eksponentsiaal selt
E=Ee"
Kriitiline piir laine levimise jaoks liinis on nenlc<ie kahe parameetri vordsus
millest aates laine levi liinis lakkab. Saggdust, mis on méaratud kriitilise tingimusega
nimetatakse kriitiliseks sageduseks:

f, =0 =9% 10.3.3
kr I B 2p ( )

Alates kriitilisest sagedusest muutub vdimatuks pikilaine levimine antud liinis.
Suurused f,, jal ,, on antud liini parameetrid ja madratakse selle ristlGike
geomeetriaga.

Esmeneerinevusrist- ja pikilainete omadustes seisneb selles, et
***pikilained vbivad levida suunavas siisteemis alles alates teatud Kkriitilisest
sagedusest, mis on maaratud slisteemi geomestriaga.***

Pikilaine parameetrid suunavas slisteemis méaératakse, lahtudes
dispersiooni-vorrandist (10.3.2):

2

i ad, 0
levimiskonstant h=k,|1- I_E (10.3.4)
kr
. w A
faasikiirus vV, = Pl e (10.3.5)
ad, 0
1- g +
I kr 7]
I
lainepikkus siisteemis lg=——— (10.3.6)
ad, 0
1- ¢c—=
I kr 7]
dw o, o
rupikiirus vV, =——=V,.[1- ¢+ 10.3.7
g p or dh 0 I . g ( )
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| deaal ses, ilma kadudeta suunavas slisteemis
ViVy = Vo (10.3.8)
Nagu néhtub seostest (10.3.4) ja (10.3.7), esineb pikilainete puhul dispersioon.
Teine erinevus rigt- ja pikilainete omadustes esineb selles, et
***pikilainete puhul esineb dispersioon ka ideaalsetes ilma kadudeta liinides.***
Vaatleme laine parameetrite iseloomu sdltuvalt signaali sagedusest.

LKu f>>f (I <<I,),

o &, 0
sis dispersiooni ruutjuur 1- I_E ® 1
kr

ja h» Kive » Vgl g » 1 javy » V.

Suhteliselt kdrgetel sagedustel pikilainete omadused e ilmne jalaine parameet-
rid el erine olulislt ristlaine omadest.
2.Kui f>f, (1,<1,)

) &, 0
dis 0<./1-¢c—= <1
Ikrg

ja h<k,vi >vg,l ¢ >1 v, <V,
See on pikilainega liini tavaine tooreziim. Lainepikkus
v ja faasikiirus on suuremad, pikilainearv ja grupikiirus
vaksemad kui levil vabas ruumis.

| ) &, 0
3Ku f® f (l,®1,) sis ,[1- ¢+ ® 0
Vo > Ikrg

jah® 0V, ® ¥,1,® ¥,v, ® 0

Vr
0 - f Redimi l8henedes kriitilisele energia levimine slisteemis
fio lakkab.
Jo0n. 106 4. Kui f<f.(l,>1,) dis h® -ih javdi e oma

enam laindist isdoomu. Imaginaarne levikonstant
kirjeldab vélja eksponentsiaalset sumbumist. See on nn. Ulekriitiline reziim. Vdja
sumbumine toimub vaga jarsult - Glekriitilisest liinildigust pikkusega ala sgandiku
lainepikkuse peegeldub laine praktiliselt taielikult.

10.3.2 Brillouini kontseptsioon

Vastavalt Brillouini  kontseptsioonile  vdib  pikilaineid  kujutada ristlainete

kombinatsioonina. Sellist 1&henemist nimetatakse ka partsiaallainete ehk osalainete

printsibiks. Need pShim6tted muudavad pikilainete omadused néitlikumaks.
Energialevimine piki z-telge vOib toimuda kahel viisil:

1) Poyntingi vektor on suunatud rangelt paralleelselt z-teljega (joon. 10. 7). Sel juhul E

jaH omavad ainult ristkomponente ja piki z-telge levib TEM-laine.
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E E P
r . . E =
/ g N Z / H \/ i
qH
y y
Joon. 10.7 Joon. 108

2) Poyntingi vektor on suunatud z-telje suhtes nurga al ja energia levimine toimub
mooda kdverjoont (joon. 10.8), kusjuures Uldine kulgliikumine ja energia tlekanne
toimub piki

ztelge. Sel juhul peab keskkond olema mittehomogeenne, et muuta laine
levimissuunda (néiteks voib toimuda peegeldumine liini seintelt). Sel juhul omavad
vajatugevused (Uks neist) komponenti piki z-telge ja tegemist on TM vai TE-tldpi
lainega.

Ulaltoodu pdhjal vdib otsustada, missugustes tingimustes véivad levida TEM-
vOi TE- jaTM-lained.

Ainult TEM-lained vdivad levida ideaalsest juhist homogeenses Uhejuhtmelises
liinis. Umbritseva ruumi homogeensus (ja I8pmatud mddtmed) vaistavad laine
kdverjoonelise levimise voimause. Mitteideaalse elektrijuhi puhul vdivad tekkida ka
pikilained, kuna véli levib ka metalli sisse. Samuti levib TEM-laine idesases (ilma
kadudeta) vabas ruumis.

Ainult TE-, TM- vdi EH -lained vdivad levida lainguhtides ( k.a. optiline kiud),
kuna lainguhi ristldike konfiguratsoon e vdimalda e ektrostaatilise vaja eksiste-
erimigt.

Selle saisukoha paikapidavust voib néidata | Maxwelli vorrandist 18htudes:

@‘ﬁdl_ =¢fi+i,)ds.
L S

Oletame, et d0nsas metalltorus levib ristlaine. Siis magnetvai omab ainult
ristkomponenti, mis kutsub esile pikivoolu. Kuna lainguhi sees juhtivusvoolud
puuduvad, peab tekkima nihkvoolu j. pikikomponent, mis on seotud samasuunalise
elektrivdljaga

In = eaE'
It
Kuna E e oma pikikomponenti, siis jarelikult ka

¢fidr =0
L

javdi e saa omada ka ristkomponente ning muutub samaselt nulliks.
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Nii TEM- kui ka TE- , TM- ja
EH-lained vbivad levida koaksiadliinis,
kahguhtmelises liinis, lapikliinis jne., sest
nende ristldike struktuur voimaldab
elektrostaatilise vélja olemasolu. Teisest
kiljest on olemas pikilainete levimiseks
vaalikud peegel dustingimused.

Seletame pikilainete omadused,
lahtudes Brillouini  kontseptsioonist
(joon. 10.9). Piki Z-telge nurga ) al teljega z levib tasapinnaline TEM-laine. Laine
faasitasapindade | 6ikumine z-teljega méérab faasijaotuse piki z-telge. Faasikiirus piki Z-
telge

Joon. 10.9

Faasikiirus piki z-telge

Lainepikkus TEM-laine jaoks on | . Lainepikkuse kui samafaasiliste punktide
vaheline kaugus z-teljel
— 0
cosj
Kuna tee kaldjoont mdtda on pikem kui otsesuunas, on grupikiirus piki z-telge

| 5

vaiksem laine levimiskiirusest piki Z v, @ v, :%Ct::vocosj :

Sama seos kehtib ka levimiskonstantide suhtele
h=kcosj .
V éljatugevuse pikikomponent
E,=Esdnj.
Vorreldes partsiaallainete printsibist |ahtudes saadud seoseid jareldustega
dispersioonivorrandist (10.3.2) vt. (10.3.4-10.3.7) néeme, et

Joon. 10. 10

LKu f>>f, (I,<<I,),
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gis 1/1 gl + ® Lcosi ® 1j ® 0.

Sel juhul TEM-laine levib praktlllselt paralleel salt z-teljega. Jarelikult piki z-telge leviva
laine omadused &i erine olulisdlt ristlaine omadustest:
h» Kilg»lgve »vgivy »v,
ja E, »0.
2.Ku f>f, (1,<1,)

2
O<,/1 g + <10<cos <10<j <90°

y . v, .
dis h=kcog ,v, =—>—,v,, =V, COSj
COSj

Iy
COS]

mis langevad kokku valemitega (10.3.1.2) ja (10.3.1.4-10.3.1.7). Tuleb mérkida, et
sageduse vahenemisega vdjatugevuse pikikomponent kasvab. Jarelikult avalduvad
tugevamini ka pikilainete omadused.

3. Kui f® f, (1,®1,)

gis 1/1 gl + ® 0, cosf ® 0, ] ® 90°.

Sd juhul levib ristlaine praktlllselt risti z-teljega ja laine parameetrid e kirjelda enam
lainelist protsess piki z-telge: h® O;v; ® ¥;1 (® ¥;v, ® O.

Laine levimine piki ztelge lakkab: kuna Iame omab ainult pikikomponenti, Sis
Poyntingi vektori z-suunaline komponent muutub nulliks, s.t. energia tlekanne piki liini

lakkab.

S
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10.

11.

12.

Valjad ULESANDED
Mis on skalaarse valja ruumiline tuletis?

Mis on vektorvélja ruumiline tuletis?

Mis on elektrivalja tugevus? Elektrilise induktsiooni vektor?

Mis tingimusel vektorvélja hoovus I&bi kinnise pinna vordub nullile?

Mis vahe on juhtivus- ja nihkevoolul?

Kas homogeenne keskkond v@ib olla anisotroopne?

Leida elektriline induktsioon kaugusel r punklaengust g.

Kui suur on magnetvélja tugevus 1 meetri kaugusel sirgjooneliselt kulgevast alalisvoolust
tugevusega 1 A? vahelduvvoolust sagedusega 50 Hz ?

Naidata et, div rot A = D, kus 4 on suvaline vektor.

Naidata et, 7 grad 9 =0

Naidata, et kui & on raadiusvektor, mis on suunatud koordinaatide alguspunktist punkti x,y,z,
siis

AV*E =3,

T bkuiR =0,
wy[L]--£
R] R

Valjavdrrandid

Mis tekitab alalise elektrivalja? Alalise magnetvalja?

Mis tekitab vahelduva elektrivélja? Vahelduva magnetvélja?
Mis saab tekitada alalisvoolu?

Mitmel aksioomil baseerub elektromagnetism? Nimetada need.
Milline seadus seob elektrivélja selle allikaga?

Milline seadus seob magnetvélja selle allikaga?

Kas laengu jadvuse seadus on sdltumatu voi tuletatav?

Miks Maxwelli neljandast vorrandist jareldub, et vabu magnetilisi laenguid ei ole?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Millistel juhtudel kasutatakse kompleksset amplituudi?

Mida sisaldab kompleksne amplituud?

Kuidas on seotud magnetvélja tugevus ja magnetiline potentsiaal?
Kuidas on seotud elektrivélja tugevus ja elektriline potentsiaal?

Miks ideaalses elektrijuhis saab eksisteerida ainult alalisvoolu véli?

On antud elektromagnetvalja vektor £ . Naidata et vektor £ ja magnetilise induktsiooni
vektor £ on teineteise suhtes perpendikulaarsed.

On antud magnetvélja vektor A . Naidata, et vektor ja juhtivusvoolu / koguvoolu tiheduse
vektor on perpendikulaarsed.

Mingil ajamomendil kehal on elektriline laeng g. Keha iseloomustavad dielektriline labitavus
1

g=107% —
£=23 ja erijuhtivus L& \Madrata ajavahemik, mille jooksul iga (sisemise
piirkonna ?) laeng kahaneb kaks korda. Kuhu ”kaob” laeng?

Nimetage teile tuntud juhtivusevoolu tekkimise pdhjused — nii elektrilise kui ka mittelektrilise
péaritoluga.

Kirjutage valja Maxwelli vorrandite susteem ristkoordinatides.

Milline on ideaalse dielektriku ja ideaalse juhi kompleksne dielektriline labitavus?

Piiritingimused
Kuidas on suunatud elektri- ja magnetvéli 6hus elektrijuhi pinna vahetus laheduses?

Millele vdrdub pindvoolu tihedus elektrijuhi pinnal?

Kuidas on suunatud pindvoolud elektrijuhi pinnal?

Néidata, et pindvoolud on risti magnetvaljale

Néidata millal ja kui palju muutub véljade EDjpH joujoonte arv tleminekul keskkondade

eralduspiirist . Miks ei muutu magnetilise induktisooni & jéujoonte arv?

Keskkonnad on eraldatud laetud pinnaga, ja tihes keskkonnas vali puudub. Kui suur on
elektrivali teises keskkonnas?

Valjavektorite lainevdrrandid



4.

Staatilised ja statsionaarsed valjad

Mis péhjused sunnivad kirjutama mitte £ = 8734 & yqjq & = ~grad s

Fat grad g =1

, kuigi arvestades et
on mdlemad véljendid samavéaarsed?

Leida punktlaengu véli tema potentsiaali kaudu.

- 13
*Leida planeedi Maa sfaari mahtuvus. R=637%10"m

*Sféaari mahtuvus I6pmatus vaakumis on Lr

. Leid sfaari diameeter.

6.

7.

1.

Elektromagnetiline kiirgus
1. Mille poolest erinevad kvaasistatsionaarne ja ditunaamiline (laineline) vali?

2. Vilja kirjutada harmooniline elektriline vonkumine ja tasapinnaline elektromagnetiline
laine.

3. Milline on kvaasistatsionaarsuse tingimus?

4. Kui kaugel juhtmest v@ib lugeda valja kvaasistasionaarseks, kui juhtmes on vool sagedusega
50 Hz?

5. Kui kaugel traatantennist voib lugeda valja kvaasistatsionaarseks, kui antenni ergutatakse
300 MHz vooluga?

6. Milline on erinevus elektromagnetilise laine ja elektrilise vinkumise vahel?

7. Kas elektromagnetvali v@ib sdilida, kui seda tekitanud allikad (voolud ja laengud) kaovad
(lalitatakse vélja)?

8. Kuidas muutub kiirgusvalja tugevus soltuvalt kaugusest?

9. Kaugus antennist kiirgusvaljas vaheneb 2 korda. Kui palju muutub elektrivélja tugevus?

Tasapinnaline elektromagnetiline laine

Arvutada vase jaoks valja sumbuvuse koefitsenid dB/m, kui sagedus f=

10 Hz; 1000 Hz; 10 Hz ja 106 Hz.

8 Levi isotroopses mittehomogeenses keskkonnas



1. Tasapinnaline homogeenne elektromagnetlaine langeb normaalselt keskkonndade
eralduspinnale, millede magnetiline ja dielektriline 1&bituvus on vastavalt
A4=La=5%4=Ls=1 Anutada peegeldus- ja labitavustegurid.

2. Lahendada eelmine Glesanne jargmistel tingimustel.

a) 4 =1, g =1, e =5, 5 =1

b) A =1, 5 =3’ e =1,5, 5=1

c) 4 =1, 5 =(5—j0,2}, 2 =1, 5 =1
d) A =1, g =1, 2 =11 g =(5-70,05

3. Joonistada langemisnurga sdltuvuse graafik murdumisnurgast laine jaoks, mis levib

keskkonnast 1 keskkonda 2 (keskkondade labitavused on toodud tabelis):
Esimene keskkond Teine keskkond
a) A=1 §=1 =1 5=10
b) ,r«i=3,q=1 If;'z=1’£'2=]_
c) ,rai=1, q4=2 Ifn"g_].’ 5 =3
d) ,ﬂi=21 q=2 Iﬂ-z—l’%=1
5. Millistel juhtudel laine faas pegeldusela) ei muutu

b. muutub 180°

c. muutub mingil teisel viisil

5. Kirjutada elektri- ja magnetvélja vektori komponendid laine jaoks, mis on taielikult
peegeldunud kahe dielektriku eralduspinnast.

6. Arvutage pindkihi stigavus jargmiste keskkondade jaoks

= "F':=
a) #=1 100 o= 2%102 L
FH
b) #=1 @1 o= %1075 L
L
- A=
g 4ot | sl
s




d) #=1

Sagedus on vdrdne
8.

9.

10.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

f=100MHz

Kui suur on pindkihi paksus vasest liinis, kui lainepikkus on 3 cm; 30 cm; 3 m (vase).

Kui paks peaks olema vasest pinnakate, et alusmaterjal valja praktiliselt ei mojutaks
(ktllaldaseks voib lugeda véljatugevuse vahenemist 10 korda).

Lained liinis
Néidata, et kriitilisel sagedusel e Kkaob E-lainete elektriline ristkomponent ja H-lainete

magnetiline ristkomponent, aga kui J =@ kaovad E ja ﬁpikikomponendid.

Arvutada vélja milline osa vélja energiast leevib liinis, kui & ~ %"/ /= 0.2 .
J= U=3f.:yja J= U,lf;?.

Mis on kriitiline reziim lainelevil liinis?
Miks pikilaine puhul on kriitiline reziim, aga ristlaine puhul ei ole?

Miks ei saa pikilaine levida metallseintega liinis, kui liini laius on véaiksem kui pool
lainepikkust?

Milles seisneb dispersioon?
Kas on vBimalik katseliselt mé4rata dispersiooni olemasolu liinis?
Kas lainepikkus muutub, kui laine levib jéigast(tiihjast) koaksiaalliinist koaksiaalkaablisse?

Millega seletada rist- ja pikilainete lainepikkuste ja levikiiruste erinevust thel ja samal
sagedusel?

Kuidas s6ltuvad levitingimused laine tudbist liinis?
.Millised on rist- ja pikilainete omaduste erinevused?

Kas Uhes ja samas liinis thel ja samal sagedusel vdivad levida Uiheaegselt erinevate
lainepikkustega lained?

Kui lai peab olema metallist lainejuht, et selles saaks levida laine sagedusega 10 GHz?
Kui suur on tihe- ja mitmemoodilise optilise kiudliini diameeter kui lainepikkus on 1p ?

Kas lainepikkus muutub, kui laine levib koaksiaalliinist lainejuhti?



16. Kas lainepikkus muutub, kui laine levib jéigast(tiihjast) koaksiaalliinist koaksiaalkaablisse?

12. Resonaatorid

1. Kas resonaatori resonantssagedus muutub, kui resonaatori pikkust suurendada poole laine
vorra?

2. Kas resonaatori hiivetegur muutub, kui resonaatori pikkust suurendada poole laine vorra?

3. Kas magnetiliselt aktiivne element tuleb paigutada ltihisresonaatori otsa voi veerandlaine
kaugusele otsast? Miks?

4. Kas elektriliselt aktiivne element tuleb paigutada lthisresonaatori otsa voi veerandlaine
kaugusele otsast? Miks?

13. Elektromagnetlaine
1. Kas lainepikkus muutub, kui laine levib 6hust dielektrikusse?
2. Milles avaldub dispersioon?
3. Mis on Poyntingi vektor?
4. Antud on laine elektri- ja magnetvalja vektorid. Kuidas méérata laine levi suunda?
5. Kuidas saab muuta elektromagnetlaine levi suunda?

6. Mis on lainetakistus?

Levi erijuhud

1. Mis juhtub laine levil mittehomogeenses keskkonnas?

2. Kuidas levib laine kihiliselt mittehomogeenses keskkonnas?

3. Millele vordub peegeldustegur peegeldumisel ideaalsest elektrijuhist?

4.Kas laine voib ilma peegelduseta levida Gihest keskkonnast teise, erineva dielektrilise l1&bitavusega
keskkonda?

5. Kuidas soltub pindkihi paksus metallile langeva laine sagedusest?

6. Millised efektid ilmnevad laine levil anisotroopses keskkonnas?

xx.Kirjuta valja kulglaine ja seisulaine.



xy.Kirjuta valja kulg- ja seisulaine komplekssed amplituudid.
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