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ВВЕДЕНИЕ

Как в классической теории электрона, так и в кван-
товой электродинамике мы встречаемся с трудностями,
связанными с расходимостью интегралов. Одним спосо-
бом преодоления вышеуказанных трудностей является
введение минимальной длины. Снайдер1 ) показал, что
относительно преобразований Лоренца существует инва-
риантное пространство-время, в котором имеется мини-
мальная длина. В настоящей работе и находят примене-
ние операторы квантованного пространства Снайдера
для подсчета энергии стационарных уровней атома
водорода в релятивистском случае.

В первой части работы выводится общее выражение
для релятивистской поправки энергии стационарных
состояний атома водорода.

Во второй части работы выведенная формула приме-
няется в случае п~ 1, 1= 0.

I. СТАЦИОНАРНЫЕ СОСТОЯНИЯ АТОМА
ВОДОРОДА В РЕЛЯТИВИСТСКОМ СЛУЧАЕ

В КВАНТОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ
Для получения релятивистского волнового уравнения

в квантованном пространстве за исходное уравнение
в работе берется уравнение Дирака в р-представлении: 3)
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e элементарный заряд и
h константа Планка деленная на 2л.

Уравнение (1) представляет систему из четырех ли-
нейных интегральных уравнений функций IД, V2, V3,V 4.Для получения подходящего волнового уравнения
в случае квантованного пространства в уравнении (1)
операторы импульса р х, pif pz нужно заменить соответ-
ственными операторами квантованного пространства, вы-
раженными через полярные углы гр, &, д>:

рх ig у> stn-&COJ у

Ру ~ig у) sin & sin

_
А ,

Р* ~ ~õtgvcoss, ( 2)

где а минимальная длина.
Области определений для полярных углов ф, ■&, яр

берутся;

О< р < 2л , 0< J <
. О< w (3)

Для выполнения условия ортогональности собствен-
ных функций область определения полярного угла гр
надо брать в пределах что означает двойной
учет каждой точки пространства импульсов. Во вторых
интеграл оператора потенциальной энергии по всему
пространству импульсов надо заменить интегралом по
гиперсфере четырехмерного пространства, радиус кото-

рой причем в знаменателе подинтегрального выра-
жения квадрат расстояния между двумя точками им-
пульсного пространства заменяется квадратом расстояния
между двумя точками гиперсферы 2 ). Тогда получаем
вместо уравнения (1) волновое уравнение:

а O ЕO ~h a2sin&sinp -{-ajCOST?)]-
г

‘V ( v, <р ) UV'( vn ■#* v ) === 0 ,

f 4
\
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которым и пользуемся в случае квантованного простран-
ства. Интегральный оператор U в уравнении (4) имеет
вид:

тгт/
,

.
1 ГГС <p')sin?xpf dušini}’d&rd(p'

J—ТЖ _JL
,

(5)
. . о (I)где Asm 2 есть квадрат расстояния между двумя точ-

ками гиперсферы, и

eos ы eos лр COSX/)’ —(- sinxp sintp'cosy

eos у costfeostf' - j- süiüsirL&cos C95 — (p'). (6)

Собственные значения интегрального оператора* U
суть обратные величины всех положительных целых чи-
сел п. Собственные же функции даются следующими
выражениями:

ФпЫ' = Ql
n-1 {СO3ТР)ГЫ (.#,?), (7)

где

Ум(#,у) = Pt m\cos#)e in'* (8)

шаровая функция, а P™\cos &), обобщенный поли-
ном Лежандра.

Функция Q[ ( eos ip) дается выражением;2)

nt. . г dl Q v (cosw )
„

.C/(cosyj) sialv — (9)v d (eos xp)[ ’ v /

где
oo

Q v ( eos tp) = 1)Ä “knv—Zh)f (2cw v)V-2A
. (10)

A=o
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Имея в виду связь функции Гегенбауэра Cs
r (cosxp)

с функцией Q[ (eos ip), можно записать следующие ин-
тегральные равенства, которыми будем пользоваться
в ходе расчетов:

-

P' v 0, при

jQv (cosTt>)Q^cosyj)sin 2
yj dy = 4

0 Jt (/fv-Н)![Tiv-l)Hv +T)’ np “

(11)
где /иг целые числа.

На основании уравнения (4) можно волновое уравне-
ние в квантованном пространстве представить системой
из четырех интегральных уравнений:

+ cos#V3 ') 7= о
(E'+ —U+ E9 )V,’ + —igy> = О

ct ct

{e'+~u- e,)v;(si^* i4, v;+cos#v:) = о

(E'-h-^U-B 0 )V<L-\-—igv> = 0.

(12)

где E' энергия стационарных состояний атома
водорода в релятивистском случае и

V'v У» компоненты волновой функции в случае
квантованного пространства.

Приближениями для V. являются волновые функции
в импульсном пространстве.

Принимая во внимание, что собственными функциями
интегрального оператора U являются функции
Ql

k (cos у>) Yim' (&, ср)> где k= 0, 1, 2 . . . , и соответст-

вующие собственные значения суть можем дать
компоненты волновой функции системы уравнений (12)
в виде бесконечных рядов;



oo

К' = (°os +i *-(#•¥)
k =l 4-1

К = 2V.K^ft №I wv-)K,t, „■+, (».»■)
Äi yz-m4-l UI3 J

. OO I

Уз' = x*Qk {cosyj) Vlm,(#,v)
QO ,

vi = -2'^^==«У«^)Гl „.+ ,'Л*’> •

у Z -(-/ti 4-1

где xk и _y Ä
являются константами.

При таком выборе волновых функций система урав-
нений (12), состоящая из четырех уравнений, сводится
к системе из двух уравнений, так как одна пара урав-
нений становится тождественной второй паре уравнений:

jt (E,Jr 7Г ]ГТI+Е о } Уь У'ь + ' {cos v ] +
*-/ + !

СЬ R -Г I

СО

+■ ~#l tgy> J£jck Q l

k {GOS -ЦП = 0 (14а)
h.~i

00 о

—
0) x h Ql(cos Ч>) -ь

ch
l9 ч> Уц Qb +;

( eos tp )= 0 , (146)
A=/ + l

где

п дkl т.' 4-1)(2 f4- 1) _д kl 4- m' 4-1)( 2(4- 5)
~\(I 4-m'4-IK2Z 4-3) И r|(l-m' + l)(2[+l)’

(15)
На основании системы уравнений (14а, 146) находим

выражение для энергии Е' стационарных состояний ато-
ма, Обозначим разность энергии стационарного состоя-
ния Е' и энергии покоя электрона Е0 тс2 через W :

Е' Eq = W. (16)
7



Применяя теорию возмущений, представляем констан-
ты х6 иyk и энергию W как разложения в ряд по сте-

пеням ;
с

xk
=

(0) -Ь 4" xk
U “Ь 72 S) +.

. .

Ä = ТЛ™ + 4л'” + • • •

'(17)
w = Е^0) ~Ьт~£ (1) + тг£I<2) 4- ..

.

Заменяем в системе уравнений (14а, 146) хк, ук и Е'
из выражений по (17). Если ограничиться в выражении,
полученном из (14а) членами, содержащими множитель с
т. е. скорость света, а в выражении, полученном из (146),
членами несодержащими скорость света с, то получим:

2т Q l
k +l{ < cos V )JT ]£xk

0) Qk {cosw) = 0
k=l + \ k=L ,

(18a)

c2 дг (0) 00

x+T (cos v ) (? д
7 (mv) 4-

+ jt Qlk^ { (cosv) o. (186).
A-ж

oo
Исключая член: 2" Qj^ 1 (eos t t ) из системы

уравнения][(lBа, 6), получим:

г д.(0) оо
< C°SV) + E*Z*P Ql

k (eos у ) =

jfe—z

tg ц> i (oj л/-■()9>

Эго уравнение для нерелятивистского случая
в квантованном пространстве, 2(0) представляет энергию
8
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стационарных состояний атома водорода в нерелятивист-
ском случае в квантованном пространстве, которую
П. Кард2) вычислил для случаев 1= 0 и I=l. Сумму
* 00 4°) Q l

k (cos v) в выражении (19) можно записать сле-
k=i
дующим образом;

q< ~!)
V»i«l *-Лf г tI/,

~
=

.

(20)

где f(w) поправочный член. Если предположить, что
£>2 tihft qминимальная длина —5, то /9 = —s— =l37 2/г.тс2 тей а

Для нахождения поправочного члена энергии ЕО) в
выражении, получаемом из (14а), мы должны учесть
члены, не содержащие с, а в выражении получаемом ,из

(146), члены с множителем Для Еб) получим выра-
жение:

2 (1) ОО

(cosxp) B (Q) Ух (к
1) Q[

k icos V) +
А”/

00
А=У

+ -о,

(21
Умножая полученное выражение (21) на сумму:

ОО

Qtf(.cos Tp)sin z wdw (22)
k’=l

и интегрируя от 0 до л, получим на основе выражений
(11) и (19), что Ew =O.

Для нахождения релятивистского поправочного члена,
£(2) мы должны в уравнении, получаемом из (14а)с 1учесть члены, содержащие множитель —, а в уравнении,

С
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получаемом из (146), члены, содержащие множитель
1 00

-у. Исключая член: Е у&) (Х+ 1 (eos w) из этой систе-с k=i+ l
мы уравнений, получим:

rlт Qi («» о + £'»> JM24' («. V) -

~~2^ (д2уУ jtxfQkcosv) Л-
k~i

—щ£ ‘вч> Ž{^bTl+Em) y^Oi+\cos V> =O.
k—/+l 4

(23)
Умножим уравнение (23) на сумму:

oo

У*, ■r l' )) Qk' (-cosynsin2 wdw

и интегрируем от 0 до ж. Для преобразования результа-
та применяем выражения (11), (18а), (19), (20) и имея
в виду, что QJ+ l (eos ir-) Y

[+ ]m, (&, <р) является собствен-
ной функцией интегрального оператора U, мы можем
выражение (23) записать в следующем виде:

ОС

Er' ] jLM сщ)Ч-/(у>)3 2 sciryjdw
•Л)

=_AV Г [м + ,]
Am^a3 J J J Yl+ l пл#,9»

Г*
h2E (0> J 2.о

-51п гц>сlц) — tg 2 u> [Л/( i/Я +/( хр Jj sin~vj,dy)
,m а

Щ)

(25)где

n i (& г ig z\p —l\
w _

«-»\0 z *0 e V + I/
•M<v’ )

~ f.i>4g s V +l)* ‘
( }



11

Таким образом энергия стационарных состояний ато-
ма водорода в квантованном пространстве в релятивист-
ском случае дается формулой:

Е' тс г = В (0> -Ь -~гЕ т
,

(27)

где

Б 10 ’ = - (28)

В случаев /= 0,

те 4 2/г 1
£ ~ ~hJ~ 'n'ij2 • (29)

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ СТАЦИОНАРНЫХ
СОСТОЯНИЙ АТОМА ВОДОРОДА
В КВАНТОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В РЕЛЯТИВИСТСКОМ СЛУЧАЕ ДЛЯ п= 1 и /= 0.

Применим формулу (25) в случае л—l и/= 0.

Тогда:

М +l)= 1 ’ Гю < V» > = <«м *) (30)

и выражение для поправочного члена 2) имеет вид:

г,
_

1 V А4 (/! 2 -I)ЧЛЧ
МW) оо 2 Цу 2 /Я 2 V 2 хГч fe4-2 * (31)2р cos Ч9 ' Р *9 V I)

Подставим выражение (28) в уравнение (25) и, пре-
небрегая членами, содержащими [/0 (5/Ц] 2 и sf Q (y.), мож-
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но уравнение (25) в случае п— 1, 1= О записать в сле-
дующем виде:

г-(г)[\ 1 I . 2/oty) 1. 2Е +
=

° г*
Р 2те* ГJ_ / tfir süi 2 ifj dxp

~

4Л 4 I2 / ip*tff2 v +IГ

Г ТТ (tg4> Pjicos^)\
n l tg W u \{p s tg2 if/ 4- i)s f . ,

. IP I (j> ,tg , y> + l) 2 V +

Л
I I tg s 4J sin s \j) f0 (\p) dyj
' I (p 2 tff*y> il)2

e

I tffV)sin 2 xp U [ tgxp f0 (xp) f* (COJ t?)3
I (p s tg2 lp 4- 1)* (сох г?)

Г л
1T ( tgw Pt (cos#)\

fi jigvslntvf„(y) ~■
r*

.

me8 / tg 2 w sia 2 xf> d \fJ
4 Л4 I C^ 2^2^-^!)4

(32)

Интеграл во втором члене правой части уравнения
(32) можно выразить так:

/гг(tgyj Р, (eos#) \

2 tg 2xv -+-1) 2/
. _

.
_

{в г lд*у + I) 2 Р, (сля?) 5m

о 1/21 j sinyarctg —1) sinxp ] dxp i2(/3e -l)^jf (£ 2 igz ip + l)* l
Jt

_i i f tg 2 ц> dyj
Г 2( /3 2 —1) J (p z tg2 y 4- l) 3 *

(33)
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Выражение Ü [tgxp/0 (у) Pl (eos s)] под интегралом
четвертого члена правой части уравнения (32) может
быть записано:

+ Аг(в;-2в;+в’)+А3(е'-зв;+3o.'-йр+.. ,i ,

(34)
где

Р 2 f are ig [(/З 2 l/2 siny'} 1 ]

о 2(Д 2 l)| (£ 2 \)'/s siniv 14~(p z —l )sin2 {jj j

(35)

Для нахождения величин B‘ k воспользуемся рекурсив-
ной формулой:

В' =
1 dUi 2k + [ В'ь)

А+l рzk dp •

(36)

Выполнение интегрирования в уравнении (32) приво-
дит к следующему равенству;

В(2)
( ч 2\

=
J_ лтП /_£^\ 2 , mel(_£jl\ 2 f il

с 2 \ 7/ 4 2 к 2 \Ас / 2А2 \Лс / I pz

, б//г/9 1 1 / , 7 , 37 , II ,397. |
+ ~7г"~7т т(Л ч~ + Тб 6* 64Õ 6* +

■ \l I 1/ й 2 \2 /ПС 4

■+■•••;] 7* 8 \Ас / Л 2

(37)
1 /72 \В этом выражении член

1 /«с 4 1е2 \ 2 Г 1 3”|члену уртрУ у
в формуле тонкой

1 • 1структуры, если п= 1 иj= .

В уравнении (37) коэффициенты b t (i =\,2, 3 . . . )
являются отрицательными величинами. Коэффициент £O ,



который определяется условием нормировки собственных
функций, является положительной величиной (#o <-|-8).
При решении системы уравнений, определяющих коэф-
фициенты bi, получаются:

12,80« 12,53 и 2,7 4<b. 2< 1,83. (38)
Имея в виду, что £o <-(-8, и Ь.2 < —1,83,

получаем, что минимальное значение поправки энергии,
обусловленное поправочным членом fo(ty), будет:
1,09 те А /е 2 \2
~jP ~2hž\hcJ *
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