




TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

Серия А № 104 1957

Л. я. АЙНОЛА

О ВОЗМОЖНОСТЯХ ФОРМУЛИРОВКИ
ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ В НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ

УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК

ИЗДАТЕЛЬСТВО
ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

ТАЛЛИН, 1957





3

ПРЕДИСЛОВИЕ

Расчеты тонкостенных конструкций связаны с боль-
шими затруднениями. До сих пор не удалось проинте-
грировать нелинейные уравнения оболочек так называ-
емыми точными, методами. Поэтому приходится доволь-
ствоваться приближенными методами, в частности, наи-
более распространенными из них вариационными мето-
дами. Применение вариационных методов в теории упру-
гости было предметом уже многочисленных исследова-
ний, из которых надо упомянуть работы Алумяэ [l, 2,
3,4], Галимова [5, 6, 7,8], Грюнтера [l4], Ху [ls], Лей-
бензона [lo], Лурье [ll], Невской [l2], Рейсснера [l6]
и Филлипса [l7]. К сожалению ни в одной из них нет
единого метода, по которому можно было бы система-
тически составить всевозможные вариационные задачи
для данной проблемы.

С целью получить общий метод вывода вариационных
задач в теории упругости в первой главе настоящей ра-
боты одному методу преобразования вариационных за-
дач [9] дается обобщенный вид. Во второй главе этим
обобщенным методом выводятся два цикла основных
вариационных задач упрощенной нелинейной теории
оболочек и указываются все возможности формулиров-
ки вариационной задачи в пределах этих циклов.
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I. МЕТОД ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ВАРИАЦИОННЫХ
ЗАДАЧ

§ 1. ОБОБЩЕНИЕ ОДНОГО МЕТОДА ПРЕОБРАЗО-
ВАНИЯ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ

1. Общая вариационная задача

Пусть дана исходная вариационная задача 1 в сле-
дующем общем виде:

Найти стационарное значение функционала

при данных граничных условиях.
Здесь введены обозначения:

С целью увеличения числа варьируемых функций в
данной задаче образуем вспомогательные выражения

которые вместе с производными до порядка, встречаемых
в дальнейшем рассуждении, будем считать непрерыв-
ными функциями своих аргументов.

(1.1)
jI ***•-

а = (1,2, . . . , л.), /* ( 1,2, .. . ,лг),

lj tlg»•* • 1 Ц; 1 ( 1 1 1 ь1• * * 1 9

,и\ .
= J.

1 • • * <?д* Г 1 (?ат‘ г
.

. .
дх 1 ь

/' (л*, и', и' и'.. Лс ),

I = 1,2
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При помощи f l подинтегральная выражения в (1.1)
получает новый вид

Предположим, что система функций ц' ?(хУ ) дает
стационарное значение функционалу (1.1), то-есть явля-
ется решением дифференциональных уравнений Эйле-
ра-Лагранжа функционала (1.1). Тогда на месте стацио-
нарности

Принцип Курант-Гильберта [9]: если функционал ж(Ф)
при заданных условиях непрерывности и добавочных
условиях достигает станционарного значения для неко-
торой системы функций и если эта система удовле-
творяет некоторым соотношениям, то функционал л
остается стационарным для этой системы функций так-
же и в том случае, если одно или несколько из этих
соотношений заранее присоединить к добавочным усло-
виям задачи позволяет функции gl ввести в форму-
лировку вариационной задачи. По принципу задачу 1
можно заменить следующей задачей 1а:

Найти стационарное значение функционала

при данных граничных условиях и с добавочными усло-
виями

От добавочных условий можно освободиться правилом
множителей Лагранжа, которое показывает, что реше-
ния задачи 1а являются в то же время решениями сле-
дующей задачи 2:

F(x a.ü\u!> Ц.' :)= G(X a и\ \),
L l V • ~lc l I’ •

>' ==Cl - 2 ГЬ '

(1.2)

f l ix\ и'\и[\ “/'.V Я 1^яи (1.3)

f G<xa
, n[ (1,4)*4

g‘ - =O. (1.5)
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Найти стационарное значение функционала

при данных граничных условиях.
Здесь Х'(ха) множители Лагранжа.
По сравнению с исходной вариационной задачей у

задачи 2 возможности выбора варьируемых функций
большие, так как число варьируемых функций здесь
больше.

Называем задачу 2 общей вариационной задачей.
Дифференциальные уравнения Эйлера-Лагранжа фун-

кционала (1.6) следующие:

2. Обобщенная каноническая вариационная задача

Приступаем к уменьшению варьируемых функций в
вариационной задаче. Для этого предполагаем, что из
(1-7) g1 можно выразить как непрерывную функцию
от ха

, иV, «Р ~л< то есть

В этом случае, считая по принципу Курант-Гильберта
условия (1.7) предварительными, можно из функциона-
ла (1.6) исключить аргументы gl

.

1 G ~ (1.6)

Ggl
- Д/ = 0, (1-7)

A=l i ]t ..., *Ä=l /= 1

+1 I :'оЛ = 0 (1 - 8)
А— l i, i*=l /= 1

и (1.5).

g' = hUx‘.u f,u>tu?,., ic .Ar
>. (1.9)



Используя обозначение

получаем вариационную задачу 3.
Найти стационарное значение функционала

при данных граничных условиях.
При определенных ограничениях (п= \, с— 1, fl = ul

i
г—т) функционал (1.11) совпадает с известной канониче-
ской формой вариационной задачи иЯ с функцией Га-
мильтона. Поэтому можно задачу 3 назвать обобщенной
канонической вариационной задачей, а Н обобщенной
функцией Гамильтона.

Условиями стационарности функционала (1.11) яв-
ляются:

I Отметим, что из г условий стационарности (1.7) мож-
но использовать как предварительные условия только
часть, скажем d уравнений, если через них можно вы-
разить d функции gh

, gld как функции от ха
,

U?

h, ..., иР ic , Л и glr. Исключая gh
,

. . gtd из
(1.6), приходим к новой формулировке вариационной
задачи.

7

ЯсаЛи'и* a{ { ,A
y

) ==

Ч - Лс (1.10)
= 2}x lh l ОсдЛи'АГи'

( < Ž* lfl
~~И ) (1.11)JDr z-:i

Яд, /' 0. (1.12)

«,+i iv«■&+ž*»'+ .

*= 1 4 l*=‘ /= 1

e _£L_ . )+S X = 0,,‘

(1.13)IA-=l / =1 .
' '

н, - /' = 0.
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В частном случае, если взять

и из условий (1.7) использовать только следующие

от предыдущего получается форма вариационной зада-
чи, данная Де Дондером [l3].

По форме иная вариационная задача получается, если
предварительные условия (1.7) использовать не для ис-
ключения gl , как при выводе канонического преоб-
разования, а для )}. Таким образом из задачи' 2 полу-
чаем следующую задачу з

Найти стационарное значение функционала

при данных граничных условиях.
Дифференциальные уравнения Эйлера-Лагранжа этой

задачи отличаются от канонических уравнений тем, что
в (1.13) 11 заменены через (1.7), а (1.12) заменены
следующими

Так как мы предполагали, что gl можно выразить
через (1.7), то

Поэтому из (1.15) следует (1.5) или (1.12).
Надо отметить, что для получения новых формулиро-

вок вариационных задач можно и скомбинировать усло-
вия (1.7) и (1.9) и из задачи 2 исключить только часть
из gt и часть из V,

j

k ——1, 2, ... , с ,

Gg*b..t* = 0

JJ ° dix*' (1.14)

lo,,^ g‘-fh = 0.

j = 1,2 r.
(U5)

I Ggl9j |ф 0. (1.16)
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3. Преобразования Фрйдрихса

В предыдущем пункте мы применяли принцип Ку-
рант-Гильберта совместно с первой группой дифферен-
циальных уравнений Эйлера-Лагранжа функционала
(1.6). Для получения новых формулировок вариацион-
ной задачи можно применить принцип и с другой груп-
пой, именно с (1.8), или с обоими группами с (1.7)
и (1.8). В определенных условиях последняя возмож-
ность соответствует преобразованию Фридрихса. Ис-
пользование этих преобразований демонстрируется на
конкретном примере в § 3 и § 4..

II. ВАРИАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ В НЕЛИНЕЙНОЙ
ТЕОРИИ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК

§ 2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ УПРОЩЕННОЙ
НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК

1. Обозначение и основные уравнения

Введем обозначения:
vh v компоненты вектора перемещения средин-

ной поверхности оболочки,
£ik> iu ik компоненты симметричных тензоров де-

формаций,
Т lк

, М ,к
— компоненты симметричного тензора танген-

циальных сил и тензора моментов,
X', X — компоненты вектора внешних сил,

aik,
bik коэффициенты первой и второй квадратич-

ных форм срединной поверхности,
c ih компоненты дискриминантного тензора пер-

вой квадратичной формы,
Е модуль Юнга,
v коеффициент Пуассона и
h толщина оболочки.

Рассмотрим нелинейную задачу о среднем изгибе
упругой оболочки, основные уравнения которой заданы
в следующем упрощенном виде [l].
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Соотношения между деформациями и перемещениями

Уравнения непрерывности деформаций

Уравнения равновесия

Соотношения упругости

В последних

2. Граничные условия

Пусть дальше
uit а заданные компоненты перемещения на кон-

туре,
w заданный угол поворота в направлении

нормали, контура,

2% = Vt<i + 4»rV + Vt v4k v, (2.1)

Uu :• (2.2)

C* y
V fS( 2ba? [ty { <2‘^ap SY t(2-3)

o^4,xia 0. (2.4)

VaT ai f Xi== 0. (2.5)

Ta\ + Va(r*V, V ) + +* =o. (2.6)

Т* Mik = /LLap f (2.7)

£
= В'Р Ta* u-ih —& Р и (2.8)*iA ** *l/10/3 * i ikaj) 1

д- Eh D= Eh?
D i—,* • u 12(1 v 2) * (2.9)

E ijkl = aik + veV,

_

1 __
J2_

Eh ’ ü Eh* ’ (2.10)

Л/JU = a*aJi
" vc ib°Jl'



11

M\ N — заданные компоненты вектора внешних
сил на контуре,

G заданный момент изгиба на контуре,
nt , ti — компоненты единичного вектора нормали

и единичного тангенциального вектора
контура.

Граничные условия рассматриваемомой задачи пусть
даны следующим образом;

на части Сх контура С

на части С2 контура С

где

3. Исходная вариационная задача

В качестве исходной вариационной задачи при исполь-
зовании метода преобразования применяем вариацион-
ную задачу Лагранжа. Последняя получается из прин-
ципа возможных перемещений

Здесь S средняя поверхность оболочки,
dQ=Yadx 1dx2

, где x1 и x2' гауссовы координаты на S, и
s дуга контура.

Ч (2.11)
v и = 0, па \7а г> —му == 0; (2.12)

Ti N 1 О, (2.13)

Т—N —0, И— G —0, (2.14)

Т {
= Г^ла ,

7 = + Va + Г (2.15)
ЛГ = М а?пъпг

n »

(2.16)

\^T^S j‘<X4\%

~S (*'”<?% +AMV gJ- V«Mds = 0.C 2



Учитывая соотношения упругости (2.7) и вводя обо
значения

вариационной задаче 1 задаче Лагранжа можно nipn
дать вид:

Найти стационарное значение функционала

при граничных условиях (2.11) и (2.12).
Обозначение е (v), у (v) здесь и дальше показывает,

что в соответствующих выражениях тензоры yik
надо заменить перемещениями через (2.1) и (2.2).

§ 3. ПЕРВЫЙ ЦИКЛ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ
ПРИ eik, о>

(
, y ik

1. Общая задача

Выбирая как вспомогательные аргументы кинети
ческие тензоры

вариационную задачу 1 можно перефразировать сле-
дующим образом;

Найти стационарное значение функционала

с добавочными условиями (3.1) (3.3.) в S и (2.11)
(2.12) на Сг

12

W (2.17)
J(X,v) Xa v-a -j- Xn, (2.18)

I((N,v) = Na v-a ~\- Nv — Gn. (2.19)

f {JV[ )] — /(Хяl da -—(2.20)
C 2

=* Ц*' (3.2)
(3.3)

J [Vkc,to,^—JiX t^\da—^cKiNMds (3.4)
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Здесь

Освобождение от добавочных условий как в S так и на
Cj дает общую вариационную задачу:

Найти стационарное значение функционала

(3.6)

Tik
, Mlli

, S‘, х, х, Я множители Лагранжа.
Функциональными аргументами для (3.6) являются

перемещения vir v, компоненты кинетических тен-
зоров 6ik, сои {.itk и множители Лагранжа T lk

, Mlk
, Sl

,

xJ, x, Я, причем на искомые функции никаких добавоч-
ных условий не налагается.

В соответствии с этими группами варьируемых аргу-
ментов дифференциальные уравнения Эйлера-Лагранжа
функционала (3.6) разделяются на три группы;

1) по перемещениям Vu v уравнения равновесия

2) по множителям Лагранжа Tlh
, Mlk

, S 1 соотнол
шения между кинетическими тензорами и перемещения-
ми (3.1) (3.3);

YEa?Y,f IBic a? 4- |wn w^)(erf+|«rtoj>

+ OfWr*]'
(3.5)

J ; J(.X, v ) ]da —*

'— j'{Тар [ %vt -f- \/
f vJ 4" b„t v I -)-

-|-s“< Л ч V) + + v„, V)} ■>)*•

flxö ( V 0 Ua
) -j- x( v и) Я( na \/

a v w)] ds .

4 7'“ i +Х‘ —0, (3.7)
Т"“ bv-Цч, 5“ 4- ч, М* 4- х*= 0; (3.8)
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3) по кинетическим тензорам eik, сои p ik соотно-
шения упругости

Из соотношений упругости (3.9) (3.11) видно, что
множители Лагранжа Tlh нужно рассматривать как
компоненты тензора тангенциальных сил, М ,к как
компоненты тензора моментов и S' как компоненты
вспомогательного вектора поперечных сил, обусловлен-
ных нелинейностью задачи. Это оправдывает ранее при-
нятые обозначения этих множителей.

Естественными граничными условиями функционала
(3.6) на С1 являются (2.11) (2.12),

Если при помощи (3.12) (3.13) из (3.6) исклю-
чить множители Лагранжа yJ, у, Я, тогда после введе-
ния обозначения

предыдущая задача получает следующую общую форму 2:

—Г“ =O, (3.9)

Т‘°а>„— S‘ =O, (3.10)

DE ' h"‘Y,v M ik = 0. (3.11)

Т‘ х‘ = о. (3.12)

5 *
= О, (3,13)

и на С 2

Тг дг* = О, (3.14)
S— N = О, М— G —0, (3.15)

где

= Sana -]- (3.16)

2ШГ.*) =Г?Ч, +-У“ы„ + • (з 17)
+Л»~ “>

M (n°V„ v —v>, (318)



Найти стационарное значение функционала

Обозначение е (v ) здесь показывает, что в соответ-
ствующих выражениях eik ,

он, надо заменить пере-
мещениями Vi, v через (3.1) (3.3).

Условиями стационарности функционала (3.19) являет-
ся система основных соотношений нелинейной оболоч-
ки (3.7) ■— (3.8), (3.1) (3.3), (3.9) (3.11),
(2.11), (2.12) и (3.14) (3.15).

2. Частные случаи общей задачи

По общему методу, приведенному в первой части на-
стоящей работы, можно вспомогательные аргументы за-
дачи выбрать и так, чтобы не все первоначальные аргу-
менты и их производные в исходном функционале не бы-
ли заменены новыми аргументами. То есть, в нашей за-
даче можно применить и только часть из вспомогатель-
ных аргументов (3.1) (3.3). Из трех групп (3.1)
(3.3), кроме случая, рассматриваемого в пункте 1, мы
можем составить 6 комбинаций. Полученные задачи мы
обозначим в дальнейшем следующими греческими буква-
ми:

Ниже мы приведем только две из этих задач. В случае
надобности остальные легко формулируемы.

Задача 2 а:
Найти стационарное значение функционала

15

J*{F( e, — 2 UiT,e.) -f~2U\T, e( v)J JcX, v>} d<J

T,v — ayds —J*KiN, v-) ds. (3 19)

а с ejk, сор (3 с etki Ptk’ У С(Х>о Ptk’
4 с eik ; в— с со. и £— с yik .

J{Fколком] 2СГ(7» -\-2Ur

JtJf.v)} t/c? --JiTCT. v a)ds —§K{.N,v)ds.
c‘

c
* (3.20)
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Здесь

и К' (Т, v— u) Получается из К(Т, v —u), если там Mlk

заменить перемещениями v через (2.7) и (2.2).
Условиями стационарности задачи 2а являются (3.7)

(3.8), (3.1) (3.2), (3.9) (3.10), (3.14)
(3.15) и (2.11) (2.12), если в них Mlk заменить пе-
ремещениями V.

Задача 2 б:
Найти стационарное значение функционала

при граничных условиях (2.11) и (2.12).
Здесь обозначено

Условия стационарности этой задачи следующие:
(3.7) (3.8), (3.1), (3.9), (3.14) - (3.15)” и (2.11),

, ,ihесли в них М ион заменить перемещениями v.

3. Каноническая задача

Легко видеть, что обратными соотношениями законов
упругости (3.9) (3.11) являются

Для уменьшения функциональных аргументов задачи 2
при помощи законов упругости найдутся 23 разных воз-
можностей. Эти возможности получаются, если выбрать
разные комбинации из уравнений (3.9) (3.11) и
(3.24) (3.26) для исключения функциональных аргу-

2У'(Т» = (3.21)

J* {v [в, W<V),jLt( V)] 2 U"iT,4 ) —f" 2U* [ 1
J(.X, V) }cžcr J*Tafina LV-p LLpfds J'K(X, v)ds

(3.22)

2 U4T,«.)=T*t*a/3 . (3.23)

Г O/9 (3.24)
__

2oit
~ (3 - 25)

= Д'Лч, M* .
(3.26)
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ментов. Ниже приводится только одна задача, получен-
ная таким образом. Характеристика других задач дает-
ся в пункте 7 настоящего параграфа.

Исключая все кинетические тензоры из (3.19) через
(3.24) (3.26) получается обобщенная каноническая
задача 3 в виде;

Найти стационарное значение функционала

Обобщенная функция Гамильтона имеет здесь вид

Для этой задачи систему условий стационарности об-
разуют соотношения: (3.7) (3.8), (3.1) (3.3),
(2.11) (2.12) и (3.14) (3.15).

Если использовать различные комбинации из соотно-
шений упругости для исключения компонентов дефор-
маций и сил в общих задачах 2а—2£, можно получить
всего 29 разных форм вариационной задачи (см. п. 7).

4. Задача Кастильяно

Перейдем к следующему этапу преобразования. Тре-
буем, чтобы функциональные аргументы задачи 3 удовле-
творяли бы уравнениям равновесия (3.7) (3.8) и
статическим граничным условиям (3.14) (3.15).
Неудовлетворенными остаются тогда только те связи,
которые мы с выбором вспомогательных аргументов на-
ложили на исходную задачу 1, и геометрические гранич-
ные условия.

Легко проверить, что уравнения равновесия (3,7)
(3.8) тождественно удовлетворены, если Т ,к

, Mik и S 1
выразить через 6 функций напряжения р, ц и &1к сле-
дующим образом

Г [2U[Г,€O)l —H(T.S.M) —JiX,vi}da
s с f (3.27)J K(T,v u)ds JK(N,v) ds.

C, C 2

Ж T.S, М) = -/> ( ВТ0"3 Т г* 4- М*) 4-
1 с, л с ,

ч
(3.28)

саГ
•
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(3.31)
где Г0 , Мlк и S‘ частное решение неоднородных
уравнений (3.7) (3.8).

Интегрированием по частям можно функционалу
(3.27) дать такую форму, чго выполнение условий
(3.7) (3.8) и (3.14) (3.15) вызывает исчезновение
членов, содержащих перемещения vi} v. Поэтому полу-
чаемое преобразование есть преобразование Фридрихса.
Соответствующая вариационная задача 4 будет в виде:

Найти стационарное значение функционала

при граничных условиях (3.14) (3.15).
Обозначения

ветствующих выражениях T'k , Mlk и S 1 надо заменить
через (3.29) (3.31).

В линейной теории упругости вариационная задача Ка-
стильяно получается из вариационной задачи Лагранжа
при помощи преобразования Фридрихса. Задача 4 по-
лучена таким же образом. Поэтому эту задачу нужно
рассматривать как вариационную задачу Кастильяно в
нелинейной теории оболочек.

Дифференциальными уравнениями Эйлера-Лагранжа
задачи Кастильяно являются условия непрерывности
кинетических тензоров

Естественными граничными условиями для (3.32) на
Cj получаются следующие геометрические граничные
условия в функциях напряжения:

(3.29)
Т* + T, ,k

. (3.30)
s l=vcr^al +s,1
,

МЛ —(c “cV-С*с'4' С”сП,(> » 4-

\Н { T(p),S(p ]da ~|“ГK[Tig),a ]ds (3.32)JS JC.

c“ re,‘'[Vrj«4, И (3.33)

Pii + wk =O, (3.34)
(3.35)
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Здесь eik , со/ и pik образуются по (3.1) (3.3) из
заданных щ, и и eik , со/, надо заменить функциями
напряжения через (3.24) (3.26) и (3.29) (3.31).

Кроме приведенной задачи выпишем и вариационную
задачу, которая получается из вариационной задачи с
варьируемыми T lh , М:к , со/, vu г , если там функциональ-
ные аргументы удовлетворяли бы условиями равновесия и
статическим граничным условиям.

Найти стационарное значение функционала

с добавочными условиями

и при граничных условиях (3.14) (3.15)'.
Здесь

Эта задача известна и подробно рассмотрена Галимо-
вым [s].

Ряд новых формулировок вариационных задач можно
получить, требуя от функциональных аргументов выпол-
нения части из уравнений равновесия и статических гра-
ничных условий. Легко удовлетворить условиям (3.7)
выбирая Т lк по (3.29). Используя еще предварительные
условия (3.14) можно в задачах, содержащих варьируе-

c arc< 3,\enp eatl )n y.n(f= 0, (3 36^
-у„рл г

= 0, (3.37)
_ п

• (3.38)
( U) i toi • (3 39)

—ГL (T,M, со) dö -j- {KiT,a)ds (34 )

J s Jcl

+X i= 0, (3.41)
r fb af + )4- (3 42)

и Т,По>)=\Pa, J.Ü'T°f

(3.43)
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мые Т lк
, последние заменить варьируемым е. Число

таких задач 32. Для примера приведена одна из них:
Найти стационарное значение функционала

при граничных условиях (2.12 )и (3.14).
Здесь Н ( T,S) получится из если там взять

M ik —O.
Отметим, что в числе названных 32 задач находится

и известная задача [3,12] с варьируемыми аргументами
Q и V.

5. Вторая форма общей задачи

Полученную вариационную задачу Кастильяно мы мо-
жем рассматривать как новую исходную задачу и к ней
применить преобразования, приведенные в предыдущих
пунктах.

Если ввести вспомогательные переменные Тlк
, М lк и

S 1 выбранные по (3.29) (3.31), то общую вариацион-
ную задачу 5 можно сформулировать следующим обра-
зом:

Найти стационарное значение функционала

если v. и v удовлетворяют условиям (3.1) (3.3).
Функциональными аргументами для (3.45) являются

функции напряжения у, гц, &Iк
, кинетические тензоры

Cik, ОЛ, у ik и тензоры сил Т,к
, Мlк , Sl

.

Дифференциальные уравнения Эйлера-Лагранжа функ-
ционала (3.45) образуют следующую систему основных
уравнений оболочки: соотношения между T lk , Mlk , S 1 и
функциями напряжения (3.29) (3.31), условия вепре-

J у 4,v 4- 5“ 4 v - Т^АР v
J
— —Xv}cfo +frcV)^««^ — (3.44)

( yW ötba \7a
v)ds

C 2

—Г {mT.S.M)—2U(T,e) + 2UlT<p,.c]]d',+
/о

Г ,

(3.45)
— | А" [ 7<f»),a] ds — JK[N v]ds .

* C \ C2 >■
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рывности кинетических тензоров (3.33) (3.35) и за-
коны упругости (3.24) (3.26).

Естественными граничными условиями задачи 5 явля-
ются на С,! соотношения (3.36) (3.39) и на С, сле-
дующие статические условия:

где q , ту и У lк решение уравнений (3.14) (3.15),
если в последних Т lк , Мlк и S 1 заменить через (3.29)
- (3.31).

И здесь можно применить только часть из новых ар-
гументов Т lк

, М ,к
, S l . Для образования общей задачи

возможны следующие 6 вариантов;

Соответствующие частные случаи общей задачи мы
не приводим.

6. Вторая форма канонической задачи

Используя у второй общей задачи законы упругости
(3.24) (3.26) для исключения разных комбинаций из
величин Cjk, a>i, fiik, Т lк

, S' и М lк возможно получить 23
форм вариационной задачи. Выпишем из этих следую-
щую каноническую задачу 6, которая получается исклю-
чением компонентов сил Т ,к , S' и Мlк

.

Найти стационарное значение функционала

если Vi и v удовлетворяют условиям (3.1) (3.3).
Условиями стационарности этой задачи будут: (3.29)

(3.31), (3.33) (3.35), (3.36) (3.39) и'(3.46)
(3.49).

+ = (3.46)

с^с^ср' —р)па —0, (3.47)

с с —ур ) па =O, (3.48)
1>£о )ла

— о, (3.49)

а— с ;р с T^M ik
; г— с M ik

\

j_ с T ik \ £—С S l ;£ С M ik
.

Г { 2 U [ Тр ),e] } dö -f- \K[T(}),u,\dsJs С r , Cl (3.50)J KlN — ds,
C2
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Если, попользовать соотношения упругости у общих
задач 5а— sg, то получаются еще 29 новых формулиро-
вок вариационной задачи (см. п. 7).

Преобразование Фридрихса для задачи Кастильяно
получается, если от функциональных аргументов задачи
6 потребовать удовлетворения условий непрерывности
кинетических тензоров (3.33) (3.35) и геометрические
граничные условия (3.36) (3.39). Первые из них бу-
дут тождественно удовлетворены, задав eik, цЦ
через (3.1) (3.3) и вторые, если vt и v удовлетво-
ряют соотношениям (2.11) (2.12). Таким образом
получаемая задача совпадает с исходной задачей Ла-
гранжа.

7. Обзор задач первого цикла

В следующей таблице 1 приведены все задачи, кото-
рые можно получить методом преобразования при вы-
бранных вспомогательных аргументах ew mi

О-, о-

vc T, S;M, e,uj

i%, г*-, T,
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Для простоты опущены индексы ' и /А в обозначении
тензоров.
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§ 4. ВТОРОЙ ЦИКЛ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ
(ПРИ eik , yik ).

1. Общая задача
Приведем задачи, которые получаются методом преоб-

разования из задачи 1, если использовать вспомогатель-
ными аргументами компоненты тензоров деформаций

s ik и Ра-
Общая вариационная задача 2 теперь гласит:
Найти стационарное значение функционала

Условиями стационарности этой задачи являются все
основные соотношения оболочки, а именно: соотношения
между деформациями и перемещениями (2.1) (2.2),
уравнения равновесия (2.5) (2.6), соотношения упру-
гости (2.7) и как геометрические (2.11) (2.12), так
и статические граничные условия (2.13) (2.14).

Для пластинки эта общая задача совпадает с задачей,
данной Ху [ls].

В рассматриваемом случае возможно образовать 2
частных случая общей задачи. Вспомогательными аргу-
ментами s ik получаем задачу 2а и вспомогательными
аргументами yik задачу 2/?.

2. Каноническая задача

При помощи соотношений упругости (2.7) (2.8)
можно 9 разными способами уменьшить число функцио-
нальных аргументов у задачи 2. Из соответствующих 9
задач (см. п. 6) выпишем только каноническую задачу 3:

Найти стационарное значение функционала

25

| { Wc — 2R ( T,t) 4- 2R[ Т, £ ( v) 1 J(X гг)} da

f KiN,v) ds —f K(T,v—u)ds. (4Л)

Здесь

2R(T,t)= (4-2)

f 12Л (7U(«») ЯЧГ.АП J(X, .м } da
*

(•

'

f (4.3)—IК( T, v ы.) c/j j АГ (W, v>ck.



26

Здесь

Условия стационарности этой задачи (2.1) (2.2),
(2.5) (2.6), (2.11) (2.12) и (2.13) (2.14).

Эта задача совпадает с хорошо известной задачей
Рейсе ера [8,16].

3. О задаче, соответствовавшей преобразованию Фридрихса

Задача, которой соответствовало бы преобразование
Фридрихса, при этом цикле не получается, так как удов-
летворить уравнениям равновесия (2.5) (2.6) можно
только выражениями, содержащими первоначальные ар-
гументы V.

Использование последних дает следующую задачу 4:

Найти стационарное значение функционала

при граничных условиях (2.13) (2.14).
Эта задача выведена Алумяэ [2]. ■
Дифференциальными уравнениями Эйлера-Лагранжа

функционала (4.7) являются уравнения непрерывности
деформаций (2.3) (2.4) и следующее уравнение

Естественные граничные условия на С* совпадают с
(3.36) (3.38), если в них еа иёа заменить на E ik и
Eik и

Как и у первого цикла, так и здесь можно отдельно

H'(T.M) = jP.frt (B'T°, T r(+<4.4)

Т “ +Т (4.5)

Af*— (с^е^—^^c*c**}Va yA
—e to ~f МвЛ. (4.6)

—J{#' 17V),A/C(>)1 +|77ö^^)Vq }da+

-j- Г/г i т ({>>, u-1
Jc,

Ч(Г"'’У(,и)-Нс"-с^Ч<г 0. (4.8)

2£u — 2e tt + V Н-9)

2£4= V, и4 +Ч«, 2 u+Vä »Ч“+Ч“Ч"- (4.10)
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удовлетворить части из уравнений равновесия, выбирая
T lk по (4.5). Таким образом можно получить 8 новых
вариационных задач.

4. Вторая форма общей задачи

Исходя из задачи 4 получается следующая общая за-
дача 5-

Найти стационарное значение функционала

если £ удовлетворяют соотношениям

Имея в виду соотношения (4.9), дифференциальные
уравнения- Эйлера-Лагранжа функционала (4.11) сле-
дующие: (4.5) (4.6), (4.8), (2.3) (2.4) и (2.8).

Естественные граничные условия функционала (4.11)
на Ci совпадают с естественными граничными условиями
задачи 4 и на С, следующие: (3.46) (3.47) и

где q и ц\ являются решениями уравнений (3.14)
(3.15), если в последних Т lк и М‘к заменить через (4.5)
- (4.6).

Отметим, что в рассматриваемом случае возможно
формулировать 2 частных случая второй общей задачи.

—£ {HXTM) \T’“‘Va vV,v 2R(T.E)+

4- 2R[T(.o),E] } da -f- и ] ds (411)

)K[N
c z

V, Ц+УД -2Ь14?+ Vt ?4„ +V =2

VuHfI .*-
<4Л2>

(4.13)
В функционале (4.11)

К(МЦ) =N-. N\ G«”Vj. (4.14)

\с ,Л v„>nf
—

j
C l°G kP ( ()' = О,
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5. Вторая форма канонической задачи

У второй общей задачи возможно уменьшить число
варьируемых аргументов при помощи соотношения упру-
гости (2.7), (2.8) 9 разными способами. Из этих выпи-
шем только задачу 6 в каноническом виде:

Найти стационарное значение функционала

если £ удовлетворяют соотношениям (4.12) (4.13).
Условиями стационарности этой задачи являются;

(4.5) - (4.6), (2.3) - (2.4), (3.46) - (3.47), (4.15)
и (3.36) (3.38), если в последних e jk и е.к заме-
нить на Eik и Eik .

6. Обзор задач второго цикла
Используя как вспомогательные аргументы eik и у.к

можно формулировать вариационные задачи, приведен-
ные в таблице 2.

\[W(Eit
— 2A[T(

?,,E]}da -f
-f —‘(к [ЛГ— Г( ? >,| ]

JC, JC, (4,16)



Индексы опущены в обозначении тензоров.
Сравнение таблиц 1 и 2 показывает, что в них 12 за-

дач совпадают.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Метод преобразования вариационных задач, данный в
первой главе, позволяет легко вывести ряд вариацион-
ных задач для рассматриваемой нелинейной теории упру-
гих оболочек. При этом все вариационные задачи выво-
дятся из известной задачи Лагранжа. Так как методом
преобразования полученные задачи охватывают все до
сих пор известные вариационные задачи, можно надеять-
ся, что этот метод даст все вариационные задачи нели-
нейной теории упругих оболочек.

Как видно из таблиц 1 и 2, число вариационных за-
дач достаточно большое в приведенных 2 циклах 180
разных задач. Но этими циклами" все возможности не
исчерпаны.

Наряду с применяемыми до сих пор вариационными
задачами с варьируемыми vt,

v и v, q может иногда
оказаться целесообразным применение вариационных за-
дач с иными формами. Вопрос, какую задачу в каж-
дом конкретном случае применить, требует специально-
го исследования.

В заключении нужно отметить, что метод преобразо-
вания варирационных задач, приведенный в работе, го-
ден для получения вариационных задач любой пробле-
мы теории упругости.
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