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УДК 624,074.4.621.031

Ю.А. Тярно Э.З. Жуковский О.В. Шевченко

ИССЛЕДОВАНИЕ СОСТАВНОЙ ВИСЯЧЕЙ ОБОЛОЧКИ
С ПЯТИУГОЛЬНЫМ ПЛАНОМ

Была изготовлена из стеклопластика (упругие свойства
Е = 13,6 ГПа, у= 0,22) и испытана на статическую нагрузку
модель (в масштабе 1:50) составной висячей пятилепестковой
оболочки с радиальными жесткими вантами и жестким полиго-
нальным опорным элементом в виде пяти арок с затяжками. Оп-
оры натуральной конструкции находятся на круге радиусом 60 м.
Размеры модели (см. фиг. I): толщина криволинейной части
5= 2,1 мм; радиальная межпанельная диафрагма Ь р = 20 мм,
Ь р = 14 мм; радиальный стальной тяж ilO мм,’ ториевая диа-
фрагма- арка с затяжкой h T = 37 мм, Ь т = 22 мм, тяж торце-
вой диафрагмы - стальная труба F = 2,23 Геометрия и
размеры панели-оболочки см. на фиг, I.

Равномерно распределенная нагрузка была имитирована как
нагрузка на отдельные точки (расстояние между нагрузками

'-'3O 5). Общая суммарная нагрузка составляет 15,8 кН, пло-
щадь модели F M = 3,41 м^.

Прогибы (см. фиг. 2.) внутреннего кольца зависят от
строительной высоты конструкции h ( h - расстояние между
верхом радиальной арки и центром тяжести радиального тяжа в
плоскости внутреннего кольца). При разных отношениях строи-
тельной высоты к диаметру получены следующие прогибы (при
нагрузке CJ, = 4,60 кПа)

ирп

Прогибы составной оболочки реализуются как прогибы ви-
сячей конструкции и изменяются линеарно от максимума у цент-
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Фиг. 1. Общий вид на модель составной висячей оболочки.
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Фиг, 2. Прогибы оболочки ( f = 4 см) при нагрузке - 4,6 кПа при разных
строительных высотах 1-h = 11 см, 2- h = 16,5 см, 3-h = 22 см.

Фиг. 3. Поперечные изгибающие моменты гл* [Нсм/смЦ-
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рального кольпа до нуля у опор. Изменение прогибов для всех
вариантов тяжей одинаково.

Тонкостенная криволинейная часть панели-оболочки рабо-
тает в мембранном состоянии под влиянием незначительных от-
рицательных моментов (наружная поверхность растянута).Крае-
вой эффект в виде отрицательных поперечных изгибающих мо-
ментов (см. фиг. 3) т х , имеет место в угловой зоне шириной
около 0,3 5 0 ( 5 0 - полудлина криволинейной части в данном
разрезе). Краевой эффект продольных изгибающих моментов гпу,
в виде положительных моментов,наблюдается в зоне торцевой
диафрагмы и радиального бортового элемента с размерами 0, 3R
и 0,5 S O . Остальная тонкостенная часть работает в мембран-
ном состоянии. По моментам тк и можно констатировать, что
в моментном состоянии находится угловая зона размерами х =

=O,3R и у = 0,5 s e .

Фиг. 4, Изгибающие моменты С Нем/см3-

Изгибающие моменты rn о (см. фиг. 4) (действуют пер-
пендикулярно к радиальным диафрагмам) требуют расположения
арматуры у нижней поверхности оболочки в зоне 0,5 s 0 от ра-
диальной диафрагмы.
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Фиг. 5. Продольные нормальные силы Т* СН/см].

Продольные нормальные силы Тх (см. фиг. 5), почти во
всех точках криволинейной части, силы сжатия. Силы растяже-
ния действуют у торцевой диафрагмы в зоне шириной 0,15 R

-Фиг. 6. Поперечные нормальные силы Ту Сн/смl-



У торцевой диафрагмы существуют краевые условия Навье, а
усилия сжатия увеличиваеются до внутреннего кольца. Основ-
ные усилия сжатия Т* занимают место в средних зонах попе-
речного сечения.

Тонкостенная криволинейная часть находится под влияни-
ем существенных усилий сжатия поперечных нормальных сил Ту
(см. фиг. 6). Поперечные нормальные усилия Ту зависят от
двух основных факторов: I) от поперечного пролета 1х в
данном разрезе и 2) от прогибов радиальной межпанельной
диафрагмы. При значительных прогибах рядом стоящие оболочки
влияют друг на друга горизонтальными усилиями, которые вы-
зывают эффект свода. В полосе X » 0,4 R поперечные нор-
мальные силы Ту уменьшаются. Этот эффект выявляется при
эксперименте с разными высотами радиальных тяжей. Максималь-
ные напряжения сжатия Су = 3,5-4,0 МПа.

Фиг. 7. Внутренние силы Т^5
° СН/см] •

Внутренние силы Т^5 о (см. фиг. 7) действуют практиче-
ски перпендикулярно к радиальной межланельной диафрагме.
Усилия растяжения действуют в зоне шириной 0,55-0,6 S 0 от
радиальной диафрагмы. Основное, интенсивное увеличение уси-
лия растяжения имеет место в зоне шириной 0,3 s 0 . Можно
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предположить, что эти величины близки к главным растягиваю-
щим усилиям и требуют добавочной наклонной арматуры.

Внутренние силы T lis o у радиальной диафрагмы усилия
сжатия, что соответствует и усилиям в бортовом элементе(уси
лия сжатия).

Фиг. 8. Внутренние силы в межпанельных диафрагмах N С кНI,
М СкНсм], Ы = 9,35 кН и в торцевых диафрагмах

мд мт
N СкН]. м ПкНсм], N = -1,25 кН.тд тд тт

Радиальные межпанельные диафрагмы (см. фиг. 8) находят-
ся под действием сил сжатия, которые увеличиваются в сторо-
ну опоры. Зона у нейтрального кольца может быть растянута.
В этих диафрагмах двухзначные изгибающие моменты. Зона с
длиной 0,3 R находится под влиянием отрицательных (верхняя
сторона растянута), остальная зона находится под влиянием
положительных моментов.

В радиальных тяжах имеются усилия растяжения, которые
зависят от строительной высоты оболочки. Принимая за основу
оболочку h = II см при переходе на оболочку h = 22 см можно
уменьшить внутренние силы в тяжах на 75 % •

В арках торцевых диафрагм (см. фиг. 8) действуют зна-
чительные усилия сжатия, имеющие максимум у опор. У конька
диафрагмы усилия сжатия уменьшаются в 2,5 - 3,5 раза, что
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свидетельствует о передаче равномерно распределенной на-
грузки от тонкостенной оболочки на торцевые диафрагмы в
основном при помощи сдвигающих сил. Это указывает на про-
странственную работу панели-оболочки. Часть общей нагрузки
передается на опоры прямо через торцевые диафрагмы, часть
через центральное кольцо при помощи радиальных тяжей.

В арках торцевых диафрагм действуют двухзначные изги-
бающие моменты. Положительные изгибающие моменты возраста-
ют интенсивно в зоне шириной 0,4-0,45 S 0 от опоры.

Тяж торцевой диафрагмы работает под действием незначи-
тельных усилий сжатия (напряжение 3-4 МПа) или растяжения.

Усилия растяжения от радиального тяжа воспринимаются
арками торцевых и радиальных межпанельных диафрагм. Тяж тор-
цевой диафрагмы может быть применен как конструктивный эле-
мент, который при разных отношениях жесткостей основных крае
вых элементов составной оболочки может работать под
действием сил сжатия или растяжения.

Из результатов экспериментов на малых моделях оболочек
с висячими элементами можно сделать ряд выводов.

Данные конструкции характеризуются значительными про-
гибами в пределах 1/60...1/150 D, так как основная система
работает как висячая конструкция. Для прогибов конструкции
важную роль играет выбор жесткостей радиальных и торцевых
диафрагм. Прогибы зависят от строительной высоты конструк-
ции. При более высоких конструкциях прогибы уменьшаются.
Предельные прогибы можно назначить как для висячей конст-
рукции. В конструкции необходимо предусмотреть значитель-
ный строительный подъем, который реализовался бы от собст-
венного веса конструкции. Необходимо обратить внимание на
сохранение внешнего водостока.

Тонкостенная часть работает одинаково при всех вари-
антах радиальных тяжей (т.е. при всех вертикальных проги-
бах центрального кольца). Тонкостенная криволинейная часть
работает в мембранном состоянии. Настоящую конструкцию в
поперечном направлении характеризует существенный эффект
свода. Необходимо обратить внимание на восприятие главных
растягивающих усилий в зонах у радиальных межпанельных диа-
фрагм.
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Бортовые элементы (радиальные и торцевые) работают на
сжатие под.влиянием двухзначных изгибающих моментов. На-
стоящая комбинированная висячая конструкция чувствительна
к выбору жесткостей. При выбранных отношениях жесткостей
тяжи торцевых диафрагм не воспринимают значительных внут-
ренних усилий. Контурные усилия воспринимаются арками тор-
цевых и радиальных диафрагм.

Конструкция комбинированной оболочки архитектурно
конструктивна и позволяет сэкономить кубатуру объема зда-
ния, но требует тщательного выбора размеров и жесткостей
отдельных элементов.

Ü, Tärno, Е, Zhukovski, О, Shevchenko

Investigation of Complex Hanging Shell
Roof with Pentagonal Configuration

Summary

A fiberglass 1 : 50 scale model (E = 13*6 GPa,V = 0,22)
of the complex hanging shell roof'with a pentagonal configu-
ration has been made and tested. The model has radial cables
and polygonal support elements (five lowstring arches). The
vertical displacements of the complex shell are realized as
displacements of hanging structures. The thin walled plate
of the shell operates in a membrane state with little bend-
ing moments in the corner zones. Pressure and two mark bend-
ing moments take place in the radial diafragms. It is pos-
sible to use strings of polygonal arches as constructional
elements. Depending on the stiffness of the main elements
of the shell pressure or tension may occur in the strings.
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P.H. Ээк

РАСЧЕТ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК ПЕРЕМЕННОЙ
ТОЛЩИНЫ МЕТОДОМ СЕТОК

УДК 624.04
Р.Е. Ряямет

Рассмотрим упругие прямоугольные ортотропные пластин-
ки, нагруженные любой поперечна нагрузкой, и на контуре
произвольным образом оперты. Для решения такой задачи об-
щего характера удобным методом является метод сеток.

Воспользуемся следующими обозначениями:
х, у - главные оси упругости в срединной плоскости плас-

тинки;
z - ось, перпендикулярная к срединной плоскости плас-

тинки;
w - перемещение в направлении оси г ;

h - толщина пластинки;
р - интенсивность поперечной нагрузки;
Е х, Е - модули упругости, коэффициенты Пуас-

сона и модуль упругости при сдвиге в
главных направлениях упругости.

Изгибные жесткости и крутильная жесткость в главных
направлениях упругости выражаются следующими формулами (см.
[l] пи [2])

йце введем обозначения

Соответственно теории изгиба тонких гибких пластинок
выражения изгибающих моментов, крутящего момента и попереч-
ных сип следующие:
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Подставив выражения (3)...(5) в уравнение равновесия
пластинки

получим следующее дифференциальное уравнение упругой по-
верхности пластинки:

После дифференцирования уравнение (7) принимает сле-
дующий вид:

При замейе дифференциального уравнения (7) иди (8) ко-
нечно-разностным уравнением воспользуемся сеткой, изобра-
женной на фиг, I. Через <*.,|ЬЛ и 5 обозначены точки, рас-
положенные в центрах соответствующих клеток.

Для замены дифференциального уравнения (7) зли (8)
конечно-разностным уравнением были поставлены следующие ус-
ловия:

М 2 ’

ахн Ъъ' + D ’- ъ у J 1

ssf + PM,2- 4

ет[°^+o’%]+^КЙУ +

- - Р (х

n öS*/ ”öS*/ Г\ 'öS*/ .

+ 2 fÖDx w öDz Ö 3
W 3P 2 tfw ЪD* tfw

L 'öx' Ъх 1 'Dx 3xöij2 “Öy 'Dxf’Dy "Oij öy3

öS>x tfw tfo, w л T)2w ,
■Qx 2 "Эх2 +

Ъх2 "Öy 2 ‘Dxöy ■QxDy +

. £Du tfw 32D< tfw 1 .
.

bf + lyi та = Р lХ^ } -
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1) уравнения (7) и (8) должны дать одинаковое конеч-
но-разностное уравнение,

2) должна сохраняться известная 13-членная структура
уравнения метода сеток.

Оказалось, что для удовлетворения этих требований не-
обходимо для вторых и четвертых производных воспользовать-
ся центральными конечными разностями, а для первых и третьих
производных - левыми и правыми конечными разностями.

Фиг. 1. Обозначение узлов сетки.

Например, в тождестве

левая часть (в точке 5) будет

fD^w>)
- П ,9в Рх . ъЪ-х Ъ\у

Ъ-хгК х L "öx 'öx } Ъх г tix5-
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а правую часть необходимо для получения тождества преобра-
зовать следующим способом:

В частности, при преобразовании среднего члена в левей
части уравнения (7) должно быть

и кроме того, чтобы совпали формулы, полученные по формулам
(7) и (8), необходимо еще, чтобы значения жесткостей в
середине прямоугольников были равны средним значениям жест-
костей в углах:

Ъъг ( D*üx^5
~ 2DX,s( 5+ D J ~

~ [DX> 4 W 10~^(^-*,4+ DX,s) W4+ (°X,4+ D x,s +

■h D X^ W 5- 2(DX,5-, -D X>
6') W6 +DX,6 +W l2] ’

(Г) \ _v X<öx*' s Чх Ь-X-VS \Ъх г tix2 b ”

_ ( Г) ЪК*\ , ( üDx 3 WA /Э2 0х ъ1w\
~ X^x5/ s 1' ха. vto Ъх г 5 ~

Ä wlO
~ZtW 4+ 6w5~ 4w6 + w {2) + *•

+ DX,4
+ DXj5

) ( “ W 10H' iw 4-3 w 5 +w6 )+ (-DXis
+DJ(-W 4+

+ 3w 5 -3w6 + wl2)-»-(Dx^—2DX)s +DX)J(w4—2w 5 +w 6 )] =

= [Dx,4 W 10~ 2( Dx,4+ D x,s) W4 + 14-|-^OC)S+D^WS-
- + W 6 + Wn] •

+ w s)
“ (w 2

- w3- w 5 + w 6 )-D x^ s jj'(w4

~ W - w 7 + w 8) +D^ |5(wr wr we+w 9)]

4t,y,P)=4 + + �
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Обозначим соотношение квадратов сторон клеток через

Тогда, в конечном счете, уравнение (7) или (8) можно
для центральной точки (5) представить в виде следующего ко-
нечно-разностного уравнения

где множители ск определяются по следующим формулам:

Выражения жесткостей D в формулах (13) следующие

Индекс после запятой - индекс узла (цифра) или индекс
поля (буква).

Составление выражений для краевых условий я внутренних
усилий не представляет затруднения. Так, например, конечно-
разностные выражения для изгибаппих моментов (3) следующие:

=- ■*■

- - (^)
г
-

n
£-, c

kwk”P»<>
c 5 = (D;>a + 4D'x>s +■ D^J+(o;,2 +AD^s +D^B ) +

+• 8 + С0'х^л+ 0 0'х^л + 0' =.

C 2 =“ К +D у 1,5 + (OЦк. f D'xy.jO] i
= ~ P D XI,4+ + ( D + D ] »

Cfe = - [(D'X 1,6+ D x1)5 )+(0' + D'x^s )];

c 8 = - + + D x^j)];
C 1 = ( D'li2 + Dj (A

) + D'x^;
с з ( o*ы + D' Ij6 ) + D x(j<p,i
C 7 = D I}4 ■+■ D Ij6) + D x^if;

C 9 = + o*l,B + D xtj’s ;

CID i
= D j

C l 2 =

c i3 = D •

D-c о-0 х Di =

d;,=2(d;4-d;), d^-zo^+d;),



а вместо выражения (4) для крутящих моментов получим

Фиг. 2. Пластинка переменной толщины.

Полученные уравнения метода сеток были использованы
для нахождения оптимального соотношения толщин двух частей
пластинок ступенчато-переменней толщины, нагруженных рав-
номерно распределенной нагрузкой (фиг, 2), Рассматривались
симметричные свободно опертые, пластинки с утолщенней сред-
ней частью (фиг. 2,а) и защемленные пластинки с утонченной
средней частью (фиг. 2,6), Четверть пластинки разделена в

18

М *,5 =zbt2 ( *4s+ D ',s ) W S -
* °x,s <WV+ W.) -

~ (W 2 + W
>

= (D„s-D 1(5 ) w,5 - Dy >5 (w 2 + w8)-

-

,

'S 's = S'5 ('W
> +W3 + W 7 -V ■
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направлении оси х на N частей, в направлении оси у на М
частей; утолщенная (утонченная) часть пластинки разделена
на N p соответствующих Мр частей. Минимизировался объем
пластинки при условии, что нормальные напряжения в узлах
пластинки не должны превышать допускаемых. Программа была
составлена на ФОРТРАНе.

Результаты вычислений для изотропной квадратной пла-
стинки при равномерно распределенной нагрузке приведены в
таблице I, Через'V обозначен объем пластинки в сравнении
с объемом пластинки постоянной толщины. Через maxw обозна-
чен прогиб в центре пластинки, через толщина средней
части, и через hext - толщина внешней части; эти величины
приведены в сравнении с прогибом и толщиной пластинки по-
стоянной высоты при той же нагрузке.

Экономия материала для свободно опертых пластинок око-
ло 8% 9 для защемленных пластинок заметно больше - 20 % и
более. Однако, прогибы пластинок оптимальных толщин значи-
тельно больше прогибов пластинок постоянной толщины.

Представляет интерес анализ напряжений в пластинках
минимального объема, особенно в защемленных пластинках.

Фиг. 3. Нормальные напряжения в нижних слоях пластинки.

На фиг, 3 приведены эпюры напряжений сг в нижних слоях за-
щемленной пластинки и при у = 0 для N = 6 и N p = 3,4,5,
Пунктирная часть линии соответствует части, где толщина
пластинки меняется.
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Табл
и
ц
а

I

N

n
p

Сводобно
опертаяпластинка

Защемленная
пластинка

M

М
р

V%
maxw

Int

ext

V%

maxw
hint

ext

4

2

91,6
1,37

1,09

0,80

87,9

3,35

0,45

1,16

3

-

-

-

-

73,1

3,45

0,61

1,12

5

2

94,1
1,28

1,07

0,90

94,0

3,13

0,36

1,13

3

92,0
1,34

1,09

0,76

83,1

3,62

0,50

1,15

4

-

-

-

-

74,7

2,93

0,67

1,09

6

2

95.7
1,22

1,05

0,94

-

~

-

-

3

93,8
1,29

1,07

0,87

89,4

3,42

0.42

1,14

4
•

92,6
1,30

1,08

0,72

79,9

3,72

0,54

1,14

5

-

-

-

-

76,7

2,52

0,71

1,06
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Видно, что при оптимальном решении абсолютные значения
напряжений равны допускаемым не в одной, а в двух точках
(при Np = 4 даже в грех точках). При Np =3 и М р = 4 эти
точки находятся в центре и на краю пластинки. При N p = 5
наибольшие напряжения возникают при I= N и 1= N-1 • Од-
нако нельзя упустить из вида, что в последнем случае на-
пряжения между узлами 5 и 6 могут быть больше узловых на-
пряжений. Для такого случая полученное решение не являет-
ся достаточно точным вообще.
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R, Eek, R. Räämet

Calculation of Orthotropic Plates of
Variable Thickness by. the Method of
Finite Differences

Summary

In this paper equations of the method, of finite dif-
ferences for orthotropic plates of variable thickness are
derived. Further, those equations are used for determining
optimal thickness rate for isotropic plates, composed of
two parts with constant thickness. Economy in material (as
compared to plates of constant thickness) equals 8 ... 20
per cent.
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УДК 624.04
Р. Ээк У. Раукас

МАТРИЦА ЖЕСТКОСТИ ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ
БАЛКИ-СТЕНКИ ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

I. Предварительные соображения

Ниже рассматривается прямоугольная ортотропная пластин-
ка переменной толщины с целью построения матрицы жесткости
и определения напряжений. Результаты могут быть использова-
ны при решении балки-стенки по МКЭ,

Фиг. 1, Принятые обозначения.

На фиг. I показаны принятая система координатных осей,
нумерация узлов и нумерация узловых перемещений d- ( i, = I,
...» 8). Безразмерные координаты

Толщина пластинки, h = h (%,17), площадь А.
Константы упругости материала - E,,EU , Q , иNu ,В

* 1 * эцелях упрощения выражение введем следующие дополнительные
обозначения:

№ 575

TALLXNNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI ТОНЕТISED

ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

12Е> n _
Iи_.5 а/2 а ’

"
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Напряжения считаем постоянными в толщине пластинки и
объемными силами пренебрегаем. Таким образом, за исходные
примем следующие соотношения.

I) Закон Гука для плоского напряженного состояния в
виде

ИЛИ

2) Уравнения Коши

где u , V - перемещения произвольной точки в направлении

3) Уравнения равновесия

С учетом вышеизложенного, потенциальная энергия дефор-
мации пластинки

Толщину h(fc,rj) представим в виде

E4= E 4/(1-V xN 4);

E = Ei^/(l E x/( 1 XN;

E 0 = e;e^-(e")2
;

B=O B^=E x /Eq7
B-1/Q. '

г-1 с"
СГ-х = ЕX Z х + l S ,

Г ( п" е~+
Х '

Т х^
= Хl^’

X

Ь ~

if -В х

tx=9u/9x; = cw/ciip )( = +'öv/9x,

осей

‘öivax.+ ‘öT,MJ /a«4 = 0,
+ “5 N = 0 .

где Nx= h o" x , N= И , =h "ü xt^.

и -T^ h (°itx+ V 4 + ,SW dA

h = h 0 + + +



где

Задавшись узловыми перемещениями, перемещения u,v в
произвольной точке %,ц пластинки-могут быть выражены так:

Приступим к формированию матрицы жесткости [R]
, элемент

которой RLj представляет собой реакцию в направлении пере-
мещения I от перемещения J ( 1= Ре-
шение может быть получено в двух вариантах.

2. Первый вариант решения
Приравняем возможную работу реакций узлов и внутренних

сил на единичных перемещениях узлов;

С учетом (3
A
) и (5) это выражение примет следуший вид

Использовавшись формулами (8) и (9), выполним инте-
грирование. Для представления результата в более удобней
форме, введем спедупцие обозначения:

25

hо ~( h 1 ■+■ h г4 з+ h )/4 ,

h| = (-hi +h 7 -h 3 + h A) /4»
= (—hi —hj + + h^) /4 ,

h^=^ hi~ h2 " + Ю/4-

v - [(1 - -q) d 2+o +s( 1-q) d (1 -|Kl+q) d6+ (1 + dB] /4 •

~ [( crxX^x^j*hcr tpl(ki^j dA.

+ 6 + +

A x
= E'x b/6a,
=

A e =E"/4,

Af = G b/6a,

A h = g a/6b,

Ag= G/4;
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С помощью этих обозначений можно элементы матрицы же-
сткости сверти в таблицу I, По этой таблице каждый элемент
определяется как сумма членов в соответствующей строке.ум-
ноженных на коэффициенты над столбцами. Например.

Вели известны узловые перемещения dl*l т0 после подста-
новки их в (9), с учетом (6), можно по формулам (3) найти
узловые напряжения

Заражения напряжений могут быть представлены в виде
таблицы 2, в которой приняты следующие обозначения:

По этой таблице каждое напряжение определяется как сум-
ма членов в соответствующей строке, умноженных на узловые
перемещения над столбцами. Например, в узле .2

3. Второй вариант решения

Зададимся усилиями на краях пластинки в виде выражений,
удовлетворяющих уравнениям равновесия (6):

Ei — 2(А Х Ею = —А^-А.р,
Ег = А е +Aq , Ец = А^,
E 3 = -2A X+A h Е l2 = (Е"+Сл)/ 12,

E 4 =A e -Ar E n = (E"-GO/11, .

Е5 = Ах— 2А h , Е =А ь ?

Ее, = ~А х—Ah ■> Е 15 Axi
= 2(A^-t- А^), Еlg = Af •>

Е B = A^-2A f , E„ = (E'VG,)/9
Е g = 2 А^

R 24 = E eho + E,6 h v

г i г (к) (к) (к") 1 ( . . чl er j 1 °"х (к= 1, —4)

Э-)—Е х/0, /Ь ,

Э г =Е"/а , • Э 5 =Е"/ Ь ,

э 3 = q /ь, Эе = q /а •

(2)
= -d<32 + d 3B 2 -d 43^+d e3^

Nх - Е I +TJ 0г»
С 3+^С А ,

Т =С 5 .
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Таблица I
Элементы R Lj матрицы жесткости

ho h^ h* h*v he hi hn hio
Rn £V ~Erл - En Rjf E z -Ers -Er3 Ery

RfZ Ex ~Erz -En E Г7 Rs7 Es -Егл
Rn Ез Ers R33 Ел Егз -Erz -Ery

Rn Ел Erz -En ~Er7 R** Ey En ~Ere
Rrs Es- Е-гл Rss Ez Егз Егз Ery

R-r: -£* En Erz ~Er7 Riff Efo
R 17 Es R47 -Ел -Егз -Erz " Ery
Rfs -еж -Е/з E13 Ery Rya Es -Err
R22 Er -Е„ -Ers Rss Er —Егл Ers
R23 -E* Erz Erz -Efy Rse ~Ez Erz ~Erz Ery

Ri* Es Ers Rsy E3 -Ers
Rxs Ел -Efs Erz -Efy Rss -Eff -Erz -Егз -Er?
r2£ e9 En Rss E7 -Err En
Rz7 ~Ex Ers -Erz Er? Re? Ел -Erz Егз -Ery
R28 Efo Rse Ез -Er6

R33 Ef Егл -Ers R77 Er Егл Ers
Rw ~e2 -Erz Erz E fy R?9 Ex Erz Erz Ery

R3* Eg Rss Ey Err Ere

Т а б
Напряжения в узлах пластинки

лица 2

Злел & äi ä2 d$ d* de dg d2 dg

<Г* ~9i -Эе 3, Эе
f -Э2

- э4 Э2 э4

Тху -Э3 -Э6 Э6 Эз
Ä -Л Sf -Эе Эе

Z 4 " Эд Эг ~Э4 э*
С? -Эе ~Эз Эе Эз

-Эе -Л Эе э<
3 ~э4 ~э2 Э4 Э2

Ъху - Э3 Э3 ~Э6 Эе
4* -Эе -Э* Э, Эе

4 “Ä -э3 Э2 э4

Gy ~Эз -Эе Эз Эе
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Напряжения

и по (4) деформации

Выпишем потенциальную энергию внутренних сил (7)

При интегрировании (17) введем следующие обозначения:

Производные от потенциальной энергии по силовым фак-
торам Ск (К = 1,...,5) примут такой вид:

То же самое в матричной форме:

Здесь [Ri3 можно рассматривать как матрицу жесткости, отно-
сящуюся к силовым факторам {С) •

Установим зависимость между {С} и узловыми перемеще-
ниями {d }. Для этого найдем работу W усилий N X

и Т по
(14) на перемещениях (9) краев пластинки.

Производные от работы по силовым факторам С к(к
5) могут быть представлены так:

сгх = (С, -М7 Сг) /h,
бу = (С ь + \ Q I h ,

тху = Cg/h

[В х ( С 4+ п -B 1 4 )] /h ,

Sy = [В Ч(С 3+^С4 ) - Bi C2 )]/h,
]f xu = BCs / h •

и = 1-и[Вх(с,г+гс, сл + с^г) + В,(С !

S +

+ 2СзС/Д + С^г )-гВ I (С I С 3+С I С4^
•+■ 02 0 з + ВС 5 ] dA •

AsdA/h=DO ,

A
= D u ,

J|dA/h = D|i rfd A/h =

Jr] dA/h=D r? ,
=D^.

' d U/ЭСЛ ГВ*OO B xD q -В, D 0 Ol fС,
dü/t)C, -B,D|n 0 C 2

4 �= D 0 ByD O 0 C 3 ’
cjU/-öC 4 c 4.dU/ftcJ [ о о о 0 BdJ Us.

{U'} = [RJ{C}.



иди в матричной форме

Приравняв {U'l и подучим

где

Теперь можно выписать матрицу жесткости пластинки:

ИЯИ

При определении узловых усилий можно исходить из

или в матричной форме

С учетом (21), усилия можно выразить через узловые переме-
щения [d };

Напряжения получаются делением усилий на толщину пластинки«
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dl
’ÖW/öG,] Г-b О b О -b О b О 1 d 2
ÖW/OC* b/3 О -b/3 О -b/3 О b/3 О d *

- öw/öc, I=4- о -а о -а о а о а3 2 d 5
öw/bc 4 о o/г о -а/г о -а/з о а/г d 6

w öw/bc s J -а -Ь -а b а -Ь а b
_

d 7[de,

{w } = CH](d)

{C}=[R/LHl{d} = [K]{db
_i

[К]= [ RJ [Н].

CR] = [K] T [R,] [К] = [H] T CR,]
'

[R,] [R,]
’

[H]

[R]-CH] T [K],

Xi] Г i -i о о o'
О 0 1-1 О

N x2 1 1 О О 0 ГСГ
0 0 1 1 0 С 2

(S )= 1 М ХЛ = 1 --1 о о о ]с3 �

0 0 1 1 О С*
N xif 1 1 О 0 0 [ С 5 ,
м Ч4 0 0 1 Го

.т J L о 0 0 0 1

(S) = [P]{C}.

{s}=[P][K]|d}.
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R. Eek, U«, Raukas

The Stiffness Matrix for Orfchofcropic Rectangular
Plane Elements of Variable Thickness

Summary

Two variants of stiffness and stress matrices for ortho-
tropic rectangular plane elements of variable

t
thickness are

proposed to be used in the finite element method.
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УДК 624.041.2
А*А. Сараи

ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ БАЛКИ-СТЕНКИ
ПО МЕТОДУ МКЭ

В статье исследуется напряженное состояние балки-стен-
ки с симметричной нагрузкой, действующей по верхнему поясу
фиг, I,а, Расчет балки-стенки с поясами и ребрами жесткости
проводится по методу конечных элементов (МКЭ) СИ, [2],Кон-
струкция с помощью воображаемых разрезов разделяется на ряд
конечных элементов. Для упрощения расчета ребра жесткости
и пояса заменяем стержневой системой. Считая, что верхний и
нижний пояс не работают на изгиб и нормальное напряжение
распределено равномерно по сечению стержня. Конечный эле-
мент пластины имеет форму прямоугольника. Для такой пла-
стинчато-стержневой системы, удовлетворяющей условию равно-
весия и неразрывности деформаций в уздах, формируется мат-
рица жесткости системы как структурная суперматрица с эле-
ментами подматрицы, соответствующей матрицам жесткости
подсистем. Матрица жесткости для прямоугольного элемента
фиг, 1,6 пластинчатой подсистемы формируется в виде:

элемент подматрицы [КмЫ]

А 575
TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED

ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

A +— А -о A I 1 л 1
= 7(733)2

v a A +—AL Л2l 2 *<2. м гг 2 M n J

X 1 2 3 4
1 К„ К 12 К, А

[к]
п
= 2

ъ Kv Кмн
4 Kai
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где

Фиг. l,a. Топология балки-стенки.

Фиг. 1,6. Конечный пластина и стержень.

A ll = 4 Mm).
A n = "45 *]м Пн 0+ J 4n)*
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Матрица жесткости стержня дня стержневой подсистемы

где, с - cosq>
S - sin cp

Структура суперматрицы дня всей системы

p
">~ - означает суммирование по всем элементам

системы,содержащим узлы iJ, число ко-
торых равно s .

gПодчеркнем смысл матрицы [Ку] - соответствующий элементу
матрицы жесткости суперматрицы УГК у] . Эта матрица яв-

-s£ij
ляется подматрицей матрицы жесткости элемента I , определяю-
щей реакции в с-том узле от единичных смещений j-того уз-
ла. Ёсли элемент t не содержит либо узла i , либо узла j ,

то матрица не имеет физического смысла и равна
нулю.

Разрешающее уравнение (4) может быть записано

После решения системы получаем перемещение узлов, на осно-
ве которых определяем реакции этих узлов. Количество узлов

l2 4 N ’

И ~ *\н *l* ‘

±.[К„] С Z.CKJ 1
. . ,

bei] setj selj

[к] =

* ’

\

Z[ku ]
1 Z [к*] 1

- • 2И*у] 1
sei-j stlj sei j

CK] = { F}.

\NM N 1 2
\ м
м\ 1 2

II 1
"и 1

о2 es -С2 -CS

гкз с
= 1 *11 *12 cs 5 2 -CS -s2

2 *21 *22 2
1 °.о 1 о

,

</> с 2 cs

-CS — S CS s 2



34

в системе достигает 441 и соответственно количество неиз-
вестных перемещений в два раза больше.

Критерий оценки напряженного состояния может быть не-
однозначен и зависит от поставленной цели. Для определения
устойчивости панели в балках-стенках главную роль играют
сдвигающие усилия. В высоких балках, в опорной панели, сдви-
гающие усилия также достигают максимальных значений, а нор-
мальные усилия незначительны, которыми можно пренебречь или
достигают определенной величины. В результате численного
анализа напряженного состояния получили, что сдвигающие уси-
лия являются нелинейной функцией относительно координат.

Необходимо исследовать изменение сдвигающих усилий
и нормальных напряжений от различных параметров (не решая
вопроса устойчивости). 6 качестве параметров выберем пара-
метры управления

Напряжение в сечениях (сечения в направлении оси X) явля-
ется функцией трех параметров. Они представлены для сил»
действующих на пластины» и вычерчены для одной стороны оси
симметрии.

ArПараметр i = -г 1 представляет соотношение двух площадей,
ПСО

площади ребра к площади сечения стенки по направление оси X.
Параметр «. =4- - отношение высоты стенки к длине балки-h° Afстенки, параметр R =

- отношение площади пояса к пдоща-
-1 А 00

ди сечения стенки.
На фиг. 2и 4 представлены изменения напряжений fyac для

параметров К = 0,166; 0,5; I; 1,5, При малых у возникают
большие сдвигающие напряжения, по мере увеличения V сдви-
гающие напряжения уменьшаются, график зависимости для
опоры дан на фиг. 8. На фиг. 3 нормальные напряжения сг у для
параметров \ = 0,5 (в скобках К = 0,166). Как видно из чер-
тежа, изменение площади ребра практически не влияет на сги . На

» 3фиг, 5 представлено напряженное состояние для & = =2,6
Пе,

(I - 0,5; \= 1; (V=l). Длина балки не влияет на в сечении
опоры, но с уменьшением длины балки более значительное влия-
ние играет площадь ребра на сг у . Напряженное состояние для ба-

t = IГ- '
* в P> = -т1

Асо h 0 Аю
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лок « я 4,8 я а = 1,6 дано на фяг, 6и 7, если при по-
стоянном сечении ребра высота балки увеличивается, то сдви-
гающие усилия в опоре уменьшаются и мало зависят от длины.

Фиг, 8. Изменения напряжений в опоре.
Полученные результаты позволяет сделать следующие вы-

воды:
1) напряженное состояние существенно реагирует на из-

менение площади ребра для i <1,5;
2) для более жестких ребер внутренние силы изменяются

более спокойно;
3) в местах приложения сосредоточенных сил происходит

концентрация напряжений ( т-у Х и ).

Литература

1. Вилипыльд Ю.К. и др. Расчет стержневых и
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h 0 = 1,5 м
I =l2 м
Ар = 0,006-0,018 м2
Aw = 1,5‘0,008=0,012 м2

Af = 0,012 м2



Die Forschung des Spannungazustandes des

'Vandbalkens mit Hilfe der FEM

Zusammenfassang

Im Artikel wird der Spannungszustand des .Vandbalkens
mit Hilfe der Finite-Element-Iwethode (FEM) erforscht.

Betrachtet werden Fragen des Verfassens der Steifig-
keitsmatrizen für die Viereckelemente und den Stab.

Es werden die Lenkungsparameter bestimmt (die Fläche
der Rippe, der Kante und die Topographie). Studiert wird ier

Einfluß jeden Parameters auf den Spannungszustand.
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УДК 624.074:518.61
Х.Х. Кяэрди

МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ПРИ МАТЕМАТИЧЕСКОМ
МОДЕЛИРОВАНИИ ДИНАМИКИ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ПЛИТ

В настоящей работе разработана математическая модель
динамического поведения трансверсально изотропной плитной
конструкции с учетом физических нелинейностей и возможного
возникновения трещин в плите. Математическая модель базиру-
ется на методе конечных элементов. Применяемые четырехуголь-
ные изопарамегрические элементы с четырьмя узлами (фиг. I)
разделены по высоте на "слои". Это позволяет относительно
легко учитывать трансверсальную изотропию (влияние армату-
ры), и хотя бы до некоторой степени наблюдать за развитием
пластических зон и расширением трещин по высоте плиты.

Фиг. 1. Форма плиты и элемента

' Исследуемая плита в плане произвольной формы,например,
четырехугольная. Краевые условия по контуру любые,например,
жесткое закрепление плиты с опорой, как на фиг, I,

Равномерно распределенная импульсная нагрузка действу-
ет перпендикулярно к плите, по необходимости на некоторую
ограниченную (на фиг. I заштрихованную) область. Предпола-
гается, что деформации небольшие и рассматривается геометри-

575
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чески линейная задача. Для описания волновых процессов
применяется теория Тимошенко-Миндпина, которая учитывает
инерцию вращения и поправку на сдвиг. Поле перемещений в
плите запишется в виде

где 9х,oу - углы поворота нормали к срединной поверхности
плиты в плоскостях xz и

w 0 - перемещение срединной поверхности в направле-
нии оси г (перпендикулярно к плите).

Координаты элемента интерполируются зависимостями

а перемещения как

где h-u
- функции формы применяемого элемента, как в моно-

графии СП. Здесь х, у, OХ,0
Х , бу, w 0 определены в

произвольной точке элемента, a xL , у*, 6*L , wol
в узле L .

Плита разбивается по толщине на отдельные спои, толщина ко-
торых в зоне предполагаемых интенсивных деформаций выбира-
ется меньшей. Толщины сдоев, содержащих арматуру, выбирают-
ся равными ее толщине. Прирост вектора внутренних усилий
(моментов и поперечных сил) в течение временного интервала At

определяется в каждом слое отдельно (с последующим суммиро-
ванием по толщине, т.е, по слоям) по формуле

Здесь

вектор прироста (условных) деформаций. Матрица D характери-
зует свойства материала. При физически линейном однородном
материале (здесь бетона) она постоянна и имеет классический
вид, как, например, в статье [2].

ад

v( X, Z, t) = ~2votj (x, y.t)»
w(x, 4 , Z,t) =w0 (x, t) ,

•4 - 4
x = JLh-xL , u= £. h-u y.t ,

I» 1 U 1

<-Ьче*хl , w o=ih twoV .

U=l * 0 =1 * o=l

Да= 0 Х , Дo^] Т

Ag- = D Д §. .

,„_r aaej "DAOi вае; ъдц. , 0
» заwo ,n»f

-I~ТГ' ~~5Zp Е"
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При физически нелинейном бетоне упруго-пластическая
матрица материала следующая (как в работе C3D ):

Здесь Н=2Мр н',
где угловой коэффициент кривей: пластический

Р момент М р - соответствующая деформация £р
при одноосном нагружении.

Условие текучести в слое I похоже применяемому в рабо-
те C3J:

где u •, v I - координаты поверхностей L-того слоя от нейт-
ральной поверхности , V'

b
< и .

После нахождения частных производных от F и матричных
операций по (7) определяется D^ p в явном виде. Здесь кг

=

= 3, с= -I в зоне сжатие-сжатие и с= +1 в остальных зо-
нах,

величины, характеризующие свойства материала.

В зоне сжатие-сжатие

а в остальных зонах

Здесь fc , fT ,- пределы прочности бетона при одноосном сжатии
и растяжении;

f* - предел прочности бетона при двуосном сжатии.
Если заменить fc , fT,fBC пределами текучести fc ,f T ,f ßC ,

о!Ж(Ё]т о е
.

р®р
= п е -Ь Ъ&'Ъд-' ~ ь

“ 6 " ь Hx/7lEyiE*fli)T n e^f ’
\ ibsl ög- ' tig '

- ЬЪд-

-M,м . + Иг -)+Мг . + (^4^(Q2 . + Q 2.)1-3I 3' Xi, хь yi 1 уь' т xyi 4 vv*xi, yt'J
F L (g.) =

-/Jil + ikVM ,+ М + (M .+ м•)U 6 Ml УXi ь v *■* V 1

_

A U А 0 (К U Tg
■ T*-t* и I ~ I'l.tiV U u 0 U 0

Д fac.- fc г_ fc fc Д
U “fc-^BC

’ u " a * u ’

д х г
+— А~

fT -f c
’ u “

3 3Mu
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то аналогичным образом находятся А
0 и .В течение процесса

(текучести и разрушения) ß постоянные, а г*, А 0 =

= +(Ь - переменные. Если текучесть возникает в зоне
сжатие-сжатие, то для остальной области корригируется

В обратном случае уравнение (12) сохраняет свой вид.
Из вышеизложенного следует, что при соответственном выборе

условие (8) служит как для определения начала текуче-
сти, так и для определения возникновения трещины.

Вели в слое I арматура, которая направлена по оси х,
то элементу d матрицы материала в этом слое D b (см. (7))
прибавляется

Здесь n - количество стержней арматуры на один погонный
метр;

(v t - U 'J - процент армирования;
Е= Ее или Е=Е. Р

- модуль, характеризующий материал арматуры
в упругой стадии или в пластической стадии

. с учетом линейного упрочнения.
В работе предполагается, что трещина возникает перпен-

дикулярно к срединной поверхности пластины и перпендикулярно
к проекции главного напряжения сг, на поверхности xij. Угол
возникновения трещины

Также предполагается, что в момент возникновения тре-
щины касательные напряжения отсутствуют в трещине, В зара-
нее разрушенном месте нормальные растягивающие напряжения,
перпендикулярные к трещине, не принимаются, а принимают-
ся (в некоторой степени с коэффициентом д<l) касательные
напряжения.

Упругая матрица материала (бетона) известна в коорди-
натной системе трещины, от которой она преобразуется в ко-
ординатную систему xuj.

Дня получения уравнения движения исходят из принципа
виртуальной работы в следующем виде, как в статье С23:

г fc + |Ь
0 Vfc - *

d'MK-uOnE^Hi.

Y = T a n ct g^-*£x
-

T pHüdA + d ?,
T g- dA = duT 6 d A ,

a A A
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где du - виртуальное перемещение от положения равновесия}
9 - плотность материала;
А - площадь пластины;
Ь = [O,O, q,.0.0] T

;

cj, - равномерно распределенная нагрузка, действующая
перпендикулярно к пластине;

h - толщина пластины;
1ь и 1 2

- единичные матрицы третьего и второго порядка.

От уравнения (15) переходят к следующему:

Матрица массы М составляется как диагональная (массы
централизуются в узлы).

Здесь

cj,(t) - равномерно распределенная нагрузка, зависящая от
времени t .

Отметим, что

Интегралы (17) и (18) вычисляются численно в коорди-
натной системе г , s по квадратурным формулам Гаусса по-
рядка 2X2,

Если матрица М диагональная, то система (16) рас-
падается на отдельные уравнения, которые можно решить яв-
ной схемой независимо друг от друга. Типичное уравнение си-
стемы (16)

решается центральной схемой конечных разностей, из которой

Мö+р = f ,

Р = §
т «т dА ,

' А
f = sC[(t)N T dA.

А-,.
"0 ■ ОЪх

0 0 -Щ
R П _ _

*s^l

w А 0

.Щ 0
.

N=[h 1 0 0 h г 0 0 h j 0 0 h 4 O 0 ]
т
.

4
dt. =I. B-t da• .

L=t

m l°l +Pl= fl
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Индексам п-1, п, п+ 1 соответствуют три состояния си-
стемы с временным интервалом At друг от друга.

По вышеизложенной математической модели составлена про-
грамма на алгоритмическом языке ФОРТРАН, Ниже приводятся не-
которые численные результаты.

Фиг. 2. Зависимость перемещения W от времени t .

Фиг. 3. Зависимость момента М х и поперечной силы от временив.

Бетонная пластина имеет размеры а = 8,5 м, b = 7,2 м
(фиг, I) и толщину h = 0,2 м. Равномерно распределенная на-
грузка действует на ограниченную область пластины =

= 2,83 м, 2,4 м) по закону

п+l At* . Пч " „п-1

%=
-

' l>ma* '■max
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где Ql = 1,5 MPaj
= o,oools.

Характеристики материала следующие: fT =1,5 MPa,fc =-I2,BwPa,
fBC

= -14,9 мРа, fT = 2,4 мРа, fc = -21,4 мРа, fßc =-24,8 мРа,
модуль упругости Еь= 2,65*104 мРа, коэффициент Пуассона

= 0,15, = 2500 кг/м3
, Н'= 0,01, Так как пластина сим-

метричная,рассматривается только ее четверть, которая рас-
пределена на 9 одинаковых элементов. Пои этом область воз-
действия нагрузки совпадает точно с одним ("центральным")
элементом. На последующих двух графиках (фиг, 2 и 3) приве-
дены зависимости перемещения w 0 (в точке х = 4,25 м; ц =

= 3,6 м), момента М х (в точке х»3,84 м, у «3,25 м) и по-
перечной силы йх (в точке м, « 3,25 м) от време-
ни t. Пластическая зона возникает при t = 0, 00064 s в одной
гауссовой точке интеграции "центрального" элемента с коор-
динатами х«з,24 м, м. Текучесть начинается с ниж-
него слоя и в момент времени t = 0,00088 s охватывает в
этой точке три нижних слоя. При t = 0,00088 s наблюдается
текучесть также в остальных трех гауссовых точках "цент-
рального " элемента (в нижнем или в двух нижних слоях).
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H. Käerdi

Die ffinite-Element-Methode zu dem
mathematischen Modellieren der Dynamik
einer Stahlbetonplatte

Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag wird die Dynamik einer Stahlbe-
tonplatte erforscht. Dabei wird ein nichtlineares Stoffge-
setz gebraucht und die mögliche Entstehung von Rissen be-
rücksichtigt. Als Untersuchungsmethode wird die Finite-Ele-
ment-Methode benutzt.
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УДК 539.3

Л.Ю. Поверус

УПРУГИЕ ВОЛНЫ В КРУГЛОЙ ПЛАСТИНЕ

Круглые пластины являются в технике важными элемента-
ми конструкций. Часто они подвергаются воздействию динами-
ческих нагрузок. В настоящей работе рассматривается круг-
лая пластина с жестко защемленным краем. В центре лицевой
поверхности пластины, на некоторой круговой области, дей-
ствует равномерно распределенный импульс плавно, но бы-
стро возрастающий и затем медленно убывающий во времени.
Целью настоящей работы является определение напряженного и
деформированного состояния пластины.

фиг. 1 . fi 4 mu i ;.г. типы

Исследование производится при помощи уравнений дви-
жения, разработанных на основе теории упругости и теории
Тимошенко. Первые уравнения решаются численно методом трех'
мерных сеток, а вторые при помощи прямого численного мето-
да конечных элементов. Упомянутые методы решения достаточ-
но подробно описаны в работах [2, 3,4, 5, 6 и7]

. В на-

№ 575
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стоящей работе приводятся только некоторые основные уравне-
ния, зависимости и условия решения задач.

Исследуется распространение волн в пластине на базе
уравнений трехмерной теории упругости.

Дифференциальные уравнения осесимметричного движения
пластины в безразмерных переменных

представляются в следующем виде:

Безразмерные напряжения определяются следующими выраже-
ниями

В выражениях (I) и (3) и в системе (2): г, г - цилинд-
рические координаты пластины; и,,и г - перемещения в направ-
лении Р и г соответственно; h - толщина пластины; t - вре-
мя; с 1 - скорость волны расширения; скорость волны ис-
кажения; к7=с*/с*; k 3 = E/1-V-V 2

.

Для получения размерных напряжений ст г ,сrQ и тгР нужно
им соответствующие безразмерные величины умножить на коэф-
фициент к г,в котором Е модуль Юнга и » коэффициент Пуас-
сона.

При решении уравнений движения (2) методом конечных
разностей нужно удовлетворить соответствующие начальные,гра-
ничные и фронтовые условия. Определение последних, состоящих
в проведении лучшей и построении соответствующих волновых
фронтов,происходит в согласии с законами геометрической оп-
тики.

f= F ? = Tl* u= V w “ TT' т "ТГ

(Ъ 1и , Эи
_ _ц_\ 2 tfu f г. г\*

_

Ь7 и
V Ър* 9З9 <? г > К * } ~ Ът*'
~Vb\t . ~\ . 1)У ~л i\ (Vu ,Qu у 3?w

W pW'“öx*

*sf>
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Граничные условия следующие: на верхней поверхности
пластины нормальные напряжения равняются внешней нагрузке,
касательные напряжения равны нулю: на оси симметрии пере-
мещение и= 0 и касательные напряжения на нижней
поверхности пластины нормальные и касательные напряжения
равны нулю; на фронте волны расширения перемещения равны
нулю; на краю пластины, в случае жесткого защемления, пе-
ремещение w=0 и угол поворота =0 ,

в случае свободно-
го опирания на краю нормальное напряжение сг

? =о и на ниж-
нем контуре w = 0.

В настоящей работе рассматривается процесс распростра-
нения волн в пластине, на верхнюю поверхность которой дей-
ствует осесимметричная равномерно распределенная, но во
времени меняющаяся нагрузка. Такая нагрузка имитирует дей-
ствие заряда взрывчатого вещества или удар ударником; ин-
тенсивность нагрузки выбрана равной единице. Методом нало-
жения можно результаты вычисления приспособить для любого
значения нагрузки.

Результатами решения задачи являются перемещения u п
и W(,j n в узловых точках сетки. При помощи полученных ре-
шений можно определить значения любых искомых величин и
заранее представить также необходимые условия для решения
задачи.

Задачу запрограммировал на алгоритмическом языке Фор-
тран А. Мяннил. Примеры решены на ЭВМ и ЕС-1052.

2. Расчеты на основе теории упругости при описании
распространения волн по толщине пластины показывают, что
после сравнительно короткой начальной стадии процесса пе-
ременные по толщине имеют распределения, близкие к линейным
Поэтому, с достаточной степенью точности отражает динамику
процесса теория пластин типа Тимошенко, которая учитывает
инерцию вращения и поправку на сдвиг.

Для прямого применения физических законов при описании
волновых полей в пластине последняя разбивается на оси г на
конечное число секторов, как показано на фиг. 2.

Физические и кинематические зависимости применяются
посредственно к этим макроскопическим элементам без записи
дифференциальных или интегральных уравнений данных зависи-
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Фиг. 2. Эл<'Мl пт Mil« rum

мостей. Решение смешанной задачи в скоростях и внутренних
силовых факторах облегчает применение законов сохранения
момента и количества движения. Соблюдение определенной по-
следовательности соотношений с учетом начальных и гранич-
ных условий приводит к алгоритму, который отличается боль-
шой наглядностью и экономичностью. Используя безразмерные
переменные:

-безразмерное время, равняется единице, если фронт волны
расширения проходит расстояние, равное толщине пластины.
Здесь скорость волны расширения

В дальнейшем для упрощения в безразмерных переменных
штрих опускается.

В I -том элементе разбиения пластины за временной шаг
рассчитываются:

I) изменения деформации

/

г w v Низг=

h’ W -R’ v = h’oo = ~c7 ’

Q _ JL. vi _

M f _

C,ta he*’ M " TTT*’ f ~ ~K~ ~

„
_

,ГР F *_ E(i-v)
C 'ip И E (I+VKI-2V)"

А£ w т

A4 = w iv,-wi?
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где V I - скорость i-того элемента в направлении оси 2 ;

оо • - угловая скорость элемента;
2) внутренние силы М п ,М 0 и Ol получены путем добавле-

ния к их существующим величинам в момент времени прироста
за интервал At

3) скорость элемента Vj, в направлении оси 2 (получе-
на на основе закона сохранения количества движения).

4) угловая скорость элемента (получена на основе за-
кона сохранения момента)

Представленные в формулах Е и ч - модуль Юнга и ко-
эффициент Пуассона материала пластины, К = 0,76 + 0,3
- коэффициент сдвига.

Влияние равномерно распределенной нагрузки pj, учитыва-
ется в законе сохранения количества движения (II) при вы-
числении скорости элемента в направлении оси г.

На оси симметрии поперечная сила й= 0 и угловая ско-
рость оо 1 =0 . На контуре пластины, ради жесткого закрепле-
ния, скорость и угловая скорость фиктивного элемента равны
нулю, т.е. vL m+l

“ 0 и 4m+i “O’ Данная модель представля-
ет из себя так называемую явную схему расчета. В начале про-
цесса исходят из начальных условий.

Условие устойчивости в безразмерных переменных сле-
дующее

+ **4+l^o»
M r,Ui М п,l-м ц'

12(1 fT^ w l+t At^

м ел - +д&тс* -“'•"'Ai,)*

\—vitri+ ü^QurrtQi+ РI Лг (г 1+ т)]/ + if) ’

f Г'-М рд-(г.+Дг') м^+мб)
.дг +

+ - [Q Lr L Др + Q Дг] ) (n L +- ) .
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Для обеспечения максимальной точности принимается At =

= Аг.

Алгоритм задачи разработан перепрограммирован в алго-
ритмическом языке Фортран Х.Х. Кяэрди. Пример решен на
ЭВМ ЕС-1022.

3. В качестве расчетных примеров рассматриваются пла-
стины диаметром d и толщиной h. Рассматриваются разные
варианты конструкции в зависимости от свойств используемо-
го материала плиты и от характера и длительности импульса.
Результаты решения задач получены в виде выпечатанных таб-
лиц и по ним вычерченным графикам. Так как задача осесим-
метричная, то для описания деформации пластины достаточно
описать одно радиальное сечение.

В случае решения методом конечных разностей в качест-
ве результатов решения являются перемещения и^ п и Wyn и
по этим величинам вычисленные напряжения o-

?
,crp ,crQ и

на вертикалях сечения ь = 2,6,10,14, ... ина определен-
ном слое N по времени.

Деформация Lp определяется на нижней поверхности пла-
стины в трех точках на расстоянии 0,25 п, 0,5 г и 0,75 г
от центра пластины в зависимости от номера N слоев по вре-
мени. Вышеупомянутые результаты представлены на фигурах
3. 4,5, б, 7.

В случае решения задачи прямым численным методом поло-
вина пластины распределена на 35 элементов. В качестве ре-
зультатов решения получены динамические характеристики Q

,

М р, М q и кинематические характеристики V, со, w и у .

Представлены решения следующих вариантов пластин:
1. I вариант: Е = МПа, V = 0,20,р=1888 кг/м3

,

= 4110 м/с, d = 0,20 м, h = 3 мм.
Прилагается несимметричный импульс с длительностью

30 МКС, рт ах = “I При 9 МКС.

2, П вариант: упругие постоянные те же самые, что при
I варианте. Длительность импульса 10 мкс, Pmax = “I» ПРИ 3 мкс,

d = 0,24, h = 30 мм.

At jS Ar
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Переходя к обсуждению результатов расчета пластины,
нужно подчеркнуть обстоятельство, что одним из главных фак-
торов, от которых зависит характер напряженного состояния
пластины, является форма и длительность импульса. Короткие
резкие импульсы вызывают в пластине быстроменяющие напря-
женные состояния, особенно около фронта волны расширения.
Условно коротким называетея импульс, длительность которо-
го значительно меньше, чем время пробега характерной длины
волны расширения, в данном случае толщины пластины.

Исходя из вышеизложенного определения импульсы, при-
ложенные к пластине I варианта, являются сравнительно длин-
ными. По этой причине поведение характеристик волнового по-
ля спокойное - квазистатическое.

Картины отдельных характеристик волнового поля, так
как прилагается линейная теория упругости, на соответствую-
щих этапах развития импульса подобные. Максимальные напря-
жения возникают в сечении пластины в момент времени, когда
внешняя нагрузка достигает максимума.

Большие напряжения возникают в пластине под областью
приложения внешней нагрузки.

Энергия импульса, по мере удаления от области нагру-
жения, быстро рассеивается и по этой причине вклад отражен-
ных волн от жесткого края в случае I варианта пластины яв-
ляется малым,

I
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L, Doverus

Elastische Wellen in einer kreisförmigen Platte

Zusammenfassung

Es werden elastische Wellen in einer kreisförmigen
Platte untersucht. Als Bewegungsgleichungen werden die Glei-
chungen der linearen Elastizitätstheorie sowie der Platten-
theorie Timoschenkos benutzt. Die Berechnungen werden nach
der dreidimensionalen Differenzenmethode und der Einite-
Element-Methode durchgeführt. Es sind einige numerische Re-

sultate mit zugehörigen Analysen beigefügt.
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УДК 534.2
А.Я. Лахе

АЛГОРИТМ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ
ЭХО-СИГНАЛОВ ОТ ОБОЛОЧЕК В ЖЩКОСТИ

Рассматривается комплекс алгоритмов метода конечных
элементов для расчета низкочастотных эхо-сигналов от упру-
гой оболочки произвольной формы в жидкости* Комплекс алго-
ритмов состоит из алгоритма составления динамической мат-
рицы влияния, алгоритма решения системы интегральных урав-
нений и алгоритма расчета давления в произвольной точке
среды при помощи интеграла Гельмгольца.

Пусть в безграничной идеальной жидкости имеется обо-
лочка, имеющая поверхность А. На оболочку падает волновой
пакет, давление в котором изменяеФся заданным образом. Тр-
ебуется рассчитать внешнее волновое поле, вызванное падаю-
щим волновым пакетом.

Решение указанной задачи для тепа произвольной гео-
метрической формы вызывает существенные трудности. В по-
давляющем большинстве случаев полученные решения относятся
к задачам рассеяния упругими телами сферической и цилиндри-
ческой формы CI, 23. Для тел иной формы задачи дифракции и
излучения акустических волн приходится решать приближенными
методами или численно СЗ], 3 задачах дифракции и излучения
широкое применение нашли методы граничных интегральных урав-
нений, которые успешно решаются численно.

Одной из первых работ, в которой задача дифракции ре-
шается при помощи интегральной формулы Кирхгофа и приводят-
ся численные результаты, была работа М. Фридмана и Р. Шоу
114]. Применение интеграла Кирхгофа в задачах дифракции и
излучения звука подробно рассматривается Е.Л. Шендеровым в
монографии С53,

Я 575
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ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА



При численном решении интегральных уравнений рассеяния,
широкое применение нашел метод Т-матрицы [6, 7, B],

Далее рассматривается решение поставленной задачи. Ин-
теграл Гельмгольца С9] и уравнения колебания оболочки реша-
ются методом конечных элементов.

Пусть Р и S* точки наблюдения в среде и на поверхно-

сти оболочки соответственно, где определяются амплитуды гар-
монических акустических давлений pCP'ie'^ 5' и pCS*) е" 1'“ 1

.

Расстояния между точкой излучения 3 на поверхности А и точ-
ками Р, S* обозначаются через г,г* соответственно. Тогда аку-
стические давления р(Р) и p(S*) определяются соотношениями

где п - внешняя нормаль поверхности А,

Производная функции давления по направлению нормали в
случае гармонической водны определяется через перемещения
соотношением

где w n(S)e~owt
- амплитуда нормального перемещения в точ-

ке S на поверхности А;
р - плотность среды;
w - частота;
t - время.

Представим акустическое давление на поверхности А в ви-
де двух,составляющих

где р O , р 5
- соответственно падающее и рассеянное давления.

Падающую волну зададим в виде

здесь а 0
- постоянная, имещал размерность давленая*

f (w) _ спектральная плотность падающего импульса,*
- расстояние от плоскости отсчета плоских волн*

к = со/с - волновое число*

бб

А А

А А

§p(s) г
=

P “ Po + P$ *

p 0 = a o f(u)e il<£
,
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c - скорость звука в среде.

Для нахождения давления p(S) следует решать интеграль-
ное уравнение Фредгольма 2-го рода (2). Но для этого нам
надо знать еще закон, связывающий давление p(S) с перемеще-
нием wn (S) . В качестве такой связи используем уравнения
движения оболочки. Задала решается методом конечных эле-
ментов.

Оболочка разбивается на прямоугольные или треугольные
элементы поверхностью ДА. Рассматриваются конечные эле-
менты, описываемые в работах CIO, 11, 12].

Для описания геометрии элемента оболочки принимаем
рассмотрение глобальных декартовых координат x-L и локаль-

ных криволинейных прямоугольных координат свя-
заны следующим выражением

где - интерполяционная функция Лагранжа, имею-
щая в точке о», единичное значение, а в
остальных точках равная нулю;

(x 0 (v£i} следующие соотношения

Здесь {xf} top и {х*} ь o н oт глобальные декартовы координаты
узловых точек на внешней и внутренней поверхности оболоч-
ки, которые выбраны так, чтобы вектор {v* L } был перпенди-
кулярен к срединной поверхности оболочки.

В качестве определяемых параметров выбираются значения
давления р*, перемещения срединной поверхности и* и углы
поворотов * нормали срединной поверхности в узловых точ-
ках <*. Перемещения uj, в направлении глобальных декартовых
координат и давления р на поверхности элемента оболочки
интерполируются в следующем виде

= z HvU.,W + H-Jb.W-T lvvb

{ xi,imid bottom

Iх I Кор- {^bottom*

=Хч>»«,.Ц) lut) + Гн’Л.У Ф[V-] {tfb
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где t* - тощина оболочки в узле сх ;

v* - единичные ортогональные векторы^которые выбраны
так, чтобы они были ортогональными векторами {v*L },

Для каждого конечного элемента (е) определяются матрица ке-
(е) (е) <£>,

сткости [КЗ
,

матрица массы СМ] и вектор узловых сил CFJ
по соответствующим формулам CIO, 11, 12, 13, 14]

где CD] - матрица упругости CIO, II ];

[В] - матрица,связывающая деформации (£Л с узловыми пе-
ремещениями {d} в следующем виде CIO, ll]

[Н*] - матрица, которая позволяет вычислить смещения,за-
данные формулой (9), в зависимости от смещения
узловых точек {d} конечного элемента

Здесь

вектор давления р задан формулой (10);
- плотность материала.

После объединения всех элементов имеем следующее мат-
ричное уравнение [l3]:

где со - частота;
СК],[М] - матрицы жесткости и массы соответственно;

(F) n - вектор узловых сил в случае, когда в N- м узле
давление p N равно единице, а в остальных узловых
точках равно нулю, г.е.

p =

OL

CK] = ЩСВЙО] [В] dV,
üV

(e)
CM] = Щ 9 СнСГВД dV >

(ei Л" tCF] = ЦМ T pdA,
м

(t> = CB] {d>,

lu-b ) =.Сгр] {d}.
* di ] К '

d i <

Id ]= • •, Ju* .
v *

. d *l i *t.

(CK]-co2 [M])[d}
N
={F}

N ,
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Здесь S NM
- символ Кронекера;

(d} N
- узловые перемещения, соответствующие нагруже-

нию р N .
Нормальное перемещение в узле М от нагружения единичным
давлением в узле N обозначим через w MN . Тогда зависимость
между нормальными перемещениями w M в узле М и давлением

p N в узле N следующая

Нормальное перемещение в элементе оболочки интерполируем в
следующем виде

Подстановка выражения (20) в условие (3) с учетом (19)
приводит к спедущему равенству

В выражениях (I) и (2) первый член, соответствующий ис-
точникам сферических волн с учетом равенства (21), принима-
ет вид

где

Второй член в выражениях (I) и (2),соответствующий ис-
точникам двойного слоя и дающий дипольное излучение звука,
представляется в виде

где

Здесь ядро X - следующее выражение

(e)
А л определяет отношение инцидентности, т.е» вводит в

соответствие локальный номер ос узловой точки элемента с
глобальным номером М узловой точки оболочки*® выражениях (23)

p" = S«M5 «M
•

w M =w MN p“.

W(n, =

= I p N
,

Iоо е lкг< dp(S) ~ N

&н4(й^^аКм .

ДА

А
«1

SV*dA.
дА

JC-(ÜL_±}'г г ' 9n
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и (26) расстояние г интерполируется при помощи функции
4*o^l’lг)- Множитель 9r/ön определяет кривизну оболочки.

При использовании интерполирующих полиномов Эрмита аппрок-
симация кривизны оболочки улучшается.

Подставляя выражение (4) в уравнение (2) и учитывая
соотношения (22), (24), получим следующую систему уравне-
ний

ГДе

pP - значение падающей волны в узловой точке М оболочки.
Решая линейную комплексную систему уравнений (27) оп-

ределяем рассеянное давление ,р$ в узловых точках М обо-
лочки.

Рассеянное давление p s в произвольной точке среды вне
оболочки вычисляется интегралом Кирхгофа (I), который с
учетом соотношений (22) и (24) принимает вид

(e) ■ (e)

Здесь при вычислении коэффициентов и В м формулами(23)
и (25) расстояние г принимается от точки М оболочки до
точки, где вычисляется акустическое давление p s .
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A. Lahe

The Algorithm of the Finite Element Method
for Calculation of an Echo-signal from the
Shell In fche Liquid

Summary

The algorithm for calculation of an echo-signal from
the arbitrary shape of shell in the liquid is presented. A
general numerical method used with an arbitrary shape of
shells based on the Helmholtz integral for the sound pres-
sure and on the finite element method.

The Helmholtz integral for the sound pressure consists
of the terms of the values of the pressure and its gradient
at the vibrating surface of the shell. The pressure gradient
at the vibrating surface of the shell is specified by the
boundary condition where the normal component of the dis-
placement of vibrating shell is calculated by the finite
element method.
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УДК 539.3

А,А. Равасоо

О ПРИМЕНИМОСТИ ПЕРВОГО АСИМПТОТИЧЕСКОГО
ПРИБЛИЖЕНИЯ ДЛЯ ОПИСАНИЯ ИЗМЕНЕНИЯ ФОРМЫ ВОЛНЫ
В АКУСТОДИАГНОСТИКЕ НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЫ

При интерпретации данных наблюдений об эволюции волн
деформации в упругих средах часто приходится учитывать не-
однородность среды. Хотя волновой процесс в неоднородной сре
де изучается интенсивно CI-3]

, остается актуальным построе-
ние простых алгоритмов для описания искажения формы волны в
таких средах.

В данной работе на основе работы С4Л предлагается
сравнительно простой асимптотический метод при различных
краевых воздействиях и дается оценка справедливости примене-
ния его при нахождении физических параметров неоднородной
среды по измерениям скорости и интенсивности волны.

I. Пусть одномерный волновой процесс описывается урав-
нением

Здесь t - время*,
X - лагранжева координата*,
U(X,t) - перемещение материальных точек среды в направ

лении х*,
f,(x) u - гладкие. функции с непрерывными и ограниченны-

ми производными необходимых порядков, причем
■р2(Х) >0 в области 0 х<с« •

Асимптотическое решение уравнения (I), выведенное в С4]
при начальных условиях

имеет в пространстве преобразования Лапласа вид
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ü x,(x,t)+f 1(x)U )C
(x,t) -f2(x) u jit( x,U = 0 .

U(X,O) = = 0



где С,, С 2
- произвольные постоянные, определяемые граничны-

ми условиями;
р - параметр преобразования Лапласа,

В работе С43 был анализирован волновой процесс деформа-
ции при краевых условиях

где H(t) - функция Аевисайда, |ь| « 1 и с=const > o,функ-
ция <f(t) удовлетворяет условие max|cp(t)| =i •

При этом было выведено решение для случая Ф 3 (х) > 0 •

В общем случае решением уравнения (I) при начальных и
краевых условиях (2) и (7) и при учете трех первых чле-
нов в рядах (3) является выражение

где т£=-к-Ф2(*),

Здесь через 3-t и (1= 0,1,2,...) обозначены функции Бес-
селя первого рода вещественного и мнимого аргументов, соот-
ветственно.
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UL(x,p) = С,ехр[- + ОСр" 1

+ Сг ехр[рФ2(х) + Ф1(х) + р-1 Ф3(х) + (Кр“ г
)] ,

=-\\ [2dx,

Фг(*)=
о

ф 3(х)

о

u, t(o,n (t)H(t),

| U(X,t)l —0 при х—�ОО 9

U(x,t) = -tcH (S)e*p f (£-4)Р
O
(2\Д |Ф30О|Ж>

о

г, ts Г , если Ф3(х) 0 ,

1 ’ 1 если Ф3(Х)^O ;



Рассмотрим расширение класса задач» исследуемых в ра-
боте С4].

Во-первых, отметим, что в случае краевых условий

где и0
- положительная постоянная,

легко показать, что в формуле (3) Ct = 0 и решение уравне-
ния (I) приобретает вид

Во-вторых, отметим, что в случае граничных условий

в формуле (3) С,= npL(p)W(x,p) и Сг= 0, причем

Если Ф1>х(0) =Фз?х(o) =O, то при учете первых трех членов
в ряде (13) постоянная С, приобретает значение

и решением уравнения (I) в пространстве преобразования Лап-
ласа будет выражение

В пространстве оригиналов решение (15) принимает вид
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U(o,t) - tu0 4>(t)H(t).
U L(X,t) -- 0 ПрИ X 00,

U(x,t) - г u O H (5) exp [<f (?) +

0

U jX(o,t) =

U it (x,t)—»o при X— oo

wu.p) = [-рФи(о) + c$>M (o)-p*4v(o) + аср’ 2 )]-1
.

С, = -ep <

4>L(p) Ф*|х (o)

и,*(х,р) = -е.Ф 2"*(0) 4>L(p)
-

)
С(х)]ехр[-рФг(х)+

Фl(х)-р ч Ф 3(х)].

и^схД)=ьФ г
'

>х (o)И (?) ехрфl (х){ф 2У(х)^(?)-
5

~ V>° $?^Ч)РO (2\/||ф ь(х)l )d| +

о

+ $Ч > (?-|)УГ , IФ3(х)| Р,(2\/41Фз(хУ|) •

о
• [пФг>х(х) + |Фl^(х)Фз 1(х)] d|} ,
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где

Такой же результат получим и в том случае, если второе
условие в (12) заменить условием |U(X,t)|—> 0 при х—� со .

2. С теоретической точки зрения С4] акустодиагностика
неоднородной среды путем измерения функций и Ф(х) по-
зволяет получить сравнительно простые аналитические формулы
для определения искомых параметров среды. Однако это оправ-
дано, если вклад первых двух членов ряда (3) намного боль-
ше вклада остальных.

Рассмотрим краевые условия (7) и перегруппируем полу-
ченное решение

Так как решение (18) выведено при условии
(

то спра-
ведливо разложение

виде

где s(t) - дельта-функция.
Тогда решением задачи является выражение

где ц -ZVSI Ф3(х)( , Фпв фп (ф.,ф<~...)

Следовательно, время прибытия фронта волны в точку на-
блюдения определено функцией Фг(х) точно. Функция ехрФl(х)
определяет только главную часть изменения амплитуды волны

f -1 при Ф3
(х) О

\ 1 при Ф3 (х) <О-

UL (x,p) =- to<fL(p) р *ехр[-р Фг(х) + Ф 1(х)-р" 1 Ф3(х)]•
* е*р + р' 3 Фs(х)+ ...+ р"п Фп+2 + • • -1 •

exp [рГ 2 Ф4(к) + p 3 Фs(*) +.• ■ + р" п Фп+2 (х) +.• •] ~

~1 + р" 2[Ф4 ( х) + р"* ФS (Х) + р“ 2 [Ф6(х) + + ...}•

<f(t) = S(t),

U(x,t) = exp Ф,(х){Р0(г]) +

+ 4 ( х)^|фз^Гlргс П ) + ф s(>с) [«|Ф а(^Г 1] 3/г Р 3(г/)+

+ [Ф 6(Х) + \<Рlм]1г \ Фзы Г г p4 (rj) + ... +

-Фп^П/2 |Ф3(хЯ" П/г Fn (rj) + ...},

Предположим, что форма краевого воздействия задана в
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и остальные члены ряда (21) вносят поправку как в величину
амплитуды, так и в форму распространяющейся волны.

При предположении гладкости и ограниченности функпий
Ф;, (i» = 1,2,3,..) в рассматриваемом промежутке аргумен-

тов и учитывая, что F o(f}) —1 и Fj(t7)-**o (j = 2,3,4, ...)

при rj —0
, выявляется, что акустодиагностика параметров

сред с учетом только функпий и Ф2
(х) оправдана при

условии

В этом случае, очевидно, можно в решении (8) пренеб-
речь вкладом функции Бесселя.

3, Попытаемся оценить строгость условия (22) на, чис-
ленном примере. Расчеты проведены на основе решения (8).

Рассмотрим стержень, материал которого имеет перемен-
ные по длине плотность у(х) и модуль Юнга Е (х),определяе-
мые по формулам

где Е 0^о5 о., m, ср - постоянные, причем Е о>o и 0> 0 •

Параметры стержня выберем так, что при изучении волно-
вых процессов можно опустить поправку Рэлея С53 и считать,
что движение стержня определяется уравнением (I).

Тогда легко определить, что

и главная часть величины изменения амплитуды волны определя
ется формулой

Скорость распространения продольной волны

Отсюда легко определить время прибытия фронта волны в
точку наблюдения.

Функция определяется в виде

КФ5(х)|«1.

pW = роП +

EU) = Е 0 (1 + **)Т

1. Е(х)р(х)
* Е(0)р(0)

exp s,(*) =

.

, чСт-оl/2
С =С (1 4 oL*) ,

где С 0 = ( E 0p 0"V/2 -



и следовательно, зависит как от абсолютных величин ЕСХ.) и
и от их производных.

Фиг. 1. Зависимость формы волны от параметра I^4>.j(x)|

При расчете примем форму краевого воздействия в виде

где оо - угловая частота возмущения.
Результаты расчета при значениях параметров m = 2,

«= I м" 1
, с 0 = 3-103 мс“ 1 и расстоянии X= I м представ-

лены на фиг. I, где Т и U 0 - период и удвоенная амплитуда
краевого воздействия, соответственно. Формы двух первых пе-
риодов распространяющихся в стержне волн, обозначенных
через 1,2,3,4 и5, вычислены для пяти значений величины

равных 10, I, IO' 2
, соответственно,при

= 2.
78

+ P,*E.,p-, E'V - 9Е.^'г]сlх

= sin cot ,
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Выявляется, что результаты расчета стабилизируются при
|£Ф 3 (Х)| <lO • Форма волны при |£Ф3()О|=lo с точностью

толщины линии совпадает с формой волны при i £ Ф3(.Х)I - Ю“ 2

и с формой волны, вычисленной по формуле (8) без учёта вкла-
да функций Бесселя. Полезно также учесть, что при изменении
величины | £ Ф3(х)l в пределах 0 |£ Ф3()o| £lO, функции Бесселя,
изменяются в пределах 1 £30(т}) > 0,990 и 1 1 0(гр < 1,010.

Следовательно, в данном случае нахождение физических
параметров (23) неоднородного стержня по измерениям только
функций Ф,(х) и Ф2(х) оправдано при выполнении условия
1?%001<игг

.

Литература

1. Crampin З.А. Review of wave motion in anisor
tropic and cracked elastic media. - Wave Motion, 1981, vol.
3, H 4, p. 343-391.

2. Попович A.D., Филиппов И.Г. Распро-
странение плоских, волн сжатия в неоднородных вязкоупругих
средах. - Иов. АН МССР, Сер. физ.-тех. и мат. наук. 1977,
№ I, с. 28-35.

3. Tokuoka Т., Shimauchi К. Weak and
short waves in inhomogeneous isotropic elastic materials,l.-
J. Acoust, Soc. Am., 1983, vol. 73, N 2, p. 441-449,

4. Равасоо A.A. 0 нахождении физических пара-
метров неоднородной среды по измерениям скорости и интенсив-
ности волны. - Тр. Таллинск. политехи, ин-та. 1963, № 551,
с. 11-16.

5. В г ер t a R. , Р г о к о р е с М. Sireni napeto-
vych vln a razy v telesech. Praha, Academia, 1972, c. 521.



80

A, Savasoo

On the Applicability of the First Asymptotic
Approximation of the Waveform Distortion la
Acousto-Diagnostics of an Inhomogeneous Medium

Summary

The process of the one-dimensional longitudinal wavs
propagation in an inhomogeneous medium is described asymp-
totically by means of a series representation. The solution
is obtained for various boundary conditions. The applicabi-
lity of the first asymptotic approximation of the solution
is discussed in case of the acoustic evaluation of the phys-
ical parameters.

The corresponding estimation deduced from the conver-
gence of the series is established.
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К.П.- Ыйгер
УДК 624.074

Э.З. Юст

О РАСЧЕТЕ СЕДЛОВИДНОЙ ПЕРЕКРЕСТНОЙ СТЕРЖНЕВОЙ
СИСТЕМЫ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

I. Общий алгоритм расчета

В статье рассматривается работа седловидной простран-
ственной системы, поверхность которой состоит из двух или
трех слоев пересекающихся выпуклых и вогнутых арок. Арки
системы имеют жесткость на изгиб, на растяжение и сжатие

Фиг. 1. Схема системы.

В узлах пересечения взаимное соединение арок и соединение
арок с контуром шарнирное. Контур состоит из упругих пря-
молинейных балок (фиг. I), опертых в вертикальном направ-
лении в углах или вдоль балок на стойки или на стены.

В горизонтальной плоскости балки контура свободно пе-
ремещаемые или нижние углы оперты на контрафорсы или со-
единены с затяжкой, взаимное соединение балок изгибно-жест-
кое.
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вешняя нагрузка приложена в узлах системы арок.
Примерно такую конструкцию имеют деревянные седловид-

ные оболочки (I, 2).

Расчетная схема произвольной выпуклой и вогнутой арки
и контура представлена на фиг. 2.

% Y IНеизвестными являются Т^ к , Т- к , Р-^к , Ns , R I)N , где,
например, продольное усилие I-той аркм определяется

а изгибающий момент контура в горизонтальной плоскости

Уравнение потенциальной энергии внутренних сил систе-
мы выражается как обычно:

При этом учитывается работа изгибающих моментов и про-
дольных сил. Неизвестные усилия X• к определяются из системы
уравнения у

М^Г 0 ’

где, например, одно из уравнений имеет структуру: ,

Vqon J-_* пУсп ?Z±ll У пУ сп i nY _,пУспN У - + Pd j

1 = 1. ..(n-1) j =1... (n-l +l)^

tv, n n-l-И * -> n—k + 1 n Mi

+ g gpv^w+v'j**'?
j‘= 1

П-4 ~Y
a2J ,OOS P kü Xb2 J

+
...fr; 2EA0 6 2E3 7?L l=i о 21

& -Z Z К,
+ъ\к иг j=i L А *т. к ът-\) чЧ эт* ит* /.J Ч* L,K L,k i.k

‘" i- 1 »V 4+1 V DTy. + T)T?J+
-

+
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Фиг. 2. Расчетные схемы: а) вогнутых арок, б) выпуклых арок, в) контура.
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Коэффициенты к,, к lп,и другие подобные зависят от гео-
метрических параметров оболочки.

2. Пример расчета

В качестве упрощенного примера рассматривается отно-
сительно двух осей симметричная система арок, нагруженная
симметричной нагрузкой, где арки имеют жесткость на изгиб
в плоскости их, жесткость на сжатие и растяжение, а бор-
товые элементы на изгиб в горизонтальной плоскости покры-
тия и на сжатие.

Фиг, 3. Расчетная схема четверти системы.

Далее вся система арок приводится к четырем аркам и
вертикальная нагрузка соответственно сосредотачивается в че-
тырех узлах« В силу симметрии расчета схема такой системы
в плане (фиг. S'). •

При этом приведены на фиг. 4 расчетная схема с-той
вогнутой арки, <-той выпуклой арки к контурной балки.

[ *Ьол/ OМ*Й"\ ХЬсл/tlM^
+ Z_K V M ; 2—< гм ;-и 2 ■ \ - )+...+

М V L J \ ( ®т?к ет^/J
ok ,ba»DNbcj

_ п2-Nj О
j=’ t.K
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Фиг. 4. Расчетные схемы: а) вогнутой арки, б) выпуклой арки, в) балки кон-
тура.

Z X YНеизвестными являются следующие величины Р, O, NL 0 ,

у у 2[jtL.4» M ok» n o,k’T4,k’ m i» N s . В расчетах площадь поперечного
сечения затяжки принимается o*s А 5 .

По описанной методике и по упрощенной схеме определя-
ются внутренние силы и перемещения деревянного гипара раз-
мерами (см. фиг. I) а = 3500 MM,f =-а = 700 мм, поверхность
которого состоит из двух перпендикулярно направленных сло-
ев досок сечением t = 9 мм, b =45 мм. Деревянный бортовой
элемент имеет высоту h = 15,8 мм, ширину b = 80 мм.. Доски
поверхности оболочки выступают за внешнюю грань бортового
элемента (карниз) шириной 100 мм. Модуль упругости древе-
сины Е = 1,25*104 МПа, затяжка из стали 24 мм, длиной
I = 4950 мм.

В расчетной схеме приведенная ширина арок принимается
Ь а = 164,99 мм и высота t = 9 мм, координаты узла пересече-
ния приведенных арок *=у = 824,9 мм; Z = 350 мм, т.е. наз-
ванный узел пересечения арок находится в плане в центре
тяжести четверти покрытия. Приведенное сечение балки кон-
тура показано на фиг. 5

При этом с внутренней стороны контура учитывается в
горизонтальном направлении часть оболочки шириной
t « 140 мм, работающей совместно с контуром.

2.1. В случае затяжки между внутренними усилиями арок
и контура, внешней нагрузкой Р и неизвестными имеются сле-
дующие зависимости (см. фиг. 3 и фиг. 4).

N 4,b“ 0,1853 (P-P Z N^k
= -0,1853 P Z -Q,9827T£k

N 3,1 = °.14 СP - P z ) + 0,9 9 01Tlu N 3
’

k = -0.14 Pz
- 0,9 9 01T J,k

N L̂ =O,O939(P-PZ)+o, м£к «-0,0939 P-
= N"=-0,9950T*_k
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Уравнение потенциальной энергии деформации

получим следующую систему уравнений

N l>L = N I>k = -0.9989 T * k
N o.i =T i V = -T^
M 4,L = 0 M<,,k=°

= .0,4125(P-Pz )-0,068 M 3>k
= 0,4125 Pz

- 0,068 т£к
M 2>l = 0,825 (P- P 1- M^k

= 0,825 P z-0,1167l£k

M ljL = 0,82 5 (P-P z
)- M ljk = 0,825 P z

- 0,14581^
M o;b

= 0,825(P-P z M^k = 0,825 P z-0.155bTjk
M, = -M Zb

Mг = [-0,1858(P- P z)-o,9B27T^+N s] • 0,625 -M Zb

M 3 = t_ 0,1853(P 0,5 P z )-1,47405TyK +N s ]-1,65 - M Zb

M 4 = [-0,1853 P-1,9654T 1K+1,5JMj^1,65-M?b

n""= [-0,1853 (P-P z 3-0.9827 TLiK-N s ]-0,7071

N?» C-0,1853 CP - 2PZ )-N S]-0,7071
N 3

n
= [0,1853 P + 0,9827 TiK -N s] • 0,7071

N 5 = 1
Nj"= N“i
T&- Ti.-Tu

li/2Y2 '

Уг *2 . иг % Z L k/2 Y2, q b 2
у_ Г Nj >K dS \ M l|K ds ft N iiK dg ,ГMjds t c Nj <js

2EA a \ 2EJ L>I i 2EA 0 J 2E3 Kl ) EA b

+ {Mj^yN}dl
0 2E3 Y 7 о EeA,
о ’ z о

Из уравнений = - = =
• • • = 0

3Mzb c)N s Ъ P z

6M^b
+ 0,6115Pz-9,7286Tl>K+ 7,425 N s - 1,2230 P= 0

0,3576 M Zb+583,9825 P Z
- 0.5798 0,4425 N s ~ P= 0

-5,6844M Zb
- 0,57 9 2 P Z+29,2382 Т^к- 9,6401 N s - 46,8501 P= 0

4,3436 M zb
+ 0,4417 P - 9,6515 Tt + 7,1965 N s - 1,1306 P= 0



Фиг. 5. Поперечные сечения контура. Фиг. 6. а) горизонтальные перемеще-
ния углов контура, б) распо-
ложение фиктивных сил.

Принимая Р. = 7,5 кН, получим после решения системы
уравнений величины неизвестных усилий, приведенные в табл. I
( вариант I).

2.2. При отсутствии затяжки (вариант П) нижние углы
контура подобно верхним углам могут в горизонтальном на-
правлении свободно перемещаться (фиг. б,а). В этом случае
усилие затяжки Ns = 0.

Для определения перемещения у в направлении отсутст-
вующей затяжки прилагается фиктивная сила , влияние ко-
торой учитывается в уравнении потенциальной энергии.

Далее принимая первое производное уравнения потенци-
альной энергии по Rpj c и приравнивая = 0, получим переме-
щение;

Вертикальное перемещение точки среднего сечения выпук-
лой арки определяют из условия:

Результаты расчета см. таблица I (вариант П). Также
приводятся в таблице I результаты испытания соответствующей
модели деревянной оболочки. Результаты эксперимента даны в
скобках.

На фиг. 7 показаны эпюры продольных сил и изгибающих
моментов арок и контура.

На фиг, 8 показаны усилия затяжки и горизонтальных пе-
ремещений нижнего угла контура в зависимости от общей на-
грузки.

87

_JHJ_
_

д
_

А2=Ж.
•ÖPfic



88

Т
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Вариант
Р кН
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Ns кН
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1
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Фиг. 7. Эпюры N I И : а) вогнутой арки, б) выпуклой арки, в) балки кон
тура.

Фиг, 8. а) зависимости усилия затяжки, б) зависимость перемещения кон-
тура от общей нагрузки.

В заключение можно сказать, что приведенная методика
определяет напряженно деформируемое состояние вышеописанных
деревянных оболочек с удовлетворительной точностью даже при
относительно грубой аппроксимации системы арок, т.е. при за-
мене всей системы арок лишь четырьмя арками. Для получения
более удовлетворительной точности оболочки описанной кон-
струкции рекомендуем заменить сеткой арок, состоящей не ме-
нее,чем из 5 арок в каждом направлении.
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К. öiger, Е, Just

On Calculation of Saddle-shape Grossing Bar
Structure by the Energy Method

Summary

Calculation problems of saddle-shape crossing bar
structure are presented. Inner force values are determined
from the minimum potential energy condition. Specifically,
the method proposed is used to calculate timber hypars con-
sisting of two layers of the elements perpendicular in di-
rection. An example of the calculation of a timber hypar is
given. A comparison of the values and displacements obtained
with the results of the corresponding shell model tests is
provided.
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