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Использование операторного исчисления при исследо-
вании переходных процессов в электрических машинах
уже довольно распространено и дало в работах ряда авто-
ров, как Е. Я. вазовского [l], Л. Н. Грузова [2], М. И. Кон-
торовича [3,] Э. М. Ристхейн [4] и А. Леонхард [6] прак-
тические результаты в исследовании поведения электри-
ческих машин при коротких замыканиях, при отключе-
ниях в питающей сети и при самозапуске. Но исследование
указанных переходных процессов проведено только при
работе машин н,а холостом ходу, в номинальном режиме
и при работе параллельно с активной нагрузкой. Что
касается параллельной работы с конденсаторной бата-
реей, то соответствующие операторные уравнения до
сих пор не решены; имеются только ссылки на сложность
этих уравнений и на необходимость решения кубических
уравнений с комплексными коэффициентами, что при
использовании формулы Кардано является с точки зрения
инженера-конструктора трудной и трудоемкой задачей.

В настоящей работе приводится решение операторных
уравнений асинхронной машины, работающей параллель-
но с конденсаторной батареей, и разрабатываются графо-
аналитические способы для определения максимумов
переходных токов и ударных вращающих моментов.

1. Дифференциальные и операторные уравнения
короткозамкнутой асинхронной машины

Для вывода дифференциальных уравнений коротко-
замкнутой асинхронной машины уместно применять изве-
стный способ: во-первых, трехфазная машина приводится
в эквивалентную двухфазную и тогда совершается переход
на координатные оси, вращающиеся относительно стато-
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ра с синхронной скоростью. Все это позволяет выписать
дифференциальные уравнения асинхронной машины без
периодических коэффициентов:

где
x s индуктивное сопротивление статора,
хг индуктивное сопротивление ротора,
хт индуктивное сопротивление взаимоиндукции

при совпадении осей одноименных обмоток
статора и ротора,

r s активное сопротивление статора,
г т активное сопротивление ротора,
хс реактивное сопротивление конденсаторной

д батареи,
is ток статора,
i r ток, ротора,
ис напряжение на зажимах конденсаторной

батареи после отключения в питающей сети,
s скольжение,
j мнимая единица.

Все величины здесь относительные, причем в качестве
базисных величин взяты: номинальные фазовые ток,
напряжение, сопротивление и т. д.

Приведенная система уравнений решается методами
операторного исчисления, где изображением является
интеграл Лапласа

обозначая коротко:

+/4*s*s+ с = О

+cf? ir + 3-rn i's') ] ) = О

i ас ,

oo

FCp) =/
Jo

F(p)
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dcp
Используя обстоятельство, что при f(t) = действи*

тельно соотношение Р(р)=рФ(р) —ф(0), получим из
прежней системы уравнений систему операторных урав-
нений:

Отсюда вытекает, что для исследуемой установки в
случае u s 0 (т. е. после отключения в питающей сети)
действительна известная система уравнений:

Теперь вводятся следующие величины:

реактивное входное
сопротивление ста-
тора при замкнутом
накоротко роторе,
реактивное входное
сопротивление рото-

ра при замкнутом
накоротко статоре,

обратные величи-
ны соответствую-
щих постоянных вре-
мени, т. е. коэффи-
циенты затухания.

Ст Сг ) Xj t$Q ö

■ irrr + Cp+js){x,.ir +xm is) ~ XrWo- Xmiso = о
Ä ~~

CO •

[/•s+ (p+J)xs+ *s+ (’p+ßxm if. JEr*
Cp }>X/77 "T t Cp s ) xr l t r i>ro ocm iso ,

, ocs acr хт
-JC vJ Х Л

г 3-S ОС г т
ОСг

_
п

_

гг
’ й/> acr ’

t г
хД У

*

f *г ' fr 3Csа Г ~

Я S гг хД
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Корни системы уравнений тогда следующие:

где о коэффициент рассеяния

Аналогичное характеристическое уравнение f (р) = О
получает и А. Леонхард [6], но не решает его.

Для определения оригиналов токов необходимо исполь-
зовать известную в операторном исчислении теорему раз-
ложения для случая, где нуль не является корнем харак-
теристического уравнения f (р) =0:

=Т^Т ‘ ~/( V" _l )] +•

* (/■*/>) .

. J Г" CX-S Otr
xs a: r oc'j «V

И

/(р)=/>
5
+ г«;+«; +/ о+ i)i/+ j«* r+ ßß) -

-•?+J Op +a'r )Jp +■ -~±- (ar +js) .

Ъ,г(р>
. V P J

k=4
, d^Ö
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где р l5 р а , и р 3 являются корнями характеристического
уавнения. Таким образом

Для обозначения оригиналов токов и их изображений
использованы буквы i s и ir , причем необходимо запом-
нить, что в формулах изображений токов величины is иir
зависят от параметра р, но как оригиналы токов они яв-
ляются функциями времени t.

2. Номографическое решение кубических уравнений
с комплексными коэффициентами

Для вычисления токов статора и ротора необходимо
найти решения характеристического уравнения f(p)=o.
Характеристическое уравнение кубическое с комплекс-
ными коэффициентами р3+ ар 2 +Ьр + с=o. Несмотря на
то, что эти решения определяются непосредственно при

; -V Ys (fit )e Pki

И

. V Yr (pktr& f
где

П=ЬоА[а + < ~j(~Г - 1)]+ (a'r-
, 1-5 \ асо , Л

J d } ~

ОС ’s У«5 )•)

\r Г / t ,i—S \ Jcc 1Y- X. K«*+/ —j +

+ ir, [а +A + ■>}] + % | +
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помощи формулы Кардано, вычисление их оказывается
сравнительно сложной и трудоемкой работой. Ниже выяс-
няется, что кубические уравнения с комплексными коэф-
фициентами можно преобразовать в уравнения z 3 +z2 +

+L= 0, решения которого определяются при помощи сет-
чатых номограмм.

Если а 2 то уравнение р3 + ар2 +Ьр+ с= 0 преобра-
зуется в уравнение z 3 +z2+L =O, при условии, что

М я

P =

3Nz —Т ’ причем М = 2а3— 9ab +27c, N = 3(3b—а2 ) и

т— Ü3 . -1Ь- Ы з .....

Если а 2=ЗЬ, осуществляется переход в уравнение
Зс Kzz 3 +z2+L= 0 при помощи подстановки р= j^_bK- z ,

где

Н = 2b 3
—9abc + 27с2 , К=3(ас—Ь 2 ) иЕ= •

Обозначив z—X+jY и L= m + jn, из уравнения z3 +z2 +

+L = 0 получим систему уравнений

Отсюда вытекают уравнения

первое из которых дает возможность начертить сетчатую
номограмму для определения действительных частей X
решений по известным шип, а второе по тем же данным
для отыскания множителей их мнимых частей Y. Каждая
из этих номограмм образовывается семейством кривых,
троекратно покрывающих плоскость. Поэтому целесо-
образно разбить каждое семейство на три части и вычер-
тить соответствующие части попарно так, чтобы каждый
из трех чертежей дал по одному комплексному решению
уравнения z 3 +z2 +m+jn =0.

Более глубокое изучение вопроса и номограммы изло-
жены в работе автора «Номографическое решение куби-
ческих уравнений с комплексными коэффициентами» [7].

( X3
— 3XY 2+ X2—Y+m = 0

i 3X2Y—Y3+ 2XY+n=O.

п2- (ЗХ + 1) 3 =[X 2 (X +1) +ш][2Х (2Х+ 1)2—ш]2

и 27Y3(m+-|.)2=lY(Y2+ ф)—n][2Y(4Y!
+ -L) + п]‘,
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Для получения представления о характере и величине
решений характеристического уравнения f(p)=o в ниже-
следующей таблице приведены решения для асинхрон-
ного двигателя, работающего параллельно с конденса-
торной батареей после отключения в питающей сети, в

1зависимости от степени компенсации к= •

хс

Здесь рассматриваются асинхронные короткозамкнутые
двигатели серии А, мощностью 4,5 40 квт. Параметры
рассчитаны по обмоточным данным двигателей 6-го, 7-го
и 8-го габаритов с синхронной скоростью 1500, 1000 и
750 об/мин., всего 18 машин [4]. Средними параметрами
на холостом ходу взяты:

3. Максимумы переходных токов

Для расчета переходных токов необходимо знать вели-
чины тока и напряжения статора и ротора в момент отклю-

чения. Эти величины iso , iro и uco можно устанавливать
или с помощью круговой диаграммы асинхронного двига-
теля, при конструировании которой в пределах общей точ-
ности метода расчета можно пренебречь потерями в стали,
или же воспользоваться каким-нибудь общеизвестным
методом! расчета, исходящим из параметров двигателя,
например формулами, приведенными И. А. Сыромятнико-
вым [s].

В практике необходимо знать максимальные значения
переходных токов (в основном модуля тока статора i* ).

г* = 0,045, гг = 0,030, хт = 2,40, xs =х г 2,52,
Xs =Xr = 0,234, a s = 0,0179, ат = 0,0119,

a' s *= 0,192, = 0,128, 6 =0,093.

\1 1 2 4 6 10

Pl —0,151+j 1,612 —0,143+j 1,037 —0,134+j0,617 —0,130+j0,467 —0,121+j0,299

P2 —0,013—jO,029 —0,014—jO,029 —0,015—jO,028 —0,016—jO,026 —0,019—jO,025

Рз —0,160—j2,603 -0,165-/2, 029 -0,173—j 1,623 —0,174—j 1,470 —0,178—j 1,309
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Переходный ток статора выражается как показательная
функция:

точное аналитическое определение максимума модуля
которого сравнительно сложно.

В данном 'случае выясняется, что действительная часть
и множитель мнимой части одного решения p 2 =a 2 + jß2
характеристического уравнения и амплитуда соответству-
ющего компонента тока оказываются почти незначитель-
ными по сравнению с соответствующими величинами
остальных компонентов. Следовательно этим компонентом
можно пренебречь (учитывая достаточно постоянный
характер компонента и малость его модуля).

Ток статора выражается тогда в следующем виде:

и квадрат модуля тока:

Максимум модуля определяется из условия

Так как в производной квадрата модуля встречаются
множители

i,=Л. e '“ ’
* +jX% +ß'%j

2 e
+^*+

e-V+>АO
5 '

“)

+/

!� 2 “2о( 4 £ 2 -2ос,£ -(« я+ ои'К г , 1[Cs А 4 е c<?s

dI• | г
dt г з О

«

“ 2cV « *-2es£ / . N-2«4 e
f -2a }

e и -(oc, + oc s)€
4

t,
v



то квадрат модуля можно приближенно представить как

Необходимым условием экстремума тогда является

Обозначая в этом выражении

получим

откуда

При помощи формул (1), (3) и (2) теперь легко опре-
деляется tm время, при котором модуль тока статора
достигает максимума.

11

и при этом
2а, < «*<+гх3 < 2а ъ ,

но *2«! -žöjни е > е >е ,

.

2 -С°< *
+ с*. 3 ) £i г 2 г '

/ wll
1з е + 2.Л { Лъсоs

(a<-fo; 3 )e 1 ZAiAbCos^-^iß^-
-/*з)£я]| ' tm

ZAtA^in\?*~%+fa~ßs)t^(jbrßä~Ü

ßi ßs ,

«i+« 5 ~~*зу 0)
• J

и -
-

"" % + iß*~ßb) tm $ (2)

Г + ■+- 2 соз дJ—2 tg у sin S— О

cw (y-S) • (3)
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Соответствующее значение самого тока вычисляется
при помощи формулы:

При многих электромагнитных переходных процессах,
где имеем дело с двумя или в основном с двумя компо-
нентами тока, действительно соотношение

Тогда формулы (1) и (3) заменимы еще более простым
соотношением

которое вместе с формулой (2) дает вполне удовлетвори-
тельный результат.

Для примера рассчитан ток статора на основе ранее
приведенных средних параметров двигателя при к=4:

Далее определяем по формулам (1), (3) и (2) tm =77°,
после чего получим максимальную амплитуду тока ста-
тора ism =4,14.

4. Расчет максимумов вращающих моментов,
обусловленных переходными токами

Основное и самое опасное действие переходных токов
выражается, как известно, в ударных вращающих момен-
тах, которые в некоторых случаях могут разрушить дви-
гатель или соединенный с ним механизм. Поэтому конеч-
ной целью расчета каждого переходного процесса являет-
ся определение максимума возникающих ударных мо-
ментов.

=
<4 >

+6± zл, /1,

$ а 1 4азlS 2 -/З 3
’

i s = 2,40e~°’ 134t /X129°54 / + 0,617t° +

+ 0,0905 e~0,015 t / 146° 14'—0,028t° +

+ 2,75e~0,173 t 43°15'—1,6231°.



Вращающий момент асинхронного двигателя с равно-
мерным воздушным зазором пропорционален векторному
произведению токов статора и.ротора и выражается в
комплексном виде следующим образом [2];

Из выражений для токов статора и ротора

следует
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M= Re[jx m _(i r Xi s *)]—xm (pg~fq),
где

ie=f+jg, is*=f—jg, ir ~P+jq.

is =A,c cw(y>+Ai t) +И 2 eaj
m t)+A3 e

“5 *

•^(^4-£3 г)+у[л,е }4-Л 2 е “**•

L „
_л

• зг/г (%+ Bzi) ~*r А ъ €-
5

sin CS^3 -Н/s 3 cjj 7

cos ßit)-\- B z&
2

cos (V 2 3-

'COS stn(v< -t Bjt )~hß2 c az
'

■sin(V2 +ß z £}-+- jB3 c“3k (V3+yö 3^)].

-'pg-Jy Л<В< e
2

(>„- Л-АгВг е'еоГя6
-

•лл Oft
- %)+Azs 3 e 03-%) +-

*+Уl</} й
1 V 2 + (/Bi“>S z)£] 4-

-Ь4члs3 е
1 5 бгл. jV<—>ггК(А "“/BsK ] •+■

- Сое Д+ rt.) г 14-Лг sinifi-Vi+ Cßi—ßJtlA-
.+Лг Лл еЧаг+o' з) «А[^-УS

Ч-(
>

-ЬЛ3 Я,е 1 [Vj—Vi+Cfia^ß^t ]+
-f Л 5 /3 2 е/ Z sin [s^— Уг+СуЗд/*гХ] *
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Но в данном случае

кроме того, оказывается, что Ai Вз?«Аз В i ; значит

Также можно пренебречь членом

потому что А2В2 во много раз меньше произведения
любых остальных модулей. Кроме того, в производной его
нужно помножить на множитель 2аг, что по сравнению
с другими показателями почти нуль.

Для дальнейших упрощений можно использовать обсто-
ятельство, что

Учитывая все произведенные упрощения, получим для
расчета момента pg —fq выражение;

% —У, «w СУ и У, Т- rv -су
,

или ?>, V3 «s у, —% ;

А,£ 2 е. (а< *l)
«•„ [ % -у,+(>,-^s )г']+лsгl е,

■sU [fs -v, «*O,
А Г) ,

/ vА Л В)Ъ 3tn О«— Vj
и

ЛъВ 3 ъ 2а^Л'ъ(9s —У3 ) ä* 0 .

„ -2оК . VЛгВ г е stn. {(рг ~¥г ) t

Уг s*\ 9£-\~(<р2 Vj) *=9t~h?j
и V ( 's

4
+ B>i)j\+A zßisin [7""

~'(А|“Л)^]]+' е +[р> г ~р> ъ ){\ +

Ч-Л 3 Б ~(yS a —e s )i]j .



Время t M} при котором возникает максимальный мо-
мент, определяется из условия (pg— fq) =O, т. е.

Для упрощения полученного уравнения вводятся обоз-
качения:

и после деления всех членов на £,В г е с*< + *o*н
получается уровнение

15

e
-k, + c*,)k J(ai+C(2 ) (/3, +

■+■ (о^4-ос г ) sin | 7 (ß, -fit) tм\
(y8 4

- ß 2 )A<B&
cos [ +-(Л —Д Е ) А] +

4-(А -Bz)Azß, cos [7 -(д-/3г )^]}^

-f e^a^'btx 3^^J_(o[j_^о( s )Лs,Б 3 [7-KA—А) А] ~

(сХ 2-|-0( 3 ) Д. 'S tn £“(АДs)А J 4"

H-(y62 -/e 5)^2 'ß 3 COS [7 + ~

(/Sa —А 3 )4 3 /B г eos (.ßz А)**] j-
'#< А HAA —ßz)tM ,

<4 ~ ($г ,

%Ä7 +* ~*А)*л/
,

7й ~7 СА \

(«4+«а y2 j-(ßrAz)[ ĈOS A~
_ Г/ , n/^4 3 , 0 t4 2 \

[(а 2ЧО[^ J2 ««7ij+
cas Л ~ cos 7^)] —0 •
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После подставления конкретных числовых величин,
встречающихся при исследовании данного вопроса, вы-
ясняется, что

Также оказывается, что вблизи t M действительно с
достаточной точностью

где к = степень компенсации (к= 1 ... 10).Ас

Таким образом для определения времени 1М получается
приблизительное уравнение

Решение этого уравнения проводится графически
сравнительно быстро. Из опыта известно, что максималь-
ный тормозной момент возникает в течение первого полу-
периода после отключения в питающей сети; поэтому вы-
числяются значения левой части уравнения при

до получения значения с обратным знаком. Сам
расчет весьма прост, потому что в основном нужно опре-
делить значения четырех углов -От, гЪ, тр и тр, их синусы
и косинусы и тогда помножить их при #i и Ог на число
1,05, а в случае тр и тр на ф- .В виде таблицы это осу-

D2
ществимо в течение нескольких минут. Полученные точки
на миллиметровой бумаге соединяются кривой и опреде-

£*£-«*1,05.

-(осs ос.) iM
_ 95 —0,02, k ,

.ß«

(i,os cos ъ\ -

-^rw7 2 j-(i,25-01 02^j|^(c< 2-+-o(
3 ■+•

+ Л
’

Л 7<)+(^-А 5 2
- COS J=o,

(5) '

П 71 ТСt== "6 ’ "а* Т’’"
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ляется точка пересечения с осью t. Координата точки пе-
ресечения и есть tM . Для вычисления значения максималь-
ного момента самой подходящей является формула

Продолжая предыдущий пример, вычисляем ток ротора:
ir =2,29 e~°’134t X— 49°6/+0,б17 t° +

Дальше, вычисляя значения левой части уравнения (5)
при t=30°, 40° и 50°, получаем числа 0,244, 0,167 и
0,594. Графически определяем 1м =36°, и на основе фор-
мулы (6) получим pg— fq= —0,581. При проверке выяс-
няется, что настоящий максимум момента pg—fq = —0,597
имеет место немного правее при 1=40°.

Максимальный момент как кратное номинального вы-
числяется при помощи формулы

где Sn, г]п и cos фп соответственно номинальные сколь-
жение, коэффициент полезного действия и коэффициент
мощности.

Методы, приведенные в данной работе, из-за своей про-
стоты, могут оказать помощь инженерам и конструкторам
в расчетах переходных процессов, особенно, если необхо-
димые вычисления проводятся на быстродействующих вы-
числительных машинах.

p3 -ft [-1Са,+ Яl)^(А,Вг ял^+Уlг£,«л-7г)+

+e
- (Л 2В 3 sin -+Аг>2)| .

(6)

+0,435 e-°- 015 t / 11°26—0,028 t° +

+ 2,65 e-°- 173 t /136°31' 1,623 t°.

м '

= Х”’(Р9 /?) 1,921
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