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УДК 539..3 + 539.4

К. К. Оллик

КОРПУСКУЛЯРНАЯ МОДЕЛЬ МАТЕРИАЛА
В СОПРОТИВЛЕНИИ МАТЕРИАЛОВ*

В статье излагаются некоторые положения применения но-
вой модели материала в теории сопротивления материалов.
Вместо общепринятого представления материала как сплош-
ной среды, предлагаемая модель учитывает действительную
корпускулярную структуру материала. На основе корпускуляр-
ной модели материала анализируется его работа и поведение
в различных напряженных состояниях. Далее приводятся ос-
новные положения общей теории прочности материала, выте-
кающие из его корпускулярной модели.

1. Материал и тело. Корпускулярная модель является аб-
страктным представлением материала, отражающим действи-
тельную корпускулярную структуру его. Твердое тело пред-
ставляется при этом состоящим из материальных частиц
корпускул, отстоящих друг от друга на бесконечно малом рас-
стоянии. В математическом представлении размеры корпускул
считаем пренебрежительно малыми, что обеспечивает матема-
тическую непрерывность тела (фиг. 1).

* Статья представляет содержание доклада автора на XX научной
конференции ТПИ (май, 1965 г.).
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Через материальные точки тела можно мысленно провести
произвольно ориентированные плоскости грани. Грани, па-
раллельно расположенные и отстоящие друг от друга на бес-
конечно близком расстоянии, будем называть противополож-
ными гранями. Обращенные друг к другу противоположные
стороны граней будем называть внутренними сторонами, дру-
гие внешними сторонами граней. Эти грани обозначим сим-
волом Р и , где индекс и соответствует внешней нормали грани.

При изменении положения корпускул, а вместе с тем и их
противоположных граней, тело деформируется, т. е. изменяется
его форма или объем, или одновременно и то и другое.

2. Внешние и внутренние силы и напряжение. Действие
внешних сил Р, приложенных к твердому телу, переносится
через корпускулы. Внутренними силами будем называть силы
взаимодействия между гранями, уравновешивающимися внеш-
ними силами (фиг. 2). Внутренние силы при отсутствии внеш-
них сил равны нулю.

На элементарное тело (фиг. 2,Ь), выделенное двумя про-
тивоположными гранями, действуют внутренние силы 5, при-
ложенные к внешним сторонам граней, как внешние силы.
Внутренние силы S* —5, приложенные к внутренней сто-
роне граней, препятствуют деформации элементарного тела и,
в случае упругих деформаций, при удалении внешних сил вос-
станавливают форму тела. В дальнейшем будем рассматривать
только те внутренние силы, которые действуют на внешней сто-
роне граней и по своим свойствам соответствуют внешним
силам.

Внутренние силы, передающиеся через корпускулы, пред-
ставляются распределенными по всей грани, образованной
этими частицами. Интенсивность внутренних сил называется
напряжением и определяется следующим образом:

при чем индекс и соответствует нормали грани Fv ,
где дейст-
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вует напряжение (фиг. 2,с). Компонентами напряжения будут
нормальное напряжение и касательное или сдвигающее напря-
жение.

Нормальное напряжение

ъ-Ж m
в зависимости от характера его действия будет либо растяги-
вающим, либо сжимающим напряжением.

Сдвигающее напряжение выражается в виде;

Ти, ’тги ’ 131

где второй инедкс соответствует направлению напряжения.
Напряжение (1) и его компоненты (2) и (3) являются век-

торными величинами, положительные направления которых по-
казаны на фиг. 3.

Связи между напряжениями, действующими на гранях эле-
ментарного тела, получаются из условии равновесия:

-ZX- - о, (41

которые содержат внутренние силы dhlа ou
udu,F u , dTuw

=

х dF ~. . действующие на гранях элементарного тела
(фиг. 3).

Из условий равновесия (4) вытекает, что сдвигающие на-
пряжения, действующие на взаимно перпендикулярных гранях,
равны друг другу, т. е.

(5 j
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что определяет закон парности сдвигающих напряжений.
В плоскости х и у общие связи между действующими

напряжениями имеют вид:

Gu~fxCoSzb-Kjysin 2(*+ir xy 3/n2cnt (6)

tuv = -IY^s/n2a+r XyCOS2* t (7)

где а угол между осями х и и, отсчитываемый в положи-
тельном направлении х у (фиг. 3).

Главными напряжениями называются нормальные напряже-
ния (6), действующие по граням, где сдвигающие напряжения
(7) отсутствуют, причем два значения главных напряжений
определяют экстремальные значения нормальных напряжений.
Грани, на которых действуют главные напряжения, назовем
главными гранями напряженности.

В случае плоского напряженного состояния, если

3>o; CfrO, Т х/0, г-0 9 ГЛ - (в)

тогда главные напряжения определяются следующей зависи-
мостью:

S <Г- (9)

Экстремальные сдвигающие напряжения в плоскости напря-
жений (8),

maxlvl » Гт ~ - Су) 2
+4 v\y , I (ю)

действуют по граням, наклоненным под углом 45° к главным
граням, где нормальные напряжения имеют значение;

_ (11)
2 *

3. Натяжение*. «Натяжением» назовем относительное сме-
щение противоположных граней;

* В докладе на эстонском языке использовалось в качестве термина
глагол pinetarna, что соответствует русскому натягивать. Отсюда, в
настоящей статье используется производный термин « натяжение » pine
в широком значении этого слова, придавая ему смысл растягивающего,
сжимающего или сдвигающего «натяжения».
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где dA u
— перемещение точки В , лежащей на грани F a относи

тельно противоположной грани с точкой А (фиг. 4).

Нормальное «натяжение»

е„- илdu

представляется как компонент полного натяжения (12), перпен-
дикулярно ориентированный к граням F u и характеризующий
изменение их расстояния du (фиг. 4). При удалении противо-
положных граней (увеличении du) будем считать нормальное
«натяжение» положительным и называть растягивающим «на-
тяжением», при сближении противоположных граней соответ-
ственно отрицательным и называть сжимающим «натяже-
нием».

Сдвигающее или касательное «натяжение»

/■« __ dл и уЧ/к- 1,41

представляется как компонент полного «натяжения» (12), па-
раллельно ориентированный к противоположным граням F u и
характеризующий величину их сдвига друг относительно друга.
Сдвигающее натяжение будем считать положительным, если
точка расположенная со стороны внешней положительной нор-
мали и, сдвигается вдоль положительного направления оси v
или, если точка, расположенная со стороны внешней отрица-
тельной нормали, сдвигается вдоль отрицательного направле-
ния оси v (фиг. 4).

Грани, которые не сдвигаются друг относительно друга, на-
зовем главными гранями «натяженности», а нормальные «на-
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тяжения», возникающие на этих гранях главными «натяже-
ниями».

В случае, если перпендикулярные грани F х иFу являются
главными гранями, т. е. (фиг. 5)

dAXy= ujxy dx=o и dAyx = coyxdy=o
,

(15)

тогда компоненты перемещения точки В относительно произ-
вольной грани F и выражаются следующим образом:

dAuu^da xtcos*+dAyySin» ,
(isi

dAuv dAyy COSfc dA Xx Sin& , (<7)

где а угол между нормалями гранен х и и, отсчитываемый
в положительном направлении х у.

Учитывая, что dx du eos а и dy = du sin а, получаем в
частном случае (15), когда

cjXy =U)yx -D, (18)

из связей (16) и (17) следующие формулы для определения
«натяжения» на произвольной грани:

tu~£K cos 2
* + Lysin 2

* , (19)

. (20)

где а угол между осями х и и, отсчитываемый в положитель-
ном направлении л: у.
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Учитывая знак сдвигающего «натяжения», из связи (20)
вытекает, что

( = (21)

Отсюда следует, что сдвигающие «натяжения» по взаимно
перпендикулярным площадкам равны по величине и знаку, что
назовем законом парности сдвигающих «натяжений».

«Натяжение» (12) и его компоненты (13) (14) суть век-
торы, приложенные к внешним сторонам противоположных
граней, характеризующие их взаимные перемещения друг отно-
сительно друга (фиг. 6).

4. Аналогия напряжений «натяжений». Из выражений
для напряжений (5) (11) и «натяжений» (18) (21) и из
фигур 3 и 6 вытекает полная аналогия между нормальным на-
пряжением а и нормальным «натяжением» е, а также между
сдвигающим напряжением т и сдвигающим «натяжением» со.
На этом основании выводы и результаты, полученные в теории
напряжений, можно непосредственно приложить в теории «на-
тяжений», в том числе и уравнения равновесия (4), если в них
формально заменить внешние силы на «силы натяжения»
еи dFu , (ouv c/F

u ит. д. Также может быть проведена аналогия
в терминах.

Напряженность i «Натяженность»

материала полностью определена, если известны
напряжения 1 «натяжения»

по трем взаимно перпендикулярным граням:

(Г* тху Uxy Üxz

Гух <Jy Туг (ь)ук ty Uye

*ix Тгу *г > wr X CJ zy > (гг)



которые будем называть
тензором напряжений, | тензором «натяжений»,

где

Т ху Тух ф Т ху >•• • • | =Ыух Ф&ху >’' *
' (23)

Обозначим, с учетом знаков,
главные напряжения j главные «натяжения»

<Т, ><Тг ъ& 3 , | (24)

где (фиг. 7)
& maxcr, o}*пги‘пб'. | i,= maxE, e3 =m/n&. (25)

Из зависимостей (7) и (20) следует, что на гранях, ориен
тированных под углом 45° к главным граням, действуют

. экстремальное экстремальное
сдвигающее напряжение сдвигающее «натяжение»

moxrsTm~ ——l | maxcjs£jm = ( 26i
и там же

нормальное напряжение j нормальное «натяжение»

+
_

£'* £з
.

(27)О/п 2
* С/п

£

В случае, когда
экстремальные экстремальные

нормальные напряжения нормальные «натяжения»

имеют разные знаки, т. е.

10



11

-> 0 r J C!>■ o•>£j ! (28)

тогда, в соответствии со связями (б), (7) и (19), (20), на гра-
нях, наклоны которых от главной грани F x определяются как

4°~z, -(/-? (291г <s} r Ч
и от главной грани F 3 как

з ж /~р~ | оз (30)

нормальное напряжение нормальное «натяжение»

равняется нулю, т. е.

<Гг -0, j (31)

и возникает только
сдвигающее напряжение сдвигающее «натяжение»

fr | ■ (321

которое назовем
чистым сдвигающим | чистым сдвигающим

напряжением. «натяжением».

В случае, когда
экстремальные нормальные j экстремальные нормальные

напряжения j «натяжения»

отличаются по знаку, но равны по величине, т. е.

0» = ojj » [ £,= -£j |
ВЗ)

тогда из (26) и (28) (32) вытекает, что
экстремальное и чистое экстремальное и чистое

сдвигающие напряжения сдвигающие «натяжения»

совпадают и соответственно со значениями (33)

*rn s I Г т| = |oj| - cr, , | = \& 3 (=£,
,

(34)
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Нормальное «натяжение», выражающее относительное из-
менение расстояния du между противоположными гранями, при
отсутствии сдвига (сои = 0) выражает и относительное измене-
ние длины мысленного отрезка тела du (фиг. 8). Также при
малом сдвиге относительное удлинение отрезка du имеет ве-
личину

Х и ~У(1+1и } г + <о2 (351

При сдвиге противоположных граней, характеризуемом
сдвигающим «натяжением», отрезки, соединяющие эти грани и
вначале перпендикулярные к ним, поворачиваются на угол ф и
(фиг. 8), и вызывают изменение углов между линиями тела. В
случае малых «натяжений», когда в радианах (rad) выра-
жаемое

и возникают на гранях, разделяющих пополам прямой угол
между главными гранями, т. е.

а- = ат
= ± 45°

Состояние материала, при котором экстремальные нормаль-
ные напряжения удовлетворяют соотношению (33) и среднее
главное напряжение равно нулю (сго = 0), называется обычно
состоянием чистого сдвига. Однако, с точки зрения корпуску-
лярной модели материала, это состояние будет только частным
случаем явления чистого сдвигающего «натяжения» (28) — (32).

5. «Натяжение» и деформация. Состояние деформации тела
описывается изменением для действительных или мнимых его
линий и изменением углов между ними.
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1381

изменение угла а между линиями х и и в плоскости (coz =

= (Ow = 0) выражается на основании аналогии «натяжения»
и напряжения с зависимостью (7) в виде:

=А,у “ Лл'/ Ä =

= hzhl j//?z*+(i~ eos г*) ыху t

(3? )

г

Притом изменение угла считается положительным, если
угол, образованный координатными осями одного знака, умень-
шается.

Изменение прямого угла между линиями х и у имеет в слу-
чае малых деформаций, как частный случай (37) с а = 90°,
величину:

*ху~*у* ~ Z = 2 uiyx l uj X y t
(38/

причем изменение угла является скалярной величиной.
Для определения изменения прямого угла в плоскости

(cow =0) при больших деформациях получаем соответственно
(21) с точным выражением в (36) следующее соотношение:

Ц Tuv= Ц *у.и) - ■
1391

6. Связь между напряжением и «натяжением». Механиче-
ские свойства материалов определяются главным образом ис-
пытаниями на растяжение, сжатие и кручение. Связь между
напряжением и «натяжением» определяется через замеряемые
силы и деформации испытываемого образца.

6.1. При испытании на растяжение или сжатие экстремаль-
ные нормальные напряжения и «натяжения» возникают в по-
перечном и продольном сечениях образца (фиг. 9). Отношение
приращений главных «натяжений», взятое с обратным зна-
ком, т. е.

diy dtz ....

t*~ dc* dc,

называется коэффициентом Пуассона.
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Коэффициент Пуассона имеет для каждого материала ха-
рактерное значение, которое при достаточно малых «натяже-
ниях» может считаться величиной постоянной. При увеличении
«натяжения» значение коэффициента Пуассона изменяется и
может принимать различные величины при испытаниях на сжа-
тие или растяжение, однако остается в пределах 0 . . . 0,5.

Отношение приращения главного напряжения и главного
«натяжения» в поперечном сечении растянутого или сжатого
образца ,

с _

(41)
£ dcx

называется нормальным модулем упругости, который при до-
статочно малых «натяжениях» может считаться величиной по-
стоянной. При росте напряжений и «натяжений» нормальный
модуль упругости (41) изменяется и «натяжение» может опре-
деляться по формуле:

1 -f‘d<r>
- (49)'У Ш £е(сг,l ' ' <4-)

О

где модуль £4 величина переменная и связывает только
дискретные значения напряжения и «натяжения».

На основании выражений (40) (42) главные «натяжения»
и напряжения, возникающие при растяжении-сжатии, имеют
следующую связь:

£у-£г --//г,=-До;. (43)

На наклонных гранях растянутого или сжатого образца дей-
ствуют напряжения, которые определяются с учетом (6), (7)
следующим образом:



“ ffxCOSb, (44)

—~s-Нl2л цц j

«Натяжения», возникающие на наклонных гранях, опреде-
ляются с учетом (19), (20) и (42) (45) в виде:

L u =(cos 2
<* -/jsln 2aJS x= ~(Ги -ju<Jy)‘, Ш

1+и • тUuv= -—lxsmЫ - Ж, (47 V

где модуль

T+Jj (48)

характеризует жесткость материала при сдвиге и в соответст-
вии с предельными значениями коэффициента Пуассона (40)
определяется в пределах:

Г4Bо)

При испытании на растяжение-сжатие (фиг. 10,а иЬ) наи-
большие нормальные напряжения действуют в поперечных се-
чениях (а = 0), а напряжения равны нулю в продольных сече-
ниях (а = 90°). Нормальные «натяжения» также достигают
экстремальных значений в этих сечениях, причем при растя-
жении (фиг. 10,а) наибольшее растягивающее «натяжение» воз-
никает в поперечных сечениях (а = 0), а при сжатии (фиг.
10,6) в продольных сечениях (а = 90°). В последнем случае

их величина (43) зависит не только от напряжения и модуля
упругости материала, но и от коэффициента Пуассона.

При испытании на растяжение-сжатие наибольшее сдвигаю-
щее напряжение (36)

~ (49)

и наибольшее сдвигающее «натяжение» (26)

Тт I+р t (СП]

15
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Фиг. 10

возникают на гранях, наклоненных под углом 45° к поперечным
сечениям образца.

Нормальные напряжение и «натяжение» на этих гранях
определяются так:

в’т у- * (51)

im U^x=x ~ix ' (52)

причем при испытании на растяжение (фиг. 10,а) нормальное



напряжение и «натяжение» растягивающие, при испытании на
сжатие (фиг. 10,7?) сжимающие.

Так как главные «натяжения» при испытании на растяже-
ние (сжатие) имеют разные знаки, т. е.

(53)

то здесь всегда имеются грани, где возникает чистое сдвигаю-
щее «натяжение».

В соответствии с (28) (32) и (43) при испытании на растя-
жение-сжатие чистое сдвигающее «натяжение»

--f«г. (54 >

возникает на грани, наклоненной к поперечному сечению об-
разца под углом определяемого из зависимости (фиг. II) -

-6.2. При испытании на кручение в образце возникает состоя-
ние чистого сдвига (33)
гающее напряжение тт и сдвигающее «натяжение»

fj j(56 ,

возникают в его поперечных сечениях, где стт ет —0 (фиг.
10,с).

Главные напряжения

*•' —<*} (57)

2 6421 | 717
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и главные «натяжения» (определенные из связи (46))

-а, (58)

действуют при кручении на гранях, наклоненных под углом
-45° к оси стержня.

Из фиг. 10 следует, что несмотря на различное напряженное
состояние при испытаниях на растяжение, сжатие и кручение,
«натяженность» материала во всех этих случаях имеет неко-
торую общность.

Здесь нужно обратить внимание также на то, что определяемое при
испытании на кручение отношение сдвигающих напряжений к изменении
прямого угла между ними, т. н. модуль сдвига

G = ~~ (а)
•ху

связан только при малых деформациях, соответственно (36), (38), (39) и
(48), с другими упругими характеристиками материала соотношением:

И Е0 2 = 2(1 +р) *

6.3. В случае пространственного напряженного состояния
(фиг. 7) экстремальные «натяжения» (25) определяются в
изотропном материале при помощи (42), (43) таким образом:

-/с,- /ufo-,**,)!(59)

(60)

Значение наибольшего и чистого сдвигающего «натяжения»
(26)
жения» (59)
щую сдвигающее напряжение и «натяжение» таким образом:

16,1

тохUu~j]j-[<yf -ju [бj *б3 )][а 3 *(г,}] (6Z)

7. Прочность. Под прочностью материала понимаем его
способность сопротивляться разрушению и появлению в нем
пл астически х деформ аций.

Корпускулярная модель материала, в которой пренебре-
гаются внутренние молекулярные силы, не позволяет мстано-



вить прочность материала теоретическими путями. Прочность
материала следует рассматривать здесь как экспериментально
устанавливаемое свойство, позволяющее «натягивать» материал
до определенного предела без того, чтобы прервалась мыслен-
ная связь между противоположными гранями.

«Натяжение», при котором связь между гранями преры-
вается, будем называть разрушающим «натяжением». Разры-
вом будем называть разрушение образца вследствие отрыва
противоположных граней, что характеризуется растягивающим
«натяжением» (13). Срезом будем называть разрушение образ-
ца вследствие сдвига противоположных граней, что характе-
ризуется сдвигающим «натяжением» (14). Разрушение образ-
ца от влияния обоих этих факторов назовем смешанным раз-
рушением.

При растяжении образца (фиг. 12а и Ь) разрушение про-
исходит как разрыв по грани, где растягивающие напряжение
и «натяжение» (фиг. 10,а) достигают наибольшего значения
или, как смешанное разрушение по грани, наклоненной к попе-
речному сечению образца под углом (3 <^4s°.

При сжатии образца обычно происходит разрушение по
грани, наклоненной к поперечному сечению под углом (3 45°
(фиг. 12 d), положение которого достаточно близко к поло-
жению грани, (55), где возникает чистое сдвигающее «натяже-
ние» (фиг. 10,Ь и 11). При сжатии образца из весьма хрупкого
материала может возникать также и разрыв по продольному
сечению (фиг. 12,е), где возникает наибольшее растягивающее
«натяжение» (43).

Прочность материала характеризуется напряжениями, кото-
рые непосредственно или косвенно соответствуют разрушению
образца.

Прочностью материала на растяжение R l называется на-
пряжение, определяемое так:

(63)

2 * 19
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где: шахР наибольшее усилие, необходимое для разруше-
ния образца; F площадь поперечного сечения образца.

Если использовать зависимость (42), то прочность на растя-
жение (63) может быть выражена и в ином виде:

(64)

где: et растягивающее «натяжение», соответствующее напря-
жению R t ; Et модуль их пропорциональности.

Прочностью материала на сжатие называется напряжение
в поперечном сечении образца при разрушении. По аналогии с
прочностью на растяжение (64), прочность на сжатие R s мо-
жет быть записана в виде:

(65)

где: е сжимающее «натяжение», соответствующее напря-
жению Rs ; Es модуль пропорциональности.

Прочностью материала на срез R n
называется обычно сдви-

гающее напряжение, соответствующее разрушению от среза
при состоянии чистого сдвига (32) (34), полученном при ис-
пытании на кручение. По аналогии с (64), (65) можно из (56)
прочность материала на срез выразить таким образом:

= (66)

где соп разрушающее чистое сдвигающее «натяжение» и
модуль //„ выражается по аналогии с (48) в виде:

(67)

При испытании на кручение образцов из хрупких мате-
риалов разрушение происходит не по грани максимального
сдвигающего «натяжения», а по грани максимального растя-
гивающего «натяжения». Это обстоятельство не позволяет опре-
делить при испытании на кручение прочность хрупких мате-
риалов на срез.

Принимая в основу, что разрушение сжатого образца про-
исходит или по грани максимального растягивающего «натя-
жения», или по грани чистого сдвигающегося «натяжения», т. е.

. (68)
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и предполагая, что разрушение материала происходит всегда
и только при «натяжениях» одной и той-же величины, можно
на основании результатов испытаний на сжатие определить
пределы прочности материала и на срез и на растяжение.

«Натяженное» состояние материала может характеризо-
ваться кругами «натяжения» (фиг. 13 а), которые в силу ана-
логии напряжений «натяжений» по построению и смыслу
совпадают с кругами напряжения (Мора) (фиг. 13,Ь).

Приведенный на фиг. 13,а круг «натяжений» 1 характе-
ризует состояние материала при разрушении образца от сжа-
тия. На основании зависимостей (43) и (54) наибольшее рас-
тягивающее «натяжение» определяется так:

t £3 (69)

и чистое сдвигающее натяжение так:

ыиш= t-sföš(70)

где p s коэффициент Пуассона при разрушении образца.
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Если образец при испытании на сжатие разрушается от
среза (фиг. 12,с, d), тогда на основании (68) зависимостью
(70) определена также величина разрушающего сдвигающего
«натяжения»

ип UU(SJ = (71)

при состоянии чистого сдвига (33) —(34), которому соответст-
вует круг « натяжений» - 2на фиг. 13.

Если образец при испытании на сжатие разрушается отры-
вом в продольном сечении (фиг. 12, е), тогда зависимостью (69)
определена величина разрушающего растягивающего «натяже-
ния» (mine t ), при котором образец разрушается отрывом в
поперечном сечении и при испытании иа растяжение (фиг.
12,сг). Если же образец при испытании на растяжение разру-

шается по грани с максимальным сдвигающим «натяжением»
(фиг. 12,0 —

: тонк. л.), тогда зависимостью (50) определено
соотношение разрушающего сдвигающего «натяжения» и нор-
мального «натяжения» (шах et ) в поперечном сечении растя-
нутого образца при его разрушении. Из вышеизложенного вы-
текает, что величина растягивающего «натяжения» (e t) в фор-
муле (64) может существовать в следующих пределах;

minei =-/j£s^e v„=moxet . т\

где p t коэффициент Пуассона при разрушении от растяже-
ния. Состояние материала при разрушении от растяжения ха-
рактеризуется кругами «натяжении» 3,4, 5 на фиг. 13.

Предполагая, что величины характеристики материала при
его разрушении не зависят от характера внешних факторов
разрушения, т. е., что в связях (69) (72)

Pt =Pn=Pt =Рв » пз)

и в связях (63) —(67)

=£„= £, , (74)

определяются следующие соотношения характеристик проч-
ности материала (фиг. 14—16);
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A’°w ß,i (75)

minßt =//,R, = f>„ Щ& (761

1/ЖГ c Ja. <. JL"'W <77 >
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8. Теория прочности. Связи характеристик прочности мате-
риала (73) (77) позволяют оценить его состояние в любом
напряженном—«натяженном состоянии и сформулировать
теорию прочности материала, соответствующую его корпуску-
лярной модели.

В основу теории прочности «натяжений» приняты следую-
щие положения;

1) материал разрушается всегда и только при «натяжениях»
одной и той же величины;

2) материал не разрушается, если нормальные «натяже-
ния» на всех гранях сжимающие, т. е.

О а Ш)

3) разрушение от сдвига происходит только между гранями,
где нормальное «натяжение» или растягивающее или отсутст-
вует, т. е.

(79)

4) характеристики (73), (74) механических свойств мате-
риала при разрушении не зависят от вида «натяженности».

Пренебрегая, далее, взаимодействием растягивающих и сдви-
гающих «натяжений» при разрушении материала, разрушение
рассматривается только или как разрыв, или как срез.

Разрыв возникает, если наибольшее растягивающее «натя-
жение» (59) совпадает с разрушающим растягивающим «натя-
жением» (72), т. е.

(80)

Если на грани, где действуют максимальные сдвигающие
«натяжения», возникает растягивающее «натяжение», т. е.

(81)

тогда материал разрушается по этим граням, когда максималь-
ное сдвигающее «натяжение» (61) достигает величины разру-
шающего сдвигающего «натяжения», т. е.

“т * “*• (82)
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Если на грани с максимальным касательным «натяжением»
возникает сжимающее «натяжение», т. е.

(83)

тогда материал разрушается по грани чистого сдвигающего
«натяжения» (29) (32), когда максимальное чистое сдвигаю-
щее «натяжение» (62) достигает величины разрушающего сдви-
гающего «натяжения», т. е.

4j “ (84)

Существующие зависимости между «натяжениями» и на-
пряжениями позволяют выразить через напряжения условия
разрушения материала (78) (84) и на основании характе-
ристик (63) (77) сформулировать условия прочности.

Условия прочности будем представлять в следующем виде:

(<*,. <?г о3 , . (85)

где aRi эквивалентное напряжение, характеризующее напря-
женное состояние материала, которое при условии

* R i . (86)

вызывало бы соответственно разрушение образца при растя-
жении (i —t) или сжатии (i = s) , или кручении ( i= n).

Зависимость (60) между главными «натяжениями» и напря
жениями приводит из условия (78) к такому выводу, что мате-
риал не разрушается, когда выполняется условие

< Мйl^<т 3). (87)

при чем учитывается знак главных напряжений.
Если главные напряжения не удовлетворяют условию (87),

тогда в зависимости от характера и величины напряженности
материал может разрушиться, но только в том случае, если
не выполнены условия прочности или при разрыве, или при
срезе, или оба одновременно.

Условие прочности на разрыв получится на основании (59),
(64) и (80) в следующем виде:

= -Ря(Ог +(*з) ** Rt . (88)
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где предельные значения прочности при растяжении R t опреде-
ляются из (76) и могут быть получены при испытаниях образца
на сжатие или кручение.

Разрушение от наибольших сдвигающих напряжений и «на-
тяжений» происходит только в том случае, если главные напря-
жения удовлетворяют условию:

О,-С} > Rr(C, + 2(Jz +(J 3 ) , (831

устанавливаемому из (81).
Условие прочности на срез, в случае (89), получим на осно-

вании, (61), (66), (75) и (82) в следующем виде:

< R n (901

ИЛИ

< = тlа'- аз,^!

Разрушение от чистого сдвигающего «натяжения» происхо
дит в том случае, если главные напряжения связаны условием:

(Jj < fJ R (С, -t- 2Õ2+&3 ) ’ (92)

устанавливаемым из (83).
Условие прочности на срез, в случае (92), получим на осно-

вании (62), (66), (75) и (84) в следующем виде;

* o} )}[<?>Д * -

= |ДД) !
- ——У 6} Щ*q-ре l<т,+сг +аг )К <RS . 1931

' Pr

Для обеспечения прочности материала должно всегда выпол-
няться условие прочности (88), как условие прочности при от-
рыве. Соблюдение же условий прочности (90), (91) и (93),
как условий прочности при сдвиге, зависит на основании (89)
и (92) от характера напряженного состояния и от величины
коэффициента Пуассона при разрушении.

8. 1. Плоское напряженное состояние является случаем,
когда одно из главных напряжений равно нулю (фиг. 17,а).
Для оценки состояния материала здесь действительны все вы-
шеизложенные соображения и условия (87) (93). При этом
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только необходимо иметь в виду, что в случае, если главные
напряжения имеют один и тот же знак, то к нулю приравни-
вается одно из экстремальных главных напряжении.

На фиг. 17 жирная черта изображает соотношение главных
напряжении при разрушении материалов, у которых коэффи-
циент Пуассона pR =0,5 (фиг. 17,7?) иp R =0,25 (фиг. 17,с).
Для материала сpR

= 0,5 пунктиром изображено соотношение
главных напряжений, вытекащюее из условия, что на октаэдри-
ческих площадках сдвигающие напряжения постоянны, т. е.
xokt

= Нio okt
= const. Для материала сpR = 0,25 тонкой ли-

нией изображены соотношения главных напряжений при раз-
рушении, соответствующие теоретическим пределам прочности
материала при растяжении (76).

Ниже рассматривается разрушение материала от сдвига и
соответствующие условия прочности.

8.1.1. В случае, когда главные напряжения (фиг. 7) связаны
с соотношением

б3 <Тг SS 0 =
, (94)

тогда из условий (92) вытекает, что материал разрушается от
чистого сдвигающего «натяжения» (84), если
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3 |"'
,

1,51

Отсюда следует, что для материалов, у которых при разру-
шении коэффициент Пуассона pR , разрушение от сдвига
происходит всегда как срез по грани, где возникает максималь-
ное чистое сдвигающее «натяжение». Условие прочности (93)
при этом выражается через напряжения (94) в общем виде
так:

rfrVfo* ЪКЪ <RS .
fee)

где прочность на сжатие R s может быть заменена прочностью
на срез R n с помощью формулы (75).

В частном случае (фиг. 17,d), когда

<у3 = а г <о =а< . (97)

условие прочности (96) принимает вид:

]/W~JU„) * R, fMV

Для материалов, у которых при разрушении коэффициент
Пуассона , разрушение по грани чистого сдвигающего
«натяжения» (84) произойдет только в том случае, если соот
ветственно условию (95) соотношение напряжений таково:

- < ■ то,<Г, 2р. 15,1

при этом условием прочности является условие (96).
Если соотношение напряжении (94) не отвечает условию

(99), т. е.

°г
>

1~ у*
,

,

с, ЦТ, ■ "№

то материал, у которого при разрушении коэффициент Пуассона
PR у, разрушается по грани, где возникают наибольшее сдви-
гающее напряжение и «натяжение» (82). В этом случае дей-
ствуют условия прочности (90), (91), которые в частном слу-
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чае (97), когда а2 = сг 3 ,
можно с учетом связи (75), записать

в виде;

8.1.2. В случае, когда экстремальные главные напряжения
(фиг. 7) имеют разные знаки, т. е.

0 => <Тг sб, .
(1021

тогда из условия (89) и (92) вытекает, что место разрушения
от сдвига определяется в зависимости от алгебраической суммы
напряжений.

Если алгебраическая сумма главных напряжений меньше
нуля, т. е.

(У. * СГ3 < О , (1031

то срез произойдет по грани чистого сдвигающего «натяжения»
(84), при чем условие прочности (93) имеет вид:

< • 1,041

При чистом сдвиге (33) (34), когда напряжения имеют
значения

&i= - &з , и,~о. (Ю5l

и чистое сдвигающее «натяжение» является одновременно и
максимальным сдвигающим «натяжением», условия прочности
на срез (90), (91) и (104) совпадают и принимают вид;

а-"- ei- а, - </?, ИO6l
'* *' VST« Irjr.

или
“ &*п - (У, - Rt */?„ , (107)

которое совпадает с соотноси ни ем прочности материала при
сжатии и сдвиге (75).



В случае, если алгебраическая сумма главных напряжений
(102) больше нуля, т. е.

<т, <т, >о j (108)

тогда на грани наибольшего сдвигающего «натяжения» возни*
кает нормальное растягивающее «натяжение» и условие проч-
ности на срез имеет вид (90) или (91).

Как было определено выше, вместе с условиями прочности
на срез должны всегда совпадаться также условия прочности
на разрыв (88), которое в случае чистого сдвига (105) при-
нимает вид:

(I*рл )Ъ<** (109.)

Из условия прочности на срез (106), (107) и на разрыв
(108) вытекает, что в состоянии чистого сдвига (105) материа-
лы, у которых прочность на растяжение

я* . (но)

разрушается разрывом по грани максимальных растягивающих
напряжения и «натяжения».

В зависимости от прочности материала на растяжение
(76) разрыв может возникать, конечно, не только в состоя-

нии чистого сдвига (105), но и при другом соотношении напря-
жений, не удовлетворяющим условию прочности на отрыв (88).

Случай напряженного состояния, когда (см. фиг. 3)

0= <ГУ =<7> • • 011)

соответствует плоскому напряженному состоянию в случае
(103) С учетом связи (9), (10) условия прочности могут быть
выражены здесь в виде:
(88) для отрыва

<Гр
е>=Ц(l~Р*)Ъ ; fmi

(104) для среза

* Rs 013)

(108)

зо
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Если
ö’x > С7у“СГг , T t ~a. С ff4)

то напряженное состояние соответствует уже состоянию (108)
и условие прочности для среза (91) выражается в виде;

'"SI

8.1.3. В случае, когда главные напряжения (фиг. 7) связаны
соотношением

с, 56г 0 = (Г 3 ,
(116)

тогда место среза определяется в зависимости от величины
коэффициента Пуассона материала следующим образом.

Если p то разрушение от сдвига происходит всегда
по грани, где действуют наибольшие сдвигающие напряжения и
«натяжения» (82). Условием прочности при этом являются
условия (90) и (91), которые в частном случае, когда ai =• ao,
принимают вид (101).

Если pR , то при соотношении напряжения

£ » ЧПIСГ, lp*

на грани максимального сдвигающего «натяжения» возникает
сжимающее нормальное «натяжение» и разрушение от сдвига
происходит, как срез по грани чистого сдвигающего «натяже-
ния». При этом условие прочности (93), с учетом связи (75),
выражается в виде;

<£ - /'(Г, 1
* <Т,(Тг -Ма (етг *+ <Т, Oi) <Rn . 010)

В частном случае, когда главные напряжения равны, т. е.

СГг > 0 - <Tj . (119)

условие прочности (118) принимает вид:

Vzjütiw,У, „ , ,(IИI
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что соответствует условию (98) в случае (97).
8.2. Объемное напряженное состояние в общем случае рас-

смотрено при формулировке теории прочности в п. 8. Ниже рас-
сматривается частный случай, когда все главные напряжения
сжимающие, при чем

О <Т, - » <У| -
021)

В случае объемного напряженного состояния (121) мате-
риал не разрушается, если главные напряжения связаны соот-
ношением

£ а Д?
. (1221

вытекающим из условия (87).
Если условие (122) не соблюдено, т. е. если

- « - - Н23)
<Т3 f-/J,

тогда материал разрушается или отрывом по грани с макси-
мальными растягивающими «натяжениями»—напряжениями
или срезом по грани с чистыми сдвигающими «натяжениями».
Условием прочности на разрыв является условие (88) и на
срез условие (93). Условие прочности на срез (93) может
быть представлено в иной форме, учитывая соотношения (121) :

<S'Ks
= ll )<r. 2~fjrii * 2рц-I)а,(Т3 + <Jj < R s . Й24,

Еlз условия прочности (124) можно установить зависимость
между прочностью материала на, сжатие при линейном напря-
женном состоянии и разрушающими главными напряжениями
при объемном напряженном состоянии (фиг. 18).

В частном случае, когда

R 3 =Q или-же I<т; )>%/?,>#
. (125)

условие прочности (124) дает следующие зависимости между
прочностью материала при сжатии Rs (65) и главными напря-
жениями (121):

&-о и . (, г6)
IГ, <4

что совпадает с общим условием разрушения (122).



Из зависимости (126) следует, что материал, который при
линейном напряженном состоянии не обладает несущей способ-
ностью {Ra

= 0), при объемном напряженном состоянии имеет
несущую способность и ведет себя, как материал, обладающий
прочностью при осевом сжатии (*.><))•

Из зависимостей (125), (126) следует также, что в объем-
ном напряженном состоянии материал может разрушиться в
случае, когда (фиг. 18)

|__ |O-j| /?, только, если /ия-~0,5. (127)

Разрушающие напряжения при объемном напряженном
состоянии (121) можно характеризовать при помощи кругов
напряжений и также графически представить условие проч-
ности (124). Предельные круги напряжений (фиг. 19) нагляд-
но показывают зависимость соотношений разрушающих напря-
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женин от свойства материала. Для материалов, у которых при
разрушении pR

= 0,5,

ггт -сггirr «i, Иге)

а для всех других материалов, у которых при разрушении
0,5,

itm • <3, -
> <?л М791

При этом выявляется, что общая касательная предельных
кругов напряжений материала, для которого прочность при сжа-
тии Rs

= 0, является ассимптотой для огибающих предельных
кругов всех других материалов сRs 0, для которых коэф-
фициент Пуассона при разрушении имеет одно и то же значе
ние (фиг. 19). Углы подъема этих ассимптот, с учетом соотно-
шений разрушающих напряжений (126) для материала, у
которого

Rs ~o, moi

выражаются по фиг. 20 в виде:

Здесь уточним понятие о материале, прочность и разруше-
ние которого нами рассматривается. Под материалом понимаем
множество взаимно связанных друг с другом корпускул, обра-
зующих твердое тело. Прочность материала мы определили как
его способность сохранять связь между корпускулами при де-



формировании тела и разрушение материала как нарушение
этих связей.

С этой точки зрения так называемые несвязные материалы,
у которых отсутствует связь между корпускулами и вследствие
этого прочность при осевом сжатии R s

= 0, являются уже раз-
рушенными материалами, обладающими несущей способностью
только при всестороннем сжатии. В последнем случае материал
испытывает всестороннее сжимающее «натяжение» и теряет
свою несущую способность при их снятии, что подтверждается
совпадением условий прочности (122) и (126).

При сдвиге несвязных корпускул преодолеваются силы тре-
ния между ними, возникающие от сжимающих сил их взаимо-
действия. Сдвиг может произойти по плбщади, для которой
угол между полным напряжением (i u ) и внешней нормалью
превышает угол трения между корпускулами. Последний сов-
падает с углом подъема (ср o) касательной к кругам напряже-
ний, соответствующих предельной несущей способности несвяз-
ного материала (фиг. 20). Или иначе, сдвиг может произойти
только при некотором определенном соотношении между нор-
мальным и касательным напряжением т и /а и , равном коэффи-
циенту трения tgcp 0 между корпускулами несвязного мате-
риала. По фиг. 20 и из (131) следует, что (фиг. 21)

tg f0 *-= -■ ■'■■■C/U-* ■ (Ш)
&и 2 ]/Pt

Положение площади, по которой произойдет сдвиг в несвяз-
ном материале, определится положением точки касания круга
напряжений и линии несущей способности ассимптоты, опре
деляемой из (132). Из фиг. 20 следует, что угол наклона пло-
щади сдвига к главной площади F3 равен, (фиг. 21)

60 ~-45*+j* 0331

35
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Если для связного материала представить угол наклона
грани чистого среза (55) в виде (133), то в случае, когда глав-
ные напряжения и прочность материала при осевом сжатии
связаны соотношением

б3 <о~аг = <r% (,34j

получим следующую зависимость:

(1351

Из (135) следует, что

{O Л . 0361
2

и далее определяется характеристика сдвига связного мате-
риала

(,37)

которая, по аналогии с несвязным материалом, условно назовем
коэффициентом «внутреннего трения» материала (фиг. 21).

Сравнивая коэффициенты трения (132) и (137), полученные
для связных и несвязных материалов, имеем следующее соот-
ношение:

л* . ~ .

В силу предположения (134) отношения коэффициента тре-
ния (138) зависит не только от коэффициента Пуассона мате-
риала, но и от характера напряженного—«натяженного» со-
стояния материала и величины главных напряжений «натя-
жений».

9. Выводы. Корпускулярная модель материала;
1) является близкой к модели, принятой в физике, металло-

ведении и т. д.;
2) совместно с соответствующими ей внутренними силами

позволяет объяснить не только свойство прочности, но и свой-
ство упругости материала;



37

3) совместно с понятием «натяжение» позволяет наглядно
представить и точнее проанализировать состояние материала в
деформированном теле;

4) ведет к новой характеристике сдвига модуль Н, что в
случае константных ц и Е остается константной также при
больших деформациях;

5) позволяет полнее исследовать механизм и причины раз-
рушения материала;

6) устанавливает значимость свойства материала, характе-
ризуемого коэффициентом Пуассона, в оценке его прочности;

7) позволяет с помощью понятия «натяжение» сформулиро-
вать общую теорию прочности материалов.

8) в силу аналогии напряжений «натяжений» не требует
введения новых формул в теорию сопротивления материалов и
переход к рассмотрению деформации тела не представляет
математических сложностей;

9) дает физическое обоснование так называемым услов-
ным напряжениям исходя из того, что при деформации тела
число корпускул на противоположных гранях остается неиз-
менным;

10) расширяет область линейной теории упругости так как
в случае постоянных ц и Е (а, следовательно, и Н ) «натяже-
ния» остаются линейной функцией от напряжений также и при
больших деформациях т. е. в области, где нелинейность связей
между напряжениями и компонентами деформации должна
уже быть учитываемой.
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ZUSAMMENFASSUNG

Das korpuskulare Modell des Stoffes in der Festigkeitslehre

к. Ollik

In der Abhandlung wird mittels des korpuskularen Modells
des Stoffes der Verzerrungszustand des Körpers analysierl und
eine allgemeine Festigkeitstheorie entwickelt.

1. Das korpuskulare Modell des Stoffes ist eine Abstraktion,
die seine tatsächliche S.truktur schematisiert darstellt (Abb. !.)•

Im Körper werden durch die materiellen Korpuskeln unbegrenzt
nahstehende Flächen vorgestellt, die Gegenflächen genannt
werden.

2. Die inneren Kräfte des Körpers sind zwischen seinen
Gegenflächen wirkende Kräfte, die den von aussen auf den
Körper wirkenden Kräften das Gleichgewicht halten (Abb. 2).
Zwischen zwei Gegenflächen wirkende innere Kraft wird ais
kontinuierlich verteilte Kraft behandelt und ihre Intensivität (П
durch Normalspannung (2) Zug- oder Druckspannung
und Schubspannung (3) charakterisiert.

3. Die relative Veränderung der Lage der Gegenflächen wird
«Straffung» genannt (Abb. 4.). Die Komponenten der «Straf-
fung» (12) sind: die «Normalstraffung» (13) «Zug-» oder
«Druckstraffung» und die «Schubstraffung» (14).

4. Die Abbildungen (3) und (6) und die Formeln der Span-
nungen (1) (11) und der «Straffungen» (12) (21) zeigen
eine vollständige Analogie. Die Analogie der Spannung und
der «Straffung» ermöglicht in der Theorie gemeinsame analy-
tische und graphische Verfahren anzuwenden. Die «Schubstraf-
fung» (32), die auf der Fläche (29), (30) auftritt, wo die «Nor-
malstraffung» fehlt, wird reine «Schubstraffung» genannt. Rei-
ner Schub (33) (34) ist demzufolge ein Sonderfall des allge-
meinen Falles (28) (32).

5. Die «Normalstraffurig» äussert annähernd auch die Deh-
nung oder Verkürzung (35) einer denkbaren Linie des Körpers
(Abb. 8). Den Zusammenhang zwischen der Änderung eines
Winkels und der «Schubstraffung» drückt im allgemeinen Faile
die Formel (37) aus und für den Sonderfall des rechten Winkels
die Formeln (38), (39).

6. Mechanische Eigenschaften des Stoffes und'die Zusam-
menhang zwischen den Spannungen und «Straffungen» (40)
(58) werden durch Zug-, Druck- und Drehversuche festgesteilt
(Abb. 10). Da beim Zug- und Druckversuch die «Hauptstraffun-
gen» (43) verkehrte Zeichen haben, gibt es hier immer Flächen



39

(55) mit reiner «Schubstraffung» (54). Es wird eine neue
Schubcharakteristik angeboten der Mõdul H (48), dessen
Zusammenhang mit dem Elastizitätsmodul (41) und der Quer-
zahl (40) nicht von der Grosse der Verzerrungen abhängt
(s.S. 18).

7. Die Festigkeiten des Stoffes charakterisiert man mit Span-
nungen im Querschnitte des Probekörpers: (63), (64) Zug-
festigkeit; (65) Druckfestigkeit; (66) Schubfestigkeit. Es
wird angenommen, dass beim Druckversuch der Bruch (Fliessen)
in Flächen (68) der reinen «Schubstraffung» oder der grössten
«Zugstraffung» stattfindet (Abb. 12, c-e). Weiter wird angenom-
men, dass der Bruch (Fliessen) nur und immer durch die «Straf-
fung» von derselben Grosse verursacht wird. Das erlaubt mittels
«Straffungskreisen» (Abb. 13, a) die Beziehungen der Festigkei-
ten (75) (77) zu bestimmen (Abb. 14—16).

8. Es wird angenommen, dass kein Bruch (Fliessen) statt-
findet, wenn die «Hauptstraffungen» (78) «Druckstraffungen»
sind. Zwecks Vereinfachung wird beim Bruch auf die Zusam-
menwirkung der «Zug-» und «Schubstraffung» verzichtet. Auf
Grund dessen kann sich der Bruch ereignen nur zwischen den
Flächen: 1) der grössten «Zugstraffung» (80); 2) der grössten
«Schubstraffung» (82), wenn dort «Normalstraffung» (81) fehlt,
oder ais «Zugstraffung» existiert; 3) der grössten reinen «Schub-
straffung» (84), wenn auf der Fläche der grössten «Schubstraf-
fung» die «Druckstraffung» (83) wirkt. Für diese Bruchmöglich-
keiten werden mittels Hauptspannungen entsprechende Festig-
keitsbedingungen gegeben; 1) (88); 2) (90), (91); 3)
(93). Der Gebrauch der Festigkeitsbedingungen hängt von dem
Spannungszustand und von der Eigenschatt des Stoffes ab, die
die Querzahl (40) charakterisiert.

8. 1. Beim zweiachsigen Spannungszustand (Abb. 17) wer-
den die Bruchmöglickeiten für die Fälle (94), (102) und (116)
ausführlicher betrachtet und entsprechende Festigkeitsbedin-
gungen gegeben.

8.2. Beim dreiachsigen Spannungszustand (Abb. 7) wird
eingehend der Sonderfall (121) behandelt, wo zwei Hauptspan-
nungen gleich sind. Aus der Festigkeitshedingung (124) folgen
die Beziehungen zwischen den bruchverursachenden Haupt-
spannungen und ihre Abhängigkeit von der Druckfestigkeit und
der Querzahl des Stoffes (Abb. 18, 19—21). Den Grenzfall
(125), wo der Stoff beim einachsigen Spannungszustand keine
Druckfestigkeit (63) hat, kann man ais kohäsionlosen Boden
betrachten.

9. In den Schlussfolgerungen wird auch darauf hingewie-
sen, dass das korpuskulare Modell des Stoffes das Gebiet der
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mearen Elastizitatstheorie erweitert im Faile des konstan-ten hlastizitätsmoduls und der konstanten Querzahl ist audibei grössen (nichtlinearen) Verzerrungen der Mõdul H konstantund die Zusammenhang zwischen den Spannungen und «Straf-fungen» bleibt linear.
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УДК 624.041.2

Э. М. Иеги

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТАТИЧЕСКИ
НЕОПРЕДЕЛИМЫХ РАМ, КАК ПРОБЛЕМА

МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
В статье рассматривается вопрос оптимального проектиро-

вания плоских многоконтурных рам с критерием оптимума,
соответствующим наименьшему объему. Предлагаемая методи-
ка может быть в принципе применена и к проектированию про-
странственных рам.

Проблема оптимизации конструкции формулируется как
проблема нелинейного математического программирования в
матричной форме.

Имеется в виду работа материала в линейно упругой об-
ласти при одинаковом сопротивлении растяжению и сжатию.

Постольку, поскольку всякую раму можно рассматривать
как совокупность отдельных контуров, предварительно изучает-
ся вопрос оптимального проектирования отдельного контура и
далее, для того, чтобы объединить результаты, относящиеся к
отдельным контурам, с целью разрешения основной проблемы
(оптимизации многоконтурной рамы) разрабатывается прибли-
женный расчет многоконтурных рам способом «звездочек».

Решение задачи математического программирования прово-
дится по схеме метода возможных направлений.

Применительно ко всему изложенному составлен подробный
алгоритм и приводятся примеры его практической реализации.
Алгоритм предусматривает возможность постановки задачи на
электронные цифровые вычислительные машины.

TALLINNA P0LÜTEHN1LISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А № 227 1965
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1. Общие положения

1.1. Общая задача оптимального проектирования, как задача
синтеза конструкции, связана с отысканием оптимальной топо-
логической схемы, оптимальной геометрии осей и определением
оптимальной геометрии поперечных сечений и законов их из-
менения вдоль осей. При этом все указанные проблемы долж-
ны рассматриваться с учетом их взаимного влияния.

В такой, самой общей постановке проблема проектирования
оптимальной конструкции представляет чрезвычайную слож-
ность, даже если оптимизируемой функцией является объем, не
говоря уже об иных, более сложных критериях оптимума.

Решение проблемы в общем виде затрудняется также сла-
бой степенью разработанности нелинейного математического
программирования, к которому сводится проблема оптимиза-
ции конструкции.

Учитывая эти обстоятельства, нами введены в проблему сле-
дующие ограничения, упрощающие ее решение, но естественно
и снижающие ее общность и полноту:

1) оптимизация топологической схемы и геометрии осей не
рассматривается и, как топологическая схема, так и геометрия
осей, предполагаются предварительно заданными;

2) оптимизация формы поперечного сечения сохранена на
уровне ранее проведенных исследований.

Таким образом, проблема фактически сведена к оптимиза
ции закона изменения сечений вдоль оси конструкции,

Кроме того, оптимизация проводится в классе рам с прямо-
линейными элементами, постоянного между узлами попереч-
ного сечения, вследствие чего закон изменения сечений вдоль
оси характеризуется конечным числом параметров.

Такая постановка, однако, в практическом отношении дале-
ко не лишена интереса постольку, поскольку в реальном про-
ектировании в подавляющем большинстве случаев нам и при-
ходится иметь дело с рамами, топологическая схема и геомет-
рия осей которых задается из условий удовлетворения требова-
ний целевого назначения конструкции и условий ее эксплуа-
тации. Из технологических же соображений целесообразной
является конструкция рамы с постоянными сечениями элемен-
тов..

Остающийся невыясненным вопрос об абсолютных величи-
нах и соотношениях соответствующих параметров поперечных
сечений в разных элементах, при своем оптимальном разреше-
нии позволяет добиться ощутимой экономии в материале по
сравнению с таким проектированием, в котором оптимизация
не используется.



1.2. Идея оптимального проектирования статически неопределимых рам

Идея оптимального проектирования излагается с использо-
ванием основных положений функционального анализа, изло-
женных проф. А. П. Филиным для статики стержневых систем
в [l].

Совокупность функций, описывающих всю внешнюю нагруз-
ку и все внутренние усилия, рассматривается как вектор неко-
торого эвклидова пространства с метрикой для плоских систем,
заданной следующим образом:

bibj j +

s=/У K ‘J* 3=l•Ls ls

r f У S Q-yis&yjtdz у PNj sNjj dz ,

uj 0F‘ EF*

Liis

Искомое решение, определяющее совокупность всех внеш-
них и внутренних сил (Р

,
Afx , Q y ,

Аф, отыскивается как пере-
сечение двух подпространств в гильбертовом пространстве
подпространства R„j_ t всех статически возможных векторов и
подпространства

+ t всех кинематически возможных векто-
ров.

При использовании метода сил, искомое решение вектор
b представляется как сумма двух статически возможных век-

ЬСО с самоуравновешенными внутренними
усилиями и вектора Ьср с внутренними усилиями, определяемы
ми (уравновешивающими нагрузку) функцией Р, так:

. .со ,ср (1-21b = D + Ь
или, в развернутом виде:

fui
к~l к к=l к *

Координаты разложения вектора Ь:
-Vik {i= 1,2, ..., п; к = 1,2,..., t)

отыскиваются из условия удовлетворения требованиям кинема-
тики rLcol oAi-b[bij-0. (1.4.1
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приводящего к системе обычных канонических уравнений мето-
да сил.

Очевидно, что для прямой задачи теории сооружений век-
тор Ь, принадлежащий эвклидову пространству с заданной мет-
рикой, при заданных весовых функциях определяется одно-
значно.

Рассматривая же проблему синтеза конструкции, можно
получить бесчисленное множество решений, каждое из которых
будет принадлежать одному из эвклидовых пространств с соот-
ветствующей ему метрикой, зависящей от выбранных, с точ-
ностью до постоянного множителя, весовых функций.

Из указанного множества решений можно выделить реше-
ние, удовлетворяющее цели оптимального проектирования.

Условием для выбора метрики эвклидова пространства, при
рассмотрении задачи проектирования статически неопредели-
мой рамы наименьшего объема, будет условие минимума объ-
емной функции, при обеспечении необходимой надежности кон-
струкции.

1. 3. Задача оптимального проектирования, как задача математического
программирования

Задача оптимального проектирования статически неопре-
делимых рам, как задача отыскания условного эстремума опти-
мизируемой функции на множестве переменных, удовлетворя-
ющих некоторым ограничениям, типична для математического
программирования.

В качестве оптимизируемой функции выбрана функция объ-
ема, совпадающая с точностью до постоянного множителя с
функцией веса для однородных систем.

Функция объема представляется как линейная функция на
множестве переменных

Х/с Г*/* } %гк I -- •
.
*пк) 1 ,..., t) ,

где xik координаты разложения вектора bk в
эвклидовом пространстве, которые в свою очередь являются
нелинейными функциями весовых параметров = (EJ X<

,

EFs, GF/\is ), s = 1,2, ...

, г, где r число элементов. Так что
объемная форма выступает как существенно нелинейная функ-
ция на множестве независимых параметров* g =(g).

Задача оптимального проектирования п раз статически не-
определимой рамы формулируется следующим образом:

* Пренеорегая влиянием продольных деформаций и сдвигов при опре-
делении перемещений в условиях плоской задачи, получим: gSv

— (EJXS
).



Определить r-мерный квазивектор g = (g s ), s=’ 1,2, .. . ,r,
минимизирующий объемную функцию*

S

при нелинейных ограничениях, определяющих область Q:

min jV/ql/qe Я J
а-/*1 о b,-(lbci j-[V‘]°l)P-

-ii *--((ЬУфа}’)''([ь f{[V’])
3) q > о

4) V s fq) Kf/n/V? j (1.5)

Первое ограничение соответствует условию статики, вто-
рое условию совместности деформаций, третье опреде-
ляет физическое существование элементов (условие невырож-
дения их) и четвертое ограничение выступает, как условие на-
дежности элементов конструкции (прочности и (или) устой-
чивости и (или) жесткости).

Если воспользоваться представлением объема рамы V(x)
как суммы элементарных зеркальных форм многих независи-
мых переменных X =(х ь х2,

.. ~ х п) и интерпретацией объем-
ной функции, как n-мерной гиперповерхности в {п-\- 1)-мерном
эвклидовом пространстве [х\, х2, .. ~ х„, V) (см. [2]), то при
этом с очевидностью устанавливается выпуклость объемной
функции (в сторону минус V).

Каждое из ограничений 1) 4) определяет выпуклое
множество** в(м -j— 1) мерном эвклидовом пространстве, пере-
сечение которых также выпукло.

* Дефис отличает объемную функцию от объема. Понятие объем-
ной функции уточняется ниже.

** Множество о называется выпуклым, если вместе с двумя произ-
вольными точками хи х2 g о оно содержит соединяющий их отрезок

х*(l-Х}х, € J? ,
где
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Следовательно, задача минимизации объемной функции яв-
ляется задачей выпуклого программирования, а именно зада-
чей отыскания минимума выпуклой функции на выпуклом мно-
жестве.

Известные методы выпуклого программирования строго
предусматривают то, что оптимизируемая функция и ограничи-
вающие функции имеют непрерывные частные производные, а
выпуклое множество Q удовлетворяет некоторому условию ре-
гулярности*.

Очевидно, что эти жесткие требования не удовлетворяются,
прежде всего для оптимизируемой функции объема

S
ибо во всех точках (или ломаных многообразиях), где хотя бы
одно из элементарных слагаемых VS (X) (или несколько) обра-
щаются в нуль градиент функции имеет разрыв первого
рода и решение поставленной задачи обычными методами ма-
тематического программирования не проходит.

В настоящей статье разрабатывается алгоритм оптималь-
ного проектирования статически неопределимых рам, как за-
дачи выпуклого программирования, по схеме метода возмож-
ных направлений, для которой необходимо иметь лишь непре-
рывность самой объемной функции. Алгоритм реализуется на
основе приближенного расчета статически неопределимых рам.

2. Оптимальное проектирование контура

В данном разделе рассматривается оптимальное проекти-
рование отдельного контура (с шарнирами или без шарниров)
как элемента многоконтур ной рамы.

Так как данная статья преследует цель познакомить чита-
теля с основными положениями задачи оптимального проекти-
рования, алгоритм излагается для контура одного вида (без
шарниров). При этом применение алгоритма для контура дру-
гого вида (с шарнирами), за неимением места, не показывается.
Отметим лишь, что весь алгоритм проходит и для контуров с
шарнирами.

Для простоты выкладок, но не нарушая общности рассуж-
дении, в работе исследуем плоский прямоугольный контур,
имеющий по крайней мере одну вертикальную ось упругой
симметрии.

* Для всех п существует вектор xeQ такой, что при нем удовлетво-ряются граничные условия.



2. 1. Статический расчет контура

Если приложить лишние неизвестные в упругом центре кон-
тура (фиг. 1), то векторы базиса становятся ортогональными,
а матрица коэффициентов системы канонических уравнении
метода сил D диагональной.
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В нашем случае
г -

1 * LcT ■ г -

* LcT
/ л 1Ч ' L, + ZLcr +L 3

‘ Чг L, +2L Cr*ij Л]

где

Ц-/.#* о л
с Jхз

s индекс элемента в контуре {s = 1,2, 3,4).
Элементы матрицы лишних неизвестных X, в силу ди а то-

нальности матрицы D, определяются так:

хй - -5;Т'«./Р* • (U)

где i индекс неизвестного х [i = 1,2, 3).
к рассматриваемое загружение из числа t загружений

{к 1,2.,0-
Выражения õü и õj k) могут быть представлены как явные

функции весовых параметров контура, которые определяются
как соотношения погонных жесткостей элементов контура:

7Г-"' ff-'- if"*" (и)

Здесь i погонные жесткости элементов: стоек (йт), ригеля
верхнего (г’]) и ригеля нижнего (t 3 ).

Введя обозначения (2.5) коэффициентам и£2 придадим
вид;

со * I Всо +1 . .\

fiüTZrn ' peo * со * г ,6

Значения неизвестных xik как явных функций весовых пара-
метров, определяются из (2. 3 )следующим образом;

Л = J
;

Л
'* Iст *2/sсо + гсо *1

где л . U(fia .t)(ä
№

.

* (fico ■ 2co-1)jQ uL CT *(23co-uj*l)-Lä4l< L CJ -

0 0

./lu(a.4lM„. ±a3k j



J_ U) äfk Lp *6 [(Mtk -Mm * ~r(&2k o.4k)~fiü> @3kLp J
n ~

Lp /iu + (j*S

U)(Mik * ÜiK+Ütk -fQ-зь ) /„

V* ’

jScj + cJf 2
‘

Искомое решение b, удовлетворяющее условиям статики и
кинематики, найдется по формуле:

b-f/bY*/ 6T*/P п.в)

При замене элементов матрицы X их значениями, найден-
ными из (2.7), уравнение (2.8) будет определять связь внут-
ренних усилий контура (Ь) с параметрами весовой функции
контура (со, (3).

При установлении связи между внутренними усилиями в си-
стеме и весовыми параметрами в ней в явном виде, с целью
выявления влияния параметров весовой функции на усилия, а
далее и на объем, представляет интерес алгоритм, предложен-
ный в работе Аргироса [3], наиболее полно отвечающий цели
исследования изменений расчетных усилий в зависимости от
модификации параметров весовой функции.

Эта проблема решается следующим образом; предполагает-
ся, что при каких то начальных параметрах весовых функций
найдена матрица усилий, далее проводится модификация весо
вых параметров, и расчетные усилия в модифицированной си-
стеме определяются непосредственно через расчетные усилия в
первоначальной системе и вариации весовых параметров.

Этот алгоритм достаточно прозрачно определяет непосред-
ственную связь между матрицей усилий в модифицированной
системе и модификациями вектора весовых параметров g =

= (со, р). *

Если опустить промежуточные выкладки (см. [3]), то в
окончательном виде усилия в модифицированном крнтуре опре-
деляются по формуле:

ьт .ь-/ь7‘о-/67,7Гь7; ». f*- 9 >

Здесь Ьш матрица усилий в модифицированном контуре.
(Все остальные матрицы определяются для
первоначального контура).
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Afg матрица изменений податливости при модифи-
кации системы, отыскиваемая как разность
матриц податливости в модифицированной и
первоначальной системах:

-dfg ~ fат f с

индекс (g) отмечает модифицируемые элементы.*
Матрица податливости элементов контура может быть пред-

ставлена как произведение двух матриц**

f-iw/ai {Ш

где f(/) квазидиагональная матрица, зависящая от длин
элементов и не зависящая от модификации пара-
метров жесткостей:

1
S=l, 2,3,4) fш,- k

(2.11)
T J

[g] диагональная матрица модифицируемых парамет-
ров весовой функции:

fq j = и), 1,1, fioJ, 1,1 J (2.12)

Такое представление матрицы податливости контура позво-
ляет выделить в матрице Af модифицируемую часть ее
[Ag] и неизменяемую при модификации часть f(7).

Если иметь в виду, что все матрицы усилий в этом алго-
ритме представляются в блочной форме:

| Ь 0 (5*2,41
Ь = f 2.13)

I (5 = 1,3)

* Имея параметры (2. 4) всегда можно начальные жесткости всех эле-
ментов выразить через погонную жесткость одного из них. Последнюю
будем называть опорной. Если в качестве таковой выбрать погонную
жесткость стоек, то индекс (g) будет соответствовать элементам ригелей
(5=1,3).

** Весовые параметры нами трактуются в одних случаях как элемеи
ты вектора-столбца и в этом случае последний обозначается g, в других
случаях как элементы диагональной матрицы, которую будем обозначать
символом [g]. По принципу последнего символа образуются символы для
изображения диагональных или квазиднагональных матриц и в других
случаях.



то матрицу модификации системы Af можно изобразить так;

w»/g/, 'г,4^

где

/iflgy = fum -u, (ficj] m -&uJ (2. 15)

Матрица усилий в модифицированной системе получает теперь
более прозрачную связь с матрицей модификации параметров
весовых функций* [Ag];

7 В принципе предлагаемый подход не исключает возмож-
ности получения зависимости между усилиями и параметрами
весовой функции в другом виде, в частности, повторением рас-
чета по (2.8), что в условиях применения ЭЦВМ может рас-
сматриваться как вполне равноправный метод.

2, 2. Объемная функция контура

2.2. 1, Объем контура рассматривается как сумма объемов
элементов контура:

v-ev,-ii sf, (ин
S 5

где s индекс элемента контура.
Объем каждого из элементов, входящих в контур, находит-

ся при условии удовлетворения, с одной стороны, требований
прочности и (или) устойчивости элемента (как требования
надежности работы каждого отдельного элемента) и, с другой
стороны, требований выбранного закона распределения весо-
вой функции по контуру (как требования, возникающего в ре-
зультате объединения элементов в систему), при удовлетворе-
нии условий равновесия и совместности деформаций.

Первое условие с очевидностью ограничивает значение объ-
емной функции элемента, (а следовательно, и всего контура)
снизу определяя минимум объемной функции, второе усло-
вие ограничивает значение объемной функции контура свер-

Зиездочкой (*) отмечены матрицы реагирующие на модификацию
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xy определяя, с точностью до постоянного множителя {> 1),
условный максимум объемной функции*.

2. 2 2. Параметры сечения

Нами используются результаты экономического анализа
формы и размеров поперечных сечений элементов строитель-
ных конструкций, полученные в работах [4, 5, 6].

Объемная функция контура должна определяться так, что-
бы одновременно удовлетворялись оба требования (ограниче-
ния снизу и сверху). С этой целью исследуется связь объемной
функции контура с его весовыми параметрами и разрабаты-
вается некоторый критерий, определяющий условие совпадения
этих требований, как условие минимума объемной функции
контура.

Для определенности дальнейшего рассмотрения вопроса
оптимального проектирования примем в качестве расчетного
профиля элементов профиль двутаврового сечения, основ-
ные характеристики и параметры которого определяются сле-
дующим образом:
/д и F 2 площади поперечных сечений полок,

2. 2 2. Параметры сечения

* Поясним это следующим образом: представим себе, что мы задались
какими-то соотношениями жесткостей элементов контура и соответственно
этому рассчитали контур с соблюдением, естественнб, условий равновесия
и совместности деформаций, получив при этом некоторую картину рас-
пределения усилий. Если теперь производить подбор сечений элементов, то
соотношения жесткостей, вообще говоря, получатся иными, чем первона-
чально принятые (в силу так называемого эффекта действия связей).
Однако можно произвести такое смещение в абсолютных значениях
жесткостей, чтобы, с одной стороны, наиболее напряженные элементы сече-
ния были подобраны без запаса, а, с другой стороны, были сохранены
первоначально принятые соотношения жесткостей.

Естественно, что в ряде элементов, за исключением наиболее напря-
женных, в общем случае будет иметь место недонапряжение.

Зная момент инерции при выбранных параметрах сечения, можно
однозначно найти площадь поперечного сечения, а следовательно, можно
определить объем элемента и всего контура.

Найденный таким образом объем является верхней границей из того
множества объемов, для которого удовлетворяются все четыре поставлен-
ные выше требования.

Приведенные здесь объяснения вскрывают лишь природу взаимосвязи,
но ни в коем случае не отражают природу алгоритма. В алгоритме соот-
ношение жесткостей и высоты сечений являются определяемыми величи-
нами.

В свете последнего утверждения становится ясным наличие отмечен-
ного выше множества объемов, так как единственное значение объема
относится к единственному вектору параметров жесткостей, а последний
является в арьируем ым.



li , и h2 расстояния от центра тяжести сечения до дейтрон
тяжестей соответствующих полок,

F c площадь поперечного сечения стенки,
F=Fi+ Р2 + полная площадь поперечного сечения

- ■ профиля.
Обозначим

FC ~F*
где х параметр распределения материала между стенкой

и полками. Тогда

r C ZA-(A*l)K' г _

2-(А*o*
h ~ r i(A*i] * 2 *(A*D

Здесь Л = h\/h 2 = WZI /WZi коэффициент асимметрии сече-
ния.
Зависимость между высотой (li) и толщиной [d] стенки

профиля принимается в виде:

vd=fIм

где v некоторый параметр, характеризующий гибкость
стенки*.

При ц = 0 предъявляются требования постоянства толщи-
ны стенки: \d = 1, откуда d const.;

при р = 1 предъявляются требования постоянства отноше-
ния h и d: xd = h, откуда h/d = v;

при p = 2 предъявляется требование, чтобы площадь полок
превышала площадь стенки F n i> F/2 и т. д.

Учитывая, что v dfi —lv +1 и далее vFc li'1 ' + 1
, или иначе

vxF = /г' Л +1
,

имеем; h =(vxF) 1/(:’ + 1)
.

В силу определения А = (h h\) /Iц, откуда

h (vxFl^A
П'~~ J7J ' 777-

Моменты сопротивления сечения W\ и W2 определяются так:

Fe -Fx

* Конструктивно принимается для балок без ребер жесткости
V— 80 = 100, для балок с ребрами жесткости v= 150 = 200.
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Момент инерции сечения имеет вид:

jt-FOKFi* 6А;%:S К

Если ограничиться, далее, рассмотрением симметричного се-
чения с коэффициентом А = I, то для него характеристики
сечения примут вид:

/7<= hz= j

W, = Wz = F(vkF)^1
О

J2 = Ff\Z3cF)^-^—^
Оптимальное значение параметра распределения материала

между стенкой и полками (х) найдется из условия экстремума
момента сопротивления при заданной площади сечения

tb.od*
откуда оптимальное значение параметра х

-

3
аптип. г~т—-ц

Введем так называемую* характеристику выгодности сече-
ния элемента при работе на изгиб (ф)

з
= £ILr 2WZ 3-2К /J+!

которая определяет оптимальные значения параметра ф для
различным образом выбранных р.

При расчете полагаем параметр р выбранным и параметр
ф постоянным для всех элементов рамы.

Для рекомендуемой основной формы двутавровых балок с
р = 1 имеем:

х оптим. =± • ш-2 ’ r I

h z=vxF = —■

* См [6].
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откуда

1 iv

(г .«)1 4Г iv

Далее при расчете оперируем полученными здесь связями.
Высота поперечного сечения элемента hs представляется

как часть длины его U так, что

hs = a s ls

Коэффициент a s определяется (если не задан конструктив-
но), как наибольший из двух значений, найденных из условий
прочности и устойчивости.

1) По условию прочности: Wzs = М5/[а].
Если учесть, что

F _

5 ~

V
‘

получаем

VJ =

> "lп 2V
'

[<Г]
откуда

«5= =£’!» (2Л9)
‘S ‘S

3
_

где Е=l/ —• представляет собой неизменяемый при
переходе от элемента к элементу коэф-
фициент.



2) По условию устойчивости: \ s = L np/is 25 ДЛ ,
где

i,-fi7s/VK-h,/(Wl, тк- Зи-ЫМт- Ornotüo

К,тп*№
я .Д£ а»1я„ W)^«

Коэффициент приведения ps может быть найден по извест-
ным аглоритмам, например, изложенным в работах [7] и [B].
Однако с достаточной точностью (при погрешности не более
7%) коэффициент p s для стоек может быть определен по при-
ближенной формуле, полученной для прямоугольных контуров
в [7l:

/»„- 0,95(

Тогда окончательно можно принять as из условия устойчи-
вости:

7 Vvй«= ДД 0,95(1*и) б2.11)

Объем элемента

ограничивается снизу условием прочности;

где / функция перемены знака*
( -■{- 1, если АД Д> О,
j —1, если Ms <" 0.

Допускаемое напряжение [а] принимается постоянным для
всех элементов системы, хотя это условие может и не соблю-
даться.

Минимальный объем контура, удовлетворяющий условию
прочности (четвертое условие в (1.5)), может быть представлен
в следующей записи:

* См [6].
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V.,n -lV>m!n -^jl^jrSVlaie i2.231

rv 2 ф Äгде H = - гт - параметр ооъема и
И

Vmin = —--
max ys объемная функция контура.

s
a s

2. 2.3. Связь объемной функции и расчетных усилий контура
с параметрами весовой функции

Объемы элементов контура связаны с весовыми парамет-
рами следующим образом;

icr_ Jzct Фд Уст — 1
i, h,‘cr F,h?i CT V,

'

a L> У rr,
l

. а CT Уст И 74)*~ТГТг
т
»' Ра “7Г~ Ь Щ ’ '

где коэффициенты ms определяются так:

m s =—fs=l,3); п ~= ~=~ (2.25)s a s 31 m, я.
Если форма сечений всех элементов контура принадлежит к

одному классу, определяемому параметром ф, то значения ко-
эффициентов ms определяются как функции весовых парамет-
ров элемента таким образом:

'4 ‘ ”учитывая, что 7 ZS = h s /{2vty)

oj =
CT

,h hf L CT

откуда

h, I Lp,

и далее имеем

(tu)

Связь расчетных усилий в элементах контура с весовыми
параметрами элемента устанавливается аналогично. Связь ве-
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совых параметров с моментами сопротивления поперечных се-
чений элементов имеет вид:*

.
_

№zcr] . .

[W z ,] . g №гст] f") Ti]
[y„] " Ш [Hui '■ 1

Здесь значение моментов сопротивления Wzs должно удов-
летворять также условию прочности

и/ (2.28)Wzs [<Т]

так, что окончательные значения Wsр аСч. выбираются как
наибольшие из найденных по двум условиям (2.27) и (2.28).

Это приводит к излагаемому ниже алгоритму определения
расчетных усилий ЬраС ч. в элементах контура, отвечающих одно-
временно требованию прочности и закону распределения весо-
вой функции.

1) Если CTma* гп, w, то Ь<рдСч. =мСТтдхт i тал
при Ь ст.рссч. = М сг.тах

2) mt
< cj j b t pac4.

Mi тел u
D crpccv.~ M imax /7J/

3) сгт? ~7П| =Нппшл ff*SmoA
Ьст.росч.- Ncrтал

4) -ST.W*. mi $ Hbj, b jpgCn. - M j mox
Sma*

К -и°сг рас ч■- щ \тал mj

5} та
— m3l ž fi, Ь / p OCi/. ■* Hi/na/

lmex
Ц _ Ы m*'

Vipoc«. - Я'тял g

s) fr?3f—rrijf 5 Л. ÜtpgcM- - ima* ~š~
*imax 11

bjp^ v =-M{mex ‘ f 1.29)

* обозначает момент сопротивления, удовлетворяющий за-
кону распределения весовой функции в контуре.
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2. 2. 4. Определение объемной функции контура

Объемная функция контура, удовлетворяющая одновремен-
но и условию прочности и закону распределения весовой функ-
ции, находится в зависимости от расчетных усилий в элементах
контура по формуле:

=Zbgcoc4 ~õTs JS 1 (2.30)

где b s Расч. определяется по алгоритму (2.29).
Введем в рассмотрение некоторые коэффициенты т°, ха-

рактеризующие силовое состояние системы при выбранных ве-
совых параметрах (со, (5), удовлетворяющее условиям статики и
кинематики:

U-30
' Н СТ

* Нет ”1

Тогда для вычисления объемной функции контура будет
выбираться одна из трех ветвей, в зависимости от исходного
вектора весовых параметров:

® Если —žfuт, /77/
У,» ). (2.32)

,

' &СТ I и Яи J

То есть, объем нижнего ригеля является в этом случае опор-
ным и закон распределения весовой функции требует увели-
чения объема ригелей.

То есть, объем верхнего ригеля является в этом случае опор-
ным и закон распределения весовой функции требует увеличе-
ния объема стоек и нижнего ригеля.
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То есть, объем нижнего ригеля является в этом случае опор-
ным и закон распределения весовой функции требует увеличе-
ния объема стоек и верхнего ригеля.

Таким образом, для рассматриваемого контура, имеющего-
четыре элемента и принятого условия упругой симметрии кон-
тура (сводящего объем двух элементов стоек к удвоенному
объему одного элемента наиболее нагруженной стойки),
минимизация объемной функции будет проводиться по одной
из трех ветвей (1, 2,3), в зависимости от выбранного вектора
весовых параметров и результатов статического расчета, им
соответствующего.

Очевидно, что для контура, имеющего в своем составе т
разных элементов (s = 1,2, ...,m), минимизация будет про-
водиться в общем случае по одной из т ветвей. Каждая из них
определяет объемную функцию контура относительно некото-
торого s-ro элемента, являющегося при выбранной весовой
функции опорным элементом.

Вопрос о выборе ветви минимизации объемной функции и в
этом случае будет определяться исходным вектором весовых
параметров и, как следствие этого, результатами статического
расчета.

2. 2. 5. Условия минимума и критерий минимума объемной
функции контура

Введем в рассмотрение понятие критерия по параметру ве-
совой функции и обозначим его так:

(2,35)

Введение критерия по весовому параметру позволяет сфор-
мулировать условия минимума объемной функции контура без
ее вычисления, исходя лишь из полученной картины распреде-
ления внутренних усилий в элементах контура (при выбранных
параметрах весовой функции).

Кроме того, введение критерия по параметру весовой функ-
ции позволяет четко определить выбор ветви и направление
оптимизации объемной функции.

Оптимальные значения параметров со и (3, минимизирую-
щие объемную функцию контура, соответствуют совпадению
верхней границы объемной функции, найденной из условия
распределения весовых параметров, с нижней границей объем-
ной функции, определяемой из условия надежности.

Условия минимума объемной функции в этом случае совпа-
дают с условиями равнопрочности контура или, точнее, частич-
ной равнопрочное™ ее отдельных элементов.
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Минимуму объемной функции контура соответствует равен-
ство коэффициентов ms (найденных из условия оптимальной
.геометрии профиля) ит° (вычисленных по результатам ста-
тического расчета системы) соответственно

т х =т° ; тп = т°л ; т я —т° . (2.36)

При этом условии для соответствующих ms и т? одновре-
менно выполняются требования удовлетворения условий рав-
новесия, совместности деформаций, распределения весовой
функции, физической реальности элемента и его надежности.

В этой точке (2.36) все три ветви объемной функции кон-
тура пересекаются так, что ~

Vmm (2.37)

и определяют минимальное значение объемной функции для
частично равнопрочного контура.

Далее формулируются условия оптимума вектора весовых
параметров, минимизирующего объемную функцию по крите-
рию весовых параметров Кр (со, (5), вытекающих из (2.35) и
(2.36).

1) Оптимальный параметр р соответствует условию
Л'/?((3) = 1. Иначе говоря, в координатных осях р, ms оптималь-
ный параметр р соответствует точке пересечения двух кривых
тai =.m3l (Р) и = т°, (р).

2) Оптимальный параметр со (при выбранном Р = РOПТИМ )
соответствует условию Кр (со) = Кр (рю) = 1. (Для р = Р оптнм>
критерий по параметру со тождественно совпадает с критерием
по параметру Рсо). Иначе говоря, в координатных осях со,
m s оптимальный параметр со соответствует точке пересечения
двух кривых т\ = Ш\ (со) и т\ = т° (со).

Введение критерия по параметру позволяет четко опреде-
лить выбор ветви и направление оптимизации объемной функ-
ции контура, например, по такой схеме:

ivz%
тKfnlltHтl>(n)Ü'A

%%
��,

k{o>V)dxi>(vy)dy
L(гп)dM[Г)фйу-J

L-ff<(67d>ii~
C^/dx

|
(i>(V)üy.nduj-*



62

Выбор направления модификации вектора параметров весо-
вой функции осуществляется таким образом, чтобы значение
критерия по модифицируемому параметру стремилось к еди-
нице.

В силу монотонности изменения объемной функции вдоль
ветви на множестве весовых параметров это направление одно-
значно отыскивается для каждого из модифицируемых весовых
параметров вычислением критерия в двух точках.

Таким образом, выбор направления модификации вектора
параметров весовой функции ни в какой мере не связан с не-
обходимостью исследования объемной функции на всем поле
весовых параметров, ибо выбором начального вектора весовых
параметров определяется соответствующая ветвь объемной
функции и минимизация проводится вдоль выбранной ветви в
выбранном (расчетом в двух точках) направлении как шаговой
процесс.

В приводимых ниже примерах обследуется все поле пара-
метров весовой функции с целью показа рельефа функции V
и подтверждения правильности разработанного алгоритма ми-
нимизации объемной функции по критерию (Кр).

2.2.6. Объемная функция контура при многократном
загружении

Объемная функция контура при / воздействиях нагрузок
запишется как аут-форма* /-го порядка:

S S ; :

(1.391

определяющая minimum ex maximorum.
Здесц каждая из объемных функций элементов И5

к) опре-
деляется при к-ом загружении по (2.30).

В объемную функцию контура включается объемная функ-
ция каждого элемента (s), вычисленная как наибольшее из
всех значений объемной функции этого элемента, найденных
для / случаев загружеыия.

Форма «илп-плн» (см. [2]).
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Задача оптимизации конструкции в случае многократного
загружения требует исследования критерия минимума объем-
ной функции для всех t случаев загружения вдоль одной из
трех ветвей (1, 2,3) объемной функции. Иначе говоря, тре-
буется проведение t исследований для каждой вариации пара-
метров весовой функции контура.

Вопрос о выборе ветви вычисления объемной функции кон-
тура рассматривается для каждого вида загружения как для
случая однократного загружения и решается, в зависимости от
значения критерия по весовым параметрам (Кр), по схеме
(2.38).

Для контура, имеющего в своем составе т разных элемен-
тов (s —1, 2, ...., m), оптимизация связана с проведением тех
же t исследований объемной функции (или критериев опти-
мума) для каждой вариации весовых параметров контура вдоль
соответствующей ветви объемной функции.

В общем случае при многократном загружении условия
минимума объемной функции не совпадают с условиями час-
тичной равнопрочности контура, ибо при определении объем-
ной функции контура как аут-формы, вносится «беспорядок»
в набор объемов элементов контура, не соответствующего ни
одному из видов загружений. Этот «беспорядок» обнаружи-
вается как в направлении модификации весовых парамтеров,
так и в направлении комплектации объемной функции контура
из объемов элементов ее при, дискретном значении весовой
функции.

В частном случае, когда объем контура комплектуется (по
условию (2.39)) из объемов элементов, принадлежащих одно-
му (решающему) виду загружения на всем множестве весовыч
параметров, то для этого (решающего) вида загружения спра-
ведливо все, что сказано для одного вида загружения, в том
числе и совпадение условий минимума объемной функции и
частичной равнопрочности системы. При всех остальных ( t — 1)
воздействиях нагрузок объемная функция контура удовлетво-
ряет условия надежности конструкции в области между ниж-
ней и верхней границами объемной функции (не на границе).

2.3. Некоторые результаты оптимального проектирования контура

2.3. 1. Оптимальное проектирование жесткого кои-
тУРа проведено для нескольких видов однократных загруже-
ний (с кодом нагрузок кн =l, к н =2, кн =3, /с„ =4, /с„ -5)
и одного вида трехкратного загружения (по схеме: /с и = 2 или
к н = 4 или к н 2 и 4).
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Коды нагрузок (кн ) и соответствующие им схемы загруже
ния приводятся в табл. 1.
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Статический расчет и оптимальное проектирование контура
проводится в соответствии с положениями, изложенными в
разделах 2. 1 и 2.2. С целью получения рельефа объемной
функции исследуется закон изменения объемной функции кон-
тура на множестве весовых параметров со (при (3=l) для
каждого из видов загружений и на множестве весовых пара-
метров [3 (при со =со оптом.) для кн =4. Результаты счета при-
ведены в таблицах 2 -н 8.

Графическое представление рельефа объемной функции
контура при вариации весовых параметров со в пределах от 0
до 00 для каждого вида загружения приводится на фиг. 2,3,
4,5, 6.

Графическое представление рельефа объемной функции
контура при вариации весовых параметров (3 в пределах от О
до 00 для загружения с кодом нагрузки /с н = 4 приводится на
фиг. 7.

При этом с очевидностью устанавливается, что объемная
функция контура V (со, (3) представляется в виде одной или
двух ветвей монотонно возрастающей или монотонно убываю-

Примечание. При использовании численных результатов этой и всех
последующих таблиц следует коэффициент ряда умножить иа соот-ветствующий множитель (X) ряда (последняя графа в таблице).

*н = 1 V(ö); ((3=1)
Таблица 2

0) 10 j 5 3 2 i 1 V2 Va Vs V. 0 X

—L ■ X,2

0,46 0,42 0,38 0,34 0,25 0,17 0,13 0,09 0,05 чЦ
12

0,49 0,47 0,45 0,43 0,38 0,30 0,25 0,19 3,12 V

гпях 0,94 0,89 0,83 0,77 0,63 0,47 0,38 0,28 0,16
мст тах 0,05 0,06 0,08 0,09 0,13 0,14 0,13 0,12 0,07 ,,

м.3 шах 0,06 0,12 0,18 0,24 0,38 0,54 0,63 0,73 0,84
!Щ =т3 2,42 2,04 1,79 1,62 1,36 1,14 1,03 0,91 0,76 —

О
«1 0,32 0,34 0,29 0,23 0,20 0,15 0,11 0,09 0,04 —

О
Ш 3 0,64 0,65 0,65 0,63 0,61 0,57 0,55 0,53 0,52 —

Кр(Р) 0,50 0,5 0,45 0,37 0,33 0,26 0,20 0,17 0,08 —

Кр(Р<0> 3,78 3,14 2,75 2,60 2,26 1,98 1,87 1,75 1,45 —

V(a>) • аСТ [/?ш] 2,98 3,26 3,44 3,54 3,60 3,38 3,18 2,98 2,18 4ll
12
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Фиг. 2. Рельеф объемной функции контура V(to) для k„—\,2

Фиг. 3. Рельеф объемной функции контура для & н = 3
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Фиг. 4. Рельеф объемной функции контура для k H =4

Фиг. 5. Рельеф объемной уфнкции контура для £
н =s



V(u))*<xС7 [™]

Фиг. 6. Рельеф объемной функции контура для £
H
= 2V4V2A4

Фиг. 7. Рельеф объемной функции контура Р((3) для k H ~4:

71
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щей функции. Каждая из этих ветвей соответствует одному из
направлений (1, 2,3) вычисления объемной функции контура в
зависимости от опорного элемента объема (стойка, верхний
ригель или нижний ригель). Можно отметить, что если объем-
ная функция обладает двумя ветвями изменения ее на множе-
стве весовых параметров, связанными с переходом от одного
базисного элемента объема к другому, при переходе от одного
граничного значения параметра со((3) к другому (на всем за-
данном диапазоне), то минимум объемной функции на множе-
стве параметров со (|3) существует и определяется точкой пере-
сечения этих двух ветвей. С этими случаями мы встречаемся
при коде нагрузки кн =3; к н =4, к н =5, и при трехкратном
загружении по известной схеме. Если же изменение объемной
функции на всем множестве весовых параметров со (|3) харак-
теризуется одной ветвью, т. е. при переходе от одного гранич-
ного значения параметра со (|3) к его другому граничному зна-
чению не происходит перехода от одного опорного элемента к
другому, то можно утверждать, что минимума объемной функ-
ции контура не существует. С таким случаем мы встречаемся
для контура при коде нагрузки к н = 1 и кн = 2.

2.3.2. Оптимальное проектирование одноконтурной рамы

Выбирается расчетная схема рамы (фиг. 8) и код загруже-
ния вида к н = 2 или к н = 4 или к» = 2 и 4 (коды нагрузок
соответствуют табл. 1).

Фиг. 8. Расчетная схема одноконтурной рамы
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Фиг. 9. Рельеф объемной функции одноконтурной рамы для £
H
=2V4V2A4
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Статический расчет и оптимальное проектирование прово-
дятся в полном соответствии с положениями, изложенными в
разделах 2. 1 и 2. 2, рассматривая заданную раму как частный
случай жесткого контура при (3 = 0.
Результаты счета табулированы и приведены в табл. 9.

Графическое представление изменения объемной функции
рамы на множестве весовых параметров со при модификации их
от 0 до 00 приводится на фиг. 9.

В этом примере мы вновь встречаемся со случаем вырож-
дения конструкции при минимизации объемной функции. Зача-
ча оптимального проектирования здесь может быть сформу-
лирована как задача на условный минимум в области, ограни-
ченной конструктивными требованиями.

2. 3. 3. О существовании и единственности решения

Вопрос о существовании и единственности решения при оп-
тимальном проектировании контура может быть определен сле-
дующим образом: если решение существует, то оно единствен-
но и определяет контур минимального объема на множестве
модифицируемых параметров. Условия оптимума при этом сов-
падают с условиями частичной равнопрочности контура.

Сам же факт существования решения не является тривиаль-
ным и требует исследования, ибо может случиться, что выпук-
лые многообразия, определяющие решение, на множестве пара-
метров весовой функции не пересекаются (или пересекаются в
бесконечности).

Если решение в принятой постановке не существует, то
можно говорить о минимуме на границе области. При этом са-
ма граница определяется нами и может быть назначена из
конструктивных соображений. В этом случае сам минимум
объемной функции является условным и определяется как наи-
меньшее значение на границе. Равнопрочной конструкции в
этом случае соответствует вырожденная система.

Существование или не существование решения для контура
связано с характером загружения контура, определяющим
меру вовлечения (или исключения) элементов контура в ра-
боту конструкции при модификации весовых параметров.

Оценка существования решения может быть связана с фор-
мальным признаком числа ветвей объемной функции на мно-
жестве весовых параметров:

если на множестве весовых параметров, при переходе от
одного граничного значения параметра к другому, объемная
функция контура соответственно переходит от одной ветви к
другой, то решение существует и оно единственно;
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Если на множестве весовых параметров, при переходе от од-
ного граничного значения параметра к другому, ветвь объема
функции остается неизменной, то решение в принято!! поста-
новке не существует. Ограничивая область отыскиваемого ре-
шения здесь можно говорить лишь об оптимальной конструк-
ции на границе области (условный минимум).

В геометрической интерпретации объемная функция конту-
ра может рассматриваться как поверхность в трехмерном
пространстве, с базисом, образованном ортами вектора весовых
параметров контура (со, (3).

Геометрическое представление объемной функции контура
приводится для одного вида загружения с кодом нагрузки
Кн = 4 (фиг. 10).

3. Приближенный расчет многоконтурных рам способом
звездочек

3. 1. Общие положения

Приближенный расчет многоконтурных рам способом звез-
дочек разрабатывается для решения проблемы оптимального
проектирования многоконтурных рам* с той целью, чтобы из
множества весовых параметров, заданных на всем поле рамы,
выделить некоторое подмножество параметров, заданных на
части рамы, существенным образом влияющих на объемную
функцию отдельного, соответствующим образом выбранного
элемента рамы. Это позволяет свести задачу оптимизации объ-
емной функции рамы на множестве весовых параметров всех
ее элементов к оптимизации соответствующим образом ограни-
ченной части рамы, на подмножестве весовых параметров этой
части.

При помощи способа звездочек может рассчитываться мно-
гоконтурная рама с прямоугольными контурами, расположен-
ными рядами. Совокупность рядов, примыкающих друг к другу
и имеющих одинаковое число контуров, расположенных друг
против друга, назовем пакетом. Тогда условие регулярности
рамы для расчета способом звездочек определяется следую-
щим образом:

рассчитываемая рама может состоять из нескольких паке-
тов, соединенных между собою произвольным образом, с сохра-
нением лишь ориентации рядов и такого расположения конту-
ров, при котором совпадают границы между контурами во всех

* Способ звездочек имеет и самостоятельное значение для прибли-
женного расчета многоконтурных рам независимо от оптимизации.



Фиг. И. Многоконтурные рамы

соседних рядах всех пакетов ;кз пакетов может быть образо-
вана односвязная или многосвязная рама (фиг. 11).

Число контуров в двух ортогональных направлениях пакета
будем называть размерами пакета. Наименьший размер пакета
будем называть рангом пакета. Наименьший из всех рангов
пакетов назовем рангом рамы.

Две рамы, имеющие одинаковую фигуру полей, но различ-
ные соответствующие размеры ячеек в рядах и столбцах, будем
считать топологически эквивалентными (здесь вводится неко-
торое ограничение в понятие топологической схемы).

Под звездочкой будем понимать многоконтурную раму с
числом контуров в двух ортогональных направлениях, вообще
говоря, различными. Наименьший размер звездочки будем назы-
вать рангом звездочки. Если размер звездочки в обоих направ-
лениях одинаков, то число контуров в одном направлении бу-
дем называть порядком звездочки.

Замкнутую линию контуров, выходящих на границу рамы,
назовем первым обрамлением рамы, линию контуров, отстоя-
щих от границы рамы всюду на один контур, назовем вторым
обрамлением рамы и т. д. Если рама, составленная из пакетов,
не односвязана, т. е. имеет не одну, а две или несколько гра-
ниц, то в понятие первого (или более высокого номера) обрам-
ления входят все совокупности линий контуров, выходящих на
каждую из границ (или отстоящих от нее соответствующим об-
разом).

Аналогично определяются обрамления и для звездочки;
замкнутая линия контуров, выходящих на границу звездочки,
называем первым обрамлением, отстоящую от границы звез-
дочки линию контуров называем обрамлением соответствую-
щего номера. При этом для квадратных звездочек вводится
понятие центрального контура звездочки, равноотстоящего от
ее границ.

При расчете многоконтурных рам способом звездочек рас-
четная система статически неопредлимой рамы образуется как
система, состоящая из жестких замкнутых контуров, располо-
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женных по закону полей одного цвета шахматной доски и шар-
нирно соединенных друг с другом в углах (шарниры не пересе-
кают стержней контуров). Кроме этого в основной системе
обеспечивается соединение отдельных контуров в отношении
перемещений так, что каждый контур выступает как диск, сво-
бодно опертый на двух опорах (три опорных стержня 2 -f- 1).

Входящие в состав этой системы замкнутые контуры, рас-
положенные в шахматном порядке, будем называть контура-
ми-дисками.

Образованная таким образом основная система содержит в
себе, в качестве расчетного элемента рамы, контуры-диски
(и одиночные стержни между контурами на границе рамы),
обладающие свойством минимальной связности и максималь-
ной автономности. Сразу же отметим, что число выбранных та-
ким образом контуров-дисков (г) не совпадает с числом кон-
туров рамы (к), понимаемых в обычном смысле.*

Такой основной системе соответствуют лишние неизвестные
в виде узловых моментов и сил взаимодействия в узлах конту-
ров (фиг. 12).
,

Идея подходя к решению задачи способом звездочек осно-
вывается на том положении, что из состава рамы всегда можно
выделить звездочку некоторого порядка, заменив влияние
окружающей части рамы на нее граничными условиями, задан-
ными одним из трех способов:

1) статический способ, когда заданы все силы взаимодейст-
вия звездочки с окружающей частью рамы;

2) кинематический способ, когда заданы все перемещения
узлов на границе звездочки с окружающей частью рамы;

3) смешанный способ, когда на границе звездочки с окру-
жающей ее частью рамы заданы: часть сил взаимодействия и
часть перемещений на границе контакта. При этом, естественно,
не должно быть недостающей или излишней информации.

В такой постановке расчет рамы, вообще говоря, ничем не
отличается от использования обычных идей и является точным.

Идея подхода к приближенному решению задачи способом
звездочек основывается на использовании эффекта затухаю-
щего влияния удаленных контуров на некоторый рассматривае-
мый контур.** Это позволяет ограничить некоторую область
близлежащих контуров, наиболее существенно влияющих на
статические и кинематические условия работы рассматривае-
мого контура.

К -р 1 к
*г ~

’ если °б а размера пакета нечетны, и г= ~уГ в иных слу-
чаях.

** Это явление имеет аналогию в области расчета многопролетныхнеразрезных балок.
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Говоря о том, что удаленные контуры мало влияют на ра-
боту рассматриваемого контура, мы имеем в виду затухающий
эффект влияния лишь узловых моментов. Что же касается учета
влияния узловых сил взамодействия как внутри звездочки, так
и на ее границе, то его учет оказывается необходимым и легко
обеспечивается.

Основной расчетной моделью для раскрытия статической
неопределимости и определения сил взаимодействия контуров
друг с другом является звездочка некоторого ранга (порядка).

Очевидно, что чем выше ранг (порядок) звездочки, тем точ-
нее определяются в ней неизвестные для центрального конту-
ра. В пределе, если размеры звездочки совпадают с размерами
рассчитываемой рамы, расчет получается точным.*

Расчет рамы способом звездочек в каждом конкретном слу-
чае ведется на заранее нами устанавливаемом уровне точности.
В рамках одного расчета используются звездочки одного или
двух размеров**, при чем размер звездочки должен быть не
больше соответственно расположенных минимальных размеров
во всех пакетах (условие размера звездочки).
Вообще говоря, в рамках одного расчета можно образовывать
звездочки переменного размера, имея в виду, что любая гео-
метрически неизменяемая (в смысле нижнего предела) система
контуров-дисков может являться звездочкой, лишь бы она удо-
влетворяла условию размера звездочки.

При расчете рам способом звездочек мы фактически имеем
дело как бы с двумя объектами: один объект это рама (этот
объект мы считаем неподвижным), другой объект это звез-
дочка принятого в расчете ранга (порядка). Этот объект в ме-
тодике расчета оказывается подвижным и поочередно занимает
отдельные позиции над рассчитываемой рамой.

Поясним характер и последовательность расчетных распо-
ложений звездочки над рамой. Из рассчитываемой рамы мыс-
ленно удаляется столько обрамлений, сколько их имеется в
звездочке используемого ранга (порядка). Остающиеся после
такого удаления в рассчитываемой раме контуры будем назы-
вать контурами ядра рамы.

Располагаем каким-то образом (из! двух возможных) кон-
туры-диски в основной системе и совмещаем поочередно цен-
тральный контур звездочки с каждым из контуров-дисков, вхо-
дящих в состав ядра рамы. Если при этом все узлы рамы
охватываются звездочками выбранного порядка при всевоз-

* В этом случае способ звездочек, по сути дела, вырождается и ста-
новится обычным способом расчета рамы.

** Обстоятельства выбора одного или двух размеров звездочек пояс-няются ниже.



кожных их расположениях, то расчет проводится звездочкой
одного порядка (главная звездочка); если не все узлы рамы
охватываются звездочками выбранного порядка, то в расчет
вводится вспомогательная звездочка, образуемая таким обра-
зом, чтобы покрыть не охваченную главными звездочками
часть рамы. Очевидно, что размер вспомогательной звездочки
будет меньше размера главной звездочки.

Последовательность расположения звездочек в раме обус-
лавливается направлением действия нагрузки. Если нагрузка
приложена слева, сверху (справа, сверху), то образование и
расчет звездочек начинается слева, сверху (справа, сверху)
так, что при переходе к расчету некоторого контура | вектор
сдвигающих сил для контуров звездочки, расположенных выше
и левее (выше и правее) контура £, известен (в силу расчета
предшествующих звездочек).

Далее излагается статический расчет и принципы оптималь-
ного проектирования способом звездочек.

Главная звездочка предполагается квадратной, с централь-
ным контуром g и обрамляющими контурами гД е Z изме-
няется в следующих пределах;

в звездочке первого порядка / = 0;
в звездочке третьего порядка /г = 1,2, 3,4;
в звездочке пятого порядка / = 1,2, .. .

,
12;

в звездочке седьмого порядка %
= 1,2, ... , 24

и так далее.

3.2. Статический расчет рамы способом звездочек

Приближенный расчет многоконтурных рам способом звез-
дочек по существу сводится к серии расчетов, определенным
образом перемещающихся звездочек. Матрица лишних неиз-
вестных (моментов и сил взаимодействия в узлах) будет после-

; довательно составляться из подматриц приближенных значе-
ний неизвестных, найденных для центрального контура звез-
дочки, а в том случае, когда внешнее обрамление звездочки
совпадает с некоторым участком обрамления рамы, то и в
пределах пересечения обрамлений.

Основным расчетным элементом в раме (и звездочке) яв-
ляется контур-диск (с шарнирами или без шарниров внутри
него) с заданной для него матрицей внешних сил Р; и матри-
цей неизвестных Y(!4 (фиг. 13). Здесь g индекс контура.

Сразу же отметим, что общее число неизвестных не равноупятеренному числу контуров-дисков, а меньше, так как узло-
вые моменты и силы взаимодействия для смежных контуров
совпадают.
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Фиг. 13. Расчетная схема контура в раме

Уточним символику в обозначениях лишних неизвестных:
лишние неизвестные в основной системе рамы (возникающие
как силы взамодействия контуров друг с другом) будут сопро-

вождаться четырьмя индексами
о

где я определяет положение неизвестного Y в контуре и
соответствует позициям, показанным на фиг. 13.
я = 1, 2,.'.., 5;

с, переменный индекс контура рамы, при совпадении
его с центральным контуром звездочки
£= 1,2,..., п;

Г\ число контуров-дисков в ядре рамы;
i соответствует индексу неизвестного Y в сквозной

нумерации для всей рамы;
* соответствует символу звездочки.

Лишние неизвестные внутри контура-диска (для статически
определимой основной системы контура) будут обозначаться

сивмолом х<т *'

где я и g имеют тот же смысл, что и выше.
Матрица коэффициентов канонических уравнений метода

сил для статически неопределимой рамы при основной системе,
выбранной как система контуров-дисков, в самом общем и точ-
ном представлении имеет структуру, приведенную на фиг. 14.

Матрица D получается с большим числом нулевых элементов и может
рассматриваться как логическая сумма матриц звездочек D* некоторого
порядка, составленных последовательно для всех контуров-дисков ядр-э
рамы;

_ Jl) J2I wJr,' гх \\D= D. yD.v •• ■ v DJ v •• •D. (i- 11
где £ ii г, имеют определенный выше смысл.

Матрицы для звездочек D* имеют блочную структуру, общую для
всех матриц одного порядка и образуются из блоков матрицы D.



Матрица для звездочек некоторого порядка с центральным контуром
| и окаймляющими контурами х (х— 1,2, ..., р) будет составляться из
блоков, принадлежащих всем контурам-дискам, входящим в звездочку
Образование матриц для звездочек третьего, пятого и седьмого порядка
выясняется из фиг. 14. Образование матриц для звездочек при перемене
индекса центрального контура показывается там же на примере звездочки
3-го порядка для случаев, когда контур х— 3 и контур* х = 7,8 получает
индекс

Матрица коэффициентов канонических уравнений метода сил для звез-
дочки D* может быть представлена как сумма двух матриц D* (£,) иО*(х),
где первая матрица D*(|) отражает влияние весовых параметров контура
£ на коэффициенты матрицы, вторая матрица D* (х) 4- влияние весовых
параметров обрамляющих контуров х :

j*= D.f£)+D,fzj аг)

В развернутом виде матрица D* (£) и D* (х) для звездочки третьего
порядка имеют следующую структуру:

j 1„1$] Л,г Цl &,>({] ÄJ$) !„(( I
I Дц

~ I A i} l
j Ijk' AtJt I Lslt'

i Anlp Äsi(£j Äs4 (() Ässlsi tl 31

A„lx)

Än(i) 0
D.W = Äufx)

о ä^fxi
Issil) fi л

.

Аналогично может быть представлена матрица свободных членов
канонических уравнений метода сил

Dp* = Ор*ф +Op Jx}, (3.5)
где каждая из матриц отражает влияние соответствующей группы пара-
метров весовой функции.

В развернутом виде матрицы Dp,, (|) и D p¥ (х) для звездочки третьего
порядка имеют следующую структуру:

* Индекс контура х совпадает с индексом узлового момента (илидвух моментов) так, что определение некоторого х-го узлового моментасвязано с вовлечением в состав звездочки ему (им) соответствующего v-rcконтура.
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// / матрица для звездочки 5-го порядка с центральным
контуром •;;

XXX— матрица для звездочки 3-го порядка с центральным
контуром £,

б) Образование матрицы звездочки 3-го порядка с центральным
контуром

в) Образование матрицы для звездочки 3-го порядка с цент-
ральным контуром х —7,8
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где к = D*(3) (E-BMj =0* f3) (В-Л)

N =-NCD W3)

N-fr-CD.ojß)"'
L = o* ( 3i BN
ä - bm= -b(f-cd:'w ) cd:;J( о. ю

Здесь матрица К может рассматриваться как, откорректированная об-
ратная матрица звездочки третьего порядка , которая была бы полу-
чена при некотором учете пересечения звездочек третьего порядка.

Матрица А может рассматриваться как некоторая поправка к единич-
ной матрице, которая возникает при переходе матрицы звездочки третьего
порядка к соответствующему минору матрицы пятого порядка.

В силу связи обратных матриц звездочек разного порядка (3.10)
можно записать для матриц неизвестных центрального контура звездочек
разного порядка следующую зависимость;

(з и)

Этим алгоритмом определяется возможность уточнения значений ис-
комых неизвестных при переходе от звездочки низкого порядка к звездоч-
кам более высокого порядка.

Очевидно, что значения неизвестных могут быть сколь угодно уточ-
нены.

Узловые моменты в матрице неизвестных для каждого цент-
рального контура звездочки определяются полностью, без уче-
та найденных ранее узловых моментов взаимодействия с конту-
рами, расположенными выше и левее (выше и правее) кон-
тура Ё.

В узлах соединения со смежными контурами должны удо-
влетворяться условия равновесия для узловых моментов сле-
дующим образом:

когда контур %
= 1 совмещен с цен-

V(XKI) тральным контуром звездочки, т. е.
* *

'

Х4 = I
yf,f Y.'w , xt = f

У, Y.K,V ' когдо f-4-ь (3.12)

Отклонение найденных решений от условий равенства опре-
деляет для смежных звездочек некоторый критерий точности
расчета.
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Очевидно, что один из искомых узловых моментов для цен-
трального контура звездочки может считаться известным из
расчета предыдущих звездочек, тогда число лишних неизвест-
ных центрального контура звездочки уменьшится на единицу.

Сдвигающие силы взаимодействия контуров определяются
однократно* так, что сдвигающее влияние смежных контуров,
расположенных выше и левее (выше и правее) контура g, счи-
тается известным (в силу проведенного ранее расчета) и вво-
дится в матрицу внешних сил, а сдвигающие силы взаимодей-
ствия со смежными контурами, расположенными ниже и пра-
вее (ниже и левее), определяются в ходе расчета рассматри-
ваемой звездочки.

Матрица неизвестных в звездочке определяется из уравне-
ния

г;к -о,' Op. - - f/V/y '(oи№)р, m-
где

М\ матрица усилий от единич-
r.cyj ных неизвестных Y^;) я =

сУу _

=1,2,3, 4,5) в звездочке.

/щ

М'\№Г-№?"-№"\ л»
■ матрица усилий от «единичных»** внешних сил в звез-

дочке.

Y Возможем и иной подход к определению сдвигающих сил безучета проведенного ранее расчета.
** Единичные внешние силы принимаются только для расчета кон-г

- Р а Si Для контуров у понятие «единичные» внешние силы означает чис-ленные отношения параметров нагрузки у-го контура к.лагрузке |-го кои-
/ р(г \тура при /с-ом загруженми I—l .

(3.14)

(335)
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I I ,il L b *l 1 0
r.cpfiliil Д Pu[b//=p. 14 t2ie p«

=

f,jpm о o*l (3.16)j /°W j pf

|fs E о

1 0 f„rj
матрица податливости (3.17) звездочки, где

Г* = = f
<-СТХ.

Матрицы усилий в контурах £ или х (ф I или х) [Ь?р
] и

матрицы податливости элементов контуров звездочки U или
fy (х = 1,2, ... ,р) имеют смысл, показанный для отдельного
контура.

Матрицы Г у (х = 1,2,..., р) появляются как результат
взаимного влияния весовой функции центрального контура £ и
каждого из обрамляющих контуров х или иначе: если для каж-
дого отдельного контура опорным элементом распределения
весовой функции в контуре является (в силу выбора) весовая
функция стоек (Мд и /ст7 для %

= 1,2,. ..р), то для системы
контуров, объединенных в звездочки опорным элементом рас-
пределения весовой функции в звездочке является (в силу вы-
бора) весовая функция стойки центрального контура звездоч-
ки i„t. Переход от контура к звездочке отражается лишь на
объемных функциях контуров х и осуществляется введением
параметра у , который будем называть, в отличие от контур-
ных весовых параметров (со<р, (Гр)*, межконтурным параметом
весовой функции.

Матрица усилий от единичных неизвестных в отдельных
контурах g или х найдется по такой формуле:

* Здесь индекс ср равноценно может совпадать с индексом £ или X-
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Тогда матрица усилий от единичных неизвестных в звездоч-
ке определится такой зависимостью:

/ь?у=/ь»УЧх в-»'

Здесь матрица D#,,=/0# , 0V •■ •

, D^/
есть квази диагон ал ьна я матрица, диагональные элементы

которой суть диагональные матрицы D= иD7 контуров звез-
дочки. Диагональность блоков обусловлена ортогональностью
базиса для внутренних неизвестных каждого контура.

Матрица усилий в статически определимых контурах звез-
дочки от действия единичных неизвестных имеет вид:

ГьVт-
[Ьгр] (3.201

где каждая из матриц контуров [ЬД (ф = S нли х) опреде-
ляется обычным образом.

Для многоконтурных рам, образованных из контуров-дис-
ков, имеющих вертикальную ось упругой симметрии, статиче-
ский расчет звездочки проводится с новыми групповыми неиз-
вестными представляющими собой симметричные и кососим-
метрнчные комбинации . Преобразование в осу-
ществляется при помощи матрицы П=:

13.21'

где *

/ 0 0 1 0 j
\ 1 0 0-1 0 I

пг - j oi 1 о о \

I 0 1-1 о О |

I 0 0 0 0 1 I (3 22)
* Если пренебречь влиянием продольных деформаций на перемеще-

ния при раскрытии статической неопределимости системы, то влияние сим-
метричной доли у!Д равно нулю.
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Введение новых групповых неизвестных позволяет
получить значительные упрощения в схеме счета, в которой
используются свойства упругой симметрии контура (или си-
стемы контуров).

Матрицы усилий от единичных неизвестных и в
звездочке взаимно связаны матрицей преобразования TL. ;

/ь27-/ь‘.7п. (ä.m

Здесь матрица преобразования в звездочке П., ; получается
как квазидиагональная матрица, состоящая из блоков матриц
преобразования в отдельных контурах* g и

Матрица преобразования в звездочке третьего порядка

3. 3. Расчетные усилия в звездочке

Задаваясь целью выявить влияние весовых параметров на
расчетные усилия в контурах звездочки (а тем самым, в силу
однозначной зависимости между усилиями и объемной функ-
цией в контуре, и на объемную функцию звездочки), имеет

* Матрицы преобразования в контурах имеют неодинаковый вид в
силу несоответствия позиций неизвестных в контурах | и у.
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смысл, как и для отдельного контура, применить для определе-
ния расчетных усилий в звездочке методику, изложенную в ра-
боте [3], позволяющую находить усилия в модифицированной
системе непосредственно через усилия в первоначальной си-
стеме.

Опуская все выполненные нами промежуточные выкладки,
приведем лишь конечные результаты определения матрицы
усилий в модифицированной звездочке.

ь.™ м -
,äMI

а-и)

(здесь все индексы соответствуют индексам, принятым дня кон-
тура) .

Если рассматривать матрицу податливости элементов звез-
дочки в виде произведения двух матриц (как это было сделано
для контура), то можно получить еще более прозрачную зави-
симость между матрицей усилий в модифицированной системе
и вектором модификаций параметров.

Представим

Здесь f(/) :i:g квазидиагональная матрица податливости, со-
стоящая из блоков, принадлежащих конту-
рам звездочки, зависящая только от длин
элементов звездочки.

Igj диагональная матрица весовых параметров
элементов звездочки, как внутриконтурных
(со, всех контуров звездочки, так и меж-
контурных у всех обрамляющих контуров
звездочки.



или иначе можно записать;

М = 9f,,r. (з.зо)

где матрица

9г,* =/9£, 9х/' •••> 9 *pj
объединяет только внутриконтурные параметры;
а матрица

IWETv-- h.J
объединяет только межконтурные параметры звездочки.

Матрица изменения податливости элементов звездочки мо-
жет быть представлена при использовании (3. 28) и (3. 30) в
виде:

4Г f-rf-s = f9- -9.; fT 9 А- 1 9.7 '33„

Матрица модификации весовых параметров жесткости в
элементах звездочки (матрица модификации) [AgJ вычисляет-
ся, если иметь в виду (3.30), по следующему алгоритму:

[а 9У’ 9*т ~9» = 9(,* тГ» т - ,х

так как

9^*/п = й 9^*
Г. т =Г.+ 4 Г* по определению.

Тогда

-319#ЛГ. (_. я

А9« “Ж 9f,. * j9m г «я <з.зг>

Теперь искомая матрица усилии в звездочке найдется из
(3.26), где Н 3; определяется по формуле:

г№]дй~[ь%**№lС,У'ь~lрlя(ззз)
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Очевидно, что расчетные усилия в модифицированной звез-
дочке могут определяться по известным матричным зависимос-
тям для каждой вариации весовых параметров независимо
друг от друга повторными расчетами.

4. Оптимальное проектирование звездочки

4. 1. Объемная функция звездочки

Объемная функция звездочки рассматривается как сумма
объемных функций контуров, входящих в звездочку (£ и у):

V» 2 1/у>а O O
f5

Здесь 10,* объемная функция контура (ф =£,Хь• • •, Хр ) в
звездочке;

КТср коэффициент, учитывающий влияние межкон-
турного параметра жесткости у на объем-
ную функцию контура ф.

Значения коэффициентов К т? определяются из условия
удовлетворения расчетными усилиями (а следовательно и объ-
емными функциями) каждого контура, объединенного в звез-
дочке, требований закона распределения весовой функции
между контурами, обусловленного выбором параметров у7 •

Связь межконтурного параметра жесткости с геометриче-
скими характеристиками элементов имеет вид:

-
=

‘' ст( ст *
4

* ст? LcTt *

(4.2 j
* х Iстя tlсп 4 Lctx 4

Коэффициент аст » определяется через расчетные усилия в
элементе по (2. 19) таким образом:

з

3

Здесь S = - выражает неизменяемую часть коэффици-
ента (для принятой постановки задачи).

Отсюда расчетные усилия в контурах звездочки должны
будут удовлетворять требованиям закона распределения весо-
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вых функций, в силу их объединения в звездочку, следующим
образом:

Здесь у исходный параметр,
7° расчетный параметр, отражающий картину рас-

пределения усилий в звездочке по результатам
статического расчета.

Если ввести, по аналогии с контуром, для каждой пары
контуров gи х понятие критерия по параметру уу таким об-
разом, что

КЧ,= А, - (4.51

то устанавливается следующий алгоритм вычисления расчет-
ных усилий, удовлетворяющих закону распределения весовой
функции в этой паре контуров:

3/ I 3
1) Если >/, ГПО М Стsрасч ~МС гх j %

Мртхрасч■ - тах

м
L crx*crf-*crx*t

2 ) Если Kp(f%) <1) m 0 М СГ£расч.= Мст^то*.
и _

и г' 3/4 hl*М СТХРОСЧ — *СТS IX

• (4.6)
Lcrx

Поправочные коэффициенты КТэ > учитывающие влияние
межконтурного параметра на объемную функцию контура, во-
влеченного в звездочку, определятся теперь в зависимости от
значения критерия по параметру у .

1) Если для некоторой пары контуров Кр (у у
правочный коэффициент Кт вводится в объемную функцию
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контура с и определятся одинаково для всех трех ветвей вычис-
ления объемной функции контура;

Н'тг-'*-Н (4Л)
Г МСТ £ L cr%

Иначе говоря, если Кр{у ) > 1, то опорным элементом в
объемной функции двух объединенных контуров выступает
опорный элемент (стойка) контура х и объемная функция кон-
тура I приводится к новому опорному элементу.

2) Если для некоторой пары контуров Кр (у., ) < 1, то по-
правочный коэффициент Кь вводится в объемную функцию
контура х и определяется одинаково для всех трех ветвей вы-
числения объемной функции контура;

к мм
*■ Мстк

В этом случае опорным элементом в объемной функции
двух объединяемых контуров выступает опорный элемент
(стойка) контура | и объемная функция контура х приводится
к новому опорному элементу.

Так определяются две ветви вычисления объемной функции
звездочки, в зависимости от начального вектора параметров
Г(т7

) ■
Для звездочки, объединяющей группу контуров, возникает

проблема приведения объемных функций контуров (всех, кро-
ме одного опорного) к опорному элементу (стойке) того
контура, для которого Кр(уу ) имеет наибольшее значение.
Здесь можно различить два случая;

1) если Кр(уу )> 1 для одного или нескольких контуров
звездочки, то опорным контуром становится контур х с наи-
большим значением критерия;

2) если Кр (у) <С 1 для всех контуров звездочки, то, в силу
очевидного Кр(хО = 1, опорным контуром становится кон-
тур S-

Очевидно, что оптимальный параметр уу для двух контуров
Sи х соответствует условию Кр{у ) =l, при котором

*4 - к г> -
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4.2. Постановка задачи оптимального проектирования
способом звездочек

Задача оптимального проектирования звездочки сводится к
отысканию вектора весовых параметров элементов звездочки
g* , дающего минимум объемной функции звездочки.

Решение поставленной задачи, как задачи выпуклого про-
граммирования, проводится по схеме метода возможных на-
правлений, причем переменному вектору параметров звездоч-

(l)ки g* ставится в соответствие матрица переменных расчетных
усилий (gf;

) так, что искомому оптимальному вектору
g* оптим соответствует матрица расчетных усилий Ь* расч .

(g* опт»м), удовлетворяющих критерию минимума объемной
функции звездочки.

Вектор параметров звездочки имеет вид произведения двух
независимых векторов

9*- 9*. г- ■

где первый вектор gc 7
= g (со, J3) объединяет внутренние ве-

совые параметры контуров звездочки (со £ , (3,- исо |3 для
всех х), а второй вектор Г* = Г(у ) объединяет межконтур-
ные весовые параметры звездочки (у для всех у).

Модификация вектора g*, в силу независимости векторов
g: х и Г

(
, проводится в двух направлениях, соответствующих

каждому из этих двух векторов.
Подходящее возможное направление модификации векто-

ров gs х и Г* выбирается как подходящее возможное направ-
ление модификации расчетных усилий, поставленных в соответ-
ствие каждому из векторов.

Вектору gc у поставлена в соответствие матрица расчет-
ных усилий в отдельных контурах звездочки (здесь каждый из
контуров рассматривается автономно). Вектору Г* поставлена
в соответствие матрица расчетных усилий во всей звездочке
(здесь каждая из звездочек рассматривается автономно).

Подходящее возможное направление модификации вектора
выбирается так, чтобы значение критерия минимума объемной
функции по параметрам со и (3 для каждого из контуров звез-
дочки стремилось к единице (Кр(со)~* 1 иКр (|3) “М). Моди-
фикация вектора g. х проводится по методике, рассмотрен-
ной для одиночного контура, где, кроме действующей внешней
нагрузки на контур, в роли нагрузки выступают узловые мо-
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менты и силы взаимодействия рассматриваемого контура (|)

со смежными контурами (х).
Подходящее возможное направление модификации вектора

Г* выбирается так, чтобы значение критерия минимума по па-
раметру у для каждой пары контуров g и х (х= 1,2, .., р)
в звездочке стремилось к единице (Kp(v x )“* 1). В силу моно-
тонности изменения объемной функции вдоль ветви на множе-
стве параметров ух это направление однозначно отыскивается
для каждого из модифицируемых параметров ух (х = 1,2,..., р)
пробным расчетом в двух точках.

Выбором начального вектора межконтурных весовых пара-
метров (y для всех х) определяется одна из двух ветвей вы-
числения объемной функции звездочки как функции от ух • Ми-
нимизация объемной функции звездочки проводится как шаго-
вый процесс вдоль выбранной ветви (выбором исходных пара-
метров yx ) в выбранном направлении (пробным расчетом в
двух точках).

Следует отметить, что матрица Г*, определяемая для звез-
дочки |, имеет в своем составе два параметра у у , найденные из
предшествующих расчетов для смежных с контуром | конту-
ров, расположенных левее и выше (правее и выше) контура |.

Если при проектировании рамы предъявляются некоторые
конструктивные требования к межконтурным параметрам жес-
кости элементов, то матрица Г* определяется однозначно по
значениям коэффициентов векторов и .

Например, при требовании равенства погонных жесткостей
некоторых элементов в контурах g и х, имеем:

если L ta = l IH) то r x =

,

f

°сли =iu ,vo иv 3.

Проблема оптимального проектирования рамы, при исполь-
зовании приближенного расчета ее способом звездочек, сво-
дится к оптимальному проектированию отдельных звездочек
(от звездочки к звездочке). По результатам оптимального про-
ектирования для каждой из звездочек сохраняется для рамы в
целом следующая информация:

а) внутриконтурные весовые параметры центрального кон-
тура звездочки 1~ (о, рф .



б) межконтурные весовые параметры для каждой пары кон-
туров gи х (у у ) > гД е X имеет индекс смежных контуров %=3, 4
при нагрузке слева и х - 1,2 при нагрузке справа;

в) матрица расчетных усилий и объем центрального кон-
тура
в том случае, когда внешнее обрамление звездочки имеет пере-
сечение с обрамлением рамы, то и в пределах этого пересече-
ния.

Таким образом, оптимальный вектор весовых параметров
на всем поле рамы, минимизирующий объемную функцию
рамы, будет определяться как множество независимых векто-
ров g- / минимизирующих объемную функцию соответствующих
контуров-дисков в раме (g = 1,'2, ..

. ,
г) и векторов Г*, мини-

мизирующих объемную функцию соответствующих звездочек,
полученных при совмещении центрального контура звездочки g
с каждым из контуров-дисков ядра рамы (g =1,2, . .., Г\).

Минимальный объем рамы в целом определится как сумма
минимальных объемов центральных контуров звездочек (для
контуров-дисков ядра рамы) и обрамляющих контуров звез-
дочки (для контуров-дисков обрамления рамы).

4. 3. Некоторые результаты оптимального проектирования звездочки

Оптимальное проектирование проведено для звездочки
третьего порядка, совмещенной с одним из контуров-дисков
ядра рамы, при трехкратном загружении контуров рамы на-
грузкой по схеме:

кн = 2 или кн =4, или кн = 2 и 4 (здесь коды нагрузок
(/с„) и соответствующие им схемы загружения принимаются
по табл. 1).

Расчетная схема звездочки приводится на фиг. 15.
Статический расчет звездочки проведен в соответствии с

принципами, изложенными в разделе 4. 1.
С целью облегчения проведения ручного счета нами рас-

сматривается звездочка, обладающая вертикальной осью упру-
гой симметрии (что ни в какой мере не нарушает общности
задачи), для которой внутриконтурные и межконтурные весо-
вые параметры нижних (хь х*) и верхних (хг и Хз) контуров
соответственно одинаковы:

= 9и = 9х н > f* =

9*г =9м “ 9* в 1 А= Л =

99
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Фиг. 15. Расчетная схема звездочки 3-го порядка

Структура матриц D ; (z) и D p * (z) для симметричной звез-
дочки значительно упрощается и матрица канонических урав-
нений распадается на две.

Оптимальное проектирование звездочки проводится в соот-
ветствии с положениями, изложенными в разделе 4. 2. С целью
получения рельефа объемной функции исследуется закон изме-
нения объемной функции звездочки по двум направлениям;
на множестве внутриконтурных весовых параметров щ (где
Ф = g или х; х = 1,2, 3,4) и на множестве межконтурных весо-
вых параметров уп (связывающих весовые функции централь-
ного и нижних контуров).

I) При вариации параметров весовой функции ау(Р = 1
и у =1) в пределах от oдо 00 объемная функция звездочки
V... (со«р) графически изображается в виде двух ветвей: одна
из них монотонно убывающая и вторая монотонно возрас-
тающая функции с изломом в точке оь = соОПтим. (см. фиг. 16).

Результаты счета табулированы и приведены в табл.
10—15“

Исследование показало, что оптимальные значения пара-
метров (Dtp для контуров звездочки как системы взаимосвязных
контуров (с учетом сил взаимодействия) совпадают с оптималь-
ным значением параметра со; для отдельных разрозненных
контуров, при прочих равных условиях.
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2) При вариации межконтурного параметра весовой функ-
ции Yh (% = «оптимф р=liТв = 1 ) в пределах от oдо 00

объемная функция звездочки (ун) графически изображается
в виде двух ветвей: одна из них монотонно убывающая и вто-
рая монотонно возрастающая функция с изломом в точке
V„= Y„. on„u (см. фиг. 17).

Результаты счета табулированы и приведены в табл. 16-^2l.
Объемная функция звездочки V... (у н) принимает минималь-

ное значение там, где критерий по модифицируемому парамет-
ру Кр(у lн ) равен единице.

Интересно отметить, что оптимальное значение параметра
уУн совпадает с численным значением отношения параметров
нагрузки контуров g и % нижних: p t/p y =1,2.

Вопрос о существовании и единственности решения при
оптимальном проектировании звездочки включает в себя и во-
прос о существовании и единственности решения, определяе-
мого для отдельного контура (на множестве внутриконтурных
весовых параметров), и специальный вопрос о существовании
и единственности решения, определяемого для звездочки в це-
лом (на множестве межконтурных весовых параметров).

Первая часть вопроса со всей полнотой рассмотрена в раз-
деле оптимального проектирования контура. Вторая часть во-
проса формулируется по аналогии с первой следующим обра-
зом: если решение существует, то оно единственно и опреде-
ляет звездочку минимального объема; если решение в приня-
той постановке не существует, то ограничивается область отыс-
киваемого решения и определяется конструкция на границе
области (условный минимум).

«•h =z2V4V2A4
К* (coj; (Р = 1; О

Таблица 15

СО 10 5 3 2
1

1 i
1 Va 7з V5 Vio

V-. , (со) • аст : 40,8 39,3 40,5 44,5 52,0 60,5 69,0 77,0 90,5

Vlt * (w) • 113,0 90,3 55,4 44,5 52,0 60,6 69,0 78,0 95,0

2 * (<о) • аст : 71,4 57,0 44,0 44,5 51,8 60,0 69,0 76,0 92,0

Vl3* («) • аст ;
51,4 40,0 40,5 44,4 52,0 60,5 69,0 78,5 94,5

Ч * (“) • аст; 90,0 56,5 40,4 44,3 51,6 60,4 69,5 77,0 94,0

К» И • «ст$ 366,6 283,1 220,8 222,2 259,4 302,0 345,5 386,5 466,0



*
H
= 2V4 V2A4

n*(v„); (P = i Yo == 1; со -2,7)

Таблица 16

‘ н 10 5 3
1 1 2 1 V 2 73 Vs Vio

max 5,60 5,44 4,87 4,76 4,25 3,39 3,98 2,75 2,39
Mcr шах 10,5 10,3 10,2 9,85 9,74 9,33 9,20 9,08 8,90
Щ max 10,2 9,41 8,42 7,45 5,52 3,00 1,92 0.81 0,65

О
Шзi 1,83 1,73 1,73 1,56 1,30 0,88 0,62 0,29 0,27
Кр(Р) 0,55 0,58 0,58 0,64 0,77 1,13 1,60 3,45 3,70

о . о
/п3 j т 1 2,65 2,46 2,24 2,04 1,53 0,98 0,90 0,81 0,72

Кр ((Зсо) 1 Кр (со) 0,65 0,71 0,78 0,85 1,14 1,77 1,93 2,14 2,40
* аст ;

67,5 64,5 57,0 50,5 41,5 40,0 39,4 38,8 38,1
И ! 9,70 4,75 2,80 1,87 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

К;* т.£ • аст ; 655 307 160 93,5 41,5 40,0 39,4 38,8 38,1
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* н
= 2 V4 У2Д4

Y н ) *» (Р=1 : Тв = I; (о = 2,7)

Таблица 17

н 10 5
1

з 2 |. V2 V» Vs V.o

max 6,04 6,20 6,39 6,54 6,94 7,42 7,59 7,76 7,98

max 10,1 9,82 9,48 9,18 8,52 7,58 7,28 6,96 6,57
Щ max 5,41 5,51 5,53 5,62 5,70 5,83 5,87 5,92 5,97

О 0,90 0,89 0,86 0,86 0,82 0,78 0,77 0,76 0,75
Кр(Р) 1,11 1,12 1,15 1,16 1,22 1,28 1,29 1,32 1,33

О
tnY 1,61 1,70 1,82 1,92 2,20 2,65 2,82 3,00 3,28

Кр (со) 1,08 1,02 0,96 0,91 0,79 0,66 0,62 0,58 0,53

• *„ г 43,4 42,0 41,7 42,8 45,5 48,5 59,5 50,8 52,2
1,00 1,00 1,00 1,00 1,14 2,46 3,78 6,50 13,5

v-U*-m-;x -y.
СТ

£ 43,4 42,0 41,7 42,8 51,7 119 187 330 705

Таблица 18
h
= 2V4V2A4

(P=l: Yb =1 ; w = 2,7)

* н 10 ! 5 3 2 1 V 2 V» Vs Vio

max 3,13 3,11 3,10 3,08 3,03 3,00 2,98 2,96 2,94

max 6,31 6,30 6,29 6,28 6,26 6,25 6,24 6,23 6,22

ли3 max 4,36 4,32 4,26 4,21 4,10 3,99 3.93 3,87 3,81
оm31 1,39 1,39 1,38 1,37 1,35 1,33 1,32 1,31 1,29

Кр(Р) 0,72 0,72 0,72 0,73 0,74 0,75 0,76 0,765 0,77
от:] 1,87 1,85 1,83 1,81 1,77 1,72 1,70 1,68 1,65

Кр(со) 0,93 0,94 0,95 0,96 0,98 1,01 1,02 1,03 1,05
(т н) • *ст у. 28,5 28,3 27,8 27,5 26,8 26,8 26,7 26,7 26,6
/И у 16,0 7,80 4,50 2,92 1,55 1,49 1,47 1,46 1,43

2 * • '«Т2 • аст ; 455 220 125 80,5 41,5 40,0 39,4 39,0 38,0
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*
h
= 2V4V2A4

Таблица 19

(тн); (Р = 1: У в = I; со -2,7)

'

н 10 5 3 2 1 Va Va Vs VlO

rnax
мст rnax

Щ mix
оm n

Кр(Р)
От,

Кр (со)

• а ст Х,

Vl 3*
■

"% * аст ;

2,22 2,26 2,27

6.01 6,03 6,04
2,19 2,16 2,13
1.02 1,05 1,06

0,97 0,95 0,94
1,01 1,01 1,01
1,72=

25.7 25,8 25,9
16.8 8,15 4,70

432 210 121

2,28
6,06
2,11

1,07
0,93
1,01

26,0
3,02

78,0

2,29
6,09
2,04
1,12
0,89
1,0,

26,1
1,60

41,7

2,31
6,13
1,98
1,16
0,86
1,01

26,2
1,52

39-8

2,32
6.15
2,01
1.15

0,86
1,01

26,3
1,50

39,5

2,33
6,17
2,05
1,14
0,88
1,02

26,4
1,47

39,0

2,34
6,19
2,09
1,12
0,89
1,02

26,5
1,44

38,2

/ch
= 2V4V2A4

Таблица 20

(т н); (Р = 1: \’в -1; со = 2,7)

* Н 10 5 3 2 1 Va Vs Vs VlO

rnax

rnax
yH'i rnax

оm31

Кр(Р)
о , о

/я 3 | т 1

Кр(рсо) 1 Кр(со)

■ а ст 7.4
ть

У'Ц* • т\ ■ аст;

3,59
7,58
4,03
1,12
0,89
1,44
1,20

32,4
1,30

42,0

3,85
7,92
4,20
1,09
0,92
1,43

1,22
33,9

1,23
41,6

4,11 4,44
8,33 8,70
4,37 4,58
1,07 1,03
0,935 0,97
1,42 1,42
1,23 1,23

35.6 37,2
1,14 1,05

40.7 39,0

5,52 7,14 8,30 9,38 10,3
9,40 10,5 10,9 11,4 11,9
5,28 6,23 6,62 7,05 7,47
0,955 0,87 0,80 0,75 0,62
1,05 1,14 1,25 1,33 1,60
1,59 1,82 2,05 2,21 2,34
1,13 0,96 0,85 0,79 0,75

40,2 46,6 54,3 61,4 67,5
1,04 1,77 2,53 4,00 7,45

41,8 82,5 137 245 503
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Табл и ц а 21

В геометрической интерпретации объемная функция звез-
дочки V* может рассматриваться как гиперповерхность в
(g-j- 1) мерном пространстве, с базисом, образованном ортами
вектора весовых параметров звездочки (в силу их линейной
независимости). Размерность (g) пространства определяется
числом независимых параметром.*

Задача оптимального проектирования межконтурных рам,
как задача математического программирования, сформулиро-
ванная в матричной форме, полностью отвечает требованиям
постановки Задачи на электронные цифровые вычислительные
машины.

Разработанный алгоритм и логическая схема программы (в
статье эти вопросы освещаются лишь в мере изложения прин-
ципов расчета) позволяют предельно автоматизировать про-
цесс счета, сведя исходные данные к минимуму информации о
типах контуров, кодах загружения, внешних нагрузках и шка-
ле индексов образования звездочек в проектируемой раме.

Все матрицы базиса (в том числе и грузовые матрицы) и
матрицы усилий составляются по алгоритму в ходе реализации
программы.

Мы считаем, что в таком виде постановка задачи на ЭЦВМ
выполнена, составление же программы (при наличии разра-
ботанного алгоритма и логической схемы программы) является

Например, для звездочки 3-го порядка g 14.

ч- г 2 V 4 V 2 Л 4
(Р=1 : Y B

= 1; со = 2,7)

к ■
|

Т„ | ю
!

5 3 2 1 Va ’/з Vs Vio v/ч

П.(т„) 655,0 307,0 160,0 93,50 41,50 40,00 39,40 38,80 38,10
1

хстЕ

н) 43,40 42,00 41,70 42,80 51,70 119,0 187,0 330,0 705,0

н ) 455,0 220,0 125,0 80,50 41,50 40,00 39,40 39,00 38,00 „

Vy^.(r и) 432,0 210,0 121,5 78,00 41,70 39,80 39,50 39,00 38,20 м

VI4 *(r„) 42.00 41,60 40,70 39,00 41,80 82,50 137,0 245,0 503,0 ,,

К (т„) 627,4 820,6 488,9 333,8 218,2 321,3 442,3 691,8 1322
уОч 1,050 1,060 1,090 1,100 1,180 1,320 1,37С 1,450 1,500 —

Кр (т7 ) 9,600 4,700 2,730 1,840 0,850 0,380 0,240 0,140 0,070 —
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самостоятельной задачей, относящейся к сфере работы про-
граммиста.

Трудоемкость алгоритма при реализации его ручным сче-
том велика, ибо связана с проведением расчета звездочки как
системы с высокой степенью статической неопределимости, со-
стоящей из «внешней» статической неопределимости системы
(лишние неизвестные У :,) и «внутренней» статической неопре-

делимости контуров (лишние неизвестные X,)*.
Правда, в силу выбора основной системы, матрица коэффи-

циентов канонических уравнений метода сил для звездочки
распадается на две матрицы: одна состоит из коэффициен-
тов при лишних неизвестных Y.; (Z ;:;

), вторая при лишних
неизвестных Х,; .

Трудности ручного счета заключены лишь в обращении
первой матрице (ибо вторая диагональная матрица в силу
построения базиса). Однако, если ограничиться расчетом со
звездочками третьего порядка и наложить принятые нами для
ручного счета ограничения на весовую функцию звездочки (вер-
тикальная ось упругой симметрии), то матрица коэффициентов
при неизвестных Z

%
распадается на две матрицы порядка не

выше третьего и проведение ручного счета становится реальным.
Полагаем, что этим определяется граница возможного примене-
ния ручного счета, имея в виду, что каждая вариация пара-
метров весовой функции сопровождается расчетом звездочки
(полным или частичным).

Задача проектирования статически неопределимых рам наи-
меньшего объема, безусловно, относится к классу задач, реше-
ние которых, при доведении результатов решения до числовых
значений, осуществляется на электронных цифровых вычисли-
тельных машинах.

* Уже для звездочки самого низкого порядка степень статической не-
определимости равна 5 + 5 X 3 = 20 !
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ZUSAMMENFASSUNG

Das Projektieren der statisch unbestimmten optirnalen Rahmentragvverke ais
Problem des rnathematischen Programmierens

E. Jõgi

In der Abhandlung wird für die Berechnung der statisch
unbestimmten Rahmen mit minimalem Volumen (Gewicht) ein
Näherungsverfahren entwickelt und mit Zahlenbeispielen illust-
riert.

Das Volumen des Rahmens wird durch eine nichtlineare
Funktion von unabhängigen Parametern der Steifigkeiten
(g = EI; ausgedrückt, die die nichtlinearen Grenzbedingungen
der Statik, der Kinematik und der Festigkeit befriedigen müssen.
Die mathematische Formulisrung des Problems, die Optimisie-
rung der Funktion des Volumens, führt zu einer Aufgabe des
nichtlinearen mathematischen Programmierens.

Gemäss des entwickelten Berechnungsverfahrens wird der
vielfeldige Rahmen in sog. «Sternchen» aufgeteilt, darge-
stelltvon Elementen Feldern, die ais steife Konturen behan-
delt werden (Abb. 15). Für diese Elemente werden diejenigen
Felder des Rahmens gewählt, die minimale Verbindungen und
eine maximale Selbstständigkeit besitzen (Abb. 1). Die aus die-
sen Elementen zusammengesezten «Sternchen» werden durch
Steifigkeitsparameter charakterisiert, die den grössten Einfluss
aut die Funktionen der Volumen des Zentralelementes haben.

Die Zielfunktion, die Funktion des minimalen Volumens, wird
durch stufenweise Näherung gefunden, die nach dem Verfahren
der möglichen Richtungen durchgeführt wird. Um die mögliche
Richtung der besten Näherung festzulegen, sind mittels Steifig-
keitsparametern Kriterien Kp (g) gegeben und auch die
Bedingungen der Kriterien entsprechend der Minimalbedingung
des Volumens.

Für die Berechnung der typischen flächen Rahmentragwerke
ist der vollständige Algorithmus gegeben. Bei dem Algorithmus,
der durch Matrizen gegeben ist, wird die Möglichkeit berück-
sichtigt, Berechnungen aul der Elektronenrechenmaschine
durchzuführen.

Die Anwendung des Algorithmus zur Berechnung der ein-
und mehrfeldigen Rahmen wird durch Zahlenbeispiele illustriert.
Die Richtigkeit des entwickelten Berechnungsverfahrens, seiner
theoretischen Voraussetzungen und des Algorithmus, bestätigen
die dargestellten Kurven der Funktionen des Volumens (Z. B.
Abb. 10).
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In der Abhandlung wird vorausgesetzt, dass der Rahmen
im elastisch-linearen Zustande ist, und ais Kriterium der
Festigkeit werden die grössten Spannungen angenornmen. Dabei
ist das vorgeschlagene Berechnungsvcrfahren amvendbar tür
die Berechnung der Rahmen mit plastischen Gelenken und für
die Tragfähigkeit der Rahmen. Das Verfahren kann auch bei
der Berechnung der räumlichen Rahmentragwerke Anwendung
finden.
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УДК 631.2.001.45 Н-
+ 631.4 ; 536.12

Л. А. Иооритс

ДИНАМИКА ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ ГРУНТА ПОД
ПОЛОМ ЖИВОТНОВОДЧЕСКОГО ПОМЕЩЕНИЯ

В статье рассматривается динамика температурного поля
грунта под коровником на основе натурных измерений темпе-
ратур и анализа температурного поля грунта на открытой мест-
ности.

Выясняется воздействие коровника на поле температуры
грунта и механизм движения тепла через пол коровника.

I. Постановка вопроса

Проблемы баланса тепла животноводческого помещения,
выбор рациональной конструкции пола, вопрос теплоизоляции
подземных частей наружных стен и ряд других практических
проблем требуют точного знания поля температуры и его ди-
намики в грунте.

Значение теплопотерь через пол в балансе тепла животно-
водческого помещения является неясным. Так, например, вы-
воды исследований теплопотерь через пол коровника очень раз-
личные, и это именно вследствие неполной изученности поля
температуры в грунте. Особенно отличающими от выводов дру-
гих исследователей являются выводы Н. М. Педько [l]. Он
утверждает на основании натурных исследований в Белорус-
ской ССР около Минска, что пол коровника помогает топить
помещение за счет тепла, аккумулированного в грунте летом.
Вычисление теплопотерь через пол по действующим нормам
основывается на тезисе пропорциональности теплопотерь раз-
ности температур внутреннего и наружного воздуха.

Правильное определение теплопотерь через пол животно-
водческого помещения требует создания правильной картины о
передвижении и потенциальных источниках тепла в грунте,
строго соответствующей действительности.

Настоящая работа базируется на серии круглогодичных из-
мерений температур в грунте под коровником в климатических

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

С Е Р И Я А № 227 1965
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условиях Эстонской ССР. Измерения проводились в двухряд-
ном коровнике, имеющем бетонный пол и вмещающем 126 дой-
ных коров. В коровнике применялась на ложах торфяная под-
стилка толщиной не менее 5 см. В одной части здания (вер-
тикаль Е) внутренняя поверхность подземной части наружной
стены была до глубины одного метра утеплена фибролитовыми
плитами. Температуры измерялись в 70 точках при помощи
термометров сопротивления. Расположение точек измерений
показано на изотермических картах.

11. Динамика поля температуры грунта на открытой
местности

Поле температуры в грунте изменяется по сложным, но ста-
бильным закономерностям. В самом цельном виде выявляется
поле температуры в грунте на открытой местности, т. е. на
местности, где отсутствуют леса, поселения и отдельные круп-
ные здания.

Годовая амплитуда температур в грунте, характеризуемая
показательной функцией Ль =А ■ l bh

, уменьшается с глубиной.
Для города Тарту (Эстонская ССР) данная функция выра-
жается в виде

Ль = 23,0 г оь
. (1)

Но до сих пор не было формулы для вычисления средней
многолетней температуры в грунте tK

= f{h). Анализ данных о
температурах в грунте [2, 3] показывает, что функциональную
связь между средней многолетней температурой и глубиной
хорошо описывает уравнение параболы

tK
= а ■ хп

,

где /к средняя многолетняя температура грунта
за год, в °С, на глубине /г, в м\

a—t п - средняя многолетняя температура поверх-
ности земли за год, в °С;

х= h ду расстояние от горизонтальной оси коорди-
нат, в м (ду = 1 м) ;

tn tBп = ——- где U средняя многолетняя температура
в воздуха за год, в °С.

Для города Тарту данное уравнение выражается в виде

С = 5,45 хO - 135 . (2)
Знание уравнений (1), (2) и средней величины опоздания

максимума температур в грунте (для Тарту 19,3 дней/м) позво-
ляет на основании анализа функций температур отдельных ме-



сяцев t f{h) составить точную номограмму, которая описы-
вает тепловой поток в грунте в зависимости от времени и глу-
бины (фиг. Г).

Из фигуры 1 видно, что крайние значения градиента на дан-
ной глубине прибывают раньше, чем экстремумы температуры,
причем разница во времени уменьшается с глубиной и на гео-
термической глубине становится равным нулю.

Поле температуры верхних слоев литосферы целесообразно
разделить на три зоны:
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A. Зона сезонных изменений температур.
Нижней границей этой зоны является минимальная глуби-

на, на которой величина потока тепла вниз в разрезе года рав-
няется нулю. Назовем эту глубину граничной глубиной (кт ).

Для города Тарту hm 13,5 м.
Б. Переходная зона, т. е. зона между граничной и геотерми-

ческой глубиной.
На геотермической глубине {hg ) поле температуры стано-

вится стационарным. hg зависит главным образом от климата
данной местности. Отдельные здания и группы зданий не в
силе изменить ее значения. Для Тарту hg = 38 м.

Переходная зона характеризуется большой стабильностью
поля температуры и влажности.
B. Зона со стационарным полем температуры.

В этой зоне поле температуры характеризуется геотермиче-
ским градиентом V tg = 0,03 град/’м.

Количество тепла, уходящего в течении годового перехода
из грунта в атмосферу, больше количества тепла, получаемого
грунтом сверху от солнца и приземного слоя воздуха. Следо-
вательно, тепловой баланс поверхности земли на открытой
местности отрицательный. Для города Тарту выражается он
приблизительно в следующем виде:

18244 18900 = 656 ккал/м2 в году
или 21,2 22,0 = 0,8 квт.часов/м 2 в году.

111. Поле температуры грунта под коровником

Наличие здания коровника создает участок земли, которой
не подчиняется прямому воздействию солнца и метеорологиче-
ских факторов атмосферы. На этот участок земли действует
микроклимат коровника, резко отличающийся от климата окру-
жающей атмосферы.

Единственными существенными источниками тепла коров-
ника являются животные, которые свыше половины суток ле-
жат непосредственно на полу и нагревают своим телом пол.
Лежание коров создает характерный для коровника темпера-
турный режим поверхностого слоя пола. Динамика этого ре-
жима списывается на изотермических картах.

Специфический температурно-влажностный режим коровни-
ка к поверхности пола вызывает образование в грунте под, ко-
ровником поля температуры, которое сильно отличается от
поля температуры грунта на открытой местности.

Результаты измерений показывают, что под ложем на вер-
тикалях G и К образуются изменяющиеся во времени очаги
тепла. Температура горизонтальных слоев на вертикалях G и



К является самой высокой, а на вертикалях Е и М самой низ-
кой. С увеличением глубины температуры на разных вертика-
лях быстро уравниваются и на глубине 9 м становятся практи-
чески равными, т. е. изотермы становятся горизонтальными.

Фиг. 2 показывает средние температуры горизонтальных
слоев в разрезе месяцев в зависимости от глубины. Жирной
линией изображена средняя температура за год; эта кривая
хорошо характеризуется для данного коровника уравнением
гиперболы

/к
= 14,6 • х-°’226

, (3)
где х = h -\- 0,5 м.

Фиг. 2. Среднемесячные температуры горизонтальных слоев грунта под
коровником в зависимости от глубины

П7
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Амплитуда колебания температуры грунта под коровником
уменьшается с увеличением глубины. На граничной глубине
\ = 0,16 град.

Температурные кривые отдельных месяцев tK
= / (/г) харак-

теризуют изменение теплосодержания грунта и направление
движения тепла.

Тепловой поток из очагов тепла имеет два направления:
1) обратно в помещение,
2) в грунт, находящийся за пределом коровника или через

фундаменты наружных стен в наружный воздух.

«о

I

Фиг. 3. Сравнение среднегодовых температур в грунте на
открытой местности и под коровником
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Количество тепла, вытекающего из грунта под коровником
в грунт за пределами здания, составляет тепловой баланс пола
коровника. С точки зрения грунта тепловой баланс пола коров-
ника является за всякий период времени положительным, т. е.
грунт поглощает тепло помещения.

Граничная глубина под коровником (h m ) находится не-
сколько глубже, чем на открытой местности. Температура на
граничной глубине под коровником выше, чем на открытой
местности (фиг. 3).

Кроме перечисленных факторов поле температуры грунта
под коровником зависит еще от теплофизических характеристик
грунта, подземных частей наружных стен и пола коровника,
от размеров здания, поля влажности грунта и снежного по-
крова.

IV. Движение тепла через пол коровника

Причиной качественных изменений в поле температуры
грунта является не столько микроклимат воздуха коровника,
сколько непосредственный контакт коров с ложем. Основная
часть тепла, уходящего из коровника в грунт, воспринимается
ложем непосредственно из организма животного при его лежа-
нии и только незначительная часть тепла передается в пол
через внутренний воздух. На исследуемом объекте 9% от явной
теплопродукции коров за стойловый период воспринялся не-
посредственно ложем от лежащих животных. Из этого количе-
ства тепла 48*70 вернулось обратным потоком в помещение.

Из фигур 4—lo видно, что температура грунта под коров-
ником стоит круглый год значительно выше, чем в грунте на
открытой местности. Вследствие этого возникает горизонталь-
ный градиент температуры, изотермы частично становятся вер-
тикальными, и вызывают горизонтальные потоки тепла. В грун-
те на открытой местности горизонтальные градиенты обыкно-
венно отсутствуют.

С глубиной величина горизонтального градиента резко
уменьшается и на граничной глубине h m —l5 м становится
равным нулю.

Горизонтальный градиент характеризует тепловой поток че-
рез подземные части наружных стен. Этот поток тепла направ-
лен из подполья коровника в грунт за его пределами. Источ-
ником этого тепла являются животные.

Точный анализ горизонтальных градиентов позволяет опре-
делять количество тепла, которое выносится из грунта под зда-
нием, т. е. теплопотери через пол коровника.
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На исследуемом объекте теплопотери через пол коровника
за стойловый период 1963/64 (28 недель) составили 18 G кал
или 21000 кет.час., т. е. 17% от общих теплопотерь коровника.
Теплопотери через пол за год составили 31,12 G кал или
36 200 кет.час.

Сравнение действительных и нормативных теплопотерь че-
рез пол показывает, что потеря тепла через пол не является
пропорциональным разности температур внутреннего и наруж-
ного воздуха Аt. В действительности потеря тепла через пол в
холодный период (при большой А t) уменьшается, а в теплый
период повышается. Это явление способствует саморегулирова-
нию температурного режима коровника, т. е. способствует ста-
билизации внутреннего режима.

В теплый период температура наружного воздуха относи-
тельно высокая, что вызывает и повышение температуры внут-
реннего воздуха и уменьшение общей пелопродукции живот-
ных. Если повышение внутренней температуры продолжается,
вступают в действие новые стабилизирующие обстоятельства:
уменьшается обратный поток тепла с ложей животных, пре-
кращается тепловой поток с пола в помещение, возникает теп-
ловой поток в пол через внутренний воздух.

Действие названных факторов вызывает повышение темпе-
ратуры грунта под коровником и увеличение потока тепла в
горизонтальном направлении, т. е. за пределы подполья. Сле-
довательно, увеличиваются теплопотери через пол.

В холодный период саморегулирование внутреннего режима
происходит в обратном порядке. Температура внутреннего воз-
духа понижается, общая теплопродукция животных повышает-
ся, обратный поток тепла с ложей животных увеличивается,
прекращается тепловой поток в пол через внутренний воздух и
возникает интенсивный тепловой поток с пола в помещение.

Результатом действия названных факторов является пони-
жение температуры грунта под коровником и уменьшение по-
тока тепла за пределы подполья, т. е. теплопотерь через пол.

Для уменьшения теплопотерь через пол с конструктивной
точки зрения имеется два способа;

1) уменьшить тепловой поток из помещения в грунт, т. е.
применить утепленные конструкции ложей, а также полов.

2) уменьшить тепловой поток из грунта под зданием в грунт
за пределами здания, т. е. теплоизолировать подземные части
наружных стен.

При первом варианте грунт под зданием уже не участвует
в саморегулировании внутреннего режима помещения, вслед-
ствие чего увеличивается амплитуда колебания внутренней



128

температуры помещения в сутки и в год. Летом коровник мо-
жет оказаться слишком теплым для животных.

Более приемлемым в наших климатических условиях яв-
ляется второй вариант. Дополнительная теплоизоляция подзем-
ных частей наружных стен позволяет при незначительных за-
тратах значительно уменьшить теплопотери через пол коровни-
ка, повысить температуру грунта под зданием и улучшить внут-
ренний режим помещения. Зимой, при больших морозах, грунт
под коровником интенсивно выделяет в помещение тепло и тем
самым повышает внутреннюю температуру. Летом пол и грунт
поглощают лишнее тепло и коровник сохраняет более прием-
лемый для животных внутренний режим. Стабилизирующая
способность грунта зависит от ширины здания и расположения
животных. Она увеличивается с увеличением ширины.

Поля температуры в грунте под коровником и на открытой
местности в разрезе года и отдельных месяцев представлены
на фигурах 4—lo. На левой части фигур изображена средняя
многолетняя температура за год или отдельные месяцы в грун-
те на открытой местности tK —f{h). В средней части фигур
изображены средняя температура горизонтальных слоев за год
или месяцы в грунте под коровником tK =f{h) и температура
поверхностного слоя.

Изотермические карты составлены на основе среднемесяч-
ных (среднегодовых) данных наблюдения, а ниже точек изме-
рения на основе анализа уравнений 1,2, 3, и температурных
кривых отдельных месяцев. Величиной опоздания максимума
температуры в грунте взята при этом 19,3 дней/м.

Изотермические карты описывают среднее расположение
изотермических поверхностей в грунте, а также динамику от-
дельных изотерм в разрезе года. Стрелками показано направ-
ление движения тепла.

Выводы
1. Чтобы правильно понимать движение тепла и влаги в

грунте, целесообразно различать т. н. граничную глубину от
геотермической, определяя ее как минимальную глубину, на
которой величина потока тепла вниз в разрезе года равняется
нулю.

2. Средняя годовая температура грунта на открытой мест-
ности хорошб описывается уравнением параболы в виде
tK —а ■ х п , а средняя температура горизонтальных слоев грун-
та под коровником за год уравнением гиперболы в виде tK =

а { • л:- "1 .

3. Годовой баланс тепла поверхности грунта на открытой
местности, как известно, отрицательный, т. е. грунт отдает ат-
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мосфере тепло. Количество тепла, отдаваемого атмосфере, рав-
няется постоянному потоку тепла из глубины земли.

4. Годовой баланс тепла пола коровника положительный,
т. е. пол поглощает тепло помещения.

5. Температуры грунта под коровником круглый год значи-
тельно выше температур грунта на открытой местности. Особен-
но высоки температуры под ложем животных (очаги тепла).

6. Поле температуры грунта под коровником зависит глав-
ным образом от;

а) температур очагов тепла, б) режима наружного воздуха,
в) теплофизических характеристик грунта, подземных частей
наружных стен и пола коровника, г) размеров здания, д) поля
влажности грунта, е) внутренней температуры коровника,
ж) температуры на граничной глубине, з) снежного покрова.

7. Теплопотери через пол не являются пропорциональными
разности температур внутреннего и наружного воздуха.

8. В холодные периоды имеет место интенсивный поток теп-
ла в помещение от ложей животных и от пола.

9. Первоначальным источником тепла, исходящего от пола
и ложей, являются животные.

10. Поскольку исходящее от пола тепло уже учтено в об-
щей теплопродукции животных, утверждение, что пол животно-
водческого помещения является источником добавочного коли-
чества тепла, неправильно отражает действительность.

11. На исследуемом объекте 9%; от явной теплопродукции
коров (от свободного тепла помещения) за стойловой период
воспринялось непосредственно ложем от лежащих животных.
Из этого количества 48% вернулось обратным потоком в поме-
щение.

12. Грунт под зданием способствует стабилизации внутрен-
него режима животноводческого помещения, подобно теплоем-
кой перегородке в периодически отапливаемом помещении.

13. Увеличение ширины помещения повышает способность
грунта стабилизировать тепловой режим помещения и умень-
шает удельное значение теплопотерь через пол.

14. Применение утепленных конструкций полов в животно-
водческих помещениях снижает способность грунта стабилизо-
вать внутренний режим и может привести к ухудшению микро-
климата помещения.

15. Теплоизолирование подземных частей наружных стен
уменьшает теплопотери через пол и улучшает внутренний ре-
жим помещения.

16. Вопросы теплопотерь через пол животноводческого по-
мещения требуют дальнейшего экспериментального и теорети-
ческого изучения.
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Обозначения

Ah годовая амплитуда температур грунта, град;
h глубина от поверхности земли или от поверхности пола ко-

ровника, м;
h m - граничная глубина, т. е. минимальная глубина, на которой

поток тепла вниз в разрезе года равняется нулю, м;

Л
?

геотермическая глубина, т. е. минимальная глубина, на кото-
рой годовая амплитуда температур грунта равняется нулю, м ;

х расстояние от горизонтальной оси координат, м;
hL

- средняя высота снежного покрова, см;
средняя температура грунта, °С;

t m температура на граничной глубине, °С;
t g температура на геометрической глубине, °С;

£нм - среднемесячная температура наружного воздуха, °С;

—■ среднемесячная температура внутреннего воздуха коровника,
ЮС;

tmax максимальная температура грунта на данной глубине, °С;

rnin • минимальная температура грунта на данной глубине, °С;
А t разность температур внутреннего и наружного воздуха, град ;

V*k градиент среднего теплового потока в грунте, град/.и;
Vtm градиент температурного поля на граничной глубине, град/м ;

V*g геотертмический градиент, град/м ;

V £тах максимальный градиент температурного поля на данной глу-
бине, град/м;

V минимальный градиент температурного поля .на данной глу-
бине, град/м.
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ZUSAMMENFASSUNG

Jährlicher Ablauf des Bodentemperaturfeldes unter dem Viehstallfussbode.i

L. Joorits

In der Abhandlung wird die Analyse des Temperaturfeldes
im Boden unter der offenen Erdoberfläche gegeben und die Ein-
wirkung eines Viehstalls auf dieses Temperaturfeld geschildert.
Es wird der Mechanismus der Wärmebewegung durch den Vieh-
stallfussboden untersucht.

Ais untere Grenze der Veränderungszone der jährlichen
Temperatur im Boden wird vom Autor die sog. Grenztiefe
(h ) vorgeschlagen, d. h. die minimale Tiefe, in der der nach
unten gerichtete Wärmestrom im Jahresdurchschniü gleich Null
ist. Für die Stadt Tartu (Estnische SSR) ist h 13,5 m, die
mittlere jährliche Temperatur in dieser Tiefe beträgt 7,82° C.

Für die Berechnung der mittleren Bodentemperaturen je nach
der Tiefe und der geothermischen Tiefe, wird die folgende
Gleichung angeboten: t K =a-x n . Die nach der gegebenen
Gleichung errechneten Werte der Bodentemperatur fallen mit
den gemessenen gut zusammen. Die geothermische Tiefe für
Tartu beträgt 38 m.

Auf Grund der Analyse wird ein Nomogramm zusammen-
gestellt, das das Temperaturfeld im Boden unter der offenen
Erdoberfläche je nach der Zeit und Tiefe charakterisiert (siehe
Abb. 1).

Das Mikroklima des Viehstalls verursacht im Boden unter
dem Viehstall die Bildung eines Temperaturfeldes, das sidi
qualitativ vom Temperaturfeld im Boden unter der offenen Erd-
oberfläche unterscheidet. Die Temperatur und der Wärmegehalt
im Boden unter dem Viehstall sind das ganze Jahr durch bedeu-
tend höher ais unter der offenen Erdoberfläche. Das verursacht
einen waagerechten Wärmestrom aus dem Boden unter dem
Viehstall in den Boden ausserhalb des Gebäudes. Dieser Wär-
mestrom verursacht einen Verlust der Stallwärme durch den
Fussboden.

Es zeigt sich, dass die jährliche Wärmebilanz der ober-
flächlichen Schicht des Bodens unten der offenen Erdoberfläche
negativ ist (für Tartu 656 kcal/m 2 Jahr), aber die Wärme-
bilanz des Viehstallfussbodens für jede Zeitperiode positiv ist,
d. i. der Viehstallfussboden entzieht stark die Wärme des Rau-
mes (für den untersuchten Viehstall beträgt die Wärmebilanz -f
+ 37 250 kcal/m 2 Jahr).

Der grösste Teil der Wärme, die aus dem Viehstall in den
Boden entweicht, wird vom Liegeplatz unmittelbar aus dem
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Organismus der liegenden Tiere empfangen. Unter den Liege-
platzen der Tiere entstehen Wärmeherde, deren Temparaturver-
lauf in hohem Masse die Bewegung der Wärrne unter dem
Fussboden bestimmt.

Der Boden unter dem Gebäude trägt zur Stabilisierung des
Innenklimas des Viehstalles bei, ähnlich wie eine wärme-
speichernde Scheidewand im periodisch beheizten Raum. Des-
halb kann die Verwendung wärmedämmender Fussboden-
konstruktionen in Viehställen auch zur Verschlechterung ihres
Mikroklimas führen. Dabei wird aber durch die Wärraedämmung
der unterirdischen Teile der Aussenwände die Wärmehaushait
des Stalles verbessert.

Die Wärmeverluste durch den Viehstallfussboden der Stall-
haltungsperiode des Viehs 1963/64 (28 Wochen) bilden im
untersuchten Objekt 21 000 kWh, d. i. 17% der gesamten Wärme-
verluste des Viehstalls.

In den Abb. 4—lo werden die Temperaturfelder im Boden
während des Jahres und der einzelnen Monate dargestellt.

Die Abhandlung beruht auf einer Serie volljährlicher natiir-
licher Temperaturmessungen des Bodens unter dem Viehstall.
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