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EESSONA

Kaesolev teos on oma sisult R. Radmeti «Ehitusmehaanika I» ja
K. Olliku ning O. Roofsi «Tugevusdpetuses jatkuks, Raamatu esi-
meses kuues peatiikis kisitletakse varraskonstrukisioone -— ialasid
elastsel alusel ning varraskonstruktsioonide pikipdikpainet, stabiil-
sust ja diinaamikat. Seitsmendas peatlikis on toodud elasisusopetuse
pohivorrandid ning jirgmised kaks peatiikki on pithendaiud elastsus-
Opetuse tasandiilesandele. Peatiikkides 10—I13 vaadeldakse plaatide
painet ja stabiilsust, 14. peatiikis antakse pGhimédisted koorikute teco-
riast ja viimase peatiki moodustab sissejuhatus plastsusBpetusse.

Seoses arvutustehnika kiire arenguga viimastel aastatel on osutu-
nud voimalikuks ka ehituskonstruktsioonide Gkonoomsem projekiee-
rimine. On v8imalik arvutuste tdpsem teostamine, suure arvu
variantide hulgast kdige Okonoomsema leidmine jne. Arvutuse tdp-
suse suurenemisega suureneb aga ka s#draste arvutuste osat@hisus,
mis haaravad varraskonstruktsioonide stabiilsust ja dlinaamikat,
Sidrased arvutused fehakse reeglina arvutusmasinatega — klahv- voi
elektronarvutitega. Autorid on valinud siiski mitte spetsiifiliself arvu-
teil kasutamiseks kohandatud esitusviisi, vaid on kasutanud aine
klassikalist kasitlust, ldhtudes sellest, et Oppijal on esmajoones
vaja omandada ideed, millel arvutus baseerub. Naited on arvuta-
tud klahvarvuteil.

Elastsusdpetuse p&hivirrandite ja tasandiilesande kisitlus on
kiassikaline. Plaatide painet ja stabiilsust on kisitletud v&rdlemisi
pOhjalikult, kuivdrd seda lubas raamatu maht. Koorikuid on kisii-
jetud ithemall, kuna ehitaja seisukohalt oluliste koorikutiifipide
arvutusmetoodika on eesti keeles olemas teoses {27]. Plastsustpetust
kisitlevas peatiikis on lisaks véikeste elastoplastsete deformatsioo-
nide tecoriale toodud naiteid kandevGime méadramise kohta lihtsa-
mail juhtudel

Peatiikid 4—7, 10--13 ja 15 on kirjutanud R. Eek, peatiikid 13,
88 ja 14 L. Poverus.

Autorid avaldavad tinu R. Radmetile ning teistele Tallinna Poll-
tehnilise  Instituudi ehitusmehaanika kateedri Oppejdududele ja
J. Aarele kasulike mirkuste eest kisikirja viimistlemisel ning
T. Massole selle trikiks ettevalmistamisel.



1 TALA PAINE ELASTSEL ALUSEL

1.1 TALA ELASTSEL ALUSEL JA TEMA ELASTSE JOONE
DIFERENTSIAALVORRANDI INTEGREERIMINE

Aluseks nimetame pidevat keskkonda, millele toetu-
vad konstrukisioonid. Nii on nditeks aluseks pinnas,
millele toetub hoone vundament; samuti on vesi aluseks
laeva kerele. Alusele toetuvaid konstruktsioone esineb
raudtee- ja tee-ehituses, hiidrotehnilistes echitistes ia,
nagu eespool nditena mainitud, hoone- ja laevaehituses.
Alusele toetuvatele konstruktsioonidele m&juvad vilis-
joud tasakaalustatakse aluse reaktsioonjoudude — aluse
turbe poolt.

Aluse turbe iseloom soltub koigepealt sellest, milline
on aluse sisestruktuur ja side konstruktsiooniga, teiseks
sellest, milline on viliskoormuse jaotus konstruktsioonile,
ja kolmandaks konstruktsiooni (tala) enda deformeerita-
vusest (jdikusest). Olenevalt aluse sisestruktuurist ja
seosest konstruktsiooniga vdib ta viiinasele avaldada kas
iihepoolset vG6i kahepoolset turvet, s. o. takistada tala
paigutumist kas ainult alla v5i nii iiles kui ka alla. Koos
tala deformeerumise ja paigutumisega deformeerub ka
alus. Olenevalt aluse struktuurist ja materjalist ning
viliskoormuse suurusest vdivad aluse deformatsioonid
olla elastsed, plastsed v3i elastoplastsed.

Kui aluses esinevad ainult elastsed deformatsioonid,
siis nimetatakse seda elastseks aluseks.

Jargnevalt kisitlemegi elastse alusega tala painet.
Nimetatud paindeteooriat rakendatakse arvutustes ees-
pool nimetatud aladel. Lisaks otsestele {ilesannetele, s. o.
sellistele, kus tala tegelikult toetub mingile pidevale
keskkonnale, kasutatakse teooriat ka kaudsete lilesannete
lahendamisel. Sellisteks konstruktsioonideks on néiteks
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uksikutele lahestikku asetseiatele tugedele toetuv tala
(vO1 vastuptdi — naitehs peatala nisttalastiku korral)
v61 telgsummeetriliselt hoormatud silindrilisest koortkust
eraldatud arvutuslhih talaribake

Lisaks elastsele alusele voib tala muidug: toetuda ka
teistele tugedele Arvutusskeermdel kujutatakse elastset
alust katkendjoonega (joon 1 1)

JOON 11

Kogu talale mojuv valishoormus tasakaalustatakse tala
tugede ja elastse aluse turbega

Elastse aluse turvet kasitletakse jaotatud
10una, mulle mntensuvsus sBltub aluse mehaanbistest
omadustest, {ala labipainde suurusest ming tala laiusest
Nimetatud intensuvsuse kohta on tehtud mitmeid hupo-
teese ja arendatud vastavalt ha erinevaid pamndeteooriaid
Uheks lhisamaks ja paljudel juhtudel rakendatavaks
hupoteesiks on, et aluse turve talale on vordeline ja vas-
tassuunaline tala siirdega v Turbejdud tala pikkusuhiku
kohta avaldub suurusega

r= kv (1 1)

milles kordajat & nimetatakse elastse aluse tur-
beteguriks nmg valjendatakse pinge uhikutes,
k on arvubiselt vordne jbuga, mus rakendatult aluse-
le tala pikkuseuhiku kohta pdhjustab aluse uhikulise
surde

Juhul kui aluse turbetegur & on piki tala konstantne,
oeldakse et alus on konstantse jaikusega
Edaspidises kasitluses purdume konstantse jaikusega
aluste ja konstantse paindejatkusega taladega
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Eelkirjeldatud hiipoteesi kohast aluse mudelit vdime
kujutleda 16pmata hulga elastsete tugede koguna, kus-
juures fiksikute tugede vahekaugus on I0pmata viike
(joon. 1.2).

Elastsele alusele toetuva tala deformatsiooni iseloomule
on ldhedane iiksikutele elastsetele tugedele toetuva tala
deformatsioon, mistéttu ka selle arvutusskeem asen-
datakse sageli elastse alusega tala arvutusskeemiga
(jgo?, 1.3). Elastse aluse turbeteguriks vBetakse sel
juhu

k= (1.2)

kus C on elastse toe turbeftegur (joud, mis
vastab toe siirdele {the pikkusiihiku vdrra),
a — tugede vahekaugus.

JOON. 1.2 Rv(z}

JOON. 1.3



Kui tdhistada elasise toe jdikustegur (fthikjGule vastav
siire) tdhega A, siis kehtib elastse toe turbe- ja jdikus-
teguri vahel seos

AC =1 [j6ud- pikkus] (1.3)

Elastsete tugede asendamisel elastse alusega tehtav
arvutusviga soltub elastsete tugede v0i toevahemike
arvust n. Uksikasjalikud uurimused * on nididanud, et
paindemomendi maadramisel tehtav absoluuine viga on
suurusjdrgus kva? kuna moment ise on suurusjirgus
ko2, Jdrelikult on tfehtav suhteline viga suurusjirgus
a2/l == 1/n%, milles [=an. Viga paigutiste arvutamisel on
veelgi véiksem.

Oletame, et elastse alusega talale mdjub mingi aktiivne
jaotatud véliskoormus ¢(x) y-telje positiivses suunas.
Kogu talale mdjuv jaotatud koormus, arvesse vbites
elastse aluse turvet, on seega jirgmine:

§(x) — kv (x) (1. 4)

Jirgnevalt rakendame konstanise paindejdikusega
talale elastse joone diferentsiaalvfrrandit, mis tuleneb
tugevusGpetuse kursuses esitatud diferentsiaalseostest.
Alljargnevalt refereerime need seosed.

Joonisel 1.4 on kujutatud talast eraldatud element
temale mdjuva jaotatud koormuse ja l8ikepindadel esine-
vale sisejbududega. Sisejdud on positiivsed.

gm
iAiAiA TR

Mixy+dMex)
A
i Qexy+dix)

X dx

¥ JOON. 1.4

* Prof. 1. G. Bubnouvi t6ddes.



Elemendi tasakaalu tingimusest saame jdrgmised dife-
rentsiaalseosed:

d

._..%_if),_ == —g () (L

O _ g o
d(x) '

Joonisel 1.5 on kujutatud paindunud tala. Tala elastse
joone ordinaat v(x) ja pdbrdenurk 9(x) on positiivsed.

$
“ #
v g ny
x \,/..A)(x)

\

JOON. 1.5

Tala elastse joone diferentsiaalvdrrand on jdrgmine:

ElLw” (x) == —M(x) (1.4, by
kus M(x) — paindemoment 15ikes x (joonisel 1.5 posi-
tiivne).

Diferentseerime avaldist (1.4,6) x jérgi ning teisen-
dame {htlasi, kasutades seoseid (1.4,a):

Elo (x) = — L)

ELv" (x) = —Q(x)

voi (1.4.¢}

Diferentseerime veel kord:
ELotv (x) = — dQ (x)

dx
ELv™ (x) == q(x)

Arvesse vottes ka elastse aluse turbest pShjustatud
jaotatud koormust vastavalt avaldisele (1.4), saame
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elastse alusega tala elastse joone diferentsiaalvirrandi
kujul
ElLv!V(x) == q(x) — ku{x) (1.5)

ELLu™V (x) + kv (x) == g(x) (1.6)

See on harilik neljandat jirku diferentsiaalvdrrand

konstantsete kordajatega. Selle diferentsiaalvérrandi iild-
lahend koosneb homogeense diferentsiaalvdrrandi

ElvtV 4 ky==0 (1.7)

iildlahendist ja vbrrandi (1.6) mis tahes erilahendist.
Otsime vorrandi (1.7) erilahendit kujul

U == Ao (1.8)
Asetame erilahendi (1.8) vorrandisse (1.7) ja saame

pérast jagamist Aem-ga jargmise karakteristliku vorrandi
1 kohta:

voi

Elpp+ k=0 (1.9)

s. 0. tala elasise joone diferentsiaalvorrandi.

Vorrandil (1.9) on 4 kompleksset juurt.

Oletame, et

. N = g(cos ¢ -} sin @) (1. 10)
ning

n* = p*(cos 4¢ -+ i sin 4¢)

Asetades viimase avaldise vorrandisse (1.9), vdime

viimast kasitleda kui nulliga vorduvat kompleksarvu

k
Q"cos4¢+f1——(—igﬁsin4q)=0 (1. 11)

mille reaalosa ja kompleksithiku ees olev kordaja peavad
vOrduma nulliga. Viimane asjaolu annab vérrandid:

k
4 P —
o' cosde = ]
gtsindg =0
Kuna ¢* >0, siis
k
b o e
o =5y (1. 12)
cos g = —1

ning



sindg =0
Siasteem (1.12) on rahuldatud, kui
n
p=7 (2n+1) (1.13)

Viimasest avaldisest leiame vorrandi (1.9) neljale
komplekslahendile vajalikud ¢ védidrtused

_n
@1 == -
3
Gr= 7
_ 5
Q3 == ‘rn
7
Qg == Z'TE
Tahistame
e .
K
@ = ijf (1. 15)

Leiame miifid vorrandi (1.9) otsitavad juured, asetades
selleks ¢ ja @ seostest (1.12) ja (1.14) valemisse (1.10)
ja kasutades tdhistust (1.15).

me==a(l4+i); m=all—i (1.16)
p=oa(—1+0: m=—a(l+0

Kirjutame vilja esitatud juurtele vastavad vdrrandi
(1.7) erilahendid

vy == AeoTeiar;  yp == Agedveiox (1.17)
U == Age—axgiax, Uy === A‘e——axe—-ia.x *
vérrandi (1.6) iildlahendi esitame alljirgnevalt:

U == U, 4 0% (4,010 - Apeiax) 4
+ e-ox(Aseier - Ae-iax) (1.18)

Esitatud iildlahendis tihistab v, vBrrandit (1.6) rahul-
davat mis tahes erilahendit, mille miframist kdsitleme
edaspidi.
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Kasutades teisendusvalemeid
£1%% == COS OX - I Sin ax
(1. 19)

e~iar == cos ax —{ sin ax

anname iildlahendile praktiliseks kasutamiseks sobivama
kuju
v == U - £%Y (B4 08 ux + By sin ax) +
4 e~ (B3 cos ux + By sin ax) (1.20)
Saadud lahendis esinevatest astmefunkisioonidest
saame vabaneda, rakendades valemeid
% == ¢ch ax 4 sh ax
(121
e~%% == ch qx — sh ax
Pérast teisenduste sooritamist saame
v = v -+ Cych ax cos ax + Cych ax sin ax 4
-+ Cs sh ax cos ax - Cy sh ax sin ax (1. 22)

Jargnevalt kasutame lahendit (1.22) selleks, et anda
siirdefunktsioonile v veel ithte praktilisteks lahendusteks
sobivamat kuju. Leiame kdigepealt siirdefunktsiooni o
tuletised x suhtes.

v" == v’e + a[(Cs + Cy) ch ax cos ox 4
+ (Cy — C4) chax sinax ++ (Cy + Cy) sh ax cos ax +

+ (Cy— Cs) sh ax sin ax] (1.23)

o” == v" + a2[2C; ch ax cos ax — 2C; ch ax sin ax +
-+ 2C; sh ax cos ax — 2C; sh ax sin ax] (1. 24)

" = v 4 0®[2(Cy~— C3)ch ax cos ax —
- 2(C1 + C;) chax sin ax + 2(C; — C;) sh axcos ax —
— 2(Cy + Cs) sh ax sin ax] (1.25)
Oletame, et erilahend v, on selline, et kohas x =0

Ve m= U == U =0 =0 (1.26)

Nimetame kohas x==0 esinevat tala siiret, p6drde-
aurka, pdikjdudu ja paindemomenti tala algpara-
m eﬁtrxteks ning tadhistame neid vastavalt vy, 9o, Qo
ja Mo

Avaldame niiiid kbigepealt algparameetrite vaartused
lahendi (1.22) integreerimiskonstantide Ci;, Cs,
ja C; kaudu, kasutades selleks avaldisi (1.22)—(l. 25)
12



vo = Cy
0= a(Cs -+ Cs)

&
—oF = 202G, (1.27)

-—%— = 203(Co— Cy)

Asja saadud seostest (1.27) avaldame lahendi (1.22)
integreerimiskonstandid

Cy== g

) Qo
Come 20 K0

2 3

ﬁa 4a3E] (1.28)
Cy = —— + _Qo

20 403ET

M

Co=—5gET

Asetame saadud integreerimiskonsiantide avaldised
iildlahendisse (1.22). Pérast sarnaste litkmete grupeeri-
mist saame

U == Ve -} Vo ch ax cos ax +
—;—%(chaxsinax—{»shaxcosw\f) -+
s M%})ﬁsh axsin ax —
— -4—(%’::1— (ch ax sin ax — sh ax cos ax) (1.29)
Kasutame niiid saadud lahendis alljargnevaid tahis-

tusi:
Ve(ax) == ch ax cos ax

Vi(ax) = ——l:— (ch ax sin ax 4+ sh ax cos ax)
V3 (1.30)

Va(ax) == sh axsinax
Va(ux) == ~—}: (ch ax sin ax — sh ax cos ax)
¥2
Eeltoodud funkisioone V;(ax), kus {==0,1, 2,3, nimeta-
takse prof. N. Puzdrevski funkisioonideks, nad on
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tabuleeritud (vt. tabel I. | raamatu lisas) ning kergen-
davad seetbitu iilesannete lahendamist.

Analoogilisi funktsioone on koostanud ka akadeemik
N. Krélov ja teised teadlased.

Kasutades Puzdrevski funktsioone (1.30), on siirde-
funktsioon (1.22) esitatav jdrgmisena:

0 = vo+ voVa(ax) + e Vy(ax) —
V2

o
M Va(ox) ——-_Qr°—— Vi(ax) (1.3
2a2E] 2V 2a*El

Lahendis (1.31) erilahend v, pidi vastama fingimusele
(1.26). Kasutades aga meelevaldset erilahendit, muutub
ka integreerimiskonstantide iseloom ning dldjuhu kohia
saame vorrandi (1.6) lahendi esitada jargmisel kujul:

U == Ue + Dqu((l.\’) + DxV{ (O,X) -[— Dsz(ax) -+ Dav:g((la)gé)

Juhul kui viliskoormuse intensiivsuse muutus on vél-
jendatav poliinoomiga, mille x aste ei fileta kolme, vdime
erilahendi avaldises (1.32) esitada jargmisena:

X
zxe=i(kl (1.33)

Praktikas esineb harva koormusi, mille intensiivsuse
muutuse kirjeldamiseks peaksime kasutama x esimest
astet iiletavaid suurusi. Erilahend (1.33) sobib loomuli-
kult ka lahenditele (1.20) ja (1.22), kus integreerimis-
konstandid on esitatud iildkujul.

Puzbrevski funktsioonide kuju on selline, et neid on
hea rakendada algparameetri meetodiga paindemomendi
mitme pidevusvahemiku puhul. Osaliselt on kirjeldatud
asjaolu tingitud sellest, et Puzdrevski funktsioonid on
seotud omavahel lihtsate diferentsiaalseostega, nagu nai-
tavad alljdrgnevad avaldised:

Vs (ax) = ¥ 2 aVa(ax)
Vo (ax) =72 aVi(ax)
Vi (ax) = ¥ 2 aVo(ax)
Vil (x) = —Y 2 aVa(ax)

(1.34)



Funktsiooni V;(ax) diferentseerimise reegel on lihine:
Vi (ax) = Vii(ax)V2a

Erandiks on —
Vo' (ax) == ~—Va(ax)Y2 a

1.2 LOPMATU JA POOLLOPMATU TALA ELASTSEL
ALUSEL

Lopmatu tala all méistame tala, mis laiub vaa-
deldavast kohast mdlemale poole 16pmatult. kuna pool-
lopmatul talal on iiks ots ja ta laiub l6pmatusse
ithes suunas. Ldpmatu tala nditeks on raudteerddbas, mis
toetub liipritele ja raudtee muldkehale. Oieti tuleks liip-
reid vaadelda kui elastseid tugesid; kuna nad aga aset-
sevad kiillalt tihedasti {ksteise kdrval, siis vdib nende
mdju asendada ligikaudselt elastse aluse mdjuga. R66-
bastee korral avaldab muldkeha loomulikult dhepoolset
reaktsiooni.

Poollopmatu tala. Kisitleme jargnevalt poollépmatut
tala, mis on koormatud otsas x =20 koondatud jouga P
ja momendiga I (joonis 1.6).

JOON 1.6

Kuna talal puudub jaotatud koormus, siis painde dife-
rentsiaalvdrrandiks on homogeenne vorrand (1.7), mille
lahendiks on lahend (1.20) ilma erilahendita:

v == 2% (B, cos ax 4 By sin ax) +
4+ em2%{B;cos ax -+ By sin ax) {1.35)
Kui x> op, siis tala siire v >0. See on aga siis voi-
malik, kui
By == By==0
sest et tegur ea* kasvab ldpmatult.
Seega saame tala elastse joone vbrrandiks

v == e~ (B; cos ax -+ By sin ax) {(1.36)

15



Integreerimiskonstantide B; ja By leidmiseks kasutame
ddretingimusi tala otsal x =0
Elv" =M
(1.37)
Elv" = P

Adretingimuste kasutamisel vajame jdrgmisi siirde-
funktsiooni tuletisi:
v’ = ae~=[ (B, — Bs) cos ux — (Bs+ Bu) sin ax}
0" == 202~ (B3 sin ax — B cos ax)
0" == 2a%e~=[ (B - By} cos ax ++ (B~ Bs) sin ax] (1. 38)

Asetades leitud tuletise avaldised &iretingimustesse
{1.37), saame:

R

—235@‘ = 'Er
2a? (Ba - 34) == i‘
El
miilest -
By = ;_"?'.L
ZaPEI Cw (1.39)
Bo= 5T T SwiET

Asetame niitid leitud infegreerimiskonstantide Bs ja Bs
avaldised vdrrandisse (I.36) ja saamegi otsast koonda-
tud jouga P ja momendiga 9% koormatud tala elastse
joone vorrandi:

U == g [ cos ax — sin ax)]

(1. 40)

Tala elastse joone vdrrandist leiame kergesti p&orde-
nurga, paindemomendi ja p&ikjou vorrandid

m
cosax—]——m(

L
3E]

, P .
G{x) = 0 = gz [ B2ET (sin ax + cos ax) -

mn
abl

-+

COSGX]

M(x) = —Elo" =~ [ L sinax +



-+ M (cos ax 4 sin ax) ] (1.41)
Q(x) = —Elv"” = —e~**[P(cos ax — sin ax) —
— 2 sin ax]

Tahistame valemites (I.40) ja (1.41) sisalduvad kus-
tuvad perioodilised funktswomd jargmiselt:

No(ax) == e~ cos ax

ni{ax) == e~%(cos ax — sin ax) (1.42)
fz{ax) == e **sin ax

na(ax) == e **(cos ax -+ sin ax)

Esitatud funktsioonid (1.42) on omavahel seotud ana-
loogiliselt Puzdreuski funkisioonidega lihtsate diferent-
siaalseostega. Nimelt

Mo (ax) = —ans(ey)  nd(ax) = —2ome(ax)
12’ (ax) = ani(ax) 7 (a¥) == —2anz2{ax) (1.43)

Funktsioonid (I.42) on tabuleeritud (vt. tabel 1. 2),
mis lihtsustab tunduvalt poolldpmatu ja IOpmatu elastse
alusega tala arvutamist. Valemitega (1.40) ja (1.41)
antud tala painde elemendid on per100d111<‘ce kustuvate
funktsioonide (1.42) abil viljendatavad nii:

p m
0 = 52 M0(@¥) + g ma(as) (1.44)
P m
8 = — 57 Malx) ———(;Ef]——no(ax) (1. 45)
M= — i na{ax) — Vys(ax) (1.46)
Q == —Py(ax) + 2Nanz2{ax) (1. 47)

Joonisel 1.7 on esitatud tala elastne joon ning pd&ikjou
ja paindemomendi epiiiirid, kummastki koormusest eraldi.
Joonisel 1.7,a on koondatud jbu, kuna joonisel 1.7,b
koormusmomendi pShjustatud epiiiirid.

Nagu toodud joonistes! ndhtub, vdhenevad elastse joone
ordinaadid, pdikjoud ja paindemomendid vordlemisi kii-

resti, Tala otsast kaugusel ax >~2-n on tala siire, pdik-
joud ja paindemoment hilljatavalt viikesed, mistdttu tala
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haugemad punktid vbime vaatlusest vilja jatta. Praktika
seisukohalt kiillaldase tdpsusega vbib I8pliku pikkusega

tala, mille pikkus l>—g—-§-, asendada poollpmatu talaga.

Lopmatu tala. Vaatleme elastse alusega tfala, mis on
koormatud koordinaatide alguspunktis x =0 koondatud
jbuga (joon. 1.8,a). Eraldame tala jBu kohalt Idikega
kaheks poolldpmatuks talaks. Rakendame kummagi tala
otsa j6u P/2 ning 16ikes esineva paindemomendiga
vbrdse momendi. Seni tundmatu paindemomendi leidmi-
seks kasutame asjaolu, et tegeliku tala deformatsioon jou
rakenduskoha suhtes on siimmeetriline. See tdhendab aga
seda, et pbdrdenurk jdu all v'(0)== 0. Rakendame seda

a) l/’
X

b) ’72\1 y/z l”
x

= ——m—‘/l\—g-—-- T

maxr ,

- II':¢
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tingimust vorrandite (1.41) esimese vdrrandi kohta, vét-
tes seejuures jOu vadrtuseks P/2, ning saame:

P
M= (1. 48)

Asetame leitud momendi viartuse (1.48) avaldisse
(1.40) ning saame l6pmatu tala parema poole elastse
joone vorrandi

p , P
v(x) == BET ™ (cos ax + sin ax) = m—l—m(ax)
(1. 49)

Analoogilisel viisil saame seostest (1.41) tala_parema
poole pbordenurga, pdikjdu ja paindemomendi vorrandid

1»;
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B(x) = v/ () = — gy e sinax =
= _Z&};’Ej‘m(m‘) (1.50)

Mx) == —-—g—-e““-"(sin ax — o8 () =
:TZT‘M(“X) (1.51)
Qx} == ——fz:e““xcos G-’C=———§-1’|o(ax) (1.52)

Suurim tala siire ja paindemoment on jéu P kohal, kus

Xow= )

P
maxv == w—ppy (1.53)
P
maxM:—}--‘-ﬂ; (1.54)
Suurim aluse turve on samuti kohas x == 0 ning vérdub
Pk Pq
maxr == kmaxo == BB = 5 (1.55)

Lopmatu tala arvutamisel on ménikord otstarbekohane
kasutada tala redutseeritud pikkuse mbistet.

Lopmatu elastse alusega tala redutseeritud
pikkuseks loetakse absoluutselt jdiga tala pikkust,
mis samale elasisele alusele toetudes saab libipainde
max v.

Elastse aluse turve kogu redutseeritud pikkuse ulatusel

on iihtlane ning on vordne max r =12 (vt. joon. 1.9).

2
Projektsioonide tasakaalu tingimusest y-teljele jireldub
max rlyeq = P (1. 56)
millest
14 2
=T T (1-57)
Maksimaalne paindemoment redutseeritud talas on
_maxrPea P Ply
maxM~—-—~8-———_.~4—a—._ 5 (1.58)

mis langeb iihte maksimaalse paindemomendiga elastse
alusega talas.
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Nitiid -vaatleme 16pmatut tala, millele on rakendatud
kohas x == 0 {thikjoud P==1 (joon. 1.10). Konstrueerime
talale siirde v(x), pdordenurga &(x),-paindemomendi
M(x) ja pdikjdu Q(x} epilirid. Viimaste konstrueerimisel
kasutame valemeid (1.49)-—(1.52) ning funktsioonide
ni{ax) tabeleid. Valemid ({!.49)—(1.52) kehtivad tala
parema poole kohta, arvates jou rakenduskohast. Epiiii-
ride vasakud harud konstrueerime teades, et tala elastne
joon ja momendi epiiiir on siimmeetrilised, pd6rdenurga
ja pOikjbu epfilir aga antimeetrilised jou rakenduspunkii
suhtes.

Joonisel 1.10 esitatud epiitirid kujutavad endast kus-
tuva laine k6veraid, mille nullpunktide vahekaugused on
njo. Nimetatud o(x), 9(x), M(x) ja Q(x) epiiirid, mis
on konstrueeritud 16pmata pikale talale, kui hikjdud on
rakendatud koordinaatide alguspunktis, on samaaegselt
ka koordinaatide alguspunkti kohta konstrueeritud paigu-
tise, pobrdenurga, paindemomendi ja pdikjdu, s. o o,
B, Mo ja Qo mojujooned koondaiud thikjdust. Siimmeet-
riliste mdjujoonte ordinaatide mérgid on samad mis
vastavatel epiifiridel, kuna antimeetriliste mdjujoonte
mérgid tuleb v&tta vastupidi epiifiride mérkidele.

Kasutades joonisel 1.10 esitatud epiiiire-m6jujooni,
vdoime leida I8pmatu tala mis tahes I16ike paigutise,
podrdenurga, paindemomendi ja pdikjou mis tahes koon-
datud ja jaotatud joududest koosnevast viliskoormusest.
Vatx)jalikud mbjujoonte ordinaadid leiame w:(ax) vddrtuste
tabelist 1.2,

Niide 1.1. Leida kolme koondatud jduga koormatud 15pmatu
tala (joon. 1.11) paindemoment keskmise jou kohal, kui tegur
=025 i/m.

Arvutame koigepealt jSudude rakenduspunkiidele vastavad oax
véartused, asetades koordinaatide alguspunkti j6u P, kohale.

axy == 3.0,25 =075
oxy=90
ax;=2.025=10,5

Leiame tabelist 1.2 igale ax védirtusele vastava #:(ax} vairtuse
ning arvutame paindemomendi

P 1
M(x)== ~ I P, i) = 15-0,0237 - 20+ 1 - 10-0.2414] =

(%)= o 2 Pam(axs) 4.0‘25[ + + ]

== 0,356 + 20 -} 2,414 == 22,77 tm

Niide 1.2. Leida paindemoment ja paigutis tala 18ikes A, kui
tala on koormatud ihilaself jaotatud koormusega ¢=20 t/m 5 m
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ulatusel, nagu joonisel 1. 12 niidatud. Elastse aluse turbetegur &=
== 1000 t/m% Tala E[l==64}-10%tm%

Soovitava paigutise ja momendi antud ldikes saame vastava
méjujoonie pinna ja jaotatud koormuse korrutamise teel. Majujoone
pinila leiame integreerimisega. Arvutame kdigepealt teguri

A . 4
V £ 01
V@~V e TR

Leiame niiid tala paigutise punktis A

3 2
A :E%EI[-/ na{ax)dx + fm(ax)dx =
v v

6,75 0,50
_ 4 No(0x) Mo{ax) t -
" BalEl [~ « + o ]_
d
= ?‘Z-[nn(o,m) - 00(0.50) — 20(0)] =

o e [0,3456 40,5323 — 2] == 1,12- {0-2m = {,12¢
31000 {0.3456 40,5323 ] 02m=112cm

2

3
MA”{E [5/ Mmi(axyde -t fm(ax)dx] =

o
0,73 0,30

N2 {ax) ] =
5 o
q

= M2(0,75) + 12(0.50) ~ 21, (0} ] =

]
AIQ
ey

-+ e (ax)

a?

0
= oo (0,3220 - 0,2908 — 0)==80 - 0,6128 = 49,1 tm

Uldjuhul vGivad 16pmatul talal peale koondatud ja
jaotatud jdudude esineda ka teised pdikmdjud: koon-
datud momendid My, tala telje murdenurgad 8:; ja tala
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telje nihked A: Koikide nimetatud pdikmdjude kohta
voime konstrueerida kdigepealt tala siirete epiidrid-
mbjujooned.

Siirete epiiliride konstrueerimisel rakendame tééde
vastastikkuse teoreemi, rakendades seejuures
abiandmetena koondatud #hikjou kohta konstrueeritud
siirde, pdérdenurga, momendi ja pbikiu epiiire.

Toode vastastikkuse teoreemi jdrgi esimese olukorra
poikmdjude ja neile vastavate teise olukorra epitiiri ordi-
naatide korrutiste summa vordub teise olukorra pdik-
mbjude ja neile vastavate esimese olukorra epiiiiri
ordinaatide korrutiste summaga.

T66 seisukohalt vastab koondatud joule P siirde o,
koondatud momendile M podrdenurga &, tala telje
murdenurgale 8 paindemomendi M ja tala telje nihkele
A pdikjou Q epiiiir.

Rakendame néiteks esimese olukorrana tala 16ikes
abstsissiga x jou P ==1. Teiseks olukorraks vdtame 15i-
kes a tala telje murdenurga 6 = 1.

Vastastikuse 166 printsiibi jargi vbime kirjutada

10" (x)=1-M(a) voi o= MF

mis tahendab seda, et teise olukorra siire esimese olu-
korra iihikjou kohal on arvuliselt vordne esimese olukorra
paindemomendiga, moddetuna teise olukorra iihikmurde-
nurga kohalt. Seega vdime koondatud ihikjdu paindemo-
mendi epliliri kasutada dhikmurdenurga siirde epitiiri v6i
mojujoone konstrueerimiseks. Analoogiliselt saame ka
teiste pGikmdjude siirde epiiiirid ning nende avaldised.
Konstrueerinud siirete epiilirid, saame nende jérkjirgu-
lise diferentseerimise kaudu leida koikide poikmojude
poordenurga, paindemomendi ja pdikjou epiifirid-moju-
jooned. Koikide ithikpbikmdjude mojujooned on esitatud
iabelis 1.1 (vi. k. 24).

Tabelis 1.1 esitatud mdjujoonte ordinaadid on leitavad
funkisioonide w:(ax) tabelist 2 lisas 1. Tabeli andmed
kehtivad mojujoone parema haru kohta. Mdjujoonte
ordinaatide mirgid mairatakse vastavalt tabelis esitatud
skeemnidele.

Esitatud mbjujooni kasutatakse l1opmatu tala sisejdu-
dude vdi paigutiste madramiseks selle koormamisel
mitmesuguste pdikmbjudega. Liikuva koormusena tuleb
praktiliselt kdne alla koondatud vdi jaotatud jdud.
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Tabel 1.1
Paikmdjude mdjujooned

Mjy -
Joon Py m=1 P=1 4-1

v Ww@»{h : Aﬁ%‘w;

i . ,
y-z—%q,(ax) V’%’Zg(’*ﬂ v=2£~q,(ocx) v=?q,(ax)

S A i s o e

ﬁ*%zq,(ocx) %—E"q,(o‘x) t7=‘21"l,,(0“‘) d‘f‘d;("‘”)

Y e

k
Mok ny [ Meda, o [Mefen, o | Mg an)

o

S M e

! -3 L L
=5 fax) (8=Fa,fax) \Beg o, 0x) | Qe ()

4

¢

)

Kasutades eespool kirjeldatud pbikmdjusid, vdime 16p-
matu tala arvutusskeemiga lahendada poolldpmatuid voi
I6pliku pikkusega talasid. Seejuures tuleb rakendada
1dpmatule talale stimmeetrilisi v6i antimeetrilisi pdik-
mbjusid, nii et teatav osa IBpmatust talast vastaks defor-
matsiooni iseloomult tegelikule talale.

Vaatleme jérgnevalt moningaid votteid poollSpmatute
talade arvutamiseks meelevaldsel koormusel.

Tala ots toetub liigendtoele Tala otsas
paindemoment My == 0 ja siire vo==0. Lépmatu tala koor-
matakse antimeetrilise koormusega nii, et My==10 ja vy =

Jéiga kinnituse korral on poolldpmatu tala otsas vo==
==0 Ja %=0. Lopmatu tala koormatakse siimmeetri-
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lise koormusega, kuna koordinaatide alguspunkti tiien-
davalt rakendatud koondatud jéu Y suurus méadratakse
tingimusest vp=20.

Vaba otsaga poolldpmatu tala arvutamisel tuleb 18p-
matu tala koormata siimmeetriliselt, aga koordinaatide
alguspunktis murdenurgaga © nii, et paindemoment

o= 0

Niide 1.3. Vaba otsaga pooliopmatu elastse alusega tala on
koormatud otsast 1,6 m kaugusel jduga P==12 t (joon. 1.13,a).
Leida paindemoment jou all, kui &= 1000 t/m? ja a =025 1/m.

JOON. 113

Kisitleme poolidpmatut tala 1dpmatuna (joonis 1.13,5), mis on
koormatud nullpunkti suhtes siimmeetriliseit kahe jouga. Leiame
kéigepealt paindemomendi nullpunktis.

x==16m axr=102516=040
12 12 "
My ==2- o (0,40)=2 o 0,3564 = 8,554 tm
Leiame niiid paindemomendi nullpunktis  Ghikpéordenurgast

1000
8-0,25

Kuna paindemoment tala otsas (nulipunktis} vdrdub tegelikuit
niulliga, saame vorrandi
80000, 4-8 ,654 = 0

k
My, 2—8;[5 13(0) = « 1 = 8000 tm

millest
6p == —1,0692 - 102
Arvuiame niiiid paindemomendi jGu all

My = [ 0 3 (08)) 10682 109 < 1a(040) =

8u?
12 1000
T (] — 1,0692 - 108
4-0.25 (1 —0.0093) 80,259

== 11,88 — 7,51 = 4,38 tm

- 0,8784 =
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1. 3. ALGPARAMEETRITE MEETOD

Elastse alusega tala algparameetrite meetod ei erine
pbhimdtteliselt hariliku tala algparameetrite meetodist
(vt. K. Oliik, O. Roots <«Tugevusdpetus»). Algpara-
meetrite meetodit on otstarbekohane rakendada siis, kui
talale mdjub mitu pdikkoormust, mis jagavad tala mit-
meks paindemomendi vdi poikkoormuse pidevusvahemi-
kuks. Iga vahemik nbuab oma diferentsiaalvdrrandi
lahendit koos selle juurde kuuluva nelja integreerimis-
konstandiga, mis maéaratakse ddretingimustest ja defor-
matsiooni pidevustingimustest. Suure arvu pidevusvahe-
mike korral kujuneb otsene integreerimine aga kiillalt
tédmahukaks. Algparameetrite meetodi korral koostatakse
lahend, rakendades selleks teatavat vétet, {ihtse univer-
saalse valemina. See valem on vbimeline haarama koiki
pidevusvahemikke, kusjuures integreerimiskonstantidena
esineb ainult neli tundmatut algparameetrit vy, o, Qo
ja Mo tala ddrmisel vasakul ofsal, mis madratakse tala
toe- v4i deformatsioonitingimustest.

Késitleme jargnevalt lahendina tala siirdefunktsiooni v.
Jilgime lahendi muutumist vahemike kaupa alates esi-
mesest vahemikust. Mingi vahemiku n lahendit v&ime
esitada jdrgmiselt:

Up == Unet =+ Up (a)

Vahemiku n lahend v, saadakse eelmise vahemiku
siiret kirjeldava funktsiooni vn-4 ja tdiendava siirde funkt-
siconi ©¢ summana. v, on tala diferentsiaalvorrandi
tahend, mis on tingitud juurdetuleva vahemiku koormu-
sest. Seejuures on tdiendava siirde algparameetriteks
funktsioonide v, &, M ja Q [6plikud juurdekasvud vahe-
miku piiril.

Vaatleme [5pliku pikkusega tala ning koostame tema
esimese vahemiku lahendi valemi (!.31) jargi.

Bo

Uy == U, -+ voVo(ax) 4 i Vi (ax) —
¥ 2a
M vg(ax)———wg”—— Vs(ax)  (1.59)
2a2E1 2V 2kl

Esitame jdrgnevalt mis tahes vahemiku, algusega
x == a, tiiendava paigutisfunkisiooni, kasutades selleks
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jéllegi lahendit (1.31) ning oletades, et vahemikul puu-
dub jaotatud koormus.

Vi== Vo Vola(x —a)] +

%0t Y la(x —a)] —
a

Moy, Qo
P yla(xr— )] Y, 1.60
202E] fatx—a] 272 «®El otz —a)] ( )

Lahendis (1.60) esinevad vo:, o1, Mor ja Qo on vas-
tavate funktsioonide juurdekasvud vahemiku alguses ja
nad méadratakse tingimustest vahemiku piiril. Neid vdib
vaadelda kui vahemiku piiril esinevat tala telje nihet A,
{ala telje pdoret 8, momenti M ja koondatud joudu P,
mis voivad esineda korraga vbi fiksikult olenevalt tala
koormusolukorrast.

Vaatleme nditeks koormust,  kus tala vahemiku piiril
x==a on rakendatud moment M ja koondatud jdud P.

Kui vahemiku piiril x==a on rakendatud ainult mo-
ment MW (joon. 1.14), siis saab juurdekasvu ainult
paindemoment ning

Mot = —M; kuna vot == ot = Qur==0 (1.61)
Tdiendpaigutis arvutatakse sel juhul valemiga

mn
U= g Vola(x — a)} (1. 62)

Vaatleme jirgnevalt vahemiku piiril x = a rakendatud
koondatud joudu P (joon. 1.15).

Juurdekasvu saab niilid pdikjdud Qoi=-—P, kuna
Tot == To,t == Mo, = 0.

Seega tdiendav paigutis koondatud joust

Vgt =~ ———— Vi[a(x —a)] (1.63)
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Juhul kui tala vahemik on koormatud mingi jaotatud
koormusega ¢ (joon. 1. 16}, vime seda vaadelda kui tala
elemendi dE kohta tulevat elementaarset koondatud jBudu
ning viimase kohta rakendada valemit (l.63)

o q(8)dt _
dog = SV SwEl Vi[a(x —§&)] (1.64)

Kogu tdiendav paigutis jaotatud koormusest g [6ikest
a kuni x on

x X
o= [do= [TOE ya_gay (169
o s 2V2a3EIl
Saadud tdiendavat paigutist (1.65) vbime késitleda ka
kui lahendi (1.31) mis tahes jaotatud koormusest tingi-
tud erilahendit ve, mis oli seni médramata.
Tuletame tdiendavad paigutisfunktsioonid kahe prak-
tikas sagedamini esineva jaotatud koormuse liigi kohta.
1. Uhtlaselt jaotatud koormus

q(E) = g = konst.

v eI [ Vifa(x —8) ]dE =
‘= ST [ vila—o1at
=20~ Vilalxr—a)1} (1.66)
2. Lineaarselt muutuv koormus
q(&) = qo(E —a) (1. 87)

milles go on jaotatud koormuse juurdekasv tala pikkuse
ithiku kohta,

. %{x—a—-—i/—%;‘/x[a(x“ﬂ)]} (1.68)

Koostame niiiid, rakendades summeerimise printsiipi,
paigutisfunkisiooni universaalse valemi, kasutades sel-
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leks lahendeid (1.59), (1.60), (1.62), (1.63) ja (1.66).
Monede liikmete ees esinev méark 2 tédhendab seda, et
on tegemist mitme samaliigilise p&ikmSju summaga,
kusjuures tksikuid liikmeid eraldab indeksi i erinev
védrtus. Nimetusega poikm&ju ei Kirjeldata iiksnes
pdikkoormusi M, P; ja ¢;, vaid ka tala telje nihkeid A;
ja péordenurki 9.

0(x) = soVo(ax) + —2- Vi(ar) ——22 Vy(ax) —
Via 202E]

Qo . —
_._m Va(ox) + 3 AVola(x —a)] +
+ 32V fate—b0] +

¥ 2a

.
’E‘E‘Q%‘z%f Va[atx —ci)] +

P;

-t Vala(x—di) ] +
+2 2V 203El elo ]
+2%{1-Vo[a(x-3i)]} (1.69)

Valem (1.69) midrab tala paigutise 15ikes x. Valemis
liikmete ees olevad mirgid vastavad joonisel 1.17 esi-
tatud pdikmojude suundadele. Tuleb rdhutada seda, et
paigutise avaldises vdivad esineda liikmed ainult nendest
pdikmdjudest, mis jaddvad vaadeldavast 16ikest vasakule.

Siirdefunktsiooni v(x) jédrkjdrgulise diferentseerimise
teel on voimalik tisna lihtsalt koostada tala pddrdenurga
v’{x), paindemomendi M(x) ja pOikjdu Q(x) universaal-

X
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sed arvutusvalemid. Arvutust kergendavaks asjaoluks on,
nagu ilalpool mainitud, Puzérevski funkisioonide vaheli-
sed lihtsad diferentsiaalseosed. Esitame nimetatud vale-
mid alljargnevalt, nende tuletuskdigu juures iksikasja-
likult peatumata.

«El
- ”QT;Qz%“[‘ Va(ax)— 3 AiV2aVs[alx —a)] +

I oVelax—b0] + Z—n
Y 2aEl

Py
+ Z*ﬁa‘z‘[é}‘ Vala(x—di)} +

V' (x) = —uo ¥ 2aVs{ax) + SVo(ax) — V;W" Vi(ax) —

Vife(x—ci)] +

+ 3280y [0 (c—en) (1.70)
k

ol

M(x) = vo~—k—— Va(ax) + & Va(ax) +
2q? 2

+ MoVo(ax) +—2 Vi(ax) +
V2a

+ A Qiz Vala(x —ai)] +

+ 0 Vala(r— )] —
29208
— I Velax — )] — Z - Vilalx —di)] —
¥2a

—~ S5 Valatr—en) (1.71)

Qx) = ”0—:..}2—' Vi(ax) -+ 6o k Va(ax) —
¥ 2a 2

(12

— Mo V2 aVs(ax) + QoVo{ax) +

+ 3 M Via(x—a)] +
¥ 2a
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+26i—2%2—]/2[a(x—b,-)] 4+

+ MY 20Valo(x — )] — T PiVola(x —di) ] —
— 3L Via(x~e)] (1.72)
¥ 2a

Nidide 1.9. Arvutada joonisel 1.18 esitatud elastse alusega tala
paigutised tala ofstel ja keskel Elastse aluse turbetegur k==
== 1580 kG/em?, tala /== 7400 cm¢, E= 10105 kGfem2

po1 2
0.75m 1 0.75m
| x

15m

J30m

JOON. 118 |¢

Arvutame kdigepealt

b i -
k& 150 [ ——
u=V -—==V ———r———— == V 5,07 . 10~% == 0,015
4E1 4-1,0-105.7400

Kasutame valemit (1.60). Tingimusest, et kui x==0, siis
M(x) = Q(x)==0, saame, et M= Qg=0.

Valemist (1.60) koostame kiesolevale koormusele vastava pai-
gutisfunktsiooni:

P
v(x) = vVo(ax) +-f‘f- Vilax) + 3 Vifa(x — 0] (a)
V 2¢ 2V 2e3ES

Selles paigutusiunktsioonis esinevad vy ja ¥ midrame asjaolust,
e/evtl t)ala keskel pdordenurk v’ (x)=0 ning et tfala otsal x==1/

(x)=0.

Poordenurga  ja paindemomendi avaldised saame valemitest
(1.70) ja (1.71), J4ttes neist dra mittevajalikud likmed, jirgmistena:

. 2P :2
¥(x) = v V 2aVs(ax) + SoVo(ax) + 37 ka

Vo {x—d;)] (b)

& o
M(x) = vg —— Vy{ax) 4 ——— V (ax) +
22 Vv 20
x> f Vifa(x —di)] (e)

Vv 2a

Valemites (a), (b) ja (c) esinevatele konkreeisetele x vairtus-
tele vastavad Puzbrevski funkisioonide vdirtused leiame tabelist 1
lisas 1.
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Niisiis rakendame koigepealt dre- ja deformatsioonitingimusi
) I/g ja Mi=10
millest saame siisteemi

2.0,015%
— vy - 0,0150 - 6,6790 -+ 8o (—3,0131) - .'“1—50——“ 1,2432 =

150 150

. —43,99 —— {34,516}
T T I VT
o (2,130 ~ }7.589) = 0
T 20015 0.015
vt
0,10020¢ -4 3,0131 8y — 3,726 - 10~¢ == 0
0,14660 -+ 3,8351% + 5,153 - 108 =0 (d)
Siisteemi juurteks on tala poordenurk tala vasakul otsal
B =532 10 e)
ja samuti tala otsa paigutis samal tala otsal
vy =2,12-[0~% cm [§4]
Kasutades andmeid (e} ja (f), leiame niiiid valemist (a)
532.10~ 0,0150
Uiy = 2,123 - 10-3(—38,0131) +m07 52+—— +0,9419 =

= —6,397 - 10~ 4~ 1,392 10~5 + 9,419+ 10~3 = 4,414 10-5 cm



2. VARRASTE PIKIPOIKPAINE

2.1 PIKIPOIKPAINDE MOISTE JA TALA ELASTSE JOONE
VGRRAND

PikipSikpaine tekib varrastes ja talades juhul,
kui lisaks mingile pdikmbjule mdjub vardale ka pikijdud.
P&ikmdju all métleme siin vardale m&juvat pdikkoor-
must ja varda telje esialgset erinevust sirgest. Néiteks
kui sOrestiku varras on koormatud sBlmede vahelises
osas pdikkoormusega, tekib vardas lisaks sorestiku fildi-
sest paindest pShjustatud pikijoule ka veel paindemoment
ja varras on pikipbikpainde mdju all. Pikijoud vb6ib olla
kas surve- vci tombejoud. Erilist tdhelepanu vidrib
ohtlikkuse t8ttu paine survejduga, sest sellisel juhul
suureneb paine pikijou mdjul — suurenevad ldbipainded,
pinged jne. T8mbejou mdjul paine viheneb.

Vaatleme joomisel 2.1 kujutatud tala, mis paindub
xy-tasandis, temale mdjuvate koormuste all.

Varras olgu koormatud jaotatud pBikkoormusega qo{x)
ning pikijoududega T

Oletame, et talal on ka esialgne koverus, mille maé-
rame ordinaadiga yo, mis on mdddetud teljest x kuni
koormamata tala teljeni. v-ga tdhistame tala koormami-
sel tekkivat labipainde ehk siirde suurust, mis on mddde-
tud esialgselt koverdunud teljest.

Pikipbikpaindel tekivad nii pdikkoormusest kui ka

g4
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pikijoust paindemoment ja p&ikjdud, mida v&ib aval-

dada jargmiselt:
Q= Qo+ Qr (a)
M= Mo+ Mr (b)

kus Qo ja Mg on pdikjoud ja paindemoment pdikkoormu-
sest, kuna Qr ja Mr on samad pikijoust.

P3ikjsu ja paindemomendi mérgi reeglid on jirgmised:
poikjoud on positiivne, kui ta piiiab tala osa, millele ta
mojub, pddrata péripdeva, ning negatiivne vastupidisel
juhul.

! Positiivne paindemoment painutab tala kumerusega
allapoole, negatiivne aga vastupidiselt.

Kuna jdrgnevalt kasutame varda elasise joone ele-
mente, sils lepime kokku ka nende mérgi reeglites.
Nimelt pédrdenurka ¢ loeme positiivseks siis, kui varda
elastse joone puutuja poordub varda telje algasendi suh-
tes pdripideva. Siire v on aga positiivne siis, kui ta suund
iihtib y-telje suunaga.

Leiame
My = —T (4o + v} (c)
Q== Tt v) (@)
Jarelikult
M= Mg—T (Yo + v) (e)
Q=Q—T(p+v)’ ()

Viimastest avaldistest ndhtub, et pikipdikpaindel sdliu-
vad pdikjoud ja paindemoment tala siirdest.

Varda viikestele deformatsioonidele vastav elastse
joone diferentsiaalvorrand paindel on

Elv” = —M ()

Asetades paindemomendi avaldise (e) viimasesse vBr-
randisse, saame:

Elv" = —M+ T (yo + v) (h)
Diferentseerinud viimast v8rrandit x suhtes, saame:
|ETw" | == Qo+ T (4o -+ v)’ (i)

mis on poikjou ildavaldis.
Vorrandit (i) veel kord diferentseerides saame:

|E10"|” = go+ T (40 + 0)" (k)
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Kirjutame selle vBrrandi teisiti:
[Elo"}” — Tv” == go + Tyy” 2.1y

Liiget Ty,” vOime vaadelda kui tdiendavat pdikkoor-
must varda esialgse kdveruse tagajérjel.

Oletades, et Ef ==konst. ja go(x)-} Tyy” = g(x), saame
varrandist (2.1):

EIvWY — Tv" = g(x) (2.2)

Saadud vérrandi iildintegraal koosneb kahest liikmest
— homogeense diferentsiaalvarrandi

EIv'™V — To” =0 2.3)

tldlahendist v, ja vbrrandi (2.2) mis tahes erilahen-
dist ve.

Tahistades 7% = I

El
voime vorrandi (2.3) esitada jadrgmisel kujul:
oV — 2" =0 (2. 4)
Vorrandi (2.4) lahendi esitame jirgmisel kujul:
Op = Ane*n* (m)

Asetades lahendi vdrrandisse (2.4), saame karakte-
ristliku vOrrandi

knh — 2kt =0
mille juured on

k;:kz:(); ka:f; k,,:——r
Nii saame vorrandi (2.4) ildlahendiks
v, == Ay 4 Aarx + Aser + Agerx (n)

Vo1

v, == By -} Byrx + Bschrx -+ Byshrx (2.5)

Erilahendi v leidmiseks kasutame médramata tegu-
rite meetodit. Esitame erilahendi poliinoomina

Vo == Agx? - Aox® 4 Agxt (2. 6)

Olgu varras ilma algkdveruseta ja koormatud lineaar-
selt muutuva jaotatud koormusega

g{x) == go+ mx 2.7)
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Asetame erilahendi (2.6) vérrandisse (2.2), vorrutades
ihtlasi ¢(x) avaldisega (2.7). Saame:
24E1As — 2PA; — 6PAsx - 1245%2 == qo -+ mx
Ei wvbrdus oleks rahuldatud, peab kordaja x* ees
vorduma nulliga ja jarelikult

As==0; go=—2TAy; mx = —6PAwx
millest

—_ 3 _.m
Ai=—gr ja h=—rm
Saame erilahendiks
e 90 T 2.8
Vo — o ¥ g ¥ 2:8)
Uhtlaselt jaotatud koormuse korral on erilahendiks
Ve == % x2 2.9)

2T

Vaatleme juhtu, kui pdikkoormus puudub, algkdverus
on esitatud aga vorrandiga

Yo= b sin "T" (2. 10)
Otsime erilahendit kujul
vc=Csin—%x~ (2.11)

Asetame avaldised (2. 10) ja (2.11) vérrandisse (2.1).
Saame:
7w \4 n 3] LomX w A mx
[El( T) +T(T) 651n—r~bT(T sin—
millest
C= bt (2.12)
RS, 5 X

Pikipdikpaine survejou korral

Lahend (2.5) oli saadud pikitdmbejdu mdjumisel var-
dale. Survejou puhul muutub mark pikijou ees:

T w== Ty
kus 7> 0.
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Homogeenne diferentsiaalvirrand (2.4) saab siin kuju

r vV 4 r0” = 0 2.13)
Kus re == —-
) EI

Otsides ka siin lahendit kujul (m), saame karakteristli-
kuks vdrrandiks
kpt - rdRy? =0
mille juured on
By smby==0;  hBys=iry By == —ir,
Vorrandi (2.13) lahendiks saame
Uy == Ay -+ Agirex -+ Asei™ b Aje—ire

voi
Ug == By Barx 4 Bycosrx + Bysinrx (2. 14).
Nagu esitatud lahenduskdigust nahtub, tuleb survejou
korral karakteristliku vorrandi juur r asendada juu-
rega ir. See kehtib iildiselt fileminekul tombejduga lahen-
dilt survejdule.
Erilahendi liikmete ees muutub surveju korral mark.

Nii saame lineaarselt muutuva jaotatud koormuse jaoks
erilahendi

gox® mat
Y= 51, T 4T,
Vorrandi (2.2) ildintegraali kuju on:
a) tombejou korral
¥ == e+ By + Barx 4 Bschrx 4 Byshrx  (2.16)
b} survejéu korral
U == U+ By Barx ++ Bycosrx - Bysinrx  {2.17)

(2.15)

2.2 AARETINGIMUSED

Uldintegraalides (2.16), (2.17) sisalduvad integreeri-
miskonstandid midratakse varda aaretingimustest, s. o.
toetingimustest. Vaatleme jdrgnevalt moningaid sageda-
mini esinevaid diretingimusi.

{. Varda ots on kinnitatud liigendiga liikumatu toe
kitige. Tingimused toel:

(2.18)

v =0
Elv” =0 (M = 0)
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9. Jaik tugi:
v
by

0
0

i

(2.19)

3. Téaiesti vaba vardaotsa ja jaotatud koormuse korral
voime kirjutada tingimused p0ikjou ja momendi kohta:
(ETv”Y =T (4o + v')
Elv" == 0 (2.20)
4. Varda ots on kinnitatud elastselt elastse toe kiilge.
Sel juhul saame tingimused varda otsa pdérdenurga ja
poikjou kohta
v = ANEJv”
(Bl =T + 12 2 @.21)
kus % — elasise kinnituse jéikuse tegur (ristldike
pbordenurk, kui M==1);
A — elastse toe jdikuse tegur (toe paigutis, kui
toereaktsioon R ==1).
-Adretingimustes (2.21) esinevaid mérke (kas -+ v8i—)
tuleb kasutada olenevalt sellest, millist varda otsa vaa-
deldakse —— kas vasak- vdi parempooiset.

2.3 SUMMEERIMISE PRINTSHP TALA PIKIPOIKPAINDEL

Tala pikipdikpaindel v&ime analoogiliselt hariliku
poikpaindega rakendada p&ikmdjude kohta sum-
meerimise printsiipi. Selle kohaselt vGime arvu-
tada nditeks tala siirde, kui talale mdjub mitu pdikkoor-
must iheaegselt, jargmiselt: leiame igast koormusest
tingitud siirde dksikult ning seejdrel summeerime koéik
siirded. Tingimata tarvilik on seejuures, et iga iiksi-
ku pdikmdju korral peab talale mdjuma
iiks ja sama pikijdud

Téestame véaidetut jargmise ndite varal. Koormame tala
kahe pdikkoormusega ¢: ja ¢» ning pikijéuga 7. Olgu
siire _tala mingisuguses punktis péikkoormusest ¢; ja
pikijdust T —ouy ning poikkoormusest ¢» ja pikijoust
T —v;, Kasutades seost (2.2), kirjutame kummagi koor-
musjuhu kohta:

ElvgV - Toy” == gy
ElvdV — Tv,)” = ZZ (2)



Kui mdlemad pdikkoormused ning ka 7 mbjuvad talale
itheaegselt, saame sel korral

ElvtY —Tv” = g+ g, (b)

_Liites vdrrandid (a) ning kGrvutades tulemuse vorran-
diga (b), vBime kirjutada, et

U= v+ 02 (c)

Kui talal on algkdverus, vdime seda arvesse
votta tdiendava pdikkoormusena, nagu
eespool ndhtus. Algkdveruse korral tuleb tala elasise
joone diferentsiaalvorrand (2.1) esitada kujul

ElotV — Tv" = g+ Tyq" (2.22)

kus yo tahistab tala alglabipainet. Liige Ty,” ongi tdien-
dav fiktiilvne pdikkoormus. Tdiendava fiktiivkoormuse
mBju tuleb arvesse vdtta ka &dretingimustes vastavate
toereaktsioonidena.

2.4 UHESILDELISE TALA PIKIPOIKPAINDE LIHTSAMAD
KOORMUSJUHUD

2.41 Pikitdmbejoududega ning paremas otsas momen-
diga koormatud tala (joon. 2.2)

n
i >
. A

JOON. 2 2 1y '

Kuna talal puudub jaotatud pdikkoormus, siis tala
clastse joone diferentsiaalvdrrand on homogeenne, mille
lahendiks on (2,5), seega alljdrgnev:

v == By -+ Borx 4 Bschrx 4 Byshrx (a)
Selles esinevad integreerimiskonstandid leitakse &édre-

tingimustest jérgmiselt:
1) kui x==0, siis u=0"=0, millest saame

By== By==10 (b)
9



2) kui x =1, siis v==0 ja Eft/ =—M
millest
Borl++ Byshri==0;, Elr2B,shrl==—M
Kasutades saadud vorrandeid, leiame
up n 1
b=fia B=—wmwma ©

Téhistame v==rl, misjirel vbime kirjutada tala siirde,
ristloike pdérdenurga ja paindemomendi kohta:

M (rx  shrx
00 =g (S —55) (2.23)
s Mo chrx
= =g (s —55) e
shrx

M (x) = Elv” (x) == —M (2. 25)

shv
Tala toeristidigete poérdenurgad on jargmised:

mi 6/ 1 1
to =z (v )
pis 3 1 1
==y (v =) .20
Téahistades
3 1 1
6/ 1 1 )
b= (v~ 5

vBime toeristidigete pddrdenurgad viljendada valemitega

W m
So= e BV Gi=— pra(v)  (2.28)

Funktsioonide a(v) ja B(v) kaudu avaldub pikijou P
mdju tala paindedeformatsioonile. Argumendiks_jialesi—

tatud funktsioonides on wv==rl. Kuna re= V_Z?I’ siis
/P
v=_1}" g

40



< LA
i i ?}
JOON. 2.3 vy '

_Kui talale mdjuks moment 3 #lalkirjeldatud viisil ilma
pikijéuta, tuleks toeristldigete pé6rdenurgad arvutada
alljargnevalt:

ML, Ry

6EI 12 Y=g (@

Juhul kui momendiga Wt on koormatud tala vasak ots
{joon. 2.8), saame tala otsristldigete pdordenurkade
arvutamiseks rakendada funktsicone a{v) ja B(v) ana-
loogiliselt eelmise nditega.

B ==

i i
ﬁoz“gf‘ra(‘v); ﬁlz_‘—G“E*l—ﬁ(V) (229)

Kahe momendi itheaegsel mdjumisel talale (joon. 2.4)
saame summeerimise printsiibi pdhjal po6rdenurgad
tala otstes:

Ml Mol
b= 7 a () + 557 B)
3ET 6E[ (2.30)
Mol Bl .

dr=— 37 * )~ gEr BV

Kui varda oistes on tdmbejoudude asemel rakendatud
survejoud, tuleb diferentsiaalvorrandi lahendi (2.5) ase-
mel kasutada lahendit (2.14). Kuna survejou korral on
karakteristliku v8rrandi juured imaginaarsed, siis ld-
lahendis (2.14) esinevad liikmed tirigonomeetriliste
funktsioonidega, kuna lahendis (2.5) sisaldasid samad
liikmed hiiperboolseid funktsicone. Analoogiliselt muutu-
vad ka tilaltoodud ndite puhul survejdu moju arvestavad
funkisioonid jargmisteks:

a*(v) =”?.‘ [‘%‘“‘?a“rlﬁ] (2.31)
67 1 1 .
B* (v =T{§§F-T]
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Vaatleme viimases ndites toodud tala, mille otstes
mbjuvad koondatud momendid My ja MWy, kuid pikijdudu-
dena esinevad survejoud (joon. 2.5). Sel juhul on tala
otste pGordenurgad:

Myl Mol
ﬂo="§gf (V) + S 6E] B(v)
(2.32)
. )
1= ey © W TR

Funkisioonid a(v}), B(v). e'(v} ja B*(¥) on olenevu-
sega v vairtusest tabuleeritud. Analoogilised funkisioonid
tuletame ka teiste koormusjuhtude jaoks, mida vaatleme
jdrgnevalt. Funkisioonide vaédrtused on toodud raamatu
lisas tabelis I.1.

2.42 Uhtlaselt jaotatud koormusega ¢ ning tdmbejdu-
dudega T koormatud lihitala (joon. 2.6)

Votame koordinaatide alguspunkti tala keskele. Sel
juhul on tala elastne joon y-telje suhtes siimmeetriline,
mistdttu vOime vorrandis (2.16) siilitada ainult siim-
meetrilised liikmed ning saame

U=Bi+BsChfx———~§%:-x2 (a)
milles viimane liige on iihtlaselt jaotatud koormuse kohta

42




’ 7 Y2 4
JOON. 2 6 v '

kehtiv erilahend. Integreerimiskonstandid By ja Bs m#a-
ratakse ddretingimuste kaudu jargmiselt:

kui ¥ = 5 siis v == v” == 0, millest

2
Bi“*‘BsCh—g———g—IT”—“—O; PBsch DL =0 (b)

.T'éihistades rl==v, saame pirast teisendamist integree-
rimiskonstandid:

2 i
Bi=-1 _ 4 =1
=g e Be=m—s )
ch—z
2
Asetame saadud konstandid #ldlahendisse ja {feeme
teisendusi, arvestades, et T ==r2El ja r==vfl. Saame
16plikult

glt [_chrx _l+%(};_r2xz)] (2.33)

h

Diferentseerides saadud avaldist x jirgi saame p&orde-
nurkade vdrrandi:
g8 (shrx . )
G{x) =0 = g - rx (2. 34)

2

Paindemomendi avaldise saame aga pérast vGrrandi
(2. 33) kahekordset diferentseerimist:

. !
Mix) = —Elo” = — 22 (Lh-';*.w 1) (@3
ch~§‘

Tala suurim ldbipaine ja paindemoment keskel on
jargmised:

5 gi 384 (vz L
=i E A\ E T % ‘) (2.38)
ch—2~
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Mo = -Jg..,g. ( 1t —.) (2.37)

I L Ei(L__ .2’_)
S =F 5w \ T3 (2.38)

Nagu ndhtub esitatud valemeist, kujutab iga valemi
esimene tegur ainulf pdikkoormusest tekkivat painde ele-
menti, kuna teine tegur sbltub argumendist v ning v&tab
arvesse pikijbu mdju vaadeldavale painde elemendile.

Avaldame kirjeldatud tegurid v funktsioonidena:

384 1
o =22 (g +—5—1)
ChT
aotv) =55 (1 ——L (2.39)
ch—
v =2 (5-03)

Juhul kui méjuv joud T on survejdud, saame pikijou
moju arvestavad funktsioonid jdrgmistena:

for (v) = 384(Mv_2+ 1 ~—-1>

By 8 v
cos "i“
(2. 40}
8 1
oot =3 (1)
cOs 2‘“

24 v v

ww =3 (g -3)

Funktsioonid fo(v), go(v), wo(v), fe*(v) @o*(v) ja
o* (v) on tabuleeritud (tabel II. 3 raamatu lisas). Neid
nimetatakse nende esmakordse rakendaja nime jdrgi
Bubnovi funktsioonideks médduta argu-
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mendist v= l]/ET-]- Juhul kui pikijdud talale ei méju,

s. 0. T==0, on ka v==0 ja Bubnovi funktsioonid vérdu-
vad ithega. Sel juhul on” valemitega (2.36), (2.37) ja
(2.38) esitatud painde elemendid harilikud tala poik-
painde elemendid.

Suurendades tdmbejdudu T, vihenevad funktsioonid
fov), @o(v)_ja po(v). See tihendab aga seda, et piki-
témbejOu mdjul viheneb tala paine — vihenevad painde-
momendid, ristldike pddrdenurgad ja tala siirded.

Survejdu korral on aga olukord vastupidine. Paine
suureneb kiiresti survejou T kasvades. Kui v->=x, muu-
tuvad pikijoudu arvestavad funkisioonid 18pmata suur-
teks; see tdhendab aga seda, et tala kaotab stabiilsuse.

Kuna v=l]/Ell~ ja v==m, siis T== ”zrf’, mis on
Euleri kriitiline joud tala otste liigendkimmituse korral
(vt. p. 8.31 ja 3.311).

2.43  Uhtlaselt jaotatud koormuse ja pikijoududega
koormatud tala jdigalt kinnitatud otstega (joon.
2.7

Kiéesoleval juhul on lahenduskiik eelmise nditega ana-
loogiline. Kuna aga Ziretingimused on siin teistsugused,
siis ei ole punkti 2.42 iildlahendi {(a) integreerimiskons-
tandid sama vairtusega nagu eelmises ndites. Peatumata
iiksikasjalisemalt teisendustel, kirjutame vilja elastse
joone vfrrandi ja paindemomendi,avaldise:

_"i_,zxz

e () T
Elv . oY 2
Gy 2
T X A
N
| v Ve
[ 1
JOON. 2.7 ¥
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" ;
Afz-‘l{—(ﬂlal) (2.42)
25h-y2«
Kasutades valemeid (2.41) ja (2.42), leiame tala
painde kohta jdrgmised suurused:
1) siire tala keskel

b0 = gt ¥ (2.43)
384 Ef i
2) paindemoment keskel
12
Mo=2—gi(v) (2. 44)
3) toemomendid .
o IE
Mits = P % (v} (2. 45)
milles
1927 ~ v
ey == (-t p)
24 g
) =4 (1-—Y—) (2. 46)
2 sh—
2
v v
=122 "%
x(v) == E v
2

Surve-pikijdu korral on pikijou abifunkisioonide kuju:

Fi* (v} =ﬁ (tanl-———v—)

v2 2 4
24 ( v ) .
* == e 2.
g ) v2 \ 2sinv ! (2.47)
tan VY
« 12 2 2
) =gt
tan—§~

Funktsioonid fi(v), gi(v), x(v), f*(v), g*(v) ja
x*(v) on samuti tabuleeritud (tabel II. 1). Analoogiliselt
tala otste liigendkinnituse juhuga kirjeldavad pikijou
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abifunktsioonid siingi pikijou moju tala paindele. Ka
siin vdheneb paine tdmbe korral, surve korral aga suu-
reneb. Sama suure pikijdu korral en painde suurenemine
survel suhteliselt palju suurem kui painde vahenemine
tdmbel.

Pikijéu mdju paindele on tala otste paindejdiga kinni-
tuse korral suhtelisell vaiksem vbrreldes tala otste lii-
gendkinnitusega. Oeldakse, et paindejdiga kinnitusega
tala en pikijou mdjule vihem tundlik. Niiteks selleks, et
tekitada talale l0pmata suurt siiret, tuleb votta v = 2.
Sellele v suurusele vastab

T v2El  4nPEl
=TET T TR
mis on Euleri kriitiline joud varda otste
paindejdiga kinnituse puhul, Seega selleks,
et tekitada talas 1dpmata suurt siiret, peame antud juhul
pikijoudu suurendama neljakordselt, vorreldes jéuga lii-
gendkinnituse korral,

2.5 PIKIPOIKPAINDE UNIVERSAALSED VALEMID

Pikipdikpainde moningaid lihtsamaid jubtusid vaatle-
sime eespool. Nendele voiks lisada. veel iiksikuid lihtsaid
koormusolukordi, nagu néditeks pikijoudude ja risti
mdjuva koondatud jouga keormatud tala. Olukord muu-
tub aga keerukamaks, kui talale mdjub {iheaegselt mitu
pdikkoormust. Sel juhul on vdimalik rakendada pdikkoor-
muste mBju summeerimise printsiipi ja tuletada tala
elastse joone, pdOrdenurkade, pdikjoudude ja paindemo-
mentide universaalsed valemid, nii nagu seda tehti tala
poikpaindel ja elastse alusega tala korral. Lisaks varem
esinenud pSikmojudele — koondatud momendile, koonda-
tud jbule ja dihtlaselt jaotatud koormusele — vdime veel
lisada lineaarselt muuduva jaotatud koormuse, varda
telje astmelise nihke A ja tala telje podordenurga 8

2.51 Pikipdikpaine survejduga

Joonisel 2.8 on kujutatud tala, mis on lisaks, surve-
joule koormatud, mitmesuguste pdikkcormuste ja poik-
mojudega. Need on tala telje nihe A asukohaga x==a,
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telje pédrdenurk 6 asukohaga x == b, koondatud moment
M rakenduskohaga x==c, koondatud jdud P rakendus-
kohaga x== d, iihtlaselt jaotatud koormus algusega x=-¢
ja lineaarselt muutuv jaotatud koormus algusega xe=f.
Ulesande lahendamiseks kasutame eespool {fuletatud
pikipbikpainde diferentsiaalvdrrandi iildlahendit (2.17),
mis koosneb homogeense diferentsiaalvérrandi ldlahen-
dist (2.14) ja erilahendist (2.15). Rakendame kbigepealt
jargmiselt esitatavat dldlahendit (2. 14):
vy == By -4 Berx + Bgcos rx - B sinrx (2. 48)
Selles {ildlahendis esinevad integreerimiskonstandid
By, Bs, Bs ja B, leitakse deformatsiooni- ja sisejdudude
tingimustest kahe vahemiku piiril, mille pastitamiseks
vajame iildlahendi (2.48) jargmisi tuletisi:

v’ == r(B; — Bssinrx -+ By cos rx) (a)
v” == —r2(Bgcos rx + By sin rx) (b)
v = r3(B; sin rx -— By cos rx) (c)

Rakendame niifid poéikmdjude sdltumatuse
printsiipi  ja miirame ildlahendi integreerimiskons-
tandid igast pGikmdGjust eraldi. Seejuures lihtsustame
lahenduskdiku veelgi sel viisil, et vaadeldes parajasti
mingit p&ikmdju, valime koordinaatide alguspunkti selle
poikmdju rakenduskohas, s. o. kahe vahemiku piiril.

Kasutame iga dksiku pSikmdju korral temale vastavat
abstsissi tdhist, nii nagu joonisel ndidatud. Hiljem, koos-
tades summeerimise printsiibi alusel universaalse valemi,
liheme tle koordinaatide alguspunktile, milleks on tala
vasakpoolseim punkt. Oletame veel, et vaadeldasast psik-
mbjust vasakul jdab varras horisontaalseks ja sirgeks,
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Esmajérjekorras vaatléme tala telje astmelist muutu-
mist. Kui x;==0, siis parempoolses loikes siire v=A
ning paindemoment M==TA, kuna tala pédrdenurk ja
Ppoikjdud on nullid (joon. 2.9). Uldlahendist (2.48) ja
iema tuletistest (a), (b) ja (c) saame, et:

siire A==B -+ B,

p6érdenurk 0 == r(By - By)
paindemoment  TA == r2EIB, (@
poikjdud Q == —r3B,

Esitatud seostest jéreldub:
By=By=B;=<0; Bi=<=A
millest saame elastse joone virrandi:
Uy == A Cosrxy (2. 49)

Jargmisena esinegu talal ainsa pdiktegurina pdorde-
nurk 6 (joon. 2. 10).

Varda telje pé6rdumisel nurga § vdrra punktis x ==b
v0i x3==0 on nullid siire ja moment, kuna po6ikjdud vor-
dub pikijou T projektsiooniga risti varda teljega. Saame
seega:

Bi+Bs=0

r(Ba+ Bi) =8

2By == T (e)
:]

—r3B; == -——~E—T~ o 2

Seoste (e) puhul kasutame oletust, et pddrdenurk on
nii viike, et sin® =~ tan® =~ 0. Tingimuste (e) alusel
voime kirjutada:

By == By == By =0
B ®
r
millest
—g sin rxs (2. 50)

Us =
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7 ,>;m 7 P

e =
X ¥
i X
e ———
JOON. 2.11 JOON. 2.12

Nitiid tuletame koondatud momendist M (joon. 2.11)
tekkiva elastse joone vOrrandi. Punktist x;==0 diferent-
siaali vOrra paremal on koik suurused nullid, vélja arva-
tud paindemoment M == . Need tingimused vaheruiku
piiril annavad

" By B;==0
By+By=0
m
2By == Er (i)
By =0
Seostest (f) saame:
n n

Br= Bu=0 Bo=—Tgprs Bi=or

Asetanud leitud konstantide viirtused iildiahendisse,
on koondatud momendist

n
vs:?‘l}ff(l — COS rXs) (2.51)

Kui pbikkoormusena esineb koondatud jdud P (joon.
2.12), on jdu rakenduskohast diferentsiaali vérra pare-
mal nullid siire, pédrdenurk ja paindemoment, kuna

poikjdud Q ==—P. Need tingimused annavad vérdused

B4 By==0

By 4+ By =0

B3=0

EIrtBy = —P
millest P p

By==By==0; B 2—75—17; Bz=~BA‘—=E1-;3'
kuna elastse joone vdrrandiks saame
P . =
Uy == EIA (rx, — sinrxs) (2. 52)
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Uhtlaselt jaotatud koormuse korral (joon. 2.13) koos-
neb lahend v, nii nagu eespool nididatud, kahest osast —
seni kasutatud homogeense diferentsiaalvbrrandi dld-
lahendist ja erilahendist. Antud koormuse puhul on
erilahend jargmine:
g9x® _ gxs
2T — 2r2E] ()
Seega on iildlahendi kuju:

U == By -} Borxs -+ By cos rxs + By sin rxs + E‘g%z—]— (2.53)

Vg =

Selleks et saada vajalikud seosed tingimuste rahulda-
miseks vahemiku piiril xs=0, tuleb leida ka erilahendi
(h) tuletised ning liita need vastavate {ildlahendi (2. 48)
tuletistega (2), (b), ja (c). Pérast nimetatud tehete soo-
ritamist ja rajatingimuste rakendamist saame:

B+ By=10
B4 By=0 o
2 90 t
B+ gy =0
B,=10
millest tuleneb:
A 0 p .. 9
Bye==0: Bs== —By== 7z~ (k)

r2xs?
2

) (2.54)

Lineaarselt kasvava intemsiivsusega jaoiatud koormuse
puhul (joon. 2.14) on erilahend
- me3 . fﬂ,)(eS X (m)
Ve = g7 T BREI

U"’:’";Zg_[‘("“ -+ cos rxs -+

kus m on jaotatud koormuse intensiivsuse juurdle_(asv
pikkusithiku kohta. Toimides erilahendiga analoogiliselt
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eelmise koormusjuhuga, kujunevad tingimustest vahe-
miku piiril seosed:

Bi+ By=10
By 4 Bi=0
Bs=0
m
—rBit T =0
millest
Bi=0; Bi=—By=—rr (n}
1=0; o == —By = ey
ja jarelikult
rixg
v5=—r—%1—(——rxs+ sin rx5+-é~6——) (2. 55)

Kbikide pdikmdjude itheaegsel esinemisel rakendame,
nagu juba eespool tdhendatud, summeerimise printsiipi.
Seejuures votame koordinaatide alguspunktiks tala dar-
mise vasakpoolse punkti, leiame iga vahemiku abstsissi:
X=X @, Xpm=mX-—b, XgmsX—d, Xg==X-—e, X5=
== x - f, ning teostame vastava asenduse. Summeerimise-
printsiibi alusel

U == Uy 4 U2 -1 Us - Vg -+ U5+ Us (o)

Asetame vy, vy,... avaldised seosesse (n), misjarek
saame tala siirde avaldise

v{x) == Acosr(x—a)+—?—sin r{x—>b)-+
P P
+72—b:1— [l —cos r(x—c)]—i—;;}—:.—[—[r(x-——d)-——

e $iTL r(x~d)]+—r%7[—l+cos r(x—e)-+

2 (x—e)? m f—r{x—Ff)
+ 21 ~“]+ rEl [ 11 +
+ sinr(x— f)+i(x—;—m] (2. 56)

Poérdenurga avaldise saame eelmist diferentseerides x
suhtes jirgmisena:

v/ (%)== —Arsinr(x—a)+0cosr{x—b)+



0" P
- “ET sinr{x— )—'r—-;z—ET[l-——cosr(x~d)]+

+_r_3%7_[_r.(f.:5_ez_ — sin r{x—e) ] -+

o [_1 +-(*—ﬁ— + cos r(x—f)] (2.57)

Paindemomendi leiame seosega M= —Ev”, milleks
tuleb avaldist (2.57) diferentseerida x jirgi.

M == AEIrtcos r{x — a) -+ BEIrsinr(x—b)—

— I cos r(x—c)——i:-sin r{x—d)—
e W,q: [1—cosr(x—e)]—

-«»’:é [rix—F—sinr(x—H] (2.58}

Poikjou leiame paindemomendi tuletisena:
Q = M == ~AEIr3sin r(x ~— a) -} 0EIr2cos r(x — b) +
+ Mrsinr(x—c¢)— Pcosr(x —d)—

—%sinr(x—e)mr—,’f [l —cosr(x—f] (2.59)

Juhul kui talale mbjub mitu dhesugust pdikmdju kor-
raga, tuleb nende mdju arvesse vbita lihtsalt summeeri-
mise teel, nii nagu alljargnevas valemite esituses niida-
takse. Tahistame seejuures tala vasakpoolses otsas
esinevaid poikmojusid Ac, 8o, My ja Po, mida nimetame
algparameetriteks, Tala siirde valemi saame
jargmisena:

v(x)-Aacosr,\+—~>xnrx+

ZEI [t~ cosrx] 4

-+ 'rEET (rx — sin rx)+ 3 Ascos r(x — az) +
+E—:— sinr(x — bi) -+

+2<;i%-[l —cos r{x—c) )+



+ e ‘E] [r{x—diy—sinrx—di)] +

+3- I [—~1+’2<"5 o
-+ cos r(xwe,)‘& SET [——_’jf—l—}-ii—)_..J_
+_’i£’i§‘|;@.ﬁ+ sin r(x—fi)] (2. 60)

Pobrdenurga valem:

Mo .
v’ (%) == —Aor sinrx - 6y cos rx + 7E7°sm rx 4

-+

rzE[ (1 —cosrx)— X Asrsinz(x —ai)+

+ 26

W .

rEI
Py o

+2—;—E,—[l—cosr(x diy] +

+ 3E1 [r{x—es) —sinr{x—e)] +

+ 3P PO cosr o]

(2.61)
"Paindemoment:
M (x) == AoEIr? cos rx -+ 8oElr sin rx — Mo cos rx —

-—?—sinrx-{—ZAiElrzcos rix—a) +
+ 3 0:EIrsinr(x— b)) — 3 Micos r (X —c,)—
'—Zjii—sin r{x—d;) —

—2 [2-~cosr(x—.e,)]—~



m; . .
-5 [rix—f) —sinr(x—fy] (2.62)
Péikjoud:
Q(x) == —AEIF sinrx + 8,EIr® cos rx - Wor sin rx —
~~Pocos rx — 3V AEIr sinr(x — a;) +
-+ 3 0:Elrt cosr{x—bi) -+
+ 2 W rsinr(x —cy) ~ 3 Picosr(x —di) —

— E—qrisinr(xm e,) —
s

— pe [1—cosr{x—7f)] (2.63)

Esitatud valemeis tdhistab indeks { mingisuguse pdik-
koormuse v&6i muu poikmdju jirjekorranumbrit, samuti
selle pbikmbju rakenduskoha abstsissi jirjekorranumbrit.
Soovides valemeid rakendada mingisuguse tala Idike
kohta, vbivad valemid sisaldada liikmeid ainult nendest
pOikmdbjudast, mis jddvad vaadeldavast 18ikest vasakule.

Valemites (2.60), (2.61), (2.62) ja (2.63) esinevad
algparameetrid Ao, 8o, MM, ja Py voivad olla tundmatud,
misjuhul tuleb nad mdiirata tala 4retingimustest (toe-
tingimustest).

Paindemomendi ja pbikjou avaldised (2.62) ja (2.63)
vdime esitada ka teiste algparameetrite kaudu. Kuna

T

72 o e

Ef

siis v6ime paindemomendi M (x) avaldises esineva liikme
esitada jargmiselt:

AoElrt cos rx == AT cos rx
milles ApT on moment telje algnihkest.
Koos koondatud momendiga M, tala ofsas annab AT
algmomendi
Mg == AT ~— Dy (2.64)
Korrutis 8,E/r® vordub pikijdu projektsiooniga risti
varda teljega ja on pdikjou juurdekasv pikijoust. P&ik-
jdud tala otsas on seega
QoEIr2 — Py = Qq (2. 65)

Kasutades seoseid (2.64) ja (2.65), vdime painde-
momendi M(x) ja pdikjdu Q(x) esitada jargmiselt:

65.



M{(x) == Mocos rx + ~Q-r-°« sin rx 4

+ 3 AEIrtcosr(x —ai) +
+ S e:Elrsinr (x— by) — I Mycosr(x—¢;) —
—-%sinr(x—df) ———r;f [t—cosr(x—e)] —
m; .
- [r{x—Ffs) —sinr(x—Ff)] (2.66)
Q(x) = —Morsinrx - Qqcosrx —
— S AEIPsinr(x —a;) +
+ S AEIrtcosr{x —bi) +
4 WMy rsinr{x—cq) — 3 Picosr{x—d;) —

——Eﬂrisinr(x——ei) — o

r': [t —cosr(x—f)]
(2.67)
Valemis (2.66) ja (2.67) esinevad paindemoment M,
ja pdikjoud Qo tala vasakpoolses ofsas leitakse, kasutades
tala toetingimusi.

2.52 Pikipdikpaine tombejouga

Kui talale mdjub survejdu asemel tdmbejdud, muutub
elastse joone iildlahendi iseloom nii, nmagu seda varem
nigime lihtsamate ndidete puhul. Lahenduskaik on taiesti
analoogiline survejbu juhtumiga, kusjuures kasutame
iildlahendit (2.5) ja erilaﬁen‘di% (2. 8). Kirjutame v{x)
valemi, ilma et selle iuletamise juures pikemalt peatuks,
jargmisena:

P

“3E] {l —chrx) —

o(x) ———.Aochrx—{—»-glshrx-——

P
o ranl (rx—shrx) + 3 Aschr{x—ai) +

+2—Qr';—shr(x-bi) —
_—E—r%%fl— [t —chr{x—ci)]—

—27;;;T [rix—d) —shrix—d)] +
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gi 2(x —e;
+ - -[ — T8 ("2 &)’ +chr(x—-e,}]
m forr—l)  rstx—fy)
rﬂE[[ T R

+shr(r—f) ] (2. 68)
Valemis toodud suurused on samad, mis survejou kor-
rgl. Erinevus on vaid selles, et trigonomeetrilised funkt-
sioonid on asendunud hiiperboolsetega ja monede liikmete
ees on muutunud mirk.
Péordenurga v’(x), paindemomendi M(x) ja p&ikjou
Q(x) valemid saame tuntud viisil valemi (2.68) kaudu
jargmistena:

v (x )=Aorshrx+eochrx+%§—shrx—
Po .
M_F{ET(X—chm)—}—Z’Aifshr(x——az) -+

S'UH shr{x—ci) —

-+ 36; chr(x— b;) —}-Z’

—_ rZEI [1—chr(x—di)]

+2 [-——r(x——ez ) +shrix—e)] -+

+3 ’Z;:,[—lw I e ]

(2.69)
M (x) == —A¢EIr2 chrx—8Elr shrx — Moch rx —

——P:o— sh rx——}_]AuE‘frz ch r(x — ) —
— 3 0:Elr shr(x—b;) — ZWMchr(x —ci) —
—3Phra—a (2.70)

Q%) = —AeEIr3 shrx — 8LIr2 ch rx — Mor shrx —
— Pochrx—— 3 MEIF shr(x — as) —
— 3 8;EIr? chr(x—by) — 3 Wur shr{x—ci) —
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«Z,’P,«chr(x—di) —«Zgishr(x—-ei)
—2 ol (2.74)
M(x) = Mychre 4 —— Q° shrx — 3 AiEirtchr(x — a;) —

- S &Elr shr(x—— bi) — 3 Michr(x —c,) —
-—2—?—shr(x*d,-) e

—«Eg;- [—l4chr(x—e)] —

—-Z‘ i) +shr(x—Ffi)] (2.72)

Q(x) == Mor sh rx «}— Qochrx — 3 AEIRshr(x—a,) —
— SJ0:Elrtchr(x—b;) — ZMirshr{x—ci) —

— 3 Pichr(x—di) wz-%i—sh r{x — e;) —

— 2

m, 14+ chrix—Ff] (2.73)

2.53  Arvutusniide

Niide 2.1, Leida joonisel 2.15 esitatud talas esinevad sisejoud
‘ning siire tala keskel* Tala koosneb l\ahest serviti asetatud karp-
rauast nr. 16a. Tala ristidike andmed: F=2.2195=4390 cm?
W,==2.108,3 == 2166 cm® [,==2.866,2==1732,7 cm® Tala mater]ah
-elastsusmoodul £ =2,1-10¢ kG/cm2

Leiame koigepealt tala toereakisioonid pd&ikkoormustest: Ay ==
=675 kG; By==1625 kG.

Seega on teada k&ik talale m&juvad pdikkoormused. Tundmatu on
tala vasakpoolse otsa poordenurk 6, mille leiame toetingimusest:
kui x=1I[=8 m, siis v(s)=0 Rakendame valemit (2.60). Algpara-
-meetritena esinevad 6 ja Pp==4, == 675 kG, kuna pdikkoormus on
£ =500 kG ja uhtlaselt jaotatud koormus g=2300 kG/m.

Arvutame vajalikud konstandid:

V V B oooess lfem = 02658 1
re= = =0,
El 2110517327 ¢ %8 1jm

r2=0,07064 1/m? r3=001878 1/m? r¢=0,004990 I/m*
El == 363 800 kG/m?

* Ulesande iahteandmed on vdetud raamatust {t7] tk. 117
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P=50046
§=300 &6
i)

T=25700 k6

4 2m 2m 4m ¥

y' !3,

1
JOON. 2.15 y

Rakendame niiiid valemit (2. 60):

o ()= B sin 0,2658 x 675 02658 0.9658
° 65658 001578 363 gog (2058 % — sin 0,2668 1) +-
+ 50 10,2658 (x — 2)— i
001878 363 500 r2008 (¥~ 2)— sin 02658 (x ~ 2)] -+
+ 300 [y 207068 (e —4)2 02655 0r 4
— Y
0,004990 - 363 800 |. 2 - cos 0.2658¢ )]
(b}
Kui x==8 m, siis vg=10 ja
o, Sin(02658 8 675 109658+ — sin(02658- 8]
T 02658 0,01878- 363 800 - sin (0, +
500
026586 — sin(0,2658 -
T35 o 92058 - 6 — sin (02658 6)]+
300 i 0,07064 - 42
— 02658-4] =0
+ 500950 353 500 | 2 +eos ]
, S0 21268 678 [2,1264 — sir1 2,1264] +
0.0658 001578 . 363 800
500
115948 sin 15948
+ 561875 363800 - ! 1
300 0,07064 - 16
— c0s 1,0632 | =0 d
5304590 - 363 500 [ 2 + ] @

Leiame vdrrandis {d) esinevate trigonomeeiriliste funkisioonide
vaartused:

sin 2,1264 == sin 121° 50’ = 0,8496
sin 1,5948 == sin 91° 22’ = 0,9957 (e}
sin 1,0632 == sin 60° 66’ == 0,8739
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Asetame leitud trigonomeetriliste funkisioonide vadrtused (e) vér-
randisse (d), millest arvutame 6; =0,02319 {f)

Sellega on ainuke tundmatu algparameeter leitud ja nilid saame
rakendada valemeid (2.60), (2.62) ja (2.63) meile vajalike andmete
saamiseks.

Poikjoud arvutame valemiga
Q(x)=0,02319 - 363 800 - 0,07064 cos 0,2658 x -+ 675 cos 0,2658 x —

300

P ¢ — 9 —

500 cos 0,2658 (x Yy e S0 0,2658 (X — 4) (g)
Paind tide leidmiseks kasutame valemit

675

M(x)=0,02319 - 363 800 - 0,2658 sin 0,2658 x in 0,2658 x —

(x)=0,02319 - 36 sin 0,2658x 02655 sin 58.x

500 . 300

YT $in 0,2658(x —2)— m[l — 05 0,2658(x — 4)] (hy

Kasutades valemeid (g) ja (h), voiksime konstrueerida pbdikjdu
ja paindemomendi epiirid. Kdesoleval juhul piirdume vaid nende
sisejoudude maksimaalse viadrtuse leidmisega.

Maksimaaise paindemomendi asukoha leiame tuntud v&itega
poikjdu nullilisuse tingi t. Eelnevalt teisend poikjou valemit
{g) — asendame selles trigonomeetrilised funkisioonid, milles esineb
nu;kade vahe, irigonomeetiriliste funktsioonide korrutiste summa v6i
vahega:

Q(x)==0,02318 - 363 800 - 0,07064 - cos 0,2658x - 673 cos 0,2658 x ~
— 500 (cos 0,2658 x cos 0,5316 -}- sin 0,2658 x sin 0,5316) -

300
02 5 {sin 0,2658 x cos 1,0632 — cos 0,2658 x sin 1,0632) (i}
Selles valemis omavad trigonomeetrilised funktsioonid jdrgmisi viar-
dusi:

sin 0,5316 == sin 30° 27 == 0,5068
cos 0,5316
sin 1,0632 = si
cos | 063" = cos 60° 55’ == 0,4861
Toendoliselt muutub psikjud_nulliks tala jaotatud koormuse piir-
konnas. Selle koha miarame vdrrandist
0,02319 - 363 800 - 0,07064+-675--500 - 0,8620—500 - 0,5068 tan 0,2658x, -~
300 - 0,4861 300-0,8739
— e tan 0,2658 e
Gaeos OB Rt o =0 (m)
millest saame

(k)

tan 0,2658 x5 == 2,277 ja % =435 m

Asetame leitud %o v3idriuse valemisse (h) ja saame:

max M = 0,02319 - 363 800 - 0,2658 sin (0,2658 - 4,35) 4



~a—-~———6 i (0,2656 - 4,35)— -—--—..300
0,2658 0,07064

~ c0s 0,2658(4,35 — 4)] = 0,02319 - 363 800 - 0,2658 - 0,9152 +
675 500 300

+ zess 75~ Gamss %~ Gomer ¢

== 2052 - 2324 — 1100 — 18 == 3258 kGm
Poikjoud tala vasakpoolses otsas, kus x=0,

Qo ==0,02319 - 363 800 - 0,07064 - 1 -+ 675 = 596 - 675 == 1271 kG
Paikjoud tala parempoolses otsas, kus x =1

Q:r==0,02319 - 363 800+ 0,07064 - cos (8 - 0,2658) -

500 .
<5 sin [0,2658(4,35 - 2)} —

1—0,9957) =

300
—+- 675 cos (8 + 0,2658) — 500 cos (6 - 0,2658)— e sin(4 - 0,2658) =
== 0,02319 - 363 800 - 0,07064(—0,5275) + 675(—0,5275)

- 500(—0,0239)—

0,8739 == 1645 kG

0,2658
Leiame niiid ’(ala 13bipainde keskel, kasutades selleks valemit (b).
Tala keskel x==4
sin(4 - 0,2658) 675
= . o n 4 - 0,2658
o= 002318 =555 Go1e7s aeag0g (+ %5
¢ 7
d } stmiciaisissioemsss UL
SAILL s
(2 %
{
I ’1545 k&
} 4102546
a) !
875 k6
271 46
8)
|
i maxM=3256 kGm
¢ 0,032Im
.-z.lp"l“ 'Mllll
JOON. 2.16 00584m
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500
001675 363 800
0,6739 675
o0 280 B eaa—
02655 0.01678 - Bo3 Aop (02— 0.8739)+
. 50 (05316 — 0,5068) = 0,07624 — 0,01870 4
e (05316 — 0, = 0,07624 — 0, L
0,01878- 363 800 ) 01870

- 000181 = 0,05935 m

~ $in 4 - 0,2658) - [0,2658 - 2 — sin 2 - 0,2658] ==

Selleks et hinnata pikijdu T mdju tala paindele, arvutame eeitoo-
dutele vastavad suurused, kuid ilma pikijpu mbdjuta. Andmeid on
lihtsam vorrelda, kui joonestada vilja ligikaudsed epiifirid (joon.
2.16). Ainult poikpaindele vastavad epiiirid on kujutatud katkend-
joontega.

Nagu joonisest 2.16 nihtub, suurenevad pikijou 7 mojul pdik-
joud tugedel, maksimaalne paindemoment ja tala labipaine tundu-
valt. Poikjdud toel ei vordu pikipsikpainde korral ainult toereakt-
siooniga, nagu see oli pdikpainde puhul.. Mirgatava lisa pdikjdule
toereakisioonist annab siin pikijdud, kuna suurenenud deformatsiooni
8ttu on varda ristlGige pikijou suhtes tunduvalt pddrdunud ning
seejuures on pikijdud kollalt suured.

2.6 ENERGEETILINE MEETOD PAIGUTISTE ARVUTAMISEKS
PIKIPOIKPAINDEL

Energeetilise meetodi all mdistame siin  voimalike
té6de printsiibil pohinevat meetodit. Voimalike toode
printsiibi jdrgi tasakaalus olevale elastsele konstrukisioo-
nile mojuvate vilis- ja sisejoudude 160 selle konstrukt-
siooni voimalikel paigutistel vérdub nuiliga. See tdhendab
seda, et vilis- ja sisejéudude vdimalikud 168d on arvuli-
selt vordsed. Voimalike paigutistena kujutleme konstrukt-
siooni mis tahes elasiseid. paigutisi. Kisimuse jérgne-
vas késitluses eeldame, et pdhiseosed, mida kasutame, on
lugejaile tuttavad ehitusmehaanika kursuse esimesest
osast.

Vaatleme niifid elastse konstrukisioonina tfala, mis
on koormatud pdikkoormusega P; ja veel survejoudu-
dega T (joon. 2.17,a). Soovime méadrata tala punkti &
siiret o,

Selleks koormame tala(joon. 2.17,5) otsitava paigu-
tise kohas ja sihis iildistatud thikjsuga Pr=1. Vo&i-
malike paigutiste printsiibi pohjal vdime niiid kirju-
tada:
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Vorrandi (a) vasak pool on vilisithikjou Pr==1 t0d
konstrukisiooni tegeliku olukorra paigutisel vk (jT), kus-
juures see paigutis on pShjustatud nii pdikkoormusest kui
ka pikijust, mida nditavad ka indeksid j7. Vérrandi (a)
parem pool kujutab endast tala {ihikjou koormusolukorra
sisejdudude véimalikku t86d tegeliku olukorra sisejdudude
poolt pohjustatud paigutistel. Integraalide all olevad
avaldised on I0pmata viikese elemendi, pikkusega ds,
kohta leitud vdimalikud t66d. Sisejdud ms, nr ja gn kuu-
luvad dldistatud hikjou koormusolukorrale, kuna Mir,
Nir ja Qjr tegelikule koormusolukorrale. Viimaste sise-
joudude poolt pShjustatud tala elemendi paigutised on
leitud, arvesse vottes ka pikijou 7 mdju, mida tahistavad
sisejbudude indeksid j7T.

Integreeritakse sisejdudude pidevusvahemiku pikkusel,
misjdrel fiksikute pidevusvahemikkude vdimalikud t56d
liidetakse. Loobume edaspidi, nil nagu paigutistegi arvu-
tamisel, pbéikkoormusest, pbdik- ja pikijoudude ja N
mdjust ning vOtame arvesse ainult paindemomentide
voimalikku t66d. Jagame niiid v@rrandi mdlema poole
ildistatud iihikjbuga, misjérel saame tala telje siirde
walemi:

4
. mkM-T
(T =3 ﬂf—El’—ds (2.74)
Siirde wva(jT) arvutamiseks tuleb koigepealt Ieida
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paindemomendi avaldis tegelikust koormusest, milleks
saame kasutada pikipSikpainde kohta tuletatud valemeid.
Seejérel leiame paindemomendi avaldise {ldistatud iihik-
joust ning voime arvutada paigutised valemi (2.74)
jargi. Peab markima, et pikipbikpainde paindemomendi
M;r avaldis on kiillalt keeruline, kuna tuleb arvestada
pikijou mBju. Seevastu dldistatud dhikjou painde-
moment on enamasti avaldatav lineaarselt muutuva
funktsioonina. Viimane asjaolu v@imaldab teha moninga-
tel juhtudel paigutise arvutuse kdigus lihtsustusi, mis
on analoogilised lihtsustustega deformatsioonide arvuta-
misel ainult pGikkoormusest, Sellisteks lihtsustatud arvu-
tusvoteteks on niiteks VereStSagini vote voi nn. epiiii-
ride korrutamise vdote.

Vaatleme jargnevalt integraali mfl” arvutamist,

aga mitte otsese integreerimise feel, vaid kasutades jallegi
voimalike paigutiste printsiipi. Vaatleme kdigepealt varda
vahemiku, mille pikkus on I, tegelikule koormusolukorrale
vastavat deformeerunud kuju (joon. 2.18,a). Loeme tala
deformatsiooni elemente vGimalikeks paigutisteks. Meid
huvitavad vaadeldava 15igu otste p&drdenurgad & ja ¥
ning 18igu pédrdenurk 1, mida kasutame voimaliku t66
arvutamisel.

Oletame, et ihikjou koormusolukorrast tekivad tala
otstes momendid me ja my ning pdikjoud go==q. Seega
on ithikjdu paindemoment [/ ulatusel lineaarsell muutuv
(ei tohi olla katkev).

g M
ey

1 ¢4
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Leiame niliid vGimalike paigutiste printsiibi p&hjal:

i
L M
_/ _T%IJL ds == moeSe — md; + golp (b)
9
Arvesse vbites, et gol = m;— my {c)
]
mM;
saame f,_’iE[?T— ds == my (o — ) ~— my (O — §) (d)

&

Avaldises (d) esinevad nurkade wvahed (% —1) ja
(O —1p) on seoste (2.32) alusel esitatavad jdrgmiselt:

Mol Md o,
Oy —p = e & (W) S B 0T ()
Ml Ml

B—p =— a*(v)+ & (D)

* (y) —

657 PO~ 357
Seejuures vaatleme vahemikku kui lihttala. Seose (e)
parema poole kaks esimest liiget kokku on lihttala vasaku
otsa péordenurk, mis on péhjustatud tala otstesse raken-
datud momentidest My ja M, ning pikijoust T; kolmas
liige ©¢™® on tala vasaku otsa pdordenurk, mis on p&h-
justatud avas esinevatest pdikmd&judest ja pikijoust.
Seose (f) parema poole liikmetel on seose (e) vastavate
litkkmetega analoogiline tdhendus, kuid seda muidugi tala
parempoolse otsa suhtes.

Arvesse vittes seoseid (e) ja (f), vGime tala vahemiku
kohta tuleva sisejdudude vBimaliku 66 (d) avaldada tfala
vahemiku otsamomentide kaudu jdrgmiselt:

!
mhM,-T l(l*(\’)
l"/‘*’El_‘—- ds = (moMo + sz[) SET

_l_

8*(v)
-+ (mOMl -+ mMa) BET ~ + (me®TP + m3TE) (2.75)

Saadud valemit on otstarbekohane kasutada pikipSik-
painde deformatsioonide arvutamiseks energeetilise mee-
todiga. Juhul kui survejou asemel mdéjub talale tGmbe-
jBud, tuleb survejdu mdju arvestavad funkisioonid a*({v)
ja B*(v) asendada tombejou mdju arvestavate funktsioo-
nidega a(v) ja P(v). Nagu eespool mirgitud, on need
funktsioonid tabuleeritud (tabel II.2}.
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Niide 2.2. Valemi (2.75) kasutamise illustreerimiseks midrame
iihtlaselt jactatud koormusega ¢ ja pikijouga T koormatud lihttala
(joon. 2.19) siirde keskel. Ulesande lahendus on meil valemite (2. 36)
ja {2.40) ndol olemas.

! T o
i
%A L7 ’c "/28732

""'““l“““!%’:“I“"““"""’ e

N
LA I

AL ‘
Ty f ="
™ JOON. 2.19

Uhikjdu paindemomendi pidevusvahemikke on kaks. Kuna wvilis-
koormus ja ithikjdud pohjustavad tala siimmeeirilise deformatsiooni,
piisab vOimaliku t66 arvutamisest ithe vahemiku ulatusel, misjirel
tuleb tulemus kahekordistada.

Kasutades valemis (2.75) toodud téhistusi, kirjutame esimese
vahemiku suurused viélja {vt. avaldised (2.37) ja (2.40}}

qa* 8 i
Mg = mg == 0; M1=maXMqr=——“~7—[—‘-——-—— 1]
8 -V.! 4

8

S

¥

2
milles

V T a ; a () 3 1 1 ]
v=al|l —; myms—; s @%(v) e e | —
El TG 2 i v [ Vi tgvi
a T qa 24 vy v 1

s ) e BT st s o .
VT3 V B VT emE v,S[ 2
[valemite (2.38) ja (2.40) jérgi).

Rakendame niiid valemit (2.75):

l*
Yy = 2 ( mlMl-—%—S—’L+ m,ﬂlTP>==
gt a a 2 1 3 1 1
8 4 BEI v\ cosv, vy vi tan vy

+a ga® 24(tnv| v;)}
e i fan e e -
4 192E1 w® 2 2
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4 i t
e (- )
32EIv® 208 vy vy  tanwv;

-»%—tan}l-—l‘ ]}zz{mqa* (_—-—-—1 _.-l—_f,‘_)}r.
2 2 . 32EIvi® \ wycoswy vy 2
-
32Ev¢* \ coswy 2
- Sga* 384( i ~1__v_"’)
3B4E  Bv? v
2

Nieme, et tulemus on tdiesti Ghielangev valemi (2.36) survejou
variandiga (2.40).

Energeetilist meetodit on sobiv rakendada keerukamate
varraskonstrukisioonide, niiteks raamide pikipSikpainde
deformatsioonide arvutamiseks. Paljudel juhtudel on raa-
mid konstrueeritud selliselt, et postid on koormatud
survejdududega ning seejuures ilma pdikkoormuseta,
kuna riivid on peamised pdikkoormuse kandjad. Juhul
kui pikijou mdju all olevale konstrukisiooni elemendile
el moju pdikkoormust, on deformatsioonide leidmisel voi-
malikku t68d lihtsam arvutada. Jirgnevalt vaatlemegi
selliseid varraste koormusolukordi,; kus varras on koor-
matud lisaks pikijdule ka pdikkoormustega, kuid need
pSikkoormused on rakendatud varda otstes. Pidades sil-
mas postide toetusviise, piisab meil kahel viisil toetatud
varraste kidsitlemisest.

Esimesel juhul vaatleme varrast, mis toetub
otstes liigenditele ning on koormatud lisaks pikijoule
otstes momentidega (joon. 2.20).

7, I,
IS rar
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Joonisel 2.20 on kujutatud varda tegeliku koormus-
olukorra ja uihikjou koormusolukorra momentide epiifirid.
Tegeliku koormusolukorra epiiiiril kdverjoone ja katkend-
joone vaheline ordinaadi osa iseloomustab momendi
Juurdekasvu pikijoust. Varda kohta tuleva vdimaliku t66
arvutame valemiga (2.78) jargmiselt:

L

mMir lo* (v)
J ~E ds == (moMq -+ nuMy) ~SEf +
+ (meM; - rmMo) lﬁGE(};) (2.76)

Valemist (2.76) selgub vdimaliku 188 arvutamise ree-
gel varda otste liigendkinnituse korral. Kdigepealt tuleb
leida ithenimeliste (s. o. epiiiridel kohakuti olevate)
otsamomentide korrutiste summa ning see korrutada tegu-
ritega —3—;:.7 ja a*{v).Saadud arvufustulemustele liidetakse
isenimeliste (s. o. mitte kohakuti olevate) ofsamomentiide
korrutiste summa, mis on korrutatud teguritega ﬁlﬁ ja
BV,

Funktsioonide a*(v) ja B*(v) tahendus on selgitatud
valemi (2.75) tuletamisel. Argumenti v on ka varem

selgitatud, see on: v=l]/%. Kui vdrrutada o*{v)==
== f§*(v}==1, saame hariliku pSikpainde nn. epiiiride

JOON. 2,21



korrutamise votte. Tegeliku koormusolukorra epiiiirist
kasutame siis punktiiriga piiratud trapetsikujulist osa,
s. 0. pikijdu mbju arvestamata.

Teisel juhul vaatleme iihest otsast jaigall kinni-
tatud varrast (joon. 2.21, a), mis on koormatud pikijbuga
T ja pbikkoormusega P, M. Selle koormusolukorra
paindemomendi epiiir koosneb trapetsikujulisest pdik-
koormuse epiiiirist ordinaatidega Mo® ja M; ning pikijou
epitiirist ordinaadiga vasakus otsas T8, Varda vaba otsa
paigutis § tekib poikkoormuse ja pikijou koosmdjul.

Seega kogu paindemomendi viidrtus varda vasakus
otsas on

Mo = M4+ T& (2)

Avaldises (g) on tundmatuks siire &, mille leiame
energeetilise meetodiga, konstrueerides selleks iihikjdu
koormusolukorra koos vastava epitiiriga (joon. 2.215).
Rakendame niitid valemit (2. 76) ning leiame:

2 £
Bl = M ar ) + 2 ) (h)
. . v2ET . -
Asetame leitud & ja szl-‘r valemisse (g), misjdrel

Saame:

2 2 M2
M02M00+-%[ Mnig a* (v) +—é—-ﬁ*(v)]

millest avaldame
1 My .. .
M= - [+ T ] )
1-——§a*(v)
Asetame avaldise (i) esimeses teguris a*(v) asemele
tema avaldise valemeist (2.31):

1 1 tanv )
e oEAi_ iy ®
N o 3 v v tanwv
Viimast arvesse vottes saame:
tgwv Mp? tgwv |, .
= M e o S B L g
My = M T 7% v B (v) (m)
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Selleks, et tuletada vaadeldava juhu jaoks I8plikku
arvutuseeskirja, kujutleme joonisel 2.22 wvarrast koos
iildisele {ihikjdu koormusolukorrale vastava trapetsikuju-
lise epiiiiriga. Rakendame niiid valemit (2.76) jooni-
sel 2.21 esitatud varda sisejoudude vdimaliku 166 arvu-
tamiseks, seejuures Mo aseme! kasutades tema avaldist
seosest (m):
3

fmijT d 1 {[ meMe®l tanwv |
- T

JOON. 2.22

J TR TR 3 v
mol Mp? tanv Ml )
+ I )+ P e
+[ meMil + myiM tanwv
6 6 v
ml Mp? tanw
e m o} (n)

Pérast avaldise (n) teisendamist saame;

Mool Ml
T )+ b )+

w7 A48 = e

El EI
+ [ﬂ’loMl + mMy? ]-—é— B3(v) } (2.77)

_maM;r 1 {

(2.78)



vtanwv

Ba(x) = a* (v) + T pre(y) =
tany o 2.4 tany
[+ vtans e IR L)
6 1 tan v
D= =] e

Funktsioonid 8;(v), 02(v) ja 8s(v) on v vadrtuse jargi
tabuleeritud.

Valemist (2.77) nahiub, ef {ihest ofsast jdigalt ja tei-
sest otsast vaba varda pikipGikpainde sisejoudude vdima-
liku 136 arvutusvBte on analoogiline liigendkinnitusega
varda arvutusvittega. Kasutame ainult pdikkoormuse
epitiiride otsmisi ordinaate, kuna pikisurvejou moju voe-
takse arvesse funkisiconidega 8:(v}, 62(v) ja Bs(v}.

Valemi (2.77) alusel saame {uletada sisejéudude véi-
maliku t66 arvutamise reegli varda kohta, mille iiks ols
on vaba, kuna teine ots on kinnitatud jdigalt. Leiame
kdigepealt varda jdiga kinnituse poolsete pdikkoormusest
tingitud tegeliku koormusolukorra ja iihikjou koormusolu-
korra otsamomentide korrutise Mg®m,. Viimase korrutame
veel teguritega /3 ja 8, (v). Seejdrel leiame varda vaba
otsa paindemomentide korrutise Myn; ja korrutame seda
teguritega /3 ning 6.(v). Koimandaks aga leiame varda
isenimeliste otsamomentide korrutise summa AMmgy-+
-L M¢m; ning korrutame viimast teguritega /6 ja 8:(v).
Saadud kolme korrutise summa jagatakse varda painde-
jaikusega.

Vaatleme alipool mdningaid niiteid varraste ja raa-
mide pikipbikpainde arvutamise kohta®.

Niide 2.3. Leida liigenditega kinnitatud ja jduga T suruind tala
wtsaristidigete pobrdenurgad, kui tala paremal otsal mdjub moment
My (joon. 2.93).

Konstrueerime momendi epiilirid momendist Mz ning otsarist-
lgigetes rakendatud {hikmomentidest M4 =1 ja Mp=1. Kasutame
velemit (2.76). ¢.a saamiseks tuleb leida tala kohfa tulev sise-
jondude voimalik 160, Selieks lelame koigepealt epiiliride My ja !

* Niited on voetud Opikust [11}
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ofsamomentide korrutise. Viimast tuleb korrutada veel teguritega

ja P*(v}, kuna ofsamomendid olid isenimelised.

6E1
Mzl Myl B f 1
T BriY) =~—.-"~«--( ——
El6 61 v \ sinwv v

¢p leidmisel korrutatakse epiiiiride My ja 2 samanimelised oisa-

momendid omavahel ming veel teguritega 3»}[5»1 ja a*(v).

o Msetl M 3(1 | )
TSmO GET Y Y T Ty

Ndide 2.4. Leida raami punkti B horisontaalne paigutis (joom.

24).

Konstrueerime viliskoormuse ja (hikjou momendi epiiiirid.

Varras AC on surutud suure jduga P, mistSttu ainult selle varda
osas tuleb epiiiiride otsaordinaadid korrutada parandusteguritega 8.
Varda kohta rakendame arvutusvalemid (2.77), kuna ta on dhest
ofsast kinnitatud jdigalt. Varda legeliku pdikkoormuse paindemo-
mendi epiiiri oletame koosnevana kahest kolmnurgast, mis on piira-
tud katkendjoontega. Raami teiste varraste kohta leiame sisejoudude
vGimalikud t38d tavalise poikpainde reegli kohaselt. Siirde avaldise
saame jdrgmisena:

gt h 1 qht A 2 gh?l
A== D gy T2 ey I
» 5 5E 3 et o T M) g
1 oght R 3 gkt ghdl ght
b o e e (90, (%) By(V) ] b e bt
TR T TaEn, PO St e
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Lelame nitd v:hV;T misjérel ofsime tabelist (v} ja

83(v) védrtused ning asetame siirde avaldisse.



3 VARRASKONSTRUKTSIOONIDE STABILSUS
3.1 VARDA STABIILSUSE MOISTE

Varda kandevbime méadramisel survejdu puhul ei piisa
ainult tugevusarvutusest, vaid enamikul juhtudel tuleb
hinnata ka varda tasakaaluolukorra sta-
biilsust. Surutud sirge varras, kui ta on kiillalt sale,
voib {ile minna uude kbverdunud tasakaalukujusse, kui
temale mo6juv survejdud iiletab teatava suuruse, mida
nimetatakse kriitiliseks. “Sellist tasakaaluolukor-
dade muutumist nimetame stabiilsuse kaotu-
seks ehk (varraste puhul) ndtkedeformatsiooniks.

Mehaanikast teame, et keha tasakaaluolukord vdib olla
stabiilne, labiilnme vG6i indiferenine.

Stabiilseks nimetame sellist tasakaaluolukorda,
mil keha, mis on mingi kérvalise mbju poolt {asakaalu-
olukorrast vilja viidud, 1heb selle kérvalise méju lakka-
misel jdlle endisse olukorda tagasi.

Labiilseks nimetame tasakaaluolukorda siis, kui
tasakaaluolukorrast vilja viidud keha pérast hdire lak-
kamist ef pbordu tagasi alg-tasakaaluolukorda, vaid
eemaldub sellest v6i 13heb uude tasakaaluolukorda.

Indiferentse tasakaaluolukorra puhul jd&b keha
asendisse, millesse on teda viinud héiriv méju.

Elastse konsirukisiooni fasakaaluolukord s6liub temale
rakendatud koormuse iseloomust ja suurusest. Kui koor-
muse suurus on alla nn. kriitilist, siis on konst-
ruktsioon stabiilses tasakaaluolukorras. Suurendades
koormust kuni kriitilise suuruseni, saavutab konstrukt-
sioon indiferentse tasakaaluolukorra. Uletades koormuse
kriitilise suuruse, 1dheb aga konstrukisioon iile uude tasa-
kaalukujusse.

Konstruktsiooni alg-tasakaaluolukorra stabiilsuse kao-
tusega, s. o. iileminekuga uude tasakaalukujusse, kaasneb
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esialgsega vorreldes uue deformatsiooni areng. Nii néi-
teks kaasneb varda telgsurvega paine vGi véine, vian-
dega kaasneb paine, paindega vaidne (tasapinnalise
deformatsiooni piisivuse kaotus); siimmeetrilise deformat-
siooniga kaasneb sfimmeetria kaotus.

Stabiilsuse kaotust, millega kaasneb kvalitaliivselt uue
deformatsiooni kiire areng, nimetatakse esimest 1iiki
(ehk Euleri) stabiilsuse kaotuseks. Selline
stabiilsuse kaotus {oimub #kki. Selle protsessi alguses
toimub t{asakaaluolukordade hargnemine -— konstrukt-
sioon v3ib minna {ile uude tasakaalukujusse, vdib aga ka
sailitada veel esialgse.

Peale esimest liiki stabiilsuse kaotuse esineb varrastel,
mille materjal on elastoplastne, ka teist liiki sta-
biilsuse kaotus. Selle puhul areneb surveju
kasvades algusest peale varda paindedeformatsioon (nii-
teks ekstsentrilisel survel). Varda paindedeiormatsiooni
arenedes tekivad vardas teatavast pikijdu suurusest alates
plastse deformatsiooni tsoonid algul varda ndgusal ning
siis ka kumeral poolel, mistdttu varda turve kasvavale
vélisméjule vaheneb. Survejoud saavutab maksimumi.
Alates maksimumjdust suureneb varda l3bipaine ilma
j6udu suurendamata. Survet vbib koguni vdhendada, kus-
juures varda paindedeformatsioon jatkub. Varras on
seega labiilses tasakaaluolukorras. Uleminek labiilse
tasakaalu olukorda toimus maksimaalse jou méjumisel,
mistdttu viimast nimetataksegi kriitiliseks. Enne kriitilist
jdudu on varda tasakaaluolukord, nii nagu see esineb
ka esimest liiki stabiilsuse kaotuse puhul, stabiilne.

Varda esimest ja teist liiki stabiilsuse kaotust illust-
reerib t66st [10] vGetud joonis 3.1. Joonisel on kujutatud
elastoplastsest materjalist ristkilikulise ristldikega (mo6t-
med b ja k) varda kaks deformatsiooni oen teljestikus.

Uo=é%, milles N on vardale mdjuv pikijoud. n=

Y - . . .
-—'—‘;} on varda kesklbike suhteline siire, milles yo on

keskldike siire, kuna k::--é on tuuma plirpunkti kaugus
teljest. Esimene kéver OCDE kujutab varda deformat-
siooni kulgu tsentrilisel survel (suhteline ekstsentrilisus
a
=

v == - = 0, milles @ — ekstsentrilisus). Teine kéver OAB
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kujutab aga varda deformatsiooni kulgu ekstsentrilisel
survel (v ==0,6}.

Esimesel kéveral OCDE on kolm erinevat vahemikku.
Vahemik 0C, mil 5 =0, asub pingete piirkonnas oy < oz
ning vastab varda stabiilsele tasakaaluolukorrale (ox —
Euleri kriitiline pinge). Vahemikus CD, kus o == or, on
tasakaaluolukord indiferentne. Nii eelmises kui ka selles
vahemikus on varda materjal elastses olukorras.

Varda keskldike siire kasvab konstantse oo juures seni,
kuni varda enam koormatud kihis materjal hakkab voo-
lama (punkt D graafikul), Edasine siirde kasv on seoses
plastse tsooni suurenemisega, kuid oo kahanemisega.
Vahemik DE vastab seega ebastabiilsele tasakaaluolu-
korrale. Punktis C toimub Euleri stabiilsuse kaotus.

Teise kdvera vahemik 0A vastab varda materjali elast-
sele olukorrale. Punktist A alates hakkab vardas arenema
plastne deformatsioon. Veidi hiljem saavutab o, mak-
simumi ja sealt edasi kasvab varda keskldike siire oo
vihenedes. Pinge viartust max oo nimetame teist
liiki stabiilsuse kaotuse kriitiliseks
pingeks ja tdhistame ox. Kovera OAB vahemik
O-ox; vastab varda stabiilsele tasakaaluolukorrale, kuna
vahemik ou-st edasi kirjeldab labiilset tasakaaluolu-
korda. Koverate katkendjoontega jatkud kirjeldavad
ideaalelastsest materjalist varda deformatsiooni.
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Asja vaadeldud kdverad on konstrueeritud véikese
paindedeformatsiooni teooria alusel, mistéttu nad anna-
vad tegelikust olukorrast veidi erineva kujutluse. Tege-
likule olukorrale lihedase pildi saamiseks tuleks kasutada
tipset, 1oplikel deformatsioonidel rajanevat paindeteoo-
riat.

Tépse paindeteooria rakendamise eesmirgiks on aga
siiski rohkem varda stabiilsuse kaotuse kvalitatiivse pildi
kui kvantitatiivsete suuruste fdpsustamine.

Kiesolevas peatiikis kisitleme konstruktsioonide esi-
mest liiki stabiilsuse kaotust, s. 0. Euleri stabiilsuse kao-
tust. Kriitilist koormust, mis vastab sellisele stabiilsuse
kaotusele, nimetatakse Euleri kriitiliseks koor-
museks. Viimase arvutamisel eeldatakse, et pinged
konstruktsiooni materjalis on elastsuspiiris ning alluvad
Hooke'i seadusele ja el deformatsioonid on viga viikesed.
Kui elastsele konstruktsioonile mdiub keerukas joudude
siisteem, kusjuures siisteemi fiksikud komponendid muu-
tuvad vordeliselt mingi parameetriga, siis nimetatakse
konstruktsiooni stabiilsuse kaotusele vastavat parameetrit
Euleri kriitiliseks koormusparameetriks.

Esimesed uurimused konstruktsiooni surutud elemen-
tide stabiilsuse kohta tegi Leonhard Euler ligi 200 aastat
tagasi. Peamiste ehitusmaterialidena kasufati tol ajal
kivi ja puitu. Kuna need on suhteliselt nérgad materjalid,
siis valmistati konstrukisioonide elemendid kiillalt tiise-
datena; seejuures ei olnud elastse stabiilsuse kiisimused
eriti olulised. Seepérast jdid Euleri uurimistdéde tulemu-
sed saledate varraste stabiilsuse kohta kaua praktiliselt
rakendamata. Alles hiljem, 19. sajandi teisel poolel, seo-
ses raudteesildade ehitamise ja projekteerimisega leidsid
Euleri t66d vajalikku tdhelepanu. Kui esimeseks uurimis-
objektiks oli surutud varras, mille stabiilsuse kohta on
aja jooksul kogutud rohke teoreetiline ning katseline
materjal, siis tehnika intensiivse arengu tulemusena on
ka uuritavate objektide ala muutunud {isna laialdaseks.
On tekkinud uued rakendusliku elastsusteooria harud —
plaatide stabiilsus, koorikute stabiilsus, Shukeseseinaliste
varraste stabiilsus jne.
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3,2 EULERI KRHTILISE KOORMUSE MAARAMISE
MEETODID

Kriitilise koormuse méadramiseks on olemas hulk meeto-
deid. millest pBhilisteks on staatikaline ja energeetiline
meetod.

Staatikaline meetod pohineb konstruktsiooni
tasakaalu diferentsiaalvérrandil, mis koostatakse stabiil-
suse kaotanud elastse konstrukisiooni uue tasakaaluolu-
korra kohta, mis on 16pmata ldhedane algolukorrale.

Energeetilise meetodi korral koostatakse
elastse konstrukisiooni uue deformeerunud kuju kohta,
mis kaasneb stabiilsuse kaotusega, poienisiaalse energia
vorrand. Sellest vOrrandist leitaksegi kriitiline koormus.

Staatikaline ja energeetiline meefod jagunevad oma-
korda mitmesugusteks variantideks, olenevalt lahendus-
kéigu isedrasustest. Uhe voi teise meetodi kasutamise
otstarbekus soltub lahendatava iilesande iseloomust ja
kecrukusest, Keerukamate objektide korral ei ole sageli
vBimalik saada iilesande tdpset lahendit, vaid peab rahul-
duma ligikaudsega.

Euleri kriitilise koormuse méairamise staatikalise mee-
todi alalilkidena kasutatakse sagedamini jargmisi.

1. Tasakaalu diferentsiaalvCrrandi otsene integreeri-
mine.

2. Tasakaalu  diferentsiaalvrrandi  integreerimine,
otsides lahendit v(x) argumendi astmete rea kujul. Mee-
todit kasutatakse juhul, kui EI{x) ja T(x) on esitatavad
x poliinoomidena.

3. Spetsiaalsete (niit, Besseli) funkisioonide tabelite
kasutamine. Seda rakendatakse neil erijuhtudel, kui dife-
rentsiaalvirrandit integreeritakse spetsiaalsete funktsioo-
nidega.

4. Numbriline integreerimine.

5. Jérkjdrgulise lahenemise meetod.

6. Bubnov-Galjorkini meetod.-

Jérgmistes punktides rakendame {ilalloetletud meeto-
ditest mbningaid tdhtsamaid.
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3.3 STAATIKALINE MEETOD

3.31 Elastse konstrukisiooni tasakaalu diferentsiaalvér-
randi otsese integreerimise meetod

See on staatikalise meetodi itks pShivariante. Mdnikord
nimetatakse seda ka Euleri meetodiks.

Vaatleme Euleri kriitilise jou médramist tseniriliselt
surutud idhtlase ristlikega vardale (joon. 8.2). Oletame,
et deformatsioonid on viga viikesed.

Mblemast otsast liigenditega kinnitatud varda jaoks
saame elastse joone diferentsiaalvorrandi jirgmisel kujul:

d%o
Elzaz——!—Tv:O (3.1

See vorrand on Oieti momentide tasakaalu tingimus
tala mis tahes 16ike kohta. V&rrandit voib rakendada
ainult juhul, kui pdikjdud ja paindemoment tala otstes
vorduvad nulliga. Teiste daretingimuste korral on pdik-
joud Qo ja paindemoment M, tala otsas tundmatud, mis-
tottu momendi tasakaalu tingimus on jdrgmine:

B 1y = Qua M dj
5z T = Qox -+ Mo (d}
Diferentseerime vorrandit x suhies:
d d¥v do
w (Bgs) T =a e
Pirast teiskordset diferentseerimist saame:
d d2y &2
ol Bl )+ T g =0 @-2)

Saime tala tasakaalu diferentsiaalvirrandi, mida vdib
kasutada mis tahes diretingimustel.
Sisuliselt on toodud vorrand tala elemendile rakenda-

JOON 3.2
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tud pdikkoormuse tasakaalu tingimus. Oletame, et tala
on iihtlasest materja:ist ning ka / on konstanine. Seega
tala jdikus Ef,==konst. Tdhistades veel

T
2
re=gr ®)
saame tala tasakaalu vorrandi jargmisena:
dty dzy
T rgE =0 (3.3)

Saadud diferentsiaalvbrrand langeb ihte varda piki-
pbikpainde diferenisiaalvorrandiga (2.13), mis saadi
juhul, kui vardale mdjuv poikkoormus puudub. See on
harilik diferentsiaalvdrrand konstantsete kordajatega,
mille iildlahend on nagu eelmises punktis leitud juhul

0 == By Borx + Bscos rx -+ By sin rx (3. 4y

kus By, Bs, Bs ja B, on integreerimiskonstandid, mis mai-
ratakse varda ddretingimustest.

Jéargnevall vaatleme Euleri kriitilise j6u médramist ole-
nevalt varda mitmesugustest toetusviisidest.

3.811 Varda otsad on kinnitatud liigenditega

Rakendades 4ddretingimust vy = vy" =0 iildlahendile
(3.4), saame
By= By=10 (a)
kuna aga v=10,"0 annavad:

Bzfl+B¢ sinrl==0
r2Bg sinrl =0 (b)

Analitiisides tingimust r2B;sinrl==0 n#eme, et selle
tingimuse rahuldamiseks on kolm vdimalust. Kdigepealt
r==0, mis tdhendaks aga, et T==0, s. 0. varras pole
iildse surutud.

Tingimus By==0 niitab, et kogu varda pikkusel v==0.
See tdhendab aga seda, et ks varda voimalikest tasa-
kaaluolukordadest on esiaigne sirge kuju.

Kui aga oletada, et varras on kéverdunud, siis B,5£0
ning jérelikult

sin rl == 0
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millest

nznz
72 == 5
Alguses tdhistasime
) T
r= 7 (f)
ja nii saamegi
n2n2El
=

T on minimaalne siis, kui n==1. Seega Euleri kriitiline
j6ud

n2El
Tg = —5 (3.5)

Varda elastse joone vorrand om:
v = B sin 25 (3.8)

[

Varda libipaine avaldises (3.6) sOltub konstandist B,
mida ligikaudse kdveruse vdrrandi kaudu pole aga vbi-
malik méérata.

8.812 Varda otsad on kinnitatud jdigalt

Sel juhul on dédretingimused, kui x==0 ja x== i
ve=0 ja v =0 (a)
Need adretingimused annavad:
Bi+B3=0;, By+Bi=0
B; + Borl 4 Bscos rl + Bysinrl =0
By — Bssinrl-+ Bycosrl =0
Neist virrandeist saame:

81 == ———B3; Bz - *—Bc (b)
T 4 4 x
et D imam i e o e e e e e - ——
O
JOON. 3.3 1y
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Bs(cos rl — 1)+ Bifsin rl — rly==0
~—Bgsinrl+ By(cosrl—1)=10 (c)
Kahte viimast tingimust vaatleme kui vorrandite siis-
teemi tundmatute konstantide Bs ning B, suhtes. Eelda-
des Bs ja B; mittetriviaalset lahendit, saame stabiilsuse
vorrandiks siisteemi determinandi nullilisuse tingimuse,
millest tuleneb:
(cosrl— 1)2sinri(sinrl —rl)==0
mis pirast teisendamist annab:

byl rl rl
sxn7(51n7~7005—§-)=0 (d)

T 7
Kui sin—-== 0, saame:

2
—r2~l=rm, n=1,2 ...

202
Pe=dnt®  ja T == fi‘%ﬂ_
T on véikseim, kui n =1 ning
452El
Ty== 7 (e)
Vaatleme edasi vBrrandit
Qin-ﬁ -Ll—cosli——— 0
T2 T2 7
. ri ~.
Tahistanud 5 =, vdime
vorrandi esitada kujul
tanu =u

Selle vorrandi lahendame
s 5 graafiliselt (joon. 3.4). Graa-
fikule on kantud kbverad tamu
olenevalt u vairtusest.
Lahend saadakse u-teliega
45° all tommatud sirge ja
JOON. 8.4 tanu kovera I6ikepunktina.
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Vorrandi véikseim lahend on:

ri
U= T = 4,49
Sellele lahendile vastav
80,6 EI
Ty = —E (48]
Kuna T, > Ty, siis kriitiliseks osutub joud Ty, seega
4n2E]
Tp=n (3.7

Tingimustest sin%l~ =0 ja Lzl— == jdreldudb, et By=
== By == 0.

Varda elastse joone vdrrand on

v == By -+ Bscos rx (g)
Kuna r =—%;~t« ja By==-—B;, siis saame
v:—.B,(l——cos 2:’1“) (3.8)

B, jaib miiramatuks.

3.313 Varda iiks ots on kinnitatud jdigalt, teine ots on
vaba

Asretingimused varda jdigalt kinnitatud otsal on: 1&bi-
vajumine ja pddrdenurk vorduvad nulliga, s. o.
x=0 ov=0v =0 {a)
Varda vabal otsal vérduvad nulliga aga paindemoment
ja pbikjoud:
x=1 v"=0 "4 =0 )

Rakendades neid #iretingimusi varda elastse joone
vorrandi kohta, saame vdrrandid:

lq(?Lg x
A v(x)
\

JOON. 3.5 i
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Bi4By=0; By+Bi=0
Bycosrld-Bysinrl==0; By==0
Nendest vorranditest omakorda leiame:
Bzsz,::O‘, Biz———Ba; 33C05r1=0 (C)
Viimane vorrand on rahuldatud siis, kui By =0, mis on
triviaalne lahend, voi siis, kui cos i == 0, mispuhul
rl==(2n+ 1) —;- n=0,1,2 ...

T — (2n - 1) a2El

412
Minimaalse véartusega on jdud T siis, kui n==0:
s?El
Te=-—"rr (3.9)
Varda elastse joone vdrrand on:
X
v=83(1—~cosg—1) (3.10)

3.314 Varda iiks ots on kinnitatud liigendiga, teine
jaigalt
Elastse joone vGrrandis esinevate integreerimiskonstan-
tide médramiseks kasutame niiiid ddretingimusi:
kui x==0, siis v=0 ja 0"/ =0
kui x=1, siis v=0 ja v =0 (ay
Saame vorrandid:
By == By =0
Borl 4+ Bysinrl =0
By - Bicosri=0

Stabiilsuse vorrandi saame viimase sfisteemi determi-
nandi nullilisuse tingimusest

rlcosrl—sinrl =0 (b

JOON. 3.6
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Tahistades rl=ru, kirjutame eelmise vbrrandi {imber:
2u == tan 2u

Selle vorrandi vdime lahendada eespool toodud graafi-
lise meetodiga, kusjuures véikseim positiivne juur on

2U == rl = 4,49
mis annab kriitilise jou suuruse
Ty E‘I’Lgﬁi @11

Elasise joone vdrrand
v == By(sin rl{ - rx cos rl) (3.12)

Vordleme eespool saadud kriitiliste jdudude suurusi
omavahel, kusjuures ithikuks v8tame kriitilise jou suu-
ruse mdlemast otsast liigendiga kinnitatud varda korral.

Kui varras on kinnitatud molemast otsast jdigalt, siis
on tema kriitilise j6u suurus 4 korda suurem kui liigend-
kinnitusega vardal. Uhe vaba otsa ning teise otsa jdiga
kinnituse korral on kriitilise jou suurus kaks korda viik-
sem. Kui aga vardal on ithes otsas liigend ja teises otsas
jaik tugi, siis on tema kriitiline joud thikust kaks korda
suurem.

Kriitilisi jdude vbib viljendada ka nii, et avaldise luge-
jaks Ivc')tame n2El, nimetajas aga esineb [ asemel [2==
=(ul)2.
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Tegurit p nimetatakse varda kinnitustegu-
riks ja selle abil arvutalakse kriitilisl joudu olenevalt
varda kinnitusviisist. [, tdhistab varda redutsee-
ritud pikkust, mis naitab, millises ulatuses varda
pikkusest on arenenud siinuse poollaine. Varda liigend-
kinnituse puhul mdlemast otsast on p= 1,' jdiga kinni-
tuse korral p==005. Uhe vaba otsa ja teise jdiga toe
korral p==2, kuna iihe liigendioe ja teise jdiga kinnitu-
sega vardal pu==07.

Joonisel 37 on esitatud varraste skeemid ja Euleri
kriitiliste joudude suurused varda neljz erineva kinni-
tuse puhul.

3.4 BUBNOV-GALJORKINI MEETOD KONSTRUKTSIOON!
TASAKAALU DIFERENTSIAALVORRANDI
INTEGREERIMISEKS

Eelmises paragrahvis esitatud meelod andis meile
tépsed kriitilised koormused ning meetodit oli véimalik
rakendada, kuna vaadeldav objekt oli lihine — kons.
tantse ristlSike ja paindejdikusega varras. Keerukamatel
juhtudel, néiteks varda muutuva ristldike v6i pikijdu kor-
tal peab sageli kasutama mdnd ligikaudsel meetodit.
Uheks selliseks ongi Bubnouv-Galjorkini meetod.

Lahtume diferentsiaalvérrandist (3.2)

(EIt"y" 4+ To" =0 (a)
Otsime sellele lahendit jargmise 16pmatu reana:
U=,§Affz(X) (b}
milles A; on tundmatud konstandid,
fi(x} — nn. fundamentaalsed funktsioo-
nid, mis peavad tingimata rahuldama kbiki
aadretingimusi,

Kuna kdik lahendi (b) liikmed rahuldavad #éretingi-
musi, siis rahuldab neid ka rida tervikuna.

Asetame rea (b) diferentsiaalvdrrandisse, mis peab
olema samaselt rahuldatud, oletades, et rida on vdrrandi
lahend. Samaselt null on ortogonaalne mistahes funkt-
siconiga, seega ka rea iga fundamentaalse funktsiooniga,
mistdttu vBime kirjutada:
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S UENE 4500717 + T(D AF @) Halndx =0
[

1=t p—
(3. 13}
milles k==1, 2, 3, ...

Avaldis (3.13) kujutab endast lineaarsete vorrandite
siisteemi konstantide A; suhtes. Oletades mittetriviaalset
lahendit, milles mitte iga A; ei vordu nulliga, on siis-
teem rahuldatud siis, kui tema determinant vordub nul-
liga. Determinandi nullilisuse tingimus ongi stabiilsuse
vorrand, mille vaikseim juur annab Euleri kriitilise jou
suuruse. Kuna praktiliselt saame lahendis (b) pidada
16plik arv liikmeid, siis on saadav tulemus ligikaudne.
Vea suuruse hindamiseks vorreldakse kahe kbrvuli aset-
seva lahenduse tulemusi. Juhul kui [ahend (b) om
tépne, on ka saadav kriitiline joud tdpme.

Ligikaudse lahendi korral saadakse tdelisest suurem
kriitiline joud. See on seletatav sellega, et ligikaudse
lahendi jargi on tala elastse joone kuju t3elisest erinev,
nagu deformeeritud mingisuguste lisajdudude voi side-
mete poolt. Igasugused lisasidemed aga pdhjustavad
kriitilise j6u suurenemist.

Niide 3.1. Kasutades Galjorkini meetodit, leida otstest liigendi-
tega kinnitatud varda Fuleri kriitiline joud, kui varda inertsmoment
muutub piki varrast parabooiselt *:

1(x)=1o[1+43;—-—4(§>2]

Varda elasine joon aproksimeerida reaga:
o . onxx
v(x)== ZLA,, sin T (ay
R

Varda elasise joone diferentsiaalvorrandina voime kéesoleval jubul
kasutada vBrrandit (3.1), millest saame Galjorkini meetodi rakenda-
miseks analoogiliselt vérrandiga (3.13) ning silmas pidades seosi (a):

f{EI() mA Lonx \ 7
J x(,z_, ,.sm——l_—) 4

kox
i

: TﬁA sin nx } sin
L ) L
‘ n=t !
milles k==1, 2, 3,...
* Ulesande lihteandmed on vdetud Opikust (81

dx =0 (by




Teostame esimese ldhenduse, viites elastse joone vdrrandiks

X

v=A, s [G]

mis rahuldab ddretingimusi: kui x=0 ja x=/ siis v=0 ja
7 =0,

Asetame lahendi (c) ja /(x) avaldise vérrandisse (b), oletades
& =1, misjirel saame:

j{E!a[l+4xT~4( fl—)Z] ( Alsin%w)” +

0

x nx
-~ TA; sin }sin ——l—dx=0 (d}

Arvutame niilid vorrandis esinevad integraalid

!
x x\?Y ,  mx
f[1+4..l_.—4(-—‘—) ]smz—rdsz,QBM
0

I
X 1
f sin? dix = =
I 2
[

Asetame leitud integraalide vé&drtused vérrandisse (d). Saame:

¢ i
ElLA, —ﬁ-0.934l+ TA E =0

millest

Niifid teostame teise ldhendise, oletades seejuures, et varda ndt-
kunud kuju on sGmmeetriline, mistditu

x 3nx

v=A,sin 7 + Ay sin

(O]
ja k=1; 3.
Rakendame voOrrandit (b), mis annab kahest vBrrandist sisteemi

1
2 v
f{E{a[1+4-’:—~4(’:—) ]( A sin 2% +A,sin3”1f—) +
[+

1

3
+T(A,sin ”f + Agsin ’;x )}sin od

dx =0 (f)



1
/{Elu[l +4-j-.-4(—7-)']( A.sin%x“+A3sin§%x—)/'+
L)

) nx 3mx 3nx
—}-T(A,sm -—i»«—iﬂAgsm‘—[—)} sin di=0

Selles siisteemis tuleb arvutada lisaks esimeses ihenduses leituile
jargmised integraalid:

!
x x\? . 3;
f[l+4——l~«4<-l—> }sm * sm—fid.\t ~= 0,0761 [
Y i
I3

i

(g)
X x\* 3nx
f X+4—l-~4(-l~) ]sin2 dx == 0,8441
f i
{
.onx 3ax
fsm——«sin ——da =0
i !
v
(h}

1
3nx 1
/ sin? 4x = —
i 2

[}

Pérast teisendamist ja asendamist seostega (g) ja (h) saame:

2 3; 2 H
El, [~A,i;2—0,934l-/13( J-l‘—) 0,0761 1]+T—2-A1 =10

)
2 3 \2 !
El, [ A, 00701 1—«-/-1,( —-“—) 0,8441] T Ag=0
e iz 7 7
Vol
1 o 3 \2
( rd ,_1’2_0,934 IET, )A, - (7’5) 0,0761 [ELAq = 0
(k)

2 [ 3ny
~ «%—0,0761 [ElA, +[ T-2—..<—1—) 0,844 IEID]A3=0

Saime vorrandisiisteemi parameetrite A, ja As suhtes. Oletades
ststeemile mittetriviaalset lahendit, s. t. A; ja 4s ei vBrdu korraga
nulliga, peab vorrandisiisteemi determinant vGrduma nulliga. Vii-
mane tingimus annabki jargmise stabiilsusvérrandi:

Ly 0934“251) Ly o3V g
(7 [ a2 ]

3z \? w2
- ( -11) 2007612 Elg? = 0 (m)



72 P
T2 17,06 El; <T) - 28,2( " > (Ely =0 W)
Selte ruutvdrrandi véikseim juur on
_ wilh
T = 1,85 == (0)

Vardleme saadud iulemust esimese lahendusega saadud tulemu-
sege: 1,868 — 1,85
22T YL 100% == 0.96%
1,868
Kriitiliste joudude erinevus on seega tithine, mistditu edaspidine
tdpsustamine ei ole praktiliselt tarvilik.

3.5 JARKJARGULISE LAHENEMISE MEETOD KRHTILISE JOU
MAARAMISEKS

Euleri kriitilise j6u midramise ligikaudsetest meetodi-
test, kus kasutalakse varda elastse joone diferentsiaal-
vorrandit, on iiks lihtsamaid nn. jarkjdrgulise lahenemise
meetod.

Ebaiihtlaselt surutud ning muutuva ristidikega varda
korral tuleb kasutada jargmist elastse joone diferentsiaal-
vorrandit:

[El{x)o"})" + [T{(x)v'} =0 (3. 14}

Viljendame muutuva pikijou 7(x) mingi parameetri a
kaudu, mille kriitilist suurust edaspidi olsime, seosega

T{x) = o (x) (a)

Asetame seose (a) diferentsiaalvGrrandisse (3.14),
viies teise lifkme {ile paremale poolele:

[EI{x)v")" = —[av{x)v'} (3.15)

Seega asetseb liige, mis sisaldab parameetrit a, vor-
rtandi paremal pool. Analoogiliseli peavad ka &diretingi-
mustes koik liikmed, milles esineb «, asetsema avaldiste
paremal pool.

Vorrand (3.15) lahendatakse jargmiselt. Koigepealt
oletatakse voOrrandi parema poole v jaoks mingi funki-
sioon vy, mis vordlemisi sarnaselt kirjeldaks varda elast-
set joont selle ndtkumisel. Nimetatud funktsioon vy ase-
tatakse vOrrandi paremasse poolde, millega see muutub
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tuntud funktsiooniks. Vdrrand (3.15) kujutab niiid
muutuva ristidikega tala elastse joone vy diferentsiaal-
vorrandit, mida saab lahendada otsese integreerimise teel.
Seejuures tekkivad integreerimiskonstandid madrame
aaretingimustest. Esimesele lihendusele vastav kriitiline
koormusparameeter ax leitakse tingimusest, et mingi-
suguses etteantud 15ikes on v ja vy vordsed. Jargmiseks
ldahenduseks asetame vy v, asemele vOrrandi paremasse
poolde ja leiame diferentsiaalvdrrandi lahendi v ning
analoogiliselt esimese lahendusega ka vastava axc suu-
ruse.

Seda protsessi tuleks sooritada seni, kuni saavutatakse,
€l vy ==Uny iga x suuruse ja ok ==konst. juures.

Niide 3.2, Leida otstest liigenditega kinnitatud konstantse rist-
16ikega talale mdjuva pikijdu 7 kriitiline suurus.

Rakendame jirkjirgulise ldhenemise meetodit.

Oletame esimeseks lihendiks tala elastse joome paraboolina

uox%x(lwx)

Kuna tala on otstes kinnitatud liigenditega, vdime rakendada
neljandat jarku diferentsiaalvirrandi asemel teist jirku diferentsiaal-
vorrandit

Elv” - To=0
Vastavalt jarkjdrgulise 13henemise meetodile vime kirjutada:
Elyy” == —Tv, (a}p
Asetades paremale poolele vy avaldise, saame:

4
Ele ”=~—T—-l-2f— {Ix —x2)

4f x? x3
o e foom
Elv T 7 ( 5 3 )+Cx
. 4f x* x4t
Elv, =——T7?—( 173" Tz’) 10+,

9%



Adretingimused.
x=0, v=0

x=1l; wvy==0
Esimene adretingunus annab Cp==0, kuna teisest saame
T

]

Scega

4f x* xt Tt
Bloy= 1L (2.2 4 20
o 1z ( 5 12 >+ *

1
Oletame: kwr x =g siS o= vp=]f

" " f12
E/fr._rf.’i(.____) L
2\ 48 192 6
millest
_ 48 Bl 60 EI
TR T
wEl 9-8TEl
Nagu teada, on tdpne lahend Ty, == i

(b}

[©]

(d)

Teiseks lihenduseks asetame leitud v; avaldise tuntud funktsioo-
niina vorrandi paremasse poolde v, avaldise saame avaldisest (c),

asendades seal Tyr valemist (d):

v_xsf(x 2x3+x‘)
TR 2T
Elof! = —To,
B 16 17 ot ot
Eles =“T—,T("‘T+n?)
16 Tf [ x* xt x5
Elvs =——5“7( T TEe ) +E

6 Tf [ »8 & P
Elvy= — g ) G
o ( 6 TR sozd)+ G

Kiretingimused
x==0; v,=0, millest C;=0
8
x==lk  Uy=0, millest C;=—Tfl
25

Elogm ——Spt{ — %
fe=— o T =5t 5% ~ 2+ 58
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Oletades

!
= vy =Uge=f
leiame
_ 6ODEl El
TTeir e

Vorreldes teise lihenduse tulemust tdpse lahendiga, nieme, et
tehtav viga on
9,87 — 9,84
et 100 == 0,3%
9,87

3.6 ENERGEETILINE MEETOD KRHTILISTE KOORMUSTE
MAARAMISEKS

Energeetilise meetodi puhul rakendatakse konstrukt-
siooni potentsiaalse energia mdistet. Konstruktsiooni
potentsiaalne energia IT koosneb konstrukisiooni defor-
matsiooni potentsiaalsest energiast U ja vilisjdudude
potentsiaalist (t36st) A.

Kui elastne konstruktsioon on tasakaalus, siis v&ima-
like paigutiste printsiibi jargi on kdikide konstruktsioo-
nile rakendatud jéudude 166 mistahes 16pmata viikestel
voimalikel paigutistel vbrdne nulliga. Seejuures ei ole
aga selge, millist tasakaaluolukorda vaadeldakse — sta-
biilsef, labiilset v5i indiferentset.

Tasakaaluolukorra liiki on vdimalik méadrata konst-
rukisiooni potentsiaalse energia seisundi jérgi.

Tasakaaluolukord on stabiilne siis, kui konstrukisiooni
potentsiaalse energia hulk on minimaalne, vOrreldes
potentsiaalse emergia hulgaga, mis konstrukisioonil on
I6pmata viikeste tasakaaluolukorrast erinevate asendite
korral.

Kui konstrukisiooni potentsiaalse energia hulk on mak-
simaalne, siis on tema tasakaaluolukord labiilne.

Indiferentse tasakaaluolukorra puhul on konstruktsiooni
potentsiaalse energia hulk tasakaaluolukorrast vihe eri-
nevate konstrukisiooni asendite puhul konstantne.

See tasakaaluolukordade kriteerium kannab Lejeu-
ne-Dirichlet kriteeriumi nime.

Vaatleme elastse konstrukisioonina surutud sirget
varrast. Indiferentne tasakaaluolukord tekib siis, kui
survejdud saavutab kriitilise suuruse. Kui niiid esialgu
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sirget varrast kdverdada, siis selline deformatsioon toi-
mub, ilma et varda kogu potentsiaalenergia Il selle taga-
jarjel muutuks. See tzhendab, et varda deformatsioont
potentsiaalenergia juurdekasy AU ja vélisjou potent-
siaali muutus AA on arvuliselt vordsed. Stabiilsuse
vBrrandiks saame

AU = A4 (3. 16)

Varda paindedeformatsiooni potentsiaalne energia
avaldub seosega

1 1
Mde 1 .
2= [ = OfEl(v)dx 3.17)
Vilisjou potentsiaali muutus on
A =T$§ (3.18)

Nimetatud energia on negatiivne, kuna jou nihkudes &
vérra on vihenenud tema potentsiaal varda algasendi
suhtes, mis oli arvutuse lahteolukorraks. Varda otlsa
siire 8 tekib varda koverdumisest ja selle arvutame jarg-
miselt.

Eraldame esialgu sirgest vardast elemendi pikkusega
dx (joon. 3.10). Selle pikkus ei muutu varda paindudes,
sest indiferentse tasakaaluolukorra puhul on survejoud T
nii varda esialgse sirge seisundi kui ka koverdunud
seisundi puhul endiselt kriitilise suurusega

JOON, 3.10



df)--—:dx-wl/'cl)cz——(-~d—uwd)c)2 ==

dx
S Ty I T
i
a:%Of (v)2dx (3.19)

Asetame niifid siirde avaldise (3.19) vilisjdu potent-
siaali muutuse avaldisse (3.18). Saame:

1
Ad ==_"2"- of (v")2dx (3.20)

Vorrand (3. 16) avaldub seoste (3.17) ja (3.20) kaudu
jdrgmiseli:

! :
1 Mody e Lo [ (0112
—2~z)fEI(v)dx... 5 [(v)dx

millest

i
f EI(v")2dx
- (3.21)

S
f (v')?dx

Kriitiline jdud Ti on vaikseim k&igist modeldavaist
survejoududest, mis vdivad pdhjustada varda kriitilise
seisundi.

Tyr = minT

Juhul kui notkunud varda elastse joone kuju, mida kir-
jeldatakse funktsiooniga v, on tépselt teada, saame ka
tdpse kriitilise jou suuruse. Enamikul juhtudel, mil tuleb
energeetilist meetodit rakendada, ef ole aga varda elastse
joone kuju teada, mistdttu tuleb selleks oletada mingi
funktsioon. Kuna selline funkisioon kirjeldab varda not-
kunud kuju ligikaudselt, siis on ka saadav kriitilise jou
suurus ligikaudne. Arvutust piiiitakse tdpsustada sel teel,
et valitakse sobivamaid varda ldbipainde funkisioone.
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Kuna ligikaudne kriitiline joud on tdpsest suurem, mille
pohjust selgitasime eespool, siis tdpsustamise tulemusena
peab kriitilise jou suurus vihenema.

S. P. Timosenko tegi ettepaneku rakendada kriitilise
koormuse médramise valemit (3.21) pisut teistsugusel
kujul. Nimelt soovitab ta neil juhtudel, kus see vdunalik,
viljendada varda paindedeformatsiooni potentsiaalne
energia vardale mojuva survekoormuse ja varda siirde-
funktsiooni v kaudu jirgmiselt:

i 4
M2dx T2v2 dx
‘W“U'E”“[_%T'

Kui T on konstanine survejdud, vbime stabiilsusvdr-
randi {3.16) alusel kirjutada:

3 ¢
2 vidx T ne
?f?f*?[“’“

millest

3
[ @)ax

4
Jo

Seda nimetatakse TimosSenko valemiks. Varda
tipse siirdefunkisiooni v korral annavad valemid (3.21)
ja (3.22) {ihesuguse tdpse tulemuse. Ligikaudse v korral
on aga TimoSenko valemiga (3.22) arvutatav kriitiline
jdud tdpsem, sest siin kasutatakse delormatsiooni
potentsiaalenergia arvutamisel v vddrtust, mitte aga tema
teist tuletist d?v/dx?, nagu valemi (3.21) tuletamisel.
Teatavasti kirjeldab aga mingi ligikaudne funkisioon ise
ndhtust paremini kui tema teine tuletis.

Energeetilise meetodiga leitava kriitilise koormuse
tapsustamisel esitatakse sageli siirdefunktsioon v mingi-
suguse 1opmatu rea ndol. Rea koik liikmed sisaldavad
tundmatuid parameetreid A; mille varieerimisega vbib
saavutada sobivaima siirdefunktsiooni v ja sellele vas-
tavalt minimaalse Ty Kirjeldatud pohimotte! iilesehita-
tud W. Ritzi ja S. TimoSenko meetodeid on kisitletud
jargmistes punktides.

Ty = minT = (3.22)

o
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. Niide 3.3. Leida energeelilise meetodiga otsiest liigenditega
kinnitatud konstantse poikidikega vardale mbjuvate pikijpudude T
kriitiline suurus, Varda siirdefunktsioon v olgu esimesel juhul staa-
tikalise meetodiga leitud tdpne

. wx
v == fsin - (2)
kuna teisel juhul ligikandne
4
v mTf— (Ix— x%) (b}

Rakendame kGigepealt valemit (3.21):
{

f (v")? dx
[ 0. N—

j(v’)2 dx
]

tipsele lahendile (a). Leiame tuletised

(c)

Tye

v’=f—n—cos£—
i I3
g
@ i

Asetame nilid viimaste avaldised Txr valemisse, misjdrel saame:
!

it f T
e | 8iN2 e A
F I o i

Tyr=EI

sest

Saadud lghend on fihtelangev staatikalise meetodiga leitud tédpse
kriitilise jouga, sest kasutasime tépset varda siirdefunktsiooni.
Leiame naid kriitilise jBu, kasutades ligikaudset siirdefunktsiooni
ning toimides analoogiliselt eelmise niite lahenduskdiguga:
4 8f

4f
v=~l-;;(lx——x2); v’=-—[2—(l——2x); v”=-7—

(CY)
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1
2 23
J(5) e el
I 15
0
Tyr == £l 7 = = (2
4 2 1672 B
f[?:(l-——%c)] dx iy
9
Vorreldes saadud lahendit tapsega, lefame erinevuse
12—9,87
9,87

100 = 21,6%

mis on killlaltki suur.
Kasutame nuid tapsemat lahendit vdimaldavat TimoSenko vale-
mit (3.22) ja funktsiooni (d):

i 1
16f%
f(w)z dx m f ({—2x)dx
[ 0
Tyr=EI - =EI 7 =
f v2dx —1—%& f (1242 — 228 — x) dx
[} [
? El
== Ef —-—/—3~—- =10~
15/30 ©
Erinevus tdpsest lahendist
10—9,87
_9..,9__ - 100 == 1,3%
9,87

Tlmneb, et TimoSenko valem annab antud juhul tunduvall parema
tulemuse kui valem ({3.21).

8.7 W. RITZI MEETOD

Ritzi meetodi puhul l3htume konstruktsiooni kriitilisele
olukorrale vastavast potentsiaalse energia IT statsionaar-
suse tingimusest

Sl =0 (3.23)

Ol = 86U +- 84

Konstruktsiooni deformatsiooni potentsiaalse energia
juurdekasv 8U arvutatakse sirge varda korral valemiga
(3.17), kuna survekoormuse potentsiaali muutus vale-
miga (3.20).

98

milles



Mblemas valemis esinev varda ndtkunud teljele vastav
elastne joon oletatakse ette mingi rea ndol analoogiliselt
Galjorkini meetodiga:

o= 3 Afi(x) (a)

im=l

milles A; on tundmatud parameetrid, fi(x) aga funda-
mentaalsed funktsioonid. Viimased on tuntud funktsioonid
ja peavad rahuldama varda otste kinnitustingimusi.
Potentsiaalse energia avaldise saamiseks asetatakse ole-
tatav lahend (a) avaldistesse (3.17) ja (3.20) ning
integreeritakse, millega saadakse teise astme funktsioon
parameetrite A; suhtes.

Tingimus (3.23) on arendatav jdrgmiseks tasakaalu-
vorrandite siisteemiks: o

Y 0 (3.24)
kus i==1,2, 3, ...

Siisteern (3.24) kujutab endast lineaarsete vorrandite
siisteerni parameetrite A; suhtes. Oletades, et mitte koik
parameetrid 4; ei vordu nulliga, on siisteemi lahendite A;
olemasolu tingimuseks, et slisteemi tundmatute A; ees
olevate kordajate determinant peab vérduma nulliga. See
tingimus ongi antud konstruktsiooni stabiilsuse vGrrand,
mille vdikseim juur annab Euleri kriitilise koormuse.

Alljargnevas nédites vaatleme Galjorkini meetodi kir-
jeldamisel (lk. 87) niitena kasutatud tala.

Niide 8.4. Leida, kasutades Ritzi meetodit, ofstest liigenditega
kinnitatud tala Euleri kriitilise jou suurus, kui varda inertsmoment
muutub plki varrast paraboolselt: .

l(x)=1<,[1 +4—’li~—4(i;—)2]

Esitame tala elastse joone vorrandi reana:

3 nax
v{x)== ST Ay sin — (a)
()= 3 Ansin 2
Tl
Tala paindedef: tsiooni potentsiaalse energia arvutame vale-

miga

|
1
bU=-é—‘o/'El(v y2dx (b)
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kuna pikijou potentsiaali muutuse (t66) valemiga

{
T
6A=—2~f (v)%dx {©)
v
Lahend iilesande esi lahenduses, vbttes
nx
U=Al$in""z“ (d}

1 1
1 Ely x
P Y2 AL o e 4
[:19] 2!E1(x)(v)dx 3 f[l-k 7

x\? nt Ely nt
—-4(1—) ]A;’—l-:smﬁ—l——dx-—: 5 75—0,93411,’ (e)
1 r .} _
T b1 nx 2
6A=—2-{ (v)’dx=-2-A.2(—l—_) J cos’—-—[—-—dx=-——;12~A." 4]

Avaldistes (e) esineva integraali arvutasime Galjorkini meetodit
illustreeriva niite puhul, kuna

t
T {
f cos’—j—dx=——-
3 2
]
Asetame niiid avaldised (e) ja (f) nende Idppkujul potentsiaal-
energia 8IT avaldisse ning diferentseerime A4, jargi:
an g Ely =t Tn?
e ¢ o i 098442 e i 4,2 ) =
04, a,q,( g p oMl ‘) 0
ning saame . raz
Fis b
Af Elp— 0,934 e } o
1( L7 0,9 o ) 0 (2}
Ay ei vordu nulliga, miststtu saadud vBrrandi rahuldamiseks peab
nulliga vorduma sulgavaldis, mis annab:
1Ely
2

Txr == 1,868 ()

Lahendame niiid {ilesande teises i3henduses, aproksimeerides
varda siirdefunkisiooni v kahelitkmelisena (analoogiliselt Galjorkini
meetodil lahendamisega).

nx 3mx
v=4; sin———[——}—Aasin——l——



Selleks, et koostada paindedeiormaisiooni potenisiaaise energia 6U
ja vahs;ou potentsiaali muutuse 8A avaldist, leiame v tuletised

, o ax 3 3
v == Ay —cos —— - Az cos (i)
! H i
- E - 71 92 3Jax
o ..——A,?sm—r——/ls-—;;—-sm T (k)

Moodustame niilid vorrandid

!
i
ouU =-3 /El(x} ()2 dx =
ki

Ely f % x\? at ax
o 1 PRy B A2 2 I7
5 [ +4 7 4(1 ) ][ T sin ; +

3nx
TAg’Sl-——sm’ 7 ]dx~

wtt X Snx
+ AiAs 18~:—sin—[—sin

EI Simt
- l" [zlz——<)9341+214¢12 9~—~00761[+A3 J’-‘—o@m]

{m)
1
T
-‘——f(v’)’dx=—2—f(‘42-———cosﬂ—-—--r
1
3ax 3
-+ 24,45+ 3-——-cos——lnx—cos——~+Asz——-—cos7 ’;x ) dx ==
72 9n2 I
oo | A . 'y
N ks A 5) ()

dU avaldises esinevad integraalxd on arvutatud Galjorkini mee-
1odit selgitavas niites, kuna 84 avaldises esinevad integraalid on

holpsalt leitavad.
Edasi arvutame tasakaaluvBrrandite sfistesmi:

3(BU — dA) -0 ia 8(8U — 84)
o] EY
mis péarast vorrandite (m) ja (n) sisseasetamist anmavad:

(0934—Elo-————) A\—L0685——EIDA3—

=0

(o}
i i 9
0685 % Elo, + (684 - Elo— 7)) 400
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Vérrandisiisteemi {0} nullilisuse lingimusest saame:
2 T n? 9 72 2
( 0,9347;5[0—— 5 ) ( 68,4—13—510———2—7') — (0,685—15—510) =
voi

n* Tt
T2 17,06 ~F El T+ 282 - (Elo)2==0

Saadud ruutvorrand 7 suhtes on {ihtelangev Galjorkini meetodi
Jeitud v@rrandiga.
Vérrandi vaiksem juur on

WEly
Ty =185 —

mis on esimese lzhenduse kriitilise jou suurusest 0,96% viiksem.

3.8 TIMOSENKO MEETOD

Timodenko meetod on Rifzi meetodi variant varda krii-
tiliste koormuste mairamiseks. Siin ldhtume indiferentse
tasakaaluolukorra potentsiaalse energia vorrandist, mil-
lest avaldame survekoormuse T. Vd&ime naiteks saada
tuntud energeetilise meetodi valemi (3.21) vdi (3.22).
Valem (3.22) on isegi eelistatavam suurema tdpsuse
tottu. Deformeerunud varda siirdefunktsioon v aproksi-
meeritakse samuti nagu Rifzi meetodi puhul 1Gpmatu
reana

o= S Ai(x) )

Siirdefunktsioon (a) asetatakse kriitilise koormuse
avaldisse (3.21) vbi (3.22). Edasi méadratakse kriitilise
viliskoormuse minimaalne suurus tingimusega

oT
o =0 ®)
kus i=1,2,3, ...

Tingimusest (b) saame lineaarsete vdrrandite siisteemi
parameetrite A; suhtes. Vdrrandisiisteemide determinandi
mullilisuse tingimus annabki vbrrandi Euleri kriitilise jdu
Ty midramiseks.

Vaatleme alljdrgnevalt ndidet TimoSenko meetodi
rakendamise kohta.
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Niide 3.5. Leida alumisest otsast jdigalt kinnitatud postile m&juv
jaotatud kriitiline koormus (joon. 3.11).

Varda deformatsiooni potentsiaalne
energia on

!
El
6U$T~[ (v”)2dx (a)

X
i
kg
Survejdu potentsiaalli muutus tuleb arvu- r
ia(dla, s)i]mas pidades muutuvat pikijdudu s
(1 —x)

!
8. =—;Lf‘(l~x)(v')zdx (b)
0

JOON. 3. 11

Tingimusest 6 =04 avaldame pikikoormuse

j' ()7 dx
ql=£11—-l~u—————~———-— {c)

f (I—x)(v')2dx
; .

Oletame varda kdverdunud telfe kujuks rea
U= Ay Ax b Agx® - Agx® - Agxt - oL A
Piirdume antud jubul rea viie esimese litkmega. Kuna varda
kinnitusldikes siire, pSdore ja pdikjoud vorduvad nulliga, leiame, et
Ap== Ay =A3=0
Varda kdverdunud telje virrandiks saame seega
v = Agx? -} Agxt (d)
Leiame niiiid
U == 2A0x 4 44,3
(e}
v =24y + 124,22
Arvatame niiid valemis (c¢) esinevad integraalid:
1 1
f‘ (v")2dx = f (242 + [244x4)< ax ==
) [
® 5
== 442 4 48404, 5 -+ 144442 5=

36 A2 I‘)

4,
=g {14 2 -
: ( +egpr oS



36
== 4444 ( 1+ 4¢+ -0
5

silles

1 H
f(z—x)m?dxzfu~x)(2Azx+4Aw)‘zdx=
¢ 0

3 18 16
AP D AAN o AN =
L + 55 A o Ad

P\ T A4 T4 A2

——4.471( l~+2c+lc’)
T TR T 14

Asetame leitud integraalide avaldised valemisse (c) ning saame:

36
l+4c+—5—c7

l = 2l f
‘]"121_}_2‘}~1C2 o
e e e G e
12 715 14
Viéikseima kriitilise koormuse saame tingimusest
d
gl == 0
de 7

mis annab ¢ madramiseks ruutvorrandi
118 ot 37 ot 1 -0
175 % 5
Ruutvdrrandi juured
¢ ==--022 ja Cp==—138
Asetame niifid ¢ kui viikseima juure kriitilise koormusega vale-
misse (f). Saame:
8,15E1

g

(@ e =
(g

Akadeemik A. Dinniku poolt on leitud staatikalise meelodi ning
Besseli funkisioonide kasutamisega tépne

El
glyr = 7,837—‘2—-

04



Seega erineb kéesolevas ndites saadud lahend tdpsest
8,15 — 7,84

— e 100 = 3,96
7.84 %

Kiesolevas naites kasutasime deformatsiooni potentsiaalse ener-
gia U avaldamisel v” viairtust. Kui aga leida 60U lihtsalt v kaudu.
saame, nagu juba varem selgitasime, parema ldhenduse. Niitame

seda alljargnevalt.
: M2d
X
SU = /m._
2E]
o

Avaldame

milles (vt joon. 3.11)
!
s=foy—va
x

Vilisjou potentsiaali muutuse viljendamiseks kasulame vale-
mit

Kasdtame niiid elastse joone vdrrandist (d) ainult esimest liiget
o= Ax?
16tkes abstsissiga &
U = Ak?

i
M= [ a(astt— apet)og =
:

qu,‘E;-mxﬁg

i
2 B
= gAg| S L
q: z( 31 : 3)
x

Deformatsiooni potentsiaalse energia muutus
‘ !

Mdx  grAQ 2 p
S = - Pl S T I -
hd [251 B (3” ”+3)dx

A2 13 r
EI 315
Viliskoormuse potentsiaali muutus

‘
1
b4 =—2—q f(l—x}(u’ﬁdx
[

@ == 24x
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I3
Arq
OA == 2/1224/ ({—x)x2dx= R I
0
Tingimusest
dU == 84
saame: s 1 "
AL e A
2£1 318 [
. 630 El El
fhio =~z = 808
Saadud lahendi erinevus tdpsest on
8,08 — 7,84
0 e 100 == 3,1%
784

Nieme, et tulemus on tdpsem kui eelmises ndites saadud, vaa-
tamata sellele, et aproksimeeriv funkisioon v kiesoleval juhul kirjel-
das varda elastset joont ebatépsemalt.

3.9 KOMBINEERITUD MEETOD

Kombineeritud meetod pdhineb punktis 3.5 kirjeldatud
jarkjargulisel ldhenemismeetodil ja punktis 3.7 esitatud
energeetilisel meetodil. Vardale méjuv kriitiline pikikoor-
mus leitakse energeetilise meetodiga, seejuures kasuta-
tavat varda elastse joone vorrandit tépsustatakse aga
jérkjérgulise ldhenemise meetodiga. Kuna koonduvus on
kiire, saavutame kiillalt suure tipsuse: juba teise lihen-
dusega, nagu ndeme alljirgnevas naites.

Niide 3.6. Kombineeritud meetodi abil leida alumisest otsast
jdigalt kinnitatud postile mdjuv jaotatud kriitiline koormus glir ~—
kriitiline omakaal (joopis 3.11).

Ulesanne on punktis~3.8 lahendatud Timosenko meetodiga, samas
punklis on esitalud ka kriitilise koormuse tipne suurus.

Vétame nétkunud posti elasise joone vdrrandiks punkti 3.8 aval-
disest {d) esimese litkme

Ug == Agx? (8}
Kasutame jérkjdrgulise ldhenemise meetodi vorrandit (3.15):
. |Elvy” | = o (x) v} (b}
milles : :
ar(x)==g{{ — x) (c}

on varda Iikes x esinev pikijdud.
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Asetame nifid {a) ja (c) vorrandisse (b), misjérel, silmas pida-
des, et on tegemist konstantse pdikiGikega vardaga, saame:

BluV == 24y (Ix — x%)" (dy
Integreerime vorrandit neli kKorda x jérgi:
Elvy == —2qAs(lx — x%)4- C

X i
Elvy =—2g4, ( 15— T;) +Cx--D

x4 x* x*
Elvy :—Qqu(l?—i-é-) +C5-+De+E (e
Er 2A(1"( "5> +D L ExiF
[T — el 5 £
i g2 51 50 T

Maidrame niiid dédretingimusiest mtegreerxmtskonstandxd:
1) x=0; v =v/ =0

millest F==E=0
%) k=l v ==y =0

millest € ==0; (f)
Asetame leitud konstantide suurused elastse joone vorrandisse fe)
94,
Elty == e —-—~1-— B2
1 3 ( T + ) (g)

Saadud vdrrandit kasutame energeetilise meetodi indiferentse
tasakaaluolukorra vBrrandi

U = BA {h)
koostamisel.
Arvutame
I
EI f 18g2A4,207 )
e Y2 A s e
=3 / = @
ja
; 174342000
‘7[ G°Ay?
=z e 72 == et Kk
2 B @) xS T )
Vorrand (h) annab, kasutades avaldisi (i) ja (k), varda kriitilise
omakaalu 13.72-90EI El
o e B e h
S s T B (m)
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Tépne
Er
gl =784

Erinevus tédpsest on

7 —7.84 0,03
S = et 100 = 0,389
100 T3 %

7.84

Nagu niitest selgub, on kriitiline koormus saadud kiillait suure
tapsusega, vaatamata sellele, et kasutasime energeetilise meetodi eba-
soodsamat arvutuse algoritmi.

3.10 KRHTILISTE JOUDUDE LEIDMINE DIFERENTSIDE
MEETODIGA

3.161  Diferentside meetodi arvutusvalemite tuletamine

Diferentsiaalvdrrandite lahendamine analiiiitilise meeto-
diga osutub mbnikord viga keerukaks, kui mitte isegi
voimatuks. Selliste]l juhtudel on otstarbekohane raken-
dada numbrilisi meetodeid, millest ménin-
gaid kirjeldasime eespool ning mille hulka kuulub ka
nn. diferentside meetod. Selle meetodi jirgi asendatakse
mingi iilesande pbhidiferentsiaalvbrrand ja ddretingimusi
kirjeldavad diferentsiaalseosed diferentsvorrandite siistee-
miga. Seega asendub keeruka diferentsiaalvérrandi lahen-
damine algebraliste vGrrandite siisteemi lahendamisega,
mis ei kujuta endast kuigi rasket iilesannet, eriti kui
silmas pidada kaasaja arvutustehnika vBimalusi.

Késitleme alljdrgnevalt argumendist x s6ltuvat funkt-
siooni y(x). Funkisioon y(x) on kujutatud joonisel 3.12.

Oletame, et on teada funkisiooni viirtused argumendi

JOON. 3.12



vadrtusel x; ning argumendi véértustel, mis erinevad
xo-st Ax ja 2Ax vorra, nii x positiivses kui ka negatiivses
suunas. Tahistame argumentide ja neile vastavate funkt-
sioonide viiriused nii, nagu joonisel 3.12 naidatud.
x-teljel olevad numbrid on vastavate argumentide ja
funktsioonide indeksid.

Tuletise tolgitsemisel kasutame geomeetrilist meetodit.
Nimelt vordub funktsiooni tuletis antud kohas arvuliselt
funktsiooni kdvera puutuja tdusuga selles kohas. Asen-
dame niiid tuletise arvutamisel puutuja AB (vi. joonis
3.12) kédluga DE ning saame tuletise ligikaudse vaar-
tuse argumendi vidrtusel xp:

dy ) ;o Yt — Y-
( ax Jo T ¥ s @
Tuletise juures olev indeks on ka argumendi indeksiks,
kus tuletis on leitud. Teise tuletise saamisel kasutame
esimese tuletise valemit (a), kusjuures funktsiooniks,
millest leiame tuletist, olgu algfunktsiooni esimene tule-
tis. Teise tuletise leidmisel kasutame kiesoleval juhul
esimese tuletise vairtusi argumendi vaartustel xp5 ja
X—0,5.

( E”i) g g YO8 Y0
)T Y TRy -
Yio—¥o Yo Yt
. Ax Ax 2+t Y )
- Ax - (Ax)?

Samasugust votet rakendades leiame ka kolmanda ja
neljanda tuletise, seejuures kasutades valemeid (a)

ja (b). ) ,
ds ey
( '&}%’)O — yom o (yoll)l ~ Y 2Axy 1 .
=t yrtYo  — 21t Yoty
. Ax? Ax? -
- 2Ax -
Y2 — 291+ 2t — Y2
2Ax3 e
d‘ ___2 " + ” + y—i”
( _a,):g_ ), — yOIV . (yo”)ll ~ Yo (Aii)z I A S



2 ( =2t 1Yy ) i =2t Yty | Wyt
Ax? (Ax)? ! Ax? -~
(Ax)*
_ Y24y + 6o — 41 + Y2 (@
(Ax)*

Kirjutame valemid (a), (b), {(¢) ja (d) funkisiooni
suvalise argumendi x kohta, tdhistades iihtlasi intervalli
x tdhega h.
dy | yx+h)—yx—h)

ar en
&y )+ yx+ M+ yx—h)
2™ h?

(3.25)
@By ygxE2m)—2y(x+h)+ 2 (x—h)—y(x —2h)
dx 2h3

dy _ y(x+2h) —4y (x4-h) +6y (x) —4y (x—h) +y (x—2h)
dxk h

3.102  Kriitilise jou leidmine

Diferentside meetodi kasutamine kriitiliste j6udude
leidmisel on otstarbekohane siis, kui on tegemist keeru-
kama objektiga, nditeks muutuva ristidikega vardaga.
Meetodiga tutvumiseks vaatleme koigepealt siiski lihisa-
mat néidet.

Niide 38.7. Midrata ofstes liigenditega kinnitatud konstantse
ristldikega varda kriitiline joud.

Liigenditega kinnitatud ja otstest surutud varda painde diferent-
siaalvorrand on

U
= tRe=0 (a)

milles A% == Py [El

Varda #iretingimused on:
kui x=0 ja x==1, siis v==0.

Koostame tala suvalise punkti kohta diferentsvirrandi, kasutades
selleks teist valemit grupis (3.25):

—20(x)+ v{x+ h)+v(x—h)

W ~+ R (x)=0 . (b}
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(B2 — 2)v(x) + vlx -+ h) +o(x—h) =0 (©
Selles vorrandis A==1/n, milles n tihistab varda intervallide

arvu,

Vatame nditeks n=2. See tdhendab, et jagame tala

kaheks

intervalliks ja koostame di,ferentsvé(raqdi Punkti x == {J2 kohta, sil-
mas pidades ka varda #dretingimusi (joonis 3.13).

Saame:

0 - (BPh2—2)uy - 0==0 {d)

Saadud vbrrand, oletades, et lahend on mittetriviaalne, on rahul:

datud siis, kui
k2 —2=0 (e}
millest
8
k2=~§; voi lz“z-lz- {f)
kuna
b= 12

P

Teiselt poolt k2=_E:i' ning seose

e
H

Z 7 1 F
13 1

| H J

3 2 g2 ¥
i o

i ; }

i 2 1la1 o2

PYORTTS Py 3
¢} alusel saame kriitiliseks jfuks
o1 7 @ @
Pyy = —‘-;‘ (h) 1 s

JOON. 3.13

Erinevus tdpsest kriitilisest joust
Pyr=n2El{? on 19%, kuid taia jaotus intervallideks on iilimalt
jédme. .

Suurendame intervailide arvu kolmeni —. n =3, mistotiu 2= [3
{joon. 3.13, ).

Koostame valemi (c) jdrgi punkti ! kohts diferenisvdrrandi. Kuna
varda deformatsioon on keskldike suhies siimmeetriline, siis piisal
Gthe vdrrandi koostamisest: )

(k22w 2) Uy -+ vy -0 0]
¥oi
(B2h% e 1)y (k)
Vorrand (k) annab kriitiliseks koormuseks, milles A == /3,
9E?
Pyr == T {m)

Erinevus tapsest lahendist on seekord 9%.
KRui intervallide arv n=4, koostame djferemsvirrandid kolme
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unkti kohta (joon. 3.13,¢). Simmeetria i5itu piisab punktide 2
ohta ithe vorrandi koostamisest:

(k’h’—-—2)v.+vg+v3=0} ®
(K32 —2) vy + 0+ 1y =0
voi

(R2h2— 2) vy 12Uy =0

V14 (R —2) 0, =0 } ©

Saadud siisteemi mitietriviaalse lahendi korral peab siisteemi
determinant vorduma nulliga.
See tingimus annab vérrandi

k2h2—2 2 l___ o ®
1 R2h2 -2
” (@t —2)t 20 @
Vorrandi (q) vdiksem juur annab kriitiliseks jduks
Pip == -9—3;?5[— ()

Viie intervalli korral #=={/5 ja meil tarvitseb koostada siimmeet-
ria totte jéllegi kaks vdrrandit:

B —2)0y +va 40, =0 ja (R —2)vy+0-4-0,=0

Vot
(kR — Doy +0,=0
(s}
vt (B2 —2) v, =0
millest saame
k2| | N 0 ®
1 wnt—2 |
voi
(52— 1) (B2 —2) — 1 =0
Selle vorrandi viikseimast juurest saame kriitilise jou
9,55E!
Pye = ‘"—I:;-— (u}

Kriitilise jbu madramisel tehtav viga on nfid 3.2%.

Intervailide arvu n edaspidisel suurendamisel suureneb ka arvn-
tuse tdpsus. Intervallide arvu miadramisel tuleb lahtuda ndutavast
tapsusest ja arvutustehnilistest v@imatustest. Varda si irilise
deformatsiooni korral on soovitav jagada varras paarituarvuks inter-
vallideks; vdrrandite arv on siis’ sama, mis Ghe vorra viiksema
paarisarvy intervallide korral.
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Niiide 3.8. Leida otstest liigenditega kinnitatud varda kriitiline
j6ud, kui varda ristiige on muutuv seose jargi

o =u[ 1442 —4( 2)]

Kirjutame analoogiliselt eelmise néitega kdigepealt varda suvalise
punkti kohta diferentsvdrrandi

~20(x) + 0x ) + U (x—h)
mf1ref—4( )] 2 +

+ Po(x) =0 (a)
lKasutades tahistust k== Pyi/El, esitame vOrrandi (a) teisenda-
t:

k2%
[-—-—-——————~——2—~-—-2 ]v(x) A4~ U(x -~ ) 4 v({x—h) =0 (b)

1ai—g(Z
+T—(T)

Vdtame niiiid intervallide arvu n==2, millest tuleneb: A=1/2

ja x=1If2,
Asetame niid saadud suurused vorrandisse {b), Saame:
wl
( 4 2 ) n+040=0
T+2—1 i = ()
mitlest o
. 16
rai 2==0 ja kP= -
ning
161,
Py = — (d)
Kui aga intervallide arvuks vdtta n=3, kujuneb arvutuskiik
jargmiseks:
h==1f3, x=If3
Varda elastse joone siimmeetria tottu esineb ainult ks diferenis-
vorrand:
RRS
[-———-——l———~—-—[——-—2] vy + U 0=0 (e)
| I DR SR
+ 3 9
millest
. BEAT~1==0 ja A?==17/2
ning
17EL,
Pyr == = {f)
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Esitatud ndide, nagu selgub, ei erine arvutustehniliste raskuste
poolest eelmisest nditest, vaatamata sellele, et varda inertsmoment
on muutuv. Soovides suuremat tdpsust, tuleks suurendada interval-
lide arvu. Sama ilesanne lahendati varem’ Galjorkini meetodiga ning
teise ldhenduse tulemusena saadi Pyp==182E[/, mida vGime
Jugeda ldhedaseks tdpsele lahendile.

Diferentside meetodiga saadud lahend (f) erineb viimasest 6,6%-
vorra, mis on kiillalt hea tulemus, kui arvestada sellega, et interval-
lide arvuga n =3 tehtav lihendus on killalt idme.

3.11 SURUTUD VARRASTE KRHTILISE KOORMUSE
ARVUTUSE NAITEID

3.1 Varras kahe pikikeormuse mdju all

Vaatleme koigepealt varrast, millele mdjub kaks koon-
datud joudu. Varda {iks ots olgu’ vaba, kuna teine ots
olgu kinnitatud jdigalt (joon. 3.14). Kasutame staati-
kalist meetodit, koostades varda koverdunud telje kum-
magi paindemomendi pidevusvahemiku kohta tasakaalu
diferentsiaalvdrrandid.

Esimese vahemiku kohta véime kirjutada:

Elvy” == —M; (a)
My == Py (8 — vy) (b)
Avaldiste (a) ja (b) alusel saame:
Elvi” + Pﬂ)i == PuSi (C}
Selle vorrandi ildintegraali kuju on:
s == Ay sin rix 4+ Ap sin rax 4 8 (d)
milles voime veenduda (d) asetamisel vdrrandisse (c)
=Y 4= (e
Analoogiliselt saame teise vahemiku kohta:
My = —P (8 — v3) — Pafz— 03) ()
Elvy” == 4 (P1+ P2) s == P16s + Pabs ()
ning ildintegraal on:
: Pibs 4 Pabe )
vy = By sin rax + B cos rax + ey e (hy-
ro == { 131-2;1_}12_ (i)



Nelja integreerimiskonstandi. maa-
ramiseks kasutame «jérgmisi ddre-
tingimusi:

1) kui x==0, siis vy’ =0,
mis ‘annab:

reBycos04-rpBysin 0 = 0

=

2) kui x=={, siis uvy: :8;, mis-
t6ttu vorrandist (d) saame

Agsinryd 4~ Ascosril =0 (k)

JOON. 3. 14

3) kui x == b, siis vy == vy ja v/ = vy"
Need tingimused annavad jargmised vdrrandid :

Ayricos rily — Asry sin rily = —Bara sin rals (m)
—Asr@sin rily — Aari2 cos rily == Bars? cos ral, {n)

Vorrandid (k), (m) ja (n) moodustavad siisteemi
konstantide A;, A, ja B, suhtes. Tingimusest, et mitte
koik konstandid ei vérdu korraga nulliga, saame, et siis-
teemi determinant peab vBrduma nulliga:

] sinryd cos ryf
ricosrls —rysinndy sm raly =
—risinrily  —ricosrily r?cosrals

sinryd cos ryl 0 |

D=

. T2 .
cos rils —sin rys <. sin rals
i
. rs \*
~8in rils —cos rilz =) cos raily
1

Determinandi viimast liiget v3ime jagada teguriga :“
1

Esitatud determinandi nullilisuse tingimus on varda
stabiilsuse vorrand. Otsitavateks on parameetrid r( ja re,
tnillest saame arvutada kriitilised joud.

Kaigepealt tuleb determinant avada, misjirel saame:

7y . . . .
—-sin ril sin rily cos rela 4 cosrid sinrala sin rils —
1
. . 2
—sin ril sinrale cos rils [ ril cosraly cosrils =0
1
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JOON. 8.15 JOON. 3. 16
tan® !
g e
arn 3
millest
tan u == 0,707
ja .
p z-;—z 0815 ri==123
r2Ef 1,23°E1 1,513E1
Pixr = g e s
4,539E1
Pogy = 3P gx ==~ 7
3. 112

Mitme pikijéuga surntud varras

Sellisel juhul peame rakendama mond ligikaudset mee-
todit. Uheks selliseks on prof. A. Korobovi meetod, mida

alljirgnevalt kisitleme.

Joonisel 3,16 on kujutatud alumisest otsast jdigalt
kinnitatud varras, mis on surutud jdududega P ja Q

kahel erineval viisil.

Arvutame kummagi koormusolukorra kriitilised joud:

w*El
Pkl‘ == ’Z};._,‘_
s?El
ri == ’E_f‘

Viljendame nifid Qx Py kaudu:

2Lf 2 1 2
ri=ﬂ£ —l““‘=Pkr(—;—)

ETANNC

(a)
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:Nagu saadud avaldisest (a) ndhtub, on varda otsa
rakendatud ning varda kriitilist seisundit pdhjustav j6ud
(L/1)? korda vidiksem jbust, mis on rakendatud varda
otste vahelises 1Gikes ja pBhjustab samuti varda kriitilist
seisundif. Teades seda joudude vahekorda, véime varda
otste vahelises 10ikes rakendatud kriitilise jou asendada
varda otsa rakendatud kriitilise jouga. See toimub mui-
dugi teatud ligikaudsusega, sest varda elastsed jooned
kahel kirjeldatud koormuse juhul on kujult siiski erine-
vad.

Mitme pikijdd korral, mis on rakendatud varda otste
vahelisel alal erinevates Idigetes, véime arvutada sum-
maarse Qy (joonis 3. 17):

amln(5) ) () T

Seejuures on oletatud, et kdik jéud muutuvad vorde-
liselt mingisuguse parameetriga A, mis saavutab kriitilise
suuruse varda notkumise hetkel. Arvesse vBttes, et

w2El
ri = ‘Eéﬁ'
w2El

Mo e B

a3 p(t)

(3. 26)

. Nidide 3.10% Arvutame kriitilise koormusparameetri ndites 3.9
esitatud varda kohta, mis oli koormatud kahe jéuga P, ja Py=3pP;
{joonis 3. 15).

Vastavalt kiesoleva punkii metoodikale kirjutame:

Lh=1 ja lL=—
i 1 2 P
ning arvutame
. n2El n2El
T T T e
412(P,+~3P,> !
4
millest
nEl Er
Plk\‘ = Pihgy = '—7)‘2“= 141 -IT

* Niide on vdetud &pikust [111.
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-~ El,
T i—
‘ | l&,
)
i
L1
JOON. 8.17 JOON. 3.18

E
Poxr == 3Py = 4»23'7;

Seejuures tehtav arvutusviga, kui vorrelda saadud tulemust eel-
mises punkiis leitud t@pse tulemusega, on

1513 141
15814 00— ban
313

3.113  Muutuva ristidikega varras

Eespool, selgitades Galjorkini meetodit, vaatlesime nii-
tena paraboolse seaduse jargi muutuva ristldikega var-
rast. Kdesolevas punktis madrame kriitilise koormuse
astmeliselt muutuva ristldikega vardale. Sel juhul om
fahenduskdik analoogiline punktis 3.111 esitatuga, kuna
osutub vdimalikuks kasutada staatikalist meetodit.

Vaatleme i{ihest otsast jdigalt kinnitatud varrast, mis
koosneb kahest erineva ristléikega osast ning on koorma-
tud otsast survejbuga (joom. 3.18).

Varda erineva jdikusega osad jagavad varda elastse
joone kaheks pideyusvahemikuks. mille kohta koostame
tasakaalu diferentsiaalvdrrandid

' ElLo" + Puj = 6P
ja
Elzl)z” -+ PUz == §P (a)
Viimaste lahendid on:

== Asinrx+ Beosrx 48
vy == C $inrax -+ D cos rox 4- 8 (b}



milles

,._VZ-
Y5¥ EL

. (c)
ry == V.B-
*= ¥ El,
Rakendame niiid &dretingimusi:
1) kui x =0, siis v’ =0
2) kui x==1[, siis vy =3§
Kui == b, siis v/’ = vy’ ja
2
047 == Eﬁf 02” voi z)1// = %‘ Uz” (d)

Esitatud ddretingimustest saame jérgmised v&rrandid
konstantide A, B, € ja D subtes:
C=10

Asinrd +Bcosryd =0
A rycos rily — Brysin rdy + Draysin raly == 0
Asinrly-+ Beosrda— Dcos rala == 0 (e)

Sellest siisteemist avaldub deferminandi nullilisuse
tingimusena stabiilsuse vdrrand

i osinrgd cos 7yl 0 !

. r2 . E

| cosrds -——sinrds —sinraly |

D == tle e — 2l2 | = 0
sinrdy  cosrydy —cosraly !
mis pérast teisendamist annab
I
tan ryly - tan raly = —ri H

2

Vorrandit saame lahendada etteantud jdikuste ja pik-
kuste EIL/El ning b/l korral. )

Juhul kui eelkirjeldatud vardale on rakendatud kaks
joudu — Py vabal otsal, kuna P, varda ristiéike muute-
kohas, on stabiilsusvdrrandi kuju

N _Pi + Py
tan ryls tan rly = P . (g)
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milles
—5— [,
S T A TR 2 2
El, El,
Ngide 3.11. Leida joonisel 3.19 kujutatud astmelisele vardale
mbjuvate pikijdudude kriitiline suurus Py,.

Kasutame eespool toodud lahendit (g).
Arvutame kdigepealt

P
P T \‘
P s
r]=VH.~=r < Ely
Ely ¥ 2P
TPXop -V'?;P'~ 5
. [ e T Ely =36,
& V B, 3T | g 2=t
riy == 05lr=x
roly == 0,8lr = x ad
JOON. 3. 18

Asetame leitud suurused lahendisse (g):
tan?x =3
tan x== V3, millest xe=—

« 3
iy == e
. 3
voi
P n
L[ ——==
i Ely 3
millest saame
mEnL 4nEl
Py s =l
9l o

3.12 KHVUMINE

Tala tasandilisel pdikpaindel, kus viliskoormus mojub
tala iihes peatasandis, konstrueeritakse tala selliselt, et
tema paindejdikus ristldike neutraaltelje suhtes oleks
vdimalikult suur, vBrreldes paindejdikusega teise peatelje
suhtes. See asjaolu tekitab aga ohu, et tala risilGige
survetsoonis voib kaotada stabiilsuse. Viimasel juhul
koverdub tala telg paindetasandist vdlja ning samaaeg-
selt pddrdub ristloige tmber tala- pikitelje. Sadrast tala
deformatsiooni nimetatakse tala tasandpainde stabiilsuse
kaotuseks ehk kiivumiseks. Kiiveohtlikud on kitsa
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korge ristldikega talad ning valtsitud profiilid, mille pea-
inertsmomentide suhe on suur.

Vaatleme alljirgnevalt, kuidas kiivub kitsa korge rist-
kiilikpGikldikega tala, mis on otstest kinnitatud liigendi-
tega ja koormatud ofspGikldigetes momentidega (joonis
3.20). Otspdikidigete podrdumine on takistatud verfikaal-
sete tugivarrastega, mille vahel tala asetseb. Tala on
vadnde suhtes seega otstest jdigalt kinnitatud. Tala kii-
vumine algab siis, kui talale rakendatud momendid saa-
vutavad kriitilise suuruse.

Joonisel 3.20 on tala esitatud kahes vaates. Lisaks
vaadetele on antud tala pGikldiked 15ikes x algses ja
kiivunud asendis. Viimasel juhul saab tala telg siirded
v ja w, kuna ristldige p6drdub nurga ¢ vdrra.

N !}ftoostame diferentsiaalvrrandid tala painde ja vdinde
ohta:

4%
El, W rake —M (a)
d2w .
EI,,W(T;;—.: —Msind (b)
do dw
GC P M T (c)

Saadud vorrandites tdhendavad Ef, ja EI, painde-
jikusi vastavalt pGikiGike 2z- ja y-telje suhtes, kuna GC
on tala vaidndejdikus.

Ristlike karakteristiku vidndel C arvutame valemiga

hb3

=-é——< 1 -—0,630—2—)

milles & ja b on poikiSike kdrgus ja lajus.
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Diferentseerime vorrandit (c) itks kord x jargi, mis-
jédre]l saame: .
2. 2’
ac w55
(@

= . 42 .
Avaldame niiid vorrandist (b) -d;’ﬁ-, seejuures asen-

dame sin® deformatsiooni viiksust silmas pidades ¥
véirtusega:
dw Mo
2
dx’ El, (e}
Asetame niifid w teise tuletise vdrrandisse (d), mis
arvesse voites tdhistust

1
r="M V ET,GC

2
%-}- 129 =0 (3.27)

saab kuju

Selle virrandi lahend on
== Asinrx 4+ Bcosrx fy

Lahendi (f) integreerimiskonstandid méiratakse toe-
imgxmustest jargmiselt:
1) kui x ==0, siis 9==0 ning

B =0
2) kui aga x = [, siis #==0 ja vOrrandist (f) saame
Asinrl =0

Kuna A 5= 0 (vastasel korral ei tekiks iildse kiivumist),
siis
sinrl=10 (g)

Saadud vorrand (g) ongi tala stabiilsuse
vorrand kiivumisel Vorrandi juured on

rle=m, 2m, ...
Viikseima juure rl =g jirgi arvutame kiivumist pSh-
justava viikseima momendi
nEl, 1/ GC_
] ElL,

Mie = (3.28)
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Nagu néeme valemist (3.28), s6itub kriitilise momendi
suurus tala véiksemast paindejdikusest Ef,, vdidndejaiku-
sest GC ja loomulikult ka tala pikkusest L

Taieliku jdiga kinnituse korral (ka painde suhtes)
saame kriitilise momendi suuruseks

onEl, 4/ GC
My = 7 ET, (3.29)
3.121  Kiivumise kriitilise koormuse arvutusvalemeid

Tala ekstsentriline surve (joon. 3.21).

Teatavasti on ekstsentriline surve taandatav tsentrili-
seks surveks koos paindega. Kriitilise pikijou ja painde-
momendi arvutamiseks on tuletatud valem*

2
M+ PuGC = FELGC (3.30)
Juhul kui:
1) e==0, s. 0. M =0, siis
_ mEEl,
Pkr hae B -
2) P=0, tekib puhaspaine
_ aEl, 1/ GC”
Mo ==V 1,

3) P=£0 ja M 5£0, siis vdime arvutada:

a) antud jou P suuruse jargi kriitilise momendi M,
b) antud momendi suuruse M jirgi keiitilise jdu Py,
<) antud j6u P ja M suhte korral vastava kriitilise para-
meetri,

* Vi &pik {18}
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Tala pdikkoormuse mdju all.
1. Liigendkinnitusega talale mdjub keskpunktis D
koondatud joud (joon. 3.22).

_ 1698E1, 1/°GC
=T Ei,

Kriitilise koormuse Py suurus sdltub jou rakendus-
punkti asendist ristldike kdrguses. Kui jéu rakenduspunkt
asetseb ristldike raskuskeskmest korgemal, vdheneb krii-
tilise koormuse suurus, vastupidise asendi korral aga
suureneb. Energeetilise meetodiga on tuletatud vastav
ligikaudne kriitilise jou arvutusvalem

16,93E], GC 3,48a 4/ El
Pyp == 27050y _'V bl B D =y .31,
e S Ely(l ) (3.31,a)

(3.31)

[i GC

kus @ — jdu rakenduspunkti kaugus ristlGike raskus-
keskmest vertikaalsihis (positiivne raskuskesk-

mest iilespoole).
Juhul kui joud ei ole rakendatud tala silde keskel, vaid
kaugusel ¢ toest, on kriitiline koormus suurem. Esitame
kriitilise koormuse valemi iildkujul, kasutades kordajat m:

mEl, 7/ GC
B e .31, b
Px I ET, @ )
Kordaja m viirtused on:
~{ 05 | 045 0,40’ 035 030} 025] 0,20 015| o10] 005
m 1693 (17821782 119,04 '21,01 | 24,10 | 29,11 37,88 | 66,01 [111,6

Nagu tabeli andmetest n3htub, muutub kriitilise jdu
kasv mirgatavaks jou asetsedes viljaspool tala keskmist
kolmandikku.

2. Liigendkinnitusega talale mdjub iile kogu silde jao-
tatud koormus g¢.

28,3E1, GC
(g = T ‘E—IV“ (3.32)
3. Konsooli otsa on rakendatud joud P.
4,01E], GC
Py = "““75”*"‘ hd —_E_I;— (3 33)
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3.13 VARRASTE STABLILSUS PROPORTSIONAALSUSPIIRI
ULETAVA PINGE PUHUL

Euleri kriitiliste joudude arvutamiseks varda surve-
deformatsiooni korral oletasime, et varda materjal allub
Hooke'i seadusele, s. t. varda materjali elastsusmoodul E
on konstantne. Otstest surutud sirge varda kriitiliseks
jouks saime

n2El
P =Gt @
millest tuletasime kriitilise pinge valemi
2E
Ok == —%tr (b}

Teatavasti tdhistab A valemis (b) varda saledust ning
on

, W
AT i ©
milles p on varda ofste kinnituse tegur.

Oletus, et varda materjal allub Hooke’i seadusele, mda-
rab Euleri valemite kasutamispiiri. Seda piiri véib
méafrata varda saleduse kaudu. Euleri valemi kasutamisel
voib kriitiliseks pingeks olla maksimaalselt varda mater-
jali proportsionaalsuspiir opr, s. 0.

2E
Ckr = }7:2“-‘ S Opr (d)
Tingimusest (d) jéreldub:
o
b= V ~E (e}
Cpr

Kui kasutada varda materjaliks néiteks terast Cr. 3,
mille opr == 2000 kG/em? ja F =2,1-10% kG/em?, on Euleri
valemi kehtivuse piiriks

%= 100 ()

Teiste materjalide puhul on piir loomulikult teistsugune.
Juhul kui materjal on elastne, kuid ei allu Hooke'i
seadusele (s. o. seos pinge ja lineaardeformatsiooni vahel
on mittelineaarne ja jérelikult elastsusmoodul on muu-
tuv), on kriitilise jou vdi kriitilise pinge médramisel
Euleri valem samuti kehtiv. Erinevus on vaid selles, et
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peame votma sellise elastsusmooduli, mida omab materjal
stabiilsuse kaotamise hetkel. Muutuva elastsusmooduli
leiame seosest

Ei == e (2

Kui materjali kohta on katseliselt koostatud pinge ja
deformatsiconi diagramm, saame elastsusmooduli leida
diagrammist, teades et elastsusmoodul on arvuliselt
vérdne diagrammi puutuja tdusuga. Kriitiline pinge aval-
dub niiiid valemiga

2
O = —“-5? (3.34)

Valem (3.34) vodimaldab konstrueerida, kasutades
pinge diagrammi, ox—A kOvera, mida vdime kasutada
edaspidi kriitiliste pingete madramiseks olenevalt A vair-
tusest.

Kui varda materjal t66tab olenevalt survepinge suuru-
sest elastoplastses staadiumis, tuleb silmas pidada erine-
vaid elastsusmooduleid, mida omab materjal soéltuvalt
sellest, kas survepinge ristldike osas varda paindudes
nbtkumisel kasvab v6i kahaneb (vt. joonis 3.23)

Joonisel punktis A suureneva pinge korral tuleb vGtta
elastsusmooduli vdartuseks

Er=Ctana, (k)
mis on vordeline pingediagrammi puutuja {ousuga.

Pinge kahanemisel kulgeb deformatsioon vastavalt
sirgldigule AB, mispuhul elastsusmooduli véadrtuseks
tuleb voita

E=Clano (i)

Ey on muutuv elastsusmoo-
dul, kuna E on konstantne L%
ning vordne materjali algelast-
susmooduliga.

Kisitleme niid varrast, mille
stabiilsuse kaotus toimub elas-
toplastses staadiumis. Stabiil-
suse kaotusele kaasneb varda
iileminek uude kéverdunud ' g €
taskaalukujusse. Varda kbver- JOON. 3.23
dumisel tekivad vardas painde-
pinged, mis survetsoonis suu-

pinge kasv

pinge kahanemine
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rendavad vardas esinevaid survepingeid, kuid {Gmbe-
tsoonis m6juvad iildistele survepingelele kahandavalt.

Seega jaguneb varda ristlige varda stabiilsuse kaotu-
sel pikijoust pohjustatud survepingete kasvamise ja
kahanemise tsooniks, milles, nagu eespool selgitasime,
materjal to6tab erinevate elastsusmoodulitega. Kasuta-
des ristlGigete tasapinnalisuse hiipoteesi, saame konst-
rueerida varda ristiéike normaalpinge diagrammi, mida
rakendame edaspidises arvutuse kdigus.

aF a)

JOON 3 2¢

Joonisel 3.24 on kujutatud survele tddtava varda rist-
I1dige, mis on paindetasandi suhtes sitmmeetriline.

Pingediagrammil a on kujutatud vardas esinevad
survepinged enne varda koverdumist. Varda stabiilsuse
kadumisel, s. o. varda k&verdudes tekivad ristldikes
téiendavad paindepinged, mille diagramm on esitatud
joonisel 3.24,b. Summaarsed pinged on kujutatud dia-
grammil ¢. Pamnde survetsoonis, mis on dhtlasi {ildsurve-
pingete kasvu isconiks, t&6tab materjal viiksema elast-
susmooduliga Et kui materjal painde {émbetsoonis, s. o.
selles ristloike osas, kus pinged kahanevad. Selles rist-
Iike osas on elastsusmooduliks materjali algelastsus-
moodul E.

Varda ristlikes esinevad normaalpinged leiame tuge-
vusbpetusest tuntud valemiga

Ey
0=

milles y on vaadeldava kihi kaugus painde neutraal-
teljest, kuna ¢ tdhistab neutraalkihi kéverusraadiust.
Arvesse vOltes asjaolu, et painde surve- ja témbetsoonis
on materjali elastsusmoodulid erinevad, on ka vastavate
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pingete muutumissseadused erinevad. See asjaolu poh-
justab aga omakorda painde surve- ja tdmbetsooni erine-
vat ulatust ristldikes, s. £ nulljoone nihet rist-
I16ike raskuskeskmest.

Leiame nulljoone asendi, rakendades paindest
tekkivate sisejoudude tasakaalu tingimust varda telje x
suhtes (3 X ==0).

fodF+fodF=0
Fy

F K
vGi (k)

-S-F[de——i‘-idezO

Vérrandis (k) esinevad integraalid on ristldike t6mbe-
ja survetsoonide Fy ja Fp staatilised momendid Sy ja Sa
painde neutraaltelje suhtes. Seetdttu vdib pérast g-ga
korrutamist kirjutada:

ES;—‘;-EtSz: [ (m)
Vérrand {(m) ja tingimus
A=+ mn (n)

moodustavad vajalikud seosed painde neutraaltelje
asendi madramiseks.
Leiame niilid paindepingetest tekkiva momendi

M= [ yodF+ [yoar (0
o F Fy

Asetame saadud voOrrandisse témbe- ja survetsooni
normaalpingete suurused, misjérel saame:

=L [pars B [ par (®)
Q& e 5
Saadud vorrandis esinevad integraalid on témbe- ja
survetsooni inertsmomendid Iy ja /s varda ristloike neut-
raaltelje suhtes. Kasutades toodud tdhistusi, saame vor-
randist (p)
Els+ El,

Q

M= (@)

9 Ehitusmehaanika 11 124



Tahistame niiiid
ElL -+ Els
E, = —

milles I on kogu ristloike inertsmoment neutraaltelje
suhtes.

Niiiid voime avaldise (q) esitada analoogiliselt hari-
liku Hooke’i seaduse piires esineva poikpainde seosega

E.l
M == T
0 (r)

Erinevus paindest Hooke’l seadusele alluva materjali
puhul seisneb selles, et materjali elastoplastse staadiumi
korral tuleb kasutada valemiga (3.35) antud redut-
seeritud elastsusmoodulit £E.

Arvesse vottes esitatud tdiendust, véime niiiid vardale
mobjuva kriitilise survejdu suuruse viljendada meile tun-
tud Euleri valemiga, milles vaid E on asendatud E; vair-
tusega:

(3. 35)

(3.36)

Nagu valemist (3.35) nahtub, sBltub reduiseeritud
elastsusmooduli suurus materjali algelastsusmoodulist E,
elastsusmoodulist Ey, mis vastab eelkriitilisele elastoplat-
sele survepingele oy (E; saame leida pingediagrammilt),
ning varda ristldike kujust. Nagu nditavad sellekohased
nurimused, el mbjuta ristldike kuju redutseeritud elast-
susmooduli suurust nimetamisvédarselt. Seetdttu vdime
kasutada redutseeritud elastsusmooduli valemit, mis on
tuletatud méne lihtsama kujundi, nditeks ristkiiliku kohta.

Tuletame alljdrgnevalt redutseeritud elastsusmooduli
valemi ristkiiliku kohta, mille laius
on b ja korgus h (joon. 3.25).

Kasutame seost {m), millest saame:

: |

o b2 b

el emaw

l <<

L l vai

1 Eng — Emg = (s)
b Arvesse vittes, et ny+ n2=nh, saa-
JOON. 3.25 me seosest (s)

130



hYE: E
Ny == —":.—V“L: ja Ng == ’::}'IL
VE+7VE: VE+VE:
(3R§§)utseeritud elastsusmooduli arvutame niliid valemiga

]

3 3
E.{)ﬁ_‘__ + Et..bf'_z__
B3 3
= bRs (W)
12
Saadud valemis asendame n; ja w. seostega (1) ning

saame
_ 4EE:

T T LT I

(VE+YE)?

Nagu juba varem mainitud, v6ib niiid kriitilise jou voi

kriitilise pinge arvutada valemiga, mis on sarnane

Hooke'i seadusele alluva materjali vastava valemiga,

milles E on asendatud E. viirtusega.
Nii saame kriitilise pinge kohta
n2E;
}\’Z
Praktilisteks arvutusteks vajame o, ja varda saleduse
% vahelist seost kas graafiku vbi tabeli niol. Kriitiline
pinge oxr on aga esmajoones sOliuv redutseeritud elast-
susmoodulist, milline sdltuvus miadratakse materjali
survediagrammiga jargmiselt. Koostame kdigepealt seose
o ja Et kohta. Seejirel leiame valemiga (3.37) E: suu-
rusele vastava E; ning {htlasi ka saleduse

"Er
o

(3.37)

O = (3.38)

A=mn

Eelkisitletud meetodi varda kriitilise jou arvutamiseks
redutseeritud elastsusmooduliga tuletas F. Engesser. Esi-
algu tegi Engesser ettepaneku arvutada kriitiline koormus
varda notkumisel deformatsiooni elastoplastses piirkon-
nas muutuva elastsusmooduliga E¢, nii nagu seda ees-
pool kirjeldasime elastse, kuid Hooke'i seadusele mitte-
alluva materjali puhul. Seejdrel, pdrast Jassinski poolt
tehtud kriitikat, esitas ta flaltoodud redutseeritud
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elastsusmooduli E: arvutusmeetodi, milles on arvesse
vBetud kahe erineva suurusega elastsusmooduliga pinge-
tsooni tekkimine ristiGikes. Kdrmdn ja teised teadlased
on Engesseri-lassinski-Kdrmdni meetodi head sobivust
arvukate kalsetega tdestanud.

Hiljuti néitas Shanley, et tsentriliselt surutud vardaid
on vdimalik koormata aeglaselt kasvavate pikijdududega
selliselt, et varda ristldikes ei {eki pinge kahanemist varda
ndtkumise algusele vastavate keskmiste pingete suhtes.
Sel juhul tuleb kriitiline joud arvutada varda kdverdumise
algusele vastava muutuva elastsusmooduliga Ei.

Kuna viimase ettepaneku fegi ka Engesser, siis nime-
tatakse kirjeldatud arvutusmeetodit moningate teadlaste
poolt Engesser-Shanley meetodiks.

Engesser-Shanley meetod annab vdrreldes Engesser-
Jassinski-Kdrmdni meetodiga vaiksemad kriitilised joud.
Viikeste saleduste puhul ei ileta erinevus 10-—-15%, kuna
suuremate saleduste puhul on vahe vaiksem. Lahenedes
saledusega Euleri valemi kehtivuse piirile. muoutub eri-
nevus loomulikult nulliks.

Oieti ei teki siin kiisimust ithe v5i teise meetodi eelis-
tamisest, vaid arvutusmeetodite kasutamine sdltub varda
koormamisviisist.  Engesser-Jassinski-Kdrmdni meetod
sobjb kasutamiseks staatiliste koormuste korral, kuna
Engesser-Shanley meetodit vdib rakendada varda nét-
kumise véaltel kasvavate joudude korral.

3.14 ELASTSELE ALUSELE TOETUVA TALA STABIILSUS

Vaatleme ofstes liigendtugedele ning sildes elastsele
alusele toetuvat tala, mis on otstes surutud jBuga T
(joon. 3.26).

Sellise tala tasakaaluolukorra diferentsiaalvérrand on

esitatav kujul
EIvIV - To” 4 kv =0 (3. 39)

Vorreldes vabalt sildes asetseva ning otstes surutud
talaga on kéesolevas tasakaaluvdrrandis kolmas liige
kv, milles k tdhistab elasise aluse turbetegurit.

Otsime vorrandi (3.39) lahendit 16pmatu rea kujul

U == ﬁAn sin mlzx (3. 40}

st
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Kuna tala &dretingimused

7 r
on: -
kui x==0 ja x==/ ﬁf )
siis v=0" =0 (3.41) [ad ! - e
siis rahuldab otsitava lahen- JOON.3.%

di iga liige ddretingimusi.
Asetame otsitava lahendi  diferenisiaalvbrrandisse
(3. 39), misjdrel saame:

i[ El (%’L)‘ _ T( ”,IZ) +k] Apsin =0 (@)

ree=g

Vorrand (a) on rahuldatud tingimusel, et A, 5= 0 siis,
kui avaldis kandilistes sulgudes n mistahes viirtuse
puhul vordub nulliga. Viikseimal T vddrtusl, mispuhul
sulgavaldis muutub nulliks, nimetame Euleri kriitiliseks
jouks Ty, mille védrtus on

Ty = min [51( f”f')2+ (knl;)?] (®)

Avaldame Ty veidi teistsugusel kujul:
= Bl il __kliu>
T = i mm( n® -4 SEAET (3.42)

Avaldises (3.42) tdhendab n poollainete arvu nétkunud
talas ja ta peab olema selline, mis annab teatava & puhul
kriitilise jou minimaalse véidriuse. Seega ndtkunud tala
poollainete arv sdltub elastse aluse turbetegurist k.

Naiteks kui A0, saame Ty, minimaalse vdirtuse siis,
kut ne=1. Valemist (3.42) ndeme, et sel juhul saame
Tx+ jaoks meile varem tuntud vabalt sildes asetseva
varda arvutusvalemi. VGib delda, et ka vidikeste & viair-
tuste puhul ndtkub tala sihe poollainena. Suurendades &
vadrtust voib tekkida olukord, kus Txr minimaalsele vdar-
tusele vastav ndtkekuju on kaks poollainet. Elastse aluse
turbeteguri £ piirvddrtus, mispuhul ndtku-
mine -v6ib toimuda kas fhe v3i kahe
poollainena, maidratakse tingimusest, el kriitilised
joud mdlema tasakaaluolukorra puhul on vérdsed.

133



Kriitiliste joudude vérdsus, kui n==1 ja n==2, annab
valemi (3.42) alusel tingimuse

kI kIt

b BT = A e ©
millest saame
4*El
= e (3. 43)
Kui tala elastse aluse turbetegur
4El
b A (d)
kaotab tala piisivuse ithe siinuse-poollainena. Kui aga
4nEl
k= —E (e)
véib tala nbtkuda kas ithe v6i kahe poollainena. Kui aga
4El
h> )

siis on tala ndtkunud kujuks ildiselt dihest suurem arv
siinuse-poollaineid.

Tala nétkunud kuju poollainete arvu madramiseks ole-
nevalt elastse aluse turbetegurist % kasutame dldjuhul
tingimust. et tala nétkunud kuju poollainete arvu suu-
renemine {the vbrra toimub {ihe ja sama kriitilise jou
vidrtuse juures. Analoogiliselt vorrandiga (c) saame

seega: y
kI P
oty = 0 g @

millest
_la.(l:._ s nZ(n . 1)2 <3 44)
ET ! ’
Elastse aluse killalt suure turbeteguri & korral on
poollainete arv n suur, mistottu vbime seose (3.44)
sulgavaldises arvu iiks dra jdtta, millega saame n jaoks
ligikaudse valemi
L
i V k
ne=-=V & (3. 45)
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Kriitilise jou arvutamiseks tuleb & vadrtus, mis on lei-
tud seosega (3.44) v8i (3.45), asetada valemisse (3.42).

Elastse aluse suure turbeteguri korral, kasutades
valemit (3.45), saame kriitilise jou vadrtuseks

T = 2VEREI (3. 46)

Nagu saadud valemist ndhtub, ei sbltu suure & korral
kriitiline joud varda pikkusest. Notkudes jaguneb varras,
nagu ndeme seosest (3.45), konstantse pikkusega

Lo V”Z:Z
P k
poollaineteks.

Selleks, et hinnata varda pikkuse mdju konstantse turbe-
teguri £ ja paindejdikuse EJ korral, esitame valemi (3. 42)
alusel modtmeta kriitilise koormusparameetri:

nin? A2
o =" T (3-47)
milles

T
i e

T YEIR

ja pikkusega [ vdrdeline parameeter

VE
~ IV ET

Koostame fxr ja A olenevuse graafikud mitmesuguse
poollainete arvu n puhul (vi. joon. 3.27)

Joonisel 3.27 on tugeva pidevjoonega kujutatud
min f ja A graafik. Nagu graafikust nahtub, on min fir
vaikseim siis, kui A==m, 2m, 8m, 4m,...; arvuliselt
min fyr == 2. Suurema A korral erineb min £, vdartus vihe
arvust 2. Varras talub suuremaid kriitilisi joude alles
siis, kui A<m.

Graafik kinnitab vdidet, et kiillalt pikkade varraste kor-
ral ei soltu kriitilise jdu suurus varda pikkusest (fxr =~ 2).

Kriitilise jou valemi vdime esitada ka kujul

n2El

Te="% (3.48)
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2 > P
2n Jn 4n

g 2 n 4 ¢ [ [ 7 A

JOON 3 27

milles

P ﬂ:
Y Wi

3.15 TASAPINNALISTE RAAMIDE STABIILSUS JA
PIKIPOIKPAINE

Tasapinnaliste raamide esimest liiki stabiilsuse kaotus
ehk nétkumine toimub raami varrastes esinevate
survejudude toimel, kui viimased saavutavad kriitilise
suuruse. Seejuures eeldame, et raamile méjuv valiskoor-
mus on selline, mis ei pGhjusta eelkriitilises staadiumis
surutud varraste painet. Sellisteks koormusteks on niiteks
raami sblmedes mdjuvad varraste sihilised jdud (joon.
3.28.a) vbi siimmeetrilise raami riivile méjuv dhtlaselt
jaotatud koormus (joon. 3. 28, ).

Raami_ndtkumine, s. o. ileminek uude tasakaalukujju
toimub #kki. Kriitilise koormuse madramisel 13htume
raami uuest kbverdunud tasakaalukujust, mis on 15p-
mata lahedane deformeerumata tasakaalukujule. Seejuu-
res oletame, et stabiilsuse kaotuse hetkel on tekkiv
paindedeformatsioon viga viike. Oletame veel, et surutud
varraste pikideformatsioonid on hiiljatavalt viikesed.

Raami pikipSikpaine tekib siis, kui raami riivid ja
postid on koormatud pdikkoormusega selliselt, et var -
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rastes, kus esinevad o ‘P,
pikijdud, tekivad ka

veel pdikidud ja ?'/7%7/‘
paindemomendid Raa- ! !
mide tavalisel {ugevusarvu- L

tusel pikijdudude  mdju e

raami  paindedeformatsioo-
nile nende véiksuse tottu
ei arvesiata. ) al

Kui aga raami koormus-
olukord on selline, et monin-
gates varrastes tekivad viga

suured pikijdud, tuleb nende
mbju raami paindedeformat- 7L
sioonile arvesse votta ja

teha raami pikipbikpainde

arvutus. JOON. 3.28

Pikipbikpainde arvutami-
seks lahutame raami iiksikuteks elementideks — varras-
teks. Arvutus seisneb varda otstes esinevate &#drepara-
meetrite — paindemomentide, pdikjoudude, pd6rdenur-

kade ja paigutiste arvutamises. Need direparameetrid on
omavahel seotud lineaarselt. Pikijdudude mdju 3drepara-
meetreis vBetakse arvesse argumendist v =1 ‘/EL\; sGl-
tuvate parandusteguritega, millest osa tuletasime staati-
kalise ja energeetilise meetodiga [tegurid a(v), B(v),
B1(v), O:{v),... valemites {2.30}, {2.77)], kuna osa on
{uletatud allpool.

Nimetatud parandustegurid kujutavad endasl killait
keerukaid transtsendentseid funkisioone argumendist w.

Juhul kui raami vardais esinevad pikiidud on teada
v6i nad on lihtsall arvutatavad, saame pikijou parandus-
tegurid leida kergesti, kasutades selleks vastavaid tabe-
leid voi graafikuid (tabelid II. 1). Sel juhul kujuneb ka
pikipdikpainde arvutus sisuliselt lihtsaks'lineaarvorrandite
siisteerni lahendamiseks. Teada olevate pikijdudude kor-
ral osutub vdimalikuks summeerimise printsiibi raken-
damine pdikkoormuste kohta.

Jéttes aga pikijoud algusest peale tundmatuteks ning
soovides nad leida koos teiste suurustega, ei ole enam
vBimalik rakendada summeerimise printsiipi, kuna see
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ei kehti pikijoudude moju kohta. Ulesanne kujuneks siis
leeruka transisendentsete vorrandite siisteemi lahenda-
miseks, mis vdib saada arvutuskdigule tdsiseks takistu-
seks.

t seda valtida, leitakse varrastes esinevad pikijdu-
dude suurused ligikaudselt ning arvutatakse pikipdik-
paine nagu teada olevate pikijoududega. Saadud arvutus-
tulemuste najal tehakse korrektsioon pikijoudude suurus-
tes ning korratakse arvutust. Juhul kui korrigeeritud
pikijdudude suurused erinevad védhe viimati arvutuses
rakendatutest, voime tipsustuse lugeda I8ppenuks ja
arvutada pikipbikpainet tdpsustatud pikijdududega. Vas-
{asel korral tuleb aga tdpsustamist jitkata.

Pikijou moju parandustegurid on killlaltki aeglaselt
muutuvad funktsioonid argumendi v suhtes, mistditu vdib
eelkirjeldatud tapsustuse tisna pea katkestada.

Raamide pikipbikpainde arvutusi, mille puhul saab
médrala algusest peale tdpsed pikijdudude suurused,
nimetatakse monotsfiklilisteks. Arvutusi, milles
pikijdudude tdpne mdédramine algusest peale osutub vai-
matuks, nimetatakse poldtsidkiilisteks. Sisuliselt
on politsiikliline arvutus transtsendentsete vorrandite
siisteemi ligikaudne lahendamine,

Raami stabiilsuse arvutus kuulub politsikliliste liki,
kuna raami kriitilised pikijoud on otsitavad ning seega
arvutuse alguses tundmatud.

Mis puutub raamide liigitusse staatikaga mésratuleks
ja staatikaga mddramatuteks, siis stabiilsuse ja pikip&ik-
painde arvutuse seisukohalt ei esine siin sellist kvalita-
liivset erinevus! nagu raami staatikalise arvutuse korral.
Teatavasti piisab staatikaga méadratud raamide tavalisel
tugevusarvutusel toereaktsioonide ja sisejoudude miara-
miseks ainult tasakaaluvdrranditest, kuna staatikaga
médramatute raamide arvutamisel tuleb lisatundmatute
leidmisel arvestada raami varraste deformeeritavust.

Stabiilsuse ja pikipdikpainde arvutamisel tuleb koikide
raamide puhul, vaatamata sellele, kas on tfegemist
staatikaga médratud v6i masramata konstruktsioonidega,
ulgusest peale silmas pidada varraste deformatsiooni-
omadusi, peamiselt paindejaikust.

Analoogiliselt staatikalise arvutusega sbltub raami
arvutuse kdik sellest, millised varraste #dreparameetrid
valitakse tundmatuteks,
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Valides tundmatutcks dldistatud jdud, saame jdumee-
{odi. Tundmatute ildistatud paigutiste korral aga nime-
tatakse arvutusmeetodit deformatsioonimeetodiks. Kui
tundmatuteks valitakse nii iildistatud joud kui ka paigu-
tised, saame segameetodid.

Jargmistes alapunkiides on kisitletud esmalt raamide
stabiilsuse arvutust jou- ja deformatsioonimeetodiga ning
seejérel raami pikipdikpainde arvutust.

3.151  Joumeetod raami stabiilsuse arvutamisel

Raamide arvutamisel jdumeetodiga koostaiakse defor-
matsiooni pidevusvdrrandid 4drajédetud sidemete kohta,
s. t. arvutatakse paigutised staatikaliselt maératavas
pohiskeemis. Paigutiste arvutamisel tuleb arvesse vétta
nii poikkoormusi kui ka pikijoudude moju. Paigutised
{uleb arvutada raami pikipdikpaindel.

Nagu teada pikipdikpainde teooriast, sbltuvad paigu-
{ised lineaarselt pdikkoormusest ja mittelineaarselt piki-
joududest. Seetdttu on poikkoormuste kohta kehtiv sum-
meerimise printsiip.

Raamide stabiilsuse arvutamisel jbumeetodiga omab
olulist tahtsust poOhiskeemi otstarbekohane valik. Kuigi
teoreetiliselt viib raamide arvutamisel iga digesti konst-
rueeritud pohiskeem sihile, s6ltub arvutuskdigu hdlpsus
siiski suuresti pdhiskeemi ning lisatundmatute valikust,
seda eriti raamide stabiilsuse arvutamisel. Siin vdiks
pbhiskeeme isegi liigitada otstarbekohasteks ja ebaots-
tarbekohasteks.

Otstarbekohases pohiskeemis on lihine
arvutada deformatsiooni pidevusvdrranditesse minevaid
ihikpaigutisi. Uhikpaigutisi on lihtne arvutada siis, kui
surutud elemendid on kas otstest liigendifega kinnifatud
vardad vO0i ihest otsast jdigalt kinnitatud konsoolid.
Nendel juhtudel saab rakendada eespool tuletatud arvu-
tusvalemeid.

Kuna raam on koormaiud sGlmedes ning vardasihiliste
pikijdududega, siis eelkriitilises staadiumis raami painet
ei teki. Paine tekib raami piisivuse kaotuse hetkel, kus-
juures sidemetes tekivad esialgu 18pmata viikesed jdud,
millest osa loemegi lisatundmatuteks, vastavalt joumee-
todile. Lisatundmatud tuleb eraldada eelkriitilises staa-

139



diumis esinevatest pikijoududest, vastasel korral muutub
arvutus liiga keerukaks. i )

Nagu eespool mainitud, puuduvad raamil painet
pohjustavad koormused, mistdttu raami lahendamisel
joumeetodiga vdrduvad kanoonilistes vorrandites koor-
musliikmed nuiliga. Seega saame homogeensete vdrran-
dite siisteemi:

Xy + 60Xy 4 B Xn == 0
81Xy 4 bzeXe + .. 4 G2Xn =0 (3. 49)

S.MX'i + 6-1-1‘2).(2 + . + én n’Xn. == 0
Esitatud siisteem on rahuldatud esiteks triviaalse
lahendiga, mis vastab raami eelkriitilisele, s. o. notku-
mata olukorrale. Nullist erinevad lahendid tekivad raami

stabiilsuse kaotusel ja on siis vdimalikud, kui siisteemi
determinant

, .
[ TR VI NN YA

D102ty B o0 g (3.50)
,5711, 6::2, e én n,

Determinandis sisalduvad paigutised 6p on leitud,
arvesse voties varrastele mbjuvate pikijdudude toimet ja
on seega funktsioonid pikijdududest. Oletame, et pikijoud
muutuvad vordeliselt mingi koormusparameetriga. Raami
kriitilisele seisundile vastavat koormusparameetrit nime-
tatakse kriitiliseks.

Varrandit (3.50), s. o. siisteemi determinandi nuili-
lisuse tingimust, mis sisaldab tundratuna kriitilist koor-
musparameetrit, nimetatakse vaadeldava raami piisi-
vusvdérrandiks. Vo&rrandi lahendamise tulemusena
saame kriitilise koormuse vdi koormusparameetri.

Niide 3.12, Vaatleme nelinurkset raami, mis on koormalud sol-
mes A koondatud jbuga P (joon. 3.29). Ulesandeks on leida jou P
kriitiline suurus. Raami vardad on fihesuguse jiikusega.

Koigepealt tuleb valida péhiskeem. Joonisel 3.29,6 ou toodud
néide ebaotstarbekohasest pohiskeemist. Seliel skeemil ei ofe surutud
varras otstest kinnitatud liigenditega ega ka ihest otsast jdigalt.
mistBliu eespool pikipbikpainde puhul tuletatud arvutusvdtteid ei ole
vbimalik rakendada. Sobivaks osutub pBhiskeem ¢, kus lisatandmatu-
teks on momendid X; ja X,

_ Jargneb uhikpaigutiste 0;, arvutamine. Selleks Konsirueerime
Lhikjdudude epilirid. Ofeti tuleks fihe thikjdu (antud juhul Ghik-
momendi) kohta konstrueerida kaks epitiiri, nii nagu Mohri meeiod
seda Gidiselt nduab: iks eplir thikjdust ja survejdududest ning
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JOON. 3.29

teine epiliir ainuit ihikjdust. Kuna aga survejfu mbdju vdetakse
srvesse selleks ettendhtud parandusteguritega, siis ei tarvilse epiiiril
lema moju enam arvestada ja piisab @he epiifiri joonestamisest.
Epiifiri osad, kus vardad on surutud, piiratakse vaid kdveraga, et
naidata, milliste varraste osas tuleb rakendada parandustegureid
pikijou mdju arvestamiseks.

Uhikjéudude epfiirid on kujutatud joonistel 3. 29,d ja e. Arvutame
niilid paigutised whikjdust. Selleks rakendame lk. 68 esitatud arvu-
wsvalemit (2.76) ning parandustegurite tabelit 1I.1.

i 2 1 4
EIsy ==§a*(v) —I-—Sl; 51522=l+-—§=—§l

{ i 2
El81p == Elfp = = 4 === —
81z 82 g -+ 5 3 ! (a)
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Saame jérgmise kanoomliste vorrandite susteemi

1
S0 U+ a0

2 4
e (X e (X == 0 b
3 l+3 2 [

Viimasest saame parast {/3-ga taandamist pusiwusvdrrand:
o*{v} -+2 2 l

=0 (9

2 4 (e)

milline on avatuit
4a*(v) - 8—4==10
ja
a*(v) = —1
Tabelist I 1 leiame
vz 3,73

Niiiid leiame jou P kriitilise suuruse, teades, et
viET 373E[

? I

Raami posti AC ithendust raami tlejadnud varrastega voime vaa-

delda kui posti otsa A elastset kinmtust Surutud varda Ewnleri kni-

tiline joud on viijendatav, kasutades varda kinnitusteguri moistet,
jérgmiselt:

Pry =

{d}

_ n*El
kr == e (e}
kus p — varda ofsa kinnitustegur,
{ -~ varda pikkus,
Arvesse vottes kriitilise jou suurust (d), saame
v? i
ET W
miilest kinnitustegur
b
o= (3 51)
v
Antud raami puhul, kus v==3,73, on posti AC kinnitusteguriks
314 - 0,844
LTI

Juhul kui posti ots A oleks kinnitatud jdigalt, kuna ots C {oe-
tuks liigendile, oleks kinnitusteguriks p == 07. Mdlema otsa liigend-
kinnituse korral ssime aga = 1. Vaadeldava raami puhul tuleb
posti AC kinnitustegur == 0,844 taiesti Oigesti suuruste 0,7 ja !
vahele. kuna on tegemist iihes otsas elastse kinnitusega.

Ngide 3.13. Vaatleme niid raami. mis kuiult ja jou asendilt
sarnaneb eelmisega, kuid liigend asetseb jdu kohal punktis A. Raami

142



Pz
Tl
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skeem ja hikepiliirid on kujutatud joonisel 3.30. Valitud pohiskeemis
on surutud varras niilid konsool; vastavalt eespool lk. 70 tuletatud
arvutuseeskirjadele tuleb niiid kasutada teistsuguseid parandustegu-
reid, mis on antud tabelis II. 1.

Leiame k&igepealt Ghikpaigutised:

18 B B
El8;; 2?91(\7) +T=~é'[1 + 6:(v)]

£

El8, L B= 4 B EIS EI8. !
2 = T By 2 == ElOg = —

Analoogiliselt eelmise nditega saame piisivusvirrandi joumeetodi
kanooniliste vorrandite teguritest

| Lo+emn =
1 3 + 61 (v 3
D= B 4 =0
i — — lsi
! 2 3
Pirast koondamist [*f3 arvel ning determinandi avamist saame:
At 48, (v)]—225 =0 (h)

millest
B1{v) = —04375

Sellele ©;(v) véirtusele leiame tabelist
V=279
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vEl T8 E] .
T e {it

Py == 7 =

Surutud varda AC kinnitustegur on niilid vastavalt seoscle (3.51)
P s = |13 (k)

Keerukamate filesannete korral on raamide stabiilsuse
arvutamisel vdimalik rakendada ka selliseid lihtsustavaid
votleid, mida kasutati raamide staatikalisel arvutusel
tugevusele. Need lihisustatud vSited pdhinesid raamide
siimmeetria ja grupptundmatute kasuiamisel. Raamide
stabiilsuse arvulamisel on siimmeeiria kasutamine véi-
malik siis, kui lisaks raami siimmeetriale on siimmeetri-
line ka véliskoormus.

Kasutades grupptundmatuid, valime viimased nii, et
osa neist on siimmeetrilised ning teine osa antimeetri-
lised, PShiskeemi {ithikpaigutised stimmeetrilise tundmatu
sihis antimeetrilise tundmatu mdjul vérduvad nulliga,
samuti vastupidi. Kuna selliselt osa dhikpaigutistest
vordub nulliga, laguneb jéumeetodi vorrandisiisteemi
determinant kaheks determinandiks, milles kummaski on
likkmete arv vdiksem, vorreldes algdeterminandiga.
Seega saame fthe pilisivusvbrrandi asemel kaks lihtsamat
piisivusvdrrandit. Kumbki piisivusvSrrand kirjeldab eri-
nevat kriitilist, s. o. nStkunud olukorda. Uks ndtkunud
olukord on siimmeetriline, teine antimeetriline. Raami
tegelik notkunud olukord vastab loomulikult viikseimale
kriitilisele koormusele.

3.152  Deformatsioonimeetod

Raamide piisivusarvutuse kdik deformatsioonimeeto-
diga on analoogiline joumeetodiga. Kriitiliste koormuste
maaramiseks vajaliku pilisivusvbrrandi koostamisel 1ih-
tume  deformatsioonimeetodi  kanooniliste  vBrrandite
siisteemist, mis (vi. R. Rddmet, «Ehitusmehaanika I»)
kujutab endast geomeetriliselt md#ratud pdhiskeemi lisa-
sidemete kohta pistitatud tasakaaluvérrandite sfisteemi.

Geomeetriliselt misratud pdhiskeem konstrueeritakse
raami pilsivuse arvutamisel samuti nagu raami staatika-
lisel arvutamisel.
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Kuna raami véliskoormuseks on sdlmedes rakendatud
varrastesihilised (painet mittepOhjustavad) joud  —
uuritakse ju pilisivuse kaotust Euleri mdttes — siis vilis-
koormuse reakisioonid lisasidemetes vorduvad nulliga,
mistéttu saame alljirgneva homogeense vdrrandisiis-
teemi:

Taaka+rarket . brankyratpt-ragpet o Hranpe==0
reafa+resbet ... FrenEy-t rEpFTeapet o T aPo==0

f1A§A + f13§8+ e ‘.Ffu;'gx'.f‘ f;ﬂlu + fgz‘bz + +fiwli2w—-0

’wAE.A“*‘ruBSB‘}"-“ -l.-fwz;&\r'i- f;mlbi.-!—fu;ﬂbz;i' ~~..+fww\pw=0
(3. 52)

Vérrandisiisteemi liikmetes esinevad tundmatud kor-
dajad Ea, Es,..., Ev on teatavasti raami sBlmede p6orde-
nurgad ning kordajad 1, {2, ..., Y~ raami varraste s6i-
tumatud poédrdenurgad, kuna kordajad ras, ram. ...
Tat,-.., Now ON sOlmede ja varraste ihikpo6rdenurkadest
pohjustatud reaktsioonmomendid sdlmede pdordumist
takistavates lisasidemetes.

Saadud vorrandisiisteemn (3. 52) on rahuldatud kahel
juhul. Esiteks, kui kb8ik reakisioonid lisasidemetes
vorduvad nulliga. See on vbimalik siis, kui raam ei ole
veel ndtkunud ning tegemist on eelkriitilise staadiumiga.

Teiseks on virrandisiisteem rahuldatud ka siis, kui
tundmatud  a,...,Ev, P1,...00» ei vOrdu koik
nulliga, seetdhendab aga seda,et raam on ndt-
kunud

Tingimus (3.53) kujutabki endast piisivusvBrrandit,
mille lahendamine annab raamile mGjuva kriitilise koor-
muse:

Taa, Tas, -, Tan, Ta, .- "Au]
r'Ba, I'BBy ---, BN, TBY, ... rawv
D= oo T ) ;u=0
fiA, fw» cees Tany Tty -y Tip
1fwAy fwBa sy TuN, Tuwty v e hpw (3.53)

Raami piisivusvbrrandis esinevad {ihikpd6rdenurkade
reaktsioonid lisasidemetes arvutame jdumeetodiga, kus-
juures votame arvesse varrastele mdjuvate pikijdudude
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toimet varraste deformatsioonile, kasutades selleks vas-

tavaid parandustegureid argumendist v==1 }/E’;.

Uhest otsast jiigalt ning teisest otsast ligendiga kin-
nitatud varras, mis on surutud otsast jouga P, on kuju-
tatud joonistel 3.31,a ja b.

Soime J pdbramnisel nurga &y vorra tekib toesidemes J
reakisioonmoment M;;, mille arvutame, nagu ilal maini-
sime, joumeetodiga.

Varda /L staatikaga mia-
ratud pohiskeemiks on liht-
tala. Reaktsioonmomendi
leidmiseks kasutame jérg-
mist geomeetrilist vérrandit:

S8saMisy = &y (a)

Vorrandis (a) esinev kor-
daja 8y on staatikaga mii-
ratud pOhiskeemi sOlme J
tilukmomendi My==1 ja piki-
joudude P mdjul tekkiv poor-
denurk, mille arvutame ener-
geetilise meetodiga. Siin-
juures vdime kasttada ihik-

momendi epiiiri kasutamisel
JOON 3.31 pohinevat  grafoanaliiiitilist
votet, mida on kirjeldatud eespool (vi lk. 68). Pérast
arvutamist saame:

= 1 *
b1y = g 4™ () (b)
milles EJ — varda paindejdikus,
a*{v) — parandustegur, mis vbtab arvesse piki-

jou mdju varda paindel,

v = IV—E— —- abifunktsiooni argument.
El
Avaldame niiid v8rrandist (a) reakisioonmomendi M,;,
iihtlasi asendades §y; vddrtuse seosest (b):
& 3Bl 1
May =57 =7 O R
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Kasutzme edasi tdhistusi

El R
= (¢}
ja
1 V2
. . — = d
a*(v) 3( 1”‘*\7_“) (Pi(v) ( )
tanwv
misjdrel saame:
My = 3igi{v)Es (3. 54)

@1(v) on parandustepur, mis vbtab arvesse pikijou
moju reaktsioonmomendile varda paindel. Juhul kui
P=0, on gi{v)=1 ning varda reakisioonmoment

Mgy = 3!§] (e)

Kui P> 0, siis qi(v)<!, mistottu pikijou modjumisel
on tekkiv reaktsioonmoment vidiksem kui selle puudu-
misel.

Kuna varras on sildel koormamata, siis p6ikjdud on
varda algtelje suhtes konstantne ning vdrdub

M 3i
U=—"F=—Tamy (3.5

Varda ofstes mdjuvad reaktsioonid aga vdrduvad
3
Ry =Ruy=—SFq()tr (3. 56)

Vaatleme niiiid varda pddrdenurga 4 ja pikijdu mdju
varda toesidemete reaktsioonidele.
Reaktsioonmomendi My arvutame deformatsiooni pide-
vuse tingimusest
SaMyy -0 =0 H
kusjunures kasutame sedasama pdhiskeemi, nagu eelmi-
cegi ndite puhul (vt. joon. 3.31, ¢).
Leiame niifid tingimusest (i), kasutades {thikp&drde-
nurga 8y avaldist (b),
My == D = _Bigu(w)® (3.57)
Srr
Toereaktsioonid tala algasendi suhtes leiame tasa-
kaaluvdrrandist
Mpy—Rpg l—Pol=0 (g}
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miliest saame:

Ryy= RJ{‘}:M (h)
Asetame avaldisse (h)Myy vdidriuse ning samuti P=
= Y}-—, misjérel saame:
Bigpy (v) 0— 32—15 Ly 5 2
Rpy = — ey = —l—-[ qu(v)~—3-—~] 4 (D)
Téhistame
)=o) — 5 (3.58)

Rakendades tdhistust (3.58), saame toereaktsioonide
valemi

Rip = Ryp = %—’ ne(v)® (3.59)

Avaldame veel My, ja Ryg= Ryy siirde A kaudu:
My =— g (3.60)
Rmsz=%€m(v)A (3.61)

Sélme pbordenurga mdju kahest oisast jiaigalt kinni-
tatud ja jouga P surutud vardale.

Varras koos pohiskeemi ja iihikmomentide epiiiiridega
on kujutatud joonisel 3.32.

Rakendades jOumeetodit, saame varda jaoks jirgmised
deformatsioonivdrrandid:

SusMar 4+ 0yxMyy == &5
SxsMys + bxkeMgs =0 (k)

Leiame niiiid {ihikmomentide poolt pdhjustatud pédrde-
nurgad

I
Bor = bxx = 5L @ (v); Sy = Br = b ()

3E] 6ET
(m})

Asetame leitud tGhikpéérdenurgad deformatsiooni pide-
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5
40%7"5
My ‘n” S

A l4
e
e
ry \,”
Moo 7 M
<) f_‘”’n" WL
o LMWJ
JOON. 3.32 4 T

vuse vorranditesse (k) ja lahendame viimased My, ja
Mgy suhtes. Saame:

<)
b)

My == 4iga{v)E&s (3.62)
Mgy == 2ips(v)E&s (3. 63)
milles
—
t
@) = PR (3.64)
tan-2 :
VA
2
N v
ga{v) = S - (3. 65)
tan o
2] - ]
,v
2

on argumendist v == [ V—E‘; s0ltuvad funktsioonid.
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Toereaktsioonid tala algasendi suhtes saame tasakaalu-
tingimusest
Myr+ Mgr— Resl =0

[ 1
Rygy= ....M” '&l' MKJ_ = —6{“ §.1[ —3“’ @2(v) + T¢3(v) ]

Tahistame seoses (m) esineva sulgavaldise 9s(v), mis
pérast g2(v) ja @s(v) avaldistega asendamist saab kuju

G

2

1
I — S
tani‘z—

Arvesse vottes deformatsioonimeetodi mirgirecgleid,
saame toereakisioonide valemi

Ry == Rgy = —-Glina(v)gj (3. 67)

Varda JK Ioplik paindemomentide epiilir on kujutatud
joonisel 3.32,4d.

Varda podrdenurga © mdju kahest otsast jdigalt kin-
nitatud ja jéuga P surutud vardale.

Varras koos pohiskeemiga on kujutatud joonisel 3.33,
ajab

Varda JK deformatsioon on antimeelriline, mistéiiu
reaktsioonmomendid on vordsed:

My = My (n)

Reaktsiconmomentide suuruse leidmiseks piisab iihe
deformatsioonivdrrandi koostamisest, nimelt

870Mss + 8rxMys + 6 =0 (o)

Asetqme v(')rl.‘andisse (o) thikpddrdenurkade avaldised
(m), silmas pidades epiiiire. Joonisel 3.33, ¢ tuleb Sk
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JOON. 3.33

mérgiks votta miinus. Uhilasi teeme asendused vastavalt
avaldisele (n).

1 I
Mm( “§E] @ (v) — “BET B v) ) +0=0 (p}

millest
Myy== __bElv‘() 1

07 G ) ©

Téhistame
1

Tt () )

Pérast a*(v) ja B*(v) avaldistega asendamist saame

1 (; )z v
wm=3- 20 =au(y) @6
[ 2
tan ©

Kasutades ka ihikjdikuse idhistust, saame:
My = —6iqu(v) & (3.69)
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Toereakisioonid saame alljargnevast tasakaalutingi-
musest:

Myy - POL
Rxgy = ?.Jiz - Pol
Arvesse vittes, et
o VEL | v
e T
ning seost (3.69), saame:
120
Rry==Rgy== "‘l"l‘ n2{v) o (3.70)
milles .
v v
?12(\’)==m<-2~) = @) — 5 (3.71)

Varda podrdenurga ¢ mdju kahest otsast liigendiga
kinnitatud ja jouga P surutud vardale (joon. 3.34).

Varda pobrde t6ttu tekivad tugedes reaktsioonid, mille
suuruseks saame

i

Ly (3.72)

JOON. 3.34

Eespool saadud valemid toemomentide ja toercakisioo-
nide arvutamiseks sobivad piisavait raamide piisivuse
arvutamiseks solmkoormuste ja vardasihiliste joudude
korral, mis ei pohjusta eelkriitilises staadiumis raami
painet. Esitame leitud suurused koondatult tabelisse 3. 1.

3.153  Niiteid raamide piisivuse arvutuse kohta defor-
matsioonimeetodiga

Niide 3.14. Leida joonisel 3.35,a kujuwlatud ihtlase paindejiika
sega jatkuva posti kriitiline koormusparameeler P. Pisivusvorrandi
lzhendamisel rakendada lineaarse interpolatsiooni meetodit {Regula
Jaulsi meetod).

Posti  deformatsioonimeetodi pAhiskeemi saame, aselades jaika
152



Paigutistest ja pikijoust péhjustatud toereaktsioonid

Tabel 3.1

Deformeerunud
kuju ja momendi ' Toereaktsioonid i
epiifir

Parandus-
funktsiconid

Mys = Bigy(v)Es
Ris=Ryy= “-Tl((l(\')é.r

N N 3
Mja‘z —3lfp|(v}ﬁ==--l—-qa,(v)A i

3i 3
Ryq = RL9=-I"‘]1(V)0="I;‘Y)I(V)A

W
(v} = qi(v} =

£61

V3

S({tan v —v)



e

Tabel 3.1 {(jdrg)
1
Deformeerunud !
p N Parandus-
kuju jeap&?menm Toereaktsioonid funktsioonid
v
tanv @
g () == mmeem
P2 (‘) "
tan 1
4 e |
\
K]
v
et
Mys = 4iga(v) s Polv) = smy o
My g = g (v)Es tan —
ot 20 —1
Rss=Rxs ~=v~—[-']3(v)§1 x
2
Y 2
1 ( E) v
s =5
2
[
N fan-—
t 2 -




w8l

MJ» == MK& = Bl (V) =

6
- _'T‘PA('\’)A

_ 12i
Rig = Ryg =~ me(v) 8 =

19¢
A

Palv) =@ (%) =m()

na() =m0 (‘;) ) =~-—1”;_




solme A lisasideme. Seega on post geomeetriliselt ithekoidseit maa-
ramatu. Posti ndtkumisel deformeerub ta sblme A pddrdudes
Deformatsioonimeetodi kanooniline virrand on jdrgmine

raafa=0 (2)
millest saame pisivusvdrrandi
raa=10 (b)

raa on reakisioonmoment lisasidemes A4 <elle pbdrdudes uhik-
nurga vdrra. Reaktsioonmomendi arvutamise! tuleb ariesse votta ka
varrastes esinevate pikijoudude moju:

Noa==25P
ia (e}
Nap==15P
Leiame pikijou mdju argumendid
Vo “Nais
=1 P vap =l e d
Vo g V El Vag V E (d)
s _1/Fae_ 1/ 05
RELENS FLET I [ NL oY
Voa Noa 25
vas=0,775vou (¢)

Geomeetriliselt madratud pdhiskeemi vardad OA ja 4R on kin-
nitatud @hest otsast jdigalt ning teisest olsast ligendiga, mistditu
reakisioonmoment (vi. tabel 3.1) on

raa=3ipi(voa) + 3@ (vas) iy
Arvesse voites seost (e), saame plisnvusvirrandi
3igi{voa) + 3ig; (0.775v0 1) =0

@1(voa) + ¢ (0778vo4) =0 (0

JOON. 8.35 JOON. 3.36
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Saadud vorrand: voime lahendada, kasutades sellehs vy, tabelh,
Ishtsalt katsetamuse teel Voume aga kasutada ka hneaarse mterpolat
siooni meetodit, nagu seda haesolevas ulesandes noéutakse

Oletame, ef pusivusvorrand: vasak pool on mungs funkisioon y
argumendist x==vga Seda funktsioom: kujutah mingt kBver (joon
3 36) Vorrand:i (g) lahendiks on ¢, mil y==0 Ligihaudselt saame
lahend:, kui vGtame labi kdvera kahe antud punkit (xy,y1) (s, y2)
sirge, mille vérrand on

Y2 Y Y1Xp — YaXy
= x ARG A

Xg - Ay

Letame nuud x, kw y=0
YoXy — Y1Xs
X e

(3 73}
Y2 Y

Rakendame nuud valemit (3 73} aniud ulesande lahendamiseks
Valime kdigepealt x; ja x», s o pusivusvirrand: lahend: hLaks lale
dast vaartust Seda vbime teha naiteks jargmistel kaalutluslel Var
1as OA on kimmtatud uhest otsast lugendiga, kuna otsa 4 kinmitust
viiks nimetada elastseks Sellise varda hrutihise j0u suurus on suu
rem kut kahest ofsast lugendiga kinmtatud vardal, aga vatksem
kur vardal, miile uks ots on kinmitatud lugendiga, temne aga jaigalt

Jarelikult
w2E] N < m2E]
TR Shoak <

< x =104 < L4ln

Kitsendame veirdi x vaartuste vahemikku, oletades, et
Xy = 3,60 Ja X3 = 4,00

Kasutame esitatud x vaartust ja letame valemi (3 73) alusel
pustvusvirrandi esumese higikaudse lahend:

g = @{3,60) - (0,775 3,60) = —0,6862 -+ 0,3015 == —0,3847
Y2 = @; {4,00) =+ ¢1 {0,775 - 4,00) = —~2,1725 - 0,0424 =~ —2,1301
Yo — g1 == 2,130 -+ 0,3847 = —1,7454
o —2,1301 - 3,60 + 0,3847- 400 ~ —~7.66-+1540 6,12 350
' 17454 T Tomse 14
Arvutame nuud teise lahend:, vbites seejuures x==350

41 = §1(3,50) -+ ;{0,775 . 3,50) == —0,4894 + 0,3556 == ~0,1338
y2= 01 (3,60) +- @ (0,775 - 3,60) = 0,3847
yg — 4 = —0,3847 + 0,1338 = —0,2509
_ —0,3847-3,50 +-0,1338- 3,60 344
= 02508 =3
Kuna teimne lahend muutus vorreldes esimesega vahe, lceme saa-
«dud tulemuse rahuldavaks
Seega

Xr1==voa = 344

157



2
Vi AEI El
Noag = ~°—l‘;—~= g —

ning kriitiline koormusparameeter

N El!
Py =t X g3
2,5 ®

dide 3.15. Leida joonmisel 3.37 a kujutatud raami koormuse P
kriitiline suurus deformatsxoommeetodxga

Joonisel 3.37,5 on esitatud raami geomeetriliselt médralud pohi-
skeem koos lisasidemetega, {ihtlasi on arvutatud ja iga varda juurde
margitud Ghikjdikus i

a) 6)

4 fe
b 6m et bm
JOON. 3.37
Nétkunud raami deformatsioonimeetodi kanooniliste v8rrandite

siisteem on jirgmine:
raafa +rath =0

(a}
riafa+ryt=0
Sellest sisteemist tulenevaks piisivusvarrandiks saame:
Taa Ta
=0 (b}
Tia m

Pikijou mdju funktsioonide argumendid on:
Voo == Vﬁ‘— == Oy

. V V 0,755, B v ©
Vag == = e 3555 e L.
- 3EI, 3en, 2 ¥ EL
. Arvutame niifid fthikreakisioonid sidemetes, kasutades selleks tabe~
it 3. 1.
raa=3iap +3iac+4iar  Pr(var) =3-1,043-1,25 +
+ 4075 qu(v) = 6,75 + 3% )
ra1 = —blax@u(var 0,75 - @y(v} = —45 ‘4’4(\’)
a4 =—biapns(vag) = ~6 075 “M(v) = ‘8
ry = 12%ag N2 (vVaz) + 8iapni(van) —-—9"12(‘7) -+ 0,75m1(2v)




Asetame leitud reaktsioonid pisivusvdrrandisse ja saanse’
8,75 -+ 3ga(v) —4.5(v)
—4,504(v) Ma{v) + 0,751 (2v)

60,752 (v) -} 5,0625M:(2v) + 27@2(v) na(v) + 2.25¢2(v) N (2v) —
— 20,2542 (V) == 0

Lahendame vorrandi (f) lineaarse interpolatsiooni meetodiga.
Oletame, et
v=1ux; =19
Lefame tabelist 1.5 x; viidrtusele vastavad
Pa(v) =0, 8735, @y(v) == 0,9383, ny(v) =0,6375, n(2v) == —6 0436
41 == 60,75 - 0,6375 - 5,0626 - (—86,0436) + 27 - 0,8735 - 0,6375
-L- 2,25 0,8735 (——6,0436) — 20,25 + 0,93832 = —6,557
va=xy=1,8
@2(v) == 0,8871;  @¢(v) = 09449; (V) = 0,6749; w1(2v) = —5,0062
ya == 60,75 - 0,6749 — 5,0625 - 5,0062 - 27 - 0,8871 - 0,6749 —
— 2,25 0,8871 - 5,0062 — 20,25 - 0,94492 = 3,749
_ b —pixe  3.748.19 - (—6,857) -1.8 18926 1836
Y2 — 4 3,749 + 6,557 10,306 !
Eelmisega analoogiline arvutuskaik on tehtud andmetega
x; = 1,83 ja X == 1,87

ja on saadud

y1 == 0,950, Yo == —4,186
—4,186 - 1,83 — 0,950 - 1,87 9,4369
X = = e 5 |, 837
4,186 — 0,950 5,136

Killaldase tapsusega voime vbiia

vesvag =184
vpp == 2Vag == 3,68

amillest saame kriitilised joud

P vap®El, 3,68%E1,
=T

3,682,
1

Niide 3. 18. Leida joonisel 3.38,a kujutatud siimmeetrilise raami
koormusparameetri P kriitiline suurus.

Joonisel 3,38, 5 on kujutatud raami geomeetriliselt madratud
pdhiskeem. Varraste juurde on mirgitud nende ihikjdikused. Raami
kunju ning viliskoorrmus on simmeetrilised, mida on voimalik &ra
kasutada lahenduskaigu lihisustamiseks. Nimelt raami plisivuse kao-
tusel v6ib raami ndtkunud kuju olla kas siimmeetriline vdi anti-
meetriline.

Poxe =075
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Summeetrihise nGtkunud huju horral on grupptundmaluteks sum-
meetrilised séimede poordenurgad %, ja &

Konstrueerime nuud deformeerunud pohiskeermid  koos  pamde-
momend: epuuridega ulmkpoordenurkade & ==1 ja & ==1 korral
{joon 3 39)

Arvutame uhikpoordenurkade ja pikiBudude mdjul lisasidemetes
tekkivad reakisioonmomendid Loeme momend: posituvseks, kwi ta
suund langeb uhte oletatud tundmatu poordenurga suunaga Pikidu
mdjuargument aarmises postis on

I3
NS V“ﬁ (2)
1a sisermnises postis
\z=8V z; SV ——E (b)
2ET Ef
Avaldistest (a) ja (b) ilmneb
vy Y RV {c)
Lerame nuiid
m=2(3-025+4 025)+2 4 0,125 @(v)=35+ pz(v)
{4:0254+4 050—2 050)L2 4-025¢s(v)= {d)

=4 -+ 20,(v)
rp=ruy=2 05=1

Pusivusvérrands saame

35
5+ @2 (v) oo ©
1 4~ 2o (v)
ALt
@ (V) 5,502 (v)+ 65 =0 [43]
Saadud ruuhorrandy (f) vaikseim juur on
Go(V)= —2,75 - V 756 — 65 = —172
Tabelist lerame
v = 5,59
k]
viE] 5,59%E/
Py == = 0,487E1 g
JOON 3 40
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Raami siimmeetriliselt nbtkunud kuju on esitatud joonisel 3.40.

Madrame nilitd kriitilise koormusparameetri suuruse raami anti-
meetrilise nbtkekuju korral. Sel juhul on grupptundmatuteks solmede
podrdenurgad & ja &, millele vastavad deformeerunud pdhiskeemid
ja momendi epiiirid on esitatud joonisel 3.41.

Arvutame reakisioonid lisasidemetes:

ras = 2{(3-0,25 4- 4+ 0,25) + 4 - 0,125¢2(v)] = 3,5 + @a(v)
ru=2{4-025+44-05-+2-05 - 4-025¢z(v}] = 8+ 2¢(v)

rae==rg =1 )
Pusivusvorrand on
35 3 1
-+ 2{¥) =0 o
i 8+ 2q2(v)
v
(V)= 7,52 (v) -+ 135 =0 ()

Saadud vorrandi minimaalne juur on
@a(v)=-—3,75 + V 3,75 — 13,5 = —3,00
Tabeli jargi vastab leitud @a(v) vidrtusele

v =583
wmiliest . S 83E
v L, 832ES =
Pu=~—lr—=———8;—~=0,o31£1 (m)

Vorreldes kriitilisi koormusparameetreid (g) ja (m) ndeme, et
siimmeetrilisele ndtkekujule (joon. 3.40) vastav kriitiline koormus-
parameeter on viiksem kui antimeetrilisele kujule vastav.

a) Pro 2 »

JOON. 3.41
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3.16 RAAMIDE PIKIPOIKPAINDE ARVUTUS

Eelmistes alapunktides vaatlesime raamide stabiilsuse
arvutust nii jou- kui ka deformatsioonimeetodiga. Raa-
mide staatikalisel arvutusel olid mélemad meetodid enam-
vihem vordvGimelised. Uhe vdi teise meetodi eelis sbltus
konkreetsest iilesandest.

Raamide stabiilsuse ja pikipSikpainde arvutusel tuleb
meetodite eeliste kohta anda uus hinnang. Kdigepealt
peab silmas pidama seda, et siin isegi staatikaga masra-
tud konstrukisioonide korral ei piisa reaktsioonide ja sise-
joudude mdadramiseks ainuiiksi tasakaaluvérranditest,
vaid peab arvesse vBtma raami varraste deformeerita-
vust, mistdttu {ilesande lahenduskdik muutub keeruka-
maks. Staatikaga médramatute iilesannete lahendamisel
joumeetodiga kasvavad raskused veelgi (nditeks kas voi
otstz;rbekohaste ja ebaotstarbekohaste pohiskeemide kiisi-
mus).

Seevastu pikipGikpainde ja stabiilsuse arvutus defor-
matsioonimeetodiga on vdhem keerukas, vrreldes tava-
lise staatikalise arvutusega. PbBhiskeemides el ole
mingisugust erinevust. Pikijdudude mdju arvestavad
transtsendentsed funkisioonid muutuvad pikijon muutudes
aeglasemalt kul jOumeetodi parandustegurid. Seetdttu
mbjutab pikijdudude miadramise ebatdpsus arvulustule-
muste tipsust vdhem. Enamikul juhtudel tuleb arvutuses
deformatsioonimeetodiga koostada vdhem vdrrandeid kui
teiste meetodite puhul.

Koike eeltoodut arvesse vidites raamide stabiilsuse ja
pikipdikpainde arvutusel tuleb lugeda pohiliseks meeto-
diks deformatsioonimeetodit. See ei tdhenda muidugi
seda, et mdningatel erijuhtudel ei vdiks sobivaks osu-
tuda mdni teine meetod.

Kuna raamides, nil nagu varrasteski, paine kasvab
surve-pikijoudude kasvu korral, tombejoudude kasvu
puhul aga kahaneb, huvitavad meid peamiselt sellised
raamide koormusolukorrad, kus varrastes tekivad suured
survejoud.

Teatavasti on aga survejoudude esinemisel aktuaalsed
raami stabiilsuse kiisimused, mistéttu pikipikpainde
arvutust sel juhul vGime nimetada ka stabiilse
tugevuse arvutuseks.

Raamide pikipoikpainde arvutamisel kasutame, nii nagu
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JOON. 3.42
JOON. 3.43

piisivusarvutustelgi, tabelis 3.1 toodud reakisioone paigu-
tistest. Lisaks nimetatud reaktsioonidele vajame ka
reaktsioone viliskoormusest. Esitame reaktsioonide vale-
mid iildkujul vastavalt kahele koormusolukorrale: esiteks,
kui varras on koormatud {ileni iihilaselt jaotatud koor-
musega, ning teiseks, kui varras on koormatud koondatud
joududega.*

Esitame koigepealt reaktsioonide valemid kahest otsast
jdigalt kinnitatud varda kohta (joon. 3.42)

o ba _ bnv)
Mo = vEsiny ,,52})"[ 2‘92(V)( sinv—sin ™)
— _Gn_ an @\l g2 1
(Pa(v)( sin v — sin = )] Twm (3.74)
21
Mgp = — @ ny n_zizwfn[Q(pz(w)
an . . Qpy
'(—l-smw—sm 7 )._..
N b by ] g 1
rpx(V)(-—f—sm\——sm ) WU L s m(” (3.75)
Ryp = —ﬂf.ﬂﬂ[—_@l‘i_i_ Ro (a)
milles
!
Ry = pn__+ l] (b)
n=sd, 2, .

* Valemid on tuletatud monograafias [71.
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Valemi (a) voib esitada jargmiselt:

—[—]1‘-:11% 'sin%“—— sin 2{6n—2n)
Rpp== Ry~ 3 Pp-mn — T

=1,2,... in-' — sV
n 2 sin 9 cos 9
(3.76)

Tala {ihest otsast jdiga ning teisest otsast liigendiga
Linnituse korral (joon. 3.43) saame alljirgnevad reakt-
sioonide valemid:

sinz'11
_ Blgi(v) ( n {
Mrp= =5 & P\~ -

gl* 1

— e 3.77

8 4 (v) @77

M
Rip=—"—"+ Ry (3.78)

Ro on antud viliskoormusest lihttala vasakul toel tek-
kiv reaktsioon.

Valemites (3.74), (3.75) ja (3.77) esinevad parandus-
tegurid argumendist v leiame tabelist II. 3.

Juhul kui varras on teistsuguse vdliskoormuse mdju all
hui eeltoodud ({osaline jaotatud koormus, koondatud
moment jne.), voime reaktsioonid arvutada, kasutades
pikipdikpainde universaalseid valemeid v&i siis rakenda-
des deformatsiooni- vGi jGumeetodit.

Niide 3.17. Teha joonisel 3.44,4 kujutatud raami tdpsustatud
plsivus-tugevusarvutus deformatsioonimeetodiga. Lisaks p@ikkoorm:t-
sele on raam koormatud sdlmes A juga P, miile suurus olgu jérjekor-
ras 51 10t 15 ¢,...

Konstrueerida nimetatud koormusolukordadele vastavad mowmen-
tide epiifirid.

Raami post on valmistatud kahesl profiillerasest I 14, mille
2.632 = 1264 cm*. Raami riiviks on 2 0
== 2660 cm¢.

Raam on geomeetriliselt ihekordselt midramatu. Geomeelriliselt
médralud pohiskeemi saame siis, kui asetame solme A lisasideme.
{undmatuks on sGlme A4 péddrdenurk ..

Selleks et leida raami postis mdjuva pikijdu suurust, arvuiame
digepealt raami sisejoud ainult pdikkoormusest pq.

, [r=2-1330 =
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Fast 2114
» Rivv 2118

JOON. 3.44

Deformatsiconimeetodi kanooniline vorrand om jérgmine:

raska-+Rap=0 (a)
Reaktsioonid lisasidemes: .
raa =230+ 4ip (b}
niflles i, == [ olgu riivi dhikjdikus, kuna posti iihikjdikus sel juhul
on
I 1264
fp == o e == 0,476
T S0 ©

Arvesse vélies toodud ihikjdikusi, saame:
raa=2:3-1-+4-0476=6- 1,904 = 7904 tm
Reakisivon viliskoormusest:

1 i
= e pl e — 12 36 = —45 d
Rar e P 5 tm (di
Asetame leitud suurused virrandisse (a):
790454 —45=0

5
=P 0568
Ba =gy =05

Paindemomendid varraste otstes:
MY =354 == 310568 = 1,705 tm
MY =3ifs=— PP 11705 — 45 = —2,795 tm

M = 4,k 40476 0,568 = 1,085 tm

Konstrueerime raami paindemomentide epiiiri (joonis 3.44,5).
Selleks, et leida vardas 3 esinevat pikijéudu, leiame sdlmes A
varraste 1 ja 2 otstes esinevad pBikjoud

3 3.1
Q= B = 0568 = 0284 £

3 5
Q¥ = =t Q% = —028¢ -;--8‘1 1-6=—3466



Solme A tasahaalu tingimusest X ¥ =0 szamc {joon 3 45)

V- —e¥ =0
N == 0284 < 3,466 = 3,750 ¢
Solmele A varrastest / ja 2 mdjuvad poihydud mus on pdhjusta-
iud sdlme poordumisest, on vdrdsed ja vastassuunalised, mustbttu
tasahaalustuvad Seeparast laheb vardasee 3 pikyduks koormusest p
pohjustatud pdikjdud Qi ,(2) varda 2 olsas Vnmane jaab oga muut

OA’”‘T‘QLH
JOON 3 45 10"

matuhs ka sel juhul, kur 16tame arvesse jdu P mdju raammle Piki-
joud raarmm postis 3 on
2
N Qb+ P )

See pihijdud on ulalesitatud vusil 16plikull maaratav  mustdtiu
raamu tapsusiatud arvutuskath hujune monotsuhhliseks protsessiks

Nuud ieeme raami tapsustatud arvutuse Koostame kéigepealt
vajalike arvutusvalemmute hogu, kma arvutuse {ulemuse? esitame
tabell kujul

Pihjbud vardas

M= Q% h P =375+ P ¢t

Pikyyou mbju argument

zv_m) 600} — 65 10-2 V V&
= - A 10— @
M Elop V 51 orieer 18 107V

Reaktsioomd lisasidemetes

raa==2-30n + 4@ (V) == 6 - 1,90442(v) (g)
12
R4p=--—£—==——~451m
8
R
Bam— 20 O]
Taa
Pamndemomendid varraste oistes
® @ pl
M, =3i:84, MY =3¢ —
]

MO g aga(v), MY = 2Eau(s)

Raamu sbime A tegehh prordenurk
MY
Ear==—— (k)

3¢
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Raami tdpsustatud arvutuse tulcmused

olenevalt pikijde N .® suurusesl

Tabel 32

Pt

N4
Np
Ga2(v)
qs{v}
taa
Ea
Ma)
Ma2
M43
M@
Ea

10 15 } 30 60 120 240
13,75 18,75 33,75 63.75 123,75 243,75
37 1,60 214 294 409 576
0.9358 09116 0.8372 06717 02434 | —25130
1,0332 1,0463 1,0887 1.1948 1,5490 57314
7.7 7.74 7.6 7.98 646 192
0,578 0,581 0,592 0618 0,696 369
1,734 1,743 1,776 1,854 2,088 11,07
9,766 —-2757 9724 9646 —2412 657
1,031 1,010 0,943 0.792 0,322 17,64
0,566 0,574 05615 0.700 1,027 20,1
0,355° 0,357° 0,364° 0,380° 0,428° 9,270




milles

Ely 21 10 20L0
vy 0931 10 hGem=931tim (my
Raamy hintilise 3ou Py, anvutame vorrandist
rye=0

181 vastavall seosele (g) vdume hirjutada
6~ 1904q,(v1 =0

nullest
{v) = o 316
Qe =gy, m 30
ning
A =583
Seega
,85°E] 3852 2,1 5 1264
Py OEVELy | 585 10 ot
i 3,6-10%

Nagu iabehs 3 2 esiatud arvutustulumusiest nahtub on pikydu
moju suhteliselt vatheste pikijo wdude  puhul  (vorreldes hruttline
wuga) vaike Suuremaa ermevuscd imnevad sus huw pihyiud lahe
neb hritilisele

Natrde 3 18 Teha joomsel 3 46 esiatud raamn lapsustatud
1 usiyus tugevusarvutus  deformatsicommeetodiga Raanni» mojuvad
| cormused on naidatud jounisel Raamt vy ja post on aoisirueert
tud lutprofuhna 2 I 14

P st
104
2 8 7 *""'r%r*’vﬁvﬂ
i INA
7 | E

= [T R —. 2

051, Post ya ruv
05l ({0 20m

JOON 3 46

I:==2 1330 = 2600 cm*
W_o==2 146 == 200 am®

kaesolevas naites on raamul seetdttu et ruvi otsad on iinmtatud
hikuvale Ingendtugedega, geomeetinise macramatuse aste uhe vBrra
wurem vorreldes eelmse natlega  fundmatutehs geomectrilistehs
paramestriteks on sBime A poordenurh £ ja post AD 3 poorde
nurk @ Lisahs surve pikydule on post koormatad pdihi mdjuva uht
jaselt jaotatud koormusega ps

Geomeetrihiselt maaratud pdlusheem: saamuseks tuleb aselada raa-
nile hsastdemed sdlme 4 )4 rarda o poordunuse vastu  Need
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fisasidemed on joonisel esifaiud hathendjoontega. Kuna raamni var-
raste pikkused on vdrdsed, siis on ha nende ihikjaikused vérdsed:

iy dy ey == (8)
Koostame kéigepealt sdlme A ja varda AD ihikpdérdenurkadest
pohjustatud reaktsioonide avaldised.

raa =30 -+ 3z - 4aa{vs) = 6 -+ 42 (vs)

rar = ria = —Bisqs(vs) = —~6@q(v3) (b)
i = 120ma(vs) = 1202(vs)
Reaktsioonid lisasidemetes ?;éliskgogmcyuzsest o
_17312, [ ‘._;*» I .
Rap=r--y o == T (vs) PR
= 1.5x%(va) — 4,5
. pol? 0,567
R1P=—513”*T=~—9—=~9 {dy

Varda 8 pddrdumist iakistavas lisasidemes tekkiv reakisioon om
arvutatud voimaliku 186 kaudu varda p&drdumise hetkkeskme, s, o.
punkii D suhtes*

8;s on viliskoormuse siaatiline moment punkti D subtes. Kuna
varda otstes esinevad kinnilusmomendid on vérdsed, kuid vastassuu-
nalised, siis nende vdimalikud tood hdvivad vastastikku.

Arvutame algul raami, ilma et vOiaksime arvesse vardas AD esi~
neva pikijdu moju raami deformatsioonile, s. o. oletame, et

vy=0 (e)
Seilest tuleneh aga, et
@2(v) == ps(v) = @a(v} = Ma(v) = x*(v) =1 (4}
Niiid saame lisasidemete reakisioonide vadrtusteks
raa=10, ray=ry4=—0, ryp==12
12 2 0,5-6° (-6
Ray =—':%——ﬁ;—= 15— 4530 tm
N o2 05-62
Rip =—513=—£:>—=-~—~7)'-'—=——9 tm (g}

Koostame deformatsioonimeetodi hanooniliste vorrandite sfisteemiz
1084 — 6§ -—~30==0
—684 + 120 —~8,0=0
Siisteerni (h) lahendid on jargmised:

(h)

15
== 10714
Ea G

7,714

¢ = == 1,2857

* Meetodit on selgitatud @pikus [18}, lk. 688.
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Arvutame nuud momendid vatidste olses
MY =80k, = 31,0714 ==3214 tm

o 1o2
MG~ Bugta _;%i_ = 3,214 — 4,500 = —1,286 tm

1 05 6
MY =tk 4 — 61s8 +-3;‘-2« — 410714 =6 12657~ —
== 4,2856 — 7,7142 41,5000 = —1,928 tm
@] psl?
"y :’QlSEA"Gls—“—I—Q—= 21,0714 6 1 2857 —— 1,5000 =
== 92,1498 — 7,7142 — 1,500 == —7,071 tm
Momendi epuur on esitatud joonsel 3 47

A
0536t |y faziar
7671 fosr
JOON 3 47 JOON 3 48
Leiame nuud paikjbud varraste oistes sdlme 4 juvre,
1 3,214
Q§7:=-———b-=—0,536
1286 !
Qe 4 P 0214 3= 01

Sotme A tasakaalutingimusest vertihaalsimle lelame varcas AD
ecineva pikidu (joon 3 48), mus tekib p@ihhoormuste py 3 13 mbjul
NS =3214+ 0536 =375t

Nuud arvutame raamn, arvesse vitles raam: postis esineva piki-
16u mdju raam: deformatsioonile
Lisaks pikndule pdikkoormusest hsandub  veel sdlmkoormus
P =150t Kogu pikijoud on seega
@ ®

Ny e=Ngp-+ P=375-+150==1875{
§38)
Leiame pikydu moju  argumends wv={ —ET  mag seejarel

tabehitest 11 3 ja 11 5 secllele mdjuargumendile vastavad parandus-
tegund
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o=t Y2 600 Vwmlgfsov_—ogss
eV ET 31 10°-3460

Po(v)==0,9687; q3(v)== 10160 (pagv) 0,9845;  na(v)==0,9071;
vi=1

Kasutades seoseid (b), (¢} ja (d), leiame lisasidemete reakisioo-
nid:

10 88.)

Pl .
¥ = 15 10164 — 45 = —2,9754

Rip=—9

Kanooniliste virrandite siisteemi saame niiiid:
9,875 4 — B.9070 29754 == 0

5,907E o - 10,8858 — 9 =0
Selle vorrandi juured on:
Ea=1,1784
ja
& = 1,4663
3535tm
0,965im 2570 tm
53

M epiir

JOON, 3.49
Arvutame ndiid paindemomendid varraste otstes:
M =3k, =3 11784 =353 tm

M,\ == 3y §4~—~b-== 3,535 ~ 4,5000 == —0,965 tm

[2
MD =4k cquiv)— 6isbp(v) -+ ﬁ— X (v)=

==4.1,1784 09687 —6 - 14663 0,9845 - 1,5 - 1,0164 =
—~4566-8661—;—lz>25————-a70

I
M = 2k 2o (v)— BisOeps () — E:T ) ==

=2 1,1784 - 1,0160 — 6 - 1 4663 - 0,9845 ~ 1,5+ 1,0164 ==
== 2,304 — 8,661 — [,525 = —7,792 tm




4 UHE VABADUSASTMEGA SUSTEEMIDE
DUNAAMIKA

4.1 DUNAAMILISED KOORMUSED JA NENDE MOJU

Diinaamilisteks nimetatakse sddraseid koor-
musi, mille suurus v6i suund voi rakenduskoht aja jook-
sul muutub. Sellised koormused pdhjustavad inertsjudude
tekkimise konstrukisiconis endas ja temal asetsevais
massides. Neid inertsjoude tuleb arvestada konstruktsioo-
nis tekkivate paigutiste ja sisejdudude médramisel.

Tekkivate inertsjdudude suurus sBltub  koormuse
muutumise kiirusest. Kui koormuse muutumise periood
(vdi ajavahemik, mille jooksul koormus saavutab oma
maksimaalse véirtuse) on tunduvalt suurem konstrukt-
sioonist ja temal asetsevaist massidest koosneva siisteemi
vabavonkumise perioodist, on inertsjbudude méju hiilja-
tavalt viike ja konstruktsiooni vGib arvutada staatiliselt
koormatuna.

Diinaamilised koormused mdjuvad ehituskonstruktsioo-
nidele kiillaltki sageli. Diinaamilist mdju avaldavad
t66tavad masinad, litkuvad sGidukid ja inimesed, kraa-
nad, mitmesugused langevad vdi viljapuistatavad koor-
mused, tuul, lainetus, litkuv jd4 jne. Neid vGib liigitada
jArgmiselt.

I. Perioodiline paigalasuv koormus.
Sidrast koormust pBhjustavad tavaliselt mitmesugused
konstruktsioonile kinnitatud masinad ja teda iseloomus-
tab perioodiline muutumine. Kui koormus muutub sinu-
soidaalselt, nimetatakse teda harmooniliseks.

2. Liikuv koormus, mis muudab oma asendit
konstrukisioonil, naiteks iile silla sbitev rong.

3. Impulsskoormus, mida iseloomustab koor-
muse kiire tekkimine ja kadumine. Sellist koormust vdib
pBhjustada néiteks plahvatus.
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4, Lobkkoormus on impulsskoormusega sarnane
selles mdties, et ka siin kasvab koormus kiiresti. Erine-
valt impulsskoormusest 166kkoormus ei kao ja 166ki and-
nud keha j33b vBnkuma koos pBhisiisteemiga.

5. Korrapdratud koormused (fuul, maa-
vérisemine).

Uhekordne koormus  pohjustab konstrukt-
siooni vabavbnkumise, mille periood sBltub konstrukt-
siooni  elastsusomadustest ning femal  asetsevaist
massidest, aga amplituud - koormuse poolt antud
algtingimustest. Kui sellele koormusele jdrgneb mingi
teine thekordne koormus, pShjustab see uued vabavonku-
mised, mis superponeeruvad eelmistega, jne. Mitme-
suguste konstruktsioonile mdjuvate hodrdumistakistuste
tottu sumbuvad vabavénkumised vdrdlemisi kiiresti.

Perioodiline koormus pdhjustab konstrukt-
siooni sundvbnkumise, mis kestab niikaua, kuni kestab
koormuse md&ju Sundvdnkumise amplituud vib olla
mitmekordselt suurem konstrukisiooni ldbipaindest sama
cuure staatilise koormuse mdjumisel.

Diinaamilise koormuse olemasolul tekivad jdrgmised
probleemid:

1) diinaamilise koormuse iseloom ja suurus;

2) konstruktsioonist ja temal asuvaist massidest
koosneva siisteemi vabadusastme ning omavdnkesage-
duste mé#aramine;

3) koormuse mdjul tekkivate inertsjoudude, paigutiste
ja sisejdudude ning pingete leidmine;

4) konstruktsiooni materjali kaitumine dilnaamilisel
koormamisel ning ohtlike ja lubatavate pingete v0i koor-
muste leidmine.

Kiesolevas kursuses on késitletud ainult varraskonst-
ruktsioonide omavinkesageduste ja neis konstruktsiooni-
des diinaamiliste vilisjbudude mojul tekkivate paigutiste
ja sisejoudude madramist. Koormuse madramine kuulub
masinaelementide ja ehituskonstruktsioonide valdkonda,
siseigududele vastavate pingetega ja lubatavate pingetega
tegeleb tugevuspetus.

Algul kisitleme lithidalt ithe vabadusastmega siisteeme.
Nendega tutvutakse kiill juba teoreetilises mehaanikas ja
tugevustpetuses, kuid kuna nende tundmine on aluseks
kbrgema vabadusastmega siisteemide diinaamika mbist-
misele, osutub pShimdistete kordamine ja mdningate uute
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juurdetoomine vajalikuks. Jargnevalt vaatleme mitme
vabadusastmega siisteeme, jaotatud massiga siisteeme ja
ligikaudseid arvutusmeetodeid.

Varraskonstruktsioonide diinaamikat késitlevais pea-
tiikkides oletame, et konstrukisioon on lineaarselt defor-
meeruv ja sumbuvusjdud kas puuduvad voi on vordelised
kiiruse esimese astmega.

4.2 VONKUVA SUSTEEMI VABADUSASTE JA SELLE
MAARAMINE

Vénkuvate siisteemide dilnaamikas nimetatakse va-
badusastmeks sBltumatute geomeetriliste para-
meetrite arvu, mis misravad kdigi vonkuvate masside
asendid. Teisiti deldult: vabadusaste on sidemete arv, mis
on vajalik kdigi masside liikumatuks kinnitamiseks. See-
juures loetakse, et punktmassi (s. t massi, mille
inertsmoment vérdub nulliga) kinnitamine pdérde suhtes
pole vajalik, kuna sdirane mass podrdel t86d ei tee. Seega
massil on ruumis kuni kuus ja tasandil kuni kolm vaba-
dusastet; punktmassil on ruumis kuni kelm ja tasandil
kuni kaks vabadusastet.

Midrame moningate tasandiliste siisteemide (joon. 4. 1)

vabadusastmete arvu.
g_g

3 o
4 2 %
Lo 3, 43

5) d)
Z/}I o G T} memmmmm
€) f) 9
A Z4 % “
JOON 4!
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Joonisel 4.1,a kujutatud kahel massil, mis on kinni-
tatud painduvale kokkusurumatule talale, on neli vaba-
dusastet (masside vertikaalsiirded ja p66rded); vastavate
punktmasside (joon. 4.1, ) vabadusastmete arv on kaks.

Joonisel 4.1, e kujutatud massil on kolm vabadusastet
{kaks siirel ja pGore), vastaval punktmassil (joon. 4. 1,f)
— kaks.

Kahel joonisel 4 1,g kujutaiud kokkusurumatutest
painduvatest varrastest raamile kinnitatud punktmassil
on kokku iiks vabadusaste, kuna nende siirde takistami-
seks piisab thest sidemest.

Joonisel 4.1,¢ kujutatud kahe massiga koormatud
elastselt kinnitatud absoluutselt jdigal talal on i{iks vaba-
dusaste, sest selle siisteerni liikumatuks muutmiseks piisab
ithest sidemest.

Joonisel 4.1,d kujutatud jaotatud massiga konsooli
vabadusaste on 10pmata suur, kuna jaotatud massi vib
vaadelda koosnevana lopmatust hulgast massipunktidest.

4.3 VONKUVA MASSIPUNKTI TASAKAALU
DIFERENTSIAALVORRAND

Vaatleme elastselt kinnitatud massipunkti M == Q/g,
mis vbib liikkuda ainult dhes sihis, s. t. millel on ainult
iiks vabadusaste. Tahistame massipunkti kanguse staati-
lisest tasakaaluasendist tihega v ja ta siirde v&imaliku
liikumise sihis rakendatud {ihikjoust tdhega §. Uhiksiirde
pohjustamiseks vajalik joud olgu r==1/8.

_-[Zildjuhul méjuvad sellele massipunktile jargmised neli
joudu.

1. Inertsjud H, mis vérdub massi M ja kiirenduse o
]kormtisega ning on suunatud kiirendusele vastassuuna-
iselt:

H = —M¥p 4.1)

2. Elastse siisteemi reakisioon R, mille loeme vorde-
liseks kaugusega tasakaalnasendist Reaktsioon on vas-
tassuunaline paigutisele, seega

R:——%—:—rv 4.2)

3. Vilis- ja sisehdordumisest pdhjustatud takistusjéud
(sumbuvusjdud) D, mis on litkumisele vastassuu-

176



nalised ja vdivad olla iseloomult mitmesugused: liikumisel
konstantsed (kuiv hodrdumine), kiirusega vdrdelised
(hddrdumine viskoosses keskkonnas), kiiruse ruuduga
vordelised (Shu takistus suurtel kiirustel) jne. Ehitus-
konstruktsioonides, kus suurema osa liikumistakistusest
moodustab sisehd6rdumine, loetakse tavaliselt takistus
vordeliseks kiirusega o:

D == —h (4.3)
kus h on proportsionaalsustegur. Sellele on vastuviiteid,

kuid teised oletused nfuavad tunduvall keerulisemat
matemaatilist aparatuuri.

4. Vilisjoud P, mis on {ildjuhul mingisugune funkt-
wioon ajast: P= P(f).
Nende jpudude kogusumma peab d’Alemberti print-
siibi pohjal vrduma nulliga:
H4+R4D+P=0 (4. 4)
Asendades joud nende avaldistega (4.1)—(4.3),
saame:

MY 4 rv 4 hi = P (4.5}
Tahistades
r o, b
=0 =% (4.6)

vbime vorrandi (4.5) imber kirjutada jargmiselt:
G 280+ 62U == -11'; 4.7)

Vorrand (4.7) on Ghe vabadusastmega siisteemide
diinaamika uvurimisel pShivorrandiks.

Kui on tegemist mitte siird-, vaid pdérdlitkumisega,
tuleb vonkuva massi suurus M asendada selle massi
inertsmomendiga J pdodrdtelje suhtes, ihikjoust tingitud
siire & asendada {thikmomendist tingitud pdérdega © ja
dhiksiiret p&hjustav jdud r asendada ihikpdoret pdh-
justava momendiga p.

4.4 OMAVONKESAGEDUSE MAARAMINE
Omavdnkesageduse madramisel loeme vérrandis (4.7)

vilisjbu vordseks nulliga ja vaatleme homogeenset dife-
rentsiaalvBrrandit

¥ 2kt + 0o =0 (4.8)
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Kui hédrdetakistust osutub voimalikuks hiiljata, saame
siit vdrrandi
U+ wtv=0 (4.9}
mille lahend
v == Bsin of + C cos ol = A sin{of +¢) (4. 10}

Selles avaldises esinevatel suurustel on jérgmine
tdhendus:
o — vbnkumise nurksagedus,
A — amplituud, € — siire ja ©B — kiirus hetkel, kui
t=0,
¢ — faasinurk,
Vastavalt avaldisele (4.6)

“’ZV‘I;; VM@ Qa"V% .11y

kus vy on vdnkuva massi staatiline paigutis sel juhul,
kui raskuskiirendus mojub massi litkumise sihis.

Pdordvonkumisel

O == V—;Tﬁ— (4. 12y

Tehnikas hasutatakse nurksageduse o asemel sageli
vonkesagedusi n vdi n’:

n =~‘°_[Egit,]; oo 60R == 300 [ vor}get ]
2 5 7 min.

(4.13)

Ligikaudu

v 30V981 300
val:

Ust

kus vy on avaldatud sentimeetriles.

Uhe tdisvBnke sooritamiseks vajalikku ajavahemikku T
nimetatakse vdnkeperioodiks ja leitakse vale-
mist

25
T = - (4. 14y

Vabavdnkumiste amplituud j&&b tavaliselt midramata.
Kui on aga teada siire v ja kiirus © mingil hetkel, vGib
amplituudi nende kaudu leida.
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Olgu teada algsiire ve ja algkiirus &, mis vastavad
ajahetkele f==0. Vbrrandeist (4.10) saame:
vo == C == A sin ¢
B == @B == Aw cos ¢

Jagades teise vorrandi nurksagedusega o, tdstes mdle-
mad vorrandid runtu ja liifes, leiame, arvestades, et
sin? @ -~ cos? @ == 1,

A = YT = y{on)t 1 (5/0)¢ (4.15)

Saadud avaldist voib kasutada niiteks 156gile voi
impulsskoormusele jargneva vonkumise amplituudi méa-
ramiseks.

Juhul kui hédrdumistakistus & pole killl hiiljatavalt
viike, kuid k2 < % vOime vorrandi (3.8) lahendi esilada
jargmisel kujul:

0 = e~ (B’ sin @’f + C’ cos &'t) = e~MA’ sin(o’t + ¢')

(4. 16

)

kus nurksagedus
o =Y — E (4. 17)

Vénkumised seega sumbuvad ja nende diagramm kuju-
neb selliseks, nagu on ndidatud joonisel 4. 2.

\J N

1=

JOON. 4.2

Omavinkesagedus ' on vidiksem analoogilise sumbu-
vus_eta konstruktsiooni vabavonkesagedusest w; vdnke-
periood T’ on seega pikem. Kuna aga ehituskonstrukisioo-
nides tavaliselt £ < o, siis see vBnkeperioodi pikenemine
ei kujune mérgatavaks ja paljudel juhtudel v3ib seda
mitte arvestada, s. 0. omavonkesagedust vdib miirata
nagu sumbuvusega konstruktsioonis.

Amplituudide suhet poole pericodi jirel tahistatakse
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tdhega 1 ja nimetatakse sumbuvuse dekremen-
diks. Tema védidrtuse leiame avaldisest
—— 2 M
NS UR TSy T R
Selle suuruse naturaallogaritmi nimetatakse sumbu-
vuse logaritmiliseks dekremendiks. Tema
vadrtus

== T2 (4.18)

Inn="=r »—2— (4. 19)
Juhul kui &2 > ?, on vdrrandi (4.8) lahendiks
v = e~k (B” sh "t - C” ch w"1) (4. 20y
kus
o =Y B of (4.21}

Kuna see lahend on mitteperioodilistes (hiiperboolse-
tes) funktsioonides, siis sellise suuie sumbuvuse korral
vonkumist faktiliselt ei esine. Sel juhul nimetatakse von-
kumist aperioodiliseks.

4.5 SUNDVONKUMINE

4.5t Sundvénkumine harmoonilise jou mojumisel

Mbjugu massile M perioodiliselt muutuv joud P ==
== POsin(wof 4 o). Diferentsiaalvérrand (4.7) kujuneb
sel juhul jrgmiseks:

0
O 4 2k0 4 00 == .%, sin{wof -+ qo) (4.22)

Selle vdrrandi lahend lkoosneb vastava homogeense
vorrandi lahendist ja mingist erilahendist. Juhul kui vaat-
leme stabiliseerunud protsessi, ei paku homogeense vor-
randi lahend huvi, sest homogeense vGrrandi lahend
vastab sisteemi vabavBnkumisele, vabavbnkumised aga
prakiiliselt alati sumbuvad teatud aja jooksul.

Kui sumbuvustegur %2 vBrdub nulliga, v8ib vorrandi
(4. 22) lahendiks vOlta

v = A4 sin ((OQt + (po) (4 23)

Asendades avaldise (4.23) vorrandisse (4.22) leiame,
et vonkumise amplituud (maksimaalne kaugus tasakaalu-
asendist)
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1]
A (4.24)

W~ Wy~

Juhul kui &340, kujuneb lahend keerulisemaks. Sel
juhul tuleb teda otsida kujul

v == B’ sin (oot + @s) + C’ cos (waef + o) (4. 25}
Asendades selie avaldise vBrrandisse (4.22) ja vorru-
tades omavahel litkmed, mis sisaldavad sin(we q)o)
Vi cos(wof + ¢o), saame kahest virrandist koosneva siis-
teemi
B’ (0?2 — )~ 2kwoC’ = PY/M (4. 26y
2keB’ 4+ C'{0? — wo?) =

mille lahendiks on

B O d R
(()‘w(«>0°)2+4k2(‘)u M
C oo m2ky PO (.27
(@ Z o) + 3o M
Sundvdnkumise amplituudiks on
, po 1
A=Y (O = e
Vot — oV R, e

Avaldistele (4.24) ja (4.28) voib anda veidi teist~
suguse kuyu Pidades silmas, et wvastavalt avaldisele
(4. 11) o*= glvy, aga Mg=Q, saame:

po po po
Mm' MG Ust = TU\L - v\t> (4. 29y

@7 e - . - -
kus vy on staatiline stire joust P° ilma vonkuva massi
inertsjpude ja hodrdetakistust arvestamata. Arvestades
ceost (4.29), saame sumbuvuseta siisteemi amplituudi
avaldiseks

(')
= Uy ' Kq

ja sumbuvusega siisteemi amplituudi avaldiseks

() 1 )
A = vy e == Uy - Ka”

18%



Neis avaldistes Kq ja vastavalt Ko’ on nn. dilinaa-
mika tegur — suurus, millega tuleb korrutada staa-
tilist ldbipainet valiskoormusest, et saada sundvBnkumise
amplituudi.

Diagramm, mis iseloomustab dtinaamika teguri abso-
Juutvddrtuse muutumist, on toodud joonisei 4. 3.

o
A
L=p

5

&
.
p—

—

Iz

L4 1 2

ELg

JOON. 4.3

Nagu jooniselt néha, ldheneb diinaamika tegur reso-
nantsi puhul, kui héiriva jou sagedus ja siisteemi
omavdnkesagedus on vordsed, sumbuvuseta konstrukt-
sioonides lopmatusele ja vOnkumise amplifuud kasvab
1opmata suureks. Hiiriva sageduse edasisel suurenemisel
diinaamika tegur viheneb ja ldheneb nullile.

Sumbuvusega konstrukisioonides diimaamika tegur
16pmatuseni el kasva, kuid v&ib saada siiski kallalt suure
vadrtuse. Seepdrast tuleb konstrukisiooni omavénkesage-
dus valida reeglina niisugune, et ta erineks masina t66-
sagedusest vdhemalt 30%.

Kiire fileminek resonantsipiirkonnast on lubatav. Kdes-
clevas punktis vaatilesime stabiliseerunud protsessi,
muutuva sagedusega hiriva jBu kohta kehtivad saadud
valemid aga ainult ligikaudsell. Vastavalt tdpsematele
uurimistele muutuva sagedusega hiiriva jou kohta jddvad
ka sumbuvuseta konstruktsioonides amplituudid reso-
nantsipiirkonna {iletamisel 16plikeks.
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4.52  Impulsi mdju

Impulsiks nimetatakse I6pmata viikese ajavahe-
miku jooksul méjuvat j6udu. Impuisi suurus

AU = P di (4. 30)

kus P on jou keskmine vdartus impulsi viltel. Teisest
kitljest aga impulss, mis kujutab endast liikumishulka,
peab vorduma selle massi, millele impulss m&jub, ja tema
kiiruse korrutisega:

dU == Mp (4.31)

Impulss pdhjustab massi vOnkumise tema staatilise
tasakaaluasendi dmber. Algsiire impulsi mdjumishetkel
vordugu nulliga. Algkiiruse saame, vOrrutades avaldised
(4. 30) ja (4.31), millest

b= (4. 32)

Teades algsiiret ja algkiirust, véime kirjutada avaldise,
mis kirjeldab muassi lifkumist pirast impulsi mdju lak-
kamist. Nii saame konstruktsiooni jaoks, mille sumbu-
vustegur & vordub nulliga, avaldiste (4.10) ja (4.15)
alusel jérgmise litkumisvdrrandi:

Pdt .
U == —ypsin ot — 1) (4.33)
kus f; vastab ajahetkele, mil impulss mojus.

4.53  Suvaliselt muutuv valisjoud

Massipunkti siirde avaldise suvalise vélisjdu P(¢)
mdjumisel vBib saada otseselt vBrrandi (4.7)

b 2h04 o 20

integreerimisel. See on vdrdlemisi holpsasti {eostatav,
kui vilisjdud P(f) on avaldatav polinoomina (irigono-
meetrilistest funktsioonidest rddkimata). Néitena vaat-
leme juhtu, kus P(f) on konstantne suurus, seega null-
astme poliinoom. Massipunkti likumist kirjeldab sel juhul
homogeense vorrandi lahendist (4.16) ja erilahendist
koosnev avaldis s

v == g2 {B’ sin o't -+ C’ cos w/t)+Mm2 (a)
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Tegurid B’ ja C’ leiame algtingimustest: likumise
algul, s. o. hetkel { = 0, vBrduvad nulliga siire ja liku-
miskiirus:

Up == f)o =0 (b)
Asetades siirde avaldise (a) tingimustesse (b), saame
vorrandisiisteemi

(¢)

inillest

Kuna vastavalt avaldisele (4.29) P/Mo® on massi M
staatiline paigutus joust P, mille tiahistame v.®), siis

k
C =0, B = —oly -
W
ja vorrand (a) kujuneb jirgmiseks:
k
Q= vg)[ 1 — ekt ( = sin ot 4 cos o't )} (e)
1)

Vorrutades avaldise (e) tuletise aja suhtes nulliga,
leiarne, et maksimaalne siire vastab hetkele, kui o/f ==,
ja selle suuruseks on

max v == o (1 + o) %)
Seega ditnaamika tegur
Ky=1-gtan (g)

Erijuhul, kul sumbuvustegur 2==90, vdérdub diinaamika
tegur kahega.

Uldjuhul, kui valisj6u suurus muutub mingi suvalise
graaliku jérgi (joon. 4.4), on hélpsam diferentsiaalvor-
randi (4.7) asemel kasutada vastavat integraalvdrrandit.
Selle vdib saada otseselt diferenisiaalvdrrandist (4.7)
(vt. {14}, Ik. 103) . Lihtsam on teda aga saada, kui vaa-
delda valisjoudu  iiksikute impulsside summana ja
integreerida avaldist (4.33), mis kujutab l&bipainet
diksikust impulsist.
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Vaatleme ainult juhtu, kui sumbuvustegur k= 0.

Tdhistame suvalise ajahetke tdhega #; hetk, mil
mmpulss mojub, olgu #. Integreendes avaldist (4.33)
piirides 0—i ja vbttes arvesse konstruktsiooni voimalikku
vebavonkumist (4. 10), mis vbis olla tingitud mingist
eelnenud koormusest, saame:

t
o == vy cos o + fi‘)’ sin ot 4 -—j%-f P(t)sin(t — ) dt,
(0 B

(4. 34y

Esimesed haks liiget s8Huvad algtingimustest. Eri-
juhul, kui enne impulsi rakendamist massipunkt seisis
paigal, vorduvad nad nulliga.

o
ﬂ(}}L
| 53 ar--5
e P A
dr

JOON. 4.4 JOON. 4.5

] I
-1

Avaldise (4.34) kasutamise nditena vaatleme juhtu,
kus viliskoormus P kasvab lineaarselt ajavahemiku Ty
valtel kuni l6pliku vairtuseni Py (joon. 4.5).

Algul, kui i<Ty, P= Py %ﬂ
1
ja

1
v = &.—f t,sin w(f — ¢,)dé; (ay
o

Integreerides avaldist (a) ositi ja vdttes arvesse, et
Py/Mp? = o5 (staatiline 1dbipaine jdust Py), leiame:
. (p,)(j___ﬂ_l__ . ) b
U == Ygt 7 T sin w? (b)
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Kui £ Ty, on jdu P(f) suurus konstantne: P(f) =
== P;. Labipainde avaldiseks kujuneb:

N
MnT,

o=

T,
f tysin (i — 1) df, +
g

t
Py . ,
-+ 'i[;)—;/. sin o ({ — t)df, =

2 oT. ( Ty )]
weyf o2 i _h
[ [ T sin——cos o t 5 (e}

Dinaamika teguri vdidrtus on suurem selles aja-
vahemikus, kui t > T
. 2 ! . ol l__ T I T
K.i-—l-l—:)Ti sin 5= __1—{—~—~HT1 sin 1 (4)

kus T=2n/w on vabavonkumise periood.

Diinaamika teguri sGltuvus jdu 18pliku véaidriuse saa-
miseks kuluva aja ja vabavbnkumise perioodi suhtest on
ndidatud joonisel 4.6,

KII
26

o
wl\
o\

10
14

%
1 ) 3 2 F JOON. 4.6

Seega vbib orienteerivalt Gelda, et vBnkumisndhtuste
arvestamata jatmisega tehtav viga on alla 22%, kui
joud omandab 16pliku vidrtuse iihe omavdnkeperioodi
Végel, ja alla 9%, kui see toimub kolme omav6nkeperioodi
viltel.
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5 MITME VABADUSASTMEGA SUSTEEMIDE
DUNAAMIKA

Kidesolevas peatiikis vaatleme sddraseid vonkuvaid
siisteeme, mille vabadusaste on tthest suurem, kuid 15plik.
Niisuguste siisleemide diinaamikast kisitleme kaht prob-
leemi: omavdnkesageduste médramist ja harmoonilisel
sundvdnkumisel tekkivate diinaamiliste koormuste ning
amplituudide leidmist.

Kasulame nagu eelmiseski peatiikis staatilise tasakaalu
meetodit. Kirjulame vilja vdnkumisel igale massipunk-
tile mdjuvad j6ud, kusjuures inertsjoude vaatleme
d'Alembert’i  printsiibi alusel staatiliste jSududena.
Nende j6udude projektsioonide summa massipunktide
vdimaliku litkumisc sihtidele peab vorduma nulliga.
Sellest tingimusest saamegi otsitavad vdrrandid.

Seletuskiigu lihtsustamiseks alustame kahest massi-
punktist koosneva siisteemiga, milles kumbki massipunkt
saab litkuda ainult dihes sihis. Saadud tulemused ldis-
tame suvalise vabadusastmega siisteemidele, kuSJ}mres-
piirdume ainult sumbuvuseta siisteemide ilksikasjalisema
vaatlusega, kuna vastavad arvutused sumbuvusega
siisteernide  kohta kujuneksid liiga mahukateks ega
pakuks pShimdtteliselt midagi uut.

5.1 KAHE VABADUSASTMEGA SUSTEEMI TASAKAALU
DIFERENTSIAALVORRANDID

511 Deformatsioonimeetod

Asugy kaalutul talal (joom. 5.1,a) kaks koondatud
massi M, ja M, Mojugu masside asukohas veel ajas.
muutuvad vilisjoud Pi(f) ja Pa(f).
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Toodud siisteemil on kaks vabadusastet, kuna kumbki
tmass vOib omaette vonkuda tala telje ristsihis. Neid
lilkumisvabadusi on vdimalik korvaldada kahe tala
teljega risti oleva sidemega, nagu niidatud joonisel

Valime tala elasisusomadusi iseloomustavateks suu-
rusteks sidemete ihikpaigutistel tekkivad reaktsioonid
{joon. 5.1,c¢). Sidemele I antud iihiksiire pohjustab
reaktsioonid ry ja ry, sidemele 2 antud fhiksiire aga
teakisioonid re ja re. Seega esimene indeks nditab kohta,
kus vastav reakisioon tekkis, aga teine indeks — selle
reaktsiooni pohjust. Reakisioonide vastastikkuse lause
alusel rg==ry. Reaktsioonid loeme positiivseteks, kw
nad mdjuvad siirete positiivsetes suundades, s. t. reaki-
sioonid ry ja ry on positiivsed, kui nad méjuvad sideme
I siirde suunas, ja reaktsioonid ry ja rs on positiivsed,
kui nad mGjuvad sideme 2 siirde suunas

Massi My paigutise tdhistame oy, massi M, paigutise
— Us.

Massile M, mdjuvad vénkumisel jargmised jdud:

1} inertsjdud Hy = —M,3,,

2) takistusjdud D, mille loeme vdrdeliseks kiirusega:

== —hdy,
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3) elastse konstrukisiooni (tala) reakisioon Ry==
= e (ryty - rpts),

4) vilisjoud Pi(f).

Nende joudude summa peab vdrduma nulliga:

My — Ry~ (rg0s + rigs) 4+ Py(f) =0 (5. 1)

Analoogilise vorrandi saab koostada teise massipunkti
kohta. Seega kahe vabadusastmega siisteerni vdnkumist
kirjeldab kahest vOrrandist koosnev diferentsiaalvérran-
dite sfisteemn

M5y 4 hyds + {110y + rovs) = Py(l)
M0 - hytrs 4 (ra1Us + rosts) == Pg(t) (5.2)

5.12  Joumeetod

Konstruktsiooni elastsusomadusi iseloomustavateks suu-
rusteks vGib ithiksiiretele vastavate reaktsioonide r,, ase-
mel vBtta ihikjoududele vastavad siirded &, mille
jeidmine on paljudel juhtudel lihtsam. Selleks raken-
dame massipunkiide voimaliku lilkumise sihis {hikjoud
ja leiame nendele vastavad siirded. Tahistused v@tame
analoogiliselt eelnevaga: &y tdhistab punkti J siiret samas
punktis rakendatud iihikjbust, 8y -—— punkti 2 siiret punk-
tis I rakendatud {ihikjoust jne.

Sellised vBnkumist iseloomustavad vorrandid, kus
konstruktsiooni elastsusomadusi ei iseloomusta mitte
{hiksiiretele vastavad reaktsioonid rp, vaid tthikjdududele
vastavad siirded 6., vOib saada ofseselt vorrandeist
(5.2). Selleks on esmalt tarvis teada seoseid rp ja 8
vahel. Tala koormamisel reakisioonidega ryu ja ra peab
punkti J siire vérduma {ihega ja punkti 2 siire nulliga;
kui koormusteks on reaktsioonid ryz ja rx, vordub punkti /
siire nulliga ja punkti 2 siire ithega. Neist tingimustest
saame jdrgmised neli vdrrandit:

Suarys - Ssprayy == |

Batrsg - Boarys = 0 (5.3)
Suriz 4 Brorom == 0 ’
8471z 4 Baren == 1

Vérrandid (5.3) vdib maatriksslimboolikas {imber kir-
jutada jdrgmiselt
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Seega ry maatriks on &, pdérdmaatriksiks.

Uhe otsitavaist vdrrandeist saame, kui vorrandisiis-
teemi (5.2) esimese vdrrandi korrutame teguriga 8u,
teise vorrandi teguriga 81 ja liidame tulemused. Analoo-
giliselt leiame teise vBrrandi. Arvestades seoseid (5.3),
kujunevad nad jirgmisteks:

S1uM iy -+ 812Mots -+ Sutha¥y + Buahaly -+ vy ==

== §1P; (t) + 8P (f) (5.4}
So MUy -+ BopMaly 4+ Bpthay -+ Bagholiy -+ U2 =

== §ay Pi{l) + 822P2 (1)

Diferentsiaalvérrandite siisteemi (5.4) voib tuletada
ka otseselt Inertsjdude H, takistusjbude D ja vélisjude
P v6ib kokku vaadelda elastsele konstruktsioonile méjuva
koormusena S:

Sy == MGy — hg 4 Py
Sa == —Mytis — Ry -+ P, (5.5)

Siirded seliest koormusest

Uy == §135¢ 4~ 81252
v = 82151 + 82252 (5.6

Asendades nuiid vorrandeis (5.6) koormuse S aval-
?istega (5.5), saadaksegi tulemuseks vGrrandisiisteem

5.4).

Lopuks voib {asakaalu diferentsiaalvérrandid avaldada
siirete v¢ ja v, asemel ka jSudude Sy ja Sz kaudu. Selleks
paigutame vbdrrandeisse (5.2) siirete vs ja v asemele
avaldised (5.6). Vdites arvesse seoseid (5.3) ning pida-
des silmas, et 8 = 8, ja rj==ry,, saadakse tulemuseks
jdrgmine vorrandisiisteem:

M (648 + 612:9‘2) + hi(ﬁnéi +8085) + S =P, 5.7

Mz(ﬁzx.éx -+ '522.5‘2) -+ hz(ézis.i -+ 522-§2) + Sy = Py



5.13  Erijuhud

Kahe vabadusastmega susteermide dimaamika uurimi-
seks voib kasutada vorrandeid (5.2), (5.4) vor (5.7).
Vérrandite (5.2) kasutamine on soovitav sils, kur ihik-
sirretele vastavate reaktsioonide leidmine on lihine; kui
aga on kergem leida siirdeid uhikjéududest, sits on sobi-
vamad vorrandid (5.4) vBi (5.7). Neist omakorda tuleb
vorrandeid (5.4) eelistada sel juhul, kui ioppeesmérgiks
on vonkumise amplituudi vé1 vonkumiste kuju maéramine,
on aga eesmirgiks konstruktsioonis sundvdnkumisel
tekkivate pingete leidmine, on parem kasutada vdrran-
deid (5 7), kuna pingete leidmine teadaoleva viliskoor-
muse jirgi on dldiselt lihtsam kui teadaolevate fiksikute
punktide paigutiste jargi.

Tuletamise kidigus vaatlesime sddrast kahe vabadusast-
mega siisteemi, mis koosnes kahest massipunktist, kusjuu-
res kummalg: oli iiks liikumisvabadus. Saadud v&rrandid
on aga uldisemad ja kehtivad ka teiste kahe vabadus-
astmega siisteemide kohta. Sealjuures v3ib aga esineda
isedrasusi, millest mdnele juhime siin tdhelepanu.

1. Kui vonkumine on pdhjustatud inertsmomenti omava
massi pddrdlifkumisest, tuleb toodud v@rrandite vastava-
tes litkmetes massi asemele paigutada tema inertsmoment,
fihiksiirde asemele ithikpddre vastavas kohas ja ihikjdu
asemele ithikmoment.

2. Kui kahe vabadusastmega siisteem koosneb ithest-
ainsast massist, mille siirde iseloomustamiseks on aga
vajalikud kaks koordinaati, siis massid My ja M, on vord-
sed: My==M,= M, aga iihikjdudude resp. ithikpaigutuste
sihtideks vGib valida kaks suvalist teineteisega risti olevat
sihti (joon. 5.2, 2 ja b).

3) 7 , 5 V2
@M—. /%

|
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3 Ko&ihi masse, mis liiguvad koos uhesuguse kiirusega,
tuleb arvestada ihe massina. Joonisel 5.2,c kujutatud
kahe vabadusastmega siisteemis vastab siirdele sihis
mass My == M, siirdele sihis 2 vastab aga ildistatud
mass My== M, -+ My, -+ M.

Juhtu, kus massid liguvad kill koos, kuid erinevate
kiirustega, on kisitletud punktis 6 32 toodud néites.

5.2 VABAVONKUMINE

5.21  Sumbuvuseta konstruktsioonid

Omavonkesageduste médramiseks voib kasutada dife-
rentsiaalvdrrandite siisteeme (5.2) vdi (5.4), lugedes
seal takislusjdud ja véliskoormused vdrdseks nulliga:
Ny == hy == Py== P3==0. Sobib muidugi ka vOrrandisiis-
teemn (5 7), mis annab aga vOnkesageduste madramiseks
samad avaldised nagu (5.4). V&rrandisiisteem (5.4) on
eelistatavam selle tottu, et ta vGimaldab otseselt maa-
rata ka vabavdnkumise kuju. Samuti on ta eelistatav ka
vabavonkumise amplituudi ja isegi vabavénkumisel tek-
kivate paindemomentide méaramisel, kuna algtingimused
on antud tavaliselt siiretes ja kiirustes, virrandid (5.7)
aga nouavad konstruktsioonile md&juvais diinaamilistes
joududes S antud algtingimusi. Nagu ndhtub vdrrandeist
(5.5), ei vbrdu dinaamilised joud S aga viliskoormu-
sega P.

Vaatleme algul vorrandisiisteemi (5.2), millest parast
vgi}li_s&iéudude ja sumbuvustegurite nulliga vdrrutamist
saili

Mbs -+ ruve -+ reve =0
M3y + roavs -+ ragvs == 0 (5. 8)

Selle vorrandisiisteemi lahendit otsime jargmisel kujul:

vy = Ay sin (of + @)
vy == A sin {of + @) (5.9)

Asendades avaldised (5.9) v&rrandisiisteemi (5.8),
saame:
(ri — Miw?) Ay + rpds == 0
fng;—!-—(l’zszz&)z)Az == () (5. 10}

Séddrane homogeenne vorrandisiisteem vdib omada
nullist erineva lahendi ainult sel juhul, kui vdrrandisiis-
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teemi kordajaist moodustatud determinant v&rdub nul-
liga:
ry — Miw? T2
Ta rag — My?

=0 (5. 11)

Avades determinandi (5.11), saame ruutvdrrandi

MM, (02)2 — (Mo + Mary) o?
+ (rurse — rary) == 0 (5. 11, a)

mille juured of ja w:® ongi otsitavate omavénkesageduste
ruutudeks.

Et leida kummalegi omavonkesagedusele vastavat von-
kumispilti, avaldame vorrandisiisteemi (5.10) iikskdik
kummast vorrandist {the amplituudi teise kaudu. Aval-
dame niiteks esimesest vorrandist amplituudi As. Saame:

Azz—%—; (ras — Mio?) A, (5.12)

Paigutades siia ®? asemele vOrrandist (5.11) leitud
w32, saame esimesele omavOnkesagedusele vastava ampli-
tuudide suhte, kuna aga wo? annab tfeisele omavonkesage-
dusele vastava amplituudide suhte.

Kummalegi omav@nkesagedusele vastavat vabavdnku-
mist nimetatakse peavdnkumiseks. Peavdnkumise
korral on vOnkuvate massipunktide amplituudide suhe
igal hetkel sama [vOrrand (5.12)]. Konstruktsioonil
moodustuvad seisvad lained, mille sélmpunktid
jddvad liikumatuks. Uldjuhul aga vOnkumine summeerub
tiksikutest peavonkumistest:

vy == Ay sin {o1f + @1) + A sin (wzf + ¢2)
vy == Aayy sin (01t + @1) + Az sin (wat + @2) (5. 13)

kus niiteks Ay ja Ao on esimesele omavénkesagedusele
vastavad amplituudid ja ¢4 samale vénkesagedusele vas-
tav faasinurk. Avaldistes (5.13) esinevaist suurustest
méidratakse o determinandiga (5.11) ja amplituudide
suhe Ap/A; vbrrandiga (5.12). Aja nullpunkt on vabalt
valitav. Md4ramata on seega neli parameetrit: amplituu-
did A ning Ay ja faasinurgad ¢: ja @s. Need suurused
vdib leida, kui on teada algtingimused, s. o. kummagi
massipunkti siirded ja kiirused mmgil hetkel #, Sédirane
iilesanne ickib nditeks l&bgile jirgnevate vdnkumiste
uurimisel. Tavaliselt aga piisab vabavdnkumiste uurimisel
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omavOnkesageduste ja peavbnkumiste kuju leidmisest;
amplituudide absoluutvddrtused jadvad madramatuks.
Vorrandisiisteemi (5.2) asemel vGib omavdnkesage-
duste madramiseks kasutada vOrrandisiisteemi (5.4).
Lugedes selles sumbuvusjdud ja vélisjdud vdrdseks nul-
liga, saame: . .
vy 4 M 8140 - Mz&ﬂ_{z =0
vz -+ M18e4Us | M8z = 0 (5.14)
Selle vorrandisiisteemi lahendit otsime samuii kujul
(5.9). Nende avaldiste asendamine vorrandisiisieemi
(5. 14) annab:
(1 — M181402) Ay — Mob1202A5 = 0
— M (Sa12As 4 (1 — M82202) Az == 0 (5. 15)
Saadud v8rrandeid on hdlpsam kasutada, kui neid eel-
nevalt jagada suurusega w? Saame:
(Mi8yy — 072 Ay - MadppAz == 0
Mi821A1 + (Mabos — 92} Ag = 0 (5. 16)
Omavdnkesagedused saame jdllegi, v@rrutades vérran-

disiisteerni (5. 16) kordajatest moodustatud determinandi
nulliga:

Miby — 02 M550

M8 Madgy — w2 = 0 (6.17)
kust
(0~2)% — (M18u + Mado) 02 - M M2 {11822 — S1821) = 0
(5.18)

Peavinkumiste kuju méaératakse analoogiliselt eelkir-
jeldatuga.

Niide 5.1. Maarata kaht koondatud massi kandva kaaluta tala
(joon. 5.3,a) omavinkesagedused ja neile vastavad peavdnkekujud.
Masside suurused: M, == M, M,==2M, Tala paindcjaikus olgu EI.
Puikjoudude moju omavdnkesagedustele lugeda hitljataveit viaike-
scks. Kuna antud juhul on ihikjdududele vastavate paigutiste
leidmine lihtsam kui {hikpaigutistele vastavate reakisiconide
leldmine, valime jSumectodi.

Edasi rakendame masside likumise sihtides iihikjdud ja leiame
neile vastavad siirded. Arvutame nad niiteks joonisel 5.3 toodud
paindemomendi epiiiride & ja ¢ jargi. Saame:

n

b B L 7 B
e Re B 486 ET @

ig == 8o =
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Asendades masside ja A4sjaleitud siirete vadrtused vorrandeisse
(5.17), saame jirgmise vorrandisiisteemi:

(8% — @~ Ay - 140dy == 0

Tud; + (16x — 02 Ay = (b}
kus
M2
H == e (<)
486E1

Vérrutades vBrrandisisteemi (b) kordajatest moodustatud determi-
nandi nulliga, saame ©~2 méaramiseks ruutvbrrandi

(©=2)% o 24ne=? + 30% =0 (d)
@72 = 22,68x%; @~ == 1,321 (e}

kust

Vastavad omavdnkesagedused

) P
B = e == 4.6 V £l
V22,68« M2

8]
1 El
Wy == e = 1)) e
V1,32 Mol
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Et leida niiid néiteks i fe omavinkesagedusele vaslavat
peavonkekuju, asetame vorrandisiisteemi (b) dkskotk kummasse vor-
randisse @2 asemele 22,68x. Esimene vorrand annab:

—14,68x4: 4 14ndy =0

kust
= 1,064, (g)
Sama tulemuse annab teine vorrand.
Teisele omavdikesagedusele vastab A= --0464

1
Motemale omavom\esagvdusee vasiavad vonkumlspxldld on too-
dud joonisel 5.3,d ja e

Niide 5.2. Maidrata kaaluta konsooli (joon. 5.4) omavinkesage-
dused 1{[3 neile vastavad peavdnkekujud. Konsool kannab otsal
massi mille inerismoment I ==0,04M%. Konsool on konstanise
Jaxkusuga EL

Antud fijesande vdib vdrdse t&bkuluga lahendada nithasti jou-
kui ka deformatsioonimeetodiga. Kasutame deformatsiconimeetodit.

Tundmatuks 4; volame massi vertikaalsiirde (joon. 5.4,4) ja
tundmatuks Ao tema pidrde (joon. 5.4,¢). Vastavalt deformatsiooni-
meetodi vorrandi‘ele

iy == 12E1B;  ripwerg o= —BEIY  rypes 4EIf (a}

d) 6J‘I
gttt bl
llll “lml"llm

154 =
/

eI
ey

s
{ JOON. 5.4
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Kuna vertikaalpaigutisele vastab mass M= M ja poordele vas-
tab selle massi inertsmoment My == 0,04M 2, saavad vorrandid (4 11}
Jargmise kuju

(12E1/13 — Mo A, — (BEIj2) A, == 0
(b}
—(SEL/I%) A, 4 (AEI/l ~ 0,04MB02) A, = O
Edasine lahenduskdil on analoogiline eelmise Olesandega Vérru-

tades vorrandisiisteemi kordajaist moodustaiud determinandi nulliga,
saame parast suurusega {MI)? jagamust vdrrandi

El Bl 2
0,04w* — 4,48 S 0?4+ {2 ( ;{3 ) =0 (c)
miilest
o1 = 1,66 VEIMP, o= 1045V EIJMB (d)
Esimesele omavdnkesagedusele vastab  suhteline  amplituud

Ay == 154A4,/1 ja teisele omavdnkesagedusele A,= —16,24,/l. Vasta-
vad vOnkumispildid on toodud joomsel 5 4.4 ja e

5.22  Sumbuvusega konstruktsioonid
Lahtume vorrandeist (5.2), kus loeme hdirivad joud

Pi(t) ja Pa(f) vobrdseks nulliga. Saame homogeensed
diferentsiaalvdrrandid

M6y + hydg + (ru0r -+ rigts) =0

Mty + hadre -4 (rasty + rpvs) =0 (5. 19)
Vorrandite (5.19) lahendiks v&ib votta
vy = Ciet; vy == Cyest (5. 20)

Asendades avaldised (5.20) vdrrandeisse (5.19),
saame voOrrandisiisteemi

(M52 4 fuys +ryg) Cr + r2Co == 0
r2uCy -+ (Mas? 4 has - 1r29) Co == 0 (5. 21)

Vérrutades vorrandisiisteemi (5.21) kordajatest moo-
dustatud determinandi nulliga, saame s méadramiseks
neljanda astme vdrrandi
(M52 4 hys - ryg) (Mas2 4 HoS - 13n) —= ryaray == 0 (5.22)

On vodimalik nididata, et juhul, kai sumbuvus on nii-
vord viike, et vonkumine {ildse toimub (s. t. ei ole aperi-
oodiline), on vorrandi (5.22) juured negatiivse reaal-
osaga kompleksarvud
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§p == Ry 4 Lot

Sp == =Ry Ty
S3== —Ry - iwme .23
8y == —Ry— {032

Vottes arvesse, et
pl-ktalt o gl—h—iel) = 2p~k! cos wf
ekt . pl~h~0l) = 2{p—kt gin ot

voib diferentsiaalvorrandite siisteerni (5.19) ildlahendi
vilja kirjutada jargmisel kujul:

vy == e~ht (Byy sin oaf + By cos wit) 4+

+ =%t (Byp, sin waf + Bag) c0S wat)

Uy = e~ By sin o1f 4 Bugy c0S wif) +

- g~het (Byp) sin wef - Bug) c0S waf)

kus tegurid Bi-~B; on uued integreerimiskonstandid,
kokku 8 titkki. Nende m#aramiseks on olemas neli (5.21)
titlipi vorrandit, mis saadakse avaldisle (5.24) asenda-
misel vorrandeisse (5.19), ja neli algtingimust.

Nagu vOrrandeist (5.24) selgub, kujutavad vdrrandeis
(5. 23) esinevad suurused @ iBepoolest omavonkesagedusi,
kuna aga tegurid % iseloomustavad omavOngete kustu-
mise kiirust.

Ehituskonstruktsioonides ei ole sumbuvustegurite £
mbju omavOnkesagedusele tavaliselt suur ning omavénke-
sagedused w4 ja g vdib vitta vdrdseteks samade suurus-
tega sumbuvuseta konstruktsioonides.

(5. 24)

5.3 SUNDVONKUMINE
5.3t Sumbuvuseta konstruktsioonid

Mbjugu massile M, harmooniline vilisjdud Py(t)=
= P sin{wot + @o). Konstruktsiooni sumbuvust iseloo-
mustavad tegurid hy ja ks loeme virdseks nulliga.

, Vorrandisiisteem (5. 2) votab neil tingimustel jirgmise
ujus
My 4 ryvs + ripvs = PyOsin (wot + o)
M0z - ravs + rasvp = 0 (5. 25)

Saadud vorrandisiisteemi lahend koosneb vastava
homogeense voGrrandististeemi lahendist ja erilahendist.
Homogeense vorrandisiisteemi lahend  iseloomustab
konstruktsiooni vabav®nkurnisi, mida kisitlesime punktis
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5.21. Vaadeldava kiisimuse juures vabavdnkumised aga
huvi ei paku, kuna nad olemasoleva sisehoordumise tditu,
kui vdike see ka ei oleks, aja jooksul paratamatult
sumbuvad ja stabiliseerunud protsessis sdilivad ainult
sundvénkumised.

Sundvdnkumisel tekkivate siirete avaldisteks vdtame

vy == Ay sin (wel -+ @o)
vy = As 8in {wof + o) (5. 26)

Paigutades avaldised (5.26) diferentsiaalvérrandite
siisteemi (5. 25), saame jdrgruse algebralise vorrandi-
siisteemi:

(711~ Myw?) As + rpdy == Py

raids + (ro— Myone?) == 0 (5.27)
mille lahendid
Ay = rs2 — Mawe®
* (711~ M300?) (rao ~— M) — raaras
(5.28)
I £

(ris — Myoo?) (res — Mawe?) — riafat

annavadki massipunktide M; ja M, vOnkumise ampli-
tuudid.

Lahtudes vBrrandisiisteemist (5.4), saame vdrrandite
(5.25) asemel

SuaM 01 - §1oM502 -+ V1 == 811 Py sin (wof -+ o)
SoaM 10y - 8s2MTa -+ s == 821 PO sin (wof + o) (5.29)

Asendades neisse vérrandeisse siirete avaldised (5.26),
saame massipunktide vdnkumise amplituudide A; ja A
maaramiseks vorrandististeemi

(1 — duMie?) As — 819Ma0e?As = §14P1°
— 8 M 102A1 + (1~ S2oMz00%) Az = §a1Ps® (5. 30}

mida voib kasutada v@rrandite (5.27) asemel

Kui l8ppeesmirgiks on konstrukisioonis tekkivate
pingete méiramine, on lahenduskdik lihtsam, kui algul
leiame rmitte massipunktide vOnkumise amplituudid A4,
vaid jdud S, millega massipunktid mojuvad vOnkuvale
konstruktsioonile. Selleks alustame vdrrandeist (5.7),
vBties seal Ay == hy = Py(t)= 0 ja Ps(f)== P sin{wef + go) .
Saame:
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My (84151 + 81582) -+ St == P1® sin (wof + o)
M (8:Sy + 62252) + S =0 (5.31)

Lahendust otsime analoogiliselt vdrranditega (5. 26)
jargmisel kujui:
Sy = S® sin (wol + o)
Sa == S5° sint (wol -+ ¢o) (5. 32)

Asendades avaldised (5.32) vorrandeisse (5. 31),
saame S¢° ja Sy mddramiscks vorrandisiisieemi
(1~ MS810®) S1® — M181900¢° S == Py?

= MyB210002S i + (1 — Mjbos0?) S = (5.33)

Suurused Sy ja S»° kujutavad endast joude, mis on
pdhjustatud véliskoormusest Py ja vdnkumisel fekkinud
inertsjdududest ning vastavad vonkumise d8rmisele asen-
dile, s. t. juhule, kus massipunktide paigutised on 4,
ja Ag.
Edasi selgitame, kuidas méjub héiriva jdu sageduse
we muutumine vénkumise amplituudidele A4y ja As. Kasu-
tame selleks vorrandeid (5.28).

Amplituudide avaldiste nimetajas on vorrandisiisteemi
(5.27) kordajatest moodustatud determinant. Sel juhul,
kui hdiriv sagedus thlib {ikskdik kumma omavdnkesage-
dusega, s. t. wo==o1 VO wo==wms, vdrduvad nimetajad
nulliga ja amplituudid IGpmatusega. Kahe vabadusast-
mega siisteemil on seega kaks resonantsipiirkonda, reso-
nants vaib tekkida niihdsti ithel kui ka teisel omavénke-
sagedusel. Amplituudide avaldiste nimetajad muudavad
marki resonantsipiirkonnast iileminekul. Mirk on posi-
titvoe, kui wo< w1 VOI 0o > my; vahemikus o1 < ws < w2
on mirk negatiivne.

Amplituudi A4 avaldise lugeja muudab mirki, kui
ra=Maoe®. Kuna sel puhul nimetaja on negatiivne
(—hfmfzg), toimub mérgi muutus kahe resonantsipiirkonna
vahel.

Kui vaadelda joonisel 5.1 kujutatud konstruktsiooni ja
ithikpaigutised vétta samasuunalised, on ry ja re posi-
tiivsed, ry; negatiivne.

Amplitundide A; ja Ap sBltuvus hiiriva j6u sageduses!
on kujutatud joonisel 5.5.

Kui siisteemile mGjub kaks hiirivat jdudu, tuleb algul
leida vBnkumiste amplituudid kummasiki joust eraldi ja
hiljem liita. Juhul kui hiirivad jéud on sama sageduse
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ja kindla, muutumalu faasinihkega, tuleb amplitupdid
nagu vektorid lita geomeetriliselt See kehtib ka juhu
jaoks, kui {iks sagedus on teise kordne. Kui jBud vbivad
olla teineteise suhtes suvalises faasis, tuleb amplituudid
liita algebraliselt, seejuures vaadeides kaht juhtu: jdud
mbjuvad samas suunas vBi vastassuundades, ja arvutuse
aluseks vBtta konstrukisioonile ohtlikum olukord

5.32  Sumbuvusega konstruktsioenid

Vénkugu mass M, jéllegi temale rakendatud harmoo-
nilise valisjdu Py (f)== Pi® sin (wof +4- go} mdjul. Tasakaalu-
vorrandid (5.2) kujunevad sel juhul jdrgmisteks-

M,'v:i 4 Byl (ruvs -~ ria0s) == Py® sin (ool -+ @o)
Mot 4 hads 4 (rave 4 rogv2) = 0 (5.34)

Vaadeldes ainult stabiliseerunud vénkumisprotsessi,
otsime diferentsiaalvdrrandite siisteemi (5.34) erilahen-
dit kujul

v == By sin{wef + o) -+ C1 cos{wol -+ o)
Uy == B sin(wel - @o) -+ C2cos (ool + go) (5. 35)

Asendades need avaldised vorrandeisse (5.34) ja
vorrutades kummaski vorrandis siinustega ja koosinus-
tega liikmed, saame kordajale By, By, C, ja Cy méadrami-
seks neljast v@rrandist koosneva algebralise siisteemi

(ry — Mw)oz) By -+ raBs — hiwoCy -+ 0 == P,

rogBy - (ra — Mowe?) By + 0 ~— howeCa = 0

hywoBy 4 0 + (ry — Miwe?) Cy + ri2Ca == 0 (5 36)
0+ haeeBi A4 raCy 4 (rag = Maep?) Co== 0
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Vonkumise amplituudid saame B ja € geomeetrilisel
liitmisel:

A== YBEF CE As=7VBLC (5.37)

Vorrandite (5. 2) asemel vbib 1dhtuda vdrrandeist

(5.4) vBi (5.7) ning teha nendega analoogilised operat-
sioonid.

5.33 Diinaamiline vibrosummuti

Kahe vabadusastmega siisteemi nditena vaatleme
diinaamilist vibrosummutit.

a) e
M,
PR O L —
8 =
M,
’ %Mz
<) P ",

M, JOON 56

Asugu talal (joon. 5.6, a) mootor. Hiiljates tala inerts-
momendi mdju, vo6ib toodud siisteemi vaadelda iihe
vabadusasimega siisteemina. Kui mootori nurksagedus we
on ldhedane selle siisteemi omavdnkesagedusele, vdivad
talas tekkida kiillaltki suure amplituudiga sundvdnkumi-
sed. Et neid viltida, on {iheks vOimaluseks talale kinni-
tada tdiendav vdnkuv siisteemn (joon. 5.6, b). Tulemusena
saame kahe vabadusastmega siisteemni.

Olgu mootori mass M; ja vedruga riputatud lisakoor-
muse mass Ms. Joud, mis on vajalik mootori Kinnituskohal
talale tthiksiirde andmiseks, olgu ¢ ja joud, mis teeb
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vedru ithiku vorra pikemaks (vedru jdikus), olgu ce. Sel
juhul ry == 1+ Cop T == rag == Ly I == Co .

Avaldistest (5.28) selgub, et lisasiisteemi on vdimalik
valida nii, et mootor {66reZiimi ajal dldse ei vdngu.
Vorrutades amplituudi Ay avaldise lugeja nulliga, saame:

o = Cp == Maa?
kust lisastisteemi jdikuse ja massi suhe
caof/ My == o2
Mass M. vongub amplituudiga
Ay = Po/rio = —Po/c2

Puuduseks sddrase lihtsa vibrosummuti kasutamisel on
asjaoln, et vabaneme kiill resonantsist téoreiiimi korral,
aga selle asemel tekib kaks uut resonanisisagedust, mil-
lest iiks asetseb t&oreZiimile vastavast sagedusest kdrge-
mal ja teine madalamal. Seega masina kiivitamisel ja
seiskamisel tuleb {iletada iiks resonantsisagedus,

Et saada mO6dukaid amplituude ilikskdik millisel rezii-
mil, on vaja varustada vibrosummuti veel takistusega
(joon. 5.6,c). Takistuse olemasolu korral on ampli-
tuudi Ay viidrtus igal todreZiimil 18plik suurus, vilja
arvatud juhul, kui takistustegur h on 16pmata suur; sel
juhul vénguvad mootor ja summuti koos nagu ithe vaba-
dusastmega siisteem. Amplituudi Ay vddrtus on maksi-
maalne kahel erineval vonkesagedusel; summutit on
voimalik projekieerida sdfiraselt, et need kaks maksimumi
on vdrdsed. Sellist lahendust loetakse optimaalseks.
Takistusega vibrosummuti puuduseks on, et tema kasuta-
misel pole enam iihelgi juhul v8imalik saavutada koor-
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muse likumatust. Titpiline kdver koormuse amplituudi
soltuvuse kohta vinkesagedusest on toodud joonisel 5.7.
Vordluseks on seal toodud ka kdverad, mis vastavad
takistuse puudumisele (h==0) ja juhule, kui takistus on
1opmata suur (f==o0).

Vorreldes joonisega 5.5 on negatiivsed amplituudid
antud peegelpildina, s. t. on antud amplitundide abso-
luutvdartused. Miinusmark amplituudi juures joonisel 5.5
tihendas seda, et massipunkti vonkumissuund oli vastu-
pidine j6u suunale. Sumbuvuse olemasolu korral on von-
kumissuuna ja hiiriva jou méjumissuuna vahel faasinihe,
kuid pole enam vdimalik eraldada sddraseid piirkondi,
kus paigutised ja héiriv joud oleksid sama- v0i vastas-
suunalised.

5.4 SUVALISE VABADUSASTMEGA SUSTEEMID

5.41  Pghivorrandid

Ei valmista raskusi koostada analoogiliselt eeltooduga
vonkumise dilerentsiaalvdrrandid suvalise vabadusast-
mega n siisteemide jaoks. Nii niiteks saame, koostades
tasakaaluvorrandid iga vdnkuva massi kohta, vorrandite

(5.2) ildistusena jargmise diferentsiaalvdrrandite siis-
teemi:

Mi?{'i H (ruavy F rpts o raUa) = Pi(f)
MyBa b (12404 4 rostis =~ . . . = ranUn) = Py(f)
U 1)
Mo, F (rpa0y - Frave-- L+ FanUn) == P, (t)

Sumbuvustegurid # on siin loetud vordseks nulliga
(h,-.:hz::.“zh,‘:()

Omavonkesageduste madramiseks vérrutame vilisjdud
Pty nulliga. Masside siirete jaoks vdlame jérgmised
avaldised:

vy = Ay Sin(mf -+ ((M)
Vg == Ag sin(u)t+ sz)
(5. 39}
Up = Ay sin(of + @)

Nende asendamisel diferentsiaalvérrandeisse (5.38)
saame jdrgmise algebralise homogeense vdrrandisiisteerni:
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(i — M) Ay + rpda -+ . A ripdy =0
roaly - (reo — Maw?) Az + ... rondn =0
e e e e oo L. (B.40)
oty o A .o A {Fn o Mpe?) == 0

Omavonkesageduste leidmiseks vbrrutame vérrandisiis-
teemi (5.40) kordajaist moodustatud determinandi nul-
liga:

ry — Mie? ri Tin
! &% ros — Myw?® ... Ian ] (5. 41)
i It I'n2 run—anz;

Vérrandit (5.41) nimetatakse sekulaarvdérran-
diks. Selle lahendamist on késitletud punktis 5. 43.

Mingile vonkesagedusele w; vastava peavinkumise kuiu
leidmiseks Idrvaldame vérrandeist (5.40) ihe (ikskdik
millise}) vérrandi. Ulejdinud vbrrandeis asendame
o == ;. Saadud n— 1 vorrandist koosnevast vdrrandi-
siisteemist vdime kdik amplituudid avaldada tihe ampli-
tuudi, néiteks Ay kordsetena. Seega saame Kkiillaldased
andmed vOnkumispildi koostamiseks.

Kui sekulaarvdrrandil on kahekordne juur ;== op,
tuleb vorrandeist (5.40) kustutada kaks vGrrandit, iile-
jddnud vdrrandeisse asetada o; vddrtus ja amplituudid
avaldada juba kahe amplituudi, niiteks Ay ja A» funkt-
sioonina. PeavOnkumise kuju jddb seega mdidramatuks,
kuna ta oleneb Ay ja A, suhtest. Teda vdib leida ainult
teades algtingimusi. Kolmekordse juure puhul tuleb kus-
tutada kolm vérrandit jne.

On meetodeid, mis voimaldavad suhtelisi amplituude
midrata samaaegselt sekulaarvérrandi juurte leidmisega.

Elastse konstruktsiooni tegelik vabavdnkumise kuju
sOltub sellest, millised on algtingimused, s. t. missugune
on mingil aiahetkel {iksikute vonkuvate masside paigutus
ja kiirus. Kui vBnkumise algul olid massid staatilise
tasakaalu olukorrast valia viidud s3irastesse asenditesse,
mis vastavad tdpselt mingile peavénkumisele, toimuvad
nende edasised paiguiused ajas vastavalt iiheainsale
sinusoidile sin ;. Konstruktsiooni iiksikud punktid, nn.
s6impunktid, jddvad selle juures liikumatuks.
Uldiselt aga summeerub v8nkumispilt {iksikutest peavén-
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kumistest, kusjuures massid sooritavad ajas keerulise
litkumise, aga sGlmpunkte (muidugi peale tugede) ei
esine.

Resonants voib esineda siis, kui hidiriva jou sagedus
langeb kokku iikskdik millise omavonkesagedusega. Kuna
sel juhul pohjustab héiriv joud resonantsisagedusele
vastava peavOnkumise, teised peavdnkumised aga sum-
buvad, saame resonanisi korral algtingimustest s&iiu-
matult resonantsisagedusele vastavale peavdnkumisele
omase paigutuspildi.

Harmoonilise vilisjou

Py(t) = P sin(wof + ¢o) (5.42)

toimel tekkiva sundvdnkumise amplituudide leidmiseks
paigutame vorrandeisse (5.38) jou Py(f) asemele aval-
dise (5.42); iilejddnud valisjoud Pp==Ps==...== P, ==0.
Siirete v asemele paigutame avaldised (5.39), lugedes
neis vBnkesageduse o vOrdseks hiiriva jou sagedusega
e, Tulemuseks kujuneb vérrandisiisteem

(f“ — Mj(l)oz)A{ + r12A2+ e + fmAn == Pio

roAy + (rae — Mawe?) Ag 4 . .. = rondy, =0

e e e oL (5.4
rngdy 4 rpsfa—+ .o (Fan ~ Mpo) An == 0

millest lelamegi amplituudid 4.

Mitme héiriva jou puhul leiame lahendi iga jdu jaoks
eraldi ja selgitame hiljem kbige ohtlikuma " olukorra
(maksimaalsed pinged v6i amplituudid).

Sundvonkumiste amplituudide méidramiseks jBumeeto-
diga saame vorrandite (5.30) {ildistusena pirast mdnin-
gat lihtsustamist avaldised

(8uMy—~w0~?) Ay +812Molp+ . .. +81aMp Ay = —81P 0052
OouM 1Ay + (BosMo—co2) Aat . . . -+ BonM A =2 —§3s PiPg~2
EndArF8,0Most . (SanMa—072) Ay e8P0
(5. 44)

kus 0 ~— punkti | paigutus punktis & rakendatud {thik-
joust. Vorrandite 5.33 alusel aga vdime koostada aval-

dised konstrukisioonile méjuvate diinaamiliste joudude
méaramiseks:
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(B1aM 1~ ©0672) S4-840M1 St~ . . . 84Sy == — P15 ?
8a1M2S1+ (SeeMo—wo2) Sot .. . +62anSnzo (5. 45)

M nSi+-BnMaSst ... - (8nnMa—wg?) Sn=0
Omavonkesageduste  leidmiseks loeme  vOrrandeis
(5.43) v6i (5.44) hdiriva jdu Py® vordseks nulhg_g_ ja
hiiriva jou sageduse @o asemele paigutame veel _madra-
mata omavdnkesageduse o, seejdrel vérrutame vorrandi-

siisteemi kordajaist moodustatud determinandi nulliga.
Vorrandeist (5. 44) saame:

Sy My — ~? S812M < - S1nM
Sy SpMy—w™? ... SenlMn | =0 (5.46)
B A S

Samasuguse vorrandi annab avaldis (5.45), ainuit
read ja veerud on vahetatud.

5.42 Peavonkumiste ortogonaalsus

Vaatleme kahe vabadusastmega vonkuvat siisteemi.
Kirjutame vabavbnkesageduste ning neile wvastavate
amplituudide miiramiseks kasutatavad vorrandid (5.10)
iimber jdrgmiselt:

ryAy ~+ rpAs = o*MA,
Tosdy - Tpds == 03 MA, (5.47)

Olgu teada omavdnkesagedus o ning sellele wvastavad
amplituudid Asq ja Ay, samuti omavbnkesagedus wa
ning amplituudid Az ja Asy. Paigutame algul vorran-
deisse (5.47) omavinkesagedusele oy vastavad suurused
ja korrutame esimese vbrrandi suurusega Ayg ning teise
vorrandi suurusega Ay Saame:

rulinie + redundie = oMl nAie
radinAag + redunduy = 02MaAxnAae (5.48)

Kordame sama protseduuri vastupidises jérjekorras,
s. 1. paigutame vOrrandeisse (5.47) teisele peavdnkumi-
sele vastavad suurused ja korrutame esimese peavdnku-
mise amplituudidega:
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r 11‘41(2)14 wn T 1A z(z)A 1y = 02MHA 1(2>A prens
rudagAay + redandus = 02MAsmAxy (5. 49)

Lahutame vorrandite (5.48) summast vdrrandite
(5.49) summa. Kuna rip=ry, vordub saadud avaldise
vasak pool nulliga, sest koik liikmed koonduvad. Seega
peab nulliga vdorduma ka parem pool:

{042 — o2} (M1A 1040 -+ MoAunAaz) == 0 (5. 50)

Omavdnkesageduste ruutude vahe w?— w?® fidjuhul
nulliga ei vordu. Seega kehtib kahele vonkesagedusele
vastavate amplituudide vahel jairgmine seos:

M AwAp + MaAunAep = 0 (5.51)

Tulemust on vbimalik laiendada analoogiliste kaalut-
luste abil n vabadusastmega siisteemile. Saédrase siisteemi
itkskoik millisele vBnkesageduste paarile w; ja wp vasta-
vad amplituudid As;Ain rahuldavad jdrgmist tingimust:

éMiAi(j)Ai(k) == 0 (5. 52)

s. t. masside ja nende kahel erineval vonkekujul tekkivate
paigutiste korrutiste summa vrdub nulliga.

Seda omadust nimetatakse peavdnkumiste or-
togonaalsuseks.

Kuna massi ja paigutise korrutis iseloomustab vonku-
misel tekkivaid inertsjdude, jdudude ja paigutiste korrutis
omakorda aga annab 135, vGib peavonkumiste ortogo-
naalsuse sdnastada veel jargmiselt: ithele peavonkumisele
vastavad inertsjoud ei tee to6d tfeisele peavinkumisele
vastavatel paigutistel. '

5.43 Sekulaarvorrandi lahendamisest

Vastaku maatriksile

{1 C2oL.. O

Cor Co2 ... (22
C=.. - (5.53)

i

Pooe e

fnt €p2 oo Cpn o
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vorrandisisteem

(C“ — K)Ag + c12da + 4 CinAn =0
cuds 4 (cop —n) Azt - ..+ C2ndn =0
i +oma ot (enn— %) An =0

(5.54)

Moodustame vbrrandisiisteemi (5. 54) kordajatest deter-
minandi ja vorrutame ta nulliga:

Cy— % Ci2 vos Oin
D (%)= €21 Cog— % ... Con =0 (5. 55)
Cnt Cn2 . Cap— %

Saadud vOrrandit mimetatakse sekulaarvdrran-
diks. Avatuna kujutab ta endast n astme poliinoomi

D(x) = u" — am™t + au™ 2 — . .. - {—1)"an (5. 56)

Selles poliinoomis vordub tegur a; maatriksi C pea-
diagonaalil olevate liikmete summaga

ay = Cyg - Caa ... b Can (5.87)

Seda summat nimetatakse maatriksi C jaljeks
ja tdhistatakse SpC (saksakeelsest sonast Spur — jélg).

Tegur o vordub maatriksi C kbigi diagonaalsete teise
jérgu miinorite summaga, tegur oz — kolmanda jargu
miinorite summaga jne. LOpuks tegur a. vOrdub maat-
riksi € teguritest moodustatud determinandi vairtusega
on == det C.

Sekulaarvdrrandi (5.55) juuri nimetatakse maat-
riksi C omaviaartuseks Mingile juurele vasta-
zad tundmatud Ay, As, ..., An moodustavad omavek-

ori.

Omaviirtuste ja omavektorite leidmise probleem on
matemaatikas hdsti 1dbi t66tatud ja on olemas palju
meetodeid nende madramiseks. Koigi nende tutvustamine
kiesolevas t66s pole voimalik ja lugeja peab pdérduma
vastava speisiaalse kirjanduse poole. Piirdume sim paari
lihtsamaga.

Vaatleme algul vorrandi (5.55) avamist.

Kui D(x) on kdrgema kui kolmanda jargu determi-
nant, kujuneb selle avamine otseselt miinorite kaudu dlal-
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kirjeldatud skeemi kohaselt kiillaltki tiilikaks. Kuid polii-
noomi

D () = (—1)"n" 4 Byw" B2 ...+ Ba  (5.58)
kordajad vdime leida ka siis, kui on teada selle poliinoomi
vadrtus n erineva % korral. Seega on tarvis anda x-le n
erinevat véadrtust, arvutustdpsuse mbttes soovitavalt
sddrased, mis langevad oodatavate juurle piirkonda
(0 << % << $p0), ja leida neile vastavad D(x) vidrtused
D(}u), D(%z), PN D(xn).

Tegurid B arvutame vorrandisiisteemist

w4 %" 2Py b P = D(wy) — w (1)
%" 1By - %2 Pg .. Bao= D (n2) — we (—1)"
"By Un"Pr . Pro= D(Wn)_' %nn(_l)n

Pidades silmas, et Py =={—1)#"1 SpC, voib viljaarvuta-
tavate determinantide arvu iihe vdrra vihendada.

Kirjeldatud meetodit nimetatakse méddramata te-
gurite meetodiks.

Edasi leitakse vorrandi (5.58) juured. Uldise meeto-
dina vBib selleks kasutada Lobatseuvski-Graeffe meeto~
dit; tavaliselt osutub aga lihtsamaks juurte leidmine
katsetamise teel. Selleks on aga tarvis teada juurte ligi-
kaudseid vadrtusi v6i vdhemalt piirkondi, kus neid
otsida, Siin peame silmas jdrgmist.

Vdnkumisiilesannete puhul on k&ik sekulaarvBrrandi
juured positiivsed reaalarvud. Nende summa peab vor-
duma maatriksi C jiljega:

%t MoK =yt b Can = SpC (5. 60)
Siit tuleneb, et kdige suurem juur %4 asub SpC ja

(5. 59)

Sec vahel:
n
$pC > m> i%c— (5.61)
Teine omaviirtus
%2 < Sp € — %y (5. 61, a)
kolmas omaviirtus
%K SpC— g — (5.61,b}
jne. .
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Mbningaid viiteid juurte asukoha kohta annavad ka
sekulaarvorrandi avamisel leitud D(x) vaértused.
Teise meetodina kirjeldame iteratsioonimeeto-
dit
V&tame vdrrandisiisteemi (5.54) asemel uue vOrrandi-
siisteemi
A m= oy A L pAp® 4L A cinAa®
At == cp Ag® + CopAa + ..t CnnfAa®

;‘ln;ﬁ“.) = C;ziA'i(k)‘—l—'an.Az{") + . + L.'MA n‘""
kus A;%® on mingisugused etteantud A véairtused.
Kui etteantud A;® vastaksid tépselt mingile omavek-

torile, oleksid A #* Gigetest »x korda suuremad. Para-
meetri % vOiks leida GikskGik millisest vorrandist

A

ket R
A

. (5.62)

(R+1)
o o= (5. 63)

Uldiselt aga etteantud A;® ei vasia digetele ja selle-
pérast annab iga paar = jaoks erineva viartuse. Kui nii-
moodi saadud % vdirtused erinevad iiksteisest tunduvalt,
votame saadud A;# uuteks etteantud suurusteks ja kor-
dame tsiiklit. Nii jitkame seni, kuni k&ik omavektori
komponentide paarid annavad % jaoks enam-vdhem sama
vairtuse.

Vajalikkude iteratsioonide (kordamiste) arv oleneb sel-
lest, kuivord lihedane oli etteantud omavektor tegelikule.
Kuid ka siis, kui omavektor oli ette antud tadiesti juhus-
likult, saame reeglina 18pptulemuseks ikkagi esimese, s. t.
kBige kbrgema omaviddrtuse xy ja sellele vastava oma-
vektori Aju).

Erandiks on juht, kui etteantud omavektor vastab #ip-
selt monele madalamale omaviirtusele; sel juhul saamegi
selle omavéirtuse.

Halb koonduvus viitab sellele, et efteantud omavektor
oli halvasti valitud, ja on soovitav katsetada mingi muu
omavektoriga.

Et leida jargmist omaviértust »,, asendame vdrrandi-
s(gstSeQe)mi (b.54) iihe vOrrandi ortogonaalsustingimusega

M. AynAe + ModanAogt - . .+ Madnghneg == 0
Asendame ortogonaalsustingimusega néditeks esimese
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vérrandi. Kuna M; arvuline suurus on teada, samuti on
pérast esimese omavekiori leidmist teada ka Ajw, voime
ortogonaalsustingimuse vilja kirjutada jirgmisel kujul:

Vil + vehogy + - -+ Yodne =0 (5. 64)

kust avaldame Ajp ja asendame filejddnud vorrandisse.
Tulemus kujuneb jargmiseks:

(63~ %) Az + C'zha -+ . ..+ ConAney =0
Cnhom + (¢ —%)Ase) + ... F snAng =0
.C'n.zAz(z) + C"nSAS(Z) -(— . + {nan %) Az = 0
(5. 65)
Saadud vdrrandisiisteemi lahendame iteratsiooniga
analoogiliselt siisteemiga (5.54). Puuduva Ay leiame
vorrandist (5.64).
Kolmanda omavéirtuse leidmiseks asendame vOrrandi-

siisteemis (5. 54) juba kaks vorrandit ortogonaalsustingi-
mustega:

0
,21 M;A A i =0
=

.
,}3‘ MiAjmAim =0 (5. 66)
=
jne.
Sisuliselt on omaviirtuste leidmine iteratsiooniga
identne punktis 6. 23 kirjeldatud jérkjargulise ldhenemise
meetodiga.
Analoogiliselt voib lahendada vdrrandisisteemi

(au—bem) Ast (2—bux) Ast . ..+ (Gtn—b1ax) An=0
(llzi—bzﬂ(,)A1+ (azz~bzz%)142+ e (aznﬂbZn%)An ==0
(@nt—bnin) At (@b st ..+ (@un—bynt) Ap = O
(5.67)
Otsesel lahendusmeetodil leiame algul jallegi vorrandi-

siisteemi kordajatest moodustatud determinandi nulliga
vorrutamisel saadava poliinoomi

D () = Bow™ + Bt - B2 . . Ba =0 (5. 68)

Kordajad B voib leida méddramata tegurite meetodiga,
kusjuures tuleb silmas pidada, et determinandid tuleb
leida n -1 erineva B viidrtuse puhul. Poliinoomi juurte
leidmine ei erine eelkirjeldatust.
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Ulesande iahendamiseks iteratsiconimeetodiga aseu-
dame vOrrandid (5.67) vorranditega

by A b+l 4 bigAstt 4 - bypA Bt =

= ay A + apdd 4 4 g An® (5. 69y
ning avaldame sealt A%+

At g AR AR - - 0l Ap® (B TO)

Suurima cmavadriuse »xy saame valemist (5. 63)
Aj(k-(»n
T

Madalamate omaviartuste leidmiseks ortogonaliseerime
eelnevalt omavektorid. Kui vorrandisiisteemi (5.67) kor-
dajad on siimmeetrilised, on ortogonaalsuse tingimuseks

®y ==

i n
3 3 bnAiwArem =0 (5.71}
Ju=i Rt
ehk
T ki3
2 2 airA jpAre = 0 (5.72)
Jrome e

kus A ja Apy on kahele erinevale omavénkesagedusele
! ja m vastavad amplituudid.

Kui osutub vajalikuks algul leida kéige vdiksem oma-
vairtus s, asendame vdrrandid (5.69) vOrranditega
s A - @At L e gy AR =
= By As® 4 bipAs® 4 bynAn® (5. 73}

ning avaldame sealt A
At = B AR b A e b A (5.T74)

Kdige viiksem omavéartus
Az
K == —A_;‘JK:"‘“ (5. 78}

Vérrandeid (5.69) ja (5.73) voib ka vahetult kasu-
tada.

213




Niide 5.3. Joonisel 5.8,a kujutatud raam kannab  kolme
massi: Ma=92My; Mz=M,;, Mc==3M, Massi M inertsmoment
o == My3; teiste masside inertsmomendid vérduvad nulliga. Raami
jaikus, mille tdhistame EI, on konstanine. Raami massi moju vonku-
mistele v8ib hilljata, samuti véib hilljata piki- ja pdikjéudude moju.
Leida peavOnkumiste sagedused ja nende kujud.

Lahendamiseks kasutame joumeetodit, kuna Ghikjoududele vasta-
vate paigutiste leidmine on lihtne.

Massidel on neli litkumisvabadust. Rakendame neade liikumis-
voimaluste sihis @hikjoud ja konstrueerime paindemomentide epii-
tid my kuni m, (joon. 5.8, b). Epifiride jdrgi leiame vastavad paigu-
tised &z Saame:

81y = B/3EI 8p = TB(BEl &35 = 2YE]
Oug == IBf2EI 825 == 21E1 8yg = 3UES
O3 =SBI*6E/ 8y ==BI%2E!
814 = PREI O3 = BIY3ET

JOON. 5.8
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) thg_jaududele vastavates sihtides vénkuvad massid on jirgmised
(ithikp36rdele vastab massi Mc inertsmoment):

My == M4 ==2M,
My = M¢ == 3M,
M= Mo + Mz = 4M, (b}
My Ie = MEJ3

. Asendades (a) ja (b) vérrandeisse (5.44), saame vorrandisiis-
eeml

—-]—’2;;5.41 -+ (7-1?713—._.11)“‘2 )A2+8—MEL§S‘A3+‘§“%¢A4 =0

(c¥

Nende vérrandite lihtsustamiseks korrutame kolme esimest vBr-

randit suurusega BEI/M, ja viimast vBrrandit suurusega 6EI/MqiZ

(kordaja 6 on valitud selleks, et kordajad tuleksid taisarvulised).

Amplituudi 4, mis kujutab endast pddret, asendame uuega Ay = A4,

et saada kiki amplituude samadimensioonilistena. Lopuks viime sisse
vue téhistuse

6ET

e (@

Tulemusena saame vOrrandisiisteemi (¢) asemel uue, lihtsama
sitsteemi
(4 — %) Ay -+ 94y -+ 2045+ Ay =0
64, - (42 — x) Ap -+ 4845 - 544 =0 (e}
104, -+ 3645 - (64 — %) Ag -+ 447 =0
BA( - 4545 -+ 4BA3 + (6 — ) Ay =0

Lahendame vdrrandisiisteemi (e) niihdisti otsese kui ka iterat-
siconimeetodiga.

Otsesel lahenduskdigul vrrutame omavdnkesageduste leidmiseks
vorrandisisteemi (e) Kkordajatest moodustatud determinandi nulliga.
Saame neljanda astme poliinoomi

3¢ 116065 -4 136722 — 1416% -+ 360 = 0 (fy

Selle poliinoomi suurim juur peab olema piirides 116> s >> 116/4.
Katsetamisel leiame, ef sobib ;== 102,8. Jargmine juur xp < 116 —
— 102,8 =132, leiame, et x; = 12,04, Edasi saame, et u3==0,79 ja
sty = 0,37. Kontrolliks leiame juurte kogusumma, mis peab vérduma
»#*® kordajaga poliinoomis (f):

g 2+ o o == 102,84 12,04 - 0,79 4 0,37 = 116,0
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Vonkesagedused lefame avaldisest (d):

V 6ET
[ e e
ot

“GEl [T El TEl
W == __(_SL = (1,242 V _— oy == 06897 V s e
102, 8M 1 il Mol

5T
M,®

Et saada esimesele omavénkesagedus_eie vastavat peavdnkumise
kuju, kSrvaldame vbrrandeist (e} lihe, néitelis esimese, ja asendame
iilejadnud vorrandeisse 2 asemele tema _véartuse 1028, Viies A4,
paremale poole, saame jirgmise vorrandisiisteemi:

—60,84A; - 4845 |- BAY == —6A,
364, — 38,844, - 44, == ~10A4, ()
454, + 484; — 96,844 = —6A4,

Ap = 307A1; Ag==3,434,; Ay =319,

Vastav vonkumiskuju on toodud joonisel 5.8,c.
Lahendi &igsuse kontrolliks vdib kasutada esimest, korvaldaiud
vorrandit, kust saame:

~98,80-149-307 420343 - 3,19 == —08,80 + 9947 = 0,67

. Kuna viga on alla 1% iithemirgiliste litkmete kogusummast, voib
Tugeda, et vastus on arvuiustdpsuse plirides oige.

Teislele omavénkesagedustele vastavad peavonkumise kujud lei-
takse analoogiliseil.

Esimese omavOnkesageduse leidmiseks iteralsiooniga asendame
vorrandisiisteemi (e} varranditega

Saame

w3

El
‘)‘7()1'/ —W ; o = 4,03

amillest

A o 44000 4 QAL L 90ALEY o At

At s 64,00 - 424500 - 484 b BAL

ARED == 104,00 4 364,00 -1 BAAM - 24400 (n
FALI - 45450 - 484, L §A g

Lahenduskiik on toodud tabelis 5.1. Null-lahenduseks on voelud
A0 == A0 = Agl0) = Ay0) == |, Omavinkesageduse parameeter % on
voetud keskmisena suurustest A;-D/4;0, Viimases lahtris on toodud
suhtelised amplituudid, kus A, on vBetud vérdseks ithega.

Teise omavdnkesaged teidmisek d vorrandeis ()
esimese vOrrandi ortogonaalsustingimusega (5.52), mis vaadeldavas
filesandes kujuneb jirgmiseks:

2-1,0004; - 3-3,0504; +-4-3,4114; +%A 3,1694, =0 (i)

Siit
Ay == 4,575A, - 6,8224 — 0,5284 ' (k¥
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Tabel 5.1

& 0 1 2 ! 3
I _
!
Ay i 3430 } 352398 | 1,000
A, [ 10443 | 1074657 | 3,050
A, I 11692 11201940 | 3411
Aq Py 10851 {1116837| 3,169
Aprrng e 34 ¢ 1010 | 102,74
ﬁé:ﬂmzz:' 101 | 1034 xoz.go
s+ DA 14 | 1026 | 10280
AgrHDfA 400 105 | 1033 | 10293
x [ ’ * 1026 l 102,84
i

i

Asendades Ay avaldise (k) kolme viimasesse vdrrandisse (e}, saame:

{14,550 ~— %) Az + 7,0684; + 18324, =
89,7504 5 -+ (4,220 — 1) Az — | 28044
17,5504, -+ 7,0684; + (2,832 — =) Ay’
millele vastavad iteratsioonivorrandid
Apt D == 14,550A4,%) - 7,068A45% 4 [ 8324,
AgEtD = 0, 7504, — 42204 5%) — 1,2804,/®
Ay == 17 55045 - 7,068450 + 2,8324 4%

(m)

(n)

Lahenduskdik on toodud tabelis (5.2). Viimases lahiris on jallegi
antud suhtelised amplituudid, mis vastavad tingimusele 4,== 1.

Tabel 52
I i |
& ooz s
Aa i 23,450 283,699 3417,2407 —2,097
As i —15,250 | -—199,418| —2412,840 1,481
A, 1 27,450 | 381,499 4649,836] —2,853
S L
Agr+D/A,m 12,1 12,0
AgthD] AR 13,1 12,1
AfE+DIA R 13,8 12,2
3 13,0 12,1

217



Amplituudi 4, leiame vorrandist (k):
Ay® == 4 575 - 3417,240 + 6,822  2412,840 — 0,528 - 4649,836 ==
= —1628,592 ()]
Jargmiste omavdnkesageduste leidmiseks asendame vérrandisils-

teemi (m) esimese vdrrandi teisele omavdnkesagedusele vastavate
amplituudide alusel koostatud ortogonaalsustingimusega:

i
2+ 1,0004; — 3-2,0974, -4 - 148143 ey < 2,853A4 = {p)
Arvestades esimest ortogonaalsustingimust (k) saame siit
Ay = —0,500045 — 0,1304¢ (r)
Avaldise (r) damise! vorrandisiisteemi (m) kahte viimasesse

wvorrandisse saame jdrgmise vorrandisitsteemi:
(0,655 — %) Ag — 001244 =

—1,707A3 4-(0,550 — %) Ay =0
ille lahendame juba otseselt. Saame:
o = 0,75; w4 == 0,45,
Vorreldes varem leitud tulemustega nieme, et vigade kuhjumise
16ttu ar;mtuskéigul erineb saadud %, vidrtus Oigest viartusest juba
tunduvalt.

Niide 5.4. Leida joonisel 5.9, ¢ kujulatud nelja koondatud vdrd-
set masst M) == My= M= M,= M kandva tala omavonkesagedused.

2)

(s}

M, M, M, M,

Z
[ - .
F] J

B
)% ¥ ypox

| ; . ‘

™ 3 L ]

tw JOON. 5.9

Joonisel 5.9,5 kujutatud tala elastse joone v@rrand on jdrgmine:

_ PR FASEE AL ¢ 3c4¢ x i xe—c\?
o= [(5) (£) (o7 —2551) +1(55 )]
(a)

Siit leiame avaldised ibikjdudude vastavate siirete jaoks. Saame,
4ahistades I%/93750E/ = B,

= 1288; 8ip == 83 = 1898
136B; 8 =478
; 8z == 833 = 4328,

. 1 037B0E! .
T MBo* MPe? ®)

Téahistame
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Varrandisiisteemist (5. 44) saame:

(128 — %) Ay -+ 18942 -+ 13645 + 474,=10

1894, + (432 — ) A, + 36845 + 1364, = 0 (c¥
1364, + 3684, + (432 — ) Ay -+ 1894, =0

474, + 13645 -+ 1894, 4 (128 — %) Ay = 0

Kuna vénkuv siisteern on siimmeetriline, siis voime simmeetrilis—
tele ja antimeetrilistele peavGnkumistele vastavad lahendid leida
eraldi. Simmeetriliste peavdnkumiste puhul A; Ay ja Ap=As Anti-
meetriliste peavénkumiste puhul A= —A, ja Ap==—A;. Seda arves-
tades vdime piirduda kahe esimese vdrrandi vaatlemisega, arvestades,
et neis Ay ja Ay on virdsed A, ja Ay, resp. —A, ja —A, viirtustega.

Siimmeetriliste vonkumispiltide jaoks saame vdrrandisiisteemi

(175 — %) A1 -+ 8254, =0 (ay
3254; +(800 —x)4; =0

mille kordajatest moodustatud determinant peab vérduma nulliga:
(175 — x) (800 — 36)— 3252 == 0.

Siit leiame, ef 5 == 938,4; xz== 36,6.
Antimeetrilistele v&nkumispiltidele vastab vérrandisiisteem

(81 — ) Ay + 5342 =0 (e
534, (64 — %) Az = 0
%= 1262 ja p==188.
Lopuks paigutame leitud neli juurt Sigesse jérjekorda ja letame
avaldisest (b) omavdnkesagedused:
93 750E7
M

millest

Saame
@ =100 V EI/ME
@ = 26,9 V EIJMIS
9y =454 V EIJHIS

4= 70,6 V EIJME



6 SUURE VABADUSASTMEGA SUSTEEMIDE
DUNAAMIKA

6.1 JAOTATUD MASSIGA TALA VABAVONKUMINE

6.11  Jaotatud massiga tala vabavénkumise
diferentsiaalvGrrand

Vaatleme jaotatud massiga tala (kaaluga tala)y vaba-
vBnkumist tala telje ristsihis. Tala teljeks olgu x-telg.
Téhistame vonkuva massi intensiivsuse tihega m ja tala
ning temal asuva koormuse omakaalu ¢; Ilmselt m'== g/g.
Kui vdnkuvaks massiks on ainult tala enda mass ja tala
on valmistatud materjalist, mille erikaal on vy, siis

m==g/g = yF/g 6. 1)

kus F on tala ristldike pindala.

Tala massi intensiivsus vaib fildjuhul piki {ala muu-
tuda: m==m(x), samuti voib muutuda ka ristiéike inerts-
moment: [ == [(x).

Ulesande lahendamisel oletame, et

1) tala massi elementide pd6rde moju omavonkesage-
dustele on hiiljatavalt viike, s. t. fiksikud massipunktid
liiguvad ainult risti tala kdverdumata teljega,

2) pbikjdudude mdju tala deformatsioonidele v&ib hiil-
jata,

3) sumbuvus vdrdub nulliga.

Vonkugu tala y-lelje sihis; vastavaid siirdeid,
mida loeme staatilisest tasakaaluasendist, tdhistame
téhega v.

Tala  vabavOonkumist  staatilise tasakaaluasendi
iimber voib vaadelda nagu ajaliselt muutuvat tala painet,
kusjuures mingile ajamomendile vastavaks koormuseks on
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inertsjdud ¢* = —mi. Seega on tala elastse joone dife-
rentsiaalvbrrandiks

02 0% (x, t) ] .
W[E](x) g | = (X)) (6.2}
ehk lihidalt
[EI(x)v"(x,6) ) + m(x)V(x,1) =0 (6.2, a)
Tala vabavonkumine koosneb #iksikute peavdnkumiste
summast; kuna jaotatud massiga tala on IGpmata suure
vabadusastmega sfisteem, on neid peavdnkumisi 1dpmata
palju. Igale peavinkumisele vastavad seisvad lained,
mille kuju jdab vonkumise jooksul samaks ja ordinaadid
muutuvad ajas proportsionaalselt, Seega véib vabavon-
kumise kuju otsida I16pmata reana, mille iga liige koosneb
kahe funktsiooni korrutisest, kusjuures iiks neist funki-
sioonidest sSltub ainult kohast ja teine ainult ajast:

0 )= 3 Fu(2)pa(t) (6.3)

Rida (6.3) rahuldab diferentsiaalvdrrandit (6.2), kui
seda rahuldab rea iga iksik liige. Asendades rea (6.3)
mingi lilkme vorrandisse (6.2, a) ja jéttes dra indeksi n,
saame:

[ET®OF (0% () +m@f ()6t =0  (8.4)
Jagades vorrandi (6.4) avaldisega m(x)[(x)¢ (1),
v&ime muutujad eraldada:

LEIGOP ) %) ©.5)
m(x)f(x) V()
Saadud vorrandi vasakul poolel esinevad funktsioonid

sGltuvad ainult kohast x, paremal poolel esinevad funkt-

sioonid aga ainult ajast #. Vorrandi vasak ja parem pool
peavad vorduma suvalise x ja f viddrtuse juures. See on
voimalik ainult siis, kui nad ildse ei s6liu kohast ega
ajast, vaid kujutavad endast konstantset suurust, mille
tahistame w? Vorrand (6.5) jaguneb kaheks vGrrandiks:

[ 1(x)f/,(x)]ll
m(x)f(x) o » (6.6)
B (1) '
= (6.7)

221



[EI)" ()] — o'm(x)[(x) =0 (6.6,a)

P () — o (f) = 0 (6.7, 2)
Vorrandi (6.7, a) lahendiks on
P(t) == 4 sin{wt + ¢) (6.8}

Seega iga peavdnkumine kujutab endast harmoonilist
vonkumist nurksagedusega «; missugune on aga vastava
vonkesageduse tegelik vairtus, tuleb midrata juba vor-
randist (6.6) vdi (6.6, a).

Kogu omavonkesageduste kompleksi o1, @2,...,0n
nimetatakse omavdnkesageduste spektriks.

6.12  Uhtlaself jaotatud massiga prismalise tala oma-
vonkesageduse ja peavonkekuju leidmine

Kui tala massi intensiivsus m ja tala inertsmoment [
on konstantsed, on (6.6, @) konstantsete kordajatega hari-
lik diferentsiaalvorrand

2
PV (1) — S5 F) = 0 (6.9)
Lahendamiseks i&histame
me?  (p \*
o ..( T) (6. 10}
miilest
—(2)\YEL
m—( z) - (6. 11}

Asendades (6.10) vorrandisse (6.9), saame jaArgmise
diferentsiaalvorrandi:

TR%
o — () Fo =0 (6.12)
mille karakteristliku vorrandi juurteks on --I ja i
Arvestades tuntud trigonomeeiriliste ja hilperboolsete

funktsioonide avaldisi (p. 10.45), vdib vOrrandi (6. 12}
lahendi vilja kirjutada jargmisel kujul:

F(x) = By sin»‘?—{—{—Bgcos—‘;—x—{—BsshJ%—-l—B;ch-l—;f—
(6. 13}
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Et médrata mingi konkreetsete airetingimustega tala
omavonkesagedused «, ja neile vastavate peavinkumiste
kuju, kirjutame esmalt vilja #dretingimused avaldise
(6.13) kaudu. Kuna igal talal on neli &éretingimust,
saame neljast vbrrandist koosneva homogeense vérrandi-
siisteerni, mille mittetriviaalse lahendi maaramiseks vor-
rutame saadud vérrandisiisteemi kordajatest moodustatud
determinandi nulliga. Tulemusena saame omavinkesage-
dusi iseloomustavate parameetrite un médramiseks
transtsendentse vorrandi, mille juured annavadki seose
(6.11) kaudu omavdnkesagedused ey,

Antud omavonkesagedusele vastav peavdnkekuju lei-
takse samuti, nagu kirjeldatud punktis 5.51. Kérvaldame
adretingimuste pohjal koostatud vorrandisiisteemist iihe
vorrandi ja ilejdénud kolme vBrrandisse paigutame saa-
dud pn/l vdirtuse. Neist vBrrandeist saab kolm tegurit,
naiteks Bamy, Bamy ja By, avaldada iilejidnu — antud
juhul Bim) — kaudu. Sellega on teada ka peavdnkumise
kuju. ksikute peavGnkumiste amplituude, millest tala
vabavonkumine koosneb, saab maidrata ainult teades
algtingimusi.

Edasi vaatleme omavénkesagedusie ja neile vastavate
peavonkumiste kuju leidmist méningail konkreetsetel
kinnitustingimustel.

Vabalt toetatud tala (joon. 6.1).

Asendades elasise joone avaldise (6.13) vabalt toeta-
tud tala déretingimustesse

FO={"O)=[{)=[" (=0 (2)

7 z
/
v

::lnlllllllllﬂllllllIlllllu.,, u=
LT
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saame jargmised neli vorrandit:

By B, =10 A
~~By+ B, =0 {b)

Bysiny -+ Bycos u-+ Bsshu+ Bichu=0
—Bisinp~ Bycos p+Byshp -4 Bichp=10

Vorrandisiisteemi (b) kahest esimesest v8rranndist
jéreldub, et Bp== B, ==0. J44b kahest vdrrandist koosnev
vorrandisiisteem

Bisiﬂu—}‘BgShM:O
By sin g+ Bsshp==0 (<)

mille kordajatest moodustatud determinant peab vérdurna
nulliga:
2sinpshp=0 (d)

Lahend p =0 ei paku huvi, kuna sel juhul vonkumised
puuduvad. Kui aga p % 0, siis ka shp 5% 0. Seega peab
olema rahuldatud tingimus

sinp==0
mitlest
p=, 21, ..., AKX

ja omavdnkesagedused

a2/ EI 4n2 9/ EI
UETFY Tm T m

ntn2 5/ EI
n == | S

PeavOnkekuju leiame vorrandisiisteemi (c) iikskdik
kummast vBrrandist. Kuna omavdnkumistele vastavatel
p véirtustel sin p =20, jéreldub siit, et Bgshp =0, kust
Bs=0 ja n-ndale omavdnkesagedusele vastava vénku-
mise kuju vBrrandiks on sinusoid
nyx

!

Kolmele esimesele omavonkesagedusele vastavate pea-
vingete kujud on toodud joonisel 6. 1.

Konsool (joon. 6.2).

Adretingimustele

FO=FO)=FFN=F"N=0 (a)

Fr == sin
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JOON. 6.2

vastab jargmine vorrandisiisteem:

By By =0

Bi+ By=10 (b)
—Bysinp - Bacosu+ Byshu+ Bichu==20
—Bycos -+ B,sinp—Bschp+Bichp==0

Parameetri p leidmiseks peaksime selle vBrrandisiis-
teemi kordajaist moodustatud determinandi vorrutama
nulliga. Lihtsam on aga enne vorrandisiisteemi jérku
alandada ja alles saadud madalamajirgulise vorrandi-
siisteemi determinant vérrutada nulliga. Esimesest ka-
hest vorrandist leiame, et B; == —B; ja By == —B). Asen-
dades saadud avaldised viimasesse kahte vorrandisse,
saame:

Bi{sin g+ sh p)+ Ba{cos p+ch p) =0
Bi(cos p + ch p)+ Be{~sin y -+ sh u)==0 ()

Vorrutame vorrandisiisteemi (¢) kordajatest moodusta-

tud determinandi nulliga:

(sin p 4+ sh u) (cosp4chu) | o (d)
(cosp+chp) (—sinp-+shp)i
== —sin? p < sh? p - cos? p — ch?p—2cospchp =0
Kuna aga sin®p--cos?p==ch®p—sh*p==1, saame
siit parameeirite p leidmiseks tingimuse

cos puch p == —1 (e)
vérrandi (e) juured annavadki otsitavad p védrtused.
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JOON. 6.3

Kuna cospchp on tabuleeritud funkisioon, véib nad
kdige lihtsamalt leida vastavast tabelist.

Tabeli puudumisel vdib juurte ligikaudsed vidirtused
leida graalfiliselt. Kirjutame vorrandi (e) mber kujul

1
00 = =~
ja joonistame vilja kummagi funktsiooni graafikud (joon.
6.3). Nende graafikute 16ikepunktid annavadki otsitavad
p védrtused.

Nagu toodud jooniselt selgub, vdib kérgemate oma-
vonkesageduste leidmiseks killaldase tdpsusega lugeda,
2n —

2
seks saame py == 1,88 ja ps=4,69.

Peavdnkekuju leidmiseks vGrrutame By iihega ja aval-
dame vorrandisiisteemi (c¢) (ksk6ik kummast v&rran-
dist Bs. Kasutades esimest vorrandit, saame

By = sinp+shp

oS w-chyp

el p= —l—n Esimeste omavonkesageduste leidmi-

Kuna By==-—B; ja By= —B;==—1, kujuneb avaldis
(6. 13) konsooli Jaoks ;argmise<s~

| == sin -—-««1" sh - “x -+

smu—{—sh_&( Jx_}i_ _‘&x_)
cosp+chp ch ! cos !

kuhu uuritava peavbnkekuju leidmiseks tuleb paigutada
sellele peavonkumisele vastav p vairtus, niiteks esimese
vonkesageduse puhul p==188.

Kolmele esimesele vonkesagedusele vastavad peavdnke-
kujud on toodud joonisel 6. 2.

(f
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Tabel 6.1
i vidrtused

1 2 3 >3

ey 473 785 11,0 -~é- Y

, ’ 4n 41
2'—————;& 398 | 707 102 —f—gi'——n

/ D— 1,88 ( 4,60 785 |

Tabelis 6. 1 on toodud teguri u, viidrtused mdningate
kinnitustingimuste jaoks.
Omavonkesagedus méadratakse valemiga (6.11):

' 2
o = (.»*_n) V EL
! m
6.13  Piki- ja pdikjou moju omavdnkesagedusele
Kui prismalisele vardale mdjub témbejdud 7T, tuleb
vorrandit (6.9) tdiendada selle jou mdjuga ldbipaindele
[vt. (2.2)} Saame:
me?

T o -
P =gt =g i=0

(a)

Olgu varras otstel vabalt toetatud (joon. 6.1). Sel

juhtlxcli_rahuldab diferentsiaalvérrandit (a) ja déretingimusi
avaldis

nix

; (b)
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mille asendamisel v8rrandisse (a) saame

nse \* EI nn )_z‘
ot = ()t () ©

Esimese omavdnkesageduse jaoks saame vorrandist (c)
jargmise avaldise:

e (BIVEYE T

2
T anE[ ©

Avaldisest (d) nahtub, et tdmbejdud suurendab oma-
vinkesagedust, survejdud vihendab. Kui survejoud lihe-
neb kriitilisele, s. t. T—»—T", siis omavdnkesagedus wy
liheneb nullile. Seda asjaolu v&ib kasutada konstruki-
siooni stabiilsusvaru mdéaramiseks.

P6ikjoud vihendab konstruktsiooni omavdnkesagedust.
Hiiljates pdikjdu mdju me nagu asetaksime konstruktsioo-
nile tdiendavad sidemed, mis takistavad p6ikjdule vasta-
vaid paigutisi, seega kédsitame konstruktsiooni tegelikust
jdigemana.

Poikju méju on kdrgematele sagedustele suurem kui
madalamatele. Vonkumisel tekivad talal iksikud pool-
lained; s!mpunktid jddvad paigale. Korgemnale sagedu-
sele vastab suurem poollainete arv ja nende viiksem
pikkus. Seega t6Gtab tala nagu mitmesildeline tala, mille
silded madalamalt vonkesageduselt kdrgemale iilemine-
kul vdhenevad. PGikjou suhteline mdju tala ldbipaindele
oleneb teatavasti aga tala kdrguse ja pikkuse suhte ruu-
dust ja suureneb tala pikkuse, antud juhul dksikute
poollainete pikkuse vihenemisega.

(d)

kus

6.2 LIGIKAUDSED ARVUTUSMEETODID

Muutuva ristldikega varraste puhul ei ole diferentsiaal-
vorrand (6.4) tdpsete meetoditega lahendatav ja oma-
vbnkesagedused. tuleb madrata mingi ligikaudse meeto-
diga. Samuti tekib vajadus ligikaudsete meetodite jirele
siis, kuj vdnkuv siisteem koosneb jaotatud massiga
varrastest ja iiksikutest koondatud ‘'massidest. Tési,
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prismalisest kaaluga talast ja sellele talale kinnitatud
koondatud massidest koosneva siisteemi kohta on vdima-
lik leida tdpne lahend, kuid {ildiselt on sddrase tdpse
lahendi saamine kiillaltki tiilikas ja esimesed omavdnke-
sagedused voib lihtsamalt miidrata ligikaudsete meetodi-
tega. Sama kehtib ka iksikulest prismalistest varrastest
koosneva konstrukisiooni vénkumise kohta. Lopuks osu-
tuvad ligikaudsed meetodid kasulikeks ka sel juhul, kui
vonkuv siisteem koosneh killl ainult Gksikutest massidest,
kuid nende arv on suur.

Diferentsiaalvdrrand (6.4) méddrab muutuva ristidikega
varraste omavdnkesagedused ja peavonkekujud. Tema
lahendamiseks sobivad koik meetodid, mida kasutatakse
surutud varda kriitilist koormust méarava vorrandi (3.2)
lahendamiseks: diferentsimeetod, Bubnov-Galjorkini mee-
tod. jarkjargulise ldhenemise meetod jne.

Samuti voib diinaamika kiisimuste uurimisel kasutada
energeetilist meetodit.

Nimetatud meetodeist vaatleme kéesolevas peatiikis
ainull kaht: jdrkjdrgulise ldhenemise meetodit ja ener-
geetilist meetodit. Jérkjdrgulise ldhenemise meetodil
peatume pikemalt seepdrast, ef tema kasutamisel tekivad
korgemate vBnkesageduste madramisel moned kilsimused,
mida el esine kriitilise jou leidmisel. Energeetiline meetod
aga vddrib tdhelepanu selle t8tiu, et ta on &ddrmiselt
ildine ja Kkasutatav igasuguste vdnkuvate siisteemide
korral.

Lisaks neile meetodeile vaatieme veel jaotatud masside
asendamist koondatud massidega, millele analoogilist
meetodit varraskonstiruktsioonide stabiilsuse probleemides
ei kisitletud. Selle meetodiga alustamegi.

6.21  Jaotatud masside asendamine koondatutega

Jaotatud massid asendatakse konstrukisioonide diinaa-
mika uurimisel sageli koondatud massidega. Koondatud
masside valikule jirgnev arvutus toimub nii, nagu eel-
mises peatiikis kirjeldatud. Saadav tdpsus séltub valitud
masside arvust ja komstrukisiooni isedrasustest. Selleks
et esimesi vBnkesagedusi médrata kiillaldase tépsusega,
piisab vordlemisi vaikesest masside arvust.

Jaotatud masside asukoha ja nende suuruse méiramisel
v8ib juhinduda jirgmisest. Vardad jaotatakse mbotteliselt
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JOON. 6.4

osadeks ja iga fiksiku osa mass loetakse koondatuks kas
massikeskmesse v3i vastava I18igu otspunktidesse. Massid
16igu otspunktides tuleb valida nii, et masside kogusumma
ja staatiline moment ei muutu, s. o. redutseeritud massid
méadratakse samuti nagu toereaktsioonid kahel toel asuva
tala puhul.

Toome moningad ndited masside asukoha valiku kohta
(joon. 6.4).

Lihttala jaotatakse vdrdseteks osadeks. Massid,
mis koondame I6ikude otspunktidesse, asuvad tala keskel,
kolmandikkudel, neljandikkudel jne. (joon. 6.4,a ja b).

Konsoolil eraldatakse vabast ofsast poole jaotuse
pikkune osa ja kantakse selle osa mass eelmise 1Gigu
otspunkti (joon. 6.4, ¢ ja d).

Raami mass koondatakse slmedesse ja iiksikute
varraste keskkohtadesse, nagu niidatud joonisel 6.4, e;
iiksikutele massidele vastavad raami osad on joonisel
eraldatud kriipsuga.

Sdrestiku tldvBnkumise uurimiseks koondatakse
varraste mass slmedesse (joon. 6.4, ).

Kui konstruktsioonil asub itksainus koondatud mass ja
selle mdju konstruktsiooni deformatsioonidele on tundu-
valt suurem konstruktsiooni jaotatud masside mbjust,
vbib arvutuses kogu konstrukisiooni massi tuua koonda-
tud massi juurde, kusjuures redutseeritud massi suurus

230



méadratakse tingimusest, et jaotatud massi ja redutseeri-
tud massi kineetiline energia koondatud massile vastava-
tel siiretel cleksid ithesugused (p. 6.24):

i

Mycaf?, == f mf2(x) dx
U
kus [ — konstruktsiooni siirded koondatud massi von-
kumise sihis rakendatud suvalisest jdust,

fsr — koondatud massi siire samast jSust.
Paralleelvibdega sdrestiku omavonkesageduste maéra-
miseks asendatakse mdnikord sdrestik talaga, kusjuures
tala mass vordub sbrestiku massiga ja tala inertsmoment
midratakse tingimusest, et sdrestiku ja teda asendava

tala ldbipainded silde keskel oleksid vordsed.

6.22  Jirkjirgulise lihenemise meetod

Kirjutame v&rrandi (6.6,a) iimber jargmiselt:
[EI) " (0)]” = m(x)w?f (x) (6. 14)
Vordlus tala elastse joone vdrrandiga
[EI) ()] =4q

naitab, et vOrrandi (6.14) paremat poolt vdib vaadelda
viliskoormuse intensiivsusena; f(x) on sellele koormusele
vastavaks tala elastseks jooneks.

Vorrandi (6. 14) lahendamiseks jdrkjirgulise lihene-
mise meetodiga anname ette tala elastse joone vérrandi
f®)(x). Edasi arvutame véliskoormuse ¢! (x) = m(x) f® (x)
ning leiame sellele koormusele vastava elastse joone
FE(x).

Kui etteantud Idbipaindekuju f®(x) on Bige, on saa-
dud ldbipainde f**(x) ordinaadid k&ikides punktides
digetest o korda viiksemad ja nurksageduse o v5ib leida
avaldisest

o=V

Etteantud labipaindekuju ei lange tavaliselt = kokku
tegeliku peavnkekujuga. Sel juhul annab iga punktipaar
jaoks erinevad viirtused; need punktid, kus ldbipainded
on suuremad, annavad iildiselt tdpsemad tulemused. V&ib
vOtta ka mingi keskmise vadrtuse.

(6. 15)
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Soovi korral véib tulemusi tdpsustada, vottes uueks
elastse joone kujuks f®(x) asemel dsja leitud elgstse
joone kuju f#i1'(x) ja korrates arvutust. Kuna amplituu-
did taanduvad, véime eelnevalt f{x) mastaapi arvutuse
lihtsustamiseks suvaliselt muuta. o

Kuna labipaindekuju etteandmisel ei ole &dretingi-
muste rahuldamine vajalik (koormus ei pea &ddretingi-
musi rahuldama), vdib null-ldhenduses [® Jugeda vord-
seks raskuskiirendusega: f® == g. Sel juhul on etteantud
koormuseks vOnkuva tala omakaal g==mg ja esimese
lahenduse elasiseks jooneks on staatiline l1&bipaine oma-
kaalust, Ligikaudne omavdnkesagedus saadakse valemisi

o
om )5 (6.16)
kus staatilise ldbipainde vddrtus on soovitav vBita seal,
kus ta on maksimaalne.

Ulaltoodud meetodiga saadakse tavaliselt esimene
omavdnkesagedus ning esimene peavdnkekuju. Erandiks
oin ainult juht, kus etteantud elastsusjoon langeb kokku
mone kbérgema peavBnkekujuga, néiteks kui simmeetri-
lise tala vonkumise uurimisel ldhtume antimeetrilisest
vénkekujust. Kui aga null-lihenduseks valitud elastne
joon sisaldab kas voi mingisuguseid esimese peavdnku-
mise elemente, s. t. ei ole sellega tdiesti ortogonaalne,
suureneb nende osatdhisus igas jérgnevas ldhenduses
ja lopuks saame paratamatult kdige madalama vénke-
sageduse.

Jarkjdrgulise ldhenemisega on siiski vbimalik leida ka
kbrgemaid vonkesagedusi. Selleks fuleb aga enne leida
kéik madalamad vOnkesagedused ja kdrgema sageduse
leidmiseks kasutatav omavénkekuju eelnevalt ortogonali-
seerida koigi madalamate sageduste omavBnkekujudega.

Teine omavénkesagedus leitakse jdrgmiselt:

Algul leiame esimesele omavdnkesagedusele vastava
peavonkekuju fu. Teisele omavdnkesagedusele vastava
null-ldhenduse paigutispildi fo® leidmiseks anname etie
teise peavinkumise oletatava kuju ¢@@ ja ortogonalisee-
rime ta esimese peavBnkumise kujuga. Selleks avaldame
fi'® summana

f‘ﬁ"}: @@ L afm (6. 17)

2
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ja nduame, et oleks rahuldatud ortogonaalsuse tingimus
(5. 52), mis antud juhul votab kuju:

1
fmf:mi dx = 0 (6. 18)
/ ‘

21" (1)

Asendades fo avaldise (6.17) ortogonaalsuse tingi-
musse (6. 18), saame:

!
o . X
fm(W:z;“F afw)fuydx =0 (6.19)
[}

Kust

1
{0y .
f Moy dx
14
P (6.20)
/mffi) dx
0

Mitme ldhenduse korral tuleb ortogonaliseerida iga uue
idhenduse algul.

Koimanda omavBnkesageduse leidmiseks tuleb vastava
peavonkumise kujuks voita

0 [
fy = @@ + wfay + asfy (6.21)

kus @ on etteantud kolmanda peavBnkumise kuju, ja
avaldis (6.21) ortogonaliseerida niihdsti esimese kui ka
teise peavBnkekujuga jne.

Jarkjargulise ldhenemise meetodit vdib kasutada mitte
sinult jaotatud massiga talade, vaid suvalise elasise
konstruktsiooni (ka koondatud massiga) vabavinkumise
uurimisel. Tehnika jddb selle juures samaks, s. . anname
ette siirded f© ja leiame neile siiretele vastavad inerts-
joud mf®, kusjuures koondatud massid annavad koon-
datud joud. Edasi leiame inertsjdududest pdhjustatud
sgrded f ja omavonkesageduse mdadrame valemiga
(6. 15).

Olgu margitud, et kdesoleva meetodi juures v8ib vor-
relda mitte {iksnes kahe {iksleisele jdrgneva ldhenduse
siirdeid, vaid ka poérdeid, inertsjoude jne.
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JOON. 6.5

Niide 6.1. Maarata joonisel 6.5, 4 kujutatud simmeetrilise tala
esimene omavonkesagedus, Tala laius on konstantne; kdrgus muuivh
iincaarselt toelt kuni keskpunktini.

Tahistame tala massi intensiivsuse toe kohal mg ja ristidike inerts-
momendi samas kohas /o Vahemikus 0 < x < a on siis massi inten-
sitvsus m = mg(} + x/a) ja peindejiikus EI == ElL(1 4 x/a)3.

Tala slimmeetria kasutamiseks vaatleme ainult tala iiht poolt
juonisel 6.3, 6 kujutatud déretingimustel.

Vasemal toel \brduvad nulliga siirded ja paindemomendid:

fo == M o= {a}
Paremal toel vorduvad nulliga pborded ja pdikjoud:
Oy = Qua) = 0 (b}

Tala painde elemendid leiame jirkjirgulise integreerimise teel.
Arvestades tingimusi (a), saame:

paikjoud
x
Q-0 [ qac @
[
paindemoment
P
M= ot [ [ g @
0y
pédre
X . ] O
‘3‘:‘-("0‘?‘_/‘<‘*E Erffqd?x)dx (e)
bl U
siire
R Qx ' ¥ ox
:e.+ff(af’.f-*__.ff d?x)dﬂ f
e R 7 * ®
o v o0
Poorde & ja poikjon Qo toel leiame &édretingimustest (b).
Null-tdhenduses votame elastse joone kujuks sinusoidi sin%’%
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Integreerime numbriliselt, nagu ndidatud tabelis 6.2. Integreerimis-
vahemiku pikkuseks on vdetud «/5. Integraalid on leitud trapeisvale-
miga. Selle kasutamisel kujuneb integreerimise tehnika &armiseit
lihtsaks.

Olgu teada mingi funkisiooni @(x) vaidrtused @o, @1, @2 @3,...

x
vahemiku A jérel. Olgu tarvis leida integraal @(x) == { ¢(x) dx.
[
Integraali ®(x) vidrtused kujunevad jargmisteks:

Dy = (o -+ 01) (4/2)
Dy = (o + 21 + @2} (A/2) = (O + @1 + @2) (A/2) (g)
@5 == (o -+ 201 + 202 + P} (A/2) = (D2 + o + 93) (4/2)
Summeerimine toimub seega nii, nagu alljirgneval skeemil noo-
lega niidatud:

o1 411 %M s %
0! ‘¢1| *¢z| *¢3' '¢4

Tabelis 6,2 on sddrane operatsioon tahistatud mirgiga Z.

Avaldised algparameetrite — pGGrdenurga ©p ja poikjou Qu —
madramiseks kujunevad tabeli 6.2 alusel jargmisteks: ~
, Qo+ (8)i6=0
G+ Q- (Byio+ (12)10=0 Uy
ehk
Qo+ 10,38mpaf10 = 0
B - Qo+ 12,15a%10%E1 + 16,32mpu®/108E ] = O (i)
millest

Qo = —10,38ma/10
B = 108,8moa®/10°El,

Saadud algparameetrite abil lelame uue tdpsustalud vonkekuju
fty ja omavdnkesageduse mdadrame valemiga (6.15).

Uksikute tala punktide jérgi médratud ©? viidrtused on tfoodud
reas (18). Need annavad piirid ®?® jaoks. Vittes f(® ja fit jaoks
keskmised vidrtused, saame:

EI i
o togEle o b0 BT 1040 ET

a2 my 2 mg

Vajaduse korral voib tulemust tdpsustada, vGttes null-lihenduseks
saadud f®) [rida (14)] ja korrates tsiiklit (7)—(14). Teises ldhen-
duses annavad juba k&ik punktid vddrtuseks 16,5El/myat, seega eda-
sine tdpsustamine ei ole enam vajalik.
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Avaldised algparameetrite

Tabel 62

miliramiseks omavénkesageduse madramisel jirkjirgulise ldhencmise meetodiga

Nr Avaldis Uksihulelfe jaotustele vastavad suurused * Kotdaja
- - M.E, R | S
(1} I x 0 2 1 I8 8 | 10 ' allo
i ' .
(2} | m ' 1,0 12 [ 4 1.6 i I8 I 2.0 ny
(3) ! Ei i 1,728 | 2744 4,006 | 5.832 8000 [y
R T T B
(4) x{E1 0 L157 | 1458 1465 L1372 1950 o L0E,
(5) =4 0 1157 3772 6,695 9,532 | 12,15 YI0ET,
6} | (5 0 LI57 | 6086 1655 3278 | 5446 &I,
- I ! e rren e it
i ]
(7} ! JO . 0 0,309 | 0,588 0,809 0,946 t 1,000 -
(8) 1 GO = mf®) == (2} ¥ {7} 0 0371 | 0823 1.294 1703 ¢ 2000 mg
(9) (8 0 0371 | 1565 3,682 6679 | 1038 moa/10
(10) T {9) 0 0371 1 2307 7554 1792 1 3497 mea?/l0
(1) (10}/(3) 0 0215 | 0.841 1,844 3073 | 4871 mea?/102LL,
(12) (i 0 0215 1,27} 3,956 8873 1 1637 moa¥1(PLL,
(13) LRS! 0 0,215 i 1701 6928 , 19,76 1495 meat{I0MEL
(14 i JW == Box (1) - Qp18)-- (13} 0 2078 . 3FRT 14939 5378 ST mout{104E T,
! ' | !
1 i
(15} @? e JURO (7Y (14) 19 156 1’ 16,4 17,0 7.3 IEI.,/m(,u‘



6.23 Energeetiline meetod

6.23. 1 Omavinkesageduse mdaramine esimeses lahen-
duses.

Energeelilise mectedi aluscks on energia jddvuse sea-
dus. Elastse konstrukisiooni vonkumisel toimub pidev
potentsiaalse energia U ileminck kineetiliseks ener-
giaks K ja vastupidi, kuid potenisiaalse ja kineetilise
energia summa on konstrukisioonis, mille sumbuvus
vordub nulliga, honstantne suurus:

U -+ K == konst. (6. 22)

Potenisiaalse energia U loeme sel hetkel, mil konst-
rukisioon ldhib staatilise tasakaaluasendi, vérdseks nul-
liga. Kinceliline energia K on sel hetkel aga maksimaalse
vadrtusega, kuna konstrukisiooni osakeste liikumise kiirus
on siis kdige suurem. Vonkumise #4rmises asendis on
potentsiaalsel cnergial maksimaalne véartus, kineetilise
energia véddrtus aga vordub seal nulliga. Seega on
potentsiaalse encrgia ja kineetilise energia maksimaalsed
vaidrtused virdsed:

max {J == max K (6.23)

Mirgime, el potentsiazalne energia on mdlemas d4rmi-
ses asendis positiivne, kuna staatilise tasakaalu asendist
iileminekul muudavad mérki niihasti inertsjoud kui ka
siirded.

Siirdeid v voib kujutada kahe funktsiooni korrutisena,
millest iiks soltub ainult kohast ja teine ainult ajast.
Kuna vabavénkumine on harmooniline, siis

v(x, 1) == [(x) sin (wf + ¢) (6.24)
Kincetilise  energia  avaldis siirdliikumise puhul on
jargmine:

{
K== ;—”fm(x)ﬂz(x, fydx =

]
. llé—mzcosz(ml—l-&p) fm(x)fz(x) dxr  (6.25)

0
Kuna koosinuse maksimaalne vadrtus vordub ihega,
siis kinectilise energia maksimaalne vidrtus
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{
max K = -%w;zfm(x)fz(x) dx (6. 26)
Tahistades ’

1
—g Uf m(x)P(x) de = Ko (6.27)

voime max K avaldada jargmiseit:
max K == 0?Kjp (6. 28)

Asendades (6.28) vdrdusse (6.23) ning tdhistades
iithtlasi max U == U, saame omavOnkesageduse méira-
miseks jdrgmise avaldise:

Uy
= 6.29
@ Ko ( )
mis ongi pdhivBrrandiks omavdnkesageduse miidramisel
cnergeetilise meetodiga.

Potentsiaalset energiat vBnkuva varda ddrmises asen-
dis vbib avaldada mitmel erineval viisil. Avaldades ta
varda vonkekuju f(x) kaudu, saame:

1

Vo=t [EI0 I (6.30,2)
“ o
vardas tekkivate paindemomentide M, kaudu:
‘
_ 1 [ M)
bo=75J FErm & (6.30, b)

ja vardale méjuva vilisjéu p 66 kaudu:
i
1
Up == 5 2)/p(x)f(x) dx (6. 30, ¢)

Vastavalt avaldistele (6.30,a—c) saame omavdnke-
sageduse ruudu jaoksl jdrgmised avaldised:

JEI 17 (012
o
S —— (6.31,2)
fm(x)fz(x) dx
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1

[ M2(x) /E1 ()] ax

a

2 m e (6.31,b)
fm(x)iz(x)dx
i3
!
EIGIGEE
P S — (6.31,¢)
fm(x)fz(x)dx

Integraale (6.27) ja (6.30,¢) tuleb vaadelda ildista-
tud mbites, s. t. nad véivad sisaldada ka koondatud
masside korrutisi masside siirete ruutudega vdi vastavalt
koondatud jdudude ja nende rakenduspunktide siirete kor-
rutisi.

Vénkekuju f(x) on teadmata ja tuleb ette anda. Juhul
kui Gnnestub valida sddrane vOnkekuju, mis vastab tege-
likule, saame omavdnkesageduse {8pse véidrtuse. Uldiselt
aga kujuneb leitud sagedus tegelikust suuremaks, kuna
labipainde kuju etteandmine vastab konstrukisioonile
tdiendavate sidemete kinnitamisele, mis lubavad konst-
ruktsioonil vénkuda ainult meie poolt méédratud kuju
jargi, s. t. konstrukisiooni jdikuse suurendamisele. Kui
anname ette erinevad 13bipainde kujud ja lelame neile
vastavad vonkesagedused, osutub saadud v@nkesageduste
vidrtusest kbige tdpsemaks vaikseim.

Etteantud siirded f(x) peavad rahuldama vdhemalt
kinemaatilisi ddretingimusi.

Avaldise (6.31,b) kasutamisel tuleb ette anda painde-
momendid M. (x); siirded f(x) peavad olema pBhjustatud
neist paindemomentidest. Avaldise (6.31,¢c) kasutamisel
tuleb ette anda viliskoormus p{(x) ja leida sellele vasta-
vad siirded f(x).

Kui vonkuv konstrukisioon koosneb mitmest vardast,
tuleb integreerida ile kdigi varraste.

Kui vdnkuv konstruktsioon asetseb elastsetel tugede],
tuleb avaldises (6.29) arvestada ka tugede deformat-
sioonienergiat.
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Kui konstruktsioon sisaldab peale varraste muid ele-
mente (ndit. vedrusid) voi koosneb ainuitksi neist, tuled
painduvate varraste kohta kehtivate potenisiaalse energia
avaldiste (6 30,a ja b) asemele votta vastavalt nende
elementide deformatsioonienergia avaldised.  Avaldis
(6.30,¢) on iildine.

6.23.2 Ruayleigh-Ritzi meetod

Tépsema lahendi leidmiseks aproksimeerime peavonku-

mise kuju reaga
f{x)y= ;Ajf;(x) (6.32)

Lus f;(*) on etteantud funktsioonid, mis rahuldavad vihe-
malt kinemaatilisi daretingimusi. Edasi on pOhimdtteli-
selt tarvis leida avaldisest (6. 30, a) peavdnkumise kujule
(6.32) vastav deformatsioonienergia U, ja avaldisest
(6.27) Kkineetilist energiat iseloomustav funkisioon K,
Selle jérel tuleb saadud potentsiaalse ja kineetilise ener-
gia avaldised asendada omavdnkesageduse avaldisse
(6.29). Kuna energeetiline meetod annab esimese oma-
vbikesageduse jacks Oigest suurema véidrfuse, peame
otsima sddrased parameetrite A, vadrtused, mis teeksid
omavinkesageduse minimaalseks. Selleks vOrrutame
omavdnkesageduse ruudu o? tuletised parameetrite A4,
suhtes nulliga:

o 0 U
AR, < 0 (6. 33)
Kasutades reeglit jagatise tuletise hohta, saame:
aU a.
T o2 Uy
[ et R
K2 0 (6.34)

Korrutades vorrandi (6.34) suurusega Ko ja pida-
des silmas, et Uo/Ky= 0, saame:

“B%,‘ (Up— 02Ky = 0 (6.35)

Vérrandid (6.35) ongi pdhivorrandeiks omavonkesage-
duste madramisel Rayleigh-Ritzi meetodiga.

Vorrandite (6.35) viljaarendamisel saame jirgmise
lineaarse algebralise vdrrandisiisteemi. kus vorrandite
arv n vordub etteantud funktsioonide f,(x) arvuga aval-
dises (6.32):
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(ay — 0tbu)Ay -+ (i — ?b)Az+ ...

ot (am — @0b)Ar+ ...+ (G1n — 0%D1p)An =0
(am -_ mzbm)Ai -+ (azz —— mzbzz)Az-{— e

vt (an — 0Dap)Ar ... {Gon — 02B2) Ay =0

“(an — @) Ar+(ap — otbp)Aat ...
e (ap — @) Ar L (G — 025) An =0

(ans— mzbm)Ai A+ (B2 — mzbnz)Az ...
oAk — 0} Ar + - . .+ {Gan — 0%0an) An =0
(6. 36)
Omavdnkesageduste ruudud «? saame, vorrutades vor-
randisiisteemi (6.36) kordajaist moodustatud determi-
nandi nulliga. Kuna saadud vorrandil on n juurt, saame
mitte iiksi esimese omavdnkesageduse, vaid ka kdrgemad,
kusjuures kdrgemad omavdnkesagedused on tavaliselt
viijksema tipsusega. Saame muidugi ainult sddrased
vonkesagedused, millele vastavaid peavonkumisi saame
reaga (6.32) kiillaldaselt hdsti aproksimeerida.
Selgitame, mida kujutavad endast kordajad au. Sel-
leks oletame, et siirded (6.32) on saadud koormuste

p(x)= X Aupr (%) (6.37)

toimel. Potentsiaalset energiat iseloomustav suurus U
kujutab endast vastavalt avaldisele (6.30,¢) avaldiste
(6.32) ja (6.37) korrutise integraali:

n t

UW%Z"'Z A:'Akoka(X)fj(x)dx (6.38)

Jeml Rl
Eraldame avaldisest (6.38) need lilkmed, mis sisalda-
vad korrutist A;4x:

4 1
Ugd®) == %A*,»Ah( f Pr(x)f;(x) dx +f Pi(x)fh(%)dx)
9 ¢

(6. 39)
Diferentseerime (6.39) A; jérgi. Saame, arvestades et
1566de vastastikkuse lause aluslel pafs == pifr,

)
051‘2’ = Ax fp,-(x)fk(x)dx
7 0
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millest
1
an=f pi(x)fuix)dx (6.40, a)
1]

Seega tegur a, kujutab endast integraali siisteemi j
sisejoudude ja siisteemi % siirete korrutisest (vdi vastu-
pidi), teisiti deldes t66d, mida teevad siisteemi j sisejdud
siisteemi % siiretel.

Uldjuhul  vdivad muidugi judude asemel esineda
momendid ja siirete asemel podrded.

Analoogiliselt avaldistega (6.30, a—c) voib sel jubul,
kui potentsiaalseks energiaks on ainult varda painde-
deformatsiooni energia, tegureid a,. avaldada veel siirete
teiste tuletiste kaudu:

!
an= [ EIR7 (0)f (%) dx (6. 40, b)
]
véi paindemomentide kaudu:
4
M;(x) My (x)
Q== | =Lt (6. 40, c)
? -[ EI(x)

Saadud kolmest avaldisest (6.40,a--¢) on avaldis
(6.40,a) kbige iildisem ja sobib kasutamiseks {ikskdik
millistes konstrukisioonides; lihtne on teda kasutada aga
ainuif sel juhul, kui konstruktsiooni punktide siirded on
antud jou jérgi hdlpsalt leitavad. Avaldise (6.40,b)
kasutamisel piisab siirete etteandmisest, neid siirdeid p&h-
justanud jBudude teadmine ei ole vajalik. Lopuks, aval-
dises (6.40,¢) on tegurite a, miiramine viidud Mohri
integraali leidmisele.

Tegurite &,, {&henduse leidmiseks teeme samad ope-
ratsioonid kineetilist energiat iseloomustava suurusega
(6.27). Selgub, et

4
b= [m@f, )0 de (6.41)
0

Kuna e?m(x)f,(x) on vénkumisel tekkivad inertsjdud,
siis ka tegurid b, iseloomustavad t66d, nimelt seda 166d,
mida teevad siisteemi j inertsjdud siisteemi % siiretel.
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Etteantud siirded f,(x) peavad rahuldama jdrgmisi
tingimusi:

1) nad peavad olema toetingimuste seisukohalt vSima-
likud, s. t. kinemaatilised &iretingimused peavad olema
rahuldatud;

2) rea (6.32) iiksikud lLikmed ei tohi hujutada endast
teiste liikmete kombinatsioone;

3) rida (6.32) peab vbimaldama saada sobivate para-
meetrite 4, korral paigutispildi, mis on kiillalt ldhedane
tegelikule vonkekujule

Kui konstrukisiooni vabadusastmete arv langeb kokku
rea (6.32) lilkmete arvuga ja etteantud siirded f,(x)
langevad kokku iiksikute peav@nkekujudega, siis koik
vorrandisiisteerni (6. 36) kordajad peale peadiagonaalil
asetsevate kordajate vdrduvad nulliga:

ap=by =0 (j5=k)

ja vbrrandisiisteem (6. 32) jaguneb iiksikutks iseseisvaiks
vorrandeiks

ay — oyl =0
Agp —— ﬁ)zbzzAz == 0
(6. 42)
Ann = 0B pndn =0

Seega vbib sel juhul iga omavinkesageduse leida oma-
ette vorrandist.

Sel puhul deldakse, et iilesanne on lahenda-
tud peakoordinaatides. Peakoordinaatideks (iildis-
tatud méttes) on siis vastavad siirded f,.

Peakoordinaadistikus kujuneb omavonkesageduste o
leidmine &armiselt lihtsaks. Kahjuks on aga {ldjuhul
peakoordinaatide leidmine niivérd t66mahukas, ct lihtsam
on iilesanne lahendada mingis vabalt valitud koordinaa-
distikus.

Kui vonkuv konstruktsioon on siimmeetriline, siis tuleb
seda siirete valikul arvestada, s. t. valida nad siimmeet-
riliste ja antimeetrilistena. Kuna siimmeetriliste siistee-
mide jSudude 186 antimeetrilistel paigutistel vordub
nulliga, jaguneb vorrandisiisteem (6. 36) kaheks iseseis-
vaks madalama jargu vorrandisisteemiks. Omaviirtuste
leidmise! on aga vorrandisiisteemi jdrgu alandamine
t36mahukuse seisukohalt veel suurema tahtsusega kui
vBrrandisiisteemide lahendamisel.
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Niide 6.2. Madrata joonisel 6.6, u kujutatud konstruktsiconi oma-
vonkesagedused ja neile vastavad peavdnkekujud.

Tala 4B on absoluutselt jaik, dhtlaselt jaotatud massiga, mille
intensiivsus on my. Lisaks sellele aselsevad {falal kolm massi:
M, =mqgl, My==2mqgl ja My==3mqol. Tala on iiles riputatud kahe ved-
ruga. Vedru A venivus, s. t. Ghikjdule vastav siire Ca=0Cp ja
vedru B venivus Cp = 2C,.

Siisteenil on kaks vabadusastet, seega on tarvis ette anda kuni
kaks paigutispilti vbi jGusiisteemi, mis annaksid vastavad paiguti-
sed. Nende valik on suvaline, ainsaks tingimuseks on, el nad ef
tohi olla identsed, s. t. iiks jOusiisteem ei tohi olia teise kordseks.

Valitud jousiisteemid ja neile vastavad paigutised on ndidatud
joonisel 6.6,b ja c.

Teiseks dldistatud jGusiisteemiks olev moment on v@etud korda-
iaga 1, selleks et esimesele ja teisele jbusiisteemile vastavad paigu-
tised oleksid sama dimensivoniga (tingimata vajalik see ndue ei
ole). Arvulised kordajad Uldistatud jdudude juures on valitud nii,
et paigutiste kordajad on tdisarvud, kuid lahenduse kiigu suhtes
kordajate valikul mingit pdhim&ttelist {zhisust ei ole.

Olgu margitud, et valitud jBusiisteemid ei ole arvutuslikult seisu-
kohalt koige paremad. Lihtsama lahenduskdigu saaksime néiteks
vottes etteantud jGusiisteemideks Gksikud joud tala otstel.

3
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Laame valenmite (6 40.a) ja (6.41) abil vorrandisisteemi (6.36)
hordatad  Arvestades, et momendi thu \irdub momendi ja pddrde
korrunisega, saame

ay 8:6Co  48Cs

izt - 5200 = 16C,

um  H(BCy + 4Cs) I = 48C,

By mel{5C0)? = 2myl(6Co)~ Sl (7Cg)2 -

!

f ey (400 st >~dx = 281miCo?
.

o

bie- bn el - 3Co(—Coi - 2mol - 6Cq - 2C4 +
i
gl - TCy - 5Co - f P ( 1C, - 4C, : ) ( —dCy -
B

- 12C, j )dx —= 140m,{C¢?

b molCy 2mol(2C)* -~ 3myl(5Cq)* -
I P 2
- fmo (~4C - 12C ~ ,‘) d = 100mylCo?
Y

A\ Grrandiststeens {6 36} kuuneb toodud naite jaoks jirgmisehs:
(48 — 281y Ay -+ (16— [405) Az == 0
(16— Li0%) Ay 4 (48 — 100%) Ay == 0 (a)
Lus
# == molCyte? (b}
Vorrutades \orrandisiisteemi (a) kordajatest moodustaiud deter-
minand: nulliga, saame x miidramiseks runtvérrandi
85002 — 13 808x + 2048 = 0 (<}
mille juured
o - 0,165, = L46 (d}
Vadlavalt avaldisele (b)
@2 = 0,165/mylCy, we? == 1,46/my(Cy
Peavonhumiste huju leidmiseks paigutame vastava x vidriuse
{d) vorrandeisse (a) ja avaldame {iksk6ih kummast varrandist ihe
amplituudi teise haudu Lelame, et esimesele vénkesagedusele vastab
4; ~ 0234, ja teisele vOnkesagedusele Ay = ~1914,. V&nkumispil-
did on toodud joonistel 6 6,4 j2 e
Niide 6.3. Midrata joonisel 6.5 kujutatud tala esimene oma-
vonhesagedus eergeetihse meetodiga.
Apruksimeerime tala elastset joont trigonomeetrilise reaga

nax
f= EA,,sin———T

3
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ja piirdume esimese kahe tala keshifike suhies siimmeelrilise lLik-

mega:
. .onx 3ax
fy=sin —p fs=sin —r

Ulesande lahendame numbriliselt, jaotades tala poolpikkuse viieks
osaks. Arvutus on toodud tabelis 6, 3, kus arvesiades siimmeeiriat on
kisitletud ainult tala vasemat poolt.

Integreerime trapetsvalemi abil piirides 0 — I/2 Saame:

S (17)- 110 = 13,012 - W*Elo/ 1089
gy == & (18)- /10 == —4.261 - G ELo/108
a3 (19) /10— 6093 - BLutElof105
bu==S{9) U10= 4255mol/10
brp =3 (10)- [/10 = —0,523m,l/10

=3 (L) 1/10= 3813myl/10.

Viies sisse tahistuse

ay =

mglt
o -
BT
wviime vdarrandisiisteemi (6.36) vilja kirjutada jérgmisel kujul:

{13,012 —4,255%) Ay + (—38,349 -+ 0,523x%) Ay =
(-—38,349 -+ 0,523x%) A; - (809,433 — 3,813%) A, == 0

kust analoogiliselt eelmise Glesandega i==2,66 ja ,==2139.
Esimene omavdnkesagedus

n? u,E/ 1649/ El

P

=5 T N
tangeb kohku sellega, mx!le salme ]arkjdrguhse ]ahenemxse meetudlga.
Sama {lesande 1 s. t. piirdudes
ainult ihe funkisiooni f; etteandmisega, oIekslme saanud
13,012
= = 3
3 55 05
ja
173 + [ ET
) == — e
I m

mis on teises lihenduses saadust ainult 5% suurem.
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Tabel 63
Omavdnkesageduse mididramine energeetilise meetodiga

!Avaldh ‘ bk>1kutele )aotusiele vastavad suurused | Kordaja

'(ﬁ | » o] o1 o2 fo3 04 | 05 | —
@] m 10 12 |14 116 18 20 my
()| LI 10 1738 2744 4006 58321 8000] El,
@ L o [ o,'so«a! 0586 | 0809 | 0946| 1000] —
B |0 | 08091 0946 | osfmiaosss —1,000| —
(6) f f2 \0 | 0,095 0346 0654] 0895] 1,000

(M1 ffe |0 ' 0.250 | 0,556 | 0,250 | —0,556 | 1,000 —
8 | J2 }0 | 0,654 | 0895|0095 0346 1000 —
PV B — Do [ U U N
© | miz [0 o0i14] 0484]10461 1611| 2000] mp
(10) | m[f: 10 0300 G778 0,400 —1.001 | —2,000! my
(1) | mp® |0 | 0785 1253|0152 0623 | 2000] my

,,j [PRpSU—— S S i PSSO pU— - b - DS SRR

a1 A o l 030 0588 | 08091 0945 1000 |ty
(13} B0 | 08097 0946 | 0,309 | —0588 | —1,000 | ~9%/s2
. . - , - { - PR BUVN—
(14) 1 ([® 0 10095 034610654 08951 1,000 /i
(18) | [l 0 10250 0556|0950 1 —0,556 | —1,000 | 9x/s*
(16) | (=% 0 | 065t 0895) 0095 ) 0346 1,000‘81:1‘/14

164 1 0,949 2,679 ; 5,220 ! 8,000 ! n*El/l‘
432: 1,526 | 1,024 —3.243 | —8,000 | OmeEL/
130 2456 ° 0,389 2,018 8000 ‘SIn*/EI/ﬂ

an | ENG)?
(18) | EIfp”
(19) | EI(f")e

SO0

6.3 RAAMIDE SUNDVONKUMISE AMPLITUUDIDE JA OMA-
VONKESAGEDUSTE MAARAMINE DEFORMATSIOONI-
MEETODIGA

6.81 Tidpne lahendus

Vorrandid (5.40) ja (5.43) on kasutatavad ka sddraste
raamide arvutamisel, mille varraste massi ei saa hiiljata.
Pohiliseks erinevuseks on see, et tegurid ry, mis kujuta-
vad endast sidemes j tekkivaid reaktsioone (momente voi
poikjoude) sideme k ithikpaigutisest (pddrdest v&i siir-
dest), tuleb leida, arvestades varda vbdnkumisel tekkivaid
inertsjoude. Néiitena diinaamiliste toereaktsiconide leid-
mise kohta vaatleme varrast, mille vasakul otsal A on
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liigendtugi ja paremal otsal B mdjub harmooniline pdére
voi siire 1-sinwf (joon. 6.7, a ja b). Reaktsioonid loeme
positiivseteks, kui nad mdjuvad joonisel nididatud suun-
dades, s. t. annavad momendi paripieva.

Prismalise tala elastsc joone vdrrandiks on harmooni-
lise vonkumise korral

v(x, 1) = f{x) sin ot
kus itldjuhul {avaldis 6. 13)
f(x) = By sin»%x— -4~ B, cos—‘—llf- + B;sh “l{ - B, ch »“[x—
(a)

Parameetri{ u seob siin vdnkesagedusega o avaldis
(6. 10), kust

w< hsin wt
a) /

A e o s

far
My st
Gr)sm ot
8)
A R = - e —
M
)
Mg st
JOON 6.7 0¥sin ot
b -
wim
=1 6.43
u £l (6.43)

Tegurid By — B, tuleb mddrata toetingimustest.

Juhul kui paremal toel mojub harmooniline poore
@ ==1.sinwef (joon. 6.7,a), on toctingimused jargmi-
sed:

FO) = ["(0) = () = 0; [()=1 (b)

Paigutades diferentsiaalvérrandi (a) toelingimustesse
(b}, saame jargmise vérrandisiisteemi:

By 4 By=0
Byt Bi—= 0
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Bysinp 4 Bacosp + Bsshp 4 Bichpu =0 (c)
, By cos p— Basinu -+ Bschu+ Byshp = I/u
millest

~shp I sin I
By==B, =0 = T b S LR L
s f . B IS W B, 7 (dy
Siin
D == sin pch p—cos pushp (e}
Tala siirdefunktsiooniks on seega
= L npan ™o px )
Flx) = “D( sh psin 1-+5mush-l—~ (fy

Edasine toercahisiconide midramine ei valmista
raskusi. Saame:

3El 2y sinpshp 3B

MP=EIPW =" Ty S = e

(g)
@ _ ooy SEL p® shpcospsinpchp
W o=l =— Ty b =

3EIl
= [E' '93(“)

Toereakisioonide Mg® ja Ra™ leidmiseks {oe B siirdest
A == 1.sinwf (joon. 6.7,b6) Kkasutame jargmisi toe-
tingimusi:

HO) =1"(0) =T () =0, [(}) =1 ()
millele vastavad avaldises (a) jargmised konstaniide B
vadrtused:

h :
By = B, = 0; Bf=~€Du 3 Bsz—-“go—;l}' (i)
Scega on lala siirdefunkisiooniks
= chusin ® _ui)
f(x) = D(Lhusm ; cos psh 7 (k)
ja tocreaktsioonid toel B on jérgmised:
3EI p® shpcosp-sinpchp
) " . L RS ¥ ln__—_l___l‘_____
My =EIf"(1) =~ -y 5 =
= 3;51 ea{p) (m)
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®) o 3El w® 2chpcosp
QR = — Bl (g) = e — R

Kuna saadud reakisioomid on vorrandisiisteemi (5. 40)
v0i (5.43) kordajaleks ry (muidugt ainull selle varda
0sas), stis

g == BB,
ag == I £q
3E1
Fali &= hg =7 = 2 €2 (6‘ 44}
3EI
Top == s £y
kus
2 shusinp
E'j = !.L T LT T T
3 7 chpusinp—shpcosp
___ushpcosptchpusing
8775 T wsin p—shpcosp (6. 45)
oo 2chpcosp

3 [Ra Uy J—

3 ch usmu—shucosu

Nagu avaldistest (6.44) nahtub, saame deformatsiooni-
meetodi kanoonilise vérrandislisteemi kordajad varraste
jaoks, milles vBnkumisel tekkivaid inerisjdude ei saa
hiiljata, korrutades staatilisele olukorrale vastavad ry
vidrtused parandusteguritega =.

Analoogiliselt lahendatakse teine pohitilesanne: jdigall
kinnitatud vardas iihe toe harmoonilisest pddrdest vai
siirdest tekkivate toereakisioonide médramine (joon.
6.8,a ja b). Toe B pédrdele @p®=1-sinwt (joon.
6,8, a) vastavad jargmised toereak{sioonid:

(a) 4E7
== EIf"(l) =

a{p)

@) 2ET
M = —EIf"(0) = ==~ es(u)
(6. 46)

6EI
Q&= —EIf"" () = ——5

eo{1t)
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p-1sinw?

al
M‘msm wi - /\
(=T SV
?Of's;r wf ‘ - ¢
b) " QB 50 et
My it a-taunwl
(=g ~=a-4
3 !
Qs wt /)M;"'sm w3
JOON 6 8 .’)l’s”{fmut
@) or 6EI
Qi = —EIf" (0) = =~ er(w)
Toe B siirdest Ag®=1.sm ot tekivad jargmised
reaktsioonid:
® ” 6E7
Mg == EIf7 (1) == — 5~ eo(u)
) 6EI
ML == —EI}" (0) = — ———er(1)
(6. 47)
b 12E1
Qs = —EIf"(I) = -~ ea(u)

® 12E1
Q' = —EIF"(0) =~ ea(n)

Avaldistes (6.46) ja (6.47) esinevate funkisiconide
vaidrtused on jargmised:

8=y I—chpcosyu

u shu-—sinp
By T e

2 l-—chpcosp

_p*  shpsinp
#= "8 T-"chpcosp (6. 48y
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w chp—cosp

T 6 1—ch peosp

oy = et shpcos p-+chusing
’ 12 {—-chpcosp

g = W Sh_i{,i?i” i

12 I —chyucosp

Kanoonilise vérrandisusteemi kordajad r, leitakse ioe-
reaktsioonide (6,46) ja (6.47) abil samuti nagu defor-
matsioonimeetodi rakendamisel staatilistel koormustel.

Deformatsioonimeetodi kasutamisel tuleb silmas pidada
jargmisi asjaolusid

1. Geomeetrilisell miiratud pbhiskeemis tuleb sidemed
paigutada mitte ainult sdlmedesse, vaid ka koondatud
masside asukohtadesse sdlmede vahel.

Massita varraste puhul vGib kiill kasutada ka pohi-
skeemne, kus lisasidemed takistavad ainult masside pai-
gutusi, mitte aga sblmede liikumist; sddrastes skeemides
aga e saa enam kasutada standardseid valemeid r,
madramiseks.

2. Vdrrandeis (5.43) ei tohi unustada koondatud
massidest pbhjustatud liikkmeid M. Kui mdni varras
vongub peale ristsihi ka piki oma telge, tuleb teda telje-
sihilist siiret takistava sideme juures arvestada nagu
koondatud massi.

3. Kui mingi sideme juures masse ei ole, siis seal
M= (.

4. Siirdele vastab massi enda suurus; pddrdele vastab
tema inertsmoment.

5. Suurused A kujutavad vastavate siirete vdi pédrete
amplituude, s. o. ddrmist kaugust tasakaaluasendist.

6. Varrasahela kinemaatikat iseloomustavaks suuru-
seks vdih vybtta siirete asemel varraste pdérded, nagu
seda on tehtudki tabelites 6.4 ja 6.5. Tuleb aga silmas
pidada, et sel juhul vastavad koondatud massidele liik-
med Mo?f,fx, kus f, ja fx on masside siirded varrasahelais
j ja k. Sama kehtib ka pikisuunas vonkuvate varraste
masside kohta. Hairivad vilisjéud tuleb korrutada nende
asukoha siirdega varrasahelas j. Eif saada selle punkti
vonkumise amplituudi, kuhu varrasahela liikumist takis-
tav side oli kinnitatud, tuleb saadud amplituud A, jagada
sideme siirdega skeemis k.
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7. Sundvonkumise amplituudide madramisel tuleb
vonkesageduseks @ voOtta hdiriva jou sagedus wo, selle
jargi leida iga varda jaoks parameeter p {valem (6.43)1
ja arvutada abifunktsioonid (6. 45) voi (6. 46)— (6. 48},
seejirel leida kordajad ru, koostada vdrrandisiisteem
(5.43) ja lahendada see.

8. Omavénkesageduste leidmisel tuleb koormusliik-
med lugeda vdrdseks nulliga ja vonkesagedusi iseloorus-
tavad parameetrid p mdarata transtsendentsest vorran-
dist, mis saadakse kanoonilise vérrandisiisteemi kordaja-
test r,x moodustatud determinandi vorrutamisel nulliga.
Kuna sddrase transtsendentse vorrandi juurte leidmine
on kiillaltki tiilikas, on omav@nkesageduste méairamiseks
tavaliselt lihtsam kasutada jirgmises punktis kirjeldatud
ligikaudset arvutusmeetodit. See meetod annab trans-
tsendentse vdrrandi asemel poliinoomi, mille juurte leid-
mine on lihtsam.

Niide 6.4. Madrata joonisel 6, 9.4 kujutatud raami sundvdnkumise
amplituud. Raami vardad on ithesuguse paindejdikusega EJ, samuti
on massi intensiivsus me koigi varraste jaoks {hesugune. Hairiva jou
Py==sinwot sagedus

9 4/ E
w= Y
Avaldisest (6.43) leiame’

a

: 4 .
wo?m 81EIm
=1 I i 4
¥ V £l V TmEl @

Parameeter u on toodud naites kéigi varraste jaoks sama, kuna
varraste pikkused, paindejédikused ja massid on ihesugused

Vastavatest tabelitest leiame saadud p vairtusele vastavad trigo-
nomeetriliste ja hiiperboolsete funkisioonide véadrtused:

) L
7 2
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sin 3= 0,141}

cos 3 = 0,900
sh 3= 10,0179
ch 3= 10,0677

Edasi arvutame parandusfunktswonid (6 48):
3 10,0677-0,1411 - 10,0179 - 0,9900

3) = -
“ld) =7 10,8900 10,0677 07754
3 100179 — 01411
e(3) = e PR 3509
7 T 0.9900 - 10,0677 .
PO O 11U R, ®
el = T 00000+ 100677
27 —10,0179-0,9900 -+ 10,0677 - 0,1411
ea(3) = = = 17432

T 1+ 0,990 - 10,0677

Takistagu side / sdlme B pdoret, side 2 s8lme C pbéret ja side 8
vt CB horisontaalsiiret (joon 6.9,5). Sidemete thikpaigutistest
pohjustatud reaktsioonide vadrtused on jérgmised:

Fiy = rog = Q(4EIf1)- 0,7754 = 6,203E /1
rig == ryp ==(2E1]1)- 1,3509 = 2,702E7/l (c)
)3—’ = rg = ryy = —(6E/1?)- 0,1934 = —1,160E//2
— (ENA (—1,7432) = —20,918E1 /I3
Reaktsxoomle rga hitub veel riivi pikivonkumisel tekkiv inertsjdud,

mille suurus
—Mag? == —ml(81/1*) (EIjm)== —81EI/I® (@)
Kanooniline v@rrandististeem kujuneb seega ji'irgmiseks:

62034, - 2,7024, — 1,160A5/l =
27024, + 6,20342 — 1,160As/! = ey
—1,1604; ~ 1,1604;— 101 91843/1_.1’12/2:‘1

Kuna antimeetriliste vonkumiste korral A, = 4,, voib (e) asendada
kahest vGrrandist koosneva vorrandisiisteemiga

8,9054, — 1,16045/l =0
~2,3204; — 101,9184;/! = PPEI [43]

Ay = Ay = —0,0012PP/EL; Ay == —0,0096PI#/E]

Riivi horisontaalsiirele amplituud A; on 21,5 korda viiksem riivi
snrdest sama jOu staatilisel mGjumisel; kuna ta on miinusmargiga,
igutised joule vast lised. Nende isedrasuste pdhjuseks on
as;aolu el hdiriva jou sagedus on tunduvall kbrgem raami esimesest
omavonkesagedusest

millest

EI
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6.32  Omavonkesageduste méddramine ligikaudse mee-
todiga

Et saada kordajate r;. jaoks mitte transisendentseid
avaldisi, vaid poliinoome, arendame parandusfunktsioonid
21— &g rilta parameetri p jargi. Ligikaudses {ahenduses
piirdume saadud ridade kahe esimese likmega. Nii néi-
teks saame, kasuiades tuntud rittaasendusi,

_u w w W
shu=-r+3r+t g+ +

D R LA N
s VA TR TR TR (@)

2 i 8
e s

2 5 8
cos U == l—--—%——-{——%———-—%—}- BN
funktsiooni e [vt. (6.45)] jaoks jargmise ligikaudse aval-
dise:
2
gl — 575 e (b)

Seega on, arvestades avaldist (6.43), liigendtala puhul
teguri ryo vadrtus, mis vastab paindemomendile s6imes B
sama sOlme iithikpdordest, jArgmine:

ET 2
=32 o sl — PR
Taa == 3 i s,~31(1 315;;,),. (c)
g0 Bl Petm
=OTTTRIE T RN T
8 2 potm e 3 Po?
== 3 - 165 Polfm == 3i — 8ju
kus I
. mp
f== ) = (6.49)

Analoogiliselt vbib leida tegurite rp ligikaudsed aval-
dised teiste pdhiskeemide jaoks. Need on toodud tabe-
lis 6.4 lk. 256.

Tegurid rjx vbib lihtsamalt saada energeetilise meeto-
diga, vbites etteantud siirdefunkisiooniks f{x) massita
tala elastse joone tugede paigutustest. Vastavalt vOrran-
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Tabel 64

Tegurite r,» ligtkaudsed avaldised

|
5 Skeem 73k
&= H
i
Lirgendtoega tala
{
¢-1.ﬂnur‘r7
Al m— rea = 3t — 8j0? Top = ~-3t -}~ 3602
2
F=13mwt i
i [N JO ) i ,
b . —_ 4 Tha = ~31 -+ 3610 rpp = 3 - W4jad
! _ ~ .
Jatgait kinnitatud tala
. ARz = h g0 | ree= 42207
df"’m! ~ rap = 2 - 3jo? Tad = —6t — 1310%
b &;—;—"f foa =24 302 rio= —bt— 1310%
a_ Pl smet ryp == 41~ 4j0? re g = —6 - 2210%
E -
F=lsmet
¢ ———— fea = —6t 4 22)0%| rec = 12t — 15670%
K Fep == —Bt — 1370 Feq == 12t -+ 54ja?
2
rda = —61— 1310% rge == 121 4 b4ja?

p F=tsmewr
- L

256

rap = —61 -+ 22/0?

rqa —= 121— 156j0*




deile (6.36) run==aum — &, kus @ ja by leiame aval-
distest (6.40,5) ja (6.41):
1

an= [ Elfpy ax

¢ (d)

1]
by = fmfxfz dx
[
Letame nditena teguri rya vabalt toetatud tala jaoks

[avaldis (c)] energeetilise meetodiga.
Psikkoormuseta tala elastse joone vdrrandit

Elfa¥ (x) = 0 ()
ning aaretingimusi
fao = fao” = far == 0; ful =1 [63]
rahuidab jérgmine avaldis:
L (x X3
ot == (5 %) (&)
mille teine tuletis
” 3x
fo” (x) = - ()

Seega

1
2
aau=fEl(—%§~) dx=—§?—=3i
° ; , (i
X 5 2 8
v P e e, LN e 3: i
b“““of'"[ 2( PR )] = g Ml =§
1a
Tag == Qaq — bgew? = 3{ — 8j@? (63}

mis langeb kokku avaldisega (c).

Lahendit on vOdimalik tdpsustada, asetades sidemed
mitte ainult raami sGlmedesse, vaid ka varraste sBlmede-
vahelistesse punktidesse. Niiteks joonisel 6.10,a kujuta-
tud raami arvutamisel vGib aselada sidemed mitte fiksi
¢ raami nurkadesse (joon. 6.10, b, sidemed I, 2 ja 3), vaid
ka iiksikutele pikematele varrastele (joon. 6. 10, ¢, sidemed
- 4,5, 6 ja 7). Sellega suureneb vonkumispilte iseloomus-
tavate parameetrite arv ja iihtlasi ka arvutustdpsus.
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A 4 7
JOON. 6.10

Sama votet voib kasutada sdéraste raamide arvutami-
sel, mis koosnevad muutuva ristloikega varrastest. Sel
juhul tuleb vardad jagada iksikuteks ldikudeks ja iga
16igu ulatusel voita ristidike inertsmoment ning massi
intensiivsus vordseks mingi keskmise védrtusega.

Niide 6.5. Midrata joonisel 6.11,a kujutatud prismalistest var-
rastest koosneva raami i d omavonk dused.  Uksikute
varraste pikkused, inertsmomendid ja massi intensiivsused on too-
dud joonisel.

Pohiskeemiks on joomisel 6. 11,4 kujutatud skeem, mis on saadud
kolme sideme asetamisega raami sbimedesse (soovides saada tdpse-
mat lahendit, oleksime v&inud asetada sidemed ka Uksikute varraste
keskele).

Algul leiame iksikute varraste jacks parameetrid { ja j (6.49).
Nende vdirtused on toodud joonisel 6.11,5, kusjuures on voetud

g == Eloflos o == molo®/420 (a)

Edasi arvutame kordajad r,s. [liustratsiooniks on  joonisel
€.11,c—e toodud dksikutele paigutistele vastavad paigutuspildid;
tegelikult on vajalik ainult 6.11,e, mis vastab sideme 3 siirdele.

Kordajate 73, rss ja rss leidmisel tuleb silmas pidada, et paigutus-
olukorras 4 liigub varras CD niihdsti pdik- kui ka pikisuunas, jaddes
paralleelseks oma esialgse asendiga. Nagu niha jooniselt 6 11,f, on
pikisiirde suuruseks 4,8/, ja poiksiirde suuruseks 3,6, Sddrane staa-
tiline paigutis ei pShjusta toereaktsioone sidemeis, kill aga teeb seda
diinaamiline paigutis. Teisiti Oeldult: kuna varras CD ei kdverdu,
vBrdub killl tema deformatsioonienergia nulliga, aga mitte kineetiline
energia.
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Kordajate r;p vaartused on jargmised
1 =(3-0333 +4-0,800)10 (8 27 -4 - 250} jo0? ==

= 4,200t — 1216400%
Fiae=rg == 2 0800 -+ 3 - 2505002 = 1,600t -+ 750/s0?
g ray o= 3 0,333 - g 4+ (36 27 - 2 — 22 250+ 0,72 —

— 13+ 250 - 0,72} Jow? = —2,0001; — 4356750 (b)

Fop o= (4 - 0,800 - 4 - 0,167) to —(4 - 250 - 4 - 216) jouo? =

= 3,86715 — 1864700?
ras = rag = —6+0,1671 4 (22 - 216 + 13-250- 0,72 -

-+ 22 - 250 - 0,72) Jo0? == —1,0001 - 10 9207000%
Fan==(3- 0,333 - 22 12- 0,167 1210~ (204 27.22-+

4 156 - 216 - 12) [o0? — 2mg - 5lo (65} 2% =

= 60001, — 206 928)00?
Kordaja rys arvutamusel on arvestatud et mple® = 4205,

Edas: koostame deformatsicommeetod: kancomihise vérrandisiis-
eem

4,200 — 1,216%)A; + (1,600 -+ 0,7505) A - (—2,000 — 4,356x) A3 =0
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{1, 600+0700x Ay (3,867 — 1,864%) A 4= (1,000 4 10,920x) A5 == 0

(—2,000 — 4,3 64 YA, -+ (—1,000 +- 10,920%) A; - (6,000 —
~— 206 928x)Aa = ()
Siin ,
3
- 100(.)1&) - 1000 mgl o @

Vorrandististeemi (¢) lahendame niitena kahel viisil: otseselt ja
iteratsiconimeetodiga.

Otsesel lahenduskdigul avaldame esmalt vdrrandisiisteemi korda-
jatest moodustatud determinandi

| 4200 1216w 1800+ 0750k —2000— 4,356x |
Dix)y=={ 1600+ 0750%; 3867 — 1:84% —1,000+ 10,920%
| 2,000 - 4356%. —1.000 + (0.920% 6000 — 206,928%(
el

polinoomina (5. 68)
D(x)= o -+ Pre -+ o + B3 (0
mille vorrutame nulliga; siit leiame .
Poliinoomi () kordajad leiame madramata tegurite meetodxga

Anname parameetrile % neli erinevat viirtust, nditeks » =0, 1, 2 ja3,
ning leiame neile vastavad determinandi (e) vidrtused. Saame:

Dy=169; Dy==—762; D,=165l; D;==5848

Poliinoom (f) peab nende » vdirtuste puhul olema sama vaér-

tusega:
Dy =By ==69
Dx=50+ﬁ1+ﬁz By = —762 (]
Dy =8py + 4& + 2B, + Bs = 1651
D3 = 2784 -+ 9P: -+ 38> + B3 = 5848
Lahendamiseks kombineerime siisteemi (h) iksikud vdrrandid
jargmiselt:
Do == f5==69 .
Do 4 Dy == Bo + f1 + B2 = —831 )

e 2D + Dy = 6f¢ -+ 261 = 3244
—Do 43D, —3D; - Dy = 6o = —1460

Siit lelame rekursiooniga B viartused:
Bow== —243; By ==2352; By==-—2040; PBy==69.
Seega parameeter x tuleb méadrata vBrrandist
2433 - 2352%2 — 29403 4 63 = 0 (k)
Vérrandi (j) juured (alates vdiksemast) on jérgmised:
Hy=0,024; %y =145; %3=2821
Avaldisest (d) leiame neile vastavad omavdnkesagedused:
@ = 0,10 V Elgfmoly®
020,78 V Elfmolt
@ == 1,89 V El/mqlt
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Viimane neist on muidugi mitteusaldatay, kuna arvutusmeetod on
ligikaudne. Kolmanda vdnkesageduse tapsemaks mddramiseks oleks
tulnud vorrandite arvu suurendada pohisiisteemile taiendavate side-
mete asetamisega.

Esimese vonkesageduse mdaramiseks iteratsiooniga kirjutame
vast?valt avaldisele (5.73) vorrandisisteemni (c) Gmber jdrgmisel
kujul:

4,2004 (2D + 1,60040(5+1) — 2000458+ == ~m | 264K} o
0,750A5®) - 4 3564 403
1,600A4,(4+1 4 3 867 4,(h+1 — 1 00044 D) e ~0,7504, %} 4~

18644, — 0,9204,0)
—2,0004, 541 — 1,000A,* 41 -1 6,0004,2+1) = 4,3564, (%) —
- 10,92045%) -4~ 206,928A ;1% {m}

Seejdrel anname ette mingisugused A, vddrtused ja lelame
vorrandislisteemist (m) neile vastavad A4,(k+1). Parameetrid % arvu-
tame valemiga (5.75). Kui amplituudide paaridele A, vastavad %
vasrtused pole thesugused, kordame protsessi, viites saadud A,k+)
uuteks etteantud vadrtusteks A,®.

Uksteisele jargnevatel ldhendustel saadud amplituudid ning neile
vastavad x» vadrtused on toodud tabelis 6.5. Null-ldhenduseks on
yOetud A3 == Ax® == 430 == | Viimases lahiris on kolmandale lahen-
dusele vastavad suhtelised amplituudid, kus Ag==1.

Nagu tabelist nidha, pisab kolmest ldhendusest. Selle jirgi
»; = 0,024, mis ihtib otsese meetodiga leitud lahendiga.

Tabel 65
Omavdnkesageduse midramine iteratsiooniga
& |
0 1 2 1 3 3
. |
Ay 1 20 844 35262 0,506
Ap 1 0 -5 —196 | --0,008
Ay 1 40 1670 69759 1,000
0,024 0,0239
3 — 0,0245
0,024 0,0242




7 LINEAARSE ELASTSUSTEOORIA POHIVORRAN-
DID RISTKOORDINAATIDES

7.1 SISSEJUHATUS
7.11  Elastsus@petuse mdiste ja iilesanded

ElastsusBpetuse pohiiilesandeks on elastses
kehas vilisjoudude mdjul tekkivate pingete ja deformat-
sioonide leidmine.

Samasugune filesanne piistitatakse tugevusdpetuses ja
ehitusmehaanikas, ja monikord on tBepoolest raske m#a-
rata, kas vaadeldav iilesanne kuulub iihe vdi teise nime-
tatud distsipliini alla. Eriti ldhedased on tugevusdpetus
ja elastsusdpetus, mis mdlemad vaatlevad reeglina iksi-
kuid konstrukisioonielemente (varras, plaat, toru, massiiv
jne.). Pdhiline erinevus nende kahe distsipliini vahel on
kasutatava matemaatilise aparatuuri keerulisuses. Tuge-
vusdpetuses piirdutakse harilikkude diferentsiaalvérran-
ditega. See sunnib tugevusopetust vaatlema ainult var-
rastes iekkivaid pingeid ja deformatsioone ja nendegi
méframisel kasutama lisaks dldistele hiipoteesidele
elastse aine omaduste kohta, mis on {ihised tugevustpe-
tusele ja elastsusdpetusele, veel tdiendavaid hiipoteese
deformatsioonide iseloomu kohta, niiteks ristldigete tasa-
pinnalisuse hilpoteesi talade paindeteoorias.

Matemaatiline elastsuspetus loobub
tdjendavate hiipoteeside kasutamisest ja saab selletdttu
voimaluse uurida suvalise konfiguratsiooniga kehasid -—
seda matemaatilise aparatuuri keerulisuse hinnaga. Ka
voimaldab ta uurida suurema tdpsusega neid iilesandeid,
mida vaadeldakse tugevusdpetuses, ja sellega méirata
tugevusBpetuse lahendite tdpsuse ja nende kasutamisvoi-
maluste piirid. Néiteks véide, et ristlGigete tasapinnali-
suse hiipoteesil pohinev talade paindeteooria annab {ildi-
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seit rahuldava tdpsuse ainult talade puhul, mille pikkuse
ja korguse suhe I/A >3, on saadud just tugevuscpetuse
ja elastsusbpetuse lahendite vordlemisel.

Rakenduslikus elastsusdpetuses Kkasuta-
takse samuti nagu tugevusBpetuses tdiendavaid hiipoteese
vastavalt konkreetsele iilesandele. Rakenduslikku elast-
susBpetusse koulub nditeks Ohukeste plaatide painde
teooria, milles kasutatav nn. sirgete normaalide hiipotees
sisuliselt ei erine elementaarses talade painde teoorias
kasutatavast tasapinnaliste ristldigete hiipoteesist Erine-
vus on lahendi keerulisuses —- talade painde teoorias
kirjeldab koormuse ja tala telje punktide siirete vahelist
seost harilik diferentsiaalvdrrand, aga Shukeste plaatide
teoorias médratakse plaadi keskpinna punktide paiguti-
sed osatuletistega diferentsiaalvdrrandist.

Ehitusmehaanika all mbistetakse tavaliselt
distsipliini, mis uurib {iksikutest elementaarsetest detaili-
dest koostatud konstruktsioonide kaitumist koormuse
mojul, kusjuures lahendid {iksikute elementide jaoks vbe-
takse tugevus- vdi elastsusGpetusest. Nii nditeks uurib
varrassiisteemnide ehitusmehaanika iiksikutest varrastest
koosnevaid konstruktsioone, kusjuures iga iiksik varras
allub tugevusGpetuses saadud seaduspirasustele. Laiemas
mbttes kuuluvad ehitusmehaanika alla k&ik tehnilised
distsipliinid, mida rakendatakse konstruktsioonides ifek-
kivate pingete ja deformatsioonide leidmiseks, sdltumata
nende kujust (varras, varrassiisteem, plaat, ribidega
plaat, koorik jne.). Seega kuulub {ildistatud ehitusmehaa-
nika mbiste alla niihdsti varrassiisteemide ehitusmehaa-
nika kui ka tugevusdpetus ja elastsusSpetus.

Samuti nagu tugevusdpetus, ei vaatle ka elastsusdpetus
reaalset ainet kbigi tema «puudustegas» (korpuskulaarne
struktuur, aine ebaiihtlus, anisotroopia jne.), vaid kasutab
aine idealiseeritud mudelit. Tehakse ka reservatsioone
deformatsioonide suuruse suhtes. Kasutatud hiipoteesid,
nende alusel saadud pdhivérrandid ja p6hivdrrandite
lahendid moodustavad neile hiipoteesidele vastava elast-
susteooria. Kdesolevas raamatus vaatleme pohiliselt ainult
klassikalist (lineaarset) elastsusteooriat.

Oma pohivorrandite tuletamisel toetub elastsusdpetus

kolmele distsipliinile — teoreetilisele mehaanikale, staa-
tikale ja filiisikale. Teoreetilisel mehaanikal, eriti aga
just iihel osal sellest — staatikal — p&hineb pingete
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tecoria. Geomeetria annab deformatsioonide teooria —
seosed deformatsioonide ja siirete vahel. Fiilisikast leiab
esmajoones kasutamist pingete ja deformatsioonide vahe-
line seos, milleks lineaarses elastsusteoorias on Hooke'i
seadus.

7.12  Klassikalise elastsusteooria pdhihiipoteesid

Need on esmajoones alljrgnevad hiipoteesid elastse
aine omaduste kohta.

1. Aine on tihe, s. f. tdidab kogu vaadeldava keha
ruumala. Selle hiipoteesi alusel ei vbeta arvesse aine kor-
puskulaarset struktuuri. Oletatakse, et {ikskdik kui vii-
keste md6tmetega keha elastsusomadused on samad, mis
on kindlaks tehtud keha 16pliku suurusega osa kohta.

2. Aine on kogu vaadeldava keha ulatuses iihtlane, s. t.
pingete ja suhteliste deformatsioonide vaheline seos on
igas punkiis dhesugune.

3. Aine on isotroopne, s. t. pingete ja suhteliste defor-
matsioonide vaheline seos on igas sihis {thesugune.

4. Aine on elastne. Selle all mdistetakse néhet, et sise-
joudude poolt sooritatud 186 ei sdltu deformatsiooni kai-
gust, s. t. sisejobud omavad potentsiaali. Keha
koormusest vabastamisel saadakse tagasi kogu 166, mis
kulutati keha deformeerimiseks; kehas jdévaid deformat-
sioone ei teki.

Reaalsetest ainetest rahuldavad neid hiipoteese koige
enam metallid. Raudbetoon néiteks on ebaiihtlane
anisotroopne materjal, kuid siiski annavad dhtlase
isotroopse keha kohta saadud tulemused vadrtuslikke
andmeid ka raudbetoonkonstruktsioonide arvutamiseks.

Lisaks f{ilaltooduile kasutab lineaarne elastsusteooria
veel jargmisi hilpoteese:

5. Aine allub Hooke'i seadusele, s. t. pingete ja suhte-
liste deformatsioonide vahelised seosed on lineaarsed.

6. Keha deformatsioonid on viikesed. Siirded on tundu-
valt véiksemad keha moGtmetest. Péérdenurgad on nii-
vord viikesed, et nende siinuseid ja tangenseid vaib
lugeda nurkadega vbrdseteks ning pddrdenurkade kor-
gemad astmed vo6ib hiiljata.

Lopuks v3ib elastsusdpetuse todhiipoteeside hulka
lugeda ka nn. Saint-Venant'i printsiipi:

7. Keha mingile viikesele osale rakendatud tasakaalus
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olev joudude siisteem, s. t. joudude siisteem, mille pea-
vektor ja peamoment vorduvad nulliga, kutsub esile pin-
ged ainult jdudude rakenduskoha ligemas naabruses.

Joonisel 7.1,@ on kujutatud varras, mis on kiilgedel
koormatud kahe vastassuunalise jduga. Sddrane olukord
tekib nditeks traadi katkihammustamisel tangidega.
Tsoon, kus tekivad teatud piirist suuremad pinged, on
viirutatud; viirutamata osas on pinged praktiliselt vérd-
sed nulliga.

Saint-Venant'i printsiip annab véimaluse keha viikesele
osale mojuvat joudude siisteerni A, mille jaoks lahendi
leidmine valmistab raskusi, asendada meile mugavama
joudude siisteemiga B ja viita, et joudude siisteemi B
jacks saadud lahend sobib ka joudude siisteemile A4,
vilja arvatud jGudude rakenduskoha lihem naabrus.

Saint-Venant'i printsiip pole iga kord rakendatav, eriti
Shukeseseinaliste varraste puhul. Naiteks I-talale raken-
datud bimoment (joon. 7.1,5), mille peavektor ja pea-
moment vBrduvad kiill nulliga, kutsub esile pinged kogu
tala ulatusel.

7.13  Pohimdisted, tihistused, mirkide reeglid

Elastsusopetuse pGhimoistete hulka vbib lugeda jdrg-
misi suurusi.

1. Vilisjoud. Vilisjoude v5ib jaotada mahu- ja pinna-
joududeks. Mahujoud mdjuvad keha massile —
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raskusjbud, inertsjoud. Mahujéudude projekisioone telge-
dele massiiihiku kohta tdhistame tdhtedega X, ¥, Z. Et
saada mahujoudude projekisioone ruumiiihiku kohta, tuleb
neid korrutada aine tihedusega o.

Pinnajdud kujutavad endast tihe keha moju tei-
sele. Neid vOib vaadelda keha vilispinnale rakendatud
pingetena. Pinnajoudude projektsioone koordinaattelge-
dele tahistame vastavalt g«, gy, 42

Vilisjdbudude komponendid loetakse positiivseteks, kui
nad mojuvad telgede suunas.

2. Pinged. Pingevektorit 15ike pinnal, mille vilisnor-
maal on v (joon. 7.2), tdhistame p,. Pingevektori pro-
jektsioone koordinaattelgedele tihistame pue, Pvy, pus.

Pingevektori v6ib lahutada komponentideks veel vilis-
normaali sihis ja kahes vélisnormaali sihiga risti olevas
sihis. Pinna normaali sihis mdjuv pingevektori kompo-
nent on normaalpinge oy, sellega risti mdjuvad kompo-
nendid — tangentsiaalpinged v, ja tve.

Valdaval enamikul juhtudest kasutame I6ikeid, mis on
risti koordinaattelgedega. Vastavad pinge komponendid
on kujutatud joonisel 7. 3.

Seega on normaalpingetel iiks indeks, mis néitab pinna
normaali sihti. Tangentsiaalpingetel on kaks indeksit —
esimene nditab pinna normaali sihti, teine pinge sihti.

Loeme pinda, mille vdlisnormaali suund langeb kokku
telje suunaga, positiivseks; pind, mille vilisnormaali
suund on telje suunale vastupidine, on negatiivne. Posi-
tiivsetel pindadel langevad positiivsete pingete suunad
kokku telgede suundadega, aga negatiivsel pinnal on
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positiivsete pingete suund vastupidine vastava telje suu-
nale. Normaalpingete kohta jdreldub sellest reeglist, et
positiivseks on tdmbepinged

Joonisel 7.3 kujutatud pinged on k&ik positiivsed.

3. Deformatsioonid. Sdnal «deformatsioon» on mitu
tdhendust. Laiemas mdttes mdistetakse selle séna all
keha kuju muutumist. Deformatsioon kitsamas mbdttes
(suhteline deformatsioon) on kehas vdetud mingi 16igu
pikkuse suhteline muutumine v&i kahe teineleisega risti
oleva 106igu vahelise nurga muutumine.

Sirgléigu pikkuse suhtelist muutust nimetame joon-
deformatsiooniks (pineks) ja tdhistame tahega e.
Telgede sihiliste sirgldikude joondeformatsioonid on vasta-
valt sx, &, ja e, Positiivse joondeformatsiooni korral
vaadeldava 18ign pikkus suureneb.

Kahe teineteisega risti oleva 16igu vahelise nurga
muutust nimetame nihkenurgaks ja tihistame
tdhega vy. Juurdelisatavad indeksid niitavad vaadelda-
vate 18ikude sihte, seega naiteks vyxy on telgede x ja y
sihis vBetud lbikude vahelise nurga muutus. Nihkenurk
loetakse positiivseks, kui nurk telgede positiivsete suun-
dade vahel vdheneb (joon 7.4).

4. Siirded. Siirdeid tdhistame tihtedega u, v ja w, kus-
juures u on x-telje sihiline, v — y-telje sihiline ja w —
z-telje sihiline siire. Siire on positiivne, kul punkt lilgub
vastava telje suunas.
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5. Elastsuskonstandid. Neid on isotroopse keha jaoks
kolm. elastsusmoodul E, nihkemoodul G ja Poissoni
tegur p. Kolmest elastsuskonstandist on tegelikult ainult
kaks iseseisvad. Elastsuskonstantide omavaheline seos
on jdrgmine: E

2(1 4 u)

Kirjanduses, eriti teoreetilises kirjanduses leiab kasu-
tamist ka teine tdhistuste siisteem. Kahe siisteemi tahis-
tuste vérdlus on toodud tabelis 7. 1.

6= @.1

Tabel 7.1
Elastsusteooria tihistuste sist
r Suhtelised
Pinged deformat- Elastsuskonstandid
I |____ sioonid

|

1 1 n ! i 1 1 11
i

Cx : X=x 1 &x Exx %. v TE{
o LYy B e
o 'z i & Pte G G p
Txy | ;x Yoy Exy N Eg
Tyz y &4z e
Sl I A B 1+ o) (1=30)
Tyx | Xy
Tey ! Y.
Tazr Ze |

7.2 PINGETE TEQOORIA

7.21  Elementaarse risttahuka tasakaalu diferentsiaal-
vorrandid

Eraldame vaadeldavast kehast koordinaattasapinda-
dega paralleelsete 10igetega risttahuka dxdydz (joon,
7.5). Selle tahkudel mbjuvad pinnajoud, mis vdrduvad
pinge ja tahu pindala korrutistega. Lisaks neile vdivad
risttahukale mojuda mahujoud. Koigi nende jdudude
mbjul peab risttahukas olema tasakaalus, s. t. tema
kohta peavad olema rahuldatud kuus tasakaaluvorrandit.

Pinged ja mahwdud on funktsioonid koordinaatidest
x, Y, 2. Seega nad uldiselt muutuvad ka risttahuka ula-
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tusel. Mahujbudude juures vdib selle muutuse jatta
arvesse vitmata. Pingete juures tuleb aga arvestada, et
nditeks normaalpinged ox tahkudel x=0 ja x=dx dld-
juhul erinevad teineteisest.

Mbjugu tahul x==0 normaalpinge ox. Arendades
x-telje sihilised normaalpinged Mac Laurini ritta muu-
tuja x jérgi, saame normaalpingete vaartuseks kiiljel

x =dx
0x{dx) = 0z -+ ‘;‘)’C“ dx+—21!—%2%2‘—dx2+ e (1.2)
Piirdudes rea kahe esimese liikmega, saame:
0y (dx) = 0 + ‘;‘)’c“ dx 7.3)
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Analoogiliselt leiame avaldised iilejdinud pingekompo-
nentide jaoks. Pingete viirtused on niidatud joonisel
7.5. Vastavalt mirkide reeglile (p. 7.13) on koik joo-
nisel toodud pinged positiivsed.

Alustame momentide tasakaalu tingimustega. Momen-
tide summa telje x== dx/2, z=dz/2 suhtes nditeks om

EM‘—“—‘{T;,;‘I“ ('cxy+ 0;°°” dx)] dydz-gg-v—

X
— [TW—{— (1,,x+ %1:;‘ dy )]dxdz—%y—=0

(7. 4)
Hiiljates korgemat jarku vidikesed suurused, saame siit:
Tay == Tyx
Analoogilise tulemuse annavad teised momentide
summa vorrandid. Seega kolm esimest tasakaalutingimust
annavad togevusGpetusest tuntud tangentsiaalpingete
paarisuse seaduse:
Txy = Tyx
Tyz = Tzy (7. 5)
Tex == Taz
Toodud seaduse alusel pole edaspidi enam vajadust
tangentsiaalpingete indeksites rangelt silmas pidada
reeglit, et esimene indeks nditab pinna normaali ja teine
indeks tangentsiaalpinge sihti.
Jargnevalt vaatleme jdudude projekisioonide summasid
telgedele V&tame tasakaalutingimuse

Saame: 2E=0

— 0z dy dz 4 (ox—%- %2‘ dx)dydz——

— e dr dz 4 (r,,x+ ag”y" dy) drdz—
‘“szdxdy+<fzx+ %;’-dz)dxdy—lf- Xodxdy dz==0

(7. 6)
kust pidrast taandamist ja risttahuka mahuga dxdy dz
jagamist saame:

00x , OTyx Ot

6x+ dy + oz +Xe=0
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Analoogia pbhjal vbime vilja kirjutada tingimustele
2 Y==0 ja £ Z==0 vastavad vorrandid. Lopptulemusena
annavad joudude projekisioonide tasakaalu tingimused
jargmised kolm vorrandit:

Fo, 0ryx @tzx

5x + 5 A 4 X =0
()rw + 2 601, L Tt chzy +Yo=0 7.7)
61:xz 017,,, 50,

ax +__—+ 5. tZe=0

Kui mahujouks on keha omakaal, sils mahujbu vastava-
sihiline komponent, niiteks Xg, vordub aine erikaaluga y.
Kui mahujbududeks on inertsjoud, siis X == —i,
Y=—10 ja Z==—1.

7.22 Pinged suvaliselt orienteeritud pinnal

Teades pingete telgedesihiliste komponentide vaartusi
mingis punktis, on vdimalik leida pingete vddrtused sama
punkti labival suvaliselt orienteeritud pinnal. See osutub
vajalikuks peapingete leidmisel, aga ka &dretingimuste
formuleerimisel pingete jaoks, kui keha kiilgpindade nor-
maalide sihid ménes punktis ei lange kokku koordinaat-
telgede sihtidega, niiteks juhul, kui keha on piiratud
koverjooneliste pindadega.

Pingete méairamiseks suvaliselt orienteeritud pinnal
vaatleme elementaarse tetraeedri, mille kolm tahku on
paralleelsed koordinaattasapindadega, aga neljas tahk
on risti sihiga v (joon. 7.6), tasakaalutingimusi.

Pinna abc vilisnormaali v sihikoosinusi tdhistame tdh-
tedega I, m ja n, kusjuures
l==cos (x,v); m==cos(y,v); n==cos(z,v) (7.8)

Pinna abc suuruseks olgu dF. Ulejddnud pindade suu-
rused on siis jargmised:

pind a0b ........ [ dF
. bOc ... m dF
. COu ...l n dF

Pinnale abc méjuva pingevektori py, mille siht fildjuhal
ei lange kokku pinna véilisnormaali sihiga, projektsioonid
koordinaattelgedele olgu pvx, pvy ja Pua
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Projekteerides kdik tetraeedrile mdjuvad joud teljele x,
saame:

(—L0x — MTyx — Nz =+ Pya} dF = 0

kust pédrast suurusega dF taandamist avaldame pinge-
komponendi

Pux == L0y + MTyx + NTzx

Analoogiliselt leiame jéudude projekisioonid y- ja
z-teljele. Saame jargmise vorranditegrupi:

Pux = loy + MTyx + Ny
Poy = ltay -+ Moy + 1ty (7.9
Pyz == Pty + My, + 1oz

Kuna tetraeedri mod6imeid v3ib kujutada Idpmata vii-
kestena, s. t. tetracedrit voib mdelda punktiks kokkusuru-
tuna, annavad toodud valemid pinged punktis 0 pinnal,
mille vilisnormaaliks on wv.

Siin el osutunud mahujbudude mdju arvessevOtmine
vastupidiselt valemite (7.7) tuletamiskdigule vajalikuks.
Pohjuseks on asjaolu, et valemid (7.7) annavad seosed
pingete muutuste vahel, kuna valemid (7.9) — pingete
vahel. Mahujéudude mdju on aga samas suurusjargus
pingete muutuste mdjuga, s. t. kujutab endast pingetega
vorreldes korgemat jérku véikest suurust.

272



Et leida normaalpinget o, pinnal, mille normaaliks
on v, projekteerime pingekomponendid pue, Pvy ja pe
sihile v. Saame:

Ov == Ipss -+ Mpuy + APy

Asendades siia pingekomponentide avaldised valemi-

test (7.9), lelame normaalpinge avaldise

oy == L0, + mioy, + n%; + 2{Imr.y + Moty -+ i)
(7. 10)

Analoogiliselt vdib leida tangentsiaalpinged .. Saame

Tvs == Lo, -+ mmuoy + nmo, + (Imyg + ml) vy +
(mny + nmg) vy, -+ (nh 4 1) vo (7. 1)

kus I, my ja ny on sihi s sihikoosinused.
7.23  Peapinged

V6ib toestada, et 1dbi keha iikskdik mullise punkti on
voimalik suunata kolm sddrast vastastikku risti olevat
tasapinda, millel tangentsiaalpinged vorduvad nulliga.
Neil pindadel mdjuvatest normaalpingetest on ks
maksimaalne ja teine minimaalne kbigist antud pinguse
(pingeolukorra) juures vdimalikest pingetest antud punk-
tis, Sddraseid pindasid nimetatakse peapindadeks
ja neil mdjuvaid pingeid peapingeteks.

Téhistame peapinge tdhega o. Kuna peapinge siht lan-
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geb kokku pinna normaali sihiga, siis on tema projekt-
sioonid telgedele (joon. 7.7)

poe == lo;  pwy = M0; pyv:= NC (7.12)

Teisest kiiljest kehtivad aga vorrandid (7.9) ka pea-
pingete jaoks. Vdrrutades vorrandite (7.9) ja (7.12)
paremad pooled ning viles koik liikmed iihele poole,
saame:

1(0:"“0) -+ MTyx + Tze = 0
Fay + m{oy—0) + Ty == 0 (7.13)
Vg + My + 10— o) =0

Varrandid (7.13) moodustavad tundmatute sihi-
koosinuste [, m ja n suhtes homogeense vdrrandisiisteemi.
Triviaalne lahend /==m==n=0 ei ole siin v&imalik,
kuna sihikoosinuste vahel kehtib seos

Bhmrdnt=] (7. 14)

Seega peab nulliga vbrduma vorrandisiisteemi (7.13)
kordajatest moodustatud determinant:

icx"“c Tyx Tox |
Ty  Oy—0C Ty | =0 (7. 15}
] Txz Tyz GG

Avades determinandi (7. 15), saame peapingete ¢ mii-
ramiseks jdrgmise kolmanda astme vdrrandi:

Oz Tyx Oy Tz
08— (0x+ 0y + 02) 0t o+ ( v
Txy Oy Tyz Oz
10 Tyx Tox
Ge T lox Ty Tox
T" é" )omimy Oy Tay| =0 (7. 15, a)
e o {Txz Tyz Oz |

Selle vdrrandi kolm juurt annavadki otsitavate pea-
pingete vairtused oy, 02 ja os.

Peapingete vadrtused ei v5i oleneda valitud ldhteteljes-
tikust. Seega peavad vOrrandi (7.15,a) kordajad olema
soltumatud valitud telgede x, y ja z suundadest. Need on
nn. pingete invariandid. Tuntuim neist on
esimene invariant

Ox ~+ Oy - 02 == 0y + G2 - 03 = ©



See kujutab endast pingekomponentidest moodustatud
determinandi

Oa  Tyx Tux
Twy Oy Ty
Taz Tyz Oz

jalge. Teine invariant on viimase determinandi diagonaali
baasil moodustatud teise jirgu miinorite summa, kuna
kolmandaks invariandiks on determinandi viirtus.

Et mddrata mingi peapinge, nditeks o sihti, leiame
vastava pinna sihikoosinused. Selleks vodtame vdrrandi-
siisteermist (7.13) suvalised kaks vGrrandit ja paigutame
neisse o asemele vaadeldava peapinge o; vadrtuse. Lisa-
des neile veel vérrandi (7.14), saame pingevektori o
sihikoosinuste leidmiseks niiteks saarase vdrrandisiis-
teemni:

{0z — 01) -+ My, -+ 115, =0 |
Fyy + m {0y — 61) + Moy =0 (7.16)
Btmrtnte=1

Paigutades vorrandeisse (7.16) peapinge oy asermele
peapinge o2 vdi o3 vdartuse, saame vastavalt nende pea-
pingete sihikoosinused.

Algebraliselt suurimat peapinget tdhistatakse o (voi
N3i), viikseimat o3 (v8i N3).

Kui k&igi peapingete suurused on vérdsed, on iga antud
punkti 14biv pind peapinnaks. Kui kaks peapinget on
vordsed, vbime leida kolmanda peapinna normaali sihi;
iilejddnud peapindadeks vdivad aga olla suvalised pinnad,
mis on risti omavahel ja kolmanda peapinnaga.

7.24  Pingetensor

Pingetensoriks nimetatakse kolmest normaal-
pingest ja kuuest tangentsiaalpingest koosnevat komp-
leksi:

Ox  Tyx Tzx

(8) = ] (7.17)

Tey Oy Ty
Tez Tyz Oz

Pingevektor py miirab mingil antud punkti 1dbival
pinnal, mille normaal on v, méjuvad pinged. Pingetensor
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(8) iseloomustab pingust antud _punktis ja vBimaldab
leida pinged suvalisel seda punkti lébival pinnal.

Pingete kompleksi (7.17) nimetatakse tensoriks see-
pérast, et koordinaatteljestiku suuna muutmisel leitakse
uuele teljestikule vastavad pinged kindlate tensorarvutuse
kohta kaivate valemite jirgi. Sédraseid valemeid kujuta-
vad niiteks avaldised (7.10) ja (7.11). Kuna avaldistes,
mille jirgi leitakse pingetensori komponendid uues koor-
dinaatteljestikus, esinevad sihikoosinuste teised astmed,
on pingetensor teise jirgu tensor. Pingevektorit aga vdib
vaadelda esimese jdrgu tensorina.

Kuna tangentsiaalpinged on paarikaupa vordsed (7.5),
on pingetensor diagonaali suhtes slimmeetriline.

7.3 DEFORMATSIOONIDE TEOORIA

7.31  Siirete ja suhteliste deformatsioonide vahelised
seosed

Deformatsiooni kidigus elastse keha punktid muudavad
oma asukohta. Nende paigutise komponente u, v ja w
nimetatakse siireteks. Siirded on funkisioonid
vaadeldava punkti koordinaatidest:

w== u{x, y, )
v= 0(x, ¥, 2)
w=w(x, ¥ 2)

Samuti muutuvad ka vahekaugused keha dksikute
punktide vahel ning nurgad kehas vdetud 1oikude vahel.
Esmajoones pakub huvi, kuidas muutuvad iiksikute koor-
dinaattelgede suunas voetud I0pmata viikeste 15ikude
pikkused, s. t. millised on joondeformatsioonid koordi-
naattelgede sihis, ja kuidas muutuvad nurgad koordinaat-
telgede sihiliste I6ikude vahel, s. t. millised on kehas
tekkivad nihkenurgad.

Vaatleme nditeks 18pmata lithikesi 13ike AB ja AC,
mis on voetud koordinaattelgede x ja y sihis (joon. 7.8).
Keha koormamisel punktid 4, B ja C votavad uued asen-
did A’, B’ ja . Vastavad koordinaadid on toodud
tabelis 7.2,

Kuna lineaarses elastsustpetuses oletatakse, et defor-
matsioonid on niivord viikesed, et fiksikute 13ikude
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Tabel 7.2
Siirded joonisel 7.8

k-
E Koordinaadid
¥
|
A x v z
Al x40 y+vu z4+w
B x4 dx Yy z
il @ a
B x+dx+u+——~fdx y+u+—a—idx z+w+—-}’—dx
ax ox dx
c x y+dy 2
c . +6ud +4 aud 6wd
v | e g il z e
U ED Y ¥ y+v+3y 4 +w Er Yy

podrdenurkade koosinusi vdib lugeda vordseks iihega,
vbime z-telje sihiliste siirete w mo6ju deformatsioonidele
xy-tasapinnas lugeda hiiljatavalt viikeseks ja vaatluse
alt vilja jatta.

Témbame joonisel 7.8 veel punktist A’ paralleelsirged
koordinaattelgedele x ja y. Punktide B’ ja C’ projekt-
sioone neile sirgetele tahistame vastavalt B” ja C”. Nurka
B’A’B” tshistame oy, nurka C’A’C”" — o, Deformatsioo-

du

9u gy
¢ /u'dy g
-
NI c”q
v 3 dy! i
|
a9 n
I
I .
> | . 3
=y A = s
= " Y
N 8 13y dx
N 7
14
e N X
dx
\ . du
JOON. 7.8 “ror O



nide viiksuse t6ttu vBime nende nurkade koosinusi
lugeda vordseks ithega, aga siinuseid ja tangenseid —
nurkadega.

Jooniselt selgub, et 156igu AB suhteline pikenemine
A'B'—AB  A'B"—AB

~

& ="""1B AB
du
_dx+m-dx—-—dx—_ du 18
=7 dx T Tdx (.
ja poore
e __Gv dx
o BB 3%
1 R ==
A’B” du
dx - 5T dx
Kuna aga
du
=i == g dy € dx
ox
siis
dv
@ =%
Samuti leiame kolmnurkadest C’A’C”, et
N du
2 ==
9

Nihkenurk x- ja y-telje sihiliste sirgldikude vahel

Ju dv
'sz,=m+az=—5!—/‘+~a7 (7. 19)

Analoogiliselt leiame piki- ja nurkdeformatsioonid
teiste sihtide jaoks. Tulemused kirjutame vilja jdrgmise
tabeli kujul:

ou . du dov
== Vo =gy T ex
ey =20 =00, 0w
"=y V=5 T oy 7. 20)
ow dw du .
=g Ve =5t e

Saadud vorrandeid nimetatakse Cauchy’ vorrandeiks.
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7.32  Suvaliselt orienteeritud 16igu pikenemine

Vdtame vaatluse all olevas kehas kaks teineteisele 10p-
mata ldhedal asuvat punkti 4 ja B

Sihti AB tahistame tdhega r. Sirgldigu AB pikkuse
tahistame dr, selle projektsioonmid koordinaattelgedele -—
dx, dy ja dz. Siht r on médratud sihikoosinustega I, m ja
n, kusjuures l==cos{r, x}; m ==cos{r,y} ja n==cos(r,z).

Samade punktide asukohad deformeerunud kehas tdhis-
tame A’ ja B’. Punktide A, B, 4’ ja B’ koordinaadid on
toodud tabelis 7.3.

Tabel 7.3
Koordinaadid joonisel 7.9
2
g Koordinaat
|
A x Y | z
A x4+ u y+v 24w
B x4 dx ¥+ dy z~+dz
u du dw
B ix+dx+u+4—dr gy dy -+ v -—dr [z +dz}w - —pmdr
ér ar ar

Joondeformatsioon
A’B’— AB

5 (7.21)

£y ===

Tabelist 7.3 selgub, et
AB == Y {dx)? + (dy)? + (d2)? = dr

JOON 79 /
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ja
A'B = 1/(dx+~—dr) +(dy+%-v;-dr)2+

+ (dz+-%£:-dr)zz

s ;)
~ 1/ @02+ (d)? + @22+ 2 - dedr +
+—%t—dydr+%—wrdzdr) -

—derz+m2+n2+2(l Ju mg—:-i—n%mri)

Kuna 24 m? 4 n? =1, siis vastavalt avaldisele (7.2i)

s,=V1+2 l-—+m +n ) 1

Sulgudes olev avaldis kujutab endast viikest suurust
vorreldes dhega. Kuna aga

Vi+am1+a/2
siis, kui a € 1,

du du Jw
srzl——a—r—-{—m—a-r——}-n—a—r— (7.22)

Erijuhuna vdime siit saada, vottes r=x (sellele vas-
tavad sihikoosinused [ == 1; m = n == 0), avaldises (7.18)
toodud védrtuse e, jaoks,

Kuna mingi funktsiooni | tuletis sihis r on

O 9 dx oy 0 dz _
or— ox dr dy dr 62 dr
0f 0f

4-m e + na (7.23)
voime avaldise (7.22) dmber ku‘jutada Jargmisel kujul:
7] [%

138 dhn 2) 4
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[ du ow
g hm G T

Jw dw ow
+n<173;+m_6?+n~5'?>

Arvesse vottes seoseid (7.20), saame siit jdrgmise
avaldise suvalise sihiga 16igu pikenemise jaoks:

& == Pey -+ miey, + nl, -+ [Myyy -+ mnyy, + nly: (7. 24)

Avaldis (7.24) leiab kasutamist tensomeetrias. Olgu
niiteks vaja méaidrata tensomeetrite abil suhtelised pike-
nemised £x, &, ja nihkenurk y., mingil z-teljega risti ole-
val pinnal. Sdarase pinna jaoks n=0 ja avaldis (7.24)
votab jdrgmise kuju:

& == gy - mPey -+ Imiy,y, (7.24, a)

Paigutame vaatluse all olevasse punkti (vdi selle l&he-
masse naabrusse, kus v5ib oletada, et pinged veel nime-
tamisvédrselt ei erine uuritavas punktis esinevatest pin-
getest) kolm meelevaldselt orienteeritud temsomeetrit
(joon. 7.10,a). Iga tensomeetri jaoks vdime vélja kir-
jutada (7.24,a) tiiiipi avaldise. Seega saame suhteliste
deformatsioonide ex, &y ja vay méadramiseks kolme tund-
matuga voOrrandisiisteemi.

Erijuhul, kui kaks tensomeetrit on paigutatud koordi-
naattelgede x ja y sihis (joon. 7.10,b), saame ex ja &
vahetult tensomeetrite lugemite jirgi, aga v,y madarami-
seks saame valemist (7. 24, a) avaldise
(&r — P2ex — m?ey)

Y=y = i
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Kui nurk kolmanda tensomeetri sihi ja x-telje vahel on
-45°, siis == m ==/ 2/2, ja nihkenurk
Vay == 287 — €8x~ 8y

7.33  Deformatsioonitensor

Deformatsioonitensort moodustab jirgmine suhteliste
.deformatsioonide kompleks
3 1 1 i
!“ Exy —2'sza _é Yzx
|1
|

(T)=§
|

1
g Ve & 5 Y (7.95)

i i 1
t”Q"'Vny _2\7112, €z :}

Erinevalt pingetensorist, kus tangentsiaalpinged olid
kordajaga 1, on deformatsioonitensoris nihkenurkade
juures kordaja 0,5. Pohjus selgub valemite (7.10) ja
(7.24) kSrvutamisel.

Kuna nithdsti pinged kui ka deformatsioonid antud
punktis alluvad tensorarvutuse reeglitele, siis on kdik
avaldised pingete leidmiseks koordinaattelgede p&érami-
sel kasutatavad ka deformatsioonide madramiseks
podratud teljestikus, kui vastavates valemites normaal-
pinged asendada joondeformatsioonidega ja tangentsiaal-
pinged nihkenurkadega, vOttes viimased kordajaga .
Analoogiliselt pingete tecorias toodud avaldistega vdime
leida peadeformatsioonid, nende sihid, deformatsiooni
invariandid jne. TugevusBpefuse kursusest tuttav suhte-
line mahumuutus

6==g+ &y + 8

kujutab endast deformatsioonitensori esimest invarianti
ega sOlfu seega teigede valikust.

7.34  Deformatsiooni pidevuse tingimused

Oletame, et vaadeldav keha on I3igatud elementaarse-
teks kuupideks (joon. 7.11,4a) ja pérast iga kuup eraldi
deformeeritud. Kui proovida deformeeritud kuupe uuesti
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thendada, siis @ldjuhul jd3vad nende wvahele tuhimikud
(joon. 7.11,b). Et oleks vBimalik kuupide iithendamine
tervikuks (joon. 7.11,¢), peavad kuupide deformatsioo-
nid rahuldama teatud tingimusi — nn. deformat-
sioont pidevuse tingimusi.

Deformatsiooni pidevuse tingimustele v&ib anda veel
teise, matemaatilise tdlgenduse. Vérrandid (7 20) seovad
omavahel kolme paigutiskomponenti ja kuut deformat-
sioonikomponenti. Kui on antud paigutiskomponendid, on
nende jérgi deformatsioonikomponentide leidmine, mis
toimub ~ paigutuskomponentide  diferentseerimise  teel,
alati voimalik. Vastupidisel juhul, s. o antud deformat-
sioonikomponentide jargi paigutiskomponentide leidmisel,
osutub vajalikuks leida kolm tundmatut paigutisfunki-
siooni kuue deformatsioonifunkisiooni integreerimise teel.
See on aga vodimalik ainult teatud tingimustel, defor-
matsijoonikomponentide vahel peavad kehtima mingid
omavahelised seosed. Nendeks seosteks on deformat-
siooni pidevuse tingimused, deformatsiooni pidevuse tin-
gimuste mittetditmisel ei ole vGrrandid (7.20) integreeri-
tavad.

Vajalikkude seoste leidmiseks piifiame grupi (7.20)
uksikute vOrrandite diferentseerimise ja omavahelise
kombineerimise teel neist elimineerida siirded u, v ja w.
Tulernusena saame kaks gruppi vérrandeid, kummaski
kolm vorrandit.

Tuletame kummastki grupist dihe vdrrandi ja iilejas-
nud kirjutame vélja analoogia pbhjal, paigutades indek-
sid timber jargmise skeemi kohaselt:

x>y
T
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1. Votame jirgmised kolm grupi (7.20) vorrandit:

du
& =gy
ov
o =Gy
du dv

Diferentseerime esimest vorrandit kaks korda y jirgi,
teist — kaks korda x jdrgi, kolmandat x ja y jdrgi. Kaks
esimest tulemust liidame ning lahutame neist kolmanda.
Saame {ihe otsitavaist seostest:

Oy L a2% azm

G T oe | oxoy 0 (7-28)

2. Votame grupist (7.20) jargmised kolm vérrandit:

du du

Ve =y o
_ 0Ov dw
Yo = e T oy
Jw du

L

Diferentseerime igaiiht neist vorrandeist puuduva koor-
dinaadi jargi, muudame {ihes vOrrandis méargi ja liidame
vorrandid. Tulemusena &nnestub meil elimineerida kaks
siiret. Vottes nditeks keskmise vorrandi miinusmérgiga,
saame:

Py Oy %y, Ay
oz ax T oy "2ayaz (.21
Kuna
ou
x T

osutub v@imalikuks siire 4 asendada joondeformatsioo-
niga e Selleks on aga eelnevalt vaja vérrandit (7.27)
diferentseerida x jirgi. Saamegi {ihe teise grupi seostest:
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O [ Oy Fyp Pyae N, O
(7 ax 3y ) =2 sz 1

Lopptulemusena saame jargmised kuus deformatsiconi
pidevuse vorrandit (Saint-Venant't vdrrandid)
0% Oy Oy
Toyr a2 T oxdy
0%, 0%, Oy,
022 T e T dyoz

_6253 ey Oy (7.25,2)
ox2 022~ 0z0x

O OVay _ OV Ovex \ o O

ax< 0z 0x + oy )’“26ydz

O (v _ Ove | Ovw ) __ o ey

ay( 5 " oy ez )“Qazax (7 29.b)

3 O Ovay | Oves | __ o 9%

= o7 oz T ox )“zoxay

Vorrandite ruhmad (7 29,a) ja (7 29,6) et ole teine-
teisest sbltuvad Seega osutub vajalikuks nii thtede kui
ka teiste vorrandite rahuldamine

7.4 ELASTSE KEHA POTENTSIAALNE ENERGIA. ULDISTA-
TUD HOOKE'f SEADUS

7.41 FElastse keha potentsiaalne energia

Vaatleme risttahukat dxdy dz Mojugu sellele pinna-
jéud ja mahujdud, nagu naidatud joonisel 7 5.

Anname rnisttahukale virtuaalsed paigutised Tema
keskpunkti surded olgu 8y, 0, ja 8. Kuna virtuaalsed
paigutised, nagu paigutised iildse, on koordinaatide
funktsioonid, peame risttahuka tahkude keskpunktide
siirete leidmisel lisama nisttahuka keskpunkti siiretele
vastavad muuted Niitena on joonisel 7 12 toodud rist-
tahuka nelja tahu keskpunktide x-telje sthilised stirded

Virtuaalsetest paigutistest pShjustatud sisejéudude t68
muute saame, kui korrutame tahkudel mbjuvate pingete
vairtused vastava tahu keskpunkii siirdega. liidame nad

285



1
N | 2du dx
N [0+ 5x 2
A
i 7N
D i I i e
; - ~ - /A
DA 8 1
Ll — T A\ 3
dx
72 du—-éégg—y
% 2 JOON 7.12

ning lisame neile veel mahujdudude t66 muute. Niiteks
pinged o, sooritavad 66

d8u  dx
(o) =[ o (80— )
d0;: [ d
+ (ot G2 ) (ou+ L)) ay i
(7. 30)
kust saame, hiiljates kdrgemat jarku viikesed suurused,

38 90
84« (0x) =( ox—a;i— -+ gx 6u) dx dy dz

Kbdigi x-telje sihiliste jdudude t66 muude on
ddu Géu
6Ax——[0x v 4 Ty —— e “+ Ty~

O

+( 905 +—ai%+ a—+Xg) Su]dV

kus dV = dx dy dz on risttahuka maht.
Risttahuka tasakaalu fingimuste kohaselt vBrdub sise-
mistes sulgudes olev liige nulliga. Seega

5Ax=(o %u_ ..0% ‘9 -M,xaﬁ”) v (7.31)
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Analoogiliselt -leiame teiste telgede sihiliste jSudude
t66 muute. Liites need avaldised ning vdttes arvesse, et
valemite (7.20) pdhjal

08u

5= dey, ...
j_é__u_ .6_60 =S¥y
gy T o = O -

saame sisejoudude t66 muute viirtuseks

8A = (0.88x -+ 0yBey + 0288 + Taybyxy +

4+ 1e0vyz + Texbye)dV (7.32)

Sisejdudude t66 muute mahuithiku kohia 8, saame,
jagades avaldise (7 32) risttahuka ruumalaga:
oa == G108, -+ 0,08y + 0208z -+ TayOyay -+

TyeOVyz -+ TeaByee (7.33)

Kuna elastsusdpetuse p&hihiipoteeside kohaselt sisejoud

omavad potentsiaali, s. t. sisejéudude tehtud t66 ei séltu

deformatsiooni kédigust, kujutab avaldis (7.33) tdisdife-
rentsiaali:

da
ba = = ée\-{-a 5e,,+a ae,+d ~ Sy +

-+ ai Syyz 4 ——— d MZ; (7. 34)
Vorreldes seda avaldist eelmlsega naeme, et
da da Sa
Ox =g O'y:?e—y; 0 = 5
da da oa (739
Txy == Trx =

o A Oy

s. 1. pinged vérduvad sisejoudude 166 (potentsiaalse ener-
gia) osatuletistega vastava deformatsiooni suhtes.
Avaldised (7.35) kehtivad ka juhul, kui pingete ja
deformatsioonide vaheline seos on mittelineaarne.
Juhul kui niihasti pinged kui ka deformatsioonid kas-
vavad proportsionaalselt koormusega, vdib avaldise
(7.33) timber kirjutada jargmisel kujul:

8A == (0x8x + Oyty b 0282 + TayYxy +
-+ TyrYyz -+ Tzac'sz) A da (7. 36)
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kus A on koormusparameeter. Integreerides avaldise (7. 36)
A jérgi nullist kuni iibeni, saame potentsiaalse energia
jaoks mahuithiku kohta jérgmise avaldise:

Q= % (0xx -+ Oy&y + 0z8z + TayYxy +

~+ TyVyz + TeaYax) (7. 37)
Kuna see avaldis el muutu, kui seal pinged ja defor-
matsioonid omavahel vahetada, kehtivad lineaarses elast-

susdpetuses ka jdrgmised seosed, mis on analoogilised
avaldistega (7.35):

e = da o = da . __ 0o
= o6y v 66y * = 56,
da da da 7%

Oy, =T o,
s. t. juhul, kui seos koormuse ja pingete ning deformat-
sioonide vahel on lineaarne, virduvad suhtelised defor-
matsioonid potentsiaalse energia osatuletistega vastavate
pingete suhtes,

Avaldised (7.38) on tuntud Castigliano valemitena.

nyzg;EI‘; Yy: ==

742 Uldistatud Hooke’i seadus

Klassikalises elastsusdpetuses oletatakse, et pingete ja
deformatsioonide vahel valitseb lineaarne seos, tdpse-
malt Seldes: deformatsioonitensori komponendid on line-
aarsed funkisioonid pingetensori komponentidest. See on
nn. dildistatud Hooke'i seadus. Selle vdib aval-
dada jargmisel kujul:
ex == Cy0x + Cpa0y + Ci30: + Cigvay + Cisty -+ Cigray
&y == C0x -+ Cn0y + Co30z + CoiTay - Costyz + Cogtox
& == Cy0y + Cpoy + C330; + Cutey -+ Casty: -+ Caetox
Yxy = Cu0x + Caz0y + Cus0z + Cagtay + Cistyz -+ Cigtze
Yyz == C510x 4 Cua0y + Cs307 + CoiTay -+ Costyz + Cogtan
Yax = Cot0x + Cea0y + Cos0z + Costy -+ Costyz + Costan

(7.39)
Avaldistes (7.39) esineb 36 elastsuskonstanti: Cy,
i2,. .., Ces. TugevusGpetus aga opereerib isotroopsete

elastsete kehade juures ainult kahe elastsuskonstandiga:
elastsusmooduliga E ja Poissoni teguriga n. (Kuna nihke-
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moodul G on avaldatav nende kahe suuruse kaudu, ei
saa teda jseseisvaks konstandiks Jugeda.) Kerkib kiisi-
mus, kas sddrane konstantide arv on kiillaldane.

TGestame, et kaks elastsuskonstanti on vajalikud ja
piisavad juhul, kui aine vastab elastsusGpetuse jargmiste
pohihiipoteesidele:

a) aine on absoluutselt elasine, s. t. sisejoudude poolt
sooritatud t66 ei s6ltu deformatsiooni kiigust,

b) aine on isotroopne, s. t. kbigis suundades iihe-
suguste elastsusomadustega,

Oletame algul, et sisejoudude t66 ei sdltu deformat-
siooni kdigust, s. i sisejoud omavad potentsiaali. Sel
juhul kehtivad vdrdused (7.38). Arvutades tuletise
?aj0o.00, (7.38) esimesest ja teisest vordusest, saame:

Oex _ Oey
doy  Oon

Asendades siia vastavad avaldised (7.39) nieme, et
peab olema rahuldatud tingimus

Cip = Cos
Uldse vbime saada 15 sddrast seost. Neist selgub, et
C,, == C;. Seega juhul, kui sisejdud omavad potentsiaali,

ei {ileta elastsuskonstantide arv 21, s6liumata sellest, kas
aine on isotroopne v&i anisotroopne.

Isotroopse aine puhul on koik teljed vordéiguslikud,
itkskdik millise telgede suuna puhul peavad elastsuskons-
tandid avaldistes (7.38) jddma samasugusteks. Jattes
pinguse kehas samaks, kuid andes telgedele uued suunad,
saame jdrgmised tulemused.

1. Posrame iiht telge, nditeks x-telge 180° vorra. Sel-
lega muutuvad tangentsiaalpingete .y ja 1., margid
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vastupidisteks, nditeks samad tangentsiaalpinged vy on
joonisel 7. 13, a kujutatud teljestikus positiivsed, aga joo-
nisel 7.13, 6 kujutatud teljestikus negatiivsed. Joondefor-
matsioonide mirgid aga telgede pdoramisega el muutu.
Siit jareldub, et vordustes (7.39) leiduvates joondefor-
matsioonide avaldistes tangetsiaalpingete v ja Tz kor-
dajad vorduvad nulliga:

Cpy== Cig == Co = Cpg == Cay == Ca5==0
Poérates y- voi z-telge 180° vorra, leiame, et nulliga
vorduvad ka 71y, kordajad:
Cis = Cos == C35 =0
Kuna z-telje pdbramisel nihkenurga vyey vddrtus e
muuty, vorduvad lisaks eeltooduile nulliga veel Cys ja Cy;

samuti vérdub nulliga tegur Css.
2. Teljestiku pééramisel 90° vorra selgub, et

Cy=Cpn=Cxn
Ciy=Cig=Cx
Cu = Css == Ces.

Poorates teljestikku nditeks z-telje tmber 90° vbrra,
langeb x-telg kokku endise y-teljega, aga y-telg — endise
x-telje negatlivse suunaga. Seega peame avaldistes (7.39)
indeksi x asendama indeksiga y ja vastupidi. Lisaks sel-
lele peame nihkepinge 1., ja nihkenurga y., vOima
vastupidise margiga. Esimene vérdus saab (nulliga vér-
duvaid litkmeid mitte arvestades) jdrgmise kuju:

ey == Cuoy + Cpox + Ciz0:
Korvutades seda teise vOrdusega
gy == sz’x 4 szo'y -+ Cas0;

nieme, et Cy = Cxp ja Cis== Cp. Lisaks sellele leiame, et
Cip== Cy, milline tulemus oli kiill juba varem saadud
anisotroopse keha kohta. Analoogiliselt saame viiendast
ja kuuendast virdusest, et Css== Ces.
Seega voime avaldised (7.39) iimber kirjutada jérg-

misel kujul:

£x = C116x + Ci2{0y + 02)

gy == €340y + C12(0; + 0x)

& == Cyy0; 4+ Ciz(0x + 0y) (7. 40)
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Yoy == Cu{txy
Yy = Luty:
Yex == Cure
3. Vaatleme deformatsioonide ja pingete vahelist seost
teljestikus xyysz, mis on saadud esialgse teljestiku xyz
pobramisel telje z iimber nurga a vdrra. Vastavalt vale-
meile (7.24) ja (7.11)
ey, == £, €05 0 + gy sina -+ yay sinacos a
O¢, == 01 C08%a -+ 0y sina + 2t.y sin a cos a (7. 41)
Oy, == 0+ 8in® @ + oy c0s? o — 21,y sin a cos a

Avaldiste (7.40) kohaselt
By == Cumi‘f' Caz((ry1 -+ 0:) (7. 42)
Asendades siia avaldised (7.41), saame:

£, €08 & ~+ &, SIN2 @ + yuy SiN @ COs @ ==
= Cy(0\ cos?a -+ gy sinfa - 21,y sin @ cos a) +
+ Cro(0xsin? a + 0y c0s? @ — 21,y sin @ cos a@ + o2)

Arvestades esimest kaht seostest (7.40), saame siit
Yxy = 2(611 - CiZ)Txy
Korvutades saadud avaldise neljanda seosega (7.40)

selgub, et
Cu == 2(Cy — Cp)
Seega piisab isotroopse keha jacks kahest elastsus-

konstandist.
Asendades Cy, Cp ja Cu tugevusBpetusest tuttavate

elastsuskonstantidega
i

1
Cu=757; Csz-—“‘—‘-*—E
2(1 1
Cu==2(Cu— Cp) =20+w ;”) =5

voime Hooke'i seaduse vilja kirjutada tuntud kujul:

1 1
E\Z'E‘ fo. —nloy+ o) ]; \’xyz‘ﬁ"w
(7. 43}

1
oy =g [oy—plo: +o)]i v =71

- O =

1
&= [a—pot o)l ve= g
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Mirgime siin veel kord, et anisotroopse keha jaoks on
elastsuskonstantide arv suurem. Kuna anisotroopseid
kehasid on mitut liiki, tuleb vajalik elastsuskonstantide
arv midrata iga liigi kohta eraldi. Tehnikas on neist
kdige sagedamini esinevad ortotroopsed kehad. Ortotroop-
setes kehades (nditeks vineer) on vGimalik leida kolm
iiksteisega risti asetsevat telge, nn. peatelge, mille
sihis rakendatud normaalpinged ei pdhjusta telgedevahe-
liste nurkade muutusi. Ortotroopse keha elastsuskons-
tandid ei muutu peatelgede pbSramisel 180° vérra, kuid
muutuvad iga teistsuguse pdorde juures. Seega on orto-
troopse keha elastsusomadused iseloomustatud 9 kons-
tandiga vastavalt punktile 1.

7.5 ELASTSUSOPETUSE POHICLESANDE LAHENDAMINE
7.51 Elastsusdpetuse pohiiilesande formuleering

Ranges formuleeringus peab elastsusopetuse iilesanne-
tes olema antud:

1) keha kuju,

2) elastsuskonstandid,

3) mahujdud,

4) kolm &dretingimust keha vilispinna igas punktis.

Nende andmete jérgi tuleb médrata pinged, suhtelised
deformatsioonid ja siirded keha mis tahes punktis.

Esineb iilesandeid, kus ##retingimused sSltuvad selle
keha elastsusomadustest, millega joud vaadeldavale
kehale iile kantakse, ja selguvad alles lahenduskdigus.
Need on nn. kontaktiilesanded Niiteks suru-
des teineteise vastu kaht elastset kera tekib nende vahel
kontakipind. mille suurus oleneb kerade mé&Gimetest,
elastsuskonstantidest ja mdjuvate joudude suurusest;
kummalegi kerale méjuva valiskoormuse jaotus soltub
kontakipinna suurusest.

ElastsusGpetuse pohiiilesande lahendamine on enamail
juhtudel seotud suurte matemaatiliste raskustega, eriti
segatiilipi tlesannete juures. Mdnel juhul Snnestub neid
raskusi vdhendada, loobudes #édretingimuste rangest for-
muleeringust ja rakendades Saini-Venant'i printsiipi
(p. 7.12), s. t. asendades etteantud j6udude siisteemi
mingil keha vélispinna vidikesel osal teise joudude siis-
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teemiga, millel on sama peavekior ja peamoment, kuid
mille jaoks lahend on kergemini leitav. See on seda enam
digustatud, et praktiliste Gilesannete juures on koormuse
tdpne jaotus sageli teadmata, eriti koondatud jdudude
rakenduskohas.

7.52 Elastsusdpetuse pshivdrrandite tidielik siisteem

Tuletatud vorrandeist osutuvad elastsusOpetuse pdhi-
iilesande lahendamiseks esmajoones vajalikuks jargmised

1. Risttahuka tasakaalu diferentsiaalvorrandid (7.7),
mis seovad pingeid omavahel ja mahujoududega-

00 Otya Otzx .

ox + oy + 5z +Xe=0

Otay doy Oty .

5 T 5 +-5 Yo=0 e
Otz Oty do. _

dx + dy + dz +Ze=0

2. Vérrandid (7.20), mus seovad deformatsioone sii-
retega:

du du du

B=T WSy o
du dv Jw

W=y W=ty {an
Jw Jw du

B=gr 0 T tar

3. Vorrandid (7.43), mis seovad pingeid deformatsi-
oonidega:

1 1
=g [oz—uloy+ o)l vu =5 T
1
&y = 'EIT [Gu—‘ w{o: -+ Ux)]§ Yyz == "C‘;"Tvz (111)

1 1
51=’E“[“2'—H(Ux+°v)]§ Vax == 5 Tax

Mbénikord osutub vajalikuks see vdrranditegrupp aval-
dada vastupidisel kujul, s. t anda ta mitte deformatsioo-
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nide, vaid pingete avaldistena. Lahendades vorrandid
(I11) pingete suhtes, saame:

ge==E (ex+ 1/8);  Toy = Gyyy
oy == E"(ey + 1'0); Ty == Gyyz (111a)
0, == E'(g;+ w0); ax== Gyum
kus E
_ , v . PN .
B=ss+8y+ & E—Ml—}-u Y o

Seega kuulub pShivbrrandite hulka 15 vdrrandit, mis
seovad omavahel 15 tundmatut funktsiooni: kuut pinge-
tensori komponenti, kuut deformatsioonitensori komponenti
ja kolme paigutisvektori komponenti (siiret). Elastsus-
opetuse pohillesande lahendamiseks on vaja nende
funktsioonide jaoks leida sddrased avaldised, mis rahul-
daksid iilaltoodud 15 vorrandit ja daretingimusi.

Juhul kui d8retingimused on antud pingevektori kom-
ponentide pux, Poy ja pu kaudu, tuleb nad eelnevalt
avaldada pingetensori komponentide ox, 0Oy, 0z Tay, T
ja Tux kaudu. Selleks kasutatakse avaldisi (6.10):

Pye = 10y + MTyx -+ N2
Py == [y ~+ MGy 4 ATay (IV)
Poz == Itez + My -+ N0,

Kui #dretingimused on ofseselt avaldatavad pingeten-
sori komponentide kaudu, ei osutu vrrandid (IV) tarvi-
likkudeks.

7.53 Uhe- ja mitmesidemelised kehad. Elastsusdpetuse
pohiiilesande lahendite iihesus

Keha nimetatakse fGhesidemeliseks, kul iga-
sugune keha l&biv 18ige jaotab ta kaheks osaks (nditeks
kera). Rongas on kahesidemeline, kuna tema kaheks
osaks jaotamiseks voib osutuda vajalikuks kaks 1diget.
Joonisel 7. 14 kujutatud keha on kolmesidemeline. Uldse
on sidemete arv fthe vorra suurem Idigete arvust, mis on
vajalik keha muutmiseks ithesidemeliseks (joonisel 7. 14
1oiked aa ja bb).

On voimalik tbestada, et juhul kui keha on theside-
meline ja seos vilisjdudude ning pingete vahel on line-
aarne (lineaarne elasisusteooria), on elastsusdpetuse
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pohivérranditel (1), (1I) ja (III) antud vélisjdudude juu-
res pingete ja deformatsioonide jaoks {iks ning ainult fiks
lahend. Mis paigutistesse puutub, siis need pole {iheselt
madédratud juhul, kui koik daretingimused on antud
pingetes. Siis saadakse paigulised tdpsusega kuue meele-
valdse konstandini; need konstandid vastavad keha kui
jaiga keha paigutusele ruumis ja sOltuvad sidemetest,
millega keha on kinnitatud (keha kinnitamiseks ruumis
on vaja kuus sidet).

Mitmesidemeliste kehade juures vdib monel juhul vor-
randite (I), (II) ja (III) lahend olla itheselt mddramaty,
mispuhul saadakse 16pmatu hulk lahendeid. Nende hul-
gast bige leidmiseks v3ivad vajalikuks osutuda tdienda-
vad tingimused deformatsiooni iseloomu suhtes, nn. in-
tegraalsed deformatsiooni pidevuse tin-
gimused f[need pole samased diferentsiaalsete
deformatsiooni pidevuse tingimustega (7.28)].

Teoreem lahendi ithesusest ei kehti samuti juhul, kui
paigutised on niivord suured, et vGrrandid (II) tuleb
asendada tdpsemate, mittelineaarsete avaldistega. Sel
juhul on lahend thene ainult valiskoormuse teatud viér-
tuseni. Tiiiipiliseks nditeks selle kohta on iilesanded, mis
on seotud elastsete kehade kditumisega pérast stabiil-
suse kaotust.

7.54 Silindrilise varda viine

Naiitena elastsusGpetuse pdhivorrandite rakendamise
kohta vaatleme silindrilise {imarvarda viinet ({joon.
7.15,a). Varras on koormatud védindernomendiga My.
Mahujoudude mdju hillgame. Oletame, et punkt 0 ei
siirdu ega po&ordu.

Katseandmetest selgub, et sddraste varraste vidindel:

a) ristldiked jddvad tasapinnalisteks,
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Tax =Pk

_/My
JOON. 7.15

b) ristioigete vahekaugus ei muuty,

c) ristldiked pobrduvad telje =z {imber, kusjuures
pédrdenurga suurus on vordeline kaugusega kinnitus-
kohast,

d) raadiusvektorid jddvad sirgeteks,

e} varda ldbimdot ef muutu.

Votame need andmed ldhiehiipoteesideks, et saada
avaldisi paigutiste jaoks.

Esimese kahe punkti pdhjal z-telje suunalised siirded
w ==, Viimaste punktide alusel ristldike pinna iiksikud
punkiid oma vastastikust asendit ei muuda, ristldige
ajnult pdérdub nagu jdik keha. Ristldigete omavahelise
pdbrdenurga varda pikkuse dihiku kohta tdhistame
tdhega ¥; meelevaldse ristldike pédrdenurga suuruseks
on seega 9. Oletame, et pddrdenurk 9, on viike suurus,
kuna avaldised (II) kehtivad ainult viikeste paigutiste
korral. Vastavalt joonisele 7. 15,5 on siis punkti A, mille
koordinaadid on x ja y (v3i polaarkoordinaatides r ja o),
paigutised jirgmised:
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U ==~ Q2r sin @ == B2y

U == 02r oS ¢ = P2x (a)
w =0
Vorranditest (II) lelame deformatsioonid.
3
Sy = ‘-a? —'02!/) =={

4]
&y == —5; (0zx) == 0
g =0
=2 9
Yy = 3y (—9zy) ‘*"37 (B2x) =0

ad
Yoz == - (B2x) = Bx (b)

a
Yox = - —Ozy) = —y

Edasi leiame Hooke'i seadusest (III) pinged Kuna
&, == gy == g; = 0, vOrduvad nulliga ka normaalpinged:

O == Oy == 0y == ()

Tangentsiaalpingete avaldised kujunevad jdrgmisteks:

Toy =0 Ty == GOX, Tp= -G8y (d)
Asendades (c) ja (d) vorrandeisse (I), saame:

Ot __ O -

3z — oz (TGt =0

O 9 -

-'&’“ =5z (G’@X) ==

Oty | Ovp _ O 9 =
5+ oy = ox (—Goy) + E (Gox) =0

Seega on elastsusdpetuse pShivbrrandid (I), (II) ja
(II1) rahuldatud ja meie poolt ette antud paigutistele
vastav pingus on elastsusépetuse seisukohalt vGimalik.
J4db veel selgitada, kas ta tGesti vastab varda véindele.
Selleks leiame, millised on pingevektori komponendid
varda vialispinnal, s. t. milline on vardale m&juv koor-
mus. Siin kasutame v3rrandeid (IV).

Olgu varda killgpinna mingi punkti kaugus varda tel-
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jest ry ja tema koordinaadid %1 ja yi. Varda kiilgpinna
sihikoosinused on jargmised:

l=xyfre. me=y/ry; n=0

Kahest esimesest vorrandist (IV) leiame, et Pz ja puy
vorduvad samaselt npulliga. Kolmandast vérrandist
saame:

pou = ltse - e = 2 (—Goys) + 2 (Gox) =0

Seega varda kiilgpinnad on viliskoormusest vabad.
Varda otspinnal z ==&, mille sihikoosinused [==m ==0
jan=1, saame:
P =Ty == ~G0Y; Py == Ty == GOX (e)
Varda otspind on jarelikult koormatud ainult tangent-
siaalpingetega. Need pinged annavad véindemomendi
(joon. 7.15,¢)

My= [ (pux—pug)dF = Go [ (¢4 ) aF =
F F

=69 [ 12 dF = Gol, ®
F
kus
Tp== fr2 dF (g)
F

on polaarinertsmoment.
Seega saame varda vddndenurga védrtuseks pikkus-

tihiku kohta

M,

Gl,

Varda otsal mdjuvad tangentsiaalpinged annavad raa-
diusvektoriga risti suunatud resultandi, mille suurus

o = Vrk T ryi = GO YL 2 = Gor — "140”’ @)

&=

(h)

Saadud avaldised vaindenurga ja tangentsiaalpingete
jaoks langevad kokku tuntud avaldistega tugevusdpetuse
kursusest. Seega tugevusSpetuse lahend {imarvarda
védnde kohta rahuldab elastsuspetuse pBhivBrrandeid.

Ulesande tipses kisitluses on ndutav, et valiskoormus
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antaks varda otsale {ile tangentsiaalpingetega, mis on
iile varda ristldike jaotatud vastavalt seadusele (i), s. t.
vastavalt samale seadusele, mis kehtib varda ikskdik
millise ristldike kohta. Kui ofsaristldikes koormus kan-
takse {ile mingil muul viisil, kutsub see vastavalt Saini-
Venant'i printsiibile esile lokaalse pingete {imberjaotuse;
vilisjoudude rakenduskohast kaugemal asetsevates koh-
tades vastab pingejaotus seaduseie (i).

7.55 Elastsusdpetuse pohivdrrandite lahendus siiretes

Tasakaalu diferentsiaalvrrandeid (I) (p. 7.52) on voi-
malik vdljendada pingete asemel siiretes. Algul avaldame
pinged vorrandeis (11l a) siirete kaudu, kasutades selleks
vorrandeid (11):

- E (6u+ n 6), Txy=0(61¢+dv)

T+ \oxr T 1—2u oy 7 Tox

E
Gy== l—;u(_ggg+l—”2p 6). tm:G(-g—;—}-f}—u;-)
o= 1+u(7§z§+1-—p2u6)' ‘“:G(%ﬁ’*"ﬁ%)

(7.44)
kus R s R
u v w
9—’—’=8x+£y+€z=*5;;+7y‘+—5;- (7.45)
Edasi paigutame pingete avaldised (7.44) vdrrandeisse
(1). Esimene neist vorrandeist saab jirgmise kuju:

E (am " ae)+

Te\ae T T8 or
Py 02 u orw
+ G(W+ Bxdy_‘*“d—z?—f_ dx 0z ) +Xe=0 (7.46)
Pidades silmas, et
E
e = 20
L+pn

*u v Pw 86
a2t 5oy T oxoz = ox
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ja tahistades
Jtu 0w | Otu
T eE T e = VY (7.47)

kus V2 on Laplace’i operaator, saame tasakaalu diferent-
siaalvdrrandid siiretes 1oplikult jargmisel kujul:

1 06+XQ

2, P P

Vit TG =0
1 a8 Yo

24 e e P ——1

Vb g =0 (7. 48)
1 k] Zy

2 — e . Y

VOt T TG

Neid vBrrandeid nimetatakse Lamé vbrrandeiks.

Lahendusel siiretes ei osutu enam vajalikuks opereerida
korraga 15 vorrandiga (I—II). Algul miirame siirded
vorrandeist (7.48) ja seejdrel leiame vdrrandeist (11}
deformatsioonid, mis ei valmnista raskusi, kuna tegemist
on ainult teadaolevate funktsioonide diferentseerimisega.
Ldpuks midrame vorrandite (III) abil pinged, mis nduab
ainult algebraliste operatsioonide teostamist.

Kuigi pShimbtteliselt on elastsusOpetuse pdhifilesande
lahendamine siiretes suhteliselt lihtne (tuleb lahendada
ainult kolmest diferentsiaalvdirandist koosnev vorrandi-
slisteem), leiavad vorrandid (7.48) siiski vOrdlemisi
viahe kasutamist. PGhjus on &dretingimustes. Ulesanded,
kus ddretingimused on antud ainult siiretes, on killaltki
haruldased. Kui &&retingimused on kas osaliself vdi tiie-
likult antud pingetes, tuleb need eelnevalt avaldada sii-
retes. Selleks paigutame pingete avaldised (7.44) vor-
randeisse (IV). Tulemus kujuneb aga vordlemisi kee-
ruliseks: s

S orpte) em( 21 00
o 3 = ) T™ Sy ta)

tn(Ge+ S =Lz

gty ) rom( G+ g )+
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dv Jw P
+n (-?)-2.4._6;): L (7.49)

0v
)+
Pz

i

1—2p 8 ) TG

Lisaks seilele v5ib toodud lahendusmeetodi puudusteks
lugeda jargmisi asjaolusid:

a) sageli on lopplahenduses vajalikud ainult pinged,
siirded on teisejdrgulise tdhtsusega ja nende avaldistest
voib loobuda;

b) siirete avaldised on tavaliselt keerulisemad kui pin-
gete avaldised.

Selle t6ttu on olulisem lahendus pingetes, mida kisit-
ieme jdrgmises punktis.

+2n

v
dy
(%

7.56 Elastsusdpetuse pShivorrandite lahendus pingetes

Seame dlesandeks leida pingete miiramiseks omaette
vorrandisiisteem, kust vdiks leida pinged ilma siirdeid ja
deformatsioone abiks votmata.

Tasakaalu diferentsiaalvérrandid (I) (p. 7.52)

doyx Oty (™
Ox + "y gz
Oty | 00y | Oy -
dx dy oz T Yo=0

4+ Xg=0

Otz Oty do.
dx Oy + Oz
on avaldatud pingetes. Need iiksinda pole aga veel pii-
savad pingekomponentide leidmiseks. Lisaks tuleb vbtta
veel deformatsiooni pidevuse tingimused (7.29), mis on
tuletatud péhivorranditest (11) Deformatsiooni pidevuse
tingimused olid avaldatud kiill joondeformatsioonides ja
nihkenurkades, kuid Hooke'i seaduse (IlI) abil on neilt
kerge iile minna pingetele.
Asendades vOrrandeisse (7.29) deformatsioonide ase-
mele nende avaldised (II1), saame parast moningaid ele-

+Zo=0
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mentaarseid ifimbermoodustusi deformatsiooni pidevuse
tingimused jirgmisel kujul:
ffﬁi,ﬁ..czz_‘,ji___u_v,(.ﬁz@_.f. 9°0 )= d"r,_-,L
g T oxr | T4 p \ Of oy* 9xdy

Foy Fo (26 7O ) =2 T
02F T oyt I4+u

5 T o
g, ) g, © %0 __df__@__ — 2211:‘;
oxr " g2 _'1+M'(-52T+ ox? ) 2 5eox
(7.50)
( O1ux aTxvv_____ afyz )
dyoz T+ ogoz ~ ox \ oy 0z ox
Do, b IO _‘?_( Ouy | Ot _ﬁ_’zzc_)
0z0x | --g 0z20x Oy 0z ax dy
Oryz Otz _ Oty
oxdy l+ﬁ~d,vay=??( dx + dy dz )

8 == ox + 0y + O: (7.51)

Avaldised (7.50) ongi deformats i‘o (o] g.i P 1d e-
vuse tingimused pingetes. Neid vGiks sddra-
sel kujul kasutada, kuid kombineerides neid tasakaalu
diferentsiaalvbrranditega (1), saame neile anda lihisama
ja illevaatiikuma kuju.

Et @imber moodustada esimest poolgruppi (7.50), dife-
rentseerime tasakaaluvdrrandite (I) esimest vérrandit x
jargi, teist y ja kolmandat z jérgi:

o | Oy | O ox
02 T 3yox Jeox T 5x =0
Oty |, 0%y 0%,y ay
dxdy —@T+ 020y +e dy 0 (7.52)
0% | Oy do 74
Gxoz e T e TG T
Edasi liidame esimesed kolm vdrrandit grupist (7.50)

%a grupi (7.52) vorrandid, vbites nad jargmiste kordaja-
ega:

_ grupi (7.50) esimese ja kolmanda vérrandi korda-
jaga 1, teise vorrandi kordajaga u;
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grupr (7.52) esimese vorrand: kordajaga (2 — p), teise
ja kolmanda vorrandi — kordajaga p.
Tulemuse jagame suurusega (I — u). Saame:

i1 e
2, U —
Vi T o =

=[2G (5 + 5]
(7.53;

Analoogia pdhjal voime salja kirjutada teised kaks
avaldise (7.50) esimesele poolgrupile vasiavat vérrandit.

Et saada iiht vérrandite (7.50) teisele poolgrupile vas-
tavat vorrandit, diferentseerime algul vérrandite (I) teist
vorrandit z ja kolmandat vérrandit y jérgi:

Gy | Oy | Oy
dxdz = Oyoz gz%

ay
tog=0

(7.54)
Pty | Oy, | Pq; oz
oxdy + Oyt + 020y +Q7y~"" 0
Liidame saadud kaks vdrrandit ja neljanda vdrrandi
grupist (7.50). Tulemus on jirgmine:

1 928 ay oz
Vit T e = (5 a_y) (7.55)

Avaldiste (7.53) ja (7.54) jérgi kirjutame vilja kogu
deformatsiooni pidevuse tingimustele vastava vorrandi-
siisteemi:

Vg + T::T ——g’i% ==

=2 g (G )]
Vot g =

=2 g+t (For )]
Vioit o=
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=~Q[2£ _L__(ax oY aZ)]

o T T—w\ & T oy T oz
(7. 56)

i 96 oX aY
VZ"""{'TI{TWJ:“Q( ‘a;ﬁ;‘)
) oy | oz
V%vz+—m““a;'5;=“@(ii;“'7)
L »e oz | oX
V*’m*'ﬁ‘;;??’(i{—“@(‘a;*”‘é;)

Vérrandid (7.56) on tuntud Beltrami-Michelli vSrran-
ditena.

Seega elastsusdpetuse pohiiilesande lahendamiseks pin-
getes on tarvis lahendada iiheksast diferentsiaalvorrandist
koosnev siisteem: kolm vorrandit (I) ja kuus vBrrandit
(7.56). Lisaks sellele peab lahend rahuldama &#retingi-
musi (IV). Adretingimused peavad seega olema antud
pingetes.

Lahendusel pingetes on diferentsiaalvérrandite arv
(iheksa) suurem tundmatute funktsioonide arvust (kuus);
selle eest on aga adretingimusi (kolm) vahem kui tund-
matuid funktsioone. On véimalik tSestada, et funktsioo-
nide ja Adretingimuste arv on iilesande lahendamiseks
piisav.

Kui lisaks pingetele on vaja veel leida siirded, tuleb
algul Hooke'i seaduse (IIl) alusel leida deformatsioonid

4 JOON 7.16
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ja selle jirgi diferentsiaalvérrandite (II) integreerimise
teel siirded. Siirete avaldised saadakse jdrgmisel kujul:

w==u(x, 4, 2)+ to + QuZ — @Y
v = Ug(X, §, 2) - Vo + Q=X — PxZ (7.57)
W =Wy (X, §, 2) + Wo 4+ @xY — PyX

Suurused up, vy, Wy, Px, Py ja @ ON in@eggeerir_nis.kons-
{andid, mis madratakse vastavalt keha kinnitustingimus-
tele ruumis. Keha kinnitamiseks vajalikud kuus sidet
vBivad takistada iiksikute punktide siirdeid vbi iiksikute
16pmata viikeste 16ikude p&drdeid. Joonisel 7.16 on nai-
datud kaks varianti 16pmata suurest vOimalikkude varian-
tide arvust ithe ja sama keha kinnitamiseks. Variandil ¢
on kujutatud tingimused us==U4 ==W4=Up=Ug ==
== v¢==0. Kui oletada, et variandil & kujutatud 18ik dx
on kinnitatud nii, et ta vdib ainult x-telje ristsuunas
poorduda, avalduvad vastavad kinnitustingimused jarg-
miselt:

moemm (2], =(52), o
a=Ua=Oa=\3¢) ,“\ ), T~

Lahendusel pingetes ei saa piistitada nbuet, et mingi
ristiéike v6i pinna siire vdi poddre vordub nulliga, nagu
seda tehakse tugevusBpetuses. Kui mingi pinnaosa kdigi
punktide siirded ilesande tingimuste kohaselt peavad
téepoolest nulliga vérduma, on tegemist juba segatiilipi
lilesandega, kus osa &diretingimusi on antud siiretes.

7.57 Prismalise varda viine

Niitena lahenduse kohta pingetes vaatleme prismalise
varda véénet {ldjuhul. Varda ristldige on suvalise
kujuga, kuid iihesidemeline. Varda otstel mdjuvad vidnde-
momendid My; varda teljed on vaAliskoormusest vabad.
Mahujdud loeme vbrdseks nulliga. Teljed valime nagu
ndidatud joonisel 7.15, a.

Ulesande lahendamiseks on tarvis leida pingete jaoks
avaldised, mis rahuldaksid vorrandeid (I) ning (7.56)
ja ddretingimusi. PGShimotteliselt voib seda teha nii,
et leiame nimetatud vdrrandite iildlahendid ja otsime
sealt vilja sddrase, mis rahuldab dZretingimusi. S#drast
lahenduskaiku nimetatakse otses e ks. Kahjuks on ta
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aga seotud suurte matemaatiliste raskustega. Vaadelda-
val juhul osutub otstarbekohasemaks nn. poolvastu-
pidine lahenduskdik: loeme osa pingekomponente
teada olevaiks, nditeks vordseks nulliga, vottes selle juu-
res aluseks mone tuttava lahendi; lilejddnud pingekompo-
nendid aga midrame juba diferentsiaalvdrrandeist ja
daretingimustest. Arusaadavalt el garanteeri see meetod,
et alati saame soovitava tulemuse; siiski on ta paljude
tilesannete, muuseas ka véindeiilesande juures otstarbe-
kohaseks osutunud.

Vottes aluseks #mmarguste varraste kohta saadud
lahendi, kus koik pingekomponendid peale tangentsiaal-
pingete ty, ja to vordusid nulliga, oletame, et ka iga-
suguse muu ristldikega varraste viindel

Ox == Oy = O == Tuy == 0 (3)

Ulesande tingimuste kohaselt vdrduvad nulliga ka
mahujdud:

XemVe=Z =0 ;1]

Arvestades avaldisi (a) ja (b), saab vdrrandeid (I) ja
(7.56) juba tunduvalt lihtsustada. Vérrandid (I) vétavad
jargmise kuju:

atzx

0z
a‘!yz —
5z =0 )
Otx | Ot
Ox dy

Vorrandeist (7.56) on neli esimest rahuldatud samaselt
0==0. Viimased kaks vérrandit annavad tingimused

Vi, =0

Ve =0 (d)

Esimesest kahest vorrandist (c) jéreldub, et fangent-

siaalpinged ei sOltu koordinaadist z, s. t. ristldike asu-
kohast varda teljel: v =Tl ¥); Ty =14:(x, y). Vii-
mast vorrandit (¢) aga saab rahuldada, vbttes kasutusele
nn. pingefunktsiooni ®(x, y), mis on pingetega
seotud jdrgmiselt:

==0

=0

[4¢1]
o Ty == - (e)

o e
T == ay
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Asendades vdrrandeisse (d) pingete avaldised (e),

saame: s . 50
"a';?( o 0y2_> =0 ;
9 (T Fy ®
dy \ ox -t o ] T

vorrandeist (f) jdreldub, et sulgudes olev avaldis

_ziz_ql_‘_jfg’_zv@ ei sBliu koordinaatidest x ja y ja

oxt ' oy

on seega konstantne suurus

VP = B (&)

Nii saame itheksa ldhtevérrandi (7.50) ja (7.57) ase-
me! {theainsa diferentsizalvdrrandi (g). Teadmata on aga
veel didretingimused tunkisiooni ® jaoks ja konstandi B
vadrtus. Nende leidmiseks on meie kidsutuses tingimused,
et varda kiilgpindadel viliskoormus vérdub nulliga ja
nispindadel annab resultandiks viindemomendi M.

Vaatleme algul wvarda killgpinda, kus sihikoosinus
n==0. Kuna kiilgpind on viliskoormusest vaba, siis seal
Prx == Puy == Pvz == 0, seega avaldised (IV) peavad vér-
duma nulliga. Esimesed kaks vOrrandeist (IV) annavad
samaselt nulli; viimasest vOrrandist saame

Fepx - MTyz == 0 (h)
Olgu x ja y ristldike kontuuri mingi punkti koordinaa-
did ja ds — kontuuri element. Jooniselt (7.17) selgub, et

. _ dy _ dx .
l.—cosa—-—d—;, e P [63]

el dy
]

JOON 7.17 X




Y%
Ty Tzx
MV
/N x
X dy
%2 X7

JOON. 7.18

Asendades vdrrandisse (h) pingete ja sihikoosinuste
asemele avaldised (e) ja (i), saame:

0 dy oD dx

By ds T @ =0
ehk 5
[61]
25 =0 (k)

Seega varda ristldike kontuuril on pingefunktsioon @
konstantne. Uhesidemeliste kehade puhul vdib sellele
konstandile anda suvalise védirtuse; tavaliselt vdetakse
ta vordseks nulliga.

Edasi selgitame, milline on koormus varda otsal, kus
n==1 (joon. 7.18). Seal mbdjuvad tangentsiaalpinged
Tyz ]8 Tz, Mis annavad véﬁndemomendi

Mv——f (xry,-—y-c,x)dF_.——f( by g:)) dF  (m)

Integreendes avaldist (m) ositi saame, arvestades, et
kontuuril on @ konstantne,

=2 [0 )
F
Kuna varda otsal normaalpingeid ei esine, vbrduvad
pikijoud ja paindemomendid nulliga. Nulliga vGrduvad
ka poikjoud, néiteks

308



Qy—;!ry,dF=—Fj%€~dF=

2 Xz fz Xy
=_-f( %‘—f‘—dx)dy.———fl@,dy=0
k4l el El Xy

kuna pingefunktsiooni @ viairtus on kontuuri punktides
x4 ja X, uhesugune. Seega varda otsal m&juvad pinged
annavad resultandina ainult vdindemomendi M., nagu
iilesande tingimuste kohaselt pidigi olema.

Kokkuvdttes saame prismalise varda vdidndel tekkivate
pingete médramiseks jdrgmise juhendi. Viindepingete
leidmiseks tuleb arvutada pingefunkisioon ®, mis rahuldab
diferentsiaalvorrandit (g) ja varda kontuuril v8rdub nul-
liga. Vorrandi (g) lahendamisel vbib konstandi B jaoks
votta suvalise vaédrtuse, hiljem leiame vdrrandist (n),
missugune vadndemoment vastab leitud pingefunktsioo-
nile. Lopuks leiame tangentsiaalpinged seostest (e).

Mbningate profiilide (ellips, vordkiilgne kolmnurk jne.)
jaoks on vbimalik saada tdpne lahend. Ristkiilikulise pro-
fiili puhul tuleb piirduda ligikaudse lahendiga; mdningaid
sellistel juhtudel kasutatavaid meetodeid on kirjeldatud
punkiis 10. 4.

Viime pingete midramise 10puni elliptilise profiili
jaoks, mille poolieljed on a ja b (joon. 7.19).

Votame pingefunkisiooni jaoks avaldise

X2 y2
omc(i-£-5)  ©

4

% Tzy
A
<
Tax
JOON. 7.18 23
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mis kontuuril ilmselt vérdub nulliga. Asendades avaldise
(o) vérrandisse (g), saame:

(ke )oms

a?

Kuna see avaldis ei sBltu x ega y viirtusest, sobib
valitud avaldis (o) pingefunkisiooniks.

Edasi méddrame konstandi C. Paigutades pingefunkt-
siooni (o0} avaldisse (n), saame:

M‘-—'——2C;f( -—.2;—-5’5) dF =

bZ
I I
=2c( Pt 2 ) -
3, 3
=20( nap — 220 TV) _ nape
kust
— MV
" mab
ja seega
M X2 42
o= (1-5-%) (®)
Pinged
= 20 2Myy
=T 0y nabd )
_ 90 2Mxx
= = b

Maksimaalsed tangentsiaalpinged tekivad lihikeste
pooltelgede otstel, kus yw== --b. Saame:
2My -

maxt ==
nab?

{s)

Edasi miiratakse deformatsioonid ja paigutised vor-
randite (II1) ja (I1) abil. Margime, ef iihikkaugusel asu-
vate ristligefe vastastikune pbordenurk
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ja et varda ristldiked er jaa tasapinnaliseks ming risildtke
punktide teljesuunaliste siirete (deplanatsiooni) arvuta-
miseks saadakse valem

My — )
wdEG "

(u)

w =



8 ELASTSUSTEOORIA TASANDULESANNE
8. 1 TASANDULESANDE MOISTE

Elastse keha pinge- ja deformatsiooniolukorra selgita-
miseks kasutatakse sageli peapinge ja peade-
formatsiooni moistet. Nii jagatakse pingus (pinge-
olukord) keha mingisuguses punktis liikideks olenevalt
sellest, mitu nullist erinevat peapinget esineb antud
punktis. Vastavalt sellele liigitusele voib esineda ruume.,
tasand- vGi joonpingus. Keha pingus on ruumiline, kui
kbik peapinged erinevad nullist, tasandiline aga siis, kui
iiks peapingetest vordub nulliga.

Analoogiliselt eeltooduga on keha deformatsiooniolu-
kord kirjeldatav peadeformatsioonide kaudu. Keha
ruumdeformatsiooni puhul erinevad kdik pea-
deformatsioonid nullist. Tasanddeformatsiooni
korral vordub aga iiks peadeformatsioonidest nulliga.

Pinge- ja deformatsiooniolukord vdib iildiselt olla keha
piirides muutuv. Monikord vGib aga nii pingus kui ka
deformatsiooniolukord olla kehas i htlane; see tdhen-
dab seda, et keha koikides punktides on pingus vdi defor-
matsiooniolukord {thesugune.

Elastsusteoorias esineb hulk iilesandeid, kus pingus v&i
deformatsiooniolukord on {dhtlaselt tasandili-
ne. S#draseid ilesandeid nimetatakse elastsus-
teooria tasandiilesanneteks. Selleks et elast-
ses kehas oleks realiseeritud ithe v5i teise dlesande liik,
peavad keha kuju, kinnitusviis ja koormus vastama
teatavatele néuetele, mida kirjeldame allpool. Peab mér-
kima seda, et tasandpinguse puhul esineb kehas ruumiline
deformatsiooniolukord ja tasandilise deformatsiooniolu-
korra puhul ruumpingus.
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8.2 TASANDULESANDE LUGID
8.21 Tasanddeformatsioon

Tasanddeformatsiooniks mmetatakse sidi-
rast elastse keha deformatsiooni, kus keha punktid
paigutuvad paralleelselt mingi tasandiga, naiteks koordi-
naattasandiga xy, kuna paigutis z-telje sihis vBrdub
nulliga. Vaatleme elastset keha, mille pikkus z-telje sihis
on suur, vorreldes modtmetega teiste telgede sihis; z-tel-
jega risti olev keha 1bikepind olgu muutumatu. Koik
kehale mdjuvad koormused asetsegu z-teljega risti olevas
tasandis ning koormuse jaotus piki z-telge olgu kons-
tantne. Ka jadgu konstantseks piki z-telge keha kinnitus-
viis.

Kui need tingimused on tdidetud, siis deformatsioonid
valdavas osas kehast, sobival kaugusel keha otstest
vastavalt Saint-Venant’i prinisiibile, on koordinaatide x
ja y funkisioonid ega sOltu koordinaadist 2. Paigutise
komponendid u ja v on x ja y funktsioonid, kuna @ == 0.

Kirjeldatud deformatsioon toimub nditeks kahest ser-
vast toetatud plaadi paindel, nn. plaadi silindri-
lisel paindel. Plaat olgu koormatud ihtlaselt jao-
tatud koormusega.

u=Ffi(x,y); v=hlxy); w=0 (8.1)

Kasutades paigutiste u, v ja w kohia antud seoseid
(8.1) vGime elastsusteooria pohivdrrandite (7.20) pohjal
leida jargmised joondeformatsioonid ja nihkenurgad:

du v | 0w
eg==—ax—, ey-——a-;—, Ez——dz =0 (8.2)
G Ou L dw 0
Yav = "5 e Yyz == 3y T 5 =

.3

__ Ou dw -0 (8.3)
Ve= g T T

Nagu nahtub vdrranditest (8. 1)——.(8. 3), on lisaks siir-
dele w ka joondeformatsioon & ja nihkenurgad vy: ja i
nullid, nii et keha deformatsioon areneb tdepoo-
lest xy-tasandis ja seeonnii koikides keha z-teljega
risti olevais lbigetes. ) .

Eraldame joonisel 8.1 kujutatud plaadist riba kahe
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16ikega, mis on rish z-teljega. Laseme ribal talana pain-
duda temale mdjuva pbikkoormuse toimel. Tala paindu-
des fema ristldige deformeerub. Survele t66tavad kihid
paisuvad poiksihis, kuna tdmbele t66tavad kihid ahenevad.
Tala ristldike deformeerunud kuju on esitatud joonisel

2,b.

Seega tekib tala paindudes joondeformatsioon e.. Plaadi
paindel on aga riba seotud plaadi naaberosadega ja rist-
i6ike deformatsioon on takistatud ning joondeformatsioon
e, == 0. Uldistatud Hooke'i seadusest saame:

&y == _IE[O'Z—M(Ux‘*'Uy)] =0
millest
0z == {Ga - Gy) (8.4)

Jarelikult z-telje sihis tekivad normaalpinged o, mis
avalduvad o: ja o, kaudu. Edasi saame ildistatud
Hooke'i seadusest joondeformatsioonid

3x="};‘[°'a‘l‘«(‘5y+0'1)] =

= (o —n oy +nlos+ o)1} =

. e o) (8.5)
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Nihkenurgad on Hooke'i seadusest nihkel

1 1 1
Vay = T Ve TS T = 0 yue= ot (8. 6)

Seostest (8.2), (8.5), (8.4) ja (8.6) selgub, et kdik
pinged, mis ei vérdu nulliga, on sdltuvad ainull koordi-
naatidest x ja y; seega

ox == Y1 {¥, ¥}; oy == Ya(X, ¥); Tay = Tye = Pa(X, ¥)
o= PWu(X, Y); Tmw=Typ=0 (8.7)
Kuna pinged ei sbltu koordinaadist z ja arvestades
sellega, et ka vélisjbud ei anna projektsioone =z-telje
suhtes, sdilib tasakaaluvdrrandist ainult kaks jdrgmis-
tena:
00 O1yx

% + oy +oX =0
Otey | Oy 8.8)
“ox TTay Te¥=0
Valispinna tingimused:
Xy == 008 (X, v} + Ty €OS (Y, v)
Y, == 12y €08 (X, v) -+ oy cos (4, v) (8.9)

Vérrandid (7.20) peatiikist 7 taanduvad kolmele:

du _Ov dv  du
B == 5 ay—-—ﬁ, hym-(—}—;-{—w (8. 10y

Kuuest deformatsiooni pidevusvdrrandist (7.29) sailib
ainult iiks:
0% Oy Oyay

oy? 0x2 ~ Oxdy

(B.11)

8.2 ULDISTATUD TASANDPINGUS

Késitleme niiid tasandiilesande teist varianti, mis
pohiliselt sarnaneb tasanddeformatsiooniga. Erinevus
on selles, et vaadeldava keha pikkus =z-sihis on viike,
mistttu ta kujutab endast Shukest plaati paksusega 2
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{joon. 8.3). Koormused vélispinnal ja mahujdud on
rakendatud risti z-teljega; z-teljega risti olevad pinnad
on koormusevabad. Kui koormused on kriitilisest viik-
semad (vi. p. 12), ei kdverdu plaat z-telje sihis. Koikide
pingete sihid plaadis on paralleelsed tasandiga xy ja pin-
ged ei sbltu koordinaadist z. Seega pinged 0w Tre ja 14
vérduvad nulliga.* Sdirast pingust nimetatakse ildis-
tatud fasandpinguseks.

Paljudes konstruktsioonides on plaadi paksus A kiill
véike, kuid siiski 16pliku suurusega. Sel juhul oletus
O: == Ty ==1;, ==0 plaadi sisemuses ei tarvitse paika
pidada, kuid plaadi paksuse vdiksuse t6ttu ei saavuta
pinged siiski olulist suurust. Pinged ox, oy ja txy vOivad
olla z-telje sihis vihe muutuvad. Need muutuvad pinged
asendame aga keskmiste suurustega. Kui plaat on koor-
matud plaadi keskpinna suhtes muutuva, kuid siimmeet-
rilise koormusega, siis keskmised pinged i = t;y ==0.

Uldistatud tasandpinguse kohta v&ib lugeda kehtivaks
jdrgmised seosed:

or=$1(X, ¥); oy=2(%,4); Tey=qga(X,y) (8.12)

Ty == Ty == 0, Tw==tus=0 or==

* s ja vy vorduvad nulliga siis, kui koormus piki z-telge ei
muuin,
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Vorreldes seostega (8 7) tasandilisest deformatsiocon:-
olukorrast on sun erinevus vaid selles, et g,=0 Mis
puutub deformatsiooniolukorda, siis siin & % 0. e, pdh-
justab plaadi kiillgtasapinna deformeerumist, nii nagu
toimub 10ikega eraldatud tala kilgpindade pdérdumine
paindel Plaadi vdikese paksuse tottu on aga plaadi
kiilgpiana selline pd6rdumine kaduvalt viike. Kujutle-
tava tala kiilgpinna pddrdenurk vy on vdrdeline tala
laiusega b

Oldistatud Hooke seadus — seosed deformatsioonide

ja pingete vahel — on dldistatud tasandpinguse puhul
jérgmised

1
B = (0% — ®oy)

—

&y = g~ (0y — Uox) (8.13)

2(1
vyx=__(_%¥i1yx

Vaadeldes vdrrandeid, mis on tuletatud nii tasand-
deformatsiooni kui ka tasandpinguse iilesanneie lahen-
damiseks, ndeme, et need on samad vorrandid, vilja
arvatud uldistatud Hooke'i seadus, kus on erinevus
mbningates suurustes.

Kui tasanddeformatsiooni {ildistatud Hooke’i seaduses
asendada

saame

1
&y == 'E:' ((Tx hand mo‘y)

o = —bl— (03 — #10x) (8. 14)
201
ny—’—‘-“—“"“"( Zm) Tya

Nieme, et saadud seosed on tasandpinguse kohta tule-
tatud seostega (8.13) struktuurilt tdiesti iihtelangevad,
erinevus on vaid elastsuskonstantides.
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8.3 TASANDULESANDE LAHENDUS PINGETES

Elastsusteooria iilesandeid lahendatakse sageli pinge-
tes, kuna sel meetodil on eeliseid vOrreldes teiste meeto-
ditega, nagu eespool selgitati. Vottes tasandiilesande
lahendamisel tundmatuteks pinged oy, 0y ja Tay = Ty
tuleb deformatsiooni pidevuse tingimus

2y 0%,  OPyy

o2 ox®: T Oxdy
avaldada pingetes. Kasutame selleks kdigepealt iildistatud
Hooke'i seadust (8.13) iildistatud tasandpingusest. Voiks
kasutada ka iildistatud Hooke'i seadust tasanddeformat-
siooniolukorrast, [opptulemus oleks sama.

Asendame iildistatud Hooke’i seaduse alusel deformat-
sioonid pingetega, seejirel leiame deformatsioonidest
teised tuletised. nii nagu see on tehtud vorrandis (8. 15).

D%y 1 ( e Aoy )

g T E\Tap T HMap

(8. 15)

Oy 1 ( O2gy 020 )

AN T @
Oyy 21 4 p) Oy

0x 0y E 0x 0y

Saadud tuletised asetame vorrandisse (8.15); pérast
taandamist suurusega 1/E saame:

B2 o, | Foy g,
5 P em T am TR g
Prny
—2(l+p) 55 =0 (8. 16)

Vérrand (8.16) on deformatsiooni pidevuse tingimus
pingetes ning teda vdiks ka sellisena kasutada. Eliminee-
rides aga vorrandist tangentsiaalpinge, vdime deformat-
siooni pidevuse tingimuse véljendada lihtsamalt. Teemegi
seda alljargnevalt. Selleks kasutame tasakaaluvérrandeid

Goe | T 4 ox—0
oX ay (b)
Oy 9oy

b ey =0
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Diferentseerime esimest vGrrandit x jirgi ning teist
vorrandit y jargi:

Prye _ Foy X
dxoy T T ok T @ax ©
Oy oy 0¥
axoy — oy Yoy

Ol'eiades, et mahujbud on konstantsed, saame pirast lit-
mis
O1ey __ 0%y oy d
0x0y 0« Oyt @
Asetame seose (d) vorrandisse (8.16). Pdrast teisenda-
mist saame

dPox , dPoy gy | O,

o T o Tam T =0
voi

2(0x+ 0y) + 02(0x 4 0y) -0

ox? oy?

Pingete summat ox -+ oy on kaks korda diferentseeritud
x jargi ning kaks korda y jdrgi ja tulemused on liidetud.
Sellist tulemust nimetatakse Laplace’i operaatoriks.
Deformatsiooni pidevuse tingimuse vbib sdnastada jérg-
miselt: Laplace’i operaator normaalpingete summast vor-
dub nulliga.

Kasutades Laplace’i operaatori siimbolit V2 on defor-
matsiooni pidevuse tingimus lithidalt véljendatav:

V(05 + 0y) =0 (8.17)

Seda nimetatakse Maurice Lévy tingimuseks.
Tasand{ilesande lahendamise kdik pingetes on jérg-
mine. Tuleb integreerida kolm diferentsiaalvbrrandit:

805 Oy
ox Ty =0
. da @.18)
XY Y e
ox + dy +e=0
V(05 + 0y) =0 (8.19)

kus g on keha mahuiithiku kaal, kui mahujbududest esi-
neb ainult raskusjoud.
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Seejuures tuleb rahuldada vilispinna tingimused

Xy == 0x o8 (X, ¥} + TyxCOS(Y, v)
Yy == Tty cos (X, ¥} + Gy COS{Y, v) (8. 20)
Leidnud pinged 0x, 0y ja Tay, avaldame nende kaudu
fildistatud Hooke'i seadusest deformatsioonid ey, &, ja yuy.
Asetanud deformatsioonide viirtused Cauchy vorrandi-
tesse, saame:
ou . 0o _ .. O0v  Ou
ax =8 Ty T W TOx Ty YW
Integreerides viiniaseid, leiame [8ppeks siirded u ning v,
millega ka arvutus 10peb. ’

8.31 Ping‘ ktsiooni rakendamine

Tasandiilesande lahendust pingetes saab tunduvalt
lihtsustada, kasutades mnn. pingefunktsiooni
F(x,y). Seda funktsiooni nimetatakse monikord selle
esmnakordse rakendaja jargi Airy funkisiooniks.

Oletame, et on olemas mingi x ja y vddrtusest soituv
funktsioon F(x, y), mille kaudu avalduvad pinged jirg-
miste lihtsate seoste abil:

92F 92F GtF

=—(§;2*; UU=W; Txy:wm?—gx (8.21)
Asetame pingete avaldised (8.21) tasandiilesande
tasakaaluvGrranditesse (8.18). Viimased on samaselt
rahuldatud ja tasakaaluvdrrandid liilituvad edaspidisest
lahenduskaigust vilja.

Asendame edasi normaalpingete avaldised seostest
(8.21) tasandiilesande deformatsiooni pidevuse tingi-
muses V2{ox~F oy)==0. Saame:

V(G + ) =o

Ox

voi liihidalt
V2(V2F) == 0 (8.22)
Avades Laplace’i operaatori siimboli. véljendub defor-
matsiooni pidevuse tingimus jargmiselt:

OF OF G4F
i T2 maa T =0 ®-23)
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Saadud vorrandit nimetatakse tasandiilesande
biharmooniliseks vorrandiks. Funktsiooni,
mis rahuldab seda vorrandit, nimetatakse biharmoo-
niliseks funktsiooniks

Seega taandub tasandiilesande lahendamine pingetes
sheainsa neljanda jérgu diferentsiaalvérrandi (8. 23)
lahendamisele osatuletistega. Seejuures tuleb rahuldada
ka iilesandele vastavad diretingimused.

Adretingimused mingi kdverjoonelise kontuuri puhul
avalduvad jargmiselt (vi. joonis 8. 4):
92F

F
Xy == I cos (X, v) ——( T -+ gx) cos{v, y)

(8. 24)
0F O2F
Yv=“(“a;55 +ex )C"s“*"’ + gz costvy)

Pérast pingefunkisiooni F(x.y) leidmist méiaratakse
pinged seostest (8.21). Pingetest arvutatakse elastsus-
seoste abil deformatsioonid ning viimastest omakorda
paigutised.

Nagu nahtub filaltoodust, kuulub peamine osa tasand-
itlesande lahendamisest pingefunktsiooni otsimisele.
Pingefunktsiooni vdib leida mitmel viisil. Uheks selliseks
mooduseks on nn. poolvastupidine meetod.
Selle kohaselt antakse pingefunktsioon ette mingisugusel
analiiiitilisel kujul, naiteks poliinoomi vdi trigonomeetri-
histe funktsioonide rea ndol. Poliinoom vbi rida sisaldab
esialgu médramatuid konstante, mis leitakse, kasutades
ddretingimusi ja tasandiilesande biharmoonilist vdrran-
dit. Et luua ettekujutust sellest, millist pmgust ks voi
teine pingefunkisioon v&ib kirjeldada, on otstarbekohane
analiliisida sellelt seisukohalt mdningaid lihtsamaid
funktsioone.
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8.4 TASANDULESANDE LAHENDUS POLUNOOMIDEGA

Kui elastse keha kontuur on lihtne (nditeks ristkiilik)
ning Airetingimused on esitatavad lihtsate algebraliste
funktsioonide ndol, siis on otstarbekohane valida pinge-
funktsioon poliinoomina.

Vaatleme alljirgnevalt mdningaid selliseid ilesandeid.

Esitame koigepealt pingefunktsiooni teise astme poliinoo-
mina. Esimese astme poliincomi ei ole motet vaadelda,
kuna pinged on teised tuletised koordinaatide jirgi ja
esimese astme poliinoomi korral vdrduvad nuiliga.

F(5, 4) = 5 £+ bxy + 54 (8. 25)

Biharmooniline v8rrand V2{V2F) =0 on samaselt
rahuldatud @, & ja ¢ mis tahes vaddrtuste juures, kuna
neljandad tuletised x ja y jirgi vérduvad nulliga. Pin-
ged avalduvad jirgmiselt:

O2F
qxz—gé?-z
02F
Oy == -—3-;2—.—.—_a (8. 26)
-
T T g oy 8

Juhul kui g==0, saame pinged, mis on konstantsed
kéikides keha punktides. Sadrast pingust nimetatakse
{thtlaseks. Teise astme poliinoom pingefunktsioonina kir-
jeldab lihttdmmet v5i -survet kahes sihis ning puhtnihet
véi nende kombinatsioone (joon. 8.5).

Votame pingefunktsiooni kolmanda astme poliinoomina

s

T HHHH

= =

|
!

!
y JOON. 8.5
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d &
F(xy) = —6*x3+—§—x2y+%xy2+?y3+

a
5 by ki (8.27)
Pinged valjenduvad sel juhul jargmiselt:

o = fx-+ky-+c
oy =dx-+ey+a (8.28)
Tyy = X —fy — b —gx

Tasandiilesande biharmooniline vérrand on rahuldatud
pingefunkisiooni tegurite mis tahes véartuste puhul.
Niitena vaatleme pingefunktsiooni alljdrgneval eri-
juhul:
k
F= —E—ya (8.29)
Loobudes omakaalu mdjust, saame pinged jargmiselt:
Ge=hy, Oy=0, Ty=Ta=0 (830)
Esinevad ainult normaalpinged pinnas, mis on risti
x-teljega, ning olenevad koordinaadist y lineaarselt. Kuju-
tame joomisel dhukest plaati, milles tekib ulalkirjeldatud
pingus.
Nagu néhtub pingete avaldistest, ei sGltu pinged ox

x vaartusest. x-teljel vérdub o, nulliga, maksimaalne on
ta tala alumises kihis

max cx=—% (8.31)
kuna minimaalne {ilemuses kihis
min g, == ——~—k§- (8.32)
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Tugevusdpetuses tekkis sdidrane pingejaotus tala puht-
paindel; jérelikult kirjeldab dlaltoodud kolmanda astme
poliinoom puhtpainet. Kirjeldatud pinguse tekitamiseks
tuleks talale mojuv koormus rakendada analoogiliselt
pinge jaotusega tala ristidigetes. Praktiliselt sddrast
koormuse jaotust tekitada on vdga raske, mistSttu see
koormus asendatakse mingi teistsuguse koormusega
tingimusel, et see annaks niisama suure momendi kui
lineaarselt jaotatud koormus. Loomulikult pShjustab uus
koormuse rakendamismeetod selle rakenduskoha vahetus
ldheduses aniud pingusest erinmeva pingejaotuse. Tala
keskosas jddb aga pingus vastavalt Saint-Venant'i print-
siibile muutmatuks.

Vaatleme nitiid pingefunktsiconi neljanda astme poli-
noomina

S SR S PR e
F(x,y) = 12x+ 3Xy+ 2xy+ 3"6’ +‘T2— o
(8.33)
Leiame pinged:
2
6x=?y§=cx2+2dxy+ey2
02F
Oy =g = ax? -+ 2bxy -+ cy? (8.34)
0 F
oy T e o T DX e QOKY
Tay %3y bx? — 2cxy — dy?

Seekord tasandillesande biharmooniline vdrrand ei ole
samaselt rahuldatud, vaid annab tingimuse

20+ 4c +2¢ == 0 (8. 35)

mis nditab, et kdiki pingefunkisioonis esinevaid tegureid
ei saa valida vabalt, vaid iks on médratav kahe teise
kaudu. Soltumatuid, ddretingimuste kaudu mdairatavaid
tegureid on seega kokku neli.

8.5 KONSOOL! PAINE
8.51 Vabas otsas koondatud jduga koormatud konsool

Vaatleme konsooli pikkusega I, mille ristldige on kitsas
ristkiilik, laiusega 1 ja kérgusega h. Konsool olgu vabas
otsas koormatud jduga P, mis mdjub jaotatuna iile ots-
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ristldike. Konsooli omakaalust loobume. Painde elemen-
taarteooria pShjal saame jargmised pinged:

oo =My PUl—x)y
O A 7
oy =0 e (a)
e e Y2
Qs P(4 y)
Tey =T T TR

milles paindemoment M == P (/- x), pGikjdud Q =P,

< h3
ristlGike inertsmoment [ == 11—2 ning ristigike iihe viiruta-
2
tud osa staatiline moment z-telje suhtes S = %( %———yz) .

Jargnevalt uurime, kas painde elementaarteooria alusel
saadavad pinged on voimalikud, ldhtudes tasandillesande
seisukohalt. Selleks selgitame, kas pingete valemid (a)
on saadavad mingist pingefunktsioonist F(x,y), mis
samal ajal rahuldaks tasandiilesande biharmoonilist vor-
randit.

Juhul kui leitav pingefunktsioon ei ole tiielik, vdiks
teda sobival viisil tdiendada, nii et tasandiilesande vor-
randid oleksid rahuldatud.

Esitame niiid pingete avaldised iildkujul ning teiste
tuletistena pingefunktsioonist.

02F
oy = Ay 4 Bxy = Fr (b)
tF
oy = 0 = —5~ (c)
RF
Txy=C+Dy2-—~“'5;—a—y" (d)
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Integreerime seost (b) kaks korda y jdrgi, misjérel
saame

+ i)y +g(x) (e)

Integreerimisel pingefunktsiooniga F liituvad meele-
valdsed funktsioonid f(x) ja g(x) médratakse tingimus-
test (¢) ja (d)

_Ay¥ | Bxp
F==%+7%

")y +g"(x)=10 (8
By
— = —F(x) = C+ Dy @

Seosed (f) ja (g) peavad olema rahuldatud x ja y mis
tahes vaartustega, mistottu voib kirjutada:

[flx)=0 ja g(x"=0
fy=Ex+F, gx)=Hx+K
Asetades viimmased seosed vorrandisse (g), saame:

yZ
-B?—-E=C+Dy2

millest B
E=-—-C ja D= -

Pingefunktsioon (e) on nilid véljendatav jargmiselt:

Ayt Bxy?
Flry) =4+ =& + Exy + Fy + He + K

Saadud pingefunkisiooni avaldisest vbdime 4ra jétta
likkmed Hx 4 Fy - K, kuna need liikmed ei mdjusta pin-
gete suurusi. Rahuldatud on ka tasandiilesande biharmoo-
niline vdrrand pingefunkisiooni kordajate mis tahes
vadrtuste pubul. Asendame E C-ga, misjirel saame

pingefunktsiooni p B
3 xys
F(X,y)‘—:"éy—‘-k Gy — Cxy (h)

“Sellest pingefunktsioonist saadavad pinged

ox== Ay + Bxy .
Oy == Ba2 (l)
Ty == — g +C
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on struktuurilt thtelangevad elementaarse paindeteooria
alusel esialgselt oletatavatega ja rahuldavad elastsus-
teoona tasandiilesande vorrandeid Kordajad 4, B ja C
midratakse ddretingimustest.

Tala alumine ja ulemine horisontaalne vilispind on
pingevabad, s o.

Lo h R
kuly-—-i—2—,snsay=0 ja tay==0

Teisest tingimusest saame

Bh? Bh2
Ty te=0 C=5 k)
Konsooli paremal otspinnal o =0, jarelikult
Ay + Bly =0
millest
A
B=—m— (m)

JBu P jaotuse iseloom komnsooli otsal x =1 ei ole iiles-
andes ette antud. Peab olema vaid tdidetud tingimus

3

2

foy dy=P (n)
—h

2

mis tidhendab, et kd&ikide elementaarsete nihkejoudude
summa peab vorduma antud koormusega. Selgub, et
nihkejoud rakendatakse otsristloikes samasuguse seaduse
jargi kui iiksk6ik millises teises ristldikes.

Asetades tangentsiaalpinge vidrtuse seosest (i) tingi-
musse (n), iihtlasi arvestades seost (k) ning integreeri-
des, saame:

A

b kA
By . Bh? By Br |®  BR
p=[(—FE+ T o=+ =15
h 2

3
millest, kuna
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o P
siis B o R (0)

Tingimused (k) ja (m) lasevad end seose (0) alusel
iimber kirjutada jérgmiselt:

P
A== —Bl=— - )
Bht Ph
C == - g o "§1“" (r)

Asetame niiiid leitud tegurite A, B ja C avaldised pin-
gete avaldisse (i):

Pl P Pi—x
Oy == = Y op o Kl == e g
oy =0 (s)
P pre PR )
[ T e T e b e e 2
= ¥t gg 21(4

Nagu saadud pingete avaldistest ndhtub, langevad
elastsusteooria tasandiilesande p6hjal leitud pingete
avaldised téielikult {thte elementaarse paindeteooria pdh-
jal saadud pingetega. Sdédrane iihtelangevus esineb ainuit
moningatel erandjuhtudel. Enamikul juhtudel tuleb ligi-
kaudseid lahendusi tdiendada vBi koguni asendada
uutega.

Paigutiste miiramine. Selleks et saadavad tulemused
oleksid vérreldavad painde elementaarteooria, s. o. rist-
16igete tasapinnalisuse hilpoteesile tugineva teooria tule-
mustega, oletame, et kehtib ildistatud tasandpingus.
Otsitavateks paigutisteks on siirded x ja y sihis « ja o.
Nende leidmisel 1ahtume Cauchy vorranditest ja dldista-
tud Hooke'i seadusest.

Cauchy voérrandid:
du _ 0o ou dv

E == ey—”gg‘i Y=g, +‘6—x— )
Uldistatud Hooke'i seadus

1 1
8x=“‘E‘“ (0 — Hoy); 3y=’E_ {6y — wox)

2(1+p)
E

Yay = Ty (1)
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Kasutades pingete seoseid (s) vdime kirjutada:
du P
o = T Er U
dv P )
oy — BT U0

Integreerimine vérrandeid (v):

P 2
U= (lxy—mxy)+ia(y) )

P Ly w
R I S

fi{y) ja f2(x) on meelevaldsed funktsioonid, mis tekivad
integreerimise protsessis. Nende leidmiseks kasutame

seost P
Ou _ U+wp o
dy 3 6x El (X‘Nyz) ©
Leiame vorranditest (w) tuletised, nii nagu nbuab seos
(3):
P
— (=) = G o =
_ (U+mP
=)
Teisendame saadud seose:

P x2
/ —— — .
[fz(")" mrle—5)]+
’ wP oy (d4wP +u)P 2]_
[ft D=5+ 2=
I+u)P A2 «
_(__“%i"l... n (4)
Saadud vdrrandi kandilistes sulgudes olevad funktsioo-
nid sbituvad: esimene ainult x, teine ainult Y véirtusest.
Vérrandi parem pool on konstantne. Kuna x ja y on teine-
teisest sGltumatud muutujad, siis vordus (4) on voimalik
ainult sel juhul, kui avaldised nurksulgudes on konstan-
did m ja n. Seega

m+n__-.‘.‘_%‘l‘ii;i ®)
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Vorrandi (3) alusel vdime avaldada:
i (=)
W) =——4r(1+4) +n

Integreerime esimest vorrandit x ning teist y jargi,
misjarel saame:

e £ ()
foy=—2r ZEB_ o pny 1

Asetame f2(x) ja fi(y) aVald)stesse (v) ning saame
alljdrgnevad paigutised:
P 2

(—ty+ 5 2 LB ) 4ny+s
(i1)
- e WZ L
"’—ET( 2 T2 Tt 5) +mite

Maiidramatud konstandid m, n, a ja b leitakse konsooli
kinnitustingimustest.

Konsooli otsa on vdimalik toetada kahel viisil. Kdige-
pealt kinnitatakse konsooli teljel olev algpunki. Seega
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kui x ==y == 0, siis u = v == 0. Rakendades neid tingimusi
avaldistele (ii), saame:
a==b=0

Jirgnevalt takistame konsooli otsa pddrdumist alg-
punkti fimber. Esimese kinnitusviisi jédrgi oletame, et alg-
punkti juures asetsev horisontaalne sirge element jdab
horisontaalseks, s. o. tala telje puutuja ei pdérdu alg-
punktis (joon. 8.8, a).

See tdhendab, et

du )
( 0% Jymymo 0
Rakendades seda tingimust seoste (ii) kohta leiame, et

me=0 ja

_(+wp
"ETTETT

Loplikult saame esimese kinnitusviisi korral paigutiste
avaldised

2, h2
wm D[y B AR Gy |

ET 3 3
(8. 36)
Py w2 2
”“_ET[ R R 6] @37

Tala elastse joone vorrandi saame, kui oletame aval-
dises (8.37) y==0:

e (B-2) e
Tala otsa labipaine, kui x==1, on
P B B PB
maxoo=zr-( 5 —5) =3

Teise kinnitusviisi kohaselt takistame tala alguspunk-
tis vertikaalse elemendi pddrdumist (joon. 8.8,5), mis-
pérast kinnitustingimuseks saame

(%) et

(8.39)



Rakendades esitatud tingimust u avaldise (ii) kohta
selgub, et n==0, ning avaldisest (3) leiame
_(+4wmPr
mE=TTE 4

Seekord avalduvad paigutised, silmas pidades 4sja
leitud konstantide avaldisi, jargmiselt:

P 2y (2+4p)
wm gt + - L] (8.40)
_ Prwy w2 X (I w)hix
o=t et ]
(8. 41)
Tala elastse joone vorrand
v P (BB (T wPRs
w=sr (5 —%) 4ET @42
Konsooli otsa lébipaine
pB (1 + p) Pha 8.4

maXUn"—"'EEi' AET

Valemeis (8.41), (8.42) ja (8.43) viimane liige votab
arvesse nihke moju ldbipaindele ja sdltub suurel mééral
ristldike kbrgusest. Naiiteist ldbipainde arvutamise kohta
[valemid (8.39) ja (8.43)] ndhtub, et see on soltuy tala
otsa kinnitusviisist. Peale kirjeldatud kahe kinnitusviisi
on moeldavad ka teistsugused; igale kinnitusviisile vas-
tavad erinevad paigutised ja labivajumised. Pingetele
avaldab kinnitusviis méju vaid kinnituskoha vahetus
13heduses -- Kkinnituskohast kaugemal jadb pingus vas-
tavalt Saint-Venant’i printsiibile muutumatuks.

P 9
IEERRRERRUARRREREEN

: A1
| ]
| e

b o e

y JOON. 8. §
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8.52  Uhtlaselt jaotatud koormusega konsool

Olgu gelmises ndites esitatud konsool koormatud @ht-
laselt jabtatud koormusega, mille intensiivsus on ¢. Lah-

tume ka seekord painde elementaart i ohj
arvutatud pingetest arteooria . pobjal

o= My 4U—x)*
7 21
oy ==0 (a)
12
S q(’——ﬂ(———yz)

ey == Tyy o= e e A

xy v 16 = 2! -
. l—x)2 .
milles M=~~ﬂ—?~l— ja Q== g(l—x), kuna muud

suurused on endised. Omakaalu mdjust loobume. Pingete
tipsed avaldised peavad rahuldama jargmisi tasakaalu-
vorrandeid:

9dos PIZ" = 0
ox oy
OTay doy
ax Ty =0 (b)

V2(0x + 0y) == 0
Leiame pingete avaldistest (a) osatuletised:
2{1_24(1—)% Ty z‘](l—x)y

ox 1 ’ [Z] H
e Y ©
q (- - )
Oy N4 ") Ou g
ox 2 Ty

Asetades leitud tuletiste avaldised vorrandeisse (b)
nideme, et esimene vorrand on rahuldatud, kuna
o Oty
ox dy
See tihendab, et pingete (a) tuletised rahuldavad kall
esimest tasakaaluvérrandit (b), kuid nende avaldised ei
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tarvitse olla veel tdpsed. Niiteks vdib pinge ox avalduda
kujul

ox—-:—-"-(ig,—"—‘iy«l—f(y) (@

kus f(y) on esialgu tundmatu y védrtusest s6ltuv funkt-
sioon. Hiljem niitame, et sidrane funktsioon esineb pinge
avaldises antud ilesande puhul ja ta kirjeldab pingete
muutumist olenevalt ristldike koverdumisest — depla-
neerumisest.

Teist vorrandit (b) ei rahulda pingete (a) tuletised,
kuna painde elementaarteooria jargi oletatakse, et o, =0,
mis pole tegelikult nii. Nimetatud feisest vorrandist saame
seose

doy _ Ouy
dy — ox (e)

Kui oletada, et 1y, funktsioon on saadud digesti, siis
vGime kirjutada:

,@y__fl_(f*_*a)
55— ar\Ta ¥

Integreerides viimast, saame
g (7 U
sy=gr(gu—) rew @
milles g(x) on tundmatu funktsioon x jérgi. g(x) leidmi-
seks kasutame adretingimusi tala ilemisel ja alumisel

kihil — nimelt x mis tahes véirtuse ja y:z—g puhul

oy =—q, aga y =§ korral o, =0:

B AL -
{0y) ym-iz = 37 (-— g 57 )+g(x) = —q

(©
B
(Oy) y=t/z = 741—( T“—QT> +g(x) =0

Ulalesitatud avaldistest (g) nidhtub, et g(x) ei sisalda
koordinaati x ja jérelikult g{x)==C on konstantne suurus.
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1
Arvesse vottes, et 19 =/, saame avaldisest (g)

C=—4L
2
Niitid kasutame kolmandat vbrrandit grupist (b), ase-
tades sellesse vOrrandisse pingete tdiendaiud avaldised
(d) ja (f). Leiame kdigepealt teised tuletised pingetest:
26 9y 025,

axr T g = ["(y)

PRoy O%gy qy

o = F

Pirast asendamist saame
Vioat o) =—-F-+Fw—T=0 @
millest

” 2
5=

Integreerime viimast avazldist y jargi:
P =+

9y° @

) =t Ciy+ Ca

Kasutades avaldist (i), saame o jaoks jirgmise korri-
geeritud avaldise:

1 2 3
A= oyt ®

Konstantide Cy ja C, leidmisel tuleb mérkida jargmist.
Konsooli vabas otsas, kus x== 1, normaalpinged valemi
(k) jargi ei vbrdu nulliga, nagu see tegelikult peaks
olema, kuna konsooli ots ei ole koormatud pikijoududega.

Kui aga kirjeldatud pinged annaksid iseennast tasa-
kaalustava joudude siisteemi Saint-Venanti printsiibi
jrgi, siis valdavas osas talast pingus ei erineks pingu-
sest sel juhul, kui konsooli vaba ots on tdiesti koormuse-
vaba. Seetbttu piistitame tingimuseks: kui x==1, peavad
pikijdud ja moment vbrduma nulliga:

fcxsz() ja fcxde—_-——O (m)

F F

o T —
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Sellist votet nimetatakse d&reti i
vendamisekn ngimuste lee-
Tingimusest (m) saame jirgmised vdrrandid:

3
£ 3
a4
R ()
) 3
I % +cw+alsa=o
h
,.2',
Piérast integreerimist saame siit:
hs Cih3
Cot = LTI Ll
=0 wosrtza 0
millest
h2
Co=0 = g
e=0 ja G 201
Loplikult saame pinge avaldised:
A k.2 2+ 2 oIy ]
o P T R R
q 3y _ 4
=4 (1+3—55) (8.44)

Esitatud pingete valemitest ndhtub jargmist.
. Normaalpinge o« erineb painde elementaarteooria
altusel saadust paranduslitkme

gf2 ., My ]

of [ 5970
vorra. See parandusliige on viike juhul, kul tala kor-
gus h on viike, virreldes tala pikkusega L Pinge jaotus
ristldikes ei ole lineaarne. Nagu eespool mainitud, ei ole
ka saadav pinge veel tiiesti tdpne, kuna ddretingimused
algkujul ei ole konsooli otsal, mis on tdiesti pingevaba,
rahuldatud.
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9. Normaalpinge o, ei vérdu nulliga, nii nagu oletati
painde elementaarteoorias. oy muutub kérguse sihis kuup-
parabooli kohaselt. Tala iilemises kihis vOrdub ta jaotatud
koormuse intensiivsusega ¢, kuna alumises kihis vdrdub
ta nulliga.

3. Tangentsiaalpinge t., langeb {ihte elementaarteoo-
ria jargi leitud tangentsiaalpingega.

paigutised arvutatakse eelmise nditega sarnase arvu-
tusskeemi kohaselt.

8.6. TASANDULESANDE LAHENDAMINE TRIGONOMEETRI-
LISTE RIDADE ABIL

Eeltoodud poliilnoomi rakendamise meetod tasandiiles-
ande lahendamisel on voimalustelt piiratud. Néiteks
saame politnoome kasutada juhul, kui koormus mdjub
talale pideva ribana ning jaotatuna mingi lihisa seaduse
kohaselt. Koormuse keerukamatel juhtudel on otstarbe-
kohane otsida lahendit trigonomeetriliste ridade kujul.
Loomulikult voib rakendada ka kombineeritud meetodit —
poliinoorme koos trigonomeetriliste ridadega.

Keerukama seaduse jargi muutuvat v6i koguni katke-
vat koormust on otstarbekohane esitada ligikaudselt tri-
gonomeetrilise rea abil. Praktiliste nduete seisukohalt
saavutame enamasti kiillaldase tdpsuse juba rea mdne
esimese liikme kasutamisega.

Trigonomeetriliste ridade kasutamisel arendatakse
mingi perioodiline funktsioon f(x), pericodiga 2, ritta

F(x)== Ao+ A1 cos x + A2 c0s 2x 4~ Azcos 3x + . ..
4 Bysinx+ Bysin2x 4 Bsysin3x 4 ... (8.45)

Seejuures piistitatakse iilesanne: leida kordajate
Ao, As, As, ... By, B, ... vadrtused nii, ef rea litkmete
vbimalikult viikese arvuga saavutada antud funktsioo-
nile kiillalt hea ldhendus.

Votame ldhendusfunkisiooniks
(%) = Ao+ A1 08 x + A3 €08 24+ ... + Apcos nx 4
-+ Bysinx -+ Basin2x ...+ Bnsinnx (a)

millega piiiame antud funktsiooni voimalikult tdpselt
kirjeldada. Selle saavutamiseks peab lihendusega tehta-
vate ruutvigade summa olema minimaalne.
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Lahenduse ruutviga argumendi véartusel x on jdrgmine:
of = [f(x)— p(x)]% (b)

Ruutvigade summa pericodi 2n ulatusel vordub integ-
raaliga
n

6= [lim—vmlrax
i -

G=f[f(x)"—AG—"AiCOSXH4—"Bisiﬂx—.‘.]zd)€ (c)

-3t

Selleks et G avaldis oleks minimaalne, tuleb kordajad A,,

Ay, Ay, ..., By, Ba, ... leida nii, et oleks rahuldaiud mii-
nimumi tingimused
aG aG 0G
S vk 7 b
0G aG
—a—B—;—'=O, —’é’E;=0,... (d)

Asetame tingimustesse (d) G avaldise (c) ning saame
pérast diferentseerimist:

L
—2 f[f(x)——Ao—-A,cosx—-—‘..mB;sinx—...]dx=0
~TT
——2f[f(x)—-Ag—-A,cosxm“.—-Bisinx——...]~
- ccosxdx =0
—2 f[f(x)—Ao——Aicosx—Agcos2x——...——Bisinx——
:“—stin2x~_..] cos 2x dx =0

. .M
———2_/.[f(x)—Ao—-A;cosx——..,-—

e Bygin x —...] sinx dx == 0
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Bl
—2 f[f(x)~Ao—-Azcosx—-Agcos2x—_..-—«Bisinx—
—1stin2x——...] sin2xdx =0

Saime vorrandisiisteemi kordajate Ao, Ay, ..., An,
By, By, ..., Bs suhtes. Kordajate avaldamise eel leiame

alljirgnevate slsteemis esinevate integraalide véartu-
sed:

T n
/cosxdx=0; fsinxdx:()
i -~

n T
fcosnxdx:O; fsinndx:O
3 -t

n

fcosnxcosmdx.—--o
- }kui nwEm H
fsinnxsinmxdx:O

-
3

fcos nx sin mx dx == 0 kdikidel n ja m véartustel
-7

E T
f COS 11X COS NX dX == 71, f sinnx sinnx dx =
—t —

“ R
f Ldx == 2n

-n

Integraalides esinevad n ja m on téisarvud. Pdrast
integraalide asetamist siisteemi () leiame kordajate aval-
dised:

1 14
Ay = -QTTff(x)dx
= x
1 .
Ay —_—-;‘.—fﬂf(x)cosxdx; B :R—:[‘f(x)smxdx
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17 ‘ Ul
Az;:?ff(x)costdx; Bz=-ﬂ—ff(x)sm2xdx
- = (8. 46)

; V[
A =,,--.;L.‘/\f(x)cosnxd)c; B. =R--ff(x)sm nx dx

—n T

Kirjeldatud viisil arendatud rida (8.45) nimetatakse
Fourier reaks.

Vaatleme jirgnevalt suvalise pericodiga 2! funktsiooni
f(x) arendamist Fourier’ ritta.

Teeme muutuja asenduse x == af, misjdrel saame funkt-
siooni f(at) perioodiga 2//a. Valime a nii, et 2l/a = 2q,
s. 0. a==ljm ning x == l{/n. Tekkis funktsioon [(/t/n) peri-
oodiga 2m. Selle funktsiooni arendus, kasutades lihenda-
tud kirjutusviisi, on jérgmine:

F(lt/m) = Ag - Zj, (An cos af + By sin nf) (@

milles

Ao=-—2% ._/T;f(lt/n)dt; An:..——-;»{f(lt/n)c% ntdi ()

I .
. tdt .
By == _[f(lt/n)smrz dt; (n==1,2,3,...)

Podrdume niidd uuelt argumendilt ¢ tagasi algargu-
mendile x, teades, et { = nx/l ja df = n dx/l. Pérast asen-
dust saame suvalise perioodiga 2! funktsiooni f(x) Fou-
rier’ rea

f(x)==A¢+ Zm’ (An cos »’—1—?{« <+ B, sin ll?x-») (8.47)

na={

milles

! 1
A0=-%ff(x)dx=—ll—ff(x)dx
= o

1 1
1 nax 2 nnx
A = —»l—l/;f(x)cm 7 dx == -.l---off(x)cos ——————— dx

i

340



i

n=1,23,..)

Niide 8.1. Arendada joonisel 8 10 kujutatud pericodiline kolm-
nurkne koormus g¢(x) Fourier’ ritta. Koormus muutugu vahemikns 0
kuni / funkisiconi jargi g(x)==ax.

Vaadeldav koormusfunkisioon on siimmeetriline, mistdttu tuleb
kasutada Fourier’ arenduse simmeetrilisi litkmeid. Arvutame valemi-
tega (8.48) rea lLikmete kordajad

: !
1 : 7
an-l--fi(x)sm n;-;x dx=—?—ff(x)sin aiad dx
-7 0

4
a a2t a @
Ag==— | X dx=s e[ v ] 2% S
1y 12, 2 2
!
2a nmxx
A,.z-——‘/-xcos dx ==
i i
o
_ 2a I nanx . onnx i
=7 _,‘_2;;?“’5 7 +xsml o=
2al
== n2n2[cosnn-l] (n=1213..)
4al 4q:
A"‘—T%{z:_ nin? (r=1.335..)
An=0 (n==2,4,..)
Jarelikult
4q: 4q: 4q;
Ajm e Ape=0; A= — e Ay=0; Agm—
1 3'12 2 3 9]12 4 5 25]!2

ning kasutades valemit (8.47) saame:
[ i 4 ( Snx + 1 3nx 1 Brux
)= e — | OS2 e 08 T e e €08 e -
IW=aly O T T T )

- X

A Iy o
I N
JOON. 8.10 P B ___.1
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Vaatleme niilid trigonomeetriliste ridade kasutamist
ristkiilikulise pSikldikega kitsa tala paindel. Selline iiles-
anne on loomulikult kasitletav tasandiilesandena.

Tasandiilesande pidevusvGrrand

*F OF 04F
o T i gaap +W=0 (8.49)
rahuldatakse pingefunktsiooniga
. oon
F = sin 7= (9) (8. 50)

kus n on tidisarv,
I — tala (plaadi) pikkus x-telje sihis,
f(y) — funktsioon, mis s6liub ainult koordinaadist y.
Téhistame
nx
o= ®
misjédrel pingefunktsioon (8.50) saab kuju
F == sin ax - f(y) (k)

Selleks, et leida funktsiconi f(y), asetame pingefunkt-
siooni (k) biharmoonilisse vorrandisse (8.49) ja saame:
atsin(ax) f(y) — 2a?sin (ex)[7(y) + sin(ax)fTV(y) =0

ning parast lihendamist
& (y)— 22" (1) + TV (y) =0
Saime f(y) suhtes neljandat jérku hariliku homogeense

diferentsiaalvérrandi konstantsete kordajatega, mille
karakieristlik vGrrand on jargmine:

ke —— 2022 - @b = 0 (m)
voi
(k2 — a?)% = 0
Vérrandil on kaks kordset juurt:
k,=k2=a; kg:ka:——a (n)

mistottu dldlahendi kuju on
F(y) == Coe™¥ -+ Doe=¥ 4 Eoye™v + Hoye~=¥ (o)

Viljendades astmefunktsioonid hiiperboolsete funki-
sioonide kaudu, saame ildlahendiks:

f(y)=C ch ay -+ D sh ay + Ey ch ay + Hy sh ay
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Pingefunktsioon (k) on niiiid jérgmine:
F=sinox(Cchay-+Dshay+ Eychay-+ Hyshay) (p)

Nagu eespool téhendatud, on avaldises (i) esinev n
mingi positiivne tdisarv. Andes sellele erinevaid véartusi,
véime saada pingefunktsioonile 18pmata hulga erilahen-
deid. Q]dl_ahendi saame, summeerides erilahendid; nii
saamegi pingefunktsiooni 16pmatu trigonomeetrilise reana

Fzzsin”—“l‘"-[c,.ch ”’;y +Dn3h¥+
n==i

"3 4 Hay sh 2 ] (8.51)

-+ Eny ch 7

Pingefunktsioonis esinevad konstandid C., Dn, En ja
H, miadratakse tala #dretingimustest servadel, mis on
paralleelsed x-teljega.

Ulaltoodud pingefunktsiooni esitas esmakordselt Filon.

Kasutades pingefunktsiooni (8.51), peame tala otsad
kinnitama selliselt, et seal oleksid rahuldatud tingimu-
sed:

Oe==0; Txy*0 u%0 v=0 (8.52)

Kerge on tdestada, et tasandiilesande biharmoonilist
vBrrandit rahuldab ka jirgmine pingefunkisioon:

F:ﬁcos el [K,. sh n;ny +anh..r%‘y_+
n=sd I
+ Moy sh 225 Noy b T ] (8.53)

Toodud pingefunktsiooni rakendas esimesena Ribiere
ménede iilesannete lahendamisel.

Analoogiliselt Filoni lahendiga méaratakse konstandid
Kn, Ln, Mn ja Nn koormustingimustest x-teljega paral-
leelsetel servadel, kuna tala otstel tuleb rahuldada tingi-
mused:

G0 Tmy=0; u=0; v¥*0 (8.54)
Uldisel juhul v3ivad esineda lilkmed arendusega x sihis

nii siinuse kui ka koosinuse jirgi ning pingefunktsiooniks
saame siis
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F:ﬁsm«’ﬂ‘-[cnch~—~+o,,>h nny L

n=1 {

+Enych—~+Hny> ny ]+

+ 2 cos [K.l sh ——= + Lnch nny -+
n=1
+ Muy sh =+ Nay ch e (8. 55)

Niide 8.2. Ktr)e!dada joonisel 8. 11 kujutatud kilsa tala pingust,
kui see on koormatud x-teljega paralleeisel llemisel serval tangent-

2x
siaalpingetega €(x)== -7 ( { 'T) ning alumisel serval pingetega
2x
1:(x)=ro(l——[—). Tala pikkus on [ ja kérgus 2¢.

Arendame kdigepealt tala servadel mojuva koormuse trigonomeet-
rilisse ritta koosinuse jdrgi:

T{X)= AQ+A1C0$-—+A2005 +A3cos Snx (a)
Seejérel leiame rea kordajad
Ao=——fi(x)dx=—f<l————) x =0
(b)

219 ! 2x nxx
——ff(x)cosm—dx— f(l—«T) cos 7 dx
o

£y

b g tnde ¢ —emd
f

o

T TR T e

T . "B

717,

b — T
. (B Tl 1,(1-24/1)
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0

(n=1,3, 5,

0 (n=2,4 6 )

21, 22 2 T
1=§;", A;=0, A3=8;: —é—, A=0,
81 1
e ®
Seega
8 nx i 3nx 1 Snx
r(x)zto?‘-z—-(cos-r«%‘—g—vcos-—l———:——gg—cosl -+ ) {)

Tala pinguse uunmiseks kasutame pingefunkisioonina arendust
Iaunuse jargi, 5 o Fdomu lahendit Votame pingefunktsioomst n nda
nkme

nrny nm, nn, ni,
F=sm-—l——[ Cn ch-Yi-;-Dn shl—y—+E1.y cn—l—y——}—
nix
1

+Haysh 2 ]=sm fa(9) @

Leiame talas esmevad pinged, kasutades selleks valermi (8 21)

Nmmelt
gF nsx
O = —5; =sin— Fa”(9) (e}
a2F nx |2 nx
0,,=E;~=——(-—l-) sin ~ fa(y) ()
@ F nr nnx o,
'cx,,=——--5x-5;-=——-l—-cos 5 fa’(9) (g)

Avaldame nund aaretingimused tala ulemmsel ja alumusel horison
taalsel <erval valiskoormuse kaudu

345



Véljendame viliskoormuse arenduse n-nda litkme

nx
T== Ay cos

Pinged tala alumisel serval

Y= Tay=71

vl
nm inx .
— e 0US fa/(c)=An cos e
i {
millest ,
An
’ TS
fa' () po (h)
a nx \? . nax
oy =0  voi ——( —l—> Fa{c)sin 7 =
jarelikult
[n(c)=0 M

Analoogilisell saame ka tala lemise serva kohta
Anl
y=—c, [a'{—C)=-——; [o(—€)=0
nm

Jérgnevalt leiame, kasutades selleks #sja saadud Zaretingimusi,
pingefunktsioonis esinevad integreerimiskonstandid. Kuna koormus
ja tala sidemed on x-telje suhtes siimmeetrilised, siis on seda ka
talas tekkiv pingus, mistdttu vbime pingefunkisioonist kasutada y
suhtes ainult paarisiiikmeid Niisiis

nay nx
faly)=Ca ch~—7—- 4 Haysh —T!-{-

an nny nmy nn i
f,.’(y)=C,.—l—shT+H,.[sh_7.+_7.ychTy_]

ax \? nny
fn"(y}=6‘u(——) o

{ {
na n nm o\ 2 nn
+Hnf 2——ch Y +{ ——1} ysh Y
{ i 2 1
Rakendame nitid Aidretingimusi, dhtlasi tdhistades
3
nxe —u ®
!
Serval y=¢
Anl
Cn P stitn b Halsh ttn + i chity] o= — 2
H nn

(m)
Caochtn+Hacshun=10
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Parast ieisendust kujuneb siisteem jérgmseks:
1 Al
Cashtn -+ Hnc (———shun - ch un)'—‘—~————
Un nin? ()
n
Cachtinf Hacshun =10
Siisteemi lahendid on:
Unshun I
Con=

Un + shtnchin " 2
(0}
—tn chtn An I
Hiymeoo o
Unp+shunchtta ¢ nin?
Asetanud leitud konstantide avaldised pmgefunktsxoom fnly) i
selle tuletiste avaldistesse, leiame valemitega (e}, (f) ja (g} talas
esinevad pinged

Un
Oz == s S—— b Ly e
2 Un -shtnchun [( sie

2 na na nax
-———»—chu,.)ch —‘li——chuﬂ—y—sh L ]-sin - (p)
Un i ¢ i 4
o A
av=—2An——~—~—i'i—~——— shuych A
tn + shunchun
A=)
n
_.chu,l_y._sh 7 Y ]sm ml(x {r)
¢

*: mA lal [( hu
FR— - r s -
= nz:; " Uun +shunchus "

H n nny nix
—-————chu,,)sh ——chu,.—chuw— » COS e {s)
Un H !

Vaatleme niiid tala, mille pikkuse ja kbrguse suhe ll2c—-2.
Leiame selle tala pmgete valemid, vittes arenduses rea esimese
liikme, 5. t n= 1. Kasutame valemeid (p), (1) ja {s).

Leiame:

ul_.'ij‘i=7=o785 shwy = 0,869

8
chu; ==1325; Aj== 1 =0,8107
TLJ

Asetades saadud arvud valemisse (p) saame:

0785 2.139%5 ay
o= 08101 oL ( 0860 = L
O = OO e B 1% [( 8 0,785 ) T
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St . e TN

ny

Y
— 1,325 - 4~ sh oo fo=
5 i sh 7 ]

24 I, 7
S (0,8220h~—;’—+ 1,738%—3&17&1) smlzi

Analoogiliselt eelmisega leiame
ks .
oy = --tu( 0,285 ch -~ L7385 sh —li)

a, X
= T (0.2695h—-—%—+ 1,738——?—ch—ly—)

. omx
sin —
¢
x

cO$ ~——
!



9 TASANDULESANNE POLAARKOORDINAATIDES
9.1 ﬁ\gégiDULESANDE VORRANDID POLAARKOORDINAA-

Seni vaadeldud iilesannetes kasutati ristkoordinaadis-
tikku. Paljude ilesannete lahendamisel véib aga saavu-
tada lahenduskdigus tunduvat lihisustust, kasutades
mingisugust teist koordinaatide siisteemi Ndiiteks kui
keha on piiratud ringsilindrilise pinnaga, on otstarbe-
kohane kasutada polaarkoordinaate.

Ristkoordinaadistikus punkti asukoha méii-
ramiseks kasutame kolme koordinaati: xo, yo ja 2.

Punkti asukoht médratakse kolme tasandi x=xq y ==
==Yy ja 2 =2, 16ikepunktina.

Pinda, millel iiks koordinaatidest s#ilitab konstantse
suuruse, nimetatakse koordinaatpinnaks. Rist-
koordinaadistiku korral osutuvad koordinaatpinnad tasan-
diteks, ms on paralleelsed telgi ldbivate koordinaat-
tasanditega.

Silinderkoordinaatide korral méiiratakse
punkti asukoht kolme koordinaadiga r, ¢, 2.

Punkti asukoha midrame siin ringsilindrilise pinna
r ==y, telge z ldbiva tasandi ¢ =g ja tasandi z==2z
16ikepunktina.

Rakendades silinderkoordinaate tasandiilesande korral,
suunatakse uuritava prismalise keha telg paralleelselt
teljega z.

Kui koormus mdjub risti z-teljega, paralleelselt tasan-
diga xy, siis v8ime nii tasanddeformatsiooni kui ka #ldis-
tatud tasandpinguse puhul loobuda z-feljest ja lahendada
tilesande tasandil, kasutades polaarkoordinaate.

Punkti asukoha médramiseks tasandil polaarkoordinaa-
tides kasutatakse polaarkaugust r ja polaarnurka ¢ (vi.
joon. 9. 1).
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Uleminekuks ristkoordinaadistikule kasutame jargmisi
vorrandeid:

X == rCoS ¢
y=rsing (.1
Umberpéérdult viljenduvad polaarkoordinaadid rist-
koordinaatide kaudu:

r:.—.}/xz-{-yzu ©.2)
@ == arctanj—

Ristkoordinaadistikus jagatakse tasand elementideks x-
ja y-teljega paralleelsete koordinaatjoonte abil, kusjuures
fekib ristkilikulistest elementidest koosnev vork (joon.
9.2,4a).

Polaarkoordinaatide korral on koordinaatjoonteks
kontsentrilised ringid ja koordinaatide algus-
punktist lahtuvad kiired. Sel viisil jagatakse tasand
kdverjoonelisteks elementideks (joon. 9.2, 8).

Tasandiilesande tasakaaluvérrandite tuletamiseks eral-
dame iihikpaksusega plaadist elemendi abed (joon. 9.3),

a) 8 |y

Yo
Y1
Yo

0 ke X, X ¢ o
JOON 92
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kasutades selleks polaarkoordinaatjooni. Elemendi tsentri-
nurk olgu dy, vdikseim raadius r ning kiilje pikkused

ab = cd == dr,

ad = rde,

be = (r 4+ dr)de

Joonestame elemendile teljed 0'r, mis poolitab elemendi

tsentrinurga dg ja 0'g, mis on risti teljega ¢r. Kanname
joonisele elemendile méjuvad pinged. Koostame elemen-
dile abcd mdjuvate jdudude tasakaalu vorrandid, projek-
teerides nad telgedele 0r ja 0'p, seejuures loobudes
mahujdududest. Joudude projekteerimisel oletame tsentri-
nurga de viiksuse t6ttu:

. de do de
SIHT "'72‘— COS—2-~ i

Elemendi tahkudel mdjuvate sisejudude saamiseks
korrutame pinged neile vastava tahu pindalaga.

/Edasi saame [oudude projekisioonide summa teljele
r:

7} T
(O'r+ ;f dr) (r+dr)yde — o dop —

dog ) do de
——-( 0@+—a—ad(p dr~§——owdr-——§——
J

+ (ror +
Analoogiliselt saam; ka teljele 0Vp:
o
(crw-%—«a;:’dcp ) drel—opdr-1 4

Tor dcp)dr-l—rq,rdr-lzo (9.3)
o9
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OTer do ¢
+ (T‘"+-—5(E— (P)d""Q"'+Tmrdf~2~—+

a 2L
+(w+ o dr)(r—}-dr)d(p——tmrdcpzo (9.4)

Koondame sarnased litkmed ja jdtame #ra kolmandat
jdrku viikesed liikmed. Pérast jagamist suurusega dr de
saame jdrgmised tasakaaluvorrandid polaar-
koordinaatides:

o 1 Oter G —0Op
o T e T 0 05
Oug , 1 0oy, g ‘

ar + r Og + r =0

Deformeerunud keha mingi punkti a(r,¢) paigutis
lahutatakse kaheks komponendiks. Need on siire u piki
koordinaatjoont r ja siire v piki koordinaatjoont g.

Kehast eraldatud elemendi abed joondeformatsioonid
on koordinaatjoone r sihiline &, koordinaatjoone ¢ sihi-
line e, ning koordinaatjoonte vahelise tdisnurga muutus
Yro.

Joondeformatsioon ¢, saadakse elemendi serva ab=dr
otspunktide a ja b siirete vahest, Tahistades deformee-
runud elemendi serva otspunktid a¢ ja & (joon. 9.4,a),
voime tdhistada punkti a siirde aay=u ning punkti b

siirde bby = u + %% dr. Siit leiame:

& = — = e 9.6)
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Joondeformatsiooni &y leidmiseks vaatleme kdigepealt
kaare ad pikenemist radiaalsihilise siirde tagajarjel.
Saame:

o adi—ad _ (r+u)dg—rde .
L ad - rdg -

Teiseks tekib joondeformatsioon elemendi kaaresihilise

kiilje otspunktide a ja d siirete vahest

( v % ds ) —_
€= ad ds
L
T s 7 og
Viimases avaldises kasutasime kaaresihilist muutujat
s == rp. Kokhu saame

171
r

I ov u
il e +5 9.7
Nihkenurk, nagu ndhtub jooniselt 9.5, tekib kolmest
nurgast «, B ja & alljirgnevalt:

Yre=(B—a) +8 9.8)
milles
du v _ Ou _ u
B=ari o=73 d=—gr=5s 9

Asetades seosed (9.9) valemisse (9.8), saame:

du v 1 du
o = g (8.10)

Kirjutame niiid vorrandid (9.6), (9.7) ja (9. 10) kokku

JOON 9.5
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ja tulemuseks on tasandiilesande Cauchy vérran-
dite sisteem polaarkoordinaatides:

__ Ou
=
1 dv
b =S + (9. 11

du v 1 du

Yro = S T T 3

Tasandiilesande deformatsiooni pidevuse vdrrand kons-
tantsete mahujoudude korral voi nende puudumisel aval-
dub ristkoordinaadistikus pingete kaudu jargmiselt:

Vi{ox+0y) =0 (9.12)
milles V2 tdhendab Laplace’t operaatorit
02
V)= () dyz ) ©.19)

Nagu teada matemaatilisest analiiiisist, avaldub Lapla-
ce'l operaator polaarkoordinaatides jdrgmiselt:

1 0 1 o2 g%
<-~>=(7737“+7?7§5,55+79f7)( )

Kasutades operaatorit (9.14), saame deformatsiooni
pidevuse vorrandiks tasandiilesandele polaarkoordinaati-
des konstantsete mahujbudude korral

g2 1 1
(737’2‘*"7&‘%2%2)“*“@’ 0 &

Joondeformatsioonide nihkenurga ja pingete vahelised
seosed ehk nn. fldistatud Hookeil seaduse
vBime kirjutada vilja analoogia p&hjal ristkoordinaadis-
tikuga jdrgmiselt:

9.14)

8 = 5 (Gp — por) (9. 16)
2(1
Voo = 2( ;Ei— ) "
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Analoogiliselt lahenduskdiguga ristkoordinaadistikus
on otstarbekohane rakendada ka polaarkoordinaatides
pingefunktsiooni F(r, ). Uksikasjalikult peatumata sel-
lise lahenduskdign tuletamisel esitame tulemused.

Pingete avaldised:

= Llor  1&F
=Tt E A
&°F
0o =% (9.17)
S i Li’i__.‘?_(l "F)
=TT Grdg O . or \T B¢

Nii nagu ristkoordinaadistikus, on ka siin tasakaalu-
vorrandid esitatud pingeavaldistega (9.17) samaselt
rahuldatud, kuna deformatsiooni pidevuse vérrandis
(9. 15} saame tasandiilesande biharmoonilise vGrrandi
polaarkoordinaatides

02 I 0 1 o2 02F 1 OF
( I

I T TN\ aE e
1 O0%F
+75~W)=0 (9.18)

9.2 POLAARNURGAST SOLTUMATUD ULESANDED

Tasandiilesannete lahendus polaarkoordinaatides on
lihtsam, kui pinged ei soltu polaarnurgast, s. o. kui mis
tahes koordinaatringi koikides punkiides jadvad pinged
dr ja 0, muutmatuks, kuna v, == 0. Sddrane pingeolukord
tekib enamasti siis, kol mingi telgsiimmeetriline keha on
koormatud telgsiimmeetrilise koormusega, niiteks kui
toru on koormatud iihtlase sise- vGi valisrbhuga. Kuna
pingefunkisioon ei s6ltu koordinaadist ¢, siis tuletis ¢
jérgi vbrdub nulliga. Liikmed, mis sisaldavad selliseid
tuletisi, vorduvad jérelikult samuti nulliga. Sel juhul on
bikarmoonilise vdrrandi kuju:

02 1 9 02F 1 gF
(0r2+r ﬁr)(érz r Or)‘—o ©-19)
Pérast diferentseerimist saame:
OF 2 ®F 1 0°F L oF

T T E e Tt =0 60
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Pingete avaldised, arvesse vdites lihtsusiust, on jarg-

mised:
- as aF
T r o
9¢F
Ty = W (9. 21)

Trp == Tor =0

Varrand (9.20) on harilik diferentsiaalvérrand muutu-
vate kordajatega. Tehes muutujate asenduse r==e¢t,
saame temast tuletada alljargneva hariliku homogeense
konstantsete kordajatega diferentsiaalvirrandi:

d“F d3F dzF
w it T =0 ©.22)
mille karakteristlik vorrand on
A — 4R34 4R% == 0
Sellel vérrandil on kaks kordset juurt:
Rys=hy=0; ky==ki=2
millele vastab neli erilahendit
e == 17 feM o f, B, fed
Vérrandi (9. 22) i{ildintegraal on seega
F == Cy -+ Cat -+ Cae¥t + Cytet (9.23)

Asendame niiid muutujad tagasi -t r-le seosega
t==1Inr. Nii saame vdrrandi (9.20) iildintegraaliks

F(ry==Alnr+Br2Inr+Cr*+D (9.24)
Seoste (9.21) jirgi saame pinge avaldised
1 dF A
Gr=7~&;'=72*+3(21nf+ n+2C
2
Gm=—i;1_;=-—-%+3(21nr+3)+20 (9. 25)
Trp == 0

Saadud lahenduses (9.24) ja (9.25) esinevad integree-
rimiskonstandid on vastavalt igale konkreetsele {iles-
andele erinevad ning sbltuvad vélispinna tingimustest.
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Pingefunktsioon F ning samuti pingeavaldised peavad
rahuldama vilispinna tingimusi.
Ulaltoodud tasandiilesande lahendus on avaldatud pin-
getes. Loomulikult vGib lahenduse saada ka paigutistes.
Juhul kui pingeolukord ei s6ltu polaarnurgast, jdib
meil ainult {iks alltoodud tasakaaluvérrand (mahujbu-
dudest on loobutud):

dor Or — Og
p + — = 0 (9. 26)
Geomeetrilised vorrandid on jérgmised:
du u
8r=—a—;—; 8(;:7 (927)

Uldistatud Hooke’i seadus:

E
S0 =17 (o -+ per)
£ (9.28)
O == T {&r <+ neg}

Asetame niitid joondeformatsioonid e ja e filiisika-
listesse seostesse (9.28) ja seejdrel viimased omakorda
tasakaaluvérrandisse (9.26). Parast teisendamist saame
diferentsiaalvorrandi

d2u 1 du u
mtry =0 (9.29)

Selle iildlahend on esitatav kujul:
u==Lr+ —I{i (9. 30)
Lahendi digsuses vbime veenduda, asetades tema
diferentsiaalvorrandisse (9.29).
9.3 TASANDULESANDE LAHENDUS!

9.31 Paksuseinalise toru telgsiimmeetriline deformat-
sioon

Telgsiimmeetriline deformatsioon tekib paksuseinalises
torus siis, kui temale mdjub iihtlane sise- voi vilisrShk.
Oletame, et torn on kiillalt pikk ja deformatsioone
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z-sihis ei teki. Teine vdimalus on, et toru otsad saavad
vabalt paigutuda, mispuhul joondeformatsioon e, == konst.
Téhistame:

a - toru siseraadius,
b — toru vilisraadius,
pa — siserdhk torus,
ps — valisrdhk torus.

Pingete médramiseks kasutame valemeid (9.25). Kuna
valemeis esinevaid konstante on kolm, nende méaramiseks
vajalikke tingimusi ainult kaks, siis tuleb fiks konstanti-
dest ja nimelt B vbrrutada nulliga. Miks konstant B tuleb
vorrutada nulliga, selgub iilesande algeeldustest, mille
jérgi toru telgsiimmeetrilise deformatsiooni t8ttu siire v
peab vorduma nulliga.

Leiame pingetele (9.25) vastavad siirded, kasutades
selleks iildistatud Hooke’i seadust (9.16) ja Cauchy vor-
randeid (9. 11) erijuhul, kui Poisson’i tegur p==0. Siirde
v saame jargmisena: v==4Brg/E, mis saab vOrduda nul-
liga siis, kui konstant Be=0.

Liites pinged o, ja o¢, ndeme, et nende summa on kons-
tanine ega sbltu vaadeldava punkti koordinaadist r.

Gr‘+ 0g == konst.
Arvestades eeltoodul, saame:

Oy == %+2C
A (9. 31)
0};:—7—}—20
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Kasutades tingimusi toru sise- ja vilispinnas, midrame

konstandid A ja C. Numelt kui r =a, slis 6, = —p,, ja ku
re=b, siis o, = —psp.
_A
—Pa = r +2C
A (9. 32)
=Py =~ +2C
millest
a2b?

A = ey (Pb — Pa)

90 — Pa— by (9.33)

)

Asetades leitud konstandid valemitesse (9.31), saame
Ioplikud pinged.

a?b?  py = Do + a%pg — b%psy

O, ==

) 7 prp—p
o a?h®  pp— P ap, — by (0-34)
Op = — TR

Juhul kui toru otsad saavad vabalt paigutuda, siis joon-
deformatsioon g, == konst.
Kasutades tingimust or-+ oy ==konst, avaldame ildis-
tatud Hooke'i seadusest
g: == p(or + 0g)+ Eez = C

Tingimusest, et toru otsad on vabad pikij6ust, vbime
kirjutada:

fc,2nr dr == nC(b%—a?)==0
a

millest jireldub, et C=o0;=0.

Seega vbib paksuseinalise toru korral, kui see on koor-
matud {ihtlase sise- vdi vilisrShuga, kasutada dldistatud
tasandpingusele vastavaid pingete ja deformatsioonide
vahelisi seoseid (iildistatud Hooke'i seadust). Teemegi
seda edaspidi paksuseinalise toru siirde u vGrrandi tule-
tamisel. .

Kui paksuseinalises torus on ainult siserdhk, siis vale-
mid pingete jaoks saame valemeist (9.34), oletades
py==0:
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o = — a?h®  pg @pa 0% (l b2
P TR T P —a '"Tz)
Q0 Po  @Pa _‘i'z’lﬂ_w( b2
O g e Thog TR l+r5)

(9 35)

Valemeist nahtub, et pinge o, on survepinge huna o,

on tombepinge Absoluutvaartuselt on o, suurem Suu-

rima vaartusega on o, pahsuscmalise toru sisepinnal, kus
ta vordub

a? - b?
1=, Moy =4 i 5 Pa (9 35, a)
Toru valisprmnal on ¢, mimmaalne
202
re==b  pun oy = g Pe (9 35,b)

ku foru on koormatud amult valisrhuga, sus, asefa-
des valemelsse p, == 0 saame

T (lmﬂi)
b2 — a2 g 2
by b <1 az)
S ez [ r2

(9 36}

Nit nagu amult siserfhu korral, on ka sun o maksi-
maalne toru sisepinnal

a) b)
Pa o %
i "f
fe 3 o @ %
b by ——
JOON 97
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Kui r == g, siis max gy = — —F—— (9.37)

Joonisel 9.7 on esitatud mdlemale koormusjuhule vas-
tavad pingediagrammid.

Pingete o ja o, diagrammid on piiratud iihesuguse
kbveraga, kuna pingete summa on konstantne.

Vaatleme niiiid, kuidas oleneb ¢, ja o, jaotus toru seina
paksusest & ==b-—a. M&jugu torule ainult siserdhk p,.
Sel juhul saame valemist (9.35) pinged toru sise- ja
valispinnal jirgmistena:

—a —p, fet 8 ra -
r==a, O¢ == Pa é(QaW' G == —Pg
. (.38)
r==b;, Gj= 24 or =0

Pe§@aTH

Juhu!l kui seina paksus & on viike, vorreldes toru sise-
raadiusega a, vdime valemeis (9.38) sulgavaldistes &
dra jatta, misjérel arvutame pinged oy nii toru sise- kui
ka viélispinnal ligikaudse valemiga

Go 2 P % (9. 39)

Seega suhteliselt Shukese seinaga torus jaotuvad pin-
ged peaaegu iihtlaselt seina paksuses, seejuures radiaal-

pinge max ¢, == —-p, ning on 76 korda viiksem kui

réngaspinge oq.

Tory paksuse suurenedes vahenevad rongaspinged,
kuid mitte 16pmatult. Juhul kui & - oc, s. 0. kui toru sein
on I8pmatult paks, saame valemite (9.35) alusel:

2

2
= —patyi Or=Pagy (9. 40)

Valemist (9.40) selgub, et 1opmatult paksu seinaga
toru pinged o, ja o6, on suuruselt vérdsed, erinedes vaid
mirgi, s. 0. suuna poolest. Toru materjal on seega puht-
nihke olukorras. Pinged vihenevad pdordvordeliselt vaa-
deldava punkti kauguse ruuduga toru teljest. Vottes néi-
teks punkti kauguseks r==4a, on selles punktis esinevate
pingete suurused kdigest 1/16 maksimaalsete pingete suu-
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rusest, mistdttu toru ala tsentrist kaugemal kui r==4a
voime lugeda praktiliselt pingevabaks.

Toru, mille raadiuste suhe b/a>> 4, vbime lugeda prak-
tiliselt 18pmatult paksu seinaga foruks. Kuna valemis
(9. 40) ei esine vélisraadiust b ja toru kaugemad punktid
on peaaegu pingevabad, siis voib paksuseinalise toruna
vaadeldava keha véliskontuur olla mistahes kujuga, kui
vaid keha suvalise punkti kaugus on r 2> 4a kehas oleva
augu teljest (joon. 9. 8)

Paksuseinalise toru tugevuse kontrolliks peame kasu-
tama tugevusteooriaid, kuna toru materjalis on tasand-
pingus. Arvutame ekvivalentpinge suurimate nihkepingete
teooria jdrgi. Kisitleme kGigepealt juhtu, kui torule
mdjub ainult siserbhk p.. Suurimad pinged tekivad toru
sisepinnal ning vorduvad

a2 4 b2

max oy == —pg; max go = mﬂa
at b2
Gekv. 3 == Oy ~— Gy == Fézz—ﬂa ~ (—pa)
voi 2
2
Oekv,a——“—mpa (9.41)

Lépmatult paksu seinaga toru korral (b — o0) saame:
Gekv. s == 2Pqg (9.42)

Kui torule méjub ainult vélisrohk ps, siis tekivad suu-
rimad réngaspinged toru sisepinnal ning vérduvad valemi
(9.37) jargi

262
max gy == -—mopb; or =0
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Arvutame.

2
Oekv 3=0£~—G3=0—( M—BTQ:?ETPZ’)

26%
Oekv. 3 == 55" Po (9.43)

Nieme, et saadud ekvivalentpinge valem langeb ithte
ainult siserbhu p. moju all oleva toru ekvivalentpinge
valemiga (9.41).

Paksuseinalise toru deformatsiooni leidmiseks kasutame
siirde u kohta leitud dldlahendit (9. 30)

K

U == Lr - =
milles esinevad konstandid L ja K tuleb méirata vasta-
valt antud {ilesandele. Selleks leiame koigepealt seoste
(9.27) alusel joondeformatsioonid & ja &, Asetame vii-
mased pinge avaldistesse (9.28). Saadud pinged or ja o¢
vorrutame paksuseinalise toru pingetega (9.34) ning
saame vorrandisiisteemi konstantide L ja K suhtes, mil-
lest leiame:

L= I—F‘ a¥pa — b%py

E b2 - 2
1= a%b?
= "T& gz (o Pa)

Asetame L ja K avaldised ildlahendisse (9.30), mis-
jarel saame paksuseinalise toru siirde avaldise

1l —p a%p, — by l4p  a®?  (psy—Ppa)
"TTE

b=—"F " "r_g b2 g2 r

(9. 44)
9.32 Liittoru

Ekvivalentpingete avaldistest (9.41) ja_ (9.42) selgub,
et toru paksuse suurendamisega ei ole vGimalik nimeta-
misvaarselt tosta toru tugevust, sest suurendades toru
paksust suureneb ka toru vélisraadius b; viimase ruut
esineb aga nii ekvivalentpinge avaldise nimetajas kui ka
lugejas ning ekvivalentpinge muutub b muutudes vahe.
Lopmatult paksu toru korral on Guv 3==2p..
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Uheks konstruktiivseks votteks paksuseinalise toru
tugevdamiseks on tema vastassuunaline eelpinges-
tamine. Eelpingestada véib nditeks teise paksuseina-
lise toruga, mille siseldhimdst on A vorra viiksem esi-
mese toru vidlislabimdddust, kui ta asetada esimesele
torule kuumalt ning lasta seejérel jahtuda (joon. 9.9).

Torude kokkupuutepindade vahel tekib kontakipinge ps,
mille saame arvutada torude deformatsiooni pidevuse
tingimusest. Toru jahtudes kontaktpind liigub toru telje
poole. Sisemise toru raadius liheneb uy vbrra, kuna vilis-
toru raadius pikeneb up vorra.

Torude deformatsiooni pidevuse tingimus on jargmine:

Uy == A (a)

Torude pindade siirded arvutame valemiga (9. 44), kus-
juures kontaktpinge pr on sisemisele torule vilisrohuks,
vélistorule aga siserShuks.

Sisetoru
r=b,=1(; pa=0, po=pn
I—n c? 14u aZ
w=—cpasg T g ®
Vilistoru
r==ag==c, pp==0;, Ppo=p
_l—p 0 I4p ot
lig = = ey Prh g P ()
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Oletame seejuures, et mdlemad torud on ithesugusest
materjalist. Asetame siirete uy ja up avaldised deformat-
siooni pidevuse tingimusse ning saame:

_EA (@—a) (e
Pr="553 b2 —q?

Kontaktpinge (9.45) kaudu arvutame niiid nii sise-
kui ka vélistorus tekkivad eelpinged o, ja o¢, mille epiii-
rid on kujutatud joonisel 9.9, ¢.

Kui niiid lifttorule mdjub siserdhk p, siis torus tekki-
vad pinged arvutame algul nagu monoliiises torus valemi
(9.35) jérgi. Tegelike pingete saamiseks tuleb saadud
pingetele lifta eelpinged. Joonisel 9. 10 on kujutatud sise-
r5hu mojul liittorus tekkivate pingete epuiirid.

Nagu jooniselt 9.10 nihtub, vaheneb eelpinge idttu o
epiiiiril sisemise toru sisepinnal esinev pinge teravik;
vilise toru sisepinnal aga pinge monevdrra suureneb.
Eelpinge torudes antud siserBhu p juures tuleb valida
nii, et mélema toru tugevustingimus oleks rahuldatud.
Selleks peavad molema toru sisepinna kohta arvutatud
ekvivalentpinged olema v&rdsed. Viimasest tingimusest
ieliame antud siserdhule p vastava ning eelpingeks vaja-
iku

(9. 45

2 cb?(c2 — a?)
A=-F B2 (2 — a2) + 2 (b2 c?) (9. 46)
&2 2
g 6y=[é?,pa—caazp/‘
\._ " 0‘5,
J@H&‘ﬁ" 5
f @
€
JOON. 8.10 b




9.33 Podriev ketas

Vaatleme {ihtlase nurkkiirusega o poorle-
vat ketast. Selle vélisraadius on b, keskel on tal ava raa-
diusega a, kuna paksus on fihtlane. Ketas on koormatud
pooriemisest tekkiva tsentrifugaaljbuga ning peale selle
voib ta sise- ja vilisperimeetril olla koormatud ihtlaselt
jaotatud radiaalkoormusega. Telgsiimmeetrilisest vélis-
koormusest tingituna on ketta deformatsioon samuti telg-
siimmeetriline.

Kasutame jirgnevalt tasakaaluvérrandit (9.26), mida
tiiendame mahutihiku kohta tuleva tsentrifugaaljouga:

dor | Or—0Gp , YO
dr + r + g
milles y - materjali erikaal,
g — raskusjdu kiirendus,
@ — nurkkiirus.

Saadud tasakaaluvdrrand on analoogiliselt k. 345 esi-
tatud teisendustele avaldatav paigutise u kaudu jérg-
mise diferentsiaalvGrrandina:

d2u 1 do w v(l — p?) o
wr T w0
Saadud mittehomogeense diferentsiaalvdrrandi  {ld-
lahend koosneb lk. 357 esitatud homogeense diferent-
siaalvorrandi (9.29) lahendist (9.30) ja esitatud vor-
randi (9.47) erilahendist
u==Cr? (b)
Erilahendis esineva konstandi C leiame, asetades eri-
lahendi vdrrandisse (9.47). Loplikult vdime dildlahendi

esitada kujul:
1 — 112} 213 K
- _Yi_ngL(iL X ©

=0 (a)

u

[Ny
o/
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Leiame kettas esinevad radiaal- ja réngaspinged o, ja
0., kasutades selleks seoseid (9.28) ja (9.27).

__E (du  uy\_ EL
=R ( dr +”_r’)“‘ T—u
__EK  yBHuew? (d
T wre 8 )
E u du
“W=T:1?CT+”37)=
_ﬁi+ EK  y(l43p)e?r?
Tl—p o (e 8¢
Tahistame valemeis (d) esinevad konstandid jérgmi-
selt*
EL EX
“=T—w “TTrn ©

Kasutades tihistus: (e), saame pinge valemid (d) esi-

tada lihtsamalt:
G yBApetr

oy == Gy e
g 8¢ (9. 48)
C. o (1 22
%=CV+T;W1L§§Q3L

milles konstandid C; ja C. leitakse adretingimustest.

9.83 1 Keskse avata valiskoormuseta poorlev ketas

Ketta keskel, kus r = 0, jddvad pinged suuruselt 15pli-
keks, mistdttu Ca==0. Konstant C; leitakse tingimusesi:

kui 7 == b, siis 6r=0 B
Jargmisena leitakse
_ YB3 wae
Cy = g (2)

Asetades leitud konstandi C; pinge avaldistesse (9.48),
saame.

O = .X.(_?’__'g_gﬂm_z_ (b2—r?)
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Og ==

VO (4 Lt )
8z 5Fn (9. 49)
Joonisel 9.12 on pidevjoonega esitatud pingete o, ja o,
muutumise kdverad olenevalt vaadeldava punkti kaugu-
sest ketta heskkohast.
Suurimad pinged tekivad ketta keskkohas:

¥(3+ p)ot?

max g, == [aX Op == %
&

(9. 50)

9.33.2 Keskse avaga valiskoormusela péériev ketas

Kui kettal puudub koormus, tdhendab see seda, et
vilis- ja siseringi pinnal peab radiaalsihiline pinge vér-
duma nulliga. Seega on &aretingimused jdrgmised:

kui r=a, siis o, =10,

kui r =05, siis o, = 0.

Médranud nende ddretingimuste alusel konstandid C
ja C,, leiame pingetele jargmised valemid:

2
= -&g}gﬂ).@__ (62— r2) ( 1 .___EE_)

i 7

(9.51)

ML [t {14 2)

Pingete o, ja o muuiumise kdverad vaadeldava punkti
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asukoha muutudes piki raadiust on {oodud joonisei 9.12
katkendjoontega. or saavutab maksimaalse suuruse r=

== \/ab juures jargmisena:
y8 -+ pjo?

max oy = Y (b —a)? (9. 52)
oy saavutab aga maksimaalse suuruse ketta siseringil,
kus r = a:
L \’(3—!—#!)0)‘( s, L—n 2) =
max og = 12 b2+ T a (9. 53)

Nagu valemitest (9.52) ja (9.53) nahtub, on
max Gp => Mmax o,

Kui ketta keskava on viike, vorreldes ketta 18bimoo-
duga, saame jérgmise ligikaudse arvutusvalemi:

max g, = T (9. 54)

Vorreldes pingeid max o, avata ja avaga keitas néeme,

el viimasel juhul on pinged kaks korda suuremad.

Seega pdhjustab viike ava ketta keskel pingete kontsent-
ratsiooni.

9.33.8 Ebaiihtlase paksusega pddriev ketas

Tehnilisles rakendustes kasutatakse koige enam kel-
iaid, mille paksus muutub keskelt servade poole.

Vaatleme kdigepealt juhtu, kus ketta paksus /i, olene-
vall vaadeldava koha raadiusest, muutub mdne lihisalt
viljendatava seaduse kohasell. Lehekiiljel 357 esitatud
tasakaaluvorrand (9. 26), geomeetriline vorrand (S.27)
ja elastsusseosed (9.28) jddvad ka nitiid kehtima; neid
}\'a}s}utame diferentsiaalvérrandi tuletamisel paigulise u
kohta.

Eraldame kettast 16pmata viikese elemendi, mis on
kujutatud koos temale mdjuvate jududega joonisel 9. 13.

Projekteerinud kbik joud raadiuse sihile, saame jérg-
mise tasakaaluvdrrandi:

2,
—a@r— (hoyr) dr dg — hoy dr dg + ,Y%L hrdrdep=0 (a)
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millest parast teisendamist saame:

do, Oy — O 1 dn yo?r
T2 A

=0  (9.55

Diferentsiaalvorrandi (9.55) moodustame iimber, kasu-
tades seoseid (9.27) ja (9.28):

d%u 1 1 dh \ du i w dh u
’Er‘f+("7+7_d7)717—“(7“77“87)7_
y(I — petr
- (9. 56)

Saadud diferentsiaalvrrandile u suhies on kerge leida
lahendit juhul, kui kettal on hiiperboolne profiil, mille
laius muutub jérgmise seaduse kohaselt:

h = Hrm (b)
kus H ja m on konstandid.

Asetades seose (b) diferentsiaalvbrrandisse (9.56),
saame:

Lo A—m du  (t+wmu  y(I—per
dr? I3 dr rt - gE ©

Selle diferentsiaalvirrandi tldlahend on jirgmine:

=)t
[8— @+ n)ymlgE

U ==

4 Cirm - Corme (9.57)
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milles 7y ja ne on alljargneva ruutvorrandi juured:
A2 e (] + pm) == 0 (d)

C, ja C» on 1ntegreerimiskonstandid

Edaspidine arvutus on analoogiline konstantse pak-
susega ketta arvutusega.

9.34 Podorlev silinder

Podrleva silindri {ilesanne on analoogiline iihtlase pak-
susega poodrleva ketta ulesandega. Erinevus on vaid sel-
les, et kui pdorlevas kettas valitseb tasandpingus, siis
péérlevas silindris tekib tasanddeformatsioon. Vérrandid
ja seosed on teatavasti sin iilekantavad dhelt deformat-
siooniliigilt leisele, vidlja arvatud elastsusseosed. Nagu
naidatud lk. 317 [seosed (8 14)] valitseb ka elastsusseos-
tes analoogia, kui defineerida tasanddeformatsiooni
elastsuskonstandid elastsusseostes teisiti ja nimelt

R

j —

P (@)
Ei=g—w

Niiid véime pddrieva ketta kohta leitud pinge arvutus-
valemeist tuletada poorleva silindri vastavad arvutus-
valemid, asendades esimestes p suurusega . Esitame
pingete arvutusvalemid kahe juhu — téis- ja G0nessilindri
kohta.

9.34. 1 Tdissilinder
Silindri 18bimd6t on b.
_¥B—2wet L,
o=Tsi—wg "

v8—2pe?(,, 142w ,
Y (b 3~2u'>

Pingete muutus piki raadiust on analoogiline pdbrieva

(9.58)

Op ==

24* 37t



ketta pingete muutusega. Maksimaalne pinge tekib
silindri teljel, kus re==0:

— 252
max o, == Max gg = _,}’,(3_,”2&)‘&",_ (9. 59)

9.34.2 Odnessilinder

Silindri vilisldbim66t on b, siseldbimdot a.

B C k53 LR

Oy == T —ng (b2 — %) (l ﬂ) (9. 60)
¥ 2p)e? 14 2u L

R Y gy [bz”‘ 3 on ’2+a2(1+ r2>]

Ka siin on pingete muutus analoogiline pingete muu-
tusega pdodrleval kettal. max o, esineb kohal, kus r == v/ap:

_aB=2) L
max or = ~—-———8(1 _—-—u)g w?( a) (9. 61)
o, on aga maksimaalne silindri sisepinnal, kus r=a:
_ ¥B—=2pe? ( s 1—2n 2\)
max gp == ST b+3_2pa (9. 62)

Kui silindri 66nsuse 14bim60t a on vaike, vorreldes ldbi-
mddduga b, vbime max g, valemi sulgavaldise feisest
liikmest loobuda, misjdrel saame:

(38— 2p)e?
4(1—u)g
Analoogiliseit pdérieva kettaga vbime ka siin véikese

1abimddduga 6nsuse korral markida pinge kontsentrat-

siooni, kuna max o, kasvab kahekordseks, vorreldes tais-
silindriga.

Tasandilise deformatsiooni korral tekivad pinged o, ka
piki silindrit. . médrame tingimusest e, = 0. Sel juhul

0 == p(0r + 0¢)
Kasutades varem leitud o, ja oy valemeid leiame, et
tdissilindril

o Yo _ o
%=z [(3 — 2p)b2 —2r7] (9. 64)

max oy &

(9. 63)
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Oonsa silindri jaoks saame

¥ —2p)pe o
A(i—pg (b2+a2 3—2u) (9. 65}

Juhul kui silinder saab vabalt deformeeruda telje sihis,
on joondeformatsioon e: uhtlane. Selle iihtlase joondefor-
mafsiooni madrame tingimusest, et silindri otspindadel
puuduvad pikijdud:

2 b
b/[c;rdq:dr:() (b)

Kuna o, ei sbltu nurgast ¢, voib tingimuse (b) umber
kirjutada jargmiselt-

Oy ==

b

Jorar=o0 (c)

a

Taissthndri puhul a=0, mistéttu tngimusest (¢}

saame:
b

b2
p_[ (Ur+0't;>rdr+EEzT=0

millest
PSS " PRI
g == Y w2
12 .
nyw
5 = et (B2 212 9. 66
o FYpp— ( ) (9. 66}

Obnsa silindri korral on tingimus (c) jérgmine:

b
2 . g2
uf(01+0w)7d/+E£z 5 20 =0

@

millest saame
WV 2 2
o= — g (44 )

— MYOT e e g
0 = iy (26— 29 (9. 67)
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9.35 Umara auguga ndrgestatud riba tdmme

Riba laiusega 2b ja paksusega 1 on norgestatud laiuse
keskkoha] {imara auguga (joon. 9.14), mille raadius a
on vorreldes riba laiusega 2b viike.

Riba on koormatud pikisihilise ihtlaselt jaotatud koor-
musega, mille intensiivsus laiuse ithiku kohta on p.

Votame koordinaatteljed nii, et koordinaattelgede
alguspunkt O langeb iihte augu keskmega, x-telg suun-
dub piki riba ja y-telg on viimasega risti. Pingejaotus
on hiiritud nérgestuse vahetus laheduses, kuna kaugemal
on pingus {ihtlane.

Tombame keskmest O killlalt suure raadiusega d ring-
joone, nii et vdime oletada, et pingus ringjoonel on juba
ihtlane. Leiame pinged kaldpinnal, mille kaugus kesk-
mest O on d ja kaldenurk on ¢. Kasutame selleks varda
tombel rakendatavaid valemeid.

(;r:pcosch:yﬁ (1 - cos 2¢)
2 9.68)
rmz———g—sin&p ©.
Raadiusega d eraldatud ribaosa vGib vaadelda kui ron-
gast, mis on vélispinnal koormatud {ilaltoodud pingetega
(9. 68). Normaalpinge o vGime lahutada komponentideks:
a) ronga valispinnal mdjuvaks radiaalkoormuseks
intensiivsusega p/2,

b) nurgast ¢ sbituvaks normaalkoormuseks é—p cos 2¢

ja tangentsiaalkoormuseks — -% sin 2g.

Réngale mdjuvast konstantsest radiaalkoormusest p/2
pdhjustatud pinged on arvutatavad paksuseinalise toru
jaoks tuletatud valemitega (9. 36).
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Muutuva koormuse poolt pohjustatud pinged leiame,
vbttes pingelunktsiooniks avaldise
F=f(r)cos2¢ (a)
Asetanud pingefunktsiooni (a) tasandillesande defor-
matsiooni pidevuse vdrrandisse polaarkoordinaatides,
saame pidrast moningaid teisendusi hariliku neljandat
jarku diferentsiaalvérrandi, mille lahend on

f(r):Ar2+Brk+r—€+D (b}

Asetades saadud lahendi pingefunktsiooni avaldisse (a)
saame:

F::(Arz—}—Br‘—{-—r%-}-D)cochp ©

Pingefunktsiooni (c) kasutame niilid pingete leidmi-
seks. Seejuures esinevad méidramatud konstandid leiame
ronga sise- ja vilispinna tingimustest. Arvestades, et a
on vorreldes d suurusega viike, voume liikmed, mis sisal-
davad jagatist a/d, dra jitta, mist6ttu pingeavaldised
lihtsustuvad mérgatavalt. Liites saadud pingetele pinged
rdngale mojuvast iihtlasest tGmbest, saame 16plikult:

$(1= )+ 1 4
Op == %(1+£)—~g—(1+§%)cos2¢

— P (3 2a2) o (9. 69y
Trw——~—'§'( ——rz——{——rT sin 29

Pingete arvutamisel .august kaugemates punktides,
kus r on tunduvalt suurem kui a, véime valemite (9.69)
sulgavaldistes esinevad a/r astmed &ra jitta. Sel juhul or
ja tr valemid langevad ihte lihttmbe puhul rakendata-
vate valemitega (9.68).

Lihenedes augu servale pinged o, ja T, vihenevad.
Serval, kus r==gq, vdérduvad nad nulliga, kuna pinge o¢
saab vaartuse

O = p — 2p c0s 29 (9.70)

. 3
Maksimaalne on o, teljel, kus ¢ = —g- Vol =5 u
max og == 3p (9.71)
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Minimaalne on gy riba kesk.

min 6y == —p (9.72)
o, suurus olenevalt asukohast
augu serval on kujutalud joonise}
9. 15.
Augu keskkohta ldbival riba rist-
16ikel on @, arvutatav valemiga

P a’ at 9.73
o= (24 Greie) O

Selle pinge diagramm on kujuta-
tud joonisel 9.14. Nagu diagrammis:
ndhtub, on augu serval max g, == 3p,
kuna riba vilispinnal r suurenedes
laheneb pinge kiiresti véddrtusele oo == p. Esitatud arvu-
tusvalemid on tdpsed 1opmala laia riba ning ligikaudsed
16pliku laiusega riba korral ja rahuldavad praktilise
arvutuse seisukohalt, kui a/d on kiillalt véike. Kui riba
laius 2d > 4a, siis v8ib max e, arvutamiseks kasutada
jargmist ligikaudset valemit:

JOON. 9. 15

2d
max Qggp == 3p Y

M8X % lenevalt % vidrtusest.
Vordlus nditab, et suuremale a/d vidriusele vastab
suurem n vairtus. Moned n viddrtused sSltuvalt suhtest
a/d, arvuiatuna tdpse teooriaga, on antud fabelis 9.1.
Pinge ebaiihtlast jaolust ning pinge «teraviku» tlekki-
mist varda ristlSikes nimetatakse pingete kontsent-
ratsiooniks, mida Thinnatakse nn. pingete
kontsentratsiooni teguriga

Leiame suhte n ==

b = 13X 0o
on
milles ©.74)
Ny
Ot Fncto

on norgestalud ristldikes arvutatav keskmine pinge.
Nagu niitavad arvutused, vdheneb pingete kontsentrat-
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sioonti tegur k ribas oleva avause 13bimdddu suurenemi-
sega. Tabelis 9.1 on toodud mdned % véértused olene-
valt suhtest a/d.

Tabel 91
n ja k vidrtused
Iy | n k
4|
03 ’ 3,36 ' 252
04 | 374 2,24
05 i 2,16

4,32 }

Nagu selgub tabelis 9.1 esitatud andmetest, on pingete
kontsentratsiooni teguri & seisukohalt ohtlikud vaikesed
norgestused. Maksimaalse pinge, seega staatilise tugevuse
seisukohalt on ohtlikud siiski suurema l4bimddduga nor-
gestused.

Elliptilise avaga laia riba norgestuse uurimused néi-
tavad, et suur pingekontsentralsioon esineb ribas siis,
kui ellips on viga lame ja tema pikem felg on risti valis-
jou mdjumise sihiga (joon. 9.16).

Maksimaalne tombepinge elliptilise avause kérval

maxc(,=p(l+——21—7a—) (9.75)

Kui ellipsi suurem lelg on risti riba teljega (2> 9),
siis max o, > 3p. Kui aga ellipsi pikema telje siht {ihtib
riba telje sihiga (a <(b), siis p <max o, < 3p.

Pingete kontsentratsiooni seisukohalt on eriti ohtlikud
jou méojumise sihiga risti tekkivad praod, mida vdib kisit-
leda kui vdga lamedaid ellipseid. Suure pingeteraviku
t6ttu arenevad sellised praod habrastes materjalides kii-

it

JOON ¢ 16
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testi, Prao arengut piirava vbitena puuritakse prao ots.
tesse voimalikult suurema l8bimddduga augud, mis
vahendavad pingete kontsentratsiooni.

9.36 Koondatud jou mdju elastsele poolruumile
(Flamant'i iilesanne)

Vaatleme iihtlast elastset keskkonda, mis iihelt poolt
on piiratud tasandiga, teiselt poolt aga laiub pirramatult.
Selliselt piiratud elasiset keskkonda nimetatakse elast-
seks poolruumiks. Joonisel 9.17 on sirge AB
elastset poolruumi piirava tasandi jdlg, kuna poolruum
ise laiub sirgest allapoole. Kui ulatus risti joonise tasa-
pinnaga on viike, kujutab elastne poolruum endast &hu-
kest plaati ja on tegemist ildistatud tasandpingusega,
kuna ruumi piiramatu ulatuse korral z-telje sihis tekib
tasanddeformatsioon. Viimasel juhul peab koormus olema
jaotatud fihtlaselt piki z-telge.

Olgu punktis C rakendatud elastsele poolruumile koon-
datud joud P. Oieti on ka siin tegemist jaotatud koor-
musega piki joont C, mis on risti joonise tasapinnaga;
koormuse resuitant vaadeldavas ulatuses on P.

Majuva jou toimel tekivad elastse poolruumi suvalises
punktis pinged or 6, ja T Lisaks eelmistele tekib
tasanddeiormatsiooni korral pinge

0; = —{u(0r -+ 0g) (2a)
Pinge arvutuse seisukohalt on {ikskdik, millist tasand-

iilesande liiki vaadeldakse. Erinevus ilmneb paigutiste
arvutamisel.

JOON. 9.17
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Vaatleme edaspidi {ildistatud tasandpingust, oletades
plaadi paksuse dihikuks. J6u rakenduskoha liheduses on
pinged viga suured, iletades elastsuspiiri, mistttu vaat-
leme punkte viljaspool silindrilist piirkonda mn raadiu-
sega o (vt. joonis 9.17), kus pinged on alla elastsuspiiri.
Kasutades Saint-Venant’i printsiipi, rakendame jou P
aseme! eelnimetatud silindrilisel pinnal jaotatud koor-
muse, mille resultant on ekvivalentne jéuga P. Sddrane
koormuse asendus mbdjutab vahe pingust viljaspool
ringi mn.

Vaatleme elastses poolruumis mingit punkti M, mille
asukohta madravad polaarkoordinaadid r ja . Votame
Ioikepinna punktis M nii, et ta oleks risti raadiusega CM.
Teine lbikepind olgu risti eelmisega ning kulgegu piki
raadiust. Koostame 16ikepindade! esinevate pingete o, o,
ja Ty avaldised, tehes nende kohta lihtsustavaid oletusi.

o, on survepinge. Mida ldhemal on vaadeldav punkt
joule, seda suurem on o, mistdtty vdime lugeda tema
vidrtust poordvordeliseks raadiusega r. Suurim on o
konstantse r puhul siis, kui o, méjumissirge langeb
iihte jou P modjumissirgega, s. t. kui ¢ ==0. Kui g, siht
erineb P omast, s. t. ¢ >0, viheneb g,. Oletame, et see
vihenemine oleneb nurgast ¢ koosinusfunktsiooni koha-
selt. Seega saame

or = —k 2% (b)

kus k2 on esialgu midramata konstant, kuna miinusmark
on seepérast, et oletatav pinge on survepinge.
Edasi oletame, et normaalpinge radiaallikepinnal

Gp =0 ()

ning samuti
Trp == Tgr == 0 (d)

Kirjeldatud pingejaotust nimetatakse radiaalseks.
Raadiusega risti olevad ning radiaalsed Idikepinnad on
peapinnad. Seega o, on peapinge. Jirgnevalt peame selgi-
tama, kas oletatud pinged rahuldavad tasandiilesande
vorrandeid. Arvesse vottes avaldisi (c) ja (d), saame
tasakaaluvdrrandiks

dor

Op .
FZ=0 (9.76)
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Asetades sellesse pingeavaldise (b) ndeme, et vdrrand
49.76) on samaselt rahuldatud.
Deformatsiooni pidevuse tingimuse kuju on

Vi, =0
vo! 4] L o% 32
i dor o Or
T TEeE Tar =0 ©.77)

Ka see vérrand on rahuldatud, kui asetada sellesse o,
avaldis.

Nitd tuleb méirata o, avaldises esinev kordaja &,
milleks kasutame ddretingimusi. Poolruumi vélispind AB

. T 513
on pingevaba ( @ ==k, COS Q== 0) , vilja arvatud jou

rakenduspunkt C. Viimase liilitasime aga vilja pool-
silindriga, mille raadius on ¢ (joon. 9. 18). See poolsilin-
der on koormatud pingetega o, nii, et nende summa ver-
tikaalteljele annab jou P
Tasakaalu tingimus vertikaalteljele annab:
ki

2
f 0y cOs o do == P (9.78)

7t

z
Asendades integraali all

0rem b 059

G,ds I §

7

as:pdp  ty

.JOON. 9.18 JOON. 9.19
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saame

wofn

k== fcoszrpd&p:[)
B

Pdrast integreerimist saame:

7
k 5 = P
miliest
k= 2P 9.79)
11
ning op
cos @
COp == — P R (9. 80)

Pinguse iilevaatlikuks kirjeldamiseks elastses poolruu-
mis voib kasutada holpsat graafilist konstrukisiooni.
Selleks vaatleme mingit meelevaldset punkti M (joon.
9.19). Tombame raadiusvektoriga risti oleva I0ikepinna
jilje loikumiseni x-teljega punktis N. Konstrueerime
ringjoone CMN, mille 18bim&6t CN ==d. Kolmnurk CMN
on taisnurkne, mistSttu

CM=CNcosg

voi
r==dcosg
Seega
cosg 1 __

== konst.

mng samuti
2P cos @ 2P

— 2d = konst.  (9.81)

Kuna see oli konstrueeritud meelevaldselt voetud
punkti kohta, siis vBib elda, et iga ringjoon, mille kese
asub jou P mdjumissirgel ja mis ldbib jou rakendus-
punkti C, on vordsete pingete o, trajektooriks. See téhen-
dab, et kbik pinged, mis mdjuvad iihe ja sama ringjoone
punktidele j6u rakenduspunktist piistitatud raadiusvekto-
rite ristpindadel, on omavahel vordsed.

Saadud kujutlus pingusest sama peapingega ringjoonte
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kaudu on kiill iilevaatlik, kuid praktilisest seisukohast
mitte kiillalt otstarbekohane. Seepdrast leiame pinged,
mis mdjuvad horisontaalsel ja vertikaalsel 1dikepinnal.
Eraldame elastsest poolruumist radiaal-, rist- ja hori-
sontaalpinnaga 16pmata vaikese prisma, mille alus abc
on tiisnurkne kolmnurk (joon. 9.20, a).

Analoogiliselt eraldame ka prisma radiaal-, rist- ja
vertikaalpinnaga, mille alus a:ibs¢; on samuti tdisnurkne
kolmnurk (joon. 9.20,5).

Kirjeldatud prismade tasakaalu tingimustest saame:

Oy == Oy COS? @
Tay == Or $iN @ COS @
oy == o, sin’g (e)
Asetades saadud avaldistesse or valemi (9.80) kohaselt
ja vbites arvesse, ef

Sinqn:l:——-—*y I COS @ == N
Yy VT P
saame 16plikult:

o =X

S ETR @ETEE

2P x2y

Txy == — - Wﬁ (9 82)
o =—2L 5

v w (P y2)2
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a) lp 5) ‘ﬂ [3) V
% D -~ = =~ .7"!
e e |
3

[
20 2P 9 I
max G = o X Ty x 1673 |

JOON 9.21

Joonisel 9.21 on kujutatud pingete epiidirid.

Joonisel 9.21 esitatud o, epiliirist nihtub, et horison-
taalldikepinnal esinevad maksimaalsed pinged max op jou
P mdjumissirge kohal.

T4y epiiiir on antimeetriline, mis néitab, et tangentsiaal-
pinge muudab suunda j6u moéjumissirge kohal, olles seal
vdrdne nulliga. Maksimaalse védrtuse saavutab e, kau-

x

usel —5= jou mdjumissirgest
g V3 ] ] g

o, on muutuv vertikaalldikepinnal. Olles vélispinnal
nulf, saavutab ta teataval kbrgusel maksimumi ning see-
jarel viheneb.

Ligikaudses arvutuses oletatakse ménikord, et pinge ox
on jaotatud iihtlaselt (joonis 9.22). Seejuures olgu o«
ebauhtlaselt jaotatud maksimaalse viartusega

2P
O == MAX Or = —— (9. 83)
Jaotatud koormuse ulatuse 2y, leiame tingimusest
P == max 0x- 2o

GO

1

JOON. 9 22 Yo

b g
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2p
P o= }70‘2!7'0
millest
LA L
Y == tan @ = = 0,785
ning
Qo ~ 38°

Arvutustes antakse ette nurk o (piirides 30° kuni 457),
leitakse 2yo ning seejdrel maxa.

Juhul kui elastsele poolruumile mdjub terve rida koon-
datud jOude, leiame o. mingis punkhis, rakendades sum-
meerimise printsiipi. Nditeks n jou korral saame, ldhtudes
valemst (9. 82),

2)(3 P Pi

Gy == — E s (9. 84)
kus P, ja y. on mingile jérjekorranumbrile i vastav jéud
ja selle jou mdjumissirge kaugus vaadeldavast punktist
(joon. 9.23).

o, epiilir saadakse iiksikjéudude epiiliride summana.
Epiitiri konstrueerimise hélbustamiseks on otstarbekohane
konstrueerida koigepealt ithikjdu P==1 epiiir ning see-
jdrel teiste joudude epiiiirid, korrutades dhikjdu epiiiiri
ordinaadid vastava j6u suurusega.

Jaotatud koormuse korral leitakse pinged samal p&hi-
mbtiel, Eraldame jaotatud koormusest elemendi dy kohia
tuleva osa (joon. 9.24) ja késitame teda koondatud
jouna. Kui elemendi pikkus on

JOON. 6.23
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sus sellele elemendile vastav elementaar}dud on
dp = LW do
cos g
Saadud elementaarjdu asetame valemisse (9 80) P ase-
mele, misjarel saame
2p(y)de
%
Vimase asetame omakorda valemisse (e} ming lelame

seega allloodud pinged, mis tekivad uhe elementaarju
tormel

O = —

Oy == - QPTSyL cos? g do
= 2pﬂ:y) sin@cos @ dg )
oy =— 22 e g g

Kogu ulatusel ab mdjuva jaotatud koormuse toimel
tekkivad pinged saame, lutes elementaarjdudude poolt
tekitatud pinged alates punktist a (polaarnurk ¢4) ja
lopetades punktiga b (polaarnurk ¢») Seejuures tuleb

muutuv jaotatud koormus valjendada ¢ funkisioonina
P

O =—-~§q‘fp(w) cos? ¢ dg
u

Tay = — _iufp(cp) sin@cos @ dg (®)
o

oy =—;2-qu(w) s’ de

25 Ehitusmehaantka 11 385



Untlaselt jaotatud koormuse korral, kui p(g)=p=
==konst., saame valemeist (g) pérast integreerimist.

P . L L2
Ox = 5 |29 -+ sin 20| |
q.
Tay = ~2%- [cos 2¢], (9. 85)
. @
oy = ——7";1— [2¢ —sin2¢|

Paigutiste arvutamisel elastses poolruumis lahtume
leitud pingetest. Uldistatud Hooke'i seaduse abil viéljen-
dame pingete kaudu joondeformatsioonid ja nihkenurgad
ning viimastest omakorda saame Cauchy vdrranditega
seosed paigutiste kohta. Tekib kolmest diferentsiaalvor-
randist koosnev siisteem siirete u ja v suhtes (siire u raa-
diusvektori sihis, kuna siire v {emaga risti):

Ju 2P cosg

Tor T T mE 7

L dv  u __ 2Pp cosg n
T g "7 aE r ()

1 du Jdu A
r do or r
Lahendanud siisteemi, lelame paigutiste u ja v avaldi-
sed, mis sisaldavad kolme integreerimiskonstanti. Kaks
nendest méadratakse tingimusest, et x-teljel (jou mdjumis-
sirgel) olevad punktid ei saa siimmeetria tottu kiilgsihis
siirdeid. Kolmanda konstandi médramiseks oletame, et
x-telje punkt, mis asetseb jou rakenduskohast Kkiillalt
suurel kaugusel d, ei siirdu vertikaalsihis.
Siirete u ja v avaldised on jargmised:

2P d 1—u)P .
u=——ﬁcoscpln7—L—E&)——cpsmq:
2P . d (1—u)P
U = -——nE51ncpln7——-~—-———nE @Ccos @+
(L+wP
+ E sing (9. 86)

Leiame elastse poolruumi horisontaalse vilispinna verti-
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kaalsiirded. Vilispinda méidrab koordinaat (p=~g« voi
fo
¢ == — 5
Sel juhul saame valemist (9.86):

- _2P 4 (+wP
Wo==B) " Ye=H T RET T E
(9.87)
v mérgi méédramisel dhtume tingimusest, et suurene-
vale nurgale ¢ vastab positiivne siire. Jou rakenduspunk-
tis € muutub siire v 1opmata suureks, sest ka pinged on
viga suured, iiletades proportsionaalsuspiiri. Piirkond
jou rakenduskoha iimbruses raadiusega o on tegelikult
vaatlusest vilja liilitatud.
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10 OHUKESTE JAIKADE PLAATIDE PAINE.
LAHENDUS RISTKOORDINAATIDES

10.1 ULDISED ALUSED
16. 11 Pghimdisted

Piaadiks nimetatakse prismalist voi silindrilist
keha, mille kérgus (plaadi paksus), mida tahistame
tihega h, on vorreldes teiste modtmetega viike.

Pinda, mis jagab plaadi paksuse kaheks vOrdseks
osaks, nimetatakse plaadi keskpinnaks. Deformee-
rumata olekus on plaadi keskpind tasandiline.

Plaadi paksus voib olla ithtlane v6i muutuv.

Plaati, mille elasisusomadused on k&igis suunndades
iihesugused, nimetatakse isotroopseks; wvastasel
juhul on plaat anisotroopne. Anisotroopsete plaa-
{ide tdhtsaimaks erijuhuks on ortotroopne plaat
(vt. lk. 292). Sellise plaadi pinnas vbib eraldada kaks
teineteisega risti olevat sihti, milles rakendatud ihtla-
selt jaotatud joud ei pbhjusta nende sihtide vahelise
nurga muutust (nihet); tiiipiliseks nditeks on vineer-
plaat. Metallplaat on isotroopne. Tihedalt asetsevate
jdikusribidega varustatud metallplaati voib aga vaadelda
(koos jaikusribidega) ortotroopsena. Ristsarrusega raud-
betoonplaat on ortotroopne, kuid ortotroopia mdju on
sageli niivord véike, et sellist plaati v6ib arvutada iso-
troopsena.

Kéesolevas raamatus, vdlja arvatud p. 10.52, kasit-
leme ainult ihtlase paksusega isotroopseid plaate.

Tehnikas leiavad plaadid ja ribiplaadid laialdast kasu-
tamist - vahelagedena, hiidrotehnilistes ehitistes, lae-
vade ja lennukite keredes jne. Uksikud plaadid neis
konstruktsioonides vdivad kanda vidga erineva iseloo-
muga koormust. Selle koormuse v3ib alati jagada kaheks
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komponendiks i{iks, mis mbjub plaadi keskpinnas, ja
teine, mis mdjub plaadi keskpinnaga risti. Esimene kom-
ponent. mille mdju on juba vaadeldud tasandiilesannet
kasitletavates peatiikkides, ei pGhjusta plaadi painet, kui
ta mojub ilma pbikkoormuseta ja tema suurus on viik-
sem teatud piirist, nn. kriitilisest koormusest Plaatide
paindeteoorias vaatleme algul iseseisvalt mdjuva pdik-
koormuse toimet, aga hiljemn ka pdikkoormuse ja plaadi
pinnas mojuva koormuse koosmdju ning selliseid plaadi
pinnas mdjuvaid koormusi, mis on niivdrd suured, et
pohjustavad painde— plaadi molkumise.
Péikkoormuse intensiivsust tdhistame tdhega g.

10.12 Plaatide liigitus

Plaatide ja talade painde vahel on ulatuslik analoogia;
tala painet vbib teatud médral vaadelda nagu plaadi
painde erijuhtu. Lisaks sellele on aga ka isedrasusi, mis
on omased ainult plaatide paindele.

Tuletame algul paari sGnaga meelde talade painde ise-
drasusi.

Korgete talade (seinkandjate) puhul ei ole normaal-
pingete o, epiiiir lineaarne (joon. 10.1,a), nulljoon ei
iange kokku tala teljega. Arvutusel e saa kasutada liht-
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JOON. 10 2

sustavaid hiipoteese, lahend tuleb leida elastsusteooria
meetoditega (tasandiilesanne).

Tala kdrguse ja pikkuse suhte (suhtelise kérguse)
vihenedes muutub normaalpingete epiiiir lineaarsemaks
ja nulljoon ligineb tala teljele. Rahuldudes teatud arvu-
tustdpsusega (nditeks ndudes, et viga maksimaalsete pin-
gete mésramisel ei tohi {iletada 5%), vdime antud koor-
musskeemi juures alates teatud suhtelisest kdrgusest
kasutada ristldigete tasapinnalisuse hiipoteesi, mis
Hooke'i seaduse kehtivuse korral annab lineaarse pinge-
jaotuse (joon. 10.1,5). Selle tottu lihtsustub arvutus
tunduvalt.

Vaatleme edasi talasid, kus vdime kehtivaks lugeda
ristldigete tasapinnalisuse hiipoteesi.

Kui tala toeristldigete liginemine teineteisele pole
takistatud (joon. 10.2,a), siis tala telje pikkus ei muutu
ja seal normaalpingeid ei teki. Vastupidisel juhul tekivad
ka tala teljel normaalpinged, mis on pohjustatud tala
telje pikenemisest. Normaalpingeid iildse vdime vaadelda
koosnevana kahest komponendist: paindepinged oP, mis
tala teljel vdrduvad nulliga ning kasvavad proportsio-
naalselt tala punktide kaugusega teljest, ja tombe-
pinged o°, mis on ithtlased ile tala kdrguse (joon.
10.2, b). Neid tombepingeid nimetatakse ka ahelpin-
geteks.

Ahelpingete osatdhisus sOltub tala 13bipainde ja
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korguse suhtest. Olgu ristkilikulise pdikicikega tala pik-
kus ! ja kOrgus h. Kujutagu tala elastne joon parabooli

w = f(1—4x%/B) (a)

kus [ — ldbipaine tala keskel. Viikeste libipainete kor-
ral saame maksimaalsete paindepingete max o? jaoks
jargmise avaldise:

max M El [ 0w Eh,
maxop:.T=~V(W)x=0 :4-—-1—2L (b)

ning ahelpingete o® jaoks:

"2
EA _E 1 dw \* 8 Ep
""2—1‘““7“2‘_”""“) r=cgp

Jagades avaldise (c) avaldisega (b), saame ahelpin-
gete ja maksimaalsete paindepingete suhteks

a® 2 f
maxo® 3 h (@
Seega ahelpingete osatdhtsus sdltub maksimaalse libi-

painde ja tala korguse suhtest ja vdib osutuda kiillaltki
oluliseks, kui tala ldbipaine ja kbrgus on samas suurus-
jérgus. .

Tavaliselt on ahelpingete osatdhtsus viiksem kui seda
voiks jdreldada valemist (1.1), kuna kdérgemat jarku
kdverate puhul on kbverused iihesuguse 1ibipainde juures
tunduvalt suuremad, tala telje pikenemine A aga erineb
itlaltoodust vihe.

Vaatleme nitiid neid ndhtusi plaatide painde aspektist.

Plaatide puhul ei saa enam riikida ristldigete tasa-
pinnalisusest. Ristlgigete asemel peame vaatlema tala
keskpinnale tdmmatud ristsirgeid. Sddrast ristsirget voiks
kujutada néditeks ava, mis on torgatud [ibi plaadi risti
tala keskpinnaga. Tépne teooria, samuti katsed niitavad,
et sddrane ristsirge jd&b viga ligidaseks sirgele pérast
plaadi keskpinna kéverdumist ainult sel juhul, kui plaadi
mb6tmed tfeistes suundades on tunduvalt suuremad plaadi
paksusest. Orienteeruvalt voib lugeda, et see ndue on
tédidetud juhul, kui plaadi lithema kiilje pikkus b iiletab
plaadi korguse kA vihemalt viiekordselt:

b/h =5
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Plaate, mis rahuldavad seda tingimust, nmimetatakse
Ghukesteks plaatideks. Vastasel korral on
tegemist paksude plaatidega. Paksude plaatide,
samuti nagu kdrgete talade arvutamisel peame ldhtuma
elastsusdpetuse pohivorrandeist. Ohukeste plaatide, sa-
muti nagu madalate talade arvutamisel voib arvutuse
lihtsustamiseks kasutada ka tdiendavaid hiipoteese. Seega
kuulub Shukeste plaatide paindeteooria sisuliselt tugevus-
Gpetuse valdkonda. Plaatide paindeteooria késitlemine
elastsusopetuses on tingitud ainult sellest, et plaatide
painde matemaatiline kilg on keerulisem kui talade
painde oma — lahendus saadakse osatuletistega diferent-
siaalvdrrandite néol.

Edasi vaatleme Ohukeste plaatide painet sltuvalt
plaadi libipainde ja paksuse suhtest.

Analoogiliselt tala paindel tekkivate pingetega vGime
ka Ohukese plaadi paindel tekkivad pinged jagada
paindepingeteks, mis vorduvad plaadi keskpinnas nulliga
ning muutuvad plaadi kérguses lineaarselt, ja ahelpinge-
teks. Samuti nagu talade korral, kasvab ka plaatide kor-
ral viimaste osatihtsus plaadi 1dbipainde suurenemisega.
On aga ka oluline erinevus ahelpingete tekkimise vahel
talades ja plaatides: talas tekivad ahelpinged ainult
juhul, kui toed takistavad tala telje paigutumist, plaatide
juures tekivad ahelpinged ka selliste tugede korral, mis
véimaldavad plaadi servadel vabalt litkuda plaadi kesk-
pinna tasandis. Phjuseks on asjaolu, et plaadi keskpind,

JOON. 10.3
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mis oli plaadi koormamiseni tasapinnaline, votab iild-
juhul parast koormamist sellise kuju, mida pole enam
vbimalik tasandile laotada {joon. 10.3); tala telge saab
aga sirgestada ilma teljesuunalise deformatsioonita.
Seega peavad plaadi keskpinnas méjuma pinged, mis
kutsuvad esile tema deformeerumise. Need pinged on
samas suurusjérgus nagu pinged, mis on pdhjustatud
tugiosade jareleandmatusest.

Vastavalt painde- ja ahelpingete osatZhtsusele higita-
takse plaate jargmuselt.

1. Jaigad plaadid. Nende arvutamisel voib
ahelpingetest erilise veata loobuda, kuna need on tun-
duvalt vaiksemad kui paindepinged. Sellesse gruppi kuu-
luvad raudbetoonplaadid, aga ka viikese labipaindega
terasplaadid.

2. Painduvad plaadid. Nende arvutamisel
peab arvesse votma nii painde- kui ka ahelpingete mdju.
Sellesse gruppi kuulub enamik terasplaate. Kuna aga
seda tiifipi plaatide arvutamine on ildjuhul seotud tun-
duvate matemaatiliste raskustega, kasutatakse nende
arvutamisel mdnikord jdikade plaatide teooriat. Arvutus
jdikade plaatide tecoria jirgi ldheb tagavara kasuks;
falx(adavad pinged vGivad olla mitu korda vaiksemad tege-
ikest.

3. Membhraanid ehk absoluutselt painduvad plaa-
did Nende puhul v8ib hiiljata paindepinged, kuna need
on ahelpingetest tunduvalt viiksemad. Membraani ana-
loogiaks on mitte tala, vaid painduv niit.

Kas plaati arvutada nagu jdika plaat, painduvat
plaati vd6i membraani, s6ltub koormuse iseloomust ja
plaadi kérguse ning ldbipainde suhtest; labipainde suu-
rus aga oleneb koormuse suurusest. Seega koormuse
jarkjargulise! suurenemise! v6ib iiks ja sama plaat t66-
tada jaigana, painduvana v6i membraanina. Peale selle
sBltub valitav arvutusmetoodika ndutavast arvutustipsu-
sest. Orienteerivalt voib lugeda, et plaati vdib arvutada
jdigana, kui plaadi paksus on vihemalt 3 korda suurem
maksimaalsest l&bipaindest, ja membraanina, kui 1&bi-
paine on enam kui 5 korda suurem plaadi paksusest

393



10.13  Ohukeste plaatide paindeteooria hiipoteesid

Need hiipoteesid koosnevad elastsusteooria {ildistest
hiipoteesidest aine omaduste kohta ja speisiaalsetest
hiipoteesidest Ohukeste plaatide paindeteooria lihtsusta-
miseks.’

Elastsustecoria iildistest hiipoteesidest nimetame siin
ainult Hooke'i seadust ja eeldust, et keha deformatsioonid
on niivord viikesed, et podrdenurkade siinuseid ja tan-
genseid voib lugeda vdrdseteks p&drdenurkadega.

Ohukeste plaatide paindeteooria spetsiaalsed hiipotee-
sid on jargmised.

1. Sirgete normaalide hiipotees: sirgjoo-
nelised elemendid, mis enne deformatsiooni olid plaadi
keskpinnaga risti, jddvad ka pdrast deformatsiooni sirg-
joonelisteks ja keskpinnaga risti.

See hiipotees vastab tasapinnaliste ristldigete hiipotee-
sile talade teoorias.

2. Pinged, mis tekivad plaadi keskpinnaga paralleelsete
kihtide rohumisest iiksteisele, on hiiljatavalt viikesed.

3. Plaadi keskpinna punktid siirduvad ainult plaadi
keskpinna ristsuunas; keskpinna punktide siirded plaadi
pinnas vdrduvad nulliga. Keskpinna deformeerumisest
tekkivad pinged on hiiljatavalt viikesed.

See hilpotees on kehtiv ainult jaikade plaatide, aga
mitte painduvate plaatide paindeteoorias.

70.2 OHUKESE JAIGA PLAADI KESKPINNA VORRAND
RISTKOORDINAATIDES

10.21  Seosed plaadi Idbipainde ja siirete ning defor-
matsioonide vahel

Seame iilesandeks saada plaadi ldbipaindunud kesk-
pinna (elastse pinmna) jaoks diferentsiaalvorrand,
mis vastaks tala elastse joone vdrrandile

ElwlV == g
s. t. seoks omavahel plaadi keskpinna punktide siirded ja
plaadile mdjuva koormuse intensiivsuse. Samuti peame
leidma seosed plaadi keskpinna siirete ja plaadis tekki-
vate pingete vahel.
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JOON. 10.4 4y

Valime teljestiku nii, nagu ndidatud joonisel 10.4. Tel-
jed x ja y asuvad plaadi keskpinnas; telje z suuname
alla. Siirded tdhistame vastavalt «, v ja w, kusjuures
plaadi keskpinna punktide siiretele lisame vajaduse kor-
ral veel iilaindeksi 0, nditeks u® Koormuse ¢ positiivne
suund langeb kokku z-telje positiivse suunaga.

Avaldame algul plaadi mingi punkti siirded u« ja o
plaadi keskpinna libipainde w® kaudu. Kuna aga pikene-
rnine z-telje suunas on teisejdrgulise tdhtsusega suurus,
vBime plaadi mingi punkti lébipainde lugeda vdrdseks
plaadi keskpinna vastava punkti ldbipaindega, s. t
w(x,y, 2)=1° (x,y). Seega vBime edaspidi plaadi 1abi-
painde juures indeksist loobuda.

Edasi lelame niiteks siirete u ja w vahelise seose.
Selleks vaatleme plaadi keskpinna normaalil mn (joon.
10.4) asetsevat punkii A, mis asub plaadi keskpinnast
kaugusel 2, xz-tasandil (joon. 10.5).

Vastavalt kolmandale hiipoteesile saab plaadi kesk-
pinnas asetsev punkt B liikuda ainult z-telje sihis, seega

JOON 10.5
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tema koordinaadid x ja y ei muutu: 4®= 0®= 0. P&or-
dugu plaadi keskpind punktis B nurga o vorra. Sama
nurga vdrra péérdub sirgete normaalide hiipoteesi pShjal
ka sirgloik mn. Seega
U = —2a (10. 1

Miinusmark on tingitud asjaolust, el punkt A4 liigub
x-telje negatiivses suunas.

Péérdenurkade viiksuse t6ttu voime nurga a asendada
tema tangensiga:

~ _ Ow
e iga== -
Siirde u avaldiseks kujuneb
2ix, g 2) = —2 20EY)
i ox

Analoogilise avaldise saame siirde v jaoks. Seega siir-
ded u ja v avalduvad plaadi labipainde @ kaudu jarg-
miselt:

1 == Zaw
=0k

o (10.2)
=g

Seoste (10.2) saamiseks kasutasime kolmest jdikade

Shukeste plaatide paindeteooria pohihiipoteesist 4ra kaks.

Edasi avaldame ldbipainde w kaudu suhtelised defor-

matsioonid ex, & ja yx,. Asendades avaldised (10.2)
Cauchy vdrrandeisse (II) (lk. %93)
i

£y == e

dx
dv
&y == ——03—
du du
Y = 5 + 5y
saamegi otsitavad avaldised
&w
b =G
G2w
gy == 2 G (10.3)

0 0
Yoy = Ox0y
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Ulejaanud deformatsioonikomponendid &, Yy j& Y=
on teisejirgulise tdhtsusega ega paku iilesande lahenda-
mise seisukohalt erilist huvi. Pealeg: ei saa neid vdrran-
deist (I1) méadrata, kuna kasutatavad hiipoteesid ei iitle,
kuidas muutub labipaindefunktsicon w olenevalt koordi-
naadist z Selleparast letame vastavad pinged o: Ty ja
1., tasakaalutingimustest

10.22  Plaadi ldbipainde ja pingete vahelised seosed

Vastavalt teisele hiipoteesile vorduvad plaadi iiksikute
kihtide vahel tekkivad normaalpinged nulliga:
6, =0
Seega keskpinnaga paralleelsed kihid on tasandpingu-
ses ja Hooke't seadust (I1I) vdime nende kohta kasu-
tada avaldises (8.13) toodud kujul

& = g (02 — poy)
1
&y = 5 (Oy ~ 10:)

1
Yy == -G*Tw

Lahendades need vdrrandid pingete suhtes, saame jarg-
mised avaldised:

E
O == 75 o (8x + ney)
E
°y='i:’;g‘(8u+uex) (10.4)

. Gy = ____E
Tay == UYey = 51+ p) Yy

Asendades vdrrandeisse (10.4) suhteliste deformat-
sioonide asemele avaldised (10.3) leiame, et pinged vil-
jenduvad plaadi ldbipainde kaudu jargmiselt:

Ez 02w S2w
=TT (G + ”’7972‘)
Ez Otw Fw
o =— Tz (’—“ayz +“‘"’—ax2) (10.5)
. Ez 1 ) 2w
R i gy (—w 0x3y
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Seega muutuvad niihdsti normaalpinged o: ja o, kui
ka tangentsiaalpinged t,, plaadi keskpinna normaali sihis
lineaarselt. Plaadi keskpinnas vdrduvad nad nulliga ja
on maksimaalse vidrtusega plaadi vilispindadel.

Pingekomponentide avaldiste (10.5) tuletamisel kasu-
tasime &ra plaatide paindeteooria pdhihiipoteesid ja
lineaarse elastsustecoria pdhivorrandite II ja III (lk. 293)
grupi. Puuduvad veel avaldised pingekomponentide o,
Ty: j& Tz jaoks ja seos plaadi elastse pinna w ning koor-
muse ¢ vahel.

Niihdsti puuduvate paindepingete avaldised kui ka
elastse pinna ja koormuse vahelise seose vGib saada tasa-
kaaluvdrrandite (lineaarse elastsusteooria p&hivérrandite
I grupi) integreerimisel jargmistel éretingirmnustel:
kui x==h/2, SHS 07 == Typ == Ty = 0
kui 2= —h/2, slis Ty =%Tum=0 ja 0;==-—q

Kiesolevas raamatus ldheme aga veidi teist teed. Sel-
leks, et saada tdielikku analoogiat plaatide ja talade
paindetecoria vahel, votame pingete asemel kasutusele
sisejoud — painde- ning vdindemomendid ja pdikidud —
ja elementaarse risttahuka tasakaalu asemel vaatleme
siddrase elemendi tasakaalu, mille kdrgus vordub plaadi
paksusega h. Sddrane kisitlusviis on kujunenud tradit-
siooniliseks ning seetBttu tuuakse ka plaatide arvutami-
seks kasutatavates tabelites mitte pingete, vaid painde-
momentide ja pdikjdudude avaldised.

10.23  Painde- ja viindemomendid

Frinevalt taladest maistetakse plaatide juures painde-
v6i vidndemomendi all mitte sisejoudu kogu plaadi laiuse
kohta, vaid ainult plaadi laiuse {fihiku kohta, s. 1. see,
mida nimetame momendiks, on Sigupoolest momendi
intensiivsus.

Nagu enamikus kirjanduses, mis kasitleb plaatide
paindeteooriat, tdhistab siin M, momenti, mille annavad
pinged ox, ja M, momenti, mille annavad pinged oy
Paindemomendi M. jaoks saame jargmise avaldise (joon.
10. 6)

hi2

dy.Mx=dy£zaxdz
—hi2
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v 7 |
d (S | X
z v ) M, dx
1
‘ ' % s\'
< I \
Ny
s
£
JOON 10 6 Ox
kust
h2
M= [ 2000z (10.6)
~hi2
Paigutades o, asemele esimese avaldistest (10 5), saame:
hi2
Ez2 02w Fw
M= 1—“{(2'( axE TR )dz

—~hj2
kust parast integreerimist, pidades silmas, et ldbipaine w
ei sGitu koordinaadist z,
. En? 02w ot )
Me=—T50 =15 ( o TH o
Analoogiliselt vbime leida paindemomendi M,.
Tangentsiaalpinged T.y = 1y, annavad viandemomendi

My (joon. 10.7):
h/2

(10.7)

Eh3 dw
Mw_.__h//;zr,ydz::-— e (=W egy (108
Vattes kasutusele tdhistuse
Eh3
i
vbime avaldised painde- ja vddndemomentide jaoks vilja
kirjutada 16plikult jargmisel kujul:

(10.9)
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dx

o { Mxy dy
% M,y dx
T H
rd
7 % Ty

T

[71 JOON. 10 7
Jrw S
Mo~ -0 (S + 55
2 2
My == ——D(qu—ﬂi +u _sz_)
dy? ox
Sw (10. 10)
May= D (1L~ ) 55 -

Suurust D nimetatakse silindriliseks painde-
jdikuseks jata vérdub plaadi redutseerilud elastsus-
mooduli E/(1 — p?) ja thiklaiuse ristiSike inertsmomendi
h3/12 korrutisega.

Positiivsete paindemomentide puhul on  témmatud
plaadi alumised kiud. Positiivsete viindemomentide suu-
nad on néidatud joonisel 10.7.

Maksimaalsed pinged tekivad plaadi viliskihtides, kus
z==--h/2. Nii niiteks

maxo. — — ER__ (_gg@” _aZw)
Ty N

kust, kfrvutades paindemomendi avaldisega (10.7),
leiame:

6M,
max oy == h; (10.11)
Analoogiliselt
6M 6M
max oy = »—ﬁé"_ ;o Max Tey = hz"" (10.12)
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Teisiti vOib Oelda, et maksimaalsed pinged saame, kui
vastava momendi jagame vastupanumomendiga W, mis
leitakse valemiga

h2
Wem — .
5 (10. 13)
s. t. opereerime sddrase ristidike vastupanumomendiga,
mille kOrgus on A ja laius 1.

Pirast maksimaalsete pingete leidmist tuleb mé&irata

arvutuslik pinge vastavalt kasutatavale tugevusteooriale.

10.2¢  Tasakaalutingimused. P&ikjoud

Eraldame plaadi elemend: kiilgedega dx ja dy ning
kbrgusega h (joon. 10. 8) ning kirjutame selle kohta vilja
tasakaalutingimused. Vaadeldavale elemendile m&juvad:

a) koormus intensiivsusega g,

b) paindemomendid M, ja My ning vidndemoment M,,,

¢) poikjoud

nz hj2
Q. == fr_\z dz, Qy= fw, dz (10. 14)
—h/2 ~ftf2

Tasakaaluvorrandite koostamisel peab arvestama, et
sisejoud on koordinaatide funktsioomd ja erinevad plaadi
elemendi vastaskilgedel teineteisest 16pmata viikese suu-

AP 4
AN R % ao,d
O & TN G ™
' dx
o, My
My+ 55 dy Mgt 57 dy
34,
Qy"'a—y-d‘/
JOON 10 8

2 Ehitusmehaaniha 11 401



ruse voOrra, samuti nagu elastsusteooria tasakaaluvdr-
randite tuletamisel. Muidugi muutub plaadi elemendi
ulatusel ka viliskoormuse intensirvsus, kuid selle muuy-
tuse arvessevotmine ei osutu vajalikuks,

Vorrutades nulliga momentide summa y-telje suhtes
saame, hiiljates korgemat jarku viikesed suurused,

M. dy + (M\ + M g )dy — My dx—+
ox
(M + 22 dy ) ar— Quay dx =0
Y (10. 15, 2)
Momentide summa x-telje suhtes annab:

My dx 4 (My+~ga~}-yw—’-’-dy )dx—Mx,,dy+
(M + 22 6 ) ay— Qu ax dy =0
(10. 15, b)
ja tingimus, et joudude projekisioonide summa z-teljele
vordub nulliga,

—@ax+( Q22 ay) ax— Quay+
+<Q;—.+—%Q—;f—dx>dy+qudy==0

(10. 15, ¢)
Ulejadnud kolm tasakaalutingimust on rahuldatud
samaselt: 0==0.
Pérast ithesuguste likmete koondamist ja jagamist
suurusega dx dy saame vorrandeist (10. 18) jirgmise dife-
rentsiaalvorrandite siisteemi:

Me | oMy
ox + oy Q=0
oM M, .
7;— + 6xy — Q=0
00a aQ, (10. 16)

ox + oy =0

Ei ole raske mirgata vorrandite (10.16) analoogiat
talade paindeteooriast tuntud teoreemidega: pdikjGud on
paindemomendi tuletis ja koormuse intensiivsus on pdik-
jou tuletis.
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V&rrandeist (10.16) vdib elimineerida pd&ikjou. Selleks
diferentseerime esimest vdrrandit x jargi, teist vorrandit y
jargi ja liidame kolmanda vorrandiga. Saame:

é?M,C

+2My + ayzv +g=0  (10.17)

Asetame saadud vorrandisse Mz, My ja M.y avaldised
vorrandeist (10.10). Saame-

62 aZw a2 aZw
_D[ dxz( dx? T a 2 )+2(I rrrre 0x0y 0xoy
(10. 18)
92 [ ow 0w
+0y2(6y2 T ox? )]+q=0

kust leiame pérast taandamist plaadi keskpinna diferent-
siaalvdrrandi 18plikul kujul:

6 04w dw q

T T gaaE T = (1019

Saadud vorranch voib lihidalt kirjutada jargmiselt:

2y == L.
ViV = ro
(biharmooniline vdrrand).

Seega iilesanne plaadi paindest viib diferentsiaalvdr-
randi (10.19) lahendi otsimisele. Kui meil on juba w
jaoks olemas sddrane avaldis, mis rahuldab vorrandit
(10. 19) ja 4&dretingimusi, vdime vd&rrandeist (10.10)
leida painde- ja vddndemomendid. Jagades need vastu-
panumomendiga saame maksimaalsed pinged mingis
plaadi punktis, mis on méératud koordinaatidega x ja y.

Poikjoud Qx ja Qy leiame tasakaaluvGrrandeist (10.16):

oM, My d [ ow Pw
Q= —Fr+5 = D[W(W*” E )+
2w
+ (1w 5~ dy axay]
millest pirast taandamist
GPw Fw a
Qx___..D( - +W>——~D—E;€-V2w (10.20, 2)
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Analoogiliselt
Fw 0w

%
RO — [N [Ty § SR  §-F7]
Q=-D( = +0x26y) D559 (10.20,b)
Poikjéududele Qx ja Q, vastavate tangentsiaalpingete
Tz ja Ty jaotus on samuti nagu talade paindel para-
boolne:

_3Qx( 2y BD( gz_)a )
gy (1) == (1 ) g e
(10.21)
ST LS A
w=g oy \V i) T T\ L) 5 Ve

Need pinged on maksimaalsed plaadi keskpinnas, kus
z=0.
Lopuks, pingete o, avaldiseks kujuneb:
1 3z, ,2

. — e e s 2,
G=—D(5— 35 +2 5] Ve (10.22)

Soovitame lugejale kontrollida, et pingete avaldised
(10.5), (10.21) ja (10.22) rahuldavad elastsusteooria
tasakaaluvorrandeid (I) (lk. 293).

Deformatsiooni pidevuse tingimusi (7.57) nad aga ei
rahulda. Seetdttu ongi siin kasitletud jdikade plaatide
paindeteooria ainult ligikaudne ja rakendatav vaid tea-
tavais piirides.

10.25  Adretingimused

Vaatleme algul &dretingimusi ristkiilikulise plaadi
jaoks. Oletame, et koordinaatteljed x ja y on paralleelsed
plaadi servadega. Kirjutame vilja di3retingimused mitme-
suguste toetusviiside juures serva x == a jaoks; tulemuste
laiendamine teistele servadele ei valmista raskusi.

1, Jiigalt kinnitatud serv. Serva ldbipaindumine vérdub
nulliga, samuti vordub nulliga tema pédre. Need tingi-
mused formuleerime jérgmiselt:

ow

(@) xma=0; <737)x={,=° (10.23)
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2. Vabalt toetatud serv. Kui plaadi serv vabalt toetub
jdigale kontuurile, siis tema ldbivajumine vérdub nulliga.
Nulliga vérduvad ka pinged o,, seega peab painde-
moment M, serval vérduma nulliga. Kirjutades painde-
momendi M, asemele tema avaldise (10.10) ja taanda-
des konstantse kordajaga D, saame vabalt toetatud serva
jaoks jargmised ddretingimused:

82w iz
@)ma=0 (T +u-ga) _ =0 (029

Kuna plaadi serv on sirge, siis tuletis 02w/dy? vdrdub
nulliga, ja ddretingimused vBime {imber kirjutada lihtsus-
tatud kujul:

() ma = 0; (gi—‘f )x—f 0 (10. 25)

3. Joududevaba serv. Loomulik on oletada, et sdirasel
serval vorduvad nulliga paindemoment M,, viindemo-
ment My, ja pdikjdud Q.. Teisest kiiljest aga on kolm
ddretingimust liiga palju — muudel juhtudel piisas
kahest.

Tekkinud vastuolust on v&imalik iile saada Saint-Ve-
nant'i printsiibi alusel, asendades vdidndemomenti moo-
dustavad tangentsiaalpingete paarid ., tangentsiaalpin-
gete paaridega T, mis annavad sama vidndemomendi;
teisest kiiljest aga v3ib tdiendavatele tangentsiaalpinge-
tele 1., vastavat sisejudu vaadelda nagu tédiendavat
pdikjoudu,

Jagame plaadi serva x ==a osadeks, mille pikkus on dy.
Olgu vdindemomendi intensiivsus selle serva mingis
punktis My,; tithele sidrasele osakesele mojub siis vidnde-
moment My, dy (joon. 10.9,a). Naaberosakesele méjub

viindemoment ( My + —-5% dy) dy.

Oletame niifid, et need vidndernomendid on horison-
taaisete tangentsiaalpingete paaride 1, asemel pdhjus-
tatud vertikaalsetest jSududepaaridest olaga dy. Vasta-
xy

9y

vad joud on seega My, resp. My, -+ dy. Jooniselt
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0\4 *Mdy/dy My, ¢ M+ ayxydy My
39 ! 5) |
N anl
///t. {4 // A ) xy
N
d e,»s)/ -
v // !/ ,y/ y LB‘S
¢ a a / My,
ng* R dy

JOON 109

10.9, b selgub, et neid joude vdib vaadelda nagu tiien-
davat pdikjoudu, mille mtensiivsus

OMzy
Q l o 5y ) dy_ 0Mxv
YT dy

Plaadi serval tekkiv toereakisioon (Bigemini, selle
intensiivsus) vordub pohilise ja tdiendava pdikjdu sum-

maga:
== Qx -+ Qx’

Mirkide reegel toereaktsioonide jaocks on siin sama,
mis pdikjdudude ja vertikaalsete tangentsiaalpingete
jaoks (positiivsed reaktsioonid m&juvad positiivsetel pin-
dadel z-telje suunas).

Edasi vdime opereerida juba kahe #ddretingimusega:

(Mx)xza == 0; (Rx) xmma == 0 (10 26)
Toereaktsioon oM
o [y xY
-— QZ\. + Q.’L — Qx+ dy
Kasutades avaldisi (10.10) ja (10.20), saame siit foe-
reakisiooni avaldada paigutise w kaudu:

a3
.=—p[ 2L 42— am,yz] (10.27,2)
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JOON 10.10

Analoogiliselt

GPw FPw
Ry=—D[ S+ @~ gmg- | (10.27.1)

Niiiid voime, kasutades ka paindemomentide avaldisi
(10. 10) M, jaoks, ddretingimused (10 26) 16plikult vilja
kirjutada jargmiselt:

0w 0w
(G 85 )eme=0 (10.28)

osw fw
[ o T 2w 0x0y2 ]“=a =0

Véaindemomendi tmbermoodustamisel, nagu seda ees-
pool tegime, saab mitte iiksnes pdikjdu Q.’, vaid ka koon-
datud joud P. plaadi nurkades (joon. 10.10).

Nende joudude suurus

My dy

Py= )

= My,

Véaidndemomendid, mis mdjuvad naaberkiilgedel, mille
normaaliks on y-telg, pShjustavad samuti plaadi nurkades
koondatud jéud Py == M., Seega kokku m&juvad plaadi
nurkades koondatud joud (reaktsioonid)

Otw
PR=2MW=~—2D(l—p)m~ (10. 29)

Nende joudude positiivsed suunad on niidatud joonisel
10. 10. Nad tekivad mitte iiksnes joududevaba serva ole-
masolu korral, vaid ka vabalt toetatud plaadi nurkades
ja on reeglina suunatud allapoole, s. t. plaadi nurkadel
on tendents diles tOusta.

407



4. Plaadi serv on iihendatud elasise talaga selle
neutraaljoonel (joon. 10. 11, a). Sel juhul on talale maju-
vateks koormusteks plaadi toereaktsioonid, mis méju.
vad poikkoormusena, ja paindemomendid plaadi serval
mis mojuvad jaotatud pdbrdemomendina. Siinjuures’
tuleb pobrata tdhelepanu mérkidele.

Olgu tala paindejaikus B ja vddndejdikus C. Tingimu-
sest, et plaadi toereaktsioonid vérduvad tala pdikkoormu-
sega, saame mirke arvestades:

o[ G2 o T = 2.

(10. 303
Leiame teise ddretingimuse.
Tahistame talas mOjuva vddndemomendi M, (joon.
10. 11, d).

JOON 10 11

Vérrutades nulliga momentide summa y-telje suhtes,
saame:
dMy

dy

dy == —M, dy
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Kuna aga véindenurga muutus

My dy
dq;_——._.c
siis P 4
oot A oo o). AP
dy‘l’z.. d‘y‘ = —M, (10.31y

Asendades avaldisse (10.31) ¢ asemele dw/dx ja M,
asemele tema avaldise (10.10), saamegi teise ddretingi-
muse

O(g5e) ma =P (G + 1) e (1030

Vastasserval, s. o. serval, mille vilisnormaali suund on
vastupidine x-telje suunaga, muutuvad kolmandate tule-
tiste margid tingimustes (10.30) ja (10.32) vastupidis-
teks.

Lahendus muutub tunduvalt keerulisemaks, kui plaat
on ithendatud talaga mitte selle neutraaljoonel, vaid néi-
teks tala iilemises v3i alumises pinnas, nagu see inseneri-
praktikas tavaliselt ongi. Sel juhul hakkab osa plaadist
t651e tala vodna ja pinged tekivad ka plaadi keskpinnas.

Vaatleme veel adretingimuste koostamist kdverjoone-
lise v&i koordinaattelgede suhtes kaldu asetseva kontuuri
korral.

Olgu mingis kontuuri punktis A normaali siht v ja
puutuja siht s (joon. 10.12, a).

JOON. 10.12
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Painde- ja vadndemomendid punktis A voib avaldada
jargmiselt:

Rz hi%
My = f zovdz, M= f Ztvs dz (10. 33y
—hj2 —hi2

Arvestades pingekomponentide vahelisi seoseid (7.10)
ja (7.11), voime avaldised (10.33) umber kirjutada ana-
loogiliselt.

M, == M, cos? a + Mysin®a -+ 2Myy sinacos a
(10. 34
Mys == Myy(cos?a — sinta) + (My— My)sin e cosa )

P5ikjdu Qv lelame joonisel 10.12, 6 kujutatud elemendi
tasakaalu tingimustest. Saame:

deS = Q.xdy—+-dex
kust

Q= Q“—‘;g—-a- Qy%z‘Q@cosa'% Qusina  (10.35)

Kui on leitud avaldised painde- ja vdindemomentide,
samuti ka poikjoudude jaoks kdverjoonelisel kontuuril, ei
valmista raskusi koostada analoogiliselt eelnevaga aval-
dised, mida peab rahuldama funktsicon w plaadi kontuu-
ril(.i Niiteks jaigalt kinnitatud serva jaoks v&ime kirju-
fada:

w=0, Jw/dv=0 (10. 36)

Kuna tingimusest @ ==0 jadreldub, et 0w/0s==0, vbib
teise ddretingimuse asendada ndudega, et tuletis mingis
suvalises sihis, mis ei lange kokku kontuuri puutujaga,
vorduks nulliga, niiteks dw/dx ==0 vdi dw/dy = 0.

Vabalt foetatud serva puhul

w==0; My==0 (10.37)

Viimane tingimus, avaldatuna ladbipainde w kaudy,
votab vastavalt avaldistele (10.34) ja (10.10) jargmise
kuju:

Jtw

124
Z;: (cos?a + psin?a) + R (sin?a + pcosta) +

2,
+2(1—-p.)—a%5"’y—=o (10.38)
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10.3 UHTLASELT JAOTATUD KOORMUSEGA PLAATIDE
PAINE LIHTSAMATEL JUHTUDEL

10.31 Silindriline paine

Kui plaadi kontuuriks on pikk ristkithk ja koormus‘ ef
muutu pikkade kilgede silus, sus plaad: elastne pind
plaadi keskosas (s. i. lithukestest kiilgedest eemal) kuju-
tab endast silindrilist pinda, mille moodustaja on paral-
leelne pikkade killgedega. Seda nimetatakse silindri-
liseks paindeks. Silindrilise painde korral saab
plaadi pinda avaldada ainult ihe muutuja funktsioonina.

Olgu plaat (joon. 10.13) y-telje suhtes vilja venitatud
ja koormatud nditeks iihtlaselt jaotatud koormusega. Sel
juhul v6ib plaadi elastset pinda vaadelda ainult muu-
tuja x funktsioonina, vélja arvatud viirutatud osad lihi-
keste kiilgede ligidal. Plaadi elastse pinna vorrand
(10. 19) saab kuju

DwlV(x) = ¢ (10. 39)

mis on Ssarnane tugevusdpetuse kursusest tuttava tala
elastse joone vérrandiga

Elw'V(x) =g

Kuna plaadi koormuse intensiivsus ¢ on antud pinna-
dhiku kohta, peame vordluseks votma dhiklaiusega
tala. Plaadi paindejdikus De=

== EA3/12 (1 — p?); thiklaiusega | 5t
tala paindejaikus EI = Eh3/12. //’
Seega plaadi paindejdikus on
suurem ja libipaine viiksem kui
vastaval talal.

Paindemomendid plaadis on
vastavalt avaldistele (9.10):

My == —Dw” f
My == —pDw” == uM,  (10.40)

Seega paindemomendid M, lei-
takse tapselt samuti nagu vasta-
vas riba-talas (paindejdikus taan-
dub vilja), niiteks vabalt toeta- | 2]
tud servadega plaadi korral on
maksimaalse paindemomendi vdar- Y
tuseks g/%/8 jne. Erinevall talast JOON 10 13

e

1
y-Telje suunas ihtlaself javtatud koormus
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Tala Plsat JOON. 10 14

tekivad aga plaadis veel paindemomgndi_q My, Talades
neid paindemomente ei teki, kuna tala ristidige saab vabalt
deformeeruda -— iilermised surutud kiud laienevad, alumi-
sed kiud aga ahenevad. Plaadis aga takistavad siirast
deformatsiconi naaberribad (joon. 10. 14). Selle 5ty teki-
vadki paindemomendid M, ja neile vastavad pinged
Oy = M, - 2/] = 12Myz/h®. Neid pingeid tuleb arvestada
niiteks raudbetoonplaatide sarrustamisel — plaat tuleb
sarrustada ka pikisuunas

10.32  FElliptiline jiigalt kinnitatud iihtlaseit koormatud
plaat

See on iiks viheseid juhuseid, kus ihilaselt koormatud
plaadi jaoks on v@imalik leida tdpne lahend, seeparast
vaatleme seda ndifena.

2 JOON 10.15
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Paigutades teljed nii, nagu joonisel 10.15 néiidatud,
on plaadi kontuuri vorrandiks

x2 2
SHL=1 (a)
Votame plaadi elastse pinna avaldiseks
2 2\
w=w(1-5-4%) )

kus wo on plaadi ldbipaine koordinaatide alguses. Kui
vorrand (b) on tdesti selle plaadi elastse pinna vGrran-
diks, peab ta rahuldama plaadi diferentsiaalvdrrandit
(10 19):

Ok | Ow dw g
o T2 T o T D
ja ddretingimusi kontuuril (10.36)
Jw
w == 0 e 0
Esimene adretingimustest on ilmselt rahuldatud. On
samuti kerge nédidata, et serval esimesed tuletised nii x
kui ka y suhtes vérduvad nulliga, seega esimene tuletis
suvalises sthis v6rdub nulliga. Niiteks tuletis x jérgi on
ow
W:——Qwo(l————-—-——-—
mis serval muutub nulliks, kuna seal x%a2-+ y2/b2==1.
Asetame ldbipainde avaldise (b) biharmoonilisse vor-
randisse (10.19). Saame:

= )

24 16 24 q
w( o+t ) = @
Seega ldbipaine plaadi keskel on

W ==

g (®)
24 16 24
wa+wm+ﬁﬁ

ja plaadi elastse pinna vorrand (b) saab jirgmise kuju:
x2 y2\2
q (1-%—%)
DY 24 16 24
(S + a5+ 5)

W=

M
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Kuna saadud avaldis rahuldab biharmoonilist vérran-
dit ja ddretingimusi, on ta tdpseks lahendiks.

Edasi v@ime leida juba kdik meid huvitavad suurused
(paindemomendid, poikjoud, pinged). Naiteks painde-
momendi M, saame avaldisest (10.10):

Me=—D( 28 1, %)

g TRTEE =
. qaz xZ yz
S T [(‘“3a?"zz‘)+
6+475+657

a2 2 2
+ug (1355 ) |
ja paindemoment M, on analoogiliselt:
2

- gb $2 xe
M= —f [ (1= 95— 5 )+
6+4—5+6-

o135 )]

@ B
Plaadi keskel, kus x ==y =0,
a? b2
g ( 1+ 3z ) g 1+ ngr)
% Ty o My = B2 e (8
6455 +640 6+45+6—

Maksimaalse kinnitusmomendi saame lihikeste pool-
telgede otstel, s.t. kni a>b, siis punktides x==0,
y=xb:
2qb?

b2 bk
6-+4—+6_¢
Erijuhul, kui = b==r, s. t. kul on tegemist ringikuju-

lise plaadiga, saame maksimaalse avamomendi véartu-
seks

max My == —

(b

2
max Mo =L (14 ) (i)
ja maksimaalse kinnitusmomendi véizéirtuseks
max My = — —%— (k)

Jagades saadud paindemomendid vastupanumomendiga
W == h?/b, saame pinged d4rmistes kihtides.
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10.4 RISTKULIKULISTE PLAATIDE ELASTSE PINNA
VORRANDI LEIDMINE

10.41 Lahendus kahekordsetes trigonomeetrilistes rida-
des (Navier’ meetod)

Plaadi painde diferentsiaalvérrandi (10.19) lahenda-
miseks tuleb {ildjubul kasutada mingit ligikaudset mee-
todit. Sddraseid on olemas palju. Neist ajalooliselt vani-
maks on lahendus kahekordsete trigonomeetriliste ridade
abil; ka on ta p&himdttelt vordlemisi lihine ja iilevaatlik.

Olgu plaat koigil servadel vabalt toetatud ja koorma-
tud suvalise koormusega ¢{x,y) (joon. 10.16). Vabalt
toetatud plaadi elastse pinna vérrandit vdib otsida jérg-
mise kahekordse trigonomeetrilise rea kujul:

@(xy) =3 3 Cpnsin

M=l ne=1

max . ARy
sin
a b

(10. 41)

Rea (10.4l) iga liige rahuldab ilmselt homogeenseid
ddretingimusi (10.25); seega rahuldab neid ka rida ter-
vikuna
't?rendame algul plaadi koormuse x ja y jirgi Fourier'
ritta:

9(5,5) = 3 3 Bunsin "% sin 2 (10.49)
Mme=x{ n==1 a
kus tegurid Bmn leitakse valemist
a b
_ 4 .. mux . nmy
an——»gl;—ofa/. g{x, y) sin —~sin—— dx dy
(10.43)
glxy)

il i‘!mnml!f’

/llllmu,

JOON. 10.16
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Paigutades avaldised (10.41) ja (10.42) plaadi painde
diferentsiaalvdrrandisse (10.19), saame:

2 Zem[ ()2 () (5) - ()]

m==l n=4
Lomax oy S G MK Ay
sin—=—sin — —-ngé’i mn $in—— sin —
(10. 44)

Kuna vorrand (10.44) peab olema rahuldatud suvalise
m ja n korral, siis

— an
Crn = DT Grjaye + /by (1049
ja plaad: elastse pinna vorrandiks on
I & & Bun max . nay
© =5 2 T+ BT e s
(10. 46)

Avaldise (10.46) rakendamise néitena vaatleme juhtuy,
kus plaat on koormatud f{ihtlaselt jaotatud koormusega,
mille intensiivsus on ¢. Valemist (10.43)

a b
Y i M Y
an_—d—g.{_/o‘ sin—-—sin dx dy (a)

b
Kuna
a
. max __f2a/m=, kui m=1.3,5,...
-{““"&’d""{ 0 ki m=24086, .  ®
stis 2a 2b 6
L
B"‘”_H—mn nx | rEmn ()

kus m ja n on paaritud arvud.
Asendades (c) avaldisse (10.46), saame:

16q & &, 1
W == .
e T (Y LN TR e
. mmx ., nay
-sin ———sin— (d)
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Tihistades plaadi kiilgede suhte b/a= f, vBime vale-
mile (d) anda arvutuseks kdepdrasema kuju

69t & ® I
® =T %D meet, 3,5, n=x,32,5,, mn{m? - (n/B)2]2
max . gy
L (e)

Plaadi elastse pinna vorrandist véime edasi leida juba
kdik muud vajalikud suurused — painde- ja viindemo-
mendid, pbikjoud, toereakisioonid jne. Néiteks painde-
momentide avaldised kujunevad vastavalt avaldistele
(10. 10) jargmisteks:

Bl LA 3 _mtu/pe

My = PRSI M . Vo L A
mt L Ges amise,  nlmi-b (n/)P
sin 22 i Y
a b
16922 & 2 wm? 4 (n/p)?
My = i — LA .
R S T L 00
-sin "0 sin L. ®
Viaindemomendid
16(1 — p)ga? 3
Moz e —2 T HITE
i n‘ﬁ m=l,8,§,
s L cos 2. cos 1Y (g)
T /B T e 5 &

n=135, ..

poikjoud avaldistest (10.20)

- 16qa 3 I S
Q= = m=f§; n=‘£ n[mE T (n/p)7]E
mupXx nay (h)

- €08 sin
b
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16(]6! bad ked ~ ____...L_. o
Qy B n35 77l=§§. n=:,d§ m I.'nz + (n/B)z]‘l
. max nay
« 8if e CO§ g
a b

ja toereaktsioonid R. kiiljel x=0 vastavalt avaldisele
(10.27, a)

_ 16ga & mE (2--u)(n/B)?
Remo=gm 2 2 TalmE (/pek
«sin ny

b i

Nagu avaldistest (e} — (i) naha, koondub labipainde
méddramiseks kasutatav rida viga hidsti; momentide jaoks
on koonduvus juba aeglasem, veel halvemaks muutub ta
pbikjoudude ja toereaktsioonide jaoks.

Ndide 10.1. Olgu plaadi kulgede suhe P==1 ja Poisson: tegur
w=03. Leiame libipainde, paindemomendid jne. mdningates iseloo-

mustavates punktides, piirdudes ridade {(e) — (i} nelja esimese liik-
mega.
Labipaine plaadi keskel punktis (x =a/2, y=8/2)
) 16gat ¢ i t { i
Y=\ TTTE TS e e 3-3-182)

kust, arvestades et D = ER3/12(1 —0,3%),
w = 0,0443g2Y/ER?
Paindemomendid plaadi keskel {(mis on uhtlasi maksimaalseteks

paindemomentideks)
16ga? 12403-12 12403.32
My == My = - -
¢ 1-1-22 1e3.107
32.03.12 3240332
— e e e | = 0,0470g a2
3.1 10° 3.3.18 ) 0047044

Kuna paindemomendi mark on positiivne, on tdmmatud plaadi
alumised kiud.
Viindemoment plaadi nurgas (x=10, y=0)

Moy = 16(1 —0,3)qa? i 1 H i
e P T R T T
Plaadi nurgas tekkiv koondaiud toereakisioon Pz=2H=

= ~0,063ga®, Vastavalt joonisele 10.10 on ta suunatud allapoole,

s. t. plaadi nurk pliuab ules tdusta

2 e )=—o.0315qa2
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Paikjdud kije x==0 keskel

16ga 1 I 1 1
G=" (7_ 50T T T30 )’0’28""

ja toereakisioon samas punktis
Rew 16ga ( 1241712 124-1,7.32
o =

¢ 1.92 T +
FHL7-12 Pe17.3
1-108 318 ) = 03672

Vastavalt markide reeglile méjub positiivne poikioud, aga samuti
ka toereakisioon plaadi serval, mille vélisnormaali suund langeb
kokku x-telje negatiivse suunaga, z-elje negatiivses suunas, s. o.
gles (joon. 10.8).

Samasugused arvutused voib 14bi viia ka teiste B vaar-
tuste jaoks. Tulemused erinevad ainult numbriliste kor-
dajate poolest. Seega v&ib plaatide arvutamiseks
kasutatavatele valemitele anda sdarase kuju (on oletatud,
et a<b):

labipaine plaadi keskel

4
w = by ()
paindemomendid plaadi keskel
My = koga?; My = ksga? (b)
poikjdud ja toereakisioonid lithema kiilje keskel
Qy = ksqga; Ry = kiga (c)
pdikjoud ja toereaktsioonid pikema kiilje keskel
== Riga; Ry == kega (d)
koondatud reaktsioonid plaadi nurkades
Pg = kaqab (e

Tegurite ky...Rs vadrtused séltuvalt plaadi kiilgede
suhtest b/a on toodud lisas tabelis II1. 1, kusjuures tabeli
koostamisel on kasutatud suurema liikmete arvuga rida-
sid. Vordlus tabeli andmetega néditab, et neljast litkmest
piisab ldbipainde ja paindemomentide madramiseks (1abi-
paine saadakse tdpselt, paindemomendid veaga alla 2%),
kuid mitte poikjdudude ega toereaktsioonide jaoks (viga
15...25%).

SééiraZe?i tabelid on koostatud (teiste meetoditega) ka
teiste standardsete koormusjuhtude (nditeks hildrostaa-
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tilise) ja kinnitustingimuste jaoks. Mdned neist on {so-
dud ‘kiesoleva raamatu lisas. Palju tabeleid erinevate
koormusjuhiude ja #dretingimuste jaoks sisaldavad teo-
sed {21, {7}, {10], {21}

Niide 10.2. Vabalt toetatud nstkiilikuline plaal, mille killgede
ikkused =750 cm ja b ==75 cm, on koormatud {htlaselt jaotatud
ﬁoormusega, mille intensiivsus go == 1.2 kG/cm® Plaadi materjal -
teras, E£==21.108 kG/em?, n==03. Plaadi paksus fi=1 cm. Mia.
rata plaadi maksimaalne l&bipaine ja arvutuslikud pinged IV tuge-
vusteooria jdrgi.

Plaadi killgede suhe bfa==15. Sellele vastavalt leiame tabelist

hy == 0,0843
ky == 0,0812
ks = 0,0500
Plaadi maksimaalne ldbipaine (plaadi keskel)
qat 12-500 .
max w = & = 0,0843 m =030 cm

Kuna max w/h =030 < 1/3, siis on plaadi arvuilamine jdikade
plaatide tcooria jdrgi Gigustatud.
Maksimaalsed paindemomendid (plaadi keskel)
M = kyga® = 0,0812- 1,2 - 50? == 244 kGem/em
My == kyga? = 0.0500- 1,2 - 50? = 150 kGem/em
Neile vastavad normaalpinged plaadi pindmistes kihtides, mis on
ithtlasi ka peapingeteks, kuna plaadi keskel simmeetria tittu M., =
=0 ja seega ka ey =0
Oy == BMfh? = 1464 kG/em?
oy = BMy/h* = 900 kGfem?

Arvutuslik pinge vastavalt IV tugevusteouriale
Garv = V 02+ 648 — 020y =

= v 900% + 14647 — 300 - 1464 == 1280 kGfcmn?

10.42  Lahendus iihekordsetes trigonomeetrilistes rida-
des (Maurice Lévy meetod)

Meetod on kasutatav, kui plaat on véhemalt kahel vas-
tasserval vabalt tfoetatud.

Olgu plaat servadel x==0 ja x=a vabalt toetatud
{joon. 10.17). Toetingimused servadel y==-4-b/2 ja y=
== —b[2 on suvalised.
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Plaadi elastset pinda aproksimeerime reaga
©(%,5) = 3 Yn(y)sin 2

a
me=l
Selle rea iga liige rahuldab ilmselt &d&retingimusi
(10.25) servadel x=10 ja x=vqa.
Samuti nagu Navier’ meetodi juures on ka siin vaja
plaadi koormus arendada eelnevalt Fourier’ ritta, kuid
ainult muutuja x jargi

(10.47)

7(%,y) = 3 Kn(y)sin ”;“x (10.48)
==t
kus "
2
Ko (4) = a«fq(x, y)sin ’"a”" {10.49)

0
Paigutades avaldised (10.47) ning (10.48) diferent-
siaalvorrandisse (10.19) ja grupeerides {ihesuguste kor-

max litkmed, saame funktisioonide Ym({y)

dajatega sin
médsramiseks vorrandid

amtYm — 2an2¥m” + Yol V == Kpn/D (10. 50)
kus
= (10.51)

Vorrandid (10.50) on lineaarsed konstantsete korda-
jatega mittehomogeensed harilikud -diferentsiaalvOrrandid.
Saarase vorrandi lahend koosneb vastava homogeense
vorrandi
amtYm — 20m?Yr” 4 YV =0 (10.52)

421



lahendist Y., ja erilahendist Yoy
Yon = Yoy -+ Yomie) (10. 53)

Vorrandiga (10.52) analoogilise homogeense vérrandi
lahendi leidmist on késitletud punktis 8.6, kus leiti, et
sddrase vorrandi lahendi vbib avaldada jargmisel kujul:

Ying@) == Crmt $h @y + Crmz ch amy +
-+ Congy $h amy -+ Crusly ch amy (10. 54)

Erilahend leitakse vastavalt konkreetsele koormusele.
Lopuks méadratakse tegurid Cm, nii et oleksid rahuldatud
airetingimused servadel y=-+b/2 ja y=—b[2.

Vaatleme nditena juhtu, kus servad y==-+4b/2 on j&i-
galt kinnitatud ja plaadile mdjub ihtlaselt jaotatud koor-
mus intensiivsusega ¢.

Valemist (10.49)

a
_2q . mux _ 44
Kmm——zz—»a/- Sdex—'H (a)
kus m=1, 3, 5,...
Kuna K,, on antud juhul konstantne suurus, mille tule-
tised vérduvad nulliga, siis vbrrandist (10. 50)
Qm‘ym(e) === Km/ D
kust
K, 4gat
Yongey = _D____a’:'n‘ =—h (m==135,..) (b)

Koormus ja  a#retingimused on x-telje suhtes
siimmeetrilised, seega ka plaadi elastne pind peab olema
siimmeetriline x-telje suhtes. Selleparast paaritute
funktsioonide kordajad Cms ja Cmu avaldises (10.54) voOr-
duvad nulliga ja elastse pinna vorrand kujuneb jargmi-
seks:

W= ff (szchamy-{—Cmayshamy-l-

m==1,3,5,...

4qa* ) . mnx

+ ) ¢ ()

Integreerimiskonstandid Cnme ja Cwms leiame Adretingi-
mustest serval y = -+-b/2 vbi y= —b/2, kus

dw
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Tahistame
b mmb
tn g = g =t (@)

Adretingimused (d) annavad jargmise vdrrandisiis-
teemi:

4qat
wmD 0

Croatm $h tim + Crna(sh tn + tm ch ) = 0 )

kust pérast méningaid imbermoodustamisi
Sh thm + Um Ch Um 4qat

U, SNt Ol i 7OMED
Unm SH U 2 4qat

Um + SH i, Ch U, b 10om3D

Crmz €ht tim Cms"g“ sh tim 4

Crmz = —

(®)

Cm3 ==

Piirdudes rea esimese litkmega m==1 ja jéittes &ra
indeksi m, saame
114

=5 (h)
ja
~4qa’~( _shu+uchu ny
YD u4shuchu ch o=+
ushu 2y ny). nx ,
t e b M) @

Niide 10.3. Viime lahenduse ISpuni ruudukujulise plaadi jaoks
Sel juhul b==g, uw=mn/2==1571, shu=3202, chu=2510
Parast arvutuste labiviimist saame

at T
@ = 00181 (x — 0,850 ch“—y-;-o,gm-”-shi‘-”—) sn X
D a a a a

Paindemomentide leidmine valemite (10.10) jdrgi ei valmista

raskusi.
Kut p==0,3, saame plaadi keskpunkii ldbipainde jaoks avaldise

_ 0,0131-42(1 — 037 ga* _ qat
= (1 — 0,850)==0,0215 T
Tabehst (II1.3) lerame

0021432
=002l 5

Seega viga, mis tekkis sellest, et ptirdusime ainult rea ghe lik-
mega, on arvutustapsuse piirides.
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Paindemomentide avaldised sisaldavad l3bipainde teisi
tuletisi %w/0x? ja 0%w/Oy?. Neist 6*w/0y* saaq.a.kse samuti
suure tipsusega; tuletise S2wdx? tapsus on véiksem.

10.43  Kollokatsioonimeetod

Meetod on pdhimétteliselt lihtne ja kiillaltki efektiivne,
kui koormuse intensiivsus muutub sujuvalt. Adretingimu-
sed voivad olla suvalised; edaspidi oletame, et nad on
homogeensed (vabalt toelatud serv, jdigalt kinnitatud
serv voi jéududevaba serv). ) )

Aproksimeerime plaadi elastset pinda avaldisega

w(x, y>= 2 2 Conn®Wain (x.4) (lO 55)

kus funktsioonid ww, on valitud nii, et nad rahuldavad

adretingimusi ja vdimaldavad plaadi pinda Killalt tép-

selt kirjeldada. Parameetrid Cnn on esialgu médramata.
Avaldisele (10 BB) vbib anda kuju:

w(x §) = 2 3 Candn(x) Y ty) (10. 56)

Sel juhul funktsioonid Xm(x) peavad rahuldama.éére-
tingimusi y-teljega paralleelsetel servadel, funkisioonid
Ya(y) — x-teljega paralieelsetel servadel.

Edasi leiame avaldise V*V2w jaoks:

d* X d2X, d2Y,
VEvhe = ?,: E Conn < a2 e Tdyt +
d+y.
A+ Xm dy[‘ ) (10.57)
Plaadi painde diferentsiaalvdrrandit (10.19)
ViV = g/D

kogu plaadi pinna ulatuses, s. o. suvalise x ja y puhul,
avaldisega (10.57) rahuldada ei Onnestu. Kill osutub
aga selle vorrandi rahuldamine vBimalikuks plaadi pinna
iiksikutes punktides, nn. kollokatsioonipunkti-
des. Siimmeetriat arvestamata vdrdub sdiraste punk-
tide arv parameetrite Cp, arvuga; nende parameetrite
médramiseks saadakse lineaarne algebraline vorrandi-
slisteemn.
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7
JOON 10.18 2 Em%‘

Fiiiisikaliselt vdib antud meetodit hirjeldada veel jérg-
miselt.

Igale efteantud funktsioonile wmn(x,y) vastab mingi
KOOFMUS Gmn (%, y). Parameetrite Cmn vastava valikuga
on vbimalik neid koormusi nii kombineerida, et kollokat-
sioonipunktides nende koguvéairtus vordub koormuse ndu-
tava vadrtusega.

Niitena vaatleme jdigalt kinnitatud plaati {htlaselt
jaotatud koormuse all (joon. 10.18). Simmeetria kasu-
tamiseks vdtame koordinaatide alguse plaadi keskele.
Plaadi servade pikkused on 2a ja 26.

Vétame etteantud funktsioonideks poliinoomid ja
aproksimeerime plaadi pinda avaldisega

w = Cus (1 — £)2(1 —n2)2 + Coo(l — B)P2(1 —w¥)2+

+ O (1 — #)2(1 — )2+ CaBl(1 = 2t =)

a

E==x/a; n=y/b (b
On kerge kontrollida, el avaldise (a) iga liige rahul-
dab &iretingimusi servadel E=-1 ja n==11.
Avaldisele (10.57) vastab
vevrw = Cu 28 (1 -+

2
o (o 1280) (=4 1207

kus
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+a—r 2 |4 cof 2o —pye

2
+ g (4 128) (2— 24n2 4 3009 +

g (1= 8)2(—48 4 360m?) | +
+ Cn [J. (—48 + 3608%) (1 —n?)2 +
+ W (2— 248° + 308") (—4 + [20%) +
+7,Ir 21 ~§”)'24]+
+ G [ (48 + 360 me (1 — )2 4
+ "E%E? (2 — 2482 + 3085 (2 — 242 4 30m4) +

o 81— )3 (—48 + 360m2) |
()
Vérrutades avaldise (c¢) kollokatsioonipunktides koor-
muse intensiivsusega g, saamegi vajaliku vorrandisiis-
teemi. Kollokatsioonipunktideks vBib votta punktid
koordinaatidega (& n)

. (0; 0); (0; 05); (8.5 0); (0.5 0.5) (d)

0,2; 0.2); (0.2 06); (06; 0.2); (0.6 0.6) (e)
Siimmeetria tottu on vorrand (10.20) rahuldatud ka
nende punktide peegelpunktides.
Nii niéiteks saame ruudukujulise plaadi jaoks, millel
b==a, valides kollokatsioonipunktideks (d), jérgmise
vorrandisiisteemi parameetrite C,, maiiramiseks:

80C1s — 128Cs5 + 8Co == gat/D
45,5Cys ++ 31,375C5 — 15,25C2 = gat/D
QQCu -+ 62, 5Cs -+ 20, 8437502 — qa%/D
Siin osutus vbimalikuks vdrrandite arvue {ihe vbrra

véhendada, s. t. koostada mitte neli, vaid kolm vdrrandit,
kuna ruutplaadil Cyp== Cy
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Selle vorrandisiisteerni lahend on:
Cyy == 0,02012¢ga%/D
Cyz == Cyy == 0,00506qa+/D
Cyg == 0,00476qa4/D
Lébipaine plaadi keskel (pn=03)
@ = Cy = 0,020129a%/D = 0,0138¢(2a)*/Eh?
Vastus langeb tapselt kokku tabelis (1Il.2) toodud
andmetega.
Paindemoment M. plaadi keskel
02w J2w
Me=—D( o +ugr)
y==0

= —0,0229(2a)?q

ja serva x == - a keskel

0w G2w
Me=—D(-Z5+u —dgy) = —00504(2a)%g
y==0
Paindemoment plaadi keskel erineb digest 1%, painde-
moment plaadi serval 2% vdrra.

10.44 Bubnov-Galjorkini meetod

Plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrandi (10 19)
DV — g =0

lahendit otsitakse selle meetodi jargi, samuti nagu kol-
lokatsioonimeetodil, kujul (10.55)

w{x, y)= Zm; En Cmn“”mn(", )

kus funkisioonid @m, on valitud nii, et nad rahuldavad
sdretingimusi. Erinevus on parameetrite Cpa maéramises.
Kui kollokatsioonimeetodi kasutamisel Cmn méadratakse
tingimustest, et plaadi elastse pinna diferentsiaalvérrand
oleks rahuldatud plaadi iiksikutes punktides, siis Bubnov-
Galjorkini meetodi juures ndutakse, et plaadi elastse
pinna diferentsiaalvbrrand oleks ortogonaalne etteantud
funktsioonidega wmn:

f (DVIV2@ — §) Wy == O (10.58)
P
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Vaimalike paigutiste lause alusel véib Bubnou-Galjor-
kini meetodile plaatide elastse pinna leidmisel anda
jargmise t6lgenduse.

Vahe

Dvevie —g
kujutab endast mingit tdiendavat koormust, mida ei
dnnestunud tasakaalustada meie poolt valitud ldbipainde-
funktsioonide siisteemniga. Vaadeldes ldbipaindefunktsioo-
nide siisteemi wmn vOimalike paigutistena, voib Bubnov-
Galjorkini meetodit vaadelda nbudena, et jadkkoormuse
56 voimalikel paigutistel vorduks nulliga.

Vordluseks kollokatsioonimeetodiga voib delda, et tegu-
rite mairamine kollokatsioonimeetodiga kannab juhusli-
kumat iseloomu. Seetdttu saame {ithesuguse etteantud
funktsioonide arvu juures Bubnov-Galjorkini meetodiga
«keskelt 13bi» tdpsemad tulemused. Lisaks sellele vdib
Bubnou-Galjorkini meetodit kasutada ka juhul, kui koor-
mus ei muutu sujuvalt (niditeks koondatud joud). Kollo-
katsioonimeetodi kasutamine pole aga sddrastel juhtudel
lubatav.

Vabalt toetatud plaadi korral ja trigonomeetriliste
funktsioonide kasutamisel langevad Bubnov-Galjorkini
meetodi jérgi tehtavad arvutused kokku Navier’ meelo-
dile vastavate arvutustega. Seega vbib Bubnov-Galjorkini
meetodit vaadelda Navier’ meetodi ildistusena.

Niide 10.4. Leida lahend servadel j#igalt kinnitatud plaadi
jaoks @htlaselt jaotatud koormusel (joon. 10.18). Plaadi kiilgede
suhe bla==12.

Otsime lahendit kujul

w = C (1 — £ — 322+ Cia(l — §)M2(1 — 0?2
t=xfa ja wn=uy/b (a)

Avaldise (a) iksikud lilkmed rahuidavad &dretingimusi. Funkt-
sioonide arv on vdetud suuremana muutuja x suhtes pGhjusel, et
plaadi pikema killje suunas on elastne pind raskemini kirjeldatav.

Bubnouv-Galjorkini meetodi vérrandid tegurite €y ja Gy miéd-
ramiseks kujunevad jirgmisteks:

i1
24
JHe[Za—m+ S crsmervam+

a*b?
—1 =1

kus

24 24
o =g ]+ Cn [7nf<1 4
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16 i .
Ty 1R AR 120 15

24
2 gsea sy | —an} o — g7 — g anmo

1+ 1
24 32
ff{ C\x[“‘;‘(l*’N?!g b (1 - 382) (—1 + 30+

utht
-1 =1
s g2 4 C _2__‘.}_ (] — 12)2 4
Py ( & ol At
16
+ e (=1 -+ 38) (1 — 12097 -+ 15 +

24
L2 g o | e | g

(1 —9)rdEdq=0

Parast imtegreerinust ja lhisustanust saame tegurite Cyy ja Ciz
maaranuseks \orandisusteen

c l+4 a? a* L C 1 1 at 7 gat
B e B P R S it
”( 752"114)‘ ”(11*7&4) 126 D

¢ i 1 at I 3 23 aﬂ+3a4
”("T 7—) "( 143 1238 b2 ' 7 b‘)

1t bt
1 qat
e ey e T 0
128 D
(c)
kust juhul, kw &= 1,2a,
1,8781Cy; -+ 0,1598C)2 — 0,05469ga4/D == 0
0,1598C 1 + 0,3617C;; - 0,0078192*/D = 0
(d}

Vorrandssusteemn  {d) lahendiks on
€1, == 0,0287qa*/D,  Cip = 0,0849a*/D
Vottes p =03, saame plaad: keskpunkh 1abipamnde jacks aval-
dise
12(1 — 0,3%) ga* 9(2a)*
Eh8 Eh®

Oigeks vaartuseks on (tabel 111 2} 0,0191¢(20)*/EH?
P omentide leid ks iseloomustavais punkhides leiame
algul vastavad tuletised

Fu —4Cy) qa?
= e = 0,148
( ax? )xno a? D

w == Cy = 0,0287 == 0,0196

y=0
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e _ (~~4Cy; 4+ 2C9) .—-0,0681351
04 | zeeo b2 D
y=0
9%
(5%) .,
LA S
ya=b
s ud
o BCu+8C) o0 B
0y% | <m0 b2 D
e
2 L3
( o ) TR P Lk
Oxt [ aca a?
PECD]

Edas1 leiame pamndemomendid
(Ma) smp = —{—0,1148 -~ 0,3 - 0.0681) ga? = 0,0338¢(2a)?
yei
(My) 5o = —(—0,0681 — 0,3 0,1148) ga? = 0,0256¢(2a)*
y=0
(M) woma == —=0,2206q02(D == —0,0574q (2a)®
sl

(My) xmo = —0,206192%/D = —0,0515¢ (22}
y=b

Tépsete vastuste juures on tegurid vastavalt 0,0299, 0,0228, 0,0639,
0,0654

10.45 Plaadi painde diferentsiaalvérrandi taandamine
haritikule diferentsiaalvérrandile (Kantorovits-
Viassovi meetod)

Juhul kui plaat on kahel vastaskiiljel vabalt toetatud,
onnestub plaadi painde diferentsiaalvérrandit asendada
iksikute harilikkude diferentsiaalvirranditega, mis kdik
on omaette lahendatavad (p. 10.42). Kui plaadil pole kaht
vabalt toetatud vastaskiilge, on plaadi painde diferent-
siaalvérrandit voimalik dldjuhul taandada harilikkude
diferentsiaalvorrandite siisteemile. Seda saab teha mitme-
suguste meetoditega. Vaatleme siin meetodit, mil on
moningane analoogia Bubnou-Galjorkini meetodiga. Eri-
nevuseks on asjaolu, et Bubnouv-Galjorkini meetodi vor-
randeid rakendatakse ainult ihe muutuja suhtes

Piirdume ainult esimese ldhendusega.
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Vaatleme jallegi eelmises punktis kisitletud jaigalt
kinnitatud plaati killgede suhtega b/a = 1,2 iihtlaselt jao-
tatud koormusel (joon. 10.18). Otsime lahendit kujul

@ =Y (y)(1—8)? (a)
mis rahuldab A#retingimusi kiilgedel x=-a. Plaadi
painde diferentsiaalvorrandi (10.19)

ViViw —g/D =0
{aandamiseks harilikule diferentsiaalvérrandile korru-
tame vorrandit (10.19) etteantud I&bipaindefunktsioo-
niga ja integreerime ile plaadi laiuse ning vorrutame
tulemuse nulliga:

1
[ (7w —q/D) (1 — g2 dz =0
2

(b)
Paigutades siia @ asemele avaldise (a), saame:
1
24 2 9, 4 i
H[ 2w +5 i+ oo+
q (c)
+ =@y —& fa—@ra =0
kust pérast integreerimist ja taandamist saame
_.1.6__ v ___'?12_ " 24 q __
5] YV {y) ot Y (y) +T‘_Y(y)—_3_o (d)
Erilahendiks on
L
Ye=—1p )
Vastava homogeense vdrrandi
16 vy — 22 gy 4 2Ly =
SO = V@) oY =0 D
lahendamiseks leiame algul karakteristliku vorrandi
16 4 32 2 _2_4...__
I TR 7 R

juured. Korrutame toodud vorrandi teguriga 21/16.
Saame:

8 31,5
r— =0 (2
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Teatavasti on vorrandi

rit+ 248+ B=0 ()
juurteks positiivse B vadrtuse puhul
r=tatf (i)

kus

B—A —yB—2
““*’V g e b= e W

Antud juhul leiame:

a==2075/0, B=1143i/a

Kuna vérrandi (g) juured on komplekssed, vdime
homogeense diferentsiaalvdrrand:  (f) lahendi, vBttes
arvesse, et

sinx == ~2—1‘— (e —e %), cosx == —-15 (e 4 emrxy

(m)

shx:-% (er—ev), chx=—; (er 4 em3)
vilja kirjutada jargmisel hujul
2
Yo == Cych 5—’9-———25y cos ~——-l’l;3y +

+ Cych _2__ﬁ,025y sin _l4sy 1043y_~ -

2,075y cos 1,143»y.
a

+Cs sh +

+ Cysh - 2075y sin L%Qy

Simmeetria t5ttu peab Y(y) olema paarisfunktsioon,
seega tegurid Cp==Cs= 0 ja funktsiooni Y(y) 6plikuks
avaldiseks kujuneb:

2075y 1,143y
a

Y = Cich - os -

2075,4 sin 1_11‘14351 ina;

Tegurid C, ja G, lexame tingimustest, et plaadi serval,
kus y=b (vdi y=—b), vbrduvad nulliga libipaine ja
poordenurk: Y(b)==Y"(b)==0. Saame:

Cy==—0,013619a%/D; Ci == -0,00431ga%/D

-+ CgSh
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Seega plaadi elastse pinna vdrrandiks kujuneb esime-
ses lahenduses:

w = (—0,0!361 29759 o L143L
—0,00431 sh 2975 1,143{-4«

o) (125 5)

Labipaine plaadi keskel (u=103)
ga*
() g = 0,02805 ~5— == 0,0191

y=0

mis langeb kokku tabelis II. 2 toodud tulemusega Suure
tipsusega saadakse ka paindemoment (My)s=o,y=0.
Paindemomendi (Mx)x=a y=o0 jaoks saadakse vidiksem
tapsus, kuna etteantud x funkisioon ei ole killaldane
plaadi ldbipainde kirjeldamiseks x-telje suunas

q(2a)*
Eh3

10.46 Vorgumeetod
10.46. 1 Pohivdrrandid

Diferentsimeetodit (p. 3.10) saab laiendada ka osa-
tuletistega diferentsiaalvdrranditele; sel juhul nimeta-
fakse seda vOrgumeefodiks. Samuti nagu kollo-
katsioonimeetodi vb6i Bubnouv-Galjorkini meetodi juures
taandatakse ka siin osatuletistega diferentsiaalvérrandi
lahendamine algebralise vdrrandisiisteemi lahendamisele.
Sama vOrrandite arvu juures on virgumeetodi tdpsus kill
vitksem, kuid see korvatakse lihtsusega v&rrandite koos-
tamisel. Kiillaldase tdpsuse saavutamiseks voib vorran-
dite arvu suurendada tihedama vorgu valikuga; paljude
tundmatutega vdrrandisiisteemide lahendamine aga kaas-
aegsetel elektronarvutitel erilisi raskusi ei valmista. Olu-
lisem on vdrrandite koostamise kergus. Lisaks sellele
on virgumeetodiga viimalik arvutada suvaljste ddretingi-
muste ja suvalise konfiguratsiooniga plaate, kus teiste
meetodite kasutamine on raskendatud.

Kanname vaadeldavale pinnale vdrgu (joon. 10.19).
Vorgu samm x-telje suunas olgu A y-telje suunas Ay
Vérgu punktid punkti cc iimbruses tdhistame nii nagu
joonisel niidatud.
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b0 lch ldb

ac  {be lec lde Jec

sd  lcd ldd i
=
ce =
-t A X e f
y JOON. 10.19

Vastavalt punktis 3.10 toodud valemitele on tuletised
ithe muutuja jargi punktis cc jargmised:

( %‘: )Ce - :‘E_bg_}“:“_’ﬁi (10.59)
(_d_;%)w - &—23%_13{@_, {10.60)
( g;; )“ _ —Waet Qw;j;a- 2Wac + Wee (10.61)
( a;jg )a _ @ae—4wpe + 6.15;» — 4Wae -+ Wee (10.62)
( 6;1;1 ) - _wcb~2z}c+ Wea (10.64)
(G), = St ieg et e (10.65)
( a;,js )m e GA?‘M T4t Ve g4 g6

Tuletised kahe muutuja jargi lelame valemite (10.59)—
(10.66) abil. Nii nditeks

(o) = [ (). -

_ (%2}%‘)&”2(%)« + (%)“ (10.67)
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Tuletise ( Fw ) lemi ; i
o ), saame va emist (10.60); analoogi-

liselt leiame ka teised avaldises (10.67) esinevad tule-

tised:
( d*w ) . Wep — 2Wep + Wap
ox2 Jop

A2
(jzﬂ ) _ Wpa — 2Wed + Waa
oxr g A2

Paigutades need avaldised vorrandisse (10.67), saame.

( Shw ) _
Ox20y* /) ec
- AWec—8 (Wep - WootWed+Wae) + Wao+ Wha+Wap -+ @Wag

2 2
AxtAy (10.68)

Liites avaldised (10.62), (10.68) ja (10.66), leiame
biharmoonilisele vorrandile (10 19)
Fhw Ghw dsw

-4
T t25aar T T D

vastava diferentsvérrandi. Téhistades

( 211 )2=a (10.69)

saame:
(602 +- 8 4 6) Wee — 4 (1 + @) (Wep + Wea) —
— da{l + a) (Woe + Wac) + 20 (Wb -+ Woa + Wap ~+ Waa) +

4 (Wea + Wee) -+ @# (Wae -+ Wee) == qu4 (10.70)

Kui vork on molemas suunas {ihesuguse sammuga, s. t.
=1, saame siit:

20Wee — 8(Wep - Wea + Woe + Wae) +

+ 2(wep + Wod -+ Wap + Wad) -+
%
+(wca+wce+wac+wec)=ig— (10.71)

Niitlikkuse huvides on iiksikute tuletiste kordajad too-
dud joonisel 10.20 otse vorgul.
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10.46.2 Adaretingimused

Avaldise (10.70) tiifipi vOrrandi koostame piaadi iga
sisemise punkti jaoks (kui plaat ei ole mingil serva osal
toetatud, siis ka selle osa punktide kohta}. Vérrandid,
mis on koostatud plaadi serval vBi serva naabruses asu-
vate punktide kohta, haaravad aga ka viljaspool kon-
tuuri asuvaid punkte. Nii niiteks biharmoonilisele vor-
randile vastav diferenisvbrrand (10.70), mis on koostatud
plaadi serva ligidal asuva punkti bc kohta joonmisel
10 21, haarab ka punkti dc, mis asub viljaspool kon-
tuari. Seega kujuneb tundmatute arv suuremaks kui
(10.70) tiifipi vorrandite arv. Vajalikud lisavérrandid
saame ddretingimustest.

Allpool toome mdningad ndited ddretingimuste koosta-
mise kehta tiiiipilistel juhtudel. Airetingimused on toodud
serval, mille normaaliks on x-telg, asuva punkti cc kohta
(joon. 10.21).

Jiigalt kinnitatud serval on itheks &diretingimuseks
Wee = 0. Teise tingimuse saame vOrrandist (9.65):

Serv

(29)_‘) _ —Wpe + Wae =0
ox ce o 2A\ -
kust pérast lihtsustamist
Wae = Wee (10.72)

Vabalt toetatud serval saame lisaks tingimusele we.==0
virrandist (9.66) tingimuse
( ow ) . W@;—_?wcc—f-wdc
o Jee 2
kust saame esimest #iretingimust arvestades
Wye == —Whe (10.73)
Joududevabal serval avalduvad adretingimused (10.28)
ruutvérgu pubhul (e==1) jirgmiselt:

AL
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—2(1 4 p) @wee + (Woe + Wae) + P (Wep + Wea) = 0
(6 — 2p) (Woe — Wac) — (10. 74)

—(2 — ) {Wop + Woq — Wap — Wad) — Wae b Wee == 0

Seega kujunevad &dretingimuste avaldised sel juhul
kiillaltki keerulisteks

Kuna siin #éretingimused haaravad lisaks kontuuri
punktidele veel kaht rida vidljaspool kontuuri asuvaid
punkte, tuleb punkti c¢c kohta koostada ka v3rrand
(10.70), et saada piisav arv vorrandeid.

10.46. 3 Vorgumeetodi rakendamisest

Kiillalt tdhtis on vOrgu sammu valik. Mida tihedam
vork, seda suuremat tdpsust vdiks oodata; suureneb aga
ka vorrandite arv ja nende lahendamiseks vajalik arvu-
tustds. Piiratud arvu numbriliste kohtade s3ilitamisel
vdivad lahenduskdigus arvude {imardamisést tekkinud
vead pdhjustada tdpsuse vdhenemist. Pealegi ei ole inse-
neri seisukohalt vajalik suur arvutustipsus — viie- kuni
kitmneprotsendilist viga voib veel lubatavaks lugeda.

Mida sujuvama kujuga on plaadi elastne pind, seda
suuremate «silmadega» v6ib olla vOrk. Vabalt toetatud
ristkiilikulise plaadi jaoks on iihtlaselt jaotatud koormuse
korral piisav, kui vorgu sammuks on neljandik lihema
kiilje pikkusest. Jdigalt kinnitatud servade puhul annab
sddrane samm aga juba tunduva vea, kuna plaadi elastne
pind pole enam nii sujuv — vabalt toetatud plaadi puhul
on elastse pinna avaldise teised tuletised kogu plaadi ula-
tuses {themirgilised, aga jadigalt kinnitatud plaadi puhul
muutub teise tuletise mdrk (plaadi keskel on tdmmatud
alumised kiud, aga plaadi servadel ilemised).

Mbningatel juhtudel voib osutuda vajalikuks vdtta
plaadi teatud osas tihedam vork, seda eriti sisseulatu-
vate nurkade olemasolul (joon. 10.22), kus tekib tugev
paindemomentide kontsentratsioon. Sama kehtib ka
koondatud jéudude rakenduspunkti {imbruse kohta. Tei-
sest kiiljest pole aga siin ka liiga tihedal vorgul motet,
kuna sadraste punktide {imbruses ei kehti enam sirgete
normaalide hiipotees ja saadav tdpsus kujuneb illusoor-
seks.

Sisseulatuvate nurkade korral tekivad viljaspool
plaati vbetud vdrgu osas kordsed punktid. Nii nditeks
saadakse joonisel 10.22 kujutatud juhul, kus plaat on
toetatud serval behij, viljaspool plaati oleva punkti f
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1dbipainde jaoks kaks vdartust: ws ja w¢, kusjuures iiks
neist vastab punkti d kohta koostatud diferentsvér-
randile (10.70) ja ddretingimustele punktis e, aga teine
punkti m kohta koostatud vérrandile (10 70) ja &ére-
tingimustele punktis i.

Vorgu silmast vdiksemale pinnaosale rakendatud koor-
muse vdi koondatud jSu korral tuleb koormuse intensiiv-
suseks g vbtta selle koormuse jagatis vbrgu silma pin-
naga Uhtlaselt jaotatud koormuse korral tuleb plaadi
joududevabal serval, kui sidrane on olemas, vbita koor-
muse intensiivsuseks mitte ¢/2, nagu vbiks jidreldada
eeloeldust, vaid ¢. Selle pdhjuseks on, et koormus tuleks
kiill kahega jagada, aga samuti tuleks kahega jagada
plaadi jdikus. Kahed taanduvad.

Jétkuvate plaatide (s. t. sddraste, mis toetuvad mddda
mingit joont absoluutselt jdikadele taladele) puhul tuleb
ldbivajumised toetusjoonel lugeda vdrdseks nulliga;
daretingimused kirjutatakse vilja ainult kogu plaadi
(aga mitte iiksikute paneelide) vilisservade kohta. Kui
plaat toetub ménes punktis fksikutele tugedele, loe-
takse ldbipainded toetuspunktides vordseks nulliga.

Ebakorrapdrase kujuga plaatide (joon. 10.23) arvu-
tamisel asendatakse plaadi tegelik kontuur fikfiivsega,
mis koosneb vorgu joontest ja vdimalikult tipselt jalgib
tegelikku kontuuri.

Korrapdrase kujuga  mitteristkiilikuliste  plaatide
arvutamisel leiavad kasutamist ka teistsugused vdrgud
(kolmnurkne, . kuusnurkne, radiaalne). Samuti on ole-
mas valemid muutuva sammuga ristkilikuliste vdrkude
jaoks.
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Niide 10.5. Vabalt toetatud ruudukujuline plaat (joon. 10.24)
on koormatud Ghtlaselt jaotatud koormusega ¢. Leida plaadi elastne
pind ja paindemomendid plaadi keskel Poissoni tegur u==03.

Vérgu sammuks votame A=-Z—. Numereerime vérgu sélmed.
Punktid, mille ldbipaine on siimmeetria tdttu fihesugune, tahistame
tihesuguste numbritega. .

Adretingimused on lihtsad, selleparast on soovitay alusta_da neist
ja saadud tulemusi otsekohe kasutada biharmoonilisele vGrrandile
vastavate avaldiste viljakirjutamisel

Kuna plaadi servadel w == 0, siis

Wy == Wy Wy == 0 (a)

Vastavalt avaldisele (10.73)

Wy == Wy, Wy == —Wy (b

Siimmeetria tottu tuleb avaldis (10 71) valja kirjutada ainuit
kolme punkti kohta. Vdttes virgu keskpunktiks cc punkti /, saame
jargmise avaldise:

20w — 8- 4wy - 2 - 4w; = gat/256D
Punktid 2 ja 3 annavad jargmised avaldised.
20wy — 8(2ws + w1} + 2+ By - {Ws - () ] = gatf2560
20w3 — 8+ 2w - 2w, - [2w; - 2(—ws)] = 4042560
Piérast sarnaste hikmete koondamist saame
20w, — 32w, -+ 8w; == qa*/256D
~—8w, -+ 24w, — 16w, = qa4/256D (e}
2wy — (6w, + 20w; == gat/256D
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Sellest vorrandisiisteemist leiame uksikute punktide lzbipainded:

S LAY L
=64 meep 000 g
48  gat qat

Wy =5 e e 2z [
T
35 qat qat

W3 T i s 252 AN,
=& osep VP Em

Paindemomendid plaadi keskel [vi. avaldised (10.60) ja (10.64)1-
(M) == (My)y =*~D( iﬂ"-!- ugﬁo‘) =

. dx? dy?
_ 16 qa* (48 66

18 e +-2 ) (1 03)= 0,0457qa2
& 356D )( 0.3)= 004574

48
e Qe e
64 64 64

Vordlus tabeli IIL1 andmetega nditab, et viga ldbipainde méad-
ramisel on alla 1% ja maksimaalse pamndemomendi (paindemoment
plaadi keskel) madramisel alla 5%. Seega on valitud vOrgu samm
inseneriarvatuste seisukohall kiillaldaselt viike.

Niide 10.6. Plaat kilgede suhtega 1:2 on koormatud {htlaselt
jaotatud koormusega. Lilhikesed servad ja iiks pikk serv on vabalt
toetatud; teine pikk serv on jbududevaba. Poissoni fegur p=10.

Teljed, valitud vbrk ja vorgu punktide numeratsioon on niidatud
joonisel 10.25. Siimmeetrilised purktid kannavad sama numbrit.

a
- 5

13 14 15 _x

e g dw 11w
I
7 e s 1 15 s
© T
7 s o w ln e
s w5
3
7 18
y
g
JOON. 10.25 %



Lihtsalt avalduvad aaretingumused kiilgedel [3-15 ja 13-13.
Wy == Wy == Wiy == Wiy = W5 =0
W =Wy, Wy=-—Wg W=y Wy Wy (a)
Samuti w;s =90, kuna punktis /5§ dw/0x=10 ja @ =0.
Saadud tulemusi vBtame arvesse jargmiste vérrandite koostamisel.
Adretingimused serval [§-15 kujunevad vastavalt avaidistele
{10.74) jargmisteks:

Wy — 2wy Wy =0
Wy — 2Wyg 4 W1 =0 ®
2w — 2wy + W ~+ 2(—2wy + 2w -+ 2w — 2w5) = O
2wy~ 2wy - Wiz +2(— s+ Wy + 2wy 2wy )=
Tasakaaluvérrandid (10.71) sGlmede 3, 4, 9 ja 10 kohta
20w; ~ 8 (Wy 4 2Wg) -+ 2 - 2wy + W5 — Wy == qa4{256D
20w, — 8 (W = Ws + W)+ 2(2We b 2wy )4 W == qAY2B6D (¢}
20wy — B(wy -+ @io) - 2wy + (W -} Wy — 2wy) == qat/256D
20W1p — B{wy 4 g 4 Wy ) 2(W5 4 W) (Wo - Wiz — Wig) =
== ga*{256D

Seega saime vorrandisiisteemi 8 vorrandi ja 8 tundmatuga ws, w,,
W5, Ws, Wy, Wip, Wi ja Wi

Siisteemi lahendamiseks viikese arvutusmasinaga avaldame esi-
mesest kahest vérrandist ws ja wy ning d saadud avaldised
jargmistesse vorranditesse; seejarel avaldame kolmandast ja neljan-
dast vorrandist ws ja wj; ning asendame {lejafinud vdrrandeisse.
Tulemuseks saame mneli vérrandit nelja tundmatuga w; w, ws
ja

Whg.
Labipainete jacks saame jérgmised véirtused:
wy = 0,00326qa%/D
w, == 0,00542¢a4/D
Wy == 0,002379a4/D (d)
wyy == 0,00392¢q24/D
Maksimaalseks paindemomendiks on (M)
1

(My}y=s o

D (392—2-542 + 392 2% 80ga?
e 3, E 5 )-1—0@“——0.040‘70
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Vastavad andmed tabelite jdrgi:
wy == 0,005509a4/D,  (My), == 0,051090%

Seega viib saadud tapsuse lugeda pusavaks
Paindemomentide epuurid on kujutatud joomsel 10 26.

10 47 Energeetiline (Ritzi) meetod

10 47.1 Plaadi painde potentsiaalne energia

Elastse keha deformatsiooni potentsiaalne energia
avaldub Hooke'i seadusele alluvate kehade juures vasta-
valt valemile (7 37) jargmiselt:

1
U= 5 f (0x8a 4~ Oyey + Oz8z -t Tay Yoy -+ TyzVyz + Toayea) AV
v

Lugedes selles avaldises vastavalt Shukeste plaatide
teooria pohihilpoteesidele o, = yy. ==y == 0 ja paiguta-
des deformatsioonide ex, &, ja y., ning pingete ox oy
ja sy asemele nende avaldised (10.3) ja (10.5).
saame-

1 Ez 2w | 2w P2w
U= o | 22 b il
27 lwuz[ﬁxz < ox2 +u oy? )+
Pw [ Ow Hew
+ ay? ( dy? +“dx2 )+
dw \27.
““‘”)(W) Jav (10.75)

kust parast integreerimist koordinaadi z jdrgi ja litk-
mete fimberpaigutamist saame:

0=2 [ 5+ 55 +

+2(1 —p) [(%}2~ﬁf‘f—ﬂ]} dF  (10.76)

dxz gy
10.47. 2 Meetodi olemus

Energeetiline meetod pohineb jargmisel lausel: staa-
tikalise tasakaalu olukorras peab kehale mbjuvate sise-
ja vilisjdudude potentsiaal U — A’ olema minimaalne.
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Sisejoudude potentsiaal U arvutatakse valemiga
{10.76), valisjdudude potentsiaal A’ valemiga

A =f gw dF (10.77)
F

Seega peab avaldis

n—v—n =g [{( G+ 5)
(10.78)

+2(1”M)[( '%ﬁ)z_‘g-i’?M%gg—]} dF“F o df

tasakaaluolukorras olema minimaalse vddriusega.
Juhime tihelepanu asjaolule, et valisjdudude potent-
siaali juures puudub kordaja 1/2.
Edasi vBtame plaadi labipainde jaoks jillegi avaldise

(10. 55)
w(x, y)= 22 Cmnwmn(x, Y)

™ on

paigutame ta avaldisse (10.78) ja nbuame, el avaldis
(10.78) oleks minimaalne. Selleks vdrrutame nulliga
a