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Mente et manu

Ohukeseseinalisi vardaid kasutatakse lennuki-, laeva- ja sillachituses ning ehituskonst-
ruktsioonides. Ohukeseseinaliste varraste projekteerimisel tuleb arvestada ka varda viiinet,
mida on kisitletud vaid pdgusalt raamatus ,, Teraskonstruktsioonide arvutus Eurokoodeks 3
jargi" [Loo08]. Tanaseni puudub eestikeelne kirjandus, ka dppematerjal, takistatud viindega
seotud suuruste arvutamiseks. Siin esitatu piiiiab seda liinka téita.

Valik raamatus kasutatud termineist koos vastetega saksa, inglise ja vene keeles on koon-
datud sonaseletuste loendisse ,,Terminid ja siimbolid".

Esimeses peatiikis vaadeldakse Vlassovi hiipoteese Ohukeseseinalise varda takistatud
viinde kohta. Tuuakse avaldised kooldenormaalpingete, kooldenihkepingete ja bimomendi
leidmiseks ning médratakse mérgikokkulepped véédndel. Kirjeldatakse varraste liittddseisun-
dit pohjustava koormuse tilekandmist elastsele teljele.

Teises peatiikis esitatakse takistatud viinde diferentsiaalvorrandid. Tuletatakse takistatud
vidnde pohivorrandid ja laiendatud iilekandemaatriks EST-meetodiga lahendamiseks. Néi-
datakse, et varda takistatud véénde iilesannete lahendamisel on EST-meetodiga leitud suu-
rused heas kooskdlas raamatus [Sad63] toodud tulemustega.

Kolmas peatiikk késitleb Ohukeseseinaliste varrassiisteemide arvutamist. Seatakse
toetingimused (rajatingimused) varrassiisteemi kui terviku vabastamisel vilissidemetest.
Varrassiisteemi jaotamisel osadeks vabastatakse elemendid sisesidemetest': sdlmedes ele-
mente ithendavad sidemed asendatakse pidevus- ja tasakaalutingimustega (rajatingimustega).
Sidemetest vabastamise printsiibi ning kinemaatiliste ja staatiliste rajatingimuste rakendamist
vaadeldakse jargmistes nédidetes:

* jitkuvtala arvutus EST-meetodiga (1k 109),

* murtud teljega L-tala arvutus EST-meetodiga (lk 121),

* murtud teljega [I-tala arvutus EST-meetodiga (1k 137).
Eesmirgiga testida EST-meetodit valiti nédideteks iilesanded, millele olid juba olemas jou- ja
deformatsioonimeetodiga leitud lahendid [B6t62], [Sad63].

Lisas A on vaatluse all dhukeseseinalise varda ristldike geomeetrilised karakteristikud:

sektorkoordinaat, staatiline sektormoment, sektortsentrifugaalmoment, sektorkoordinaadi
nullpunkt, sektorinertsimoment jt.

I'Sise- ja vilissidemed vt [Jiir85, 1k 9].



Lisa B tutvustab elastsete varrassiisteemide energiateoreemi, milles sisalduv rajajoudude

t60 avaldis on oluline rajatingimuste piistitamisel.
Lisas C esitatakse Ohukeseseinalise tala takistatud véédnde iilekandevorrandid ja koor-

musvektorid.

Lisast D leiab avaldised, mis aitavad paindemomendi ja koguvidindemomendi iihen-

dussdlmes kontakti panna.

Lisas E on viited programmidele jitkuvtala ja murtud tala vdénde arvutamiseks.

Raamatus viidatakse vabavara GNU Octave?* abil kirjutatud programmidele. Siin peab
arvestama, et kiimnendkoha mérkimiseks kasutatakse punkti. Nii on arvutuspéevikutes kiim-

nendkohad arvus eraldatud punktiga.

Raamatule lisatud CD-plaadilt leiab arvuti kettaseadme téhisele vastava pdf-faili:

Kettaseadme tihis

Pdf-fail

D
E:
F:
S

Z

/media/cdromO
/media/E_OPE

avatud6huke_D.pdf
avatud6huke_E.pdf
avatud6huke_F.pdf
avatud6huke_S.pdf
avatud6bhuke_Z.pdf
avatudéhuke_cdromO.pdf
avatud6huke.pdf

Korgetasemelises programmeerimiskeeles GNU Octave kirjutatud programmide vaata-

miseks soovitame installida Notepad++ redaktori®.
Sobivad failid vdib CD-plaadilt kirjutada mélupulgale. USB-draivi téhist arvutis saab

muuta (vt Changing drive letters for the USB stick)”.
Vanemas pdf-failide lugejas/vaatajas® tuleb failis leiduvate viidete avamiseks aktiveerida

tugevdatud turbe suvand (Enable enhanced security)’.

Andres Lahe

http://vabavara.eu/index.php?programm=501 (03.02.2016)
3http://enwikipedia.org/wiki/GNU_Octave (03.02.2016)
4https://notepad-plus-plus.org/ (16.03.2016)
Shttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Structural_Mechanics_Book_with_Media_and
_Computer_Programs.pdf#page=4 (16.03.2016)
®https://helpx.adobe.com/acrobat/kb/install-reader-xi-windows2.html

(16.03.2016)

"https://helpx.adobe.com/acrobat/using/enhanced-security-setting-

pdfs.html (16.03.2016)
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1.1 Avatud ja suletud ristloikega vardad

Ohukeseseinalise varda seina paksus § on varda teiste mootmetega vorreldes viike: § < b ~
h < L (jn 1.1). Ohukeseseinalised vardad vdivad olla suletud ristldikega (jn 1.1a) v&i avatud
ristldikega (jn 1.1b).

(a) Suletud ristldige (b) Avatud ristldige

Joonis 1.1. Avatud ja suletud ristldikega vardad

Ohukeseseinalise suletud ristldikega varda arvutus erineb vihe mitteiimara ristldikega
varda arvutusest, mis leidub &pikus [KMPR12]. Ohukeseseinalise avatud ristldikega varda
arvutustes kehtib ristldigete tasandilisuse hiipotees (Bernoulli' hiipotees) ainult koormuse
teatud rakendamisel ristloikes.

1.2 Vaba ja takistatud vaine

Kui koik ristldiketasandid kOverduvad takistuseta ja iihtmoodi, siis nimetatakse véénet
vabaviindeks ehk takistamata vddndeks (sks Saint-Venant Torsion, ingl St. Venant torsion,
VN YNCTOE KPYyYeHVe € CBOOOTHOE KPYyYEeHUeE).

Vabavéindemomendi (St. Venant’i vdindemomendi) 7, ja vddndenurga 0 () tuletis
varda teljesuunalise koordinaadi x jdrgi on omavahel seotud (vt vddndenurga diferentsiaalvor-
rand [KMPR12]).

T, = GL,o (1.1

I Jacob Bernoulli (1655—1705), §veitsi matemaatik.

15
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Joonis 1.2. Vabaviine

kus
(I, — vabavéindejdikus;
G — nihkeelastsusmoodul e nihkemoodul e Coulomb’i” moodul;
I, — vaandeinertsimoment.
I = lnibﬁ?’ (1.2)
3l '
kus =1

b; ja o; — varda ristldikes (jn 1.1) oleva ristkiilikulise lehe kiiljed (b; > ¢,);

n — tegur, mille viidrtus soltub ristldike kujust: L-profiilil » = 1.00...1.10,
[-profiilil n = 1.2, U-profiilil n = 1.12 ja T-profiilil n = 1.15, vt [Sad63, 1k 23].

Viindeinertsimomendi /; arvutamist suletud ristloike korral vt [KMPR12, 1k 305].

Vabaviindel (jn 1.2) sdilitavad varda pikikiud oma pikkuse. Normaalpinged ristldikes
puuduvad, mdjuvad ainult nihkepinged.

Kui ristloiketasandite koverdumine on takistatud, siis sellist vainet nimetatakse takistatud
vddndeks (sks Wolbkrafttorsion, ingl restrained warping torsion, vin u3ruOHOe KpydJeHUe €
crecHeHHoe kpyuenwue [V1a59], [Smi75, 1k 314]).

Mitteiimarvarraste viindel toimub ristldiketasandi kdverdumine — kooldumine?,

Joonis 1.3. Takistatud vaine

2 Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), prantsuse fiiiisik ja insener.
3http://www.eki.ee/dict/ies/index.cgi?Q=warp&F=M&C06=et (28.04.2015)


http://www.eki.ee/dict/ies/index.cgi?Q=warp&F=M&C06=et
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Bimoment By, =M, - a
O, — kooldenormaalpinge
Ty — kooldenihkepinge

Ty, — kooldevddndemoment

M, — kooldemoment

Joonis 1.4. Kooldepinged

deplanatsioon (sks Wolbung * e Verwerfung, ingl warping°®’ e deplanation, vn kopo6-
nenne® e memmaHanus).

Takistatud viindel deformeeruvad varda pikikiud erinevalt (jn 1.3). Joonisel 1.4 nieme
I-profiili tilemise ja alumise v60 erisugust deformeerumist takistatud vééindel. Erineva defor-
meerumise tagajirjel ristldige kooldub (kdverdub). Ristldoike kooldumisel tekivad koolde-
pinged, mis jagunevad

— kooldenormaalpingeteks o, (sks Wolbnormalspannungen’, ingl warping normal

stresses'’, vn cexTopraILHELIE HOPMAJLHLIC HAIPAKCHUA) ja

— kooldenihkepingeteks T, (sks Wolbschubspannungen, ingl warping shear stresses, vn

CEKTOpUAJLHLIE KacaTeJbHLIE HANPAKEHNU).

Kooldenormaalpinged o, iilemises ja alumise vo6s moodustavad paindemomentide M,
paari (jn 1.4), mille korrutist nende vahekaugusega a nimetatakse bimomendiks 5.,,.

‘nttp://dict.leoc.org/#/search=w%C3%B6lbung&searchLoc=0&resultOrder=
basic&multiwordShowSingle=on (28.04.2015)
Shttp://www.structuralwiki.org/en/Warping (28.04.2015)
®http://dict.lec.org/ende/index_de.html#/search=warpingssearchLoc=
O&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on (28.04.2015)
"http://www.ttu.ee/public/m/Mehaanikateaduskond/Instituudid/Materja
litehnika_instituut/Materjalitehnika_seletav_sonaraamat.pdf#page=163
(19.20.2015)
8http://slovar-vocab.com/english-russian/vocabulary/warping—100033.html
(28.04.2015)
http://de.wikipedia.org/wiki/Torsion_%28Mechanik%294W.C3.B61lbkrafttorsion
(8.03.2015)
Ohttp://www.steel-insdag.org/TeachingMaterial/Chapterl7.pdf#page=14
(8.03.2015)


http://dict.leo.org/#/search=w%C3%B6lbung&searchLoc=0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on
http://dict.leo.org/#/search=w%C3%B6lbung&searchLoc=0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on
http://www.structuralwiki.org/en/Warping
http://dict.leo.org/ende/index_de.html#/search=warping&searchLoc=0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on
http://dict.leo.org/ende/index_de.html#/search=warping&searchLoc=0&resultOrder=basic&multiwordShowSingle=on
http://www.ttu.ee/public/m/Mehaanikateaduskond/Instituudid/Materjalitehnika_instituut/Materjalitehnika_seletav_sonaraamat.pdf#page=163
http://www.ttu.ee/public/m/Mehaanikateaduskond/Instituudid/Materjalitehnika_instituut/Materjalitehnika_seletav_sonaraamat.pdf#page=163
http://slovar-vocab.com/english-russian/vocabulary/warping-100033.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Torsion_%28Mechanik%29#W.C3.B6lbkrafttorsion
http://www.steel-insdag.org/TeachingMaterial/Chapter17.pdf#page=14

18 1. P6himoisted

1.3 Siirete ja deformatsioonide vahelised seosed

Vaatleme niiiid ohukeseseinalise varda siirete ja deformatsioonide vahelisi seoseid. Nendes
seostes arvestatakse jargmisi hiipoteese [V1a59]:

* Ohukeseseinalise varda keskpinnal voib hiiljata nihkedeformatsioonid ehk nihkemoon-
ded (vt [KMPR12, Ik 109]), s.t keskpinnal on nihkenurk v ~ 0;

* Ohukeseseinalise varda ristldike kontuur ei deformeeru, s.t kaugus ristldike kahe punkti
vahel ei muutu.

Esimese hiipoteesi selgitamiseks vaatleme ohukeseseinalise varda keskpinnal (jn A.1) ristkii-
likulist elementi PRQD mddtmetega dx x ds (jn 1.5).

=~
o =
—_

ds

Nea

Joonis 1.5. Ristkiilik keskpinnal

Nihkedeformatsiooni varda keskpinnal késitleme kui korgemat jdrku viikest suurust:
v =~ 0.

Ristkiilikulise elemendi punkti P (jn 1.6) siirete komponendid koordinaadi z ja sektor-
koordinaadi s (vt jaotis A.l) suunas tihistame vastavalt u (z, s) ja v (z,s). Ristkiilikulise
elemendi punkti R siirete komponendid

0 0
uR:u—l——udx, szv—l——de (1.3)
ox ox
ja punkti () siirete komponendid
0 0
UQ:U—Fa—ZdS, UQ:U+8_ZdS (14)

Ristkiilikulise elemendi deformeerumisel (jn 1.6) moodustub nihkenurk v nurkade « ja 3
summana:

ou Ov

Tingimuse (1.5) rakendamine Ohukeseseinalise varda keskpinnal moodustab esimese
hiipoteesi sisu.
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dx i u+ % dx —>‘

—_—

S —>|-=-=—— ds

o
> «»n
<k
+
>

—_——

Joonis 1.6. Ristkiiliku deformatsioon

Nihkenurga puudumisel (y = 0) voib elemendi siirdumist ja poordumist vaadelda kui
jdiga keha pooret. Ristkiilikulise elemendi PRQD (jn 1.5 ja 1.7) kontuur ei deformeeru.

o i dx I«—u+%dx —>|

X,U

S,V

Joonis 1.7. Ristkiiliku poore

Kahe ristldike pooret teineteise suhtes iimber varda telje + mdddame viaindenurgaga 6.
Vlassovi teooria [V1a59] teise hiipoteesi pdhjal on vidndenurk 6 (x) ainult varda teljesuu-
nalise koordinaadi = funktsioon.

Ristldike poordumisel iimber telje, mis on paralleelne varda teljega (joonisel 1.8 on nii-
datud ristldike keskjoone poore iimber pooluseks nimetatava punkti P), vdoime keskjoone
puutujasuunalise elementaarsiirde dv kirjutada kujul
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dv = NN*cosp = pcospdf (x) =rdf(x) (1.6)
dv = r @ dz (1.7)
Ox

kus
p — raadiusvektor poolusest P vaadeldavasse punkti N (jn 1.8 ja jaotis A.1);
r — pooluse P kaugus keskjoone puutujast ¢t —¢, mis ldbib vaadeldavat punkti /V;
df — elementaarvadndenurk.

dv
M ——
s

Joonis 1.8. Keskjoone poore

Nihkenurga v = 0 puudumise tingimusest (1.5) saame

ou v 00

s = o on (19

Ju = —r@as (1.9
ox

Varda teljega paralleelse kiu pikkedeformatsioonil s-koordinaat ei muutu. Seega saame osa-
tuletise avaldises (1.9) asendada tiistuletisega:

do
du=—r—ds=—r6fds (1.10)
dx

Niitid saab suuruse r ds asendada sektorkoordinaadi diferentsiaaliga dw (A.33):
du=—60rds=—60dw (1.1D)

Ristloikes, kus x = konst, saab siirde u (s) leida avaldisega

uz—ﬁ'/rdsz—wg (1.12)
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Ristldike koverdumisest (kooldumisest) tekkiv kooldepikkedeformatsioon on leitav avaldi-
sega

ou "

€rw =5 = wb (1.13)
Vlassovi teooria teise hiipoteesi pdhjal on raadiusvektori PN™ projektsiooni pikkus

(n 1.8) ristldiketasandil pérast ristldoike kooldumist vordne raadiusvektori PN esialgse

pikkusega. Ohukeseseinalise varda ristldike kontuur ei deformeeru (jn 1.9a), seega jiib kau-

gus kahe ristldikes asuva punkti vahel deformeerimise kidigus muutumatuks (jn 1.9b).

/‘ _-
\ - ///
>

(a) Ristldike poore (b) Ristldike projektsioon

Joonis 1.9. Ristloike kooldumine takistatud vaindel

1.4 Kooldenormaalpinged
Normaalpingete leidmiseks takistatud véiiindel kasutatakse Hooke’i'! seadust:
o= Fe (1.14)

Tegurit £ seoses (1.14) nimetatakse (normaal)elastsusmooduliks (ka Youngi'> moodu-
liks). Asendades deformatsiooni e avaldises (1.14) tema avaldisega (1.13), saame

o, =—FEwd" (1.15)
kus
0., — kooldenormaalpinged;

w — sektorpindala ehk sektorkoordinaat (vt jaotis A.1);
0" — vidndenurga 0 teine tuletis koordinaadi x jérgi.

1 Robert Hooke (1635-1703), inglise fiiiisik.
12 Thomas Young (1773-1829), inglise fiiiisik.
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Praktilisteks arvutusteks moodustame kooldenormaalpinge o, ja bimomendi 5,
(Jn 1.4) vahelise seose analoogiliselt tugevusOpetuses kasutatava normaalpinge o ja painde-
momendi )M vahelise seosega [KMPR12]. Korrutame avaldist (1.15) sektorkoordinaadiga w
jaristloike elementaarpindalaga d A ning integreerime pindala A ulatuses.

t/%mM:—EW/w%A (1.16)
A

A

Seose (1.16) vasakpoolset suurust nimetame bimomendiks 5,,.

Bw:/awwdA (1.17)
A

Seose (1.16) parempoolne integraal midrab sektorinertsimomendi /,, (A.60):

h:/ﬁM (1.18)
A

Vottes arvesse bimomendi B, ja sektorinertsimomendi [, avaldised (1.17), (1.18), saame
seose (1.16) esitada kujul

B, =—FEIL,0" (1.19)

Bimoment B, dhukeseseinalise varda ristldikes on momendipaar (jn 1.4), mis staatilises
mottes on tasakaalustatud. Bimomendi leidmist vaatleme edaspidi. Avaldame suuruse F6”
seosest (1.19):

B,
- B0 == (1.20)
I,
Saadud avaldise paigutame seosesse (1.15):
B,w
. = — 1.21
o a (1.21)

Bimoment B, ja sektorinertsimoment /,, ristldikes ei muutu. Muutub ainult sektorkoordinaat
w. Seega sarnaneb kooldenormaalpingete o, epiiiir sektorkoordinaadi w epiiiiriga.

Raamatus [HIM 11, 1k 3] toodud mirkuses rohutatakse, et bimomendi ja kooldemomendi
moistet ei tohi segi ajada. Bimomendi suuruseks on joud korrutatud pikkuse ruuduga, koolde-
momendi suuruseks aga jou ja pikkuse korrutis.

El
M=% st (1.22)

h—ty)
kus
h — ristldoike korgus;
ty — voo paksus'.

Bhttp://sahtel.keila.ee/avalik/Tallinn%20-%20Paldiski%20mnt.%20eelprojek
t/I11.3%20Keila%$20I1%20sild/1_DOKUMENDID/2 LISAD/Lisa%$204%20-%20arvutused-
%$20Keila%$20I11%20sild.pdf (6.06.2015)


http://sahtel.keila.ee/avalik/Tallinn%20-%20Paldiski%20mnt.%20eelprojekt/III.3%20Keila%20II%20sild/1_DOKUMENDID/2_LISAD/Lisa%204%20-%20arvutused-%20Keila%20II%20sild.pdf
http://sahtel.keila.ee/avalik/Tallinn%20-%20Paldiski%20mnt.%20eelprojekt/III.3%20Keila%20II%20sild/1_DOKUMENDID/2_LISAD/Lisa%204%20-%20arvutused-%20Keila%20II%20sild.pdf
http://sahtel.keila.ee/avalik/Tallinn%20-%20Paldiski%20mnt.%20eelprojekt/III.3%20Keila%20II%20sild/1_DOKUMENDID/2_LISAD/Lisa%204%20-%20arvutused-%20Keila%20II%20sild.pdf
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Kooldemomendi mirgi () médidrame vastavalt bimomendi mirgireeglile (jn 1.18). Vaadates
piki momendipaari dlga, tuleb avaldises (1.22) vaatajapoolse momendi méidramisel votta mii-
nusmirk, vaatajast kaugema momendi médramisel aga plussmirk. Vaatajapoolne moment
on positiivne poordumisel vastupdeva. Vaatajast kaugem moment on positiivne poordumisel
paripdeva. Siin on kasutatud parema kie teljestiku (jn A.3) méargireegleid.

Niide 1.1 (kooldenormaalpingete epiiiir). Koostada kooldenormaalpingete epiiiir joonisel
1.10a toodud U-profiili ristloikele. Ristloikes mojub bimoment B = 0.59kN-m?

g
M 1
rf_ ___________ :/j ]
I -
/ ’
=| 301 i 2
- T 9 —
plp]ilM o
y (RN T
| 20.2
= i <
= N S
\ I - N 4
u =
3= =F==5 q—
80
VA
(a) U-profiil (b) Peasektorkoordinaadid

Joonis 1.10. U-profiili peasektorkoordinaadid

Joonisel 1.10a toodud ristloike sektorkoordinaatide w; arvutus on toodud ndites A.6:
w; = —51.9cm?, wy = 31.3cm?, w3 = —31.3cm?, wy = 51.9 cm?. Ristloike sektorinert-
simoment 1,= 19226 cm® (A.62). Kooldenormaalpinged o., on vordelised sektorkoordi-
naatidega w (jn 1.10D).

B, 5.9x 100 - (—51.9
Wi _ 90X ( ) 15027101 N/cm?® = —159.27 MPa

owl = T 19226

Ouy = B;:‘” = 5'9130262'631'3 = 9.6052x 10> N/cm? = 96.05 MPa (1.23)
Ous = 3;53 = 5‘9“?;2(6_31'3) — —9.6052x 10> N /em? = —96.05 MPa

us = B}’:‘“ - 5'9120262651‘9 — 1.5927x 10* N/em? = 159.27 MPa

Kooldenormaalpingete o, (1.21) epiiiir on esitatud joonisel 1.11.
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96.05

159.27
(a) U-profiili keskpind (b) Kooldenormaalpinged

96.05 159.27

Joonis 1.11. Kooldenormaalpinged U-profiilis

1.5 Tasakaaluvorrandid ristloike koverdumisel

Vaatleme pingete jaotust ristldikes takistatud védéindel:
— vabaviindele vastavad nihkepinged 7; (jn 1.12a) ristldike keskjoonel (jn A.1) puudu-
vad, seina paksuses muutuvad lineaarselt;
— kooldenormaalpinged o, (jn 1.13) on seina paksuses konstantsed;
— kooldenihkepinged 7., (jn 1.12b) on seina paksuses konstantsed.

Ohukeseseinalise varda ristldikes moodustavad kooldenormaalpinged isetasakaalustuva
siisteemi. Selle siisteemi kirjeldamisel seame jargmised tingimused:

varda ristldikes puudub pikijoud N, -

Npw = / 0,dA =0 (1.24)
A

varda ristloikes puudub paindemoment y-telje suhtes M, ,:

M,, = / 0,2dA =0 (1.25)
A

varda ristldikes puudub paindemoment z-telje suhtes M, ,:

Mzw—/awydA—O (1.26)
A

— koguvidindemoment 7, on vordne vabaviindemomendi 7)., (jn 1.12a) ja kooldenih-
kepingetele vastava viddndemomendi 7)., (jn 1.12b) algebralise summaga:

Tsum - Ta:t + wa; Tsum - Txt + / TwTdA (127)
A
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(a) Nihkepinged vabavéindel (b) Nihkepinged takistatud vddndel

Joonis 1.12. Viiandemomendid

Tingimus (1.27) annab seose vilise vddandemomendi ja takistatud viinde komponentide
vahel.

Kooldenihkepingetele vastav kooldeviindemoment 7., saadakse kooldenihkepinge 7,
korrutamisel 16iguga r ja integreerimisel ristldike pindala A ulatuses. Loik r on sektorkoor-
dinaadi pooluse kaugus keskjoone puutujast (vt jaotis A.1), mis 1idbib vaadeldavat kooldenih-
kepinge rakenduspunkti.

Ty = / T,rdA (1.28)
A
Tingimuses (1.24) asendame o, tema avaldisega (1.15):
/deA:—EQ"/wdA:O = /wdA:Sw:() (1.29)
A A A

Siit leiame, et sektorkoordinaat w algab peanullpunktis (S, = 0, vt avaldist (A.52)).

Joonis 1.13. Kooldenormaalpinged
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Tingimustest (1.25) ja (1.26) leiame pooluse, mille puhul sektortsentrifugaalmomendid
I,y (A41), 1, . (A.42) on vordsed nulliga. Leitud poolus on Ioikekese (vt jaotis A.5).

Mpo= [(uzad= B0 [wa=0 = [wa-L.—0 @30
A A A

Mw:/awydA:—EQ"/wydAzo = /wydA:Iwy:() (1.31)
A A A

Kirjanduses [Jiir85, 1k 229] on viljendi [oikekese stinoniilimina kasutatud ka terminit
paindekese (sks Schubmittelpunkt e Drillruhepunkt, ingl bending center e twist center, vn
MEHTP M3ruba € MEeHTP KPYUCHUs).

1.6 Sisejoududevahelised seosed

1.6.1 Seos kooldepingete vahel

Kooldenormaalpinge o, ja kooldenihkepinge 7, vahelise seose kirjeldamiseks vaatleme joo-
nist 1.13. Eraldame dhukeseseinalisest vardast kahe teineteisele ldhedase ristldikega elemendi
pikkusega dx (jn 1.13a). Eraldatud elemendi otspindadel mdjuvad erinevad kooldenormaal-
pinged o, ja o, + do,. Vaadeldavast elemendist eemaldame 1digetega /-1 ja [I-1I riba
laiusega ds ja paksusega o (jn 1.13Db).

Votame arvesse kooldenihkepinged 7,, ja 7, + dr,,, mis Zuravski'* hiipoteesi kohaselt
laotuvad pikildike laiuses iihtlaselt. Koostame vaadeldava riba tasakaalutingimuse:

YX =0, —o0,0ds+ (0, +do,)dds—T1,0dz+ (1, +d7r,)ddxr =0 (1.32)
Pérast sarnaste litkkmete koondamist
X =0; do,dds+dr,ddz=0 (1.33)
Siit leiame otsitava seose kooldenormaalpinge ja kooldenihkepinge vahel:

do,, _ dr,,

W 4 (1.34)
1.6.2 Seos bimomendi ja kooldeviindemomendi vahel

Bimomendi B (1.17) ja kooldevddndemomendi 7, (1.28) vahelise seose otsimist alustame
avaldisest

B, = / o,wdA (1.35)
A
mida diferentseerime muutuja x jargi:
dB do,
- [ —=£udA 1.36
dx 4 do “ (1.36)

14 Dmitri Zuravski (1821-1891), vene insener.
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Asendame siin kooldenormaalpinge tuletise do,,/dz kooldenihkepinge tuletisega —d7,,/ds
(vt avaldis (1.34)) ja pinnaelemendi d A keskjoone pikkusele vastava elemendiga ds (dA =
0 ds):

dB dr,
 _ v = — 1.
o /A 1 wdds /Awd(Tw(S) (1.37)

Integreerime vorrandi (1.37) parempoolseimat liiget ositi valemi

b b
/a udv = uv |° —/a vdu (1.38)

jargi, vottes u ja dv jargmiselt:

Saame avaldise

dB,
dx

o nbwlat /Twédw (139)
A

Siin vordub esimene parempoolne liige —7,,d w | 4 nulliga, sest varda vilispinnal (sektorkoor-
dinaadi w |° ddrmistes punktides) kooldenihkepinged puuduvad: 7., = 0, 7,4 = 0.

—Twéw|A:—Tw5w|gz—7'wb5wb+7wa6wa:0 (1.40)

Vorrandis (1.39) teeme asenduse dw = rds (vt jaotis A.1):

B
dB., _ /Twédw: /Twréds: /TwTdA (1.41)
dx A A A

Avaldiste (1.41) ja (1.28) vOrdlusest saame

B,
dB,, =T, (1.42)
dx

kus dB,,/dz — bimomendi tuletis varda teljesuunalise koordinaadi x jérgi — on vordne kool-
deviddndemomendiga 7.
Seostest (1.19) ja (1.42) saame kooldevidindemomendi 7,:

T,=—-FEIL.0" (1.43)
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1.6.3 Seos iildviindemomendi ja lausmomendi vahel

Uldvidndemomendi 7., (1.27) ja iimber varda telje mdjuva lausmomendi m,, vahelise seose
leidmiseks vaatleme varda elementi pikkusega dx (jn 1.14).

xn

Joonis 1.14. Lausmoment

Koostame tasakaaluvorrandi x-teljele:

> X =0,  —Tum+medr + (Toum + dToum) = 0 (1.44)
Siit
deum
= —m, 1.45
1 m (1.45)
Ohukeseseinalise varda 16ikudes, kus viindemoment T},,, on konstantne, kehtib seos
deum
=0 (1.46)
dz

1.7 Kooldenihkepinged

Vaatleme joonisel 1.15b kujutatud dhukeseseinalisest vardast eraldatud osa tasakaalu.
Koostame tasakaaluvorrandi x-teljele:

Y X =0, —/ awdAJr/ (o—w+8ﬂdx) dA + 7,6dz = 0 (1.47)
A* Ax al'

kus A* = dds on 1dikega I-I eraldatud osa pindala.
Asendame kooldenormaalpinge o, avaldises (1.47) tema avaldisega (1.15) ja jagame
dz-iga:
do,,

To0 + —dA =0, To0 — EO'"/ wdA =0 (1.48)
A* 8:1: *

Siit leiame

E@///
ro=2 /wdA (1.49)
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Joonis 1.15. Kooldenihkepinged

Tahistame joonisel 1.15 16ikega /-1 eraldatud osa staatilise sektormomendi (A.3) tihisega

Sk
Sy —/ wdA (1.50)
Niitid saame leida kooldenihkepinge:
S*
Tw = E@”’T“’ (1.51)

Diferentseerime avaldist (1.19) varda teljesuunalise koordinaadi z jédrgi ning jagame sek-
torinertsimomendiga /,:

dB,
i d; =—FE0" (1.52)

Siit asendame FE 6" avaldisse (1.51). Valemis (1.52) saame bimomendi B, tuletise varda
teljesuunalise koordinaadi x jdrgi asendada kooldevddandemomendiga 7, (1.42).
dB, S,  T.S;
de 1,6 LS

Ty = — (1.53)
Suurimad kooldenihkepinged 7,, on ristlikes seal, kus S /§ on maksimaalne.

Avaldis (1.53) on struktuurilt sarnane tugevusdpetuses kasutatava Zuravski valemiga
[KMPR12].

Niide 1.2 (kooldenihkepinged). Leida joonisel 1.10a kujutatud U-profiili ristloikes suurim
kooldenihkepinge kooldevidndemomendist T,, = 600 N-m.

Selle ristloike sektorinertsimoment I, = 19 226 cm® (A.62). Suurim kooldenihkepinge on
iilemises voos, kus eraldatud osa staatiline sektormoment S}, on minimaalne. Staatilise sek-
tormomendi S}, arvutamisel kasutame valemit (A.7). Selleks leiame peasektorkoordinaatide
nulli asukoha joonisel 1.10b kujutatud sarnastest kolmnurkadest.

A, =51.9-8.0/ (313 + 51.9) = 4.99 cm (1.54)
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Ulemisest viost eraldatud osa staatiline sektormoment

Sf=60=12(-51.9-499) /2 = —155.4cm* (1.55)

Suurimad kooldenihkepinged

T.S;  600-155.4x107%
I,d  1.2x1072-1.9226x10-8

=4.04x10°Pa =4.04MPa (1.56)

max T, = —

1.8 Kooldenihkepinged ja pikikoormus

Jargnevalt tuletame diferentsiaalvorrandi, kui Ohukeseseinaline varras on koormatud
pikikoormusega n (x) (jn 1.16). Niitame, et pikikoormuse 7 () olemasolul ei kehti avaldis
(1.42), s.t dB,,/dx # T, [Bot62].

Vaatleme dhukeseseinalise varda elementi ABCD modtmetega dx X ds (jn 1.16), kus ds
on keskjoone diferentsiaal (jn A.2).

60)8 ds

Elastne telg o
(6]

Joonis 1.16. Pikikoormus

Vaadeldaval elemendil ldbib pikikoormus n (x) ristldike punkti P (y,, 2,,w,). Siin on
wp, punkti P sektorkoordinaat (jn A.2). Ristldike paksuse suunas ebaiihtlaselt jaotatud
nihkepingete (vabaviinde, St. Venant’i nihkepingete) moju tidhistame jaotatud viddndemo-
mendina m,.

/ mods = T, (1.57)
A

kus 7T} on vabaviandemoment.
Ristldikes mojuvad veel kooldenormaalpinged o, ja kooldenihkepinged 7,,. Koostame
vaadeldava elemendi tasakaaluvorrandi x-teljele:
(00,9)

ZXzo, / ~———=dzds+n(x)dz + 7,ddz =0 (1.58)
Ax al'
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kus A* = dds on 1dikega eraldatud osa pindala.
RistlGikes (koordinaat x on fikseeritud) on elemendi paksus ¢ koordinaadi s funktsioon,
mis lubab ¢ tuua osatuletise mérgi alt vilja. Jagades avaldise ka dx-iga, saame

Y X =0, / %d/H—n () +7,6 =0 (1.59)
Asendame siin kooldenormaalpinged o, nende avaldisega (1.15)
o, =—FEwd" (1.60)
Niitid
— E@’”/ wdA+n(z)+ 7,0 =0 (1.61)

millest avaldame kooldenihkepinged 7,,:

— [Eé’”’/ wdA — n(x)] (1.62)
6 A*

Kooldeviindemomendi 7, arvutame vastavalt avaldisele (1.28):

me:/TwéTdS:/Twédw (1.63)
A A

Siin on tehtud asendus dA = rds = dw (vt (A.1)).
Asendame kooldenihkepinged valemis (1.63) nende avaldisega (1.62):

TM:/ {EG’”/ wdA —n (z ]dw—EG”’/ dw/ wdA —n (z /dw (1.64)
A . -

Integreerime esimest integraali ositi:

/dw/ wdA:w/wdA—/wwdA (1.65)
A A A A

Kui sektorkoordinaat w algab peanullpunktist, siis vOordub kogu ristldike staatiline sektor-
moment nulliga: f A wdA = 0 (vt avaldist (1.29)).
Kooldevidiandemomendi 7, saab niiiid esitada kujul

T,=—-FEI1,0" —n(x)w (1.66)
kus
1, — sektorinertsimoment (A.60);

w — sektorkoordinaat ristldike punktile P (y,, 2,,w,), mida ldbib pikikoormuse n (z)
mojusirge (jn 1.16).
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Diferentseerime bimomenti 53, (1.19) x-koordinaadi jérgi:

dB,
dx

=—FIL0" (1.67)

Asendame niiiid — E'1,, 0" avaldises (1.66) bimomendi tuletisega (1.67):

dB,,
T, = w " () w (1.68)
Siit
dB,,
T, # (1.69)
dx

Varem saadud avaldis dB,,/dx = T, (1.42) ei kehti koormamisel pikikoormusega n ().

1.9 Margikokkulepped viindel

Votame kasutusele parema kée teljestiku (jn A.3). Niiiid on vidindemomendi 7' ja vidin-
denurga ¢ () poore vastupdeva iimber varda teljega paralleelse x-telje positiivne (vt mér-
gireegel [Bot62, 1k 166], mis erineb raamatus [KMPR12, 1k 30] kasutatust).

Varda otste vilispinnal mdjuvaid rajajoude vaatleme kui vélisjoude, tipsemini, kui reakt-
siooni mdjuvale koormusele. Reaktsioonijoud médratakse tasakaalutingimustest. Rajajoudu-
de mirgi mddramisel on kasutusel kaks mirgikokkulepet. Esimene mdrgikokkulepe (jn 1.17 a)
on tuttav tugevusopetusest [MR96, 1k 10, jn 8]. Teine mdrgikokkulepe (jn 1.17b) on vajalik
varrassiisteemide tasakaaluvorrandite algoritmide koostamiseks.

(a) B

/ 7T T,
- /‘//e T‘t T(l) ’Q)
’ Q) | margikokkulepe”™ Il margikokkulepe

z

o}

z

Joonis 1.17. Mirgikokkulepped

Mirgikokkuleppeid vorreldes ndeme, et rajajdudude suunad varda 16pus iihtivad, varda
alguses on aga vastandmargilised.

Bimoment B, dhukeseseinalise varda ristldikes on staatilises tasakaalus momendipaar (jn
1.18). Bimomendi tekitavad kooldumist takistavad kooldenormaalpinged o, (jn 1.4).
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(b)

Bimoment B = Ma

Joonis 1.18. Bimomendi mirgireegel

Kui vaadata piki momendipaari dlga ((-telje suunas), siis loeme bimomendi B, (jn 1.18)
positiivseks juhul, kui vaatajapoolne moment podrab vastupédeva ning vaatajast kaugem mo-
ment podrab piripdeva (jn 1.18b). Reegel kehtib olenemata sellest, millises suunas (-telge
vaadata.

Kontrollime bimomendi margireegli kehtivust valemiga (1.21) ndite 1.1 abil. U-profiili
ristldikes on antud positiivne bimoment B,,. U-profiili ristldike punktides 1, 2, 3 ja 4 on
leitud kooldenormaalpinged, mille epiiiir on toodud joonisel 1.11. Joonisel 1.11a niidatud
kooldenormaalpinged tekitavad bimomendi B,,, mis vastab eespool olevale bimomendi mér-
gireeglile. Siin on peasektorkoordinaatide leidmisel kasutatud parema kée teljestikku, mille
puhul on raadiusvektori p podre vastupdeva positiivne.

1.10 Koormused

Ohukeseseinalise varda koormamisel pdikkoormusega (jn 1.19), mis ei libi 15ikekeset, on
varras liittooseisundis (paine koos vidndega). Painde ja takistatud védédnde eraldi arvutamiseks
kanname koormused iile ristldike 16ikekeskmeid (vddndekeskmeid [1.oo08], paindekeskmeid
[Jir85, 1k 229]) iihendavale joonele. Seda joont nimetame edaspidi elastseks teljeks (sks
Schubmittelachse ' ', ingl elastic axis e line of shear centers, vn yopyras och € JIWHUA
nenTpoB wu3ruba). Paindel kdverdunud varda telge nimetatakse elastseks jooneks (sks
Biegelinie e elastische Linie, ingl elastic line, vn ynpyras muawns). Koormuste iilekand-
misega elastsele teljele dnnestub meil eraldi vaadelda takistatud viinde tooseisundit [Bot62]
[BKL13].

Bhttps://wwwbbik.de/assets/files/Seminare/Eurocode%203_2014/script-
stahlbau-teil-3-2.pdf (07.01.2015)

®https://e-collection.library.ethz.ch/eserv.php?pid=eth:33999&dsID=eth-
33999-02.pdf#page=59 (07.01.2015)


https://www.bbik.de/assets/files/Seminare/Eurocode%203_2014/script-stahlbau-teil-3-2.pdf
https://www.bbik.de/assets/files/Seminare/Eurocode%203_2014/script-stahlbau-teil-3-2.pdf
https://e-collection.library.ethz.ch/eserv.php?pid=eth:33999&dsID=eth-33999-02.pdf#page=59
https://e-collection.library.ethz.ch/eserv.php?pid=eth:33999&dsID=eth-33999-02.pdf#page=59
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\
T S Elastne telg
l

Elastne telg

(a) Lauskoormus (b) Koondkoormus

Joonis 1.19. Koormused

Jargnevas vaatleme poik- ja momentkoormuse ning varda teljesuunalise koormuse iile-
viimist elastsele teljele. Siin peab arvestama tugede vastavust iilekantavale koormusele. Toe-
reaktsioone késitleme edaspidi.

1.10.1 Poikkoormuse iilekandmine elastsele teljele

Mobjugu dhukeseseinalise varda mingis ristldikes koondatud pdikkoormus F', mille kaugus
elastsest teljest on e (jn 1.20a). Kanname koondatud pdikkoormuse F' varda elastsele teljele.
Niiiid on eraldi vaadeldavad kaks todseisundit:

* paine, kus varras on koormatud pdikkoormusega F' (jn 1.20b);

* viine, kus ristldikes mdjub poordemoment M, = F'-e (jn 1.20c¢).

Poordemomendi suuna mdrgi midrame vastavuses parema kée teljestikuga (jn A.3).
Poordemomendi M, vastupdevane suund timber varda teljega paralleelse x-telje on posi-
tiivne.

Elastne telg

(a) Koondatud pdikkoormus
F

% y Elastne telg
, ‘\7

X My=F-.e X

(b) Paine (c) Viine

Joonis 1.20. Koondatud pdikkoormuse lahutamine
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Elastne telg

(a) Uhtlaselt jaotatud pdikkoormus
X
Elastne telg y/F CGECCGC Elastne telg
‘ my=q-e \
X X

(b) Paine (c) Viine

Joonis 1.21. Uhtlaselt jaotatud pdikkoormuse lahutamine

Nii nagu koondatud pdikkoormuse juhul, kanname ka juhul, kanname ka {iihtlaselt jao-
tatud poikkoormuse ¢ elastsele teljele (jn 1.21a).

Uhtlaselt jaotatud pdikkoormuse ¢ kaugus elastsest teljest on e (jn 1.21a). Koormuse
iilekandmisel tekib kaks todseisundit, mida saab eraldi vaadelda:

* paine, kus varras on koormatud iihtlaselt jaotatud pdikkoormusega ¢ (jn 1.21b);

* viine, kus varras on koormatud iihtlaselt jaotatud podrdemomendiga m, = ¢-e (jn
1.21c).

Jaotatud poordemomendi suuna mdrgi mddrame vastavuses parema kie teljestikuga (jn
A.3), mispuhul on jaotatud poordemomendi m, vastupdevane suund {imber varda teljega pa-
ralleelse x-telje positiivne.

1.10.2 Momentkoormuse iillekandmine elastsele teljele

Mojugu Shukeseseinalise varda mingis ristldikes, imber vardaga risti oleva telje y, koondmo-
ment M, mille kaugus elastsest teljest on e (jn 1.22a). Varras on liittddseisundis, kus esineb
korraga paine ja takistatud viine.

Koormuse iilekandmisel tekib kaks tooseisundit, mida saab eraldi vaadelda:

* paine, kus varras on koormatud momendiga M, (jn 1.22¢);

« takistatud viine, kus varras on koormatud joudude bipaariga'” M -e, kus e on joudude
bipaari 6lg (jn 1.22d, M = M,).
Kui vaadata piki momendipaari 0lga, siis loeme joudude bipaari momendi (bimomen-
di) positiivseks juhul, kui vaatajapoolne moment pddrab vastupdeva ning vaatajast kaugem
moment podrab piripdeva (jn 1.18b). Reegel kehtib olenemata sellest, kummas telje suunas
vaadata.

B,=M,-e (1.70)
kus

17 Kaks vérdvastupidist joupaari (joonisel 1.22b joupaarid F'- h), mis asetsevad paralleelsetel tasanditel,
moodustavad joudude bipaari. Nende tasandite vahelist kaugust nimetatakse joudude bipaari olaks. Joupaari
momendi korrutist bipaari dlaga nimetakse bimomendiks: B = F-h-e = M -e.
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Elastne telg

Elastne telg

My

(c) Paine (d) Tokestatud viine

Joonis 1.22. Koondatud momentkoormuse lahutamine

M,, — koondmoment;
e — 1oikekeskme kaugus ristloike keskjoonest.

Nii nagu koondmomendi M, iileviimisel, kanname iihtlaselt jaotatud momendi m,, elast-
sele teljele (jn 1.23a). Jaotatud momendi m,, kaugus elastsest teljest on e. Varras on liitt60-
seisundis, kus esineb korraga paine ja takistatud vééne.

Koormuse iilekandmisel tekib kaks tooseisundit, mida saab eraldi vaadelda:

* paine, kus varras on koormatud iihtlaselt jaotatud momendiga m, (jn 1.23b);

* takistatud véine, kus varras on koormatud iihtlaselt jaotatud joudude bipaariga m-e,

kus e on joudude bipaari 6lg (jn 1.23¢c, m = m,,).
b, =my-e (1.71)
kus

m,, — thtlaselt jaotatud moment;
e — 1oikekeskme kaugus ristldike keskjoonest.

Elastne telg

Elastne telg

(b) Paine (c) Tokestatud vadne

Joonis 1.23. Uhtlaselt jaotatud momentkoormuse lahutamine
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Uhtlaselt jaotatud jdudude bipaari b, mirgi midrame samal viisil kui jdudude bipaari
momendi margi.

1.10.3 Pikikoormuse iilekandmine elastsele teljele

Mbjugu dhukeseseinalise varda ristldike keskjoone punktis k (mis ei ole sektorkoordinaadi
nullpunkt) koondatud pikikoormus £, (jn 1.24a).

ow=0
o=l
=]

il

(a) Koondatud pikikoormus

(b) Pike (c) Paine + viine

Joonis 1.24. Koondatud pikikoormuse lahutamine

Kanname nimetatud pikikoormuse iile sektorkoordinaadi nullpunkti O (jn 1.24b), mis
asub kaugusel a, ja lisame joupaari dlaga a (jn 1.24c). Et joupaar ei asu ldikekeset ldbival
tasandil, siis on varras liittooseisundis (paine + vdidne), mida vaatlesime eelmises jaotises.
Punkti k£ sektorkoordinaadi (sektorpindala) w; saame avaldada kauguse a ning 16ikekeskme
ja ristldike keskjoone vahekauguse e kaudu (jn 1.24¢):

wp = —2-Nokc=—a-e (1.72)

Sektorkoordinaadi méi4ramisel on raadiusvektori paripdevane podre negatiivne.
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Koormuse iilekandmisel saime jargmised tooseisundid:

* pike, kus vardal on koondatud pikikoormus £} sektorkoordinaadi nullpunktis O (jn
1.24b);

* paine + véine, kus varras on koormatud koondmomendiga (jn 1.24c).

Lahutame liittdoseisundi ,,paine + viidne" (jn 1.24c ja 1.25a) paindeks ja viindeks.
Paindel kanname joupaari momendi 1dikekeset c ldbivale tasandile, mis on paralleelne antud
mojutasandiga (jn 1.25b). Viidndel lisame teise joupaari tasandile, mis lidbib 16ikekeset ¢ ja
on paralleelne antud joupaari mdjutasandiga. Antud ja lisatav jdoupaar on moodulilt vordsed,
kuid vastassuunalised (jn 1.25c¢).

Kahel paralleelsel mojutasandil mdjuvaid vordseid, kuid vastupidiselt suunatud joupaare
nimetatakse jéubipaariks. Uhe jdupaari korrutamisel bipaari élaga (joupaaride mdjutasandite
vahelise kaugusega) saadakse bipaari moment (bimoment).

Pikikoormuse F}, (ei asu sektorkoordinaadi nullpunktis) iilekandmisel saame t60seisun-
diteks pikke, painde ja viinde.

Takistatud vaidndel tekib bipaari moment (bimoment) B,,,.

B,=—F,a-e=F,-wy (1.73)

Elastne telg

B=-FK-ae=F 0

(b) Paine (c) Viine

Joonis 1.25. Koondatud pikikoormuse lahutamine
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kus
F, — pikijoud;
wy. — pikijou rakenduspunkti k sektorkoordinaat;
a — jOoupaari 0lg;
e — loikekeskme kaugus ristldike keskjoonest.
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Jargmisena vaatleme juhtu, kus keskpinna vabalt valitud punktis, mis on antud koordi-

naadiga w, mdjub moment M (jn 1.26).

Joonis 1.26. Moment keskpinnas

Siin voib momentkoormust kisitleda kui pikijou F), ja 6la As korrutise piirvéartust M =

lim F,As, kust avaldame pikikoormuse
As—0

Kasutame bipaari momendi (bimomendi) B, avaldist (1.73):

Aw
By=F,(w+Aw) - Fyow= M2
» e (w+ Aw) LW s

Suhtega Aw/As piirile minnes saame piirvésrtuseks

Aw  dw ,
m —=—=w
As—0 As ds

Niiiid saame bimomendile B, (1.75) avaldise

!/
o= Mw

Selgub, et avaldistes (1.70) ja (1.77) on vordsed suurused:

M-e= M-

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)
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Bipaari momendi mirgi méiirame vastavalt bimomendi mirgireeglile (jn 1.18). Bimomen-
di vaatajapoolsel mdjutasandil oleva joupaari pooramissuund'® méirab ra ka tema mérgi.
Jooniselt 1.25¢ ndeme, et vaatajapoolne moment podrab péripideva ja on seega negatiivne.
Siin on kasutatud parema ke teljestiku (jn A.3) mirgireegleid, kus telje otsast vaadates on
poOore paripdeva negatiivne ja poore vastupdeva positiivne.
Eespool vaadeldud liittooseisunditest lahutatud vidndetooseisundid on esitatud tabelis.

Tabel 1.1. Koormusskeemid dhukeseseinalise varda takistatud vdindel

Liittooseisund

Viine

FL2

v

vt jaotis 1.10.1

La 2
RRRERRY!

— (L —

m=q-¢e
vt jaotis 1.10.1
A
° 3
M B=M-e
vt jaotis 1.10.2
b=m-.e
% [(d ‘
vt jaotis 1.10.2
el A
Wy 14, N .
WB =N-o
vt jaotis 1.10.3
[ J b=n. o
= ] — cfacon
+++L+% Q/Q, ]é ,-’: A f -

vt jaotis 1.10.3

Bhnttp://www.mh.ttu.ee/jkirs/staatika/Staatika3.doc 1k 126, (10.02.2016)


http://www.mh.ttu.ee/jkirs/staatika/Staatika3.doc
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Uhtlaselt jaotatud pikikoormuse n,, todseisundi saab lahutada lihttooseisunditeks nii nagu
koondatud pikikoormuse juhul [B6t62]. Takistatud védédnet pShjustab iihtlaselt jaotatud bimo-
ment b,:

by, = ng-wy (1.79)
n, — tihtlaselt jaotatud pikikoormus;
wy, — tihtlaselt jaotatud pikikoormuse rakenduspunkti k sektorkoordinaat.

kus

1.11 Toed

Ohukeseseinaliste varraste takistatud viindel voib tugedele seada rajatingimusi viinde-
nurga 0, suhtelise védindenurga ¢’, vabavidindemomendi 7}, koguviddndemomendi 77,
kooldevddndemomendi 7, ja bimomendi 53, jargi (vt tabel 1.2 ja [BP68, 1k 424]).

Tabel 1.2. Toed 6hukeseseinalise varda viindel

Toe skeem Rajatingimus Toe kirjeldus

0=0 Jaik tugi: ei vdoimalda
=0 pooret ega kooldumist

=0 Tugi ei voimalda pooret;
B,=0 kooldumine on vaba

=0 Tugi vdimaldab pooret;
ei voimalda kooldumist

‘ ~ ~
N N
|
|
1
&3
ja]

- - Tori =T, + T, =0 Vaba ots
Tugi vdoimaldab pooret;
M 0 =0 ei voimalda kooldumist.
== T,=M Toel on rakendatud
vidndemoment

M B, = Vabale otsale on rakendatud
- Toum =T +T, =M viidndemoment
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Rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energiateoreemis (B.8) leitud rajatingimusi:
W, = | Tound — B~ 0.0] | (1.80)

Kui esitatud paarides Ty,,,, < é, B, & o , b, & 0 iiks suurus on ette antud, siis teine on
tundmatu, mis tuleb leida. Nii néiteks on tabelis 1.2 jdiga toe puhul antud 6 ja T;. Tundmatuks
on 1y, = 1y + 1., kus T; on antud, ning jarelikult 7, tuleb leida.



2. Takistatud vainde vorrandid

2.1 Takistatud viaande diferentsiaalvorrandid

2.1.1 Vaiandenurga elastse joone diferentsiaalvorrand

Ohukeseseinalise varda takistatud viinde diferentsiaalvorrandi tuletamist alustame méiran-
gust (1.27)

Loum = Tot + Tyw (2.1)
kus
T'sum — koguvididndemoment;
T, — vabavdandemoment (vddandemoment St. Venant’i vddndel);

T’ ., — kooldevdindemoment (kooldenihkepingetele vastav viindemoment).
Vabavéindemoment 7, ; ja viadndenurk ¢ (x) on seotud avaldisega (1.1)

Txt - GItQ, (22)

kus G on nihkeelastsusmoodul e nihkemoodul e Coulomb’i moodul ja /; on védidndeinertsi-
moment.
Bimomendi 5,, ja vddndenurga tuletis #” on seotud avaldisega (1.19)

B,=—-FEIL,¢" (2.3)
Kooldevidindemoment 77, ja vddndenurk 6 (x) on seotud avaldisega (1.43)
T,=—FEIL.0" (2.4)

kus £ on (normaal)elastsusmoodul (Youngi moodul) ja /, on sektorinertsimoment (A.60).
Koguviindemomendi 7,,, ja lausmomendi m, vaheline seos (1.45):

deum
dx

= —My (2.5)

Diferentseerime vorrandit (2.1) x-koordinaadi jérgi:

Tx t Tm w Tsum
—_— — — p— 2-
dx dz dz (2.6)

43
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Asendame vorrandis (2.6) viddndemomendid vdandenurga 6 avaldistega ja lausmomendiga
Myt
d*o d26
El,— — GLi— = m, 2.7
dat tazz - 2.7)
Saadud vorrandi jagame kooldejditkusega E 1, (sks Wolbsteifigkeit, ingl warping rigidity, vn
CEeKTOpHAaJLHAA KECTKOCTL JelIaHalNN):

a9 GIL %0 m,

— = 2.8
dz* EI,dx? El, (2:8)

Votame kasutusele Shukeseseinalise varda takistatud viddnet iseloomustava karakteristiku ,
mida edaspidi nimetame kooldekarakteristikuks (sks Abklingfaktor fiir Torsion, ingl flexural-
torsion cross-section characteristic, vin m3ruOHO-KPYTUILHAS XaPAKTEPUCTUKA CTEPK-

Hs):
G, |E1,
R = E—]_w, a = G[t (29)

a — kooldekarakteristiku poordvéarus (ingl torsional bending constant) [HIM11];

E'I,, —kooldejdikus;

(G, — vabavaiandejdikus (sks Torsionssteifigkeit, ingl torsional rigidity, vn ;kecTKOCTH
Ipnm YnCcTOM prquI/II/I)

kus

Ohukeseseinalise varda takistatud viinet iseloomustava karakteristikuna on kasutusel ka
varda tunnusarv vidndel €, (sks Stabkennzahl fiir Torsion, ingl torsion parameter e warping
parameter, vin KOPEHbL XapaKTE€PUCTUUECKOTO YPAaBHEHUS).

G,
=1 2.10
€t El ( )
kus [ on varda pikkus.
Niiiid esitame diferentsiaalvorrandi (2.8) kujul
ol — k2 = o 2.11
K EL (2.11)

2.1.2 Viindenurga elastse joone diferentsiaalvorrand pikikoormusel

Koostame elemendile ABCD (jn 1.16) mdjuvate jdudude momentide vorrandi elastse telje
O-O suhtes:

S M, =0, —/ (97.,9) dxrds—/ 07 fods = 0 (2.12)
A 8x A ax

kus r on pooluse C', kaugus keskjoone puutujast (vt ka jn A.2).
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Taandame vorrandi (2.12) dx-iga ja asendame rds sektorkoordinaadi diferentsiaaliga dw
(vt jaotis A.1):

/5%dw+—/mT s=0 (2.13)

Saadud vorrandi teise litkme teisendamisel arvestame seost (1.57) ja vabavididndemomendi 7;
avaldist (1.1):

/ m,ds = —Tt GLY" (2.14)
oz

Kooldenihkepingete avaldise (1.62) ja avaldise (2.14) kasutamine vdoimaldab vorrandi (2.13)
esitada jargmisel kujul:

/ lE@’V / wdA —n/ (x)] dw + GLH" =0 (2.15)
A A
Kirjutame viimase vorrandi kujule

EGIV/dw/ wdA—/n’ (z)dw+ GLH" =0 (2.16)
A . A

Vorrandi (2.16) esimest liiget ositi integreerides (vt avaldis (1.65)) saame

E§" / (w/ A= / wsz> —n' (r)w+ GLY" =0 2.17)
A A A

Kui sektorkoordinaadi w algus on sektorkoordinaadi peanullpunktis, siis vordub kogu
ristloike staatiline sektormoment nulliga: f A wdA = 0 (1.29). Niiiid votab vorrand (2.17)
kuju

EL,0"Y —GLO" +7n' (v)w=0 (2.18)

Jagame saadud vorrandi kooldejdikusega £/

/
oV _ k20" + % —0 (2.19)
kus ~ on kooldekarakteristik
GI
p=1\% It (2.20)

Siin on £ [, kooldejdikus ja (- /; vabaviindejdikus.
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2.1.3 Viindenurga elastse joone diferentsiaalvorrand

Uhendame diferentsiaalvorrandid (2.11) ja (2.19):

m, — b,
e 2.21)

kus b/, = n/ () w (vordle avaldisega b,, = n,-wy, (1.79)).

91V o /€2(9// —

Diferentsiaalvorrandi (2.21) lahendit otsime kujul
0= 9091 + 9692 + 96/(93 + 66”94 + (96 ((E) (222)

kus
6o, 05, 6 jad]’ — otsitava funktsiooni vdirtused kohal z = x(;

01, 65, 65 ja 6, — homogeense diferentsiaalvorrandi normeeritud lahendite
fundamentaalsiisteem' [Sad63, 1k 39];

0. (z) — mittehomogeense diferentsiaalvorrandi erilahend.

2.1.4 Homogeenne diferentsiaalvorrand
Homogeense diferentsiaalvorrandi
0" — k20" =0 (2.23)

normeerimata lahendite siisteemi otsime jargmisel kujul:

| GI,
k = .
us K BL

Lahendite siisteemi (2.24) normeerimiseks kirjutame vilja Wronski’ determinandi’:

07 =1, 60;==x, 0;=chke, 6;=shkx (2.24)

1 = chkgx sh kz
W (z) 0 1 kshkx kchkrz (2.25)
= 0 0 k?’chkx k%shkzx '

0 0 wk®shkzr kK3chkz

Wronski determinandi W viirtus kohal z = 0:

101 0
01 0 &

WO=|y 0 2 o (2.26)
00 0 &

Selleks et determinandi (2.26) viirtus oleks iiks, teeme teisendused:

"http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Difequation/Difequat6.doc#page=163
(30.12.2015)

2 J6zef Maria Wronski (1776-1853), poola filosoof, matemaatik ja fiiiisik.

3 Determinant, kus iga jirgmine rida on eelmise rea tuletis.


http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Difequation/Difequat6.doc#page=163
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* lahutame kolmandast veerust esimese veeru ja korrutame tulemuse suurusega (1/x )2;

* lahutame neljandast veerust x-ga korrutatud teise veeru, seejdrel korrutame neljanda
veeru suurusega (1/r )°.

Tulemuseks on tthikmaatriks

W (0) = =1 (2.27)

o O O
o O = O
o= O O
_— o O O

Teeme sarnase teisenduse normeerimata lahendite siisteemiga (2.25):

* lahutame kolmandast veerust esimese veeru ja korrutame tulemuse suurusega (1/x )2;

* lahutame neljandast veerust x-ga korrutatud teise veeru, seejirel korrutame neljanda
veeru suurusega (1/r )°.

Saame normeeritud lahendite fundamentaalsiisteemi:

91 = 17 92 =,
1 1 (2.28)
63:?(0hm€—1), &z;(shmx—mx}

Varda sisejoudude leidmisel kasutatakse rajajoudude (kontaktjdudude) médramiseks
kahte erinevat mérgikokkulepet (jn 1.17). Esimese mérgikokkuleppe puhul

T(O) B(O) T(O)
Oy = 6y, 6= -2t g = = g =_ (2.29)
T T T EL, T EL
ja teise mérgikokkuleppe korral
T(O) B(O) T(O)
Oy =0, 0 =-—-2L gr=22 " — (2.30)
e T gL T EL, Y EL
Homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend esimese mérgikokkuleppe puhul on
(0) (0) (0)
T, B, 1 1,7 1
0 =0+ GItaC_EIMP(Cth_l)_E[w?(s}mx_lm) (2.31)
ning teise margikokkuleppe korral
79 BY1 77 1
0=0,— Gftx—i_E_Iw?(Ch’m_1)+EIWE<Sth_mj> (2.32)
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Asendame avaldises (2.32) kooldejdikuse poordvéirtuse (1/E 1) seosega (2.9) (1/E I, =
HQ/G]t).

T(U) B(O) T(O) 1
0 = fy— =L “_(chkx — 1)+ —— — (shkz — 2.33
o GItaH—GIt(C KT )+G[t/<;(s RT — KT) ( )
(0) (0) (0)
T B T
¢ = 00— =t “_ i sh —~_ (chkx — 2.34
Gl + Glt/is KT + ol (chkr — k) (2.34)
B T
" = 0+ 0 + ar kch Kz + G—]t/ish K (2.35)
B(O) T(O)
" = 0+ 0 + Gwlt k3sh ka + GLL/@QCh KX (2.36)

2.1.5 Diferentsiaalvorrandi erilahendid

Mittehomogeense diferentsiaalvorrandi (2.21) vabaliikmele lisame lauskoormusega ekviva-
lentse iildistatud koormuse [YSMOO].

My M6 (t — zo)

HIV _ 20// —
& FL T EL

(2.37)

Siin on
M,6 (t — zo)/E 1, lauskoormusega m, = ¢.-e (jn 1.19a) ekvivalentne koguviinde-

moment (2.1)), kus M, = F-e ning e on jou F, kaugus 1dikekeskmeid ithendavast
teljest (jn 1.19b);

 (t — a) — Dirac’i" deltafunktsioon.

Mittehomogeense diferentsiaalvorrandi (2.37) erilahendit 6, (x) (2.22) otsime Cauchy’
valemi [Sad63, 1k 40], [Ste59] abil:

b (z) = /xK(x,t) fn (t)dt (2.38)
x0
kus K (z,t) on vastava homogeense diferentsiaalvorrandi normeeritud lahend. Téapsemalt,
0 (x) = /w Ky (z,t) fy (t)dt + /z K (x,t) f5(t) dt (2.39)
@0 o
Siin kasutame normeeritud lahendite fundamentaalsiisteemi (2.28):
K (2,1) zeux—w:%ﬂ%ﬁ@—a-ﬁqx—w) (2.40)
Ky (2,1) = %upwyzégmﬁm—a-ﬂ) 2.41)

4 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), inglise fiiiisik.
> Augustin-Louis Cauchy (1789—1857), prantsuse matemaatik.
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ja koormusfunktsioone f,, (t):

my (t) M, (t)
t) = t)= —/—= 2.42
Avaldame seosest (2.9) kooldejdikuse E'[,,:
1 1, 1
= El,=GIl,— 2.4
EL ~— GL"" o= Gl 243)
Niitid saame koormusfunktsioonid f,, (¢) esitada kujul
mg (t) 5 M, (t) 5
t) = t) = 2.44
f4 ( ) G[t R, f3 ( ) GIt K ( )

Vaatleme juhtu, kui m,, (¢) = const. Erilahendi (2.39) saamiseks tuleb integreerida aval-
dis

010 (2 /K4xtf4()dt

EI 1/(‘,ZC(Sh"W’U—’f)—"”v(fv—t))dt (2.45)

Oye (x / Ky(x,t) fu (t)dt G]t /I(sh/-i(x—t) — Kk (x—1t))dt (2.46)

Esmalt integreerime integraalide (2.45), (2.46) esimese liikme:

T

v 1
/ shk (r —t)dt = — —chk (z —t)

1
p = (Chﬁ (r—a), — 1) (2.47)

a

kus (z — a), on Heaviside’i® funktsioon

B 0, kui (x—a)<O0
(x_a)+_{x—a, kui (z—a)>0 (2.48)

Integraalide (2.45), (2.46) teise litkkme integreerimisel saame

/ax/i(x—t)dt:—/i(x;tfm:ﬁ% (2.49)

Asetame leitud integraalid erilahenditesse (2.45), (2.4(116):
O () = Em_[i% [Ch/{(x—a)+ —1— K %] (2.50)
O () = gz% [ch/{(x—a)Jr -1- /{2@] (2.51)

6 Oliver Heaviside (1850-1925), inglise fiiiisik ja elektriinsener.
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Mittehomogeense diferentsiaalvorrandi (2.37) teisele vabaliikmele (M, /E I, = const)
vastava erilahendi saame avaldist (2.39) integreerides:

O3, (x / Ks (z,t) f3 (t) dt Z/w (chk (z —t) —1)dt (2.52)

o

036 / Kg x, t f3 ) G]t (Chli (ZE —t) — ].) dt (253)

Integreerime integraalide (2.52), (2.53) esimese liitkme:

T

v 1
/ chk (z —t)dt = — —shk (x — 1)

K

N

(shk(z—a),) (2.54)

a

Integraalide (2.52), (2.53) teise litkme integreerimisel saame

/xldt:—(x—t)];c: (x—a), (2.55)

Asetame leitud integraalid erilahendisse (2.52), (2.53):
M, 1

Os. () = BL 3 [she(z—a), — k(z—a),] (2.56)
M, 1
O3 () = Glr [she(z—a), — k(z—a),] (2.57)

Lisame bimomendi B, = M -e erilahendi:

B, 1

Oz (x) = Bl [chk(z—a), — 1] (2.58)
0 = By,
pe (1) = ar [chk(z—a), — 1] (2.59)
Lisame erilahendid n-w jaoks:
(n) . nw 1 B B _
05, (x) = ai n —[shk(z—a), — k(z—a),] (2.60)
—N-w
(NV) _
05, () = at [chk(z—a), — 1] (2.61)
Géj\f) (x) = M-w [chk(z—a), — 1] (2.62)
G,

Tabelis 1.1 esitatud koormuste jaoks on koostatud diferentsiaalvorrandite erilahendite
tabel 2.1.
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Tabel 2.1. Erilahendid dhukeseseinalise varda vaiandel

51

G,

Koormuse skeem Erilahendid
O m 1 (x — a)2
_dGQn-G:C?eCC que) (z) = Gl 72 chk(r—a), — K2 5 R |
(o M1
TR 0 (0) = gp o shw@—a), — r(@—a)]
B=M-c /p
= B
W Héf)(x): G—It[ch/@(x—a)+ - 1]
b=n-o 1
?%" Yol 9&? (x) %;[Shﬁ(x*a)—&- — k(z—a), ]
B=N-o /p
< N -
W 95?(9&)— Glid[chf@'(ar;—a)+ — 1]
MT :
~ ng\f) (x) = J\é-lw [chi(z—a), —1] (vt 1.77)
a t
Leiame erilahendi 0, . (z) tuletised:
my 1 (z — a)2
Oy (x) = aL w2 chk(z—a), — K T+ -1 (2.63)
, my 1
0, (r) = G[tE[ShH(ﬁ—a)_i_ — k(z—a), | (2.64)
/! ml‘
0y, (r) = el [chk(z—a), — 1] (2.65)
¢
o) (x) = Mo . [shk(z—a), | (2.66)
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2.2 Ulekandemaatriks takistatud vi:indel

Ohukeseseinalise varda takistatud viinde iilekandemaatriksi koostamiseks teise mirgikok-
kuleppe jdrgi vaatleme vddndenurga tuletiste ja momentide vahelisi seoseid:

T, = GILO0 =FEILk* (2.67)
1

B, = —Gft?e”:—EIwe” (2.68)
1

T, = —Gltﬁe’”: —EIL,0" (2.69)

Viidndenurga ja vddndemomentide seosed saame algparameetritest, vottes viddndenurgast
tuletised (2.33)—(2.36) ja korrutades need vastava jiikusega (2.67)—(2.69).

7O RO 70 4
0 = = fy— 2 “ (chkzx — 1)+ = — (shkz — 2.70
0 Gltx—i- GIt(C KT )+Gftli (shkx —kx) (2.70)
T, = GLO = 0-T9+BO9gshkrr +TO (chrz — 1) (2.71)
1 1
B = —-GIL,—0"=-0- 0 —BYchre —T”= shux (2.72)
K K
1
T, = —GL—0"=-0— 0 —BPxshra — T chra (2.73)
K

Esitame vorrandid (2.70)—(2.73) maatrikskujul
Zy, (x) =U-Zp (2.74)

kus Zp,, Z A on varda 10pus ja alguses olevad vddndenurgad ning vddndemomendid

0L 04 0o
Tu Tia T
ZL = BwL ) ZA = BwA = B&O) (275)
TwL TwA Tu()o)

ja tlekandemaatriks U teise mérgikokkuleppe puhul

1 —G%tx G%t(ch/m —1) GL.Q% (shkx — kx)
—1 h h —1
U— 0 kshkx chkz (2.76)
0 0 —ch kx —%Sh/{x
0 0 —Kksh kx —ch kx
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2.2.1 Koormusvektor takistatud vaidndel

o
Koormusvektori Z esitame kujul

Oc
zqe CLfe Elee 2/
° € 1 w/{ e
z=\|p' |=| -Gu500 | = | Ele @77
"
Twe _G]t_ZQ;// E[wee
L K |
Koormusvektori leidmist alustame erilahendist (2.51):
mg 1 2 (33' T a)i
0, = 046@):(;_&? chi(z—a), —1—- & — (2.78)
1
Tie = GLY,.(x) = m,— [shk(z—a), — k(z—a),] (2.79)
K
1 1
B,e = —G_ft?ﬂe (x) = m, = [1—chk(z—a),] (2.80)
1 1
Tye = —GIt—QQZ’e (x) = —m, — [shﬁ(x—a)Jr] (2.81)
K K
Avaldistest (2.78)—(2.81) moodustame lausmomendi m, koormusvektori
[ my 1 5 (T — a)%r |
, aL w2 ChFL(ZE—a)Jr—l—KJT
‘ 1
7 — Tie | _ mmE[shm(ac—a)Jr—/i(x—a)Jr} (2.82)
Bwe 1
1., mmz[l—chm(:c—ah}
—m, ~ [sh _
I Mg [shk(z—a), ] |
2.3 Pohivorrandid takistatud vaandel
Avaldame ohukeseseinalise varda takistatud viinde pohivorrandid maatrikskujul
Zy(x)=U-Zs + 7 (2.83)

kus
Zy,, Zp — avaldisega (2.75) ndidatud viidndenurgad ja vidndemomendid varda 16pus
ning alguses;
U - iilekandemaatriks (2.76).

Ohukeseseinalise varda takistatud viinde pohivorrandid teise mirgikokkuleppe puhul
(2.83) saab kirjutada vorrandisiisteemina

o

U -Za—ysa-ZL=—-17 (2.84)



54

Lithemalt

()

I/J\I4><8'2:_Z

5 [ Za
2| %)

kus

I/J\I4Xg — laiendatud iilekandemaatriks (Ugxs | —I4x4):

2. Takistatud védédnde vorrandid

i 10 10 1o 1
1 —2 ——(chke —1) ——— (shkz —
G[ta: G[t(c kx — 1) aL (shkx — Kkx)
—~ 0o -1 rksh kx chkr —1
0 0 —ch kx ——shkz
K
| 0 0 —ksh ke —ch ko
100
010
0 01
000
ning koormusvektor Z lausmomendiga m, avaldub
[ lgmy 1 Q(x_a)+
aI, 2 chi(r—a), —1-k 5
1

N o
I

1

mIE[ShH(ZU—(I)_i_ — k(z—a),]
mx?[l— Ch/f(m—a)Jr]

— Mg [shk(z—a), ]

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

Siin on 7 vddndenurga 0 skaleerimistegur (vorrandisiisteemiga (2.85) leitavad vddndenurgad

on g korda suuremad).

Iga varda iilekandevorrandite (2.85) kohta lisame neli rajatingimust.

2.3.1 Ulekandevorrandite lahenduste testimine

Ulekandevdrrandeid kasutame varrassiisteemide rajaiilesande piistitamiseks. Rajaiilesande
lahendamisel rakendame EST-meetodit. Lahendatavad iilesanded valisime nii, et saadud tule-
mused oleksid vorreldavad teiste meetodite abil leitutega. Ohukeseseinalise varda vidnde
horeda laiendatud iilekandemaatriksi (Ugyq| — Lsnq) (2.85) koostamiseksokasutame GNU

Octave’i funktsioone yspWGvimhvl.m, yspWGfhlin.m. Koormusvektori Z (vt tabel C.1)
leiame funktsioonidega yzZWGmx.m, yzZWGMx.m, yzZWGBy.m, SisejoudWGmxpunktis.m.
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Niide 2.1 (lausmoment konsoolil). Koostada joonisel 2.1 kujutatud konsooli viidndenurga
0.., vabavddndemomendi T;, bimomendi B,, ja kooldevidndemomendi ', epiiiirid.

q =20 kN/m

v 1=2m e

Joonis 2.1. Lausmoment konsoolil

Andmed. Konsoolile pikkusega | = 2 m mojub ekstsentriline lauskoormus ¢ = 20kN/m
(m, = —20
mathrm(kN - m)/m). Vertikaalse lauskoormuse q ekstsentrilisus e = 1.0cm. Ristldike
kooldejiiikus (EI,= 1.052 x 10*°kN - m?*), vabavdiindejiikus (GI,= 2.63 x 107
kN-m?) ja kooldekarakteristik (k= /GI,/E 1, = 1/2.63x108/1.052x10' = 0.005 cm ")
on konstantsed.

Lahendus. Vaatleme konsooli iihe elemendina, siis sisesidemed [Jiir85, lk 8~9] puuduvad.
Rajatingimuste W, seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.S).

W, = [Toumt — Bt — 0.0 |, (2.89)

Siit saab jdlgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimesel toel on toe-
tingimuste paarides Ty, < 0 ja B, < 0" antud vidndenurk 0 = 0 ja suhteline vidndenurk
0" = 0. Seega on esimene tugi jdik ning ei voimalda poiret ega kooldumist. Tundmatud on
bimoment B, ja koguvdidndemoment T,,,.

Konsooli lopus on antud bimoment B,, = 0 ja koguvdidndemoment T, = Ty + T,, = 0.
Tundmatuks jidvad viidndenurk 0 ja suhteline vidndenurk 0’ (T, = GI1,0’).

Rajavddrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4], [Lah97b],
[Lah98a] puhulgi horedat vorrandisiisteemi’

spA-Z=8B (2.90)
kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor

~ 7.
Z—Z—{Zb} (2.91)
mille elementideks on vidndenurgad ja vidndemomendid varda alguses ning lopus (jn 2.2):
04 Z(1,1) 0, Z(5,1)
_ ,I;tA _ Z (27 1) _ T;fL _ Z (67 1)
Za= 1, |7 |z (3,1) |’ Zo=\p, |~ 12z (7,1) 2.92)
Toa Z(4,1) 1,1, Z(8,1)

Muutuja 7 (i, 1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 8) on toodud joonisel 2.2.

"http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22


http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22

56 2. Takistatud védédnde vorrandid

X
z

S K =0.005 l/cm E_
a N o b
2 E 2
r4
Joonis 2.2. Lausmoment konsoolil. Muutujad
Péohivorrandites (2.84) [Lahl2, jn 14.9]%
Ulis-Z=—7 (2.93)
sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi [/J\I4Xg = (Uaxa | —Iaxa) (2.87) arvutamiseks

saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvl.m.
Vorrandisiisteemis (2.93) on tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need

vorrandid vorrandisiisteemi (2.90) (vt viljavote programmist 2.1 ).

Viljavote programmist 2.1 (Naide2_1.m)

# Tala hdoreda laiendatud iilekandemaatriksi arvutus
spvEF=yspWGvimhvI (baasiO, 1, GIt,EIw);
vB=yzWGmx (baasil,1,1,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJdv=1;
vB=vB.* (-1);

# sisestab lilekandemaatriksi vdérrandisilisteemi spA*Z=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA, IIv, IJv, spvF);

# sisestab koormusvektori vdérrandisilisteemi vabaliikmesse Bv
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# vOrrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vorrandisiisteemis (2.90) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite arv

peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad soltumatud vorrandid saame kinemaatilis-
test ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Jdrgnevalt

— piistitame rajatingimused;

— arvutame algparameetrid;

— arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

— koostame sisejoudude epiitirid.

Rajatingimuste piistitus. Viliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi’ (B.8). Kui avaldistes 0 < Tyym, 0 < B, iiks pool (poordenurk 0, suhteline viicin-
denurk 0') on antud, siis teine pool (koguviindemoment Ty,,,, bimoment B,,) on tundmatu.

Konsoolil on solmes a jdik tugi, mis ei voimalda pooret ega kooldumist (vt tabel 1.2).
Tundmatud on bimoment B,, ja koguvdidndemoment I, = T, +1,,. Viimases on vabavddn-
demoment antud: T, = G1,0" = 0. Tundmatuks jiiib kooldevdindemoment T.,,.

8http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
‘http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26


http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Konsooli otsas, solmes b, on bimoment B, = ( ja koguvddndemoment I, = 0. Tund-
matud on podrdenurk 0 ja suhteline viicindenurk ' (G1,0' = T}).

Z01) = 6. = 0
Z(2,1) = Tha = 0, =0
Z(1,1) = B, = 0 (2.94)
Z(6,1) + Z©8,1) = Tip+T,, =
Toumr =0

Koostatud on neli rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (2.90) (vt
vdljavote programmist 2.2). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jérelikult on
sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 2.2 (Naide2_1.m)
#44#444 Rajatingimused
spA=spSisestaArv (spA, 5,1,

Stheta_AS$ - vadandenurk

1); #
spA=spSisestaArv(spA,6,2,1); # ST_tAS$ - kooldevddndemoment
spA=spSisestaArv(spA,7,7,1); # SB_{L}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,8,6,1); # ST_{tL}+ T_{\omega L}S$ -
spA=spSisestaArv (spA,8,8,1); # - {ldvaandemoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on Jjuba nullitud
spA_rank = sprank (spA) # vdrrandislisteemi astak

Joonisel 2.3 on sisestatud vorrandisiisteemi kordajate horeda maatriksi muster (horeda
maatriksi spA(8,8) nullist erinevate elementide asukohad).

spy(spA) — horeda maatriksi spA(8,8) nullist erinevad elemendid [31%]

‘ ! ! 1 ! ! 1 1
R
: : . Pohivorrandid 1-4 | : :
e S T S
Y T S A ——
.-l iit h.
B NS S N S S S S S N
! ! ! Rajatingimused 5-8 ! ! !
P A M SRS NS S
S ISR URRRE SSOR (A SO NS R SO S
T B e e
9 i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Joonis 2.3. Lausmoment konsoolil. Horeda maatriksi spA muster
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Sisestatud vorrandisiisteemi kordajad horedas maatriksis spA on esitatud arvutuspdeviku
vdljavottes 2.1.

Viiljavote arvutuspievikust 2.1 (Naide2_1.m)

SpA =

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 20 [31%])
(1, 1) —> 1 (3, 3) -> -1.5431 (2, 6) —> -1
(5, 1) -—> 1 (4, 3) -> -0.0058760 (8, 6) —> 1
(1, 2) —> —-7604.6 (1, 4) -> 1332.3 (3, 7) —> -1
(2, 2) —> -1 (2, 4) -> 0.54308 (7, 7) —> 1
(6, 2) —> 1 (3, 4) —> -235.04 (4, 8) —> -1
(1, 3) —> 20.649 (4, 4) -> -1.5431 (8, 8) -—> 1
(2, 3) -> 0.0058760 (1, 5) —-—> -1

~

Sisestatud vorrandisiisteemi vabaliikmete vektor B on esitatud arvutuspdeviku viljavottes
2.2.

Viljavote arvutuspéevikust 2.2 (Naide2_1.m)

B =
1.3104e+07 0.0000e+00
7.0080e+03 0.0000e+00
—-4.3446e+06 0.0000e+00
-4.7008e+04 0.0000e+00

Algparameetrite arvutus. Rajavddrtuste leidmisel korrutasime vidndenurgad skaleeri-
misteguriga: baasi0 = 1.0 x 10'°. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Konsooli skaleerimata algparameetrid on toodud arvu-
tuspdeviku viljavottes 2.3.

Viljavote arvutuspéevikust 2.3 (Naide2_1.m)

Algparameetrid - AP1l

theta - 0.0000e+00
Tt - 0.0000e+00
B - -3.2772e+06
Tw - 4.0000e+04

Vidndenurkade ja vidndemomentide arvutus. Viidndenurkade ja vddndemomentide
leidmiseks konsooli ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

7 (x) = U -Za + 2 (2.95)

kus Za on konsooli algparameetrid (vt arvutuspiieviku viiliavéte 2.3). Ulekandemaatriksi
U leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m ja koormusvektori Z, funktsioonidega
vzWGmx.m ja yzWGMx.m (vt viiljavote programmist 2.3).
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Pinna miinuspool Pinna plusspool

II mirgikokkuleppega
leitud
algparameetrid

n T

I ja II margikokkulepe on

vastandmérkidega ithtivad

Joonis 2.4. Pinna pluss- ja miinuspoo

Viiljavote programmist 2.3 (Naide2_1.m)

AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4

xx=0;
xsamm=1/Nmitmeks;

I ja II mérgikokkulepe

110

59

Varda algul, ristloike negatiivsel pinnal (x
= 0, n7) (jn 24), on algparameetrid I ja Il
mdrgikokkuleppe puhul eri mdrkidega (jn 1.17).
Arvutiprogrammiga leiame  algparameetrid 11
mdrgikokkuleppe jirgi, sisejoudude mdrgi mdd-
rame aga vastavalt 1 mdrgikokkuleppele. Pluss-
pinnal on sisejoud 1 ja Il mdrgikokkuleppe puhul
sama mdrgiga. Seega arvutame sisejoud avaldisega
(2.95) ka varda algul ristloike plusspoolel (x = 0,
n™), nii saame sisejoud I mdérgikokkuleppe jirgi.

for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes (ij,1)=xx;

vvF=y1lWGfhlin (baasiO, 1, xx,GIt,EIw);
vvB=yzWGmx (baasil, 1, xx,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus

Fvv(l:4,17)=vvExAP+vVB;
Fvv(5,1id)=Fvv(2,1i])+Fvv(4,173);
XX=XxX+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 2.4.

Viljavote arvutuspaevikust 2.4 (Naide2_1.m)

baasil0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0050000
x= 0.00 50.00
theta - 0.000e+00 -3.169%9e-04
Tt — 0.000e+00 -2.987e+03
B - 3.277e+06 1.611e+06
Tw — -4.000e+04 -2.701e+04
Tsum - -4.000e+04 -3.000e+04
X = 177.1936900000
theta - -2.354e-03
Tt - -4.561e+03
B - -5.173e+04
Tw — 1.333e-03
Tsum - -4.561e+03

100.00 150.00 200.00
-1.029e-03 -1.881e-03 -2.748e-03
-4.277e+03 -4.580e+03 -4.542e+03

5.477e+05 2.185e+04 -9.313e-10
-1.572e+04 -5.420e+03 4.542e+03
-2.000e+04 -1.000e+04 -2.001le-11

10 positiivne ja negatiivne sisepind: http://www.mh.ttu.ee/priitp/Tugevusopetus/Tugevus
analuusi_alused/3_Detailide_tugevus_vaandel.pdf#page=7 (Ik37) (4.04.2015)


http://www.mh.ttu.ee/priitp/Tugevusopetus/Tugevusanaluusi_alused/3_Detailide_tugevus_vaandel.pdf#page=7
http://www.mh.ttu.ee/priitp/Tugevusopetus/Tugevusanaluusi_alused/3_Detailide_tugevus_vaandel.pdf#page=7
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Leitud tulemuste pohjal koostame epiiiirid lausmomendist konsoolil (jn 2.5).

¢ C{:{:CF{:C{:Q -%2:%0&%%{:{: -

(a) Koormus m, = —200 N (vt tabel 1.1)

2748
1881
=) 1029
2, 317 S
(b) Viindenurk ¢
4277 4580 4542
2987
T ©
S0
Z
(c) Vabaviaindemoment 7}
o 21852 0
= 547686 B =-51730
Q —_—
z 1610540 By =-516710
3277187 minB(177.19369) = - 51730
x=177
x=178
(d) Bimoment B,,
40000 x=177
27012 x=178 1 —_38
g 15722 T =160
Q (0]
Z @ 5420
—
4542
(e) Kooldevidiandemoment 7,
40000
30000
E)
Q
Z

(f) Koguvadndemoment 7's,,,

Joonis 2.5. Lausmoment konsoolil. Epiiiirid
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Tabelist 2.2 nieme, et EST-meetodiga saadud tulemused on kooskélas raamatus [Sad63 ]
toodutega.

Tabel 2.2. Lausmoment konsoolil. Tulemuste vordlus

x [em] | Z(&x) [Sad63] Mootihik | EST-meetod | Maotihik
0 rad 0.000 rad
T; 0.00 kG-cm 0.000 N-cm
00 B., 328 x 10° | kG-cm? 3.277 x 106 | N-cm?
T, —4.00 x 103 kG-cm —4.000 x 10% N-cm
Towm | —4.00 x 103 kG-cm —4.000 x 10* N-cm
0 rad —3.169 x 1074 rad
T kG-cm —2.987 x 103 N-cm
20 B, kG-cm? 1.611 x 106 N-cm?
T, kG-cm —2.701 x 10* N-cm
Toum kG-cm —3.000 x 10% N-cm
0 ~1.6 x107* | rad —1.029 x 1073 | rad
T; —4.20 x 102 kG-cm —4.277 x 10° N-cm
100 B, 5.47 x 10* kG-cm? 5.477 x 10° N-cm?
T., —1.58 x 103 kG-cm —1.572 x 10% N-cm
Toum | —2.00 x 103 kG-cm —2.000 x 10* N-cm
0 2.4 x 1074 rad —2.351 x 1073 rad
T; —4.60 x 102 kG-cm —4.562 x 10° N-cm
177 B, —5.23 x 103 kG-cm? | =5.173 x 10* N-cm?
T 0.00 kG-cm —3.849 x 10! N-cm
Toum | —4.60 x 102 kG-cm —4.600 x 103 N-cm
0 —2.9 x107* | rad —2.748 x 1073 | rad
Ty —4.54 x 102 kG-cm —4.542 x 103 N-cm
200 B, 0.00 kG-cm? —9.313 x 10710 | N-cm?
T., 4.54 x 102 kG-cm 4.542 x 103 N-cm
Toum 0.00 kG-cm —2.001 x 10~ | N-cm
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Niide 2.2 (koondmoment konsoolil). Koostada joonisel 2.6 kujutatud konsooli viidndenur-
ga 0., vabavdiidndemomendi T, bimomendi B, ja kooldevddndemomendi T, epiiiirid.

/g_/‘ F=10kN
[ a = C b

I
vl X
Y 1.25 m 125m [ o\ ®
1 6/
Z 1=25m ‘/ﬂ

Joonis 2.6. Koondmoment konsoolil

Andmed. Konsooli pikkus | = 2.5 m. Konsooli otsa b on ekstsentriliselt rakendatud joud
F = 1.0kN. Vertikaalse koormuse F' ekstsentrilisus e = 10.0 cm. Ristloike kooldejdikus
(F1,= 5.9130x10* kN-m*), vabaviicindejiikus (G I,= 9.4608 x10® kN-m?) ja kooldekarak-
teristik (k= \/GIL,/E I, = 1/9.4608 x101°/5.9130 x 1015 = 0.004 cm ") on konstantsed.

Lahendus. Vaatleme konsooli iihe elemendina, siis sisesidemed [Jiir85, lk 8~9] puuduvad.
Rajatingimuste W, seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.S).

Wy = [Toumb — But — 0.0 | (2.96)

Siit saab jilgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimesel toel on toe-
tingimuste paarides Ty, < 0 ja B, < 0" antud vddndenurk 0 = 0 ja suhteline vidndenurk
0" = 0. Seega on esimene tugi jdik ning ei voimalda poiret ega kooldumist. Tundmatud on
bimoment B, ja koguvdidndemoment T,,,.

Konsooli lopus on antud bimoment B, = 0 ja koguvddndemoment T, = T, + T, =
e-F, = 0.1-1.0x10® = 100N -m. Tundmatuks jicivad vidndenurk 0 ja suhteline viicinde-
nurk 0' (T, = GI,0').

Rajavddrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi

horedat vorrandisiisteemi

spA-Z=8B 2.97)
kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor
~ Za
z:z:[zb} (2.98)

mille elementideks on vidndenurgad ja -momendid varda alguses ja lopus (jn 2.7):

0. Z(1,1) 6, Z(5,1)

_ T‘tA _ Z (27 1) ,I;iL _ Z (67 1)
Za N BwA N Z (37 1) , Zb N BwL N Z (77 1) (299)

Toa Z(4,1) T.1 Z(8,1)

Muutuja Z (1, 1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 8) on toodud joonisel 2.7.

Thttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22


http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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X
z .

;N K = 0.004 1/em w
a N o b
A F‘ o,
Joonis 2.7. Koondmoment konsoolil. Muutujad
Péhivorrandites (2.84) [Lahl2, jn 14.9]"?
Ulis Z=— 7 (2.100)
sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi [/J\I4Xg = (Uaxa | —Iaxa) (2.87) arvutamiseks

saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvl.m.
Vorrandisiisteemis (2.100) on tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need
vorrandid vorrandisiisteemi (2.97) (vt viiljavote programmist 2.4).

Viljavote programmist 2.4 (Naide2 2.m)

# Tala hdoreda laiendatud iilekandemaatriksi arvutus
spvE=yspWGvimhvI (baasiO, 1, GIt,EIw);
$vB=yzWGmx (baasiO,1,1,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
I1Jdv=1;
$vB=vB.x* (1) ;

# sisestab lilekandemaatriksi vdérrandisilisteemi spA*Z=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spvF);
% # sisestab koormusvektori vdrrandisiisteemi vabaliikmesse Bv
$Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# vOrrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vorrandisiisteemis (2.97) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite arv
peab iihtima maatriksi sSpA astakuga. Puuduvad séltumatud vorrandid saame kinemaatilis-
test ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Jérgnevalt

— piistitame rajatingimused;

arvutame algparameetrid;

arvutame vidndenurgad ja vidndemomendid;

koostame sisejoudude epiiiirid.

Rajatingimuste piistitus. Viliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi'® (B.8). Kui avaldistes 0 < Ty, 0 < B, iiks pool (piordenurk 0, suhteline
viiindenurk 6') on antud, siis teine pool (koguvdcindemoment Ty,,,, bimoment B,,) on tund-
matu.

Konsoolil on solmes a jdik tugi, mis ei voimalda pooret ega kooldumist (vt tabel 1.2).
Tundmatud on bimoment B, ja koguvddndemoment T, = T, +T.,. Viimases on vabavddn-
demoment T, = G1,0' = 0 antud. Tundmatuks jdiib kooldeviiindemoment T ,.

RZhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
Bhnttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Konsooli otsas, solmes b, on antud bimoment B,, = (0 ja koguvddndemoment T, = 0.
Tundmatuks jidvad poordenurk 0 ja suhteline viidndenurk 0' (G1,0' = T;).

Z(1,1) = 64 = 0
Z(2,1) = Tya = 0, =0
Z(7,1) = B, = 0 (2.101)
Z(6,1) + Z@B1) = Ti+T,, =
TsumL = 10000.0 N-cm

Koostatud on neli rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (2.97) (vt
vdljavote programmist 2.5). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jdrelikult on
sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 2.5 (Naide2 2.m)
#44#444 Rajatingimused

spA=spSisestaArv (spA, 5,1,
spA=spSisestaArv (sphA, 6,2,

4

1) # Stheta_AS$ - vadndenurk
( 1); # ST_tAS$S - kooldevdandemoment

spA=spSisestaArv(spA,7,7,1); # SB_{L}$ - bimoment
spA=spSisestaArv (spA,8,6,1) # ST_{tL}+ T_{\omega L}$S
spA=spSisestaArv (spA,8,8,1) # - {ldvaandemoment
Bvb(8,1)=10000.0 ;
#vastavad vabaliikmed Bvb on Jjuba nullitud
spA_rank = sprank (spA) # vdrrandisilisteemi astak

4

4

Sisestatud vorrandisiisteemi kordajad horedas maatriksis spA on esitatud arvutuspdeviku
vdljavottes 2.5.

Viljavote arvutuspievikust 2.5 (Naide2_2.m)

SpA =

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 20 [31%])
(1, 1) —> 1 (3, 3) —> -1.5431 (2, 6) —> -1
(5, 1) —> 1 (4, 3) -> -0.0047008 (8, 6) —> 1
(1, 2) -> -26.425 (1, 4) -> 4.6297 (3, 7) —> -1
(2, 2) —> -1 (2, 4) —> 0.54308 (7, 7) —> 1
(6, 2) —> 1 (3, 4) —-> —-293.80 (4, 8) —> -1
(1, 3) —> 0.057403 (4, 4) -> -1.5431 (8, 8) —> 1
(2, 3) -=> 0.0047008 (1, 5) —> -1

Algparameetrite arvutus. Rajaviidirtuste leidmisel korrutasime vddndenurgad skaleeri-
misteguriga: baasi0 = 1.0 x 10'°. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Konsooli skaleerimata algparameetrid on toodud arvu-
tuspdieviku viljavottes 2.6.

Viljavote arvutuspéevikust 2.6 (Naide2_2.m)
Algparameetrid - AP1l

theta - 0.0000e+00
Tt - 0.0000e+00
B - 1.9040e+06

Tw - -1.0000e+04
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Viidndenurkade ja viidndemomentide arvutus. Viidndenurkade ja vddndemomentide
leidmiseks konsooli ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

7o (x) =U-Za + 7 (2.102)

kus Z o on konsooli algparameetrid (vt arvutuspdeviku viljavote 2.6). Ulekandemaatriksi U
leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m (vt viljavote programmist 2.6).

Viiljavote programmist 2.6 (Naide2_2.m)

AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=1/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes (i],1)=xx;
vvF=y1lWGfhlin (baasiO, 1, xx,GIt,EIw);
% vvB=yzWGmx (baasilO, 1, xx,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(l:4,17)=vvExAP % +vVvB;
Fvv(5,1id)=Fvv(2,1i])+Fvv(4,173);
XX=XX+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 2.7.

Viljavote arvutuspéevikust 2.7 (Naide2 2.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0050000
X= 0.00 50.00 100.00 150.00 200.00
theta - 0.000e+00 -3.169e-04 -1.029e-03 -1.881e-03 -2.748e-03
Tt - 0.000e+00 -2.987e+03 -4.277e+03 -4.580e+03 -4.542e+03
B — 3.277e+06 1.611e+06 5.477e+05 2.185e+04 -9.313e-10
Tw — -4.000e+04 -2.701e+04 -1.572e+04 -5.420e+03 4.542e+03
Tsum — -4.000e+04 -3.000e+04 -2.000e+04 -1.000e+04 -2.001le-11
X = 177.1936900000
theta - -2.354e-03
Tt - -4.561e+03
B - -5.173e+04
Tw — 1.333e-03
Tsum - -4.561e+03

Leitud tulemuste pohjal koostame epiiiirid koondmomendist konsoolil (jn 2.8).
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M= 100 N-m [\
-

% 62.5 cm ‘ 62.5 cm ‘ 62.5 cm | 62.5 cm

[nrad]

[Necm]

[Necm?]

[Necm]

[Necm]

s | o | s Y

(a) Koormus M, = 100 N-m (vt tabel 1.1)

0 563
2011 ®

4020
6300
(b) Vaandenurk 0

" @

1610

2692
3316 3519

(c) Vabaviaindemoment 7}
1903985
1332264

844245
409266

©

(d) Bimoment B,,

@

6684 6481
8390 7308
10000

(e) Kooldevidiandemoment 7,

@

10000 10000 10000 10000 10000

(f) Koguviaidndemoment 7',

Joonis 2.8. Koondmoment konsoolil. Epiitirid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskolas raamatus [Bot62] jou- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.3).

Tabel 2.3. Koondmoment konsoolil. Tulemuste vordlus

X [em] | Z(x) [Sad63] Maotiihik EST-meetod Maotiihik
0 rad 0.000 rad
T; 0.00 kG-cm 0.000 N-cm
00 B, —1.904 x 10° kG-cm? | —1.904 x 109 N-cm?
T, 1.000 x 103 kG-cm 1.000 x 10* N-cm
Toum 1.000 x 103 kG-cm 1.000 x 10* N-cm
0 rad 5.632 x 1077 rad
T, kG-cm 1.610 x 103 N-cm
625 B, kG-cm? | —1.332 x 106 N-cm?
T, kG-cm 8.390 x 103 N-cm
Tsum kG-cm 1.000 x 10% N-cm
0 rad 2.011 x 107 | rad
Ty 2.69 x 10? kG-cm 2.692 x 10° N-cm
12 B, —8.440 x 104 kG-cm? | —8.442 x 10° N-cm?
T, 7.31 x 102 kG-cm 7.308 x 103 N-cm
Toum 1.000 x 103 kG-cm 1.000 x 10* N-cm
0 rad 4.020 x 10~ rad
T; kG-cm 3.316 x 103 N-cm
187.5 B, kG-cm® | —4.093 x 10° N-cm?
T, kG-cm 6.684 x 103 N-cm
Tsum kG-cm 1.000 x 10% N-cm
0 rad 6.300 x 1076 rad
T, 3.52 x 102 kG-cm 3.519 x 103 N-cm
250 B, 0.00 kG-cm? 4.657 x 1071% | N.cm?
T, 6.48 x 102 kG-cm 6.481 x 103 N-cm
Toum 1.00 x 103 kG-cm 1.000 x 10% N-cm
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Niide 2.3 (koondbimoment konsoolil). Koostada joonisel 2.9 kujutatud konsooli viidnde-
nurga 0., vabavddndemomendi T;, bimomendi B, ja kooldevidndemomendi T, epiiiirid.

/ M = 6.0 kN-cm
| af/ [} b
/% X
y 25m . 25m
z 1=50m L =5 cm

Joonis 2.9. Koondbimoment konsoolil

Andmed. Konsooli pikkus | = 5.0 m. Konsooli otsa b on ekstsentriliselt rakendatud mo-
ment M, = 6.0kN-cm. Momentkoormuse M, ekstsentrilisus ¢ = 5.0 cm. Ristloike kool-
dejiiikus (EI,= 3.7311 x 103kN - m*), vabavdiindejiikus (GI,= 2.3879 x 10*kN-m?) ja
kooldekarakteristik (r= \/GI,/EI, = 1/2.3879x1010/3.7311x10 = 0.008cm ') on
konstantsed.

Lahendus. Vaatleme konsooli iihe elemendina, siis sisesidemed [Jiir85, lk 8~9] puuduvad.
Rajatingimuste W, seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.S).

W, = [Tyumb — Bt — b,0] |!

o (2.103)

Siit saab jdlgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides Ty, < 0 ja B,, < 0 on antud viiindenurk 0 = 0 ja suhteline viiindenurk

0" = 0. Seega on esimene tugi jdik ning ei voimalda poiret ega kooldumist. Tundmatud on
bimoment B, ja koguvdidndemoment T,,,.
Konsooli l6pus on antud bimoment B,, = —3.0 x 10*N-cm? ja koguvidndemoment

Toum =Ty + T, = 0. Tundmatuks jdivad vidindenurk 0 ja suhteline vddndenurk 0’ (T, =
GI1,0).

Rajavddrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi
héoredat vorrandisiisteemi '

spA-Z=8B (2.104)
kus 7 on vorrandisiisteemi tundmatute vektor
zziz{%} (2.105)
Zy,

HA Z (17 1) 6)L (57 1)
| Tia | | Z(2)1) T, | | Z(6,1)

Z, = Boa | =1z 1) | 7y, By | = | Z(7.1) (2.106)
Toa Z(4,1) Tor Z(8,1)

Muutuja Z (i,1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 8) on toodud joonisel 2.10.

Yhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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X
z

S K =0.008 l/cm E_
a N o b
2 E 2
r4
Joonis 2.10. Koondbimoment konsoolil. Muutujad
Pohivorrandites (2.84) [Lahl2, jn 14.9]"
Ulis Z=— 7 (2.107)
sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi I/J\I4Xg = (Uaxa | —Iaxa) (2.87) arvutamiseks

saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvl.m.
Vorrandisiisteemis (2.107) on tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need
vorrandid vorrandisiisteemi (2.104) (vt viljavote programmist 2.7).

Viiljavote programmist 2.7 (Naide2_3.m)

# Tala hdreda laiendatud iilekandemaatriksi arvutus
spvE=yspWGvfmhvI (baasiO, 1,GIt,EIw);
$VvB=yzWGnmx (baasiO,1,1,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJdv=1;
SvB=vB.=*x (-1);

# sisestab lilekandemaatriksi vdrrandisilisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spvF);
% # sisestab koormusvektori vdrrandislisteemi vabaliikmesse Bv
$Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK, 1,IIv,1,vB,4,1);

# vOrrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vorrandisiisteemis (2.104) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite
arv peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad séltumatud vorrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Jdrgnevalt

— piistitame rajatingimused;

arvutame algparameetrid;
— arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

koostame sisejoudude epiiiirid.

Rajatingimuste piistitus. Viliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi'® (B.8). Kui avaldistes 0 < Tyum, 0 < B, iiks pool (péérdenurk 0, suhteline
viidndenurk 0') on antud, siis teine pool (koguvddindemoment Ty,,,, bimoment B,,) on tund-
matu.

Konsoolil on solmes a jdik tugi, mis ei voimalda pooret ega kooldumist (vt tabel 1.2).
Tundmatud on bimoment B,, ja koguvdidndemoment T, = T, +1,,. Viimases on vabavddn-
demoment T, = G 1,0/ = 0 antud. Tundmatuks jdiib kooldeviiindemoment T ,.

Bhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
Onttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Konsooli otsas, solmes b, on antud bimoment B,, = 0 ning koguvddndemoment 1, = (.
Tundmatud on podrdenurk 0 ja suhteline viiindenurk 0’ (GI1,0' = T;).

Z(1,1) = 64 = 0
Z(2,1) = T,n = 0.4 —0
Z(7,1) = B,, = —3.0x10*N-cm? (2.108)
Z6,1) + Z8,1) = T +T,. =
Toumi =0

Koostatud on neli rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (2.104) (vt
vdljavote programmist 2.8). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jérelikult on
sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 2.8 (Naide2_3.m)

####### Rajatingimused

spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # Stheta_AS$ - vadidndenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,2,1); # ST_tAS$S - kooldevddndemoment
spA=spSisestaArv(spA,7,7,1); # $B_{L}S$ - bimoment
Bvb(7,1)=-30000.0 ;

spA=spSisestaArv(spA,8,6,1); # ST _{tL}+ T_{\omega L}$ -
spA=spSisestaArv (spA,8,8,1); # - {ldvd@adndemoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud

spA_rank = sprank (spA) # vdrrandislisteemi astak

Sisestatud vorrandisiisteemi kordajad horedas maatriksis spA on esitatud arvutuspdeviku
vdljavottes 2.8.

Viljavote arvutuspievikust 2.8 (Naide2_3.m)

SpA =

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 20 [31%])
(1, 1) —> 1 (3, 3) -> -27.308 (2, 6) —> -1
(5, 1) -—> 1 (4, 3) -> -0.21832 (8, 6) —> 1
(1, 2) —> -209.39 (1, 4) -> 1219.2 (3, 7) —> -1
(2, 2) —> -1 (2, 4) -> 26.308 (7, 7) —> 1
(6, 2) —> 1 (3, 4) —> -3411.2 (4, 8) —> -1
(1, 3) -—> 11.017 (4, 4) -> -27.308 (8, 8) —> 1
(2, 3) -> 0.21832 (1, 5) -> -1

Sisestatud vorrandisiisteemi vabaliikmete vektor B on esitatud arvutuspdeviku viljavottes
2.9.

Viljavote arvutuspéevikust 2.9 (Naide2_3.m)
B =

0 0 0 -30000
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Algparameetrite arvutus. Rajaviidrtuste leidmisel korrutasime vddndenurgad skaleeri-
misteguriga: baasi0 = 1.0 x 1010, Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Konsooli skaleerimata algparameetrid on toodud arvu-
tuspdeviku viljavottes 2.10.

Viljavote arvutuspéevikust 2.10 (Naide2_3.m)
Algparameetrid - APl

theta - 0.0000e+00
Tt - 0.0000e+00
B - 1.0986e+03
Tw - -2.3284e-14

Viidndenurkade ja vidndemomentide arvutus. Vidndenurkade ja vddndemomentide
leidmiseks konsooli ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

Zo(x)=U-Za + 7 (2.109)

kus Z s on konsooli algparameetrid (vt arvutuspiieviku viljavote 2.10). Ulekandemaatriksi
U leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m (vt viljavote programmist 2.9).

Viiljavote programmist 2.9 (Naide2_3.m)
AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=1/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes (ij,1)=xx;
vvF=y1lWGfhlin (baasiO, 1, xx,GIt,EIw) ;
% vvB=yzWGmx (baasil,l,xx,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(l:4,1i7)=vvFxAP % +VvVB;
Fvv(5,1i])=Fvv(2,1i])+Fvv(4,173);
XX=XxX+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 2.11.

Viljavote arvutuspievikust 2.11 (Naide2 3.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0080000
X= 0.00 125.00 250.00 375.00 500.00
theta - 0.000e+00 2.498e-08 1.271e-07 4.172e-07 1.210e-06
Tt - 0.000e+00 1.033e+01 3.187e+01 8.804e+01 2.398e+02
B - -1.099e+03 -1.695e+03 -4.133e+03 -1.106e+04 -3.000e+04
Tw — 2.328e-14 -1.033e+01 -3.187e+01 -8.804e+01 -2.398e+02
Tsum - 2.328e-14 2.309%e-14 2.487e-14 1.421e-14 0.000e+00
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Leitud tulemuste pohjal koostame epiiiirid koondbimomendist konsoolil (jn 2.11).

Z B=—30 kN-cm?
. K =0.008 1/cm ~

&>
“ 125cm ‘ 125 cm ‘ 125 cm | 125 cm ‘

(a) Koormus M, = 100 N-m (vt tabel 1.1)

0 25 127 @

417

[nrad]

1210
(b) Viiandenurk 0

B
5 0 10 3 @
Z 88
240
(c) Vabaviaidndemoment 7;
30000
&
& 11060
5 4133 ©
Z 1099 1695
(d) Bimoment B,,
240
s 88
5 3 ©
z 0 10
(e) Kooldevidiandemoment 7,
B
Q
z 0 0 0 0 0

(f) Koguviaidndemoment 7,

Joonis 2.11. Koondbimoment konsoolil. Epiitirid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskélas raamatus [Bot62] jou- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.4).

Tabel 2.4. Koondbimoment konsoolil.

Tulemuste vordlus

X [cm] Z(x) [Sad63] Mootiihik EST-meetod Mootiihik
0 rad 0.000 rad
T; 0.00 kG-cm 0.000 N-cm
00 B, —1.099 x 102 kG-cm? | —1.099 x 103 N-cm?
T, 0.00 kG-cm 2.328 x 10714 | N.cm
Toum 0.00 kG-cm 2.328 x 10714 | N.cm
0 rad 2.498 x 1078 rad
T, kG-cm 1.033 x 10! N-cm
125 B, kG-cm? —1.695 x 103 N-cm?
T, kG-cm —1.033 x 10* N-cm
Toum kG-cm 2.309 x 107! | N-cm
0 rad 1.271 x 1077 | rad
T, 3.19 kG-cm 3.187 x 10! N-cm
20 B, —4.13 x 10? kG-cm? —4.133 x 103 N.cm?
T, -3.19 kG-cm —3.187 N-cm
Toum 0.00 kG-cm 2.487 x 107* | N.cm
0 rad 4.172 x 1077 rad
T; kG-cm 8.804 N-cm
375 B, kG-cm? —1.106 x 104 N.cm?
T, kG-cm —8.804 N-cm
Toum kG-cm 1.421 x 10~ | N-cm
0 rad 1.210 x 1076 rad
T, 2.40 x 101 kG-cm 2.398 x 102 N-cm
500 B, —3.000 x 103 kG-cm? —3.000 x 104 N-cm?
T, —2.40 x 10* kG-cm —2.398 x 102 N-cm
Toumn 0.00 kG-cm 0.000 N-cm
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Niide 2.4 (lausmoment talal). Koostada joonisel 2.12 kujutatud tala vidndenurga 0.,
vabavddndemomendi 'T;, bimomendi B, ja kooldeviidndemomendi T, epiiiirid.

Joonis 2.12. Lausmoment talal

Andmed. Varda pikkus | = 4.0m. Tala on ekstsentriliselt koormatud lauskoormusega
q = 30kN/m (m, = —150 (kN-m)/m). Vertikaalse lauskoormuse q ekstsentrilisus e = 5 cm.
Ristlike kooldejiikus (E I,= 2.9686x10* kN-m*), vabaviicindejiikus (G I;= 1.1875x103 kN-
m?) ja kooldekarakteristik (k= /GI,/E I, = 1/1.1875x1010/2.9686 x 105 = 0.002 cm™!)
on konstantsed.

Lahendus. Vaatleme tala iihe elemendina, siis sisesidemed [Jiir85, lk 8-9] puuduvad.
Rajatingimuste W, seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

W, = [Toumb — But — 0.0 | (2.110)

Siit saab jdlgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides Ty,,, < 0 ja B, < 0 on antud viidndenurk 0 = 0 ja bimoment B, = 0.
Tundmatud on koguvdiindemoment T,,, = T, + T, ja suhteline vidindenurk 0’ (T, = GI1,¢’).

Tala lopus on antud vddndenurk 0 = 0 ja bimoment B,, = 0. Tundmatuks jddvad kogu-
viiindemoment T, = T, + T,, ja suhteline viiiindenurk 0' (T, = G1,0').

Rajavddrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi
héredat vorrandisiisteemi'’

spA-Z=8B (2.111)
kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor
~ 7
7Z=17= [Zb} (2.112)

GA Z (17 1) HL Z (57 1)

| Tia || Z(2,0) T | | Z(6,1)
Za Bua | | Z(3,1) |’ Zp = B, | | 27,1 (2.113)

Toa Z (4,1) T, Z(8,1)

Muutuja 7 (i, 1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 8) on toodud joonisel 2.13.

Thttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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X
/ /
z, g K =0.002 1/cm b

7 A

Joonis 2.13. Lausmoment talal. Muutujad

[1234]
[5678]

P

Péhivorrandites (2.84) [Lahl2, jn 14.9]'®

o

Ul,s Z=—7 (2.114)

sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi I/J\I4Xg = (Usxa | —1Iaxa) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvl.m.

Vorrandisiisteemis (2.114) on tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need
vorrandid vorrandisiisteemi (2.111) (vt viljavote programmist 2.10).

Viljavote programmist 2.10 (Naide2_4.m)

# Tala hdoreda laiendatud iilekandemaatriksi arvutus
spvEF=yspWGvimhvI (baasiO, 1, GIt,EIw);
vB=yzWGmx (baasil,1,1,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJdv=1;
vB=vB.* (-1);

# sisestab lilekandemaatriksi vdérrandislisteemi spA*Z=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA, IIv, IJv, spvF);
% # sisestab koormusvektori vdrrandisilisteemi vabaliikmesse Bv
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# vOrrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vorrandisiisteemis (2.111) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite
arv peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad séltumatud vorrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Jérgnevalt

piistitame rajatingimused;

arvutame algparameetrid;

arvutame vidndenurgad ja vidndemomendid;

koostame sisejoudude epiiiirid.

Rajatingimuste piistitus. Viiliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi' (B.8). Kui avaldistes 0 < Ty, 0 < B, iiks pool (péérdenurk 0, suhteline
viidndenurk 6') on antud, siis teine pool (koguvdindemoment Ty,,,, bimoment B,,) on tund-
matu.

Tala toed sélmedes a ja b ei véimalda pioret (0 = 0), kuid kooldumine on vaba: B,, = (
(vt tabel 1.2). Tundmatud on suhteline vdiindenurk 0 ja koguviicindemoment T,,,,,.

Bhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
Ynttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Z(1,1) = 64 = 0
Z(3,1) = Bya = 0
761 = 6, — (2.115)
Z(7,1) = By, = 0

Koostatud on neli rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (2.111) (vt
vdljavote programmist 2.11).

Viljavote programmist 2.11 (Naide2_4.m)

####44## Rajatingimused

#Tugi a

spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # Stheta_AS$ - vaddndenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,3,1); # SB_{L}$ - bimoment
#Tugi b

spA=spSisestaArv(spA,7,5,1); # S$theta_AS$ - vdidndenurk
spA=spSisestaArv(spA,8,7,1); # $B_{L}$ - bimoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on Jjuba nullitud

spA_rank = sprank (spA) # vdrrandisilisteemi astak

Sisestatud vorrandisiisteemi kordajad horedas maatriksis spA on esitatud arvutuspdieviku
vdljavottes 2.12.

Viiljavote arvutuspievikust 2.12 (Naide2_4.m)

SPA =

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 19 [30%])
(1, 1) —> 1 (4, 3) -> -0.0017762 (7, 5) —> 1
(5, 1) -—> 1 (6, 3) —> 1 (2, 6) —> -1
(1, 2) -> -336.84 (1, 4) -> 37.098 (3, 7) —> -1
(2, 2) —> -1 (2, 4) -> 0.33744 8, 7) —> 1
(1, 3) —-> 0.28416 (3, 4) —-> —-444.05 (4, 8) —> -1
(2, 3) —> 0.0017762 (4, 4) -> -1.3374
(3, 3) —> -1.3374 (1, 5) -—> -1

~
~

Sisestatud vorrandisiisteemi vabaliikmete vektor B on esitatud arvutuspdeviku viljavottes
2.13.

Viljavote arvutuspievikust 2.13 (Naide2 4.m)
B =
5.5059%e+05 -6.6608e+04 0.0000e+00

6.6081e+03 0.0000e+00 0.0000e+00
-1.2654e+07 0.0000e+00
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Algparameetrite arvutus. Rajaviidrtuste leidmisel korrutasime vddndenurgad skaleeri-
misteguriga: baasi0 = 1.0 x 1010, Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Tala skaleerimata algparameetrid on toodud arvutus-
pdeviku viljavottes 2.14.

Viljavote arvutuspéevikust 2.14 (Naide2_4.m)
Algparameetrid - APl

theta - 0.0000e+00
Tt - 1.5039e+03
B - 0.0000e+00
Tw - 2.8496e+04

Viidndenurkade ja vidndemomentide arvutus. Vidndenurkade ja vddndemomentide
leidmiseks tala ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

Ze(x) =U-Za + 7 (2.116)

kus Za on tala algparameetrid (vt arvutuspdeviku viljavote 2.14). Ulekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m ja koormusvektori Z funktsiooniga
vzWGmx.m (vt viljavote programmist 2.12).

Viljavote programmist 2.12 (Naide2_4.m)

AP=AlgPar(:,1)

baasi0=1.0

Nmitmeks=4

xx=0;

xsamm=1/Nmitmeks;

for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes (i],1)=xx;
vvF=y1lWGfhlin (baasiO, 1, xx,GIt,EIw);
vvB=yzWGmx (baasil, 1, xx,a,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(l:4,17)=vvFExAP+vVB;

Fvv(5,1id)=Fvv(2,1i])+Fvv(4,173);

XX=XxX+xsamm;

endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 2.15.

Viljavote arvutuspéevikust 2.15 (Naide2_4.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0020000
X= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
theta - 0.000e+00 -1.127e-05 -1.581e-05 -1.127e-05 0.000e+00
Tt - -1.504e+03 -1.032e+03 -1.319%e-11 1.032e+03 1.504e+03
B - 0.000e+00 -2.116e+06 -2.812e+06 -2.116e+06 0.000e+00
Tw — -2.850e+04 -1.397e+04 1.091e-11 1.397e+04 2.850e+04
Tsum - -3.000e+04 -1.500e+04 -2.274e-12 1.500e+04 3.000e+04
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Leitud tulemuste pohjal koostame epiiiirid lausmomendist talal (jn 2.14).

[nrad]

[Necm]

[N+cm?]

[Necm]

[Necm]

cc{:{:cccc C—%@E—%—%&f&: /

(a) Koormus m, = —150N (vt tabel 1.1)

15813
11271 <:> 11271
0 0
(b) Viindenurk ¢
1504
1032
© .
1032\\_|
1504
(c) Vabaviindemoment 7;
2812217
2116147 2116147
0
(d) Bimoment B,,
28496
@ 13967
0
13967 <:>
28496
(e) Kooldeviddandemoment 7,
30000
<:> 15000
0
15000
30000

(f) Koguviindemoment 7y,

Joonis 2.14. Lausmoment talal. Epiitirid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskélas raamatus [Bot62] jou- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.5).

Tabel 2.5. Lausmoment talal. Tulemuste vordlus

X [cm] Z(x) [Sad63] Moétiihik EST-meetod Moaotiihik
0 rad 0.000 rad
T, —1.50 x 10? kG-cm —1.504 x 103 N-cm
00 B, 0.00 kG-cm? 0.000 N-cm?
T, —2.85 x 103 kG-cm —2.850 x 10% N-cm
Tsum | —3.00 x 10° kG-cm —3.000 x 104 N-cm
0 rad —1.127 x 107® | rad
T, —1.00 x 10?2 kG-cm —1.032 x 103 N-cm
100 B, —2.11 x 10° kG-cm? | —2.116 x 10° N-cm?
T, —1.40 x 103 kG-cm —1.397 x 104 N-cm
Tourm | —1.50 x 103 kG-cm —1.500 x 10* N-cm
0 rad —1.581 x 107° rad
T; 0.00 kG-cm —1.216 x 10~ | N-cm
200 B, 2.87 x 10° kG-cm? | —2.812 x 10° N-cm?
T, 0.00 kG-cm 3.638 x 10712 | N-cm
Taum 0.00 kG-cm —8.527 x 1072 | N-cm
0 rad —1.127 x 107° rad
T; 1.00 x 102 kG-cm 1.032 x 10° N-cm
300 B, —2.11 x 10° kG-cm? | —2.116 x 10° N-cm?
T, 1.40 x 10° kG-cm 1.397 x 10* N-cm
Toum 1.50 x 10? kG-cm 1.500 x 10* N-cm
0 rad 2.711 x 10729 | rad
T, 1.50 x 102 kG-cm 1.504 x 103 N-cm
400 B, 0.00 kG-cm? 0.000 N-cm?
T, 2.85 x 10° kG-cm 2.850 x 10* N-cm
Toum 3.00 x 10° kG-cm 3.000 x 10* N-cm
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Niide 2.5 (koondmoment talal). Koostada joonisel 2.15 kujutatud tala vidndenurga 0.,
vabavddndemomendi 'T;, bimomendi B, ja kooldeviidndemomendi T, epiiiirid.

1m 1m 1m 1m

Z F=2.0kN Z
j{‘/ l c b jé

A Yy e=5em, 7 5

I1=4m

Joonis 2.15. Koondmoment talal

Andmed. Varda pikkus | = 4.0m. Tala on ekstsentriliselt koormatud koondatud jou-
ga F' = 2kN (M, = 10.0kN-cm). Vertikaalse jou F' ekstsentrilisus e = 5cm. Ristloike
kooldejiikus (E1,= 7.560 x 101 kN -m*), vabaviicindejiikus (G1,= 2.7216 x 10*kN - m?)
ja kooldekarakteristik (x = \/GI,/E1, = /2.7216 x108/7.5600 102 = 0.006 cm ™) on
konstantsed.

Lahendus. Vaatleme tala iihe elemendina, siis sisesidemed [Jiir85, lk 8-9] puuduvad.
Rajatingimuste W, seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8).

W, = [Toumt — Bt — 0.0 |, (2.117)

Siit saab jilgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides Ty,,, < 0 ja B,, < 0" on antud viiindenurk 0 = 0 ja bimoment B,, = 0.
Tundmatud on koguvdiiiindemoment T,,,, = T, + T,, ja suhteline vicindenurk ¢’ (T; = GI1,0’).

Varda lopus on antud vddndenurk 0 = 0 ja bimoment B, = 0. Tundmatuks jddvad
koguviicindemoment T, = T, + 1., ja suhteline vddindenurk 0’ (T, = GI,0’).

Rajavdiidirtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi

horedat vorrandisiisteemi >’

spA-Z =B (2.118)
kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor
~ Za
Z=7-= [Zb} (2.119)

mille elementideks on vidndenurgad ja -momendid varda alguses ja lopus (jn 2.16):

04 Z(1,1) 0; Z (5,1)

U Tia || Z(2,1) | T | | Z(6,1)
Za = Boa | | Z23,1) | Zp = B., | | Z(7,1) (2.120)

TwA Z (47 ]-) TwL Z (87 ]-)

Muutuja 7 (i, 1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 8) on toodud joonisel 2.16.

Ohttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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X
/ /
z, g K =0.006 1/cm b

7 A

Joonis 2.16. Koondmoment talal. Muutujad

[1234]
[5678]

P

Pohivorrandites (2.84) [Lahl2, jn 14.9]*!

Ulys -2 =— 7 (2.121)
sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi [/ﬁ4><8 = (Uaxa | —Iaxa) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvIl.m.

Vorrandisiisteemis (2.121) on tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need
vorrandid vorrandisiisteemi (2.118) (vt viljavote programmist 2.13).

Viiljavote programmist 2.13 (Naide2_5.m)

# Tala hdéreda laiendatud ililekandemaatriksi arvutus
spvEF=yspWGvfmhvI (baasiO, 1,GIt,EIw);
vB=yzWGMx (baasiO, 1,1, a,Mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;

Idv=1;
vB=vB.x* (-1);

# sisestab lilekandemaatriksi vdrrandisilisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spVvF);

% # sisestab koormusvektori vdrrandislisteemi vabaliikmesse Bv
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,VvB,4,1);
# vOrrandislisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vorrandisiisteemis (2.118) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite
arv peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad séltumatud vorrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Niiiid

— piistitame rajatingimused;

— arvutame algparameetrid;

— arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

— koostame sisejoudude epiiiirid.

Rajatingimuste piistitus. Viliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi’’ (B.8). Kui avaldistes 0 < Ty, 0 < B, iiks pool (pdordenurk 0, suhteline
viiindenurk 6') on antud, siis teine pool (koguvdindemoment Tk,,,, bimoment B,,) on tund-
matu.

Tala toed solmedes a ja b ei véimalda pooret (0 = 0), kuid kooldumine on vaba: B,, = 0
(vt tabel 1.2). Tundmatud on suhteline viiindenurk 0 ja koguviiciindemoment T,,,),.

2lnttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
2http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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)

I
Sy
3
N
Il

(1
(3,
(57
(7

Y

(2.122)

NNNN
— = s
N e N N
I
>
h
I
o O O O

Koostatud on neli rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (2.118) (vt
vdljavote programmist 2.14). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jdrelikult
on sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 2.14 (Naide2 5.m)

#44#444 Rajatingimused

spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # S$theta_AS$ - vddndenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,3,1); # $B_{L}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,7,5,1); # Stheta_AS$ - vaddndenurk
spA=spSisestaArv(spA,8,7,1); # SB_{L}S$ - bimoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud

spA_rank = sprank (spA) # vdrrandislisteemi astak

Sisestatud vorrandisiisteemi kordajad horedas maatriksis spA on esitatud arvutuspdeviku
vdljavottes 2.16.

Viljavote arvutuspievikust 2.16 (Naide2_5.m)

SpPA =

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 19 [30%])
(1, 1) -> 1 (4, 3) -> -0.032797 (7, 5) -—> 1
(5, 1) —> 1 (6, 3) —> 1 (2, 6) —> -1
(1, 2) —> -1.4697e+04 (1, 4) -> 1.8777e+04 (3, 7) —> -1
(2, 2) —> -1 (2, 4) -> 4.5569 (8, 7) —> 1
(1, 3) —> 167.44 (3, 4) -> -911.04 (4, 8) -> -1
(2, 3) —> 0.032797 (4, 4) -> -5.5569
(3, 3) —> -5.5569 (1, 5) -> -1

~
~

Sisestatud vorrandisiisteemi vabaliikmete vektor B on esitatud arvutuspdeviku viljavottes
2.17.

Viljavote arvutuspéevikust 2.17 (Naide2_5.m)
B =

-1.8951e+07 2.5158e+06 0.0000e+00 0.0000e+00
-8.1066e+03 1.8107e+04 0.0000e+00 0.0000e+00
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Algparameetrite arvutus. Rajaviidrtuste leidmisel korrutasime vddndenurgad skaleeri-
misteguriga: baasi0 = 1.0 x 1010, Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Tala skaleerimata algparameetrid on toodud arvutus-
pdeviku viljavottes 2.18.

Viljavote arvutuspéevikust 2.18 (Naide2_5.m)
Algparameetrid - AP1l

theta - 0.0000e+00
Tt - -2.2386e+03
B - 0.0000e+00
Tw - -2.7614e+03

Vidndenurkade ja vidndemomentide arvutus. Viindenurkade ja vddndemomentide
leidmiseks tala ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

7o (x)=U-Za +7 (2.123)
kus Za on tala algparameetrid (vt arvutuspieviku viljavote 2.18). Ulekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m ja koormusvektori 7 funktsiooniga
vzWGMx.m (vt viljavote programmist 2.15).

Viljavote programmist 2.15 (Naide2_5.m)

AP=AlgPar(:,1)

baasi0=1.0

Nmitmeks=4

xx=0;

xsamm=1/Nmitmeks;

for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes (i],1)=xx;
vvEF=y1lWGfhlin (baasiO, 1, xx,GIt,EIw);
vvB=yzWGMx (baasil, 1, xx,a,Mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(l:4,17)=vvF*xAP+VvVB;

Fvv(5,1i9)=Fvv(2,1i])+Fvv(4,173);

XX=XxX+xsamm;

endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 2.19.
Viiljavote arvutuspievikust 2.19 (Naide2_5.m)

Nmitmeks = 4
k = 0.0060000
X= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
theta - 0.000e+00 7.605e-04 1.122e-03 7.605e-04 2.168e-19
Tt - 2.239%9e+03 1.726e+03 4.547e-13 -1.726e+03 -2.239%9e+03
B - 0.000e+00 2.930e+05 6.947e+05 2.930e+05 0.000e+00
Tw — 2.761e+03 3.274e+03 -5.000e+03 -3.274e+03 -2.761e+03
Tsum - 5.000e+03 5.000e+03 -5.000e+03 -5.000e+03 -5.000e+03
X = 199.9999999999
theta - 1.122e-03
Tt - 2.501e-09
B - 6.947e+05
Tw — 5.000e+03
Tsum - 5.000e+03
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Leitud tulemuste pohjal koostame epiiiirid koondmomendist talal (jn 2.17).

Z Mx= 10 kN+.cm Z
jé K = 0.006 1/cm AR /'/24

X
;% 100 cm ‘ 100 cm \P 100 cm 100 cm ’

(a) Koormus M, = 10 kN-cm (vt tabel 1.1)

ER 0
g ®
= 760 | — 760
1122
(b) Viindenurk ¢
-2239
~1726 ’/
Z 1726
2239
(c) Vabaviaindemoment 7}
& 0 0
: ©
2 293012 293012
694712
(d) Bimoment B,
5000 3274 2761
J—CH
Z
- 276l 3274 5000
(e) Kooldevidindemoment 7,
5000 5000 5000
E
o]
H ©

5000 5000 5000
(f) Koguviindemoment 7',

Joonis 2.17. Koondmoment talal. Epiiiirid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskolas raamatus [Bot62] jou- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.6).

Tabel 2.6. Koondmoment tala keskel. Tulemuste vordlus

X [cm] Z(X) [Sad63] Moa6tiihik EST-meetod Moaotiihik
0 rad 0.000 rad
T 2.24 x 102 kG-cm 2.239 x 103 N-cm
00 B, 0.00 kG-cm? 0.000 N-cm?
T, 2.76 x 102 kG-cm 2.761 x 103 N-cm
Toum 5.00 x 102 kG-cm 5.000 x 103 N-cm
0 rad 7.605 x 1074 rad
T; 1.73 x 102 kG-cm 1.726 x 103 N-cm
100 B, 2.93 x 10* kG-cm? 2.930 x 10° N-cm?
T., 3.27 x 102 kG-cm 3.274 x 103 N-cm
Toum 5.00 x 102 kG-cm 5.000 x 103 N-cm
0 rad 1.122 x 1073 rad
200 T, 0.00 kG-cm 4547 x 10713 | N.cm
B, 6.94 x 10* kG-cm? 6.947 x 10° N-cm?
200—¢ | T, 5.00 x 102 kG-cm? 5.000 x 103 N-cm?
200 T, —5.00 x 102 kG-cm —5.000 x 103 N-cm
200 — € | Toum | 5.00 x 102 kG-cm 5.000 x 103 N-cm
200 Toum | —5.00 x 102 kG-cm —5.000 x 103 N-cm
0 rad 7.605 x 104 rad
T, —1.73 x 102 kG-cm —1.726 x 10? N-cm
300 B, 2.93 x 10* kG-cm? 2.930 x 105 N-cm?
T, —3.27 x 102 kG-cm —3.274 x 10° N-cm
Tsum | —5.00 x 102 kG-cm —5.000 x 103 N-cm
0 rad 2.168 x 1071 | rad
T, —2.24 x 102 kG-cm 2.239 x 103 N-cm
400 B, 0.00 kG-cm? 0.000 N-cm?
T, —2.76 x 102 kG-cm —2.761 x 10° N-cm
Toum | —5.00 x 102 kG-cm —5.000 x 103 N-cm
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Néide 2.6 (koondbimoment talal). Koostada joonisel 2.18 kujutatud tala vidndenurga 0.,
vabavddndemomendi 'T;, bimomendi B, ja kooldeviidndemomendi T, epiiiirid.

1.5m 1.5m 1.5m 1.5m

ﬁg/ F=20kN . bﬁé_

z M = 8 kN.cm
I=6m

Joonis 2.18. Koondbimoment talal

Andmed. Varda pikkus | = 6.0 m. Tala on ekstsentriliselt koormatud koondmomendiga
M, = 8kN-cm (B, = 40.0kN-cm?). Vertikaalse koondmomendi M, ekstsentrilisus e =
5 cm. Ristloike kooldejéikus (E I,= 3.6288x10° kN-m*), vabaviicindejiikus (GI,= 2.2680x
10°kN -m?) ja kooldekarakteristik (k= /GL,/E1L, = 1/2.2680x109/3.6288x101* =
0.0025 cm™!) on konstantsed.

Lahendus. Vaatleme tala iihe elemendina, siis sisesidemed [Jiir85, lk 8-9] puuduvad.
Rajatingimuste W, seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.S).

Wy = [Toumt — Bt — 0.0 |, (2.124)

Siit saab jilgida, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides T, < 0 ja B, < 0" on antud vddindenurk 0 = 0 ja bimoment B,, = 0.
Tundmatud on koguvdiindemoment T,,, = T, + T, ja suhteline vddndenurk 0’ (T, = GI1,¢’).

Varda lopus on antud vidndenurk 0 = 0 ja bimoment B, = 0. Tundmatuks jddvad
koguviicindemoment T, = T, + T,, ja suhteline viciindenurk ¢’ (T, = GI,0’).

Rajavddrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi
héredat vorrandisiisteemi”>

spA-Z =B (2.125)

kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor

~ 7
7Z=17-= { 7 } (2.126)
mille elementideks on viidndenurgad ja -momendid varda alguses ja lopus (jn 2.19):
04 Z(1,1) 0r Z(5,1)
| Ta | | Z(2,1) | T | | Z(6,1)
Za = Boa | | Z23,1) |’ Z = B., | | Z(7,1) (2.127)
TwA Z (47 1) TwL Z (87 1)

Muutuja 7 (i, 1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 8) on toodud joonisel 2.13.

Bhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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X
/ /
z, g K =0.0025 1/cm b

7 A

Joonis 2.19. Koondbimoment. Muutujad

[1234]
[5678]

P

Pohivorrandites (2.84) [Lahl2, jn 14.9]*

o

Ulys-Z=— 7, (2.128)

sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi I/J\leg = (Usxa | —1Iaxa) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvIl.m.

Vorrandisiisteemis (2.128) on tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need
vorrandid vorrandisiisteemi (2.125) (vt viljavote programmist 2.16).

Viiljavote programmist 2.16 (Naide2_6.m)

# Tala hdreda laiendatud iilekandemaatriksi arvutus
spvEF=yspWGvimhvI (baasiO, 1, GIt,EIw);
vB=yzWGBy (baasil,1,1,a,By,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
Idv=1;
vB=vB.x* (-1);

# sisestab illekandemaatriksi vdrrandislisteemi spAxZ=Bvb
spA=splnsertBtoA (spA,IIv, IJv, spvF);
% # sisestab koormusvektori vdrrandisilisteemi vabaliikmesse Bv
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);

# vOrrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vorrandisiisteemis (2.125) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite
arv peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad séltumatud vorrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Edasi

— piistitame rajatingimused;
— arvutame algparameetrid;
— arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

— koostame sisejoudude epiitirid.

Rajatingimuste piistitus. Viiliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi” (B.8). Kui avaldistes 0 < Ty, 0' < B,, iiks pool (poordenurk 0, bimoment B,,)
on antud, siis teine pool (koguvdindemoment T,,,, suhteline viicindenurk 0') on tundmatu.

Tala toed solmedes a ja b ei voimalda pooret (0 = 0), kuid kooldumine on vaba: B,, = 0
(vt tabel 1.2). Tundmatud on suhteline viiindenurk 0 ja koguvdindemoment T,,,.

X http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
D http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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)

I
Sy
3
N
Il

(1
(3,
(57
(7

Y

(2.129)

NNNN
— = s
N e N N
I
>
h
I
o O O O

Koostatud on neli rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (2.125) (vt
vdljavote programmist 2.17). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jdrelikult
on sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 2.17 (Naide2 6.m)

#44#444 Rajatingimused

spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # S$theta_AS$ - vddndenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,3,1); # $B_{L}$ - bimoment
spA=spSisestaArv(spA,7,5,1); # Stheta_AS$ - vaddndenurk
spA=spSisestaArv(spA,8,7,1); # SB_{L}S$ - bimoment
#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud

spA_rank = sprank (spA) # vdrrandislisteemi astak

Sisestatud vorrandisiisteemi kordajad horedas maatriksis spA on esitatud arvutuspdeviku
vdljavottes 2.20.

Viljavote arvutuspievikust 2.20 (Naide2_6.m)

SpPA =

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 19 [30%])
(1, 1) -> 1 (4, 3) -> -0.0053232 (7, 5) -—> 1
(5, 1) —> 1 (6, 3) —> 1 (2, 6) —> -1
(1, 2) —-> -2645.5 (1, 4) -> 1109.8 (3, 7) —> -1
(2, 2) —> -1 (2, 4) —> 1.3524 (8, 7) —> 1
(1, 3) -> 5.9630 (3, 4) -> -851.71 (4, 8) -> -1
(2, 3) -> 0.0053232 (4, 4) -> -2.3524
(3, 3) —> -2.3524 (1, 5) -> -1

~
~

Sisestatud vorrandisiisteemi vabaliikmete vektor B on toodud arvutuspdeviku viljavottes
2.21.

Viljavote arvutuspéevikust 2.21 (Naide2_6.m)
B =

-5.1972e+04 5.1787e+04 0.0000e+00 0.0000e+00
-8.2232e+01 8.2232e+01 0.0000e+00 0.0000e+00
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Algparameetrite arvutus. Rajaviidrtuste leidmisel korrutasime vddndenurgad skaleeri-
misteguriga: baasi0 = 1.0 x 1010, Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Tala skaleerimata algparameetrid on toodud arvutus-
pdeviku viljavottes 2.22.

Viljavote arvutuspéevikust 2.22 (Naide2_6.m)
Algparameetrid - APl

theta - 0.00000
Tt - -5.86284
B - 0.00000
Tw - -60.80382

Viidndenurkade ja vidndemomentide arvutus. Vidndenurkade ja vddndemomentide
leidmiseks tala ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

Ze(x) =U-Za + 7 (2.130)

kus Za on tala algparameetrid (vt arvutuspdeviku viljavote 2.22). Ulekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m ja koormusvektori Z funktsiooniga
vzWGBy.m (vt viiljavote programmist 2.18).

Viljavote programmist 2.18 (Naide2_6.m)

AP=AlgPar(:,1)

baasi0=1.0

Nmitmeks=4

xx=0;

xsamm=1/Nmitmeks;

for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes (ij,1)=xx;
vvEF=y1lWGfhlin (baasiO, 1, xx,GIt,EIw);
vvB=yzWGBY (baasil, 1, xx,a,By,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
Fvv(l:4,17)=vvExAP+VvVB;
Fvv(5,17)=Fvv(2,1i])+Fvv(4,17);
XX=XX+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 2.23.

Viiljavote arvutuspievikust 2.23 (Naide2_6.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0025000
X= 0.00 150.00 300.00 450.00 600.00
theta - 0.000e+00 2.928e-07 -1.694e-21 -2.928e-07 0.000e+00
Tt - 5.863e+00 1.537e+00 -1.206e+01 1.537e+00 5.863e+00
B - 0.000e+00 9.336e+03 -2.000e+04 -9.336e+03 0.000e+00
Tw — 6.080e+01 6.513e+01 7.872e+01 6.513e+01 6.080e+01
Tsum - 6.667e+01 6.667e+01 6.667e+01 6.667e+01 6.667e+01
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x = 299.99999999 Tt - -1.206e+01 Tw - 7.872e+01
theta - 5.293e-19 B - 2.000e+04 Tsum - 6.667e+01

Leitud tulemuste pohjal koostame epiiiirid koondbimomendist talal (jn 2.20).

y B =40 kN- cm? y
ﬁé K=00025 em /C i
« | YV X
;% 150 cm ‘ 150 cm ‘ 150 cm | 150 cm 7%
I I I

(a) Koormus B,, = 40 kN-cm? (vt tabel 1.1)

293
o

E 0 ‘ @ 0 0
293
(b) Viindenurk ¢
1206
z ©
2& ® 154 1N

586 586
(c) Vabaviiandemoment 7}

2000000

933584
o
0 0
)

2000000
(d) Bimoment B,,

[cN+cm?]

e

Q

: ®

2

6080 6080

6513 7872 6513
(e) Kooldevidiandemoment 7,

El

Q

: ®

(]

6666 6666 6666 6666 6666

(f) Koguviindemoment 7',

Joonis 2.20. Koondbimoment talal. Epiitirid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskolas raamatus [Bot62] jou- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.7).

Tabel 2.7. Koondbimoment tala keskel. Tulemuste vordlus

X [cm] Z(X) [Sad63] Mootiihik EST-meetod Mo6tiihik
0 rad 0.000 rad
T; 0.57 kG-cm 5.863 N-cm
00 B., 0.00 kG-cm? 0.000 N-cm?
T, 6.08 kG-cm 6.080 x 10! N-cm
Toum 6.65%° kG-cm 6.667 x 10! N-cm
0 rad 2.928 x 10~ rad
T; 0.14 kG-cm 1.537 N-cm
130 B, 9.33 x 102 kG-cm? 9.336 x 103 N-cm?
T, 6.51 kG-cm 6.513 x 10* N-cm
Towm 6.65 kG-cm 6.667 x 10! N-cm
300 0 rad —1.694 x 1072 | rad
Ty —1.22 kG-cm —1.206 x 10! N-cm
300 —¢ | B, 2.00 x 103 kG-cm? 2.000 x 104 N-cm?
B, —2.00 x 103 kG-cm? —2.000 x 10* N-cm?
300 T, 7.87 kG-cm 7872x 100 | N-em
Tsum 6.65 kG-cm 6.667 x 10! N-cm
0 rad —2.928 x 1077 rad
T; 0.14 kG-cm 1.537 N-cm
450 B, —9.33 x 10? kG-cm? —9.336 x 103 N-cm?
T 6.51 kG-cm 6.513 x 10* N-cm
Tsum 6.65 kG-cm 6.667 x 10! N-cm
0 rad 0.000 rad
T; 0.57 kG-cm 5.863 N-cm
600 B, 0.00 kG-cm? 0.000 N-cm?
T, 6.08 kG-cm 6.080 x 10! N-cm
Toum 6.65 kG-cm 6.667 x 10! N-cm

26 Tiipsem on L = (Tsum) = 800 - 5/600 = 6.666 . . .
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Niide 2.7 (pikikoormus vardal). Koostada joonisel 2.2 1 kujutatud varda vidndenurga 0.,
vabavddndemomendi 'T;, bimomendi B, ja kooldeviidndemomendi T, epiiiirid.

O = 30 cm? O = 30 cm?

F=100.0 kN j‘/ L . ﬁjﬁ: 100.0 kKN
ﬂfa Im | 1m | I m | Im b7§; b
Y ' l=4m '

Joonis 2.21. Pikikoormus vardal

Andmed. Varda pikkus | = 4.0m. Varras on ekstsentriliselt koormatud pikijouga
' = 100kN. Varda otspinnal on pikikoormuse rakenduspunkti sektorkoordinaat wgp =
30cm (B, = 3.0 x105N-cm?). Ristloike kooldejiikus (EI,= 2.9686 x 10*kN - m*),
vabaviicindejiikus (GI,= 1.1875 x10*kN-m?) ja kooldekarakteristik (= /GI;/El, =
/1.1875x1019/2.9686 x 101> = 0.002 cm ') on konstantsed.

Lahendus. Vaatleme varrast iihe elemendina, siis sisesidemed [JiirS5, lk 8-9] puuduvad.
Rajatingimuste W, seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.S).

Wy = [Toumt — Bt — 0.0 |, (2.131)

Siit ndeb, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides on antud vidndenurk 0 = 0 ja bimoment B, = —3.0 x 10°N - cm?.
Tundmatud on suhteline viiindenurk 0' (T; = GI1,0') ja koguviiindemoment T, = T; + T,,,.

Varda lopus on antud véicindenurk 0 = 0 ja bimoment B,, = 3.0 x 10° N-cm?. Tundmatuks
jédvad suhteline viicindenurk 0' (T, = G1,0') ja koguvdidndemoment T, =T, + T,

Rajavddrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi
horedat vorrandisiisteemi”’

spA-Z =B (2.132)
kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor
~ Za
Z=7-= { 7 } (2.133)

mille elementideks on vidndenurgad ja -momendid varda alguses ja lopus (jn 2.22):

04 Z(1,1) 0, Z(5,1)

U Tia || Z(2,1) T || Z6,0)
Za = Boa |l | Z23,1) | Zp = B, | | Z(7,1) (2.134)

TwA Z (47 1) TwL Z (87 1)

Muutuja 7 (i, 1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 8) on toodud joonisel 2.22.

Thttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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X
#, ,
z aﬁ{‘ K =0.002 1/cm b’_f

% i B

X
Joonis 2.22. Pikikoormus vardal. Muutujad

[1234]
[5678]

Péohivorrandites (2.84) [Lahl2, jn 14.9]%

(o]

Ul Z=— 7 (2.135)
sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi [/ﬁ4><8 = (Uaxa | —Iaxa) (2.87) arvutamiseks

saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvl.m. Siin Zi on tala takistatud viidnde
koormusvektor (C.8).

Vérrandisiisteemis on (2.135) tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need
vorrandid vorrandisiisteemi (2.132) (vt viljavote programmist 2.19).

Viljavote programmist 2.19 (Naide2_7.m)

# Tala hdreda laiendatud iilekandemaatriksi arvutus
spvE=yspWGvfmhvI (baasiO, 1,GIt,EIw);
%$vB=yzWGBy (baasil,1,1,a,By,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
IIv=1;
IJdv=1;
$VB=vB.x (-1);

# sisestab lilekandemaatriksi vdrrandisilisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spVvF);

[

% # sisestab koormusvektori vdrrandislisteemi vabaliikmesse Bv
$Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB,4,1);
# voérrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vorrandisiisteemis (2.132) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite
arv peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad soltumatud vorrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).
Niiiid
— piistitame rajatingimused;
— arvutame algparameetrid;
— arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

— koostame sisejoudude epiiiirid.

Rajatingimuste piistitus.  Viliste rajatingimuste  seadmisel tuleb arvestada
energiateoreemi®® (B.8). Kui avaldistes 0 < Ty, 0 < B, iiks pool (poordenurk 0, bi-
moment B,,) on antud, siis teine pool (koguviiindemoment T,,,, suhteline viiindenurk 6') on
tundmatu.

Varda toed solmedes a ja b ei voimalda pooret: § = 0. Solmes a on bimoment B,, =
—3.0x10%N-cm?. Solmes b on bimoment B, = 3.0 x10° N-cm?. Tundmatud on suhteline
viiindenurk 0’ ja koguviiindemoment T,,,.

Bhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
P http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Z(1,1) = 6, = 0

Z(3,1) = Bya = —3.0x 10°N-cm?

761 = o, — 0 (2.136)
Z(7,1) = By, = 3.0x105N-cm?

Koostatud on neli rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (2.132) (vt
vdljavote programmist 2.20). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jdrelikult
on sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 2.20 (Naide2 7.m)

#44#444 Rajatingimused

spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # S$theta_AS$ - viddndenurk
spA=spSisestaArv(spA,6,3,1); # $B_{L}$ - bimoment

Bvb (6,1)=-By; # —-3.0e+06;

spA=spSisestaArv(spA,7,5,1); # Stheta_AS$ - vididndenurk
spA=spSisestaArv(spA,8,7,1); # SB_{L}S$ - bimoment
Bvb(8,1)= By; # 3.0e+06;

#vastavad vabaliikmed Bvb on Jjuba nullitud

spA_rank = sprank (spA) # vdrrandislisteemi astak

Sisestatud vorrandisiisteemi kordajad horedas maatriksis spA on esitatud arvutuspdeviku
vdljavottes 2.24.

Viljavote arvutuspéevikust 2.24 (Naide2_7.m)

SpA =

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 19 [30%])
(1, 1) —> 1 (4, 3) —> -0.0017761 (7, 5) —> 1
(5, 1) -—> 1 (6, 3) —> 1 (2, 6) —> -1
(1, 2) —> -336.87 (1, 4) -—> 37.099 (3, 7) —> -1
2, 2) —> -1 (2, 4) -> 0.33742 8, 7) —> 1
(1, 3) —> 0.28417 (3, 4) —> —-444.05
(2, 3) —> 0.0017761 (4, 4) —> -1.3374
(3, 3) —> -1.3374 (1, 5) —> -1

~

Sisestatud vorrandisiisteemi vabaliikmete vektor B on 700dud arvutuspdeviku viljavottes
2.25.

Viiljavote arvutuspievikust 2.25 (Naide2_7.m)

0 0 0 0
0 0 -3000000 3000000
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Algparameetrite arvutus. Rajaviidrtuste leidmisel korrutasime vddndenurgad skaleeri-
misteguriga: baasi0 = 1.0 x 1010, Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Tala skaleerimata algparameetrid on toodud arvutus-
pdeviku viljavottes 2.26.

Viljavote arvutuspéevikust 2.26 (Naide2_7.m)

Algparameetrid - AP1l

theta - 0.0000e+00
Tt - -2.2796e+03
B - -3.0000e+06
Tw - 2.2796e+03

Viidndenurkade ja vidndemomentide arvutus. Vidndenurkade ja vddndemomentide
leidmiseks tala ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

Zo(x)=U-Za + 7 (2.137)

kus Z on tala algparameetrid (vt arvutuspdeviku viljavote 2.26). Ulekandemaatriksi U

leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m. Koormusvektor % = 0 (vt vdljavote pro-
grammist 2.21).

Viljavote programmist 2.21 (Naide2_7.m)

AP=AlgPar(:,1)

baasi0=1.0

Nmitmeks=4

xx=0;

xsamm=1/Nmitmeks;

for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes (ij,1)=xx;
vvEF=y1lWGfhlin (baasiO, 1, xx,GIt,EIw);
Fvv(l:4,17)=vvE*xAP; %+vVvB;
Fvv(5,1i]j)=Fvv(2,1])+Fvv(4,17]);

XX=XX+xXsamm;

endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 2.27.

Viljavote arvutuspéevikust 2.27 (Naide2_7.m)

baasi0 = 1

Nmitmeks = 4

k = 0.0020000

X= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00

theta - 0.000e+00 1.426e-05 1.895e-05 1.426e-05 1.186e-20
Tt - 2.280e+03 1.117e+03 -5.116e-13 -1.117e+03 -2.280e+03
B - 3.000e+06 2.831le+06 2.775e+06 2.831le+06 3.000e+06
Tw — -2.280e+03 -1.117e+03 0.000e+00 1.117e+03 2.280e+03

Tsum - -4.547e-13 -4.547e-13 -5.116e-13 -4.547e-13 -4.547e-13
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Leitud tulemuste pohjal koostame epiiiirid pikikoormusest vardal (jn 2.23).

Be= 3.0 MN.cm? Be= 3.0 MN-cm?

o i’
ﬁé K = 0.002 1/em ~ lﬁé
G

2 \J X
100 cm ‘ 100 cm ‘ 100 cm | 100 cm \; ’
I 1 1 T

[nrad]

[Necm?2] [N.cm]

[Necm]

[Necm]

(a) Koormus B,, = 3.0 MN-cm? (vt tabel 1.1)

" \\@——/J 14256 ’

14256 18946

(b) Vaandenurk 0

2279

0]
ot

2279
(c) Vabaviidndemoment 7}
3000000 2830713 2775029 2830713 3000000
(d) Bimoment B,,
2279

o
L @]

2279

(e) Kooldeviddandemoment 7,

0 0 0 0 0

(f) Koguviindemoment 7',

Joonis 2.23. Pikikoormus vardal. Epiitirid
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EST-meetodiga saadud tulemused on kooskolas raamatus [Bot62] jou- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabel 2.8).

Tabel 2.8. Pikikoormus vardal. Tulemuste vordlus

X [cm] Z(X) [Sad63] Moaotiihik EST-meetod Moa6tiihik
0 rad 0.000 rad
T, 2.28 x 102 kG-cm 2.280 x 10° N-cm
00 B, 3.00 x 10° kG-cm? 3.000 x 10° N-cm?
T, —2.28 x 102 kG-cm —2.280 x 103 N-cm
Toum kG-cm —4.547 x 1071 | N-.cm
0 rad 1.426 x 1072 rad
Ty 1.12 x 10? kG-cm 1.117 x 103 N-cm
10 B, 2.83 x 10° kG-cm? 2.831 x 10° N-cm?
T., —1.12 x 102 kG-cm —1.117 x 103 N-cm
Toum kG-cm —4.547 x 10~1¥ | N-cm
0 rad 1.895 x 10° rad
Ty 0.00 kG-cm —5.116 x 107 | N-cm
200 B, 2.77 x 10° kG-cm? 2.775 x 109 N-cm?
T 0.00 kG-cm 0.000 N-cm
Toum kG-cm —4.547 x 10713 | N-cm
0 rad 1.426 x 10~° | rad
T, —1.12 x 10? kG-cm —1.117 x 103 N-cm
300 B, 2.83 x 10° kG-cm? 2.831 x 106 N-cm?
T, 1.12 x 10? kG-cm 1.117 x 103 N-cm
Toum kG-cm —4.547 x 10713 | N-cm
0 rad 1.186 x 10729 | rad
T, —2.28 x 10? kG-cm —2.280 x 103 N-cm
400 B, 3.00 x 10° kG-cm? 3.000 x 109 N-cm?
T, 2.28 x 102 kG-cm 2.280 x 103 N-cm
Toum kG-cm —4.547 x 1071 | N.cm
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Niide 2.8 (laus- ja koondkoormus konsoolil). Koostada joonisel 2.24 kujutatud konsooli
vddndenurga 0,, vabavidndemomendi T;, bimomendi B, ja kooldevdiindemomendi T,

epiitirid.
P q= 4.0 kKN/m F=2.0kN
l e=6cm

X

I=4m

Joonis 2.24. Laus- ja koondkoormus konsoolil

Andmed. Konsooli pikkus | = 4.0 m. Konsool on ekstsentriliselt koormatud lauskoor-
musega ¢ = 4.0kN/m (m, = —240 (N-cm)/cm). Vertikaalse lauskoormuse q ekstsent-
rilisus e = 6cm. Konsoolile on ekstsentriliselt rakendatud moment M, = —1.0kN-m
(B, = 600kN-cm?). Konsool on ekstsentriliselt koormatud koondatud jouga F = 2kN
(M, = —12.0kN-cm). Vertikaalse jou F' ekstsentrilisus ¢ = 5cm. Ristloike kooldejdikus
(E I,= 7.560x10*kN-m*), vabavdiindejiikus (G I,= 2.7216 x 10* kN-m?) ja kooldekarak-
teristik (k= \/GIL,/E1, = 1/2.7216x103/7.5600 x 102 = 0.006 cm~") on konstantsed.

Lahendus. Vaatleme konsooli iihe elemendina, siis sisesidemed [Jiir85, lk 8~9] puuduvad.
Rajatingimuste W, seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.S).

W, = [Toumt — Bt — 0.0 |, (2.138)

Siit selgub, milline rajatingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingimuste
paarides Ty,,, < 0 ja B, < 0" on antud vidndenurk 0 = 0 ja suhteline vidndenurk ¢ = 0.
Seega on esimene tugi jik ning ei voimalda pooret ega kooldumist. Tundmatud on bimoment
B, ja koguvddndemoment T,,,.

Konsooli lopus on bimoment B, = 0 ja koguvidndemoment T,,, = 1T, + 1T, =
—12.0kN-cm. Tundmatuks jéidvad viicindenurk 0 ja suhteline viiindenurk 0' (T, = G1,0’).

Rajavddrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi
horedat vorrandisiisteemi™”

spA-Z =8B (2.139)
kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor
~ A
Z=17-= [ 7 } (2.140)
mille elementideks on vidndenurgad ja -momendid konsooli alguses ja lopus (jn 2.25):
04 Z(1,1) 0r, Z(5,1)
_ TtA _ Z (27 1) _ T;fL _ Z (67 1)
Za = Boa | | Z23,1) | Z = B., | | Z(7,1) (2.141)
Toa Z(4,1) T.r Z(8,1)

Muutuja 7 (i, 1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 8) on toodud joonisel 2.25.

Ohttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdffequation.14.22


http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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X
z

b

[1234]
[567 8]

Joonis 2.25. Laus- ja koondkoormus konsoolil. Muutujad

Pohivorrandites (2.84) [Lahl2, jn 14.9]°
Uls-Z=— 7 (2.142)
sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi Ulyys = (Ugxa | —Iaxa) (2.87) arvutamiseks
saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvl.m.

Vorrandisiisteemis (2.142) on tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need
vorrandid vorrandisiisteemi (2.139) (vt vdljavote programmist 2.22).

Viljavote programmist 2.22 (Naide2 8.m)

# Tala hdéreda laiendatud iilekandemaatriksi arvutus
spvE=yspWGvimhvI (baasiO, 1, GIt,EIw);
vBlg=yzWGmx (baasil, 1,1,al,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
vB2g=yzWGmx (baasiO,1l,1,a2, -mx,GIt,EIw);
vB3B=yzWGBy (baasiO, 1,1,a3,By,GIt,EIw);
vB=vB1lg+vB2g+vB3B;
IIv=1;
IJv=1;
vB=vB.* (-1);

# sisestab illekandemaatriksi vdrrandisilisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spVvF);

# sisestab koormusvektori vdrrandislisteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,VvB,4,1);

# vOrrandislisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vérrandisiisteemis (2.139) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite

arv peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad séltumatud vorrandid saame kine-
maatilistest ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Edasi
plistitame rajatingimused;

arvutame algparameetrid;
— arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

— koostame sisejoudude epiiiirid.

Rajatingimuste piistitus.  Viliste  rajatingimuste  seadmisel  tuleb  arvesta-
da energiateoreemi*> (B.8). Kui avaldistes 0 < Ty, 0" < B, iiks pool (poordenurk 0,
suhteline viiindenurk 0') on antud, siis teine pool (koguviiindemoment T,,,,, bimoment B,,)
on tundmatu.

Jdik tugi konsooli solmes a ei voimalda pooret ega kooldumist (vt tabel 1.2). Tundmatuks
on bimoment B, ja koguvddndemoment T,,,. Viimases (Ts., = T; + T.,) on vabavddnde-
moment T, = G 1,0/ = 0 antud. Tundmatuks jiib kooldeviicindemoment T.,,.

3 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
2 http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdffequation.F.26


http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Konsooli otsas, solmes b, on antud bimoment B, = 0 ja koguvddndemoment T,,, =
—1.2 x 10* N-cm. Tundmatud on péordenurk 0 ja suhteline viidndenurk 0’ (GLO' = T;).

Z(1,1) = 64 - 0
Z(2,1) = T4 = 0.4 =0
Z(7,1) = B,, = 0 (2.143)
Z6,1) + Z(8,1) = T +T,, =
TsumL :0

Koostatud on neli rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (2.139) (vt
vdljavote programmist 2.23). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jérelikult
on sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 2.23 (Naide2_8.m)

####44# Rajatingimused

spA=spSisestaArv(spA,5,1,1); # Stheta(l)$ - vdadndenurk
SspA=spSisestaArv(spA,6,2,1); # STt (2)$S
spA=spSisestaArv(spA,7,7,1); # $B(7)S$ —-bimoment
Bvb(7,1)=0.0;

spA=spSisestaArv(sphA,8,6,1); # S$STt(6)S$ -
spA=spSisestaArv(spA,8,8,1); # $Tw(8)$ =Tsum

Bvb (8, 1)=Mx; #Mx=-12000.0 Ncm;

#

#vastavad vabaliikmed Bvb on juba nullitud

#

spA_rank = sprank (spA) # vOrrandislisteemi astak

Sisestatud vorrandisiisteemi kordajad horedas maatriksis spA on esitatud arvutuspdeviku
vdljavottes 2.28.

Viljavote arvutuspievikust 2.28 (Naide2 8.m)

SpPA =

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 20 [31%])
(1, 1) -—> 1 (3, 3) —> -5.5569 (2, 6) —> -1
(5, 1) —> 1 (4, 3) -> -0.032797 (8, 6) —> 1
(1, 2) —> -14.697 (1, 4) -> 18.777 (3, 7) —> -1
(2, 2) —> -1 (2, 4) -> 4.5569 (7, 7) —> 1
(6, 2) -—> 1 (3, 4) -> -911.04 (4, 8) —> -1
(1, 3) —> 0.16744 (4, 4) -> -5.5569 (8, 8) —> 1
(2, 3) -> 0.032797 (1, 5) —-> -1

~

Sisestatud vorrandisiisteemi vabaliikmete vektor B on toodud arvutuspdeviku viljavottes
2.29.
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Viljavote arvutuspéevikust 2.29 (Naide2_8.m)
B =

9.3113e+04 -7.9342e+06 0.0000e+00 0.0000e+00
3.1017e+04 -5.5017e+04 0.0000e+00 -1.2000e+04

Algparameetrite arvutus. Rajavddrtuste leidmisel korrutasime vidndenurgad skaleeri-
misteguriga: baasi0 = 1.0 x 10'°. Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad
suurused jagada skaleerimisteguriga. Konsooli skaleerimata algparameetrid on toodud arvu-
tuspdeviku viljavottes 2.30.

Viljavote arvutuspéevikust 2.30 (Naide2_8.m)

Algparameetrid - AP1l

theta - 0.0000e+00
Tt - 0.0000e+00
B - —-4.4743e+06
Tw — 3.6000e+04

Viidndenurkade ja vidndemomentide arvutus. Vidndenurkade ja vidndemomentide
leidmiseks konsooli ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

7 (x) = U -Za + 2 (2.144)

kus Z s on konsooli algparameetrid (vt arvutuspiieviku viljavote 2.30). Ulekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m ning koormusvektori Z funktsioonidega
vzWGmx.m ja yzWGMx.m (vt viiljavote programmist 2.24).

Viljavote programmist 2.24 (Naide2_8.m)

AP=AlgPar(:,1)
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0;
xsamm=1/Nmitmeks;
vvB=zeros (4, 1)
for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes (ij,1)=xx;
vvEF=y1lWGfhlin (baasiO, 1, xx,GIt,EIw);
vBlg=yzWGmx (baasil, 1, xx,al,mx,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
vB2g=yzWGmx (baasil, 1, xx,a2, mx,GIt,EIw);
vB3B=yzWGBYy (baasil, 1, xx,a3,By,GIt,EIw);
vvB=vBlg+vB2g+vB3B;
Fvv(l:4,17)=vvFxAP+vVB;
Fvv(5,1id)=Fvv(2,1])+Fvv(4,173);
XX=XX+xsamm;
endfor
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Joonisel 2.26 on ndidatud sisestatud vorrandisiisteemi kordajate horeda maatriksi muster
(horeda maatriksi spA(8,8) nullist erinevate elementide asukohad).

spy(spA) — horeda maatriksi spA(8,8) nullist erinevad elemendid [31%]

T — — S S— .

Pohivorrandid 1-4

Joonis 2.26. Laus- ja koondkoormus konsoolil. Horeda maatriksi spA muster

Arvutustulemused on arvutuspdeviku vdljavottes 2.3 1.

Viljavote arvutuspievikust 2.31 (Naide2 8.m)

x= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
theta - 0.000e+00 -2.241e-03 -6.639e-03 -1.155e-02 -1.663e-02
Tt - 0.000e+00 -1.041e+04 -1.280e+04 -1.403e+04 -1.371e+04
B - 4.474e+06 1.484e+06 2.810e+05 -1.815e+05 -5.588e-09
Tw — -3.600e+04 -2.559e+04 8.048e+02 2.028e+03 1.710e+03
Tsum - -3.600e+04 -3.600e+04 -1.200e+04 -1.200e+04 -1.200e+04
X = 299.999 X = 196.782 X = 197.000
theta - -1.155e-02 theta - -6.487e-03 theta - -6.498e-03
Tt - -1.403e+04 Tt - -1.277e+04 Tt - -1.277e+04
B - 4.185e+05 B - 2.797e+05 B - 2.797e+05
Tw — 2.028e+03 Tw — 6.755e-02 Tw - 5.458e+01
Tsum - -1.200e+04 Tsum - -1.277e+04 Tsum - -1.272e+04

Leitud tulemuste pohjal koostame epiiiirid laus- ja koondkoormusest konsoolil (jn 2.27).
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my= 240 (N.cm)/cm  Bgk= 600 kN .cm? Mx=12kN-.cm
% K =0.006 1/cm p [\
L lalalalalalal N

*~——

NANAANNN (;/ \J X
“ 100 cm | 100 cm | 100 cm ‘ 100 cm

(a) Koormus m, = 240N, M, = 12kN-cm, B,, = 600 kN-cm?
(vttabel 1.1)

16628
11552
— 6639
el
g 2241 ©
B
(b) Vaandenurk 0
11552 16628
2240 6638
: ©
Z 0
(c) Vabaviaindemoment 7;
181479 () 0
—— f
& 281003 418520
g ® 1484153 279708
> 196.782 .
4474255
(d) Bimoment B,,
36000
25585

[Necm]
®

g4 (B 2027 1710

(e) Kooldevdandemoment 7,

36000 36000

S 12000 12000 12000

(f) Koguvadndemoment 7',

[Necm]

Joonis 2.27. Laus- ja koondkoormus konsoolil. Epiiiirid

EST-meetodiga saadud tulemused on kooskolas raamatus [Sad63 ] leitutega (vt tabel 2.9).
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Tabel 2.9. Laus- ja koondkoormus konsoolil. Tulemuste vordlus

X [cm] Z(x) [Sad63] Mootiihik EST-meetod Maoaotiihik

%) rad 0.000 rad

T; 0.000 kG-cm 0.000 N-cm
0.0

B, 4.470 x 10° kG-cm? 4.474 x 106 N-cm?

T, —3.600 x 103 kG-cm —3.600 x 10* N-cm

Towm | —3.600 x 103 kG-cm —3.600 x 10* N-cm

6 rad —2.241 x 103 rad

T, 1.040 x 103 kG-cm —1.041 x 10* N-cm
100

B, 1.480 x 10° kG-cm? 1.484 x 106 N-cm?

T, —2.560 x 103 kG-cm —2.559 x 10* N-cm

Teum | —3.600 x 103 kG-cm —3.600 x 10* N-cm

0 rad —6.487 x 1073 | rad

T; kG-cm —1.277 x 10* N-cm
196.782

B, 2.720 x 10* kG-cm? 2.797 x 10° N-cm?

T, kG-cm 6.755 x 1072 N-cm

Toum kG-cm —1.277 x 10* N-cm

0 rad —6.639 x 10~3 rad

T, 1.276 x 103 kG-cm —1.280 x 10* N-cm
200

B, 2.730 x 10* kG-cm? 2.810 x 10° N-cm?

T, 7.6 x 10! kG-cm 8.048 x 102 N-cm

Toum | —1.200 x 103 kG-cm —1.200 x 10* N-cm
300 0 rad —1.155 x 1072 | rad

T, —1.395 x 103 kG-cm —1.403 x 10* N-cm
300 —¢ | B, 4.050 x 10* kG-cm? 4.185 x 10° N-cm?

B, —1.950 x 10* kG-cm? —1.815 x 10° N-cm?
300 T, 195 x10%2 | kG-cm 2.028 x 10> | N-cm

Toum | —1.200 x 103 kG-cm —1.200 x 10* N-cm

6 rad —1.663 x 102 rad

T, —1.356 x 103 kG-cm —1.371 x 10* N-cm
400 B, 0.000 kG-cm? —5.588 x 1072 | N-cm?

T, 1.56 x 10%2% | kG-cm 1.710 x 103 N-cm

Toum | —1.200 x 103 kG-cm —1.200 x 10* N-cm

33 Raamatus [Sad63, Ik 64] on M,z = (T.,) = ... —0.006 - 10000 - 0.6367 . . ., peab olema

...—0.006-6-10000-0.6367... M,p...=156kG-cm.



2.3 Pohivorrandid takistatud vdandel

Tabel 2.10. Rajatingimused dhukeseseinalise varda viindel

Varda skeem Rajatingimused Valemid
9" =0 B=—EIL# =0
a b ﬁf r=0 Towm =0 | T = GLO — ELE" =0
|—X>I 1 7% ; 0=0
o 9 =0 T, = GLH =0
) o =0
: 2 L b 0 =0 T, =GLY =0
Eal | L, B, =0 B, =—EI# =0
v Towm =0 | T = GLO — ELE" =0
=0
2 b & 7=0 B, =0 B, =—EIL# =0
%L" 1 T o 6 =0
B, =0 B, =—EIL0" =0
B =0
W bﬁj r=0 B, =0 B, =—EIL0" =0
Tl T 6 =0
' =1
9 =0 T, =GLY =0
=0
La % b & 7=0 0 =0 T, =GLY =0
e e
o B, =0 B, =—EIL0" =0
) ) o =0
| 2 bfl 0 =0 T, = GLO = 0
’%’—x" ! T l 6 =0
o 9 =0 T, = GLH =0
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3. Ohukeseseinalised varrassiisteemid

Ohukeseseinalise ristldikega varda kinemaatikat kirjeldavad 7 vabadusastet: 3 siiret, 3 poor-
denurka (viidndenurka) ja ristldike kooldumist iseloomustav vabadusaste, mis on vordne
suhtelise vddndenurgaga 6’. Vidndenurk 6 ja kooldumine 6’ on omavahel seotud.

Vaatleme kooldumist dhukeseseinaliste talade iihendamisel sdlmes. Piirdume siisteemi-
ga, kus talade ristldigete pinnakeskmed asuvad iihisel tasandil. Samuti asuvad iihisel tasandil
talade elastsed teljed. Punkti, kus elastsed teljed 16ikuvad, nimetame sdlme keskmeks (ingl
joint center, vn meaTp y3ua). Selleks et sGlmes iihendatavate talade kooldumus 6’ oleks
vordne, peaksid talade ristldigete sektorkoordinaatide w tuletised, s.t sektorkoordinaatide
epiitiride puutujad (dw/ds = '), olema kontaktpunktis vordsed [Bot62].

(a) Ristloike kooldumine (b) Ristloike moondumine

Joonis 3.1. Kooldumine s6lmes

Vaatleme Ghukeseseinalise tala (jn 3.1a) ristldike punkti P (w) pikisiiret u. Pikisiirde
u saame méidrata avaldisega u = —w @’ (1.12), kus w on punkti P (w) sektorkoordinaat
(wp = —2za). Tdhistame iilemise vod podrdenurga timber z-telje siimboliga ¢. Ristldike punk-
ti P (w) pikisiirde saame avaldada korrutisena u = Ja, kus a on punkti kaugus z-teljest. Kui
votta suhteline vddndenurk vordseks ithega (¢ = 1), siis avaldisest (1.12) saame

u=—-w-1=za-1=1va (3.1
ning alumises voos

u=—-w-1=za-1="%a 3.2)

107
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Kui z; = 2z, = h/2, siis
9y = Uy = h/2 (3.3)

Ohukeseseinaliste varraste liitekoht v&ib deformeeruda [MWO03]. Kui varraste iihen-
damisel sOlmes ristldige moondub (jn 3.1b), siis tuleb valida sobivad kinemaatilised pide-
vustingimused [DK90].

Suurte podrdenurkade (vddndenurkade) kirjeldamiseks kasutatakse poorde pseudovek-
torit (D.46) [TehO5].

Ohukeseseinalisi varrassiisteeme arvutatakse ka jdumeetodiga ja deformatsioonimeetodi-
ga [BCO9], [Bot62]. Joumeetodi puhul on lisatundmatuteks joud, mis leitakse kinemaatilistest
pidevustingimustest. Deformatsioonimeetodi korral on tundmatuteks siirded ja podrded, mis
leitakse s0lmede tasakaalutingimustest. EST-meetodiga arvutamisel leitakse siirded, poorded,
joud ja momendid varraste otstes samaaegselt. Selle meetodiga rajaiilesannet lahendades ka-
sutatakse kinemaatilisi pidevustingimusi ja tasakaalutingimusi.

Jatkuvtala kinemaatilisi pidevustingimusi kirjeldame niites 3.1. Joonisel 3.2 kujutatud
jitkuvtala toesidemed takistavad viinet ! (vddndenurk 6 = 0).

p 22 m, L Ty y y
. 1% Bly B 200 3%131[\ By ﬁé B OEL, S ﬁf
IT/% L | ) Ly -(% \JLg 7% L, % |

Joonis 3.2. Jitkuvtala toed ei voimalda pooret

Joonisel 3.3 on kujutatud elastsete tugedega’? jitkuvtala. Viindenurga ja paindenurga
pidevustingimust on vaadeldud néites 3.2 ,,L-tala arvutus iilekandevorranditega".

%EI El 2 > 3EITXE1 * El  El 5%
- CECCEG——(— -

EL, Hy El, H, Hj El;

L, L, | Ly Ly

Joonis 3.3. Elastsete tugedega jatkuvtala

"https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kraanad_ja_sillasambad_Ihaste_si
lla_ehitusel_Tartu_Idaringteel, 28._mai_2013.JPG

Zhttp://www.youtube.com/watch?v=5smsMzA_xIIsfeature=related

3https://www.youtube.com/watch?v=IE159FCBE-k


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kraanad_ja_sillasambad_Ihaste_silla_ehitusel_Tartu_Idaringteel,_28._mai_2013.JPG
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kraanad_ja_sillasambad_Ihaste_silla_ehitusel_Tartu_Idaringteel,_28._mai_2013.JPG
http://www.youtube.com/watch?v=5smsMzA_xII&feature=related
https://www.youtube.com/watch?v=IEl59FCBE-k
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3.1 Rajatingimused

Varrassiisteemi elemente ithendavad sidemed jagatakse vilis- ja sisesidemeteks. Selline
jagamine on tinglik selles mottes, et iile minnes varrassiisteemi kui terviku kisitluselt tema
osa vaatlusele, muutuvad sisesidemed vilissidemeteks, mis seovad vaadeldavat osa terviku-
ga [Jiir85, 1k 8-9]. *

Sidemetest vabastamise printsiipi rakendades vaatleme kinemaatilisi ja staatilisi rajatin-
gimusi. Kinemaatiliste ja staatiliste rajatingimuste seadmisel arvestame energiateoreemist’
(B.8) saadud rajatingimusi:

Wy = T = B0 = 0.0 |; (3.4)

Kui toodud avaldises leiduvatest paaridest T%,,, < é B, & o , b, & 0 iiks on antud,
siis teine on tundmatu ning tuleb leida. Nii néiteks on tabelis 2.10 [Bot62, 1k 156] jdiga
toe puhul antud viidndenurk ¢ ja suhteline vdandenurk ¢’. Tundmatud on bimoment B, ja
koguvidindemoment 7, = T, + T, milles vabavidindemoment 7; = G'7;0" = 0 on antud.
Jarelikult tuleb leida kooldeviidndemoment 7 ,.

Staatilised rajatingimused jagatakse vilimisteks ja sisemisteks reaktsioonideks.®. Vili-
misi reaktsioone nimetame toereaktsioonideks Sisemised reaktsioonid on elementide iihen-
dussdlmes tasakaalus, seega vordub nende summa siin nulliga. Sisemisi reaktsioone voib
nimetada ka kontaktjdududeks.’ Nii tuleb murtud teljega tala puhul kontakti panna painde-
moment ja koguviindemoment (vt ndide D.1 ja 3.2).

Sisemisi kinemaatilisi rajatingimusi elementide iihendussdlmes nimetame pidevustingi-
musteks. Nditeks on jitkuvtala talasid ithendavas sdlmes poordenurga pidevus 0yqsaku —
Oparemar = 0 ja kooldepidevus 6),,.....; — 0, 4sq = 0- Murtud teljega tala puhul peab iilemi-
nek paindenurgalt vidndenurgale ning ka vastupidi olema pidev (vt ndited 3.2 ja D.1).

Sisemised kinemaatilised ja staatilised rajatingimused: ®

* pidevustingimused (kinemaatilised rajatingimused) ithendussdlmedes;
* ithendussdlmede tasakaalutingimused (staatilised rajatingimused);

* korvaltingimused liigendite kohta (varraste otstes).

3.1.1 Jitkuvtala arvutus

Niide 3.1 (jatkuvtala arvutus iilekandevorranditega). Koostada joonisel 3.4 kujutatud
Jétkuvtala vidndenurga 0., vabavidndemomendi T, bimomendi B, ja kooldevdindemomen-
di T, epiitirid.

Andmed. Jitkuvtala avad I, = 8m, Iy = 6m ja konsooli pikkus I3 = 2m. Tala esi-
mene ava on koormatud iihtlase lausmomendiga m, = 1.0(kN-m)/m. Tala teise ava

“http://digi.lib.ttu.ee/i/2472
Shttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
®http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf (20.08.2013)

7 https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force (20.08.2013)
8http://digi.lib.ttu.ee/estmethod/ESTmethod.pdf#figure.1.13


http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force
http://digi.lib.ttu.ee/estmethod/ESTmethod.pdf#figure.1.13
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my= 1.0 kN z 3 .m/ B, = 1.0 kN-m?
 SeoadRRaeceeee0g (—— >3 S
i’ | e

8 m 3m 3m 2m

Joonis 3.4. Jatkuvtala viine

keskele on rakendatud moment M, = 3.2kN-m. Konsooli otsas mojub bimoment B,
= — 1.0kN-m?. Ristloikeks on valitud I-profiil nr 60a [Bot62, lk 435]. Ristloike koolde-
tugevusmoment (W, = 5373.4cm?), paindejiikus (EI = 1.7611 x 10° kN - m?), koolde-
jéikus (E'1, = 2.8348 x 10°kN -m?), vabavdiindejdikus (GI; = 1.5640 x 10° kN - m?) ja
kooldekarakteristik (v = \/GI;/E 1, = 1/1.5640x109/2.8348 x10'3 = 0.0074278 cm™!)
on konstantsed.

Lahendus. Toetingimuste seadmisel on arvestatud energiateoreemi (B.8)
Wy = [Toumb — But — 0.0 |, (3.5)

Siit saab jdilgida, milline toetingimus on antud ja milline leitakse. Esimese toe toetingi-
muste paarides Ty,,, < 0 ja B, < 0" on antud viidndenurk 0 = 0 ja suhteline viicindenurk ¢’
= 0. Seega on esimene tugi jdik ning ei voimalda pooret ega kooldumist. Tundmatud on bi-
moment B,, ja koguviiindemoment T,,,,. Varda l6pus on antud bimoment B,, = — 1.0 kN-m?
ja koguvddindemoment T, = T, + T,, = 0. Tundmatuks jddvad vddindenurk 0 ja suhteline
vddindenurk 0’ (T, = G1,6’).

Teisel ja kolmandal toel on varrassiisteemi elemente iihendavad sisesidemed ja vdlis-
sidemed. Vilissidemeks on antud vidndenurk 0 = 0. Tundmatu on toemoment, mis on vordne
elementide koguvddndemomentide T, summaga. Elemente iihendavateks sisesidemeteks on
viicindenurkade 0 vordsus ja suhteliste viicindenurkade 0' vordsus. Samal ajal peavad elemen-
tide bimomendid B, koguvddndemomendid T, ja toemoment olema solmes tasakaalus.

Rajavdidrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi
héredat vorrandisiisteemi ®

spA-Z=8B (3.6)

kus 7 on vorrandisiisteemi tundmatute vektor

A
z\)
A
Z?
AN
AR

3.7

mille elementideks on vdidndenurgad ja -momendid varraste 1, 2 ja 3 alguses ja lopus (jn
3.5):

‘http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Muutuja 7 (i, 1) indeks (i=1, 2, 3, .. ., 24) on néiidatud joonisel 3.5.

Pohivorrandites '° (2.84)

fﬁ4x8'2:: —7Z

sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi I/J\I4Xg =

saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspWGvfmhvl.m .
Vorrandisiisteemis (3.11) on tundmatuid poole rohkem kui vorrandeid. Kanname need

vorrandid vorrandisiisteemi (3.6) (vt viljavote programmist 3.1).

Viljavote programmist 3.1 (Naide2 10.m)

(%]
819 20]
i’i\:

N
2 23 24]

N
2
[212

—_ = = =
— — — —

111

(3.8)

3.9

(3.10)

(3.11)

(Uaxa | —Iaxa) (2.87) arvutamiseks

# Esimese tala hdreda laiendatud llekandemaatriksi arvutus

spvE=yspWGvimhvI (baasiO, 11, GIt,EIw);
vBl=yzWGmx (baasi0O, 11,11,al,mx,GIt,EIw);
IIv=1;

I1Jdv=1;

vBl1=vBl.* (-1);

# sisestab lilekandemaatriksi vdérrandislisteemi spA*Z=Bvb

spA=splnsertBtoA (spA,IIv, IJv, spvF);

# koormusvektori arvutus

Onttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9


http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
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# sisestab koormusvektori vdérrandisilisteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB1,4,1);

# Teise tala héreda laiendatud illekandemaatriksi arvutus
spvEF=yspWGvimhvI (baasil, 12, GIt,EIw);
vB2=yzWGMx (baasi0, 12,12,a2,Mx2,GIt,EIw); # koormusvektori arvutus
krda=2;
IIv=krdax8-7;
IJv=krdax16-15;

# sisestab lilekandemaatriksi vdrrandislisteemi spA*Z=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spvF);

# sisestab koormusvektori vdérrandisilisteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB2,4,1);

# Kolmanda tala hdéreda laiendatud illekandemaatriksi arvutus
spvEF=yspWGvimhvI (baasi0, 13, GIt,EIw);
krda=3;
IIv=krda=*4-3;
IJv=krda*8-7;

# sisestab illekandemaatriksi vdrrandisilisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spVvF);

# vOrrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

Vorrandisiisteemis (3.6) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite arv
peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad soltumatud vorrandid saame kinemaatilis-
test ja staatilistest rajatingimustest (vt jaotis 3.1).

Jérgnevalt

— piistitame rajatingimused;

— arvutame algparameetrid;

arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

koostame sisejoudude epiitirid.

Rajatingimuste piistitus. Viiliste rajatingimuste seadmisel solmedes tuleb arvestada
energiateoreemi'' (B.8). Kui avaldistes 0 < Ty, 0 < B, iiks pool (péérdenurk 0, suh-
teline viicindenurk 0') on antud, siis teine pool (koguviindemoment T,,,, bimoment B,,) on
tundmatu.

Talal on solmes 1 jdik tugi, mis ei voimalda pooret ega kooldumist (vt tabel 1.2). Tund-
matud on bimoment B, toemoment Cys (vt jn 3.5) ja koguvdindemoment T, = T, + T,,.
Viimases on vabavdindemoment T, = G 1,0 = 0 antud. Tundmatuks jciib kooldeviiindemo-
ment T,. Teisel ja kolmandal toel on antud poordenurk 0. Tundmatuks jéidvad toemomendid
Csg ja Cor. Tala otsas, solmes 4, on antud bimoment B,, ja koguvddndemoment T,,, = 0.
Tundmatud on podrdenurk 0 ja suhteline viiindenurk 0’ (GI1,0' = T;).

) _ g _
Z(l, 1) — ‘91(41) = 0 A (27 1) - TtA - QA 0
Z(22,1) + Z(24,1) =
_ g _ 3.12
Z(5,1) L 0, B, 1) _ B3 (3.12)
7 (13 1) o 6(2) — T;SL + TwL = TsumL =0
IO T Z(23,1) = BY — —1.0x 10" N-cm?

Thttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Sisemistest rajatingimustest vaatleme solmede 2 ja 3 pidevustingimusi. Varraste 1 ja 2

ning 2 ja 3 viicindenurgad ja kooldumus"* on vordsed.
Z(5,1) = Z(9,1) o\ — gt 0
Z(6,1)+2(10,1) = TP +12 = ¢ -0 = 0 3.13)
Z(13,1)—z(17,1) = 62 -69 = ¢ '
Z(14,1)+2(18,1) = TP +1Y = 62 ¢ = 0

Sisemistest rajatingimustest vaatleme veel solmede 2 ja 3 tasakaalutingimusi. Tasakaalus
peavad olema bimomendid, koguvddndemomendid ja toevdidindemomendid.

Z(7)+2z11,1) = BY4+BY = o

Z(15,1)+ 7 (19,1) = B +BY = 0

Z6,1)+2(8,1) = T,

Z(10,1)+2(12,1) = T&.— (3.14)
Cag = 0

Z(14,1)+ Z(16,1) = T3,

Z(18, 1)+ Z(20,1) = TS~

657 =0

Koostatud on 16 rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (3.6) (vt viil-
javote programmist 3.2). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jéirelikult on
sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 3.2 (Naide2 10.m)
#H##FHF##HFF Rajatingimused

# Pidevustingimused

# S61lm 2

spA=spSisestaArv (spA,13,5,1); # Stheta_{5}$ on vdrdne

spA=spSisestaArv (spA,13,9,-1); # Stheta_{9}$ vddndenurgaga
spA=spSisestaArv (spA,14,6,1); # ST_{t6}S$S on vdrdne
spA=spSisestaArv(spA,14,10,1); # $T_{tl0}$

# S6lm 3

spA=spSisestaArv (spA,15,13,1); # Stheta_{13}$ - vd@dndenurk

spA=spSisestaArv (spA,15,17,-1); # vdrdne S$theta_{17}$ vaandenurga
spA=spSisestaArv(spA,16,14,1); # S$ST_{tl4}$ on vordne
spA=spSisestalArv(spA,16,18,1); # ST_{t18}$

# Tasakaalutingimused

# S61lm 1

spA=spSisestalArv (spA,17,2,1); # ST_{t2}$ +

spA=spSisestaArv (spA,17,4,1); # ST _{t4d}s$ -

spA=spSisestaArv(spA,17,25,-1); # $C_{25}$ summa on tasakaalus

# S6lm 2

spA=spSisestaArv (spA,18,7,1); # SB_{7}$ — bimoment

spA=spSisestalArv (spA,18,11,1); # SB_{11}$ summa on tasakaalus

spA=spSisestaArv (spA,19,6,1);

# ST_{t8}$ +

12 Kooldumisel vabaviindemomenti kasutades jirgitakse II mirgikokkulepet.
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spA,19,8,1); # ST_{w8}$ +
spA,19,10,1); # ST _{tl0}sS +
spA,19,12,1); # ST _{wl2}S$ -
spA,19,26,-1); # $-C_{26}$

SpA=spSisestalArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
SspA=spSisestaArv
# S61lm 3
spA=spSisestaArv (spA,20,15,1); # SB_{15}$ - bimoment
spA=spSisestaArv (spA,20,19,1); # SB_{19}$ summa on tasakaalus
spA=spSisestaArv (spA,21,14,1); # ST_{tl4}s +

—~ o~~~

)
spA=spSisestaArv (spA,21,16,1); # ST _{wl6}$S +
spA=spSisestaArv (spA,21,18,1); # ST_{tl8}S +
spA=spSisestaArv (spA,21,20,1); # ST_{w20}S$ -
spA=spSisestaArv (spA,21,27,-1); # SC_{27}$ summa on tasakaalus

#SUM1=2 (25, 1)+2(26,1)+2 (27, 1)

# Toetingimused

# S61m 1

spA=spSisestaArv(spA,22,1,1); # Stheta_AS$S - vadadndenurk on null
spA=spSisestaArv (spA,23,2,1); # ST_tAS$S - kooldevddndemoment

# S61lm 2

spA=spSisestaArv(spA,24,9,1); # S$theta_AS$ - vdidndenurk on null
# S6lm 3

spA=spSisestaArv (spA,25,17,1); # Stheta_AS$ - vadadndenurk on null
# SOlm 4

spA=spSisestaArv (spA,26,23,1); # SB_{L}S$ - bimoment

Bvb (26, 1)=By ;

spA=spSisestaArv (spA,27,22,1); # S$T_{tL}+
spA=spSisestalArv(spA,27,24,1); # T_{\omega L}$ = ildvddndemoment
#Bvb (27,1)=0.0;

#vastavad vabaliikmed Bvb on Jjuba nullitud

#

#spA_rank = sprank (spA) # vOrrandislisteemi astak

Toereaktsioonid (toemomendid) leiab arvutuspdeviku viljavottest 3. 1.
Viljavote arvutuspéevikust 3.1 (Naide2_10.m)

Toereaktsioonid (toemomendid)

C25 = -4.1206e+05
C26 = -5.8028e+05
Cc27 = -1.2767e+05

Algparameetrite arvutus. Rajavdidrtuste leidmisel korrutati vidndenurgad skaleerimiste-
guriga: baasi0 = 1.0 x 100, Skaleerimata algparameetrite saamiseks tuleb vastavad suu-
rused jagada skaleerimisteguriga. Talade 1, 2 ja 3 skaleerimata algparameetrid on toodud
arvutuspdeviku vdljavottes 3.2.

Viljavote arvutuspievikust 3.2 (Naide2 10.m)

Algparameetrid - APl AP2 AP3

theta - 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
Tt - 0.0000e+00 4.7899%e+04 3.4901e+04
B - 3.7593e+07 2.7948e+07 8.5483e+06
Tw - -4.1206e+05 -2.4023e+05 -3.4901le+04
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Viidndenurkade ja viidndemomentide arvutus. Viidndenurkade ja vddndemomentide
leidmiseks tala ristloigetes kasutame iilekandevorrandit (C.1)

Zy(x) =U-Zx + Z (3.15)

kus Za on tala algparameetrid (vt arvutuspdeviku viljavote 3.2). Ulekandemaatriksi U

leiame GNU Octave’i funktsiooniga yIWGfhlin.m ning koormusvektori Zi funktsioonidega
vzWGmx.m ja yzWGMx.m (vt viiljavote programmist 3.3).

Viljavote programmist 3.3 (Naide2 10.m)

AP=AP1;

baasi0=1.0

Nmitmeks=4

xx=0.0;

xsamm=0.0;

xsamm=11/Nmitmeks;

for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes (ij,1)=xx;
vvF=y1lWGfhlin (baasiO, 11, xx,GIt,EIw);
vvBl=yzWGmx (baasil, 11, xx,al,mx1,GIt,EIw);
Fvv(l:4,1i73)=vvFxAP+vvBl;
Fvv(5,19)=Fvv(2,1i])+Fvv(4,17);

XX=XxX+xsamm;

endfor

AP=AP2;

baasi0=1.0

Nmitmeks=4

xx=0.0;

xsamm=0.0;

xsamm=12/Nmitmeks;

for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes (ij,1)=xx;
vvE=y1lWGfhlin (baasi0, 12, xx,GIt,EIw);
vvB2=yzWGMx (baasil, 12, xx,a2,Mx2,GIt,EIw);
Fvv(l:4,17)=vvExAP+vvB2;
Fvv(5,1i3)=Fvv(2,1ij)+Fvv(4,1i7);

XX=XxX+xsamm;

endfor

AP=AP3;

baasi0=1.0

Nmitmeks=4

xx=0.0;

xsamm=0.0;

xsamm=13/Nmitmeks;

for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0

Xloikes (i],1)=xx;
vvF=y1WGfhlin (baasiO, 13, xx,GIt,EIw);
Fvv(l:4,1i3)=vvFxAP; %+vvB3;
Fvv(5,19)=Fvv(2,1i])+Fvv(4,173);

XX=XX+xsamm;

endfor
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Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 3.3.

Viljavote arvutuspievikust 3.3 (Naide2 10.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270
X= 0.00 200.00 400.00 600.00 800.00
theta - 0.000e+00 1.267e-02 2.194e-02 1.442e-02 -2.665e-15
Tt - 0.000e+00 1.225e+05 8.375e+03 -1.155e+05 -4.790e+04
B - -3.759e+07 5.007e+06 1.292e+07 7.084e+06 -2.795e+07
Tw — 4.121e+05 8.954e+04 3.682e+03 -7.244e+04 -3.400e+05
Tsum - 4.121e+05 2.121e+05 1.206e+04 -1.879e+05 -3.879e+05
baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270
X= 0.00 150.00 300.00 450.00 600.00
theta - 0.000e+00 2.621e-03 8.051e-03 5.148e-03 -1.665e-16
Tt - -4.790e+04 6.909e+04 1.663e+04 -5.742e+04 -3.490e+04
B - -2.795e+07 -3.196e+06 1.716e+07 2.552e+06 -8.548e+06
Tw — 2.402e+05 1.232e+05 -1.443e+05 -7.024e+04 -9.277e+04
Tsum - 1.923e+05 1.923e+05 -1.277e+05 -1.277e+05 -1.277e+05
X = 299.9999999999
theta - 8.051e-03
Tt - 1.663e+04
B - 1.716e+07
Tw — 1.757e+05
Tsum - 1.923e+05
baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270
x= 0.00 50.00 100.00 150.00 200.00
theta - 0.000e+00 -7.605e-04 -8.646e-04 -3.266e-04 9.283e-04
Tt - -3.490e+04 -1.321e+04 6.632e+03 2.740e+04 5.199e+04
B - -8.548e+06 -7.359e+06 -7.196e+06 -8.038e+06 -1.000e+07
Tw — 3.490e+04 1.321e+04 -6.632e+03 -2.740e+04 -5.199%e+04
Tsum - 0.000e+00 0.000e+00 0.000e+00 0.000e+00 7.276e-12

Leitud tulemuste pohjal koostame jdtuvtala epiitirid (jn 3.6).
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(a) Koormus m, = 1.0 (kN-cm)/cm, M, = 3.2kN-cm, B, = 1.0kN-cm? (vt tabel 1.1)
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5007021 7084285 \1/2;52223
12924105 17161876
(d) Bimoment B,,
340044
144295 92765
72442 &) 042 51993
[
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z 123243 1757045
& 240232
412056
(e) Kooldevidindemoment 7,
387943
187943 O 127667 127667 127667
§ 12056 | o0 0
z 212056 192332 192332 1923329
412056

(f) Koguvédindemoment 7.,

Joonis 3.6. Jatkuvtala. Epiitirid

EST-meetodiga saadud tulemused on kooskélas raamatus [Bot62] jou- ja deformatsioo-
nimeetodi abil leitutega (vt tabelid 3.1, 3.2 ja 3.3).
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Tabel 3.1. Jatkuvtala. Tulemuste vordlus (1)

X [cm] Z(X) [Bo6t62] Mootiihik EST-meetod Maatithik
0 rad 0.000 rad
T, kG-m 0.000 N-cm
00 B, | —3.762 x 10? kG-m? —3.759 x 107 N-cm?
T, kG-m 4.121 x 10° N.cm
Touwm 4.120 x 102 kG-m 4.121 x 10° N-cm
0 rad 1.267 x 1072 rad
T; kG-m 1.225 x 10° N-cm
200 B, 4.89 x 10! kG-m? 5.007 x 10° N-cm?
T, kG-m 8.954 x 104 N-cm
Toum kG-m 2.121 x 10° N.-cm
0 rad 2.194 x 10~2 rad
T; kG-m 8.375 x 103 N-cm
100 B, 1.292 x 102 kG-m? 1.292 x 107 N-cm?
T, kG-m 3.682 x 10° N-cm
Touwm kG-m 1.206 x 10% N-cm
0 rad 1.442 x 1072 rad
T, kG-m —1.155 x 10° N-cm
600 B, 7.000 x 101 kG-m? 7.084 x 10° N-cm?
T, kG-m —7.244 x 10* N-cm
Toum kG-m —1.879 x 10° N-cm
0 rad —2.665 x 10~ | rad
T, kG-m —4.790 x 10* N-cm
800 B, —2.794 x 102 kG-m? —2.795 x 107 N-cm?
T, kG-m —3.400 x 10° N-cm
Toum | —3.880 x 102 kG-m —3.879 x 10° N-cm
0 rad 0.000 rad
T; kG-m —4.790 x 10* N-cm
00 B, —2.794 x 102 kG-m? —2.795 x 107 N-cm?
T, kG-m 2.402 x 10° N-cm
Toum 1.920 x 102 kG-m 1.923 x 10° N-cm
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Tabel 3.2. Jatkuvtala. Tulemuste vordlus (2)

X [cm] Z(X) [B6t62] Mootiihik EST-meetod Maatithik
0 rad 2.621 x 1073 rad
T, kG-m 6.909 x 104 N-cm
150 B, —3.20 x 10! kG-m? —3.196 x 106 N-cm?
T, kG-m 1.232 x 10° N-cm
Toum 1.920 x 10? kG-m 1.923 x 10° N-cm
0 rad 8.051 x 1073 rad
T; kG-m 1.663 x 10* N-cm
300 B, 1.722 x 102 kG-m? 1.716 x 107 N-cm?
T, kG-m —1.443 x 10° N-cm
300 —€ | Tsum 1.920 x 102 kG-cm 1.923 x 10° N-cm
300 Toum | —1.280 x 102 kG-m —1.277 x 10° N-cm
0 rad 5.148 x 1073 rad
T; kG-m —5.742 x 10* N-cm
0 B, 2.56 x 10! kG-m? 2.552 x 109 N-cm?
T, kG-m —7.024 x 104 N-cm
Teum | —1.280 x 102 kG-m —1.277 x 105 N-cm
0 rad —1.665 x 10716 | rad
T; kG-m —3.490 x 10* N-cm
600 B, —8.54 x 10! kG-m? —8.548 x 106 N-cm?
T, kG-m —9.277 x 104 N-cm
Toum | —1.280 x 102 kG-m —1.277 x 105 N-cm
0 rad 0.000 rad
T, kG-m —3.490 x 104 N-cm
0.0 B, —8.54 x 10! kG-m? —8.548 x 106 N-cm?
T, kG-m 3.490 x 104 N-cm
Towm 0.00 kG-m 0.000 N-cm
0 rad —8.646 x 1074 rad
T kG-m 6.632 x 103 N-cm
100 B, —7.17 x 10! kG-m? —7.196 x 106 N-cm?
T, kG-m —6.632 x 10° N-cm
Toum 0.00 kG-m 0.000 N-cm

119
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Tabel 3.3. Jatkuvtala. Tulemuste vordlus (3)

X [cm] Z(X) [Bo6t62] Mootiihik EST-meetod Mootiihik
0 rad —8.646 x 1074 rad
T; kG-m 6.632 x 103 N-cm
100 B, —7.17 x 10! kG-m? —7.196 x 10° N-cm?
T, kG-m —6.632 x 10° N-cm
Toum 0.00 kG-m 0.000 N-cm
0 rad 9.283 x 1074 rad
T, kG-m 5.199 x 104 N-cm
200 B, —1.000 x 102 kG -m? —1.000 x 107 N-cm?
T, kG-m —5.199 x 104 N-cm
Tsum 0.00 kG-m 7.276 x 1012 | N-cm

Joonisel 3.7 on horeda maatriksi muster (horeda maatriksi spA(27,27) nullist erinevate

elementide asukohad).

spy(spA) — horeda maatriksi spA(27,27) nullist erinevad elemendid [11%]
T T

0 T T T
+ + + + + | l ‘
-+ o+ 1 1
4+ 4+ ! 4+ i Péhivérrandid 1-12 ! !
+ + + l 1
R e Pomeeeees e e e e SRR S RREEEEEEEEE R —
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- | | - | |
+ i 3 Toetmglm‘used 22-27 : i
+ 1 |
25 | b e T .
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L | | | |
0 5 10 15 20 25

Joonis 3.7.

Jituvtala horeda maatriksi spA muster
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3.1.2 Murtud teljega L-tala arvutus

Niide 3.2 (L-tala arvutus iilekandevorranditega). Koostada joonisel 3.8 kujutatud murtud
teljega tala vertikaalse siirde w, paindenurga ¢, poikjou @), paindemomendi M,, vidnde-
nurga 0., vabavddndemomendi T;, bimomendi B, ja kooldevidndemomendi T, epiiiirid.

qz

500 ey

Joonis 3.8. L-tala paine ja viine

Andmed. Murtud teljega tala elementide pikkused |, = 4m ja I, = 5m. Teine ava on
ekstsentriliselt koormatud iihtlase lauskoormusega q, = 1.0kN/m. Vertikaalse lauskoor-
muse q, ekstsentrilisus e = 1.0cm. Ristloikeks on valitud I-profiil nr 60a [Bot62, lk
435]. Ristloike paindejiikus (EI = 1.7611 x 105 kN -m?), kooldejéiikus (E I, = 2.8348 x
10° kN - m*), vabaviicindejiikus (G1, = 1.5640 x 10° kN - m?) ning kooldekarakteristik
(k= +/GL/EL, = 1/1.5640x109/2.8348 x10'3 = 0.0074278 cm ') on konstantsed.

Lahendus. Kanname iihtlaselt jaotatud poikkoormuse q, elastsele teljele (jn 1.21 ja tabel
1.1). Vaatleme kahte koormusjuhtu (jn 3.9), kus elastsel teljel on iihtlaselt jaotatud vdinde-
moment m,, = 10 (N-cm)/cm ja iihtlaselt jaotatud péikkoormus q, = 10 N /cm.

Rajavdiidirtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi
héredat vorrandisiisteemi '

spA-Z=8B (3.16)
kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor

AR
A

AR

(3.17)

mille elementideks on siirded, paindenurgad, poikjoud, paindemomendid, vidndenurgad ja
vdadndemomendid varraste 1 ja 2 alguses ning lopus:

Bhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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_ my = 10.0 N
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Joonis 3.9. L-tala paine ja vddne. Muutujad
wy | [ Z(1,1) ] [ wp, ] [ Z(9,1) ]
PA A (27 1) YL A (107 1)
QA Z (37 1) QL Z (117 1)
M Z(4,1) 1 M Z(12,1)
(1) _ A o 3 (1) L . )
Zo= 1 g, | Tz |0 B o, | = | z(3.1) (3.18)
T'tA Z (67 1) T;‘/L Z (147 1)
Ba Z(7,1) B, Z (15,1)
| TwA | | Z<87 1) i L TwL | Z(167 1) i
wy | [ Z(17,1) ] [ wr ] [ 7 (25,1) ]
Qa Z(19,1) Qr Z(27,1)
M Z(20,1) 2 M Z(28,1)
(2) _ Al _ ) (2) L | _ 5
Zo= ey | Tz |0 B 0, | = | 7(29,1) (3.19)
Boa Z(23,1) B, Z(31,1)
| Toa | | Z(24,1) | | Tor | | Z(32,1) |
Muutuja Z (i, 1) indeks (i=1, 2, 3, ..., 32) on toodud joonisel 3.9.
Péhivérrandites '* (2.84)
Uls,6- 2=~ 7 (3.20)

sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi [/J\ngw
saab kasutada GNU Octave’i funktsioone yspTVml.m ja yspTVlin.m.

Vorrandisiisteemis (3.20) on tundmatuid poole rohkem kui vérrandeid. Kanname need
vorrandid vorrandisiisteemi (3.16) (vt viljavote programmist 3.4).

(Usxs | —Isxs) (C.13) arvutamiseks

Yhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9
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Viljavote programmist 3.4 (Naide4_5Gamma.m)
# Esimese tala hdreda laiendatud ililekandemaatriksi arvutus

spvF=yspTvmI (baasiO, 11,11, GAr,EI,GIt,EIw);
IIv=1;
IJdv=1;
# sisestab lilekandemaatriksi vdrrandisilisteemi spAxZ=Bvb

spA=splInsertBtoA (spA,IIv,Idv, spvF);

# vOrrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

# Teise tala héreda laiendatud illekandemaatriksi arvutus
spvF=yspTVmI (baasi0O,12,12,GAr,EI,GIt,EIw);
#vB2a=yzTVqgz (baasi0,12,0.0,g9z,EI) # koormusvektori arvutus
vB2b=yzTVmx (baasi0, 12,12,0.0,mx,GIt,EIw) # koormusvektori arvutus
#vB2=vB2a+vB2b
vB2=vB2b
krda=2;
IIv=krda*8-7;
IJv=krda*x16-15;

# sisestab illekandemaatriksi vdrrandisilisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spVvF);

# sisestab koormusvektori vdrrandislisteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB2,8,1);

Vérrandisiisteemis (3.16) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vor-
randite arv peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad soéltumatud vorrandid
saame kinemaatilistest ja staatilistest rajatingimustest. Varrassiisteemi elemente iihendavad
sidemed voib jagada viilis- ja sisesidemeteks [Jiir85, Ik 8-9]. '° Reaktsioonid jagatakse viili-
misteks ja sisemisteks.'® Sisemiste reaktsioonide summa vordub nulliga. Vaadeldes varras-
siisteemi kui tervikut, voime sisemisi reaktsioone nimetada ka kontaktioududeks."’

Sisemised kinemaatilised ja staatilised rajatingimused.: '

* pidevustingimused (kinemaatilised rajatingimused) iihendussolmedes;

* iihendussolmede tasakaalutingimused (staatilised rajatingimused);

* korvaltingimused liigendite jaoks (liigendid varraste otstes).

Jdrgnevalt

— piistitame rajatingimused;

— arvutame algparameetrid;

— arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

— koostame sisejoudude epiitirid.

Rajatingimuste  piistitus.  Viliste rajatingimuste  seadmisel  tuleb  arvesta-
da energiateoreemi' (B.8). Kui avaldistes w < Q,, ¢ < M, 0 < Tym, 0’ < B, iiks

Bnttp://digi.lib.ttu.ee/i/2472

Y http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf (20.08.2013)
"https://enwikipedia.org/wiki/Contact_force (20.08.2013)
Bhttp://digi.lib.ttu.ee/estmethod/ESTmethod.pdf#figure.1.13
Ynttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26


http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force
http://digi.lib.ttu.ee/estmethod/ESTmethod.pdf#figure.1.13
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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pool (siire w, paindenurk o, poordenurk 0, suhteline vidindenurk 0') on antud, siis teine pool
(poikjoud ()., paindemoment M,, koguviiindemoment T,,,, bimoment B,,) on tundmatu.
Talal on solmedes 1 ja 3 jdigad toed, mis ei voimalda pooret ega kooldumist (vt tabel 1.2).

(1) 2)

1,1) = w = 0 Z(25,1) = w? = 0

21 = ¢ =0 2061) = o = 0 321
Z(,1) = 6% =0 ’ Z(29,1) = 6% = 0 G2
6,1) = T% = ¢V = o Z(30,1) = T® = ¢% = o

Sisemistest rajatingimustest vaatleme sélmes 2 pidevustingimusi. Varraste 1 ja 2 siirded
ja kooldumus®® on vordsed.

Z9,1)-z(17,1) = v’ - = 0

3.22
Z(14,1) + Z(22,1) = J;(Ll>+Tt{4) = -9 = o (3-22)

Painde- ja vddndenurkade (yp,, 0,) puhul peame arvestama, et varda x-telg on murtud
(telgede péire nurga —m /2 vérra iimber z-telje, vt avaldis (D.17)).

Z(21,1)+Z(10,1) = 69 +o0 = 0

3.23
Z(18,1) = Z(13,1) = @ -6 = 0 .25

Sisemistest rajatingimustest vaatleme ka solme 2 tasakaalutingimusi. Painde- ja vddndemo-
mentide (M, ja T, .) puhul peame arvestama, et varda x-telg on murtud (telgede pdore
nurga — /2 vorra iimber z-telje vt avaldis (D.17)).

Z(19,1) + Z (11,1) = QY +qQ% 0
Z(22,1) + Z (24,1) — Z (12,1) = Ttﬁ)+T(> MY = 0 (3.24)
7(20,1) + Z (14,1) + Z (16,1) = (52)+T§L’+T§L) =0 '
Z(33,1) + Z (15,1) — BY +BY) =0

Koostatud on 16 rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (3.16) (vt viil-
javote programmist 3.5). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jérelikult on
sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 3.5 (Naide4 5Gamma.m)
#######4#4# Rajatingimused
# s6lm 1

spA=spSisestaArv(spA,17,1,1); # siire w
spA=spSisestaArv (spA,18,2,1); # pddre fi
spA=spSisestaArv(spA,19,5,1); # Stheta$ - vadadndenurk
spA=spSisestaArv (sph,20,6,1); # ST_t$ (Stheta”{\prime}$)

# sdlm 2

# pidevus

spA=spSisestaArv(spA,21,9,1); # siire w
spA=spSisestaArv (spA,21,17,-1);

20 Kooldumisel vabaviindemomenti kasutades jirgitakse II mirgikokkulepet.
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spA=spSisestaArv ;  # podre fi
spA=spSisestaArv
SpA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
# tasakaal

spA=spSisestaArv (spA,25,11,1
spA=spSisestaArv (spA,25,19,1

spA,22,10,1);
sSpA,22,21,1);
spA,23,13,1);
spA,23,18,-1);
)i
)i

14
# vaindenurk

4

SpA,24,14,1
spA,24,22,1

~ o~ o~~~ —~

4

; #Q

)i

( )i

( )i
spA=spSisestaArv (spA,26,12,-1 # M
spA=spSisestaArv (sph,26,22,1); # ST_t$
spA=spSisestalArv (sph,26,24,1); # ST_{\omegal}s$
spA=spSisestaArv (spA,27,20,1); # M
SpA=spSisestaArv (spA,27,14,1); # ST_tS
spA=spSisestaArv (spA,27,16,1); # ST_{\omega}$
spA=spSisestalArv(sphA,28,15,1); # B
spA=spSisestalArv (spA,28,23,1);
# s6lm 3
spA=spSisestaArv (spA,29,25,1); # siire w
spA=spSisestaArv (spA,30,26,-1); # podre fi
spA=spSisestaArv(spA,31,29,1); # Stheta$ - véaédndenurk
spA=spSisestaArv (sphA,32,30,1); # ST_t$ (Stheta”{\prime}$)
#
spA_rank = sprank (spA) # vdrrandislisteemi astak

Sisestatud vorrandite arvu ja astakut saab kontrollida arvutuspdeviku viljavottest 3.4.

Viljavote arvutuspéevikust 3.4 (Naide4 5Gamma.m)
Parast pdhivdérrandite sisestamist on vdrrandisilisteemis

spA_rida = 16

SpA_veergu = 32

Parast toel 1 toetingimuste lisamist on vdrrandisiisteemis
spA_rida = 20

SpA_veergu = 32

Parast pidevusvdérrandite lisamist on vdrrandisiisteemis
spA_rida = 24

SpA_veergu = 32

Parast tasakaaluvdrrandite lisamist on vdrrandisiisteemis
SpA_rida = 28

SpA_veergu = 32

Pdrast toel 3 toetingimuste lisamist on vdrrandisilisteemis
SpA_rida = 32
SpA_veergu = 32

spA_rank = 32

Algparameetrite arvutus. Rajavddrtuste leidmisel korrutasime siirded, paindenurgad
ja viindenurgad skaleerimisteguriga: baasi0 = 1.0 x 10'°. Skaleerimata algparameetrite
saamiseks tuleb vastavad suurused jagada skaleerimisteguriga. Talade 1 ja 2 skaleerimata
algparameetrid on toodud arvutuspdeviku viljavottes 3.5.
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Viljavote arvutuspéevikust 3.5 (Naide4_5Gamma.m)

Algparameetrid - APl ja AP2
w - 0.0000e+00 7.6081e-05
fi - 0.0000e+00 2.4997e-07
o - 2.2973e+00 2.2973e+00
M - 1.3685e+03 3.0610e+02
theta - 0.0000e+00 4.1519e-07
Tt - 0.0000e+00 -3.9865e+02
B - -3.1677e+04 9.1154e+04
Tw - 3.0610e+02 -1.8888e+03

3. Siirete, nurkade ja momentide arvutus. Siirete, painde- ja vdidndenurkade,
poikjoudude, painde- ja vidndemomentide leidmiseks tala ristloigetes kasutame iilekande-
vorrandit (C.1)

Zy(x) =U-Zx + Z (3.25)

kus Zia on tala algparameetrid (vt arvutuspdeviku viljavote 3.5). Ulekandemaatriksi U

leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylTVIin.m ning koormusvektori Z funktsioonidega
vzTVmx.m ja yzTVqz.m (vt vdljavote programmist 3.6).

Viljavote programmist 3.6 (Naide4 5Gamma.m)
AP=AP1;
for 1ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes (ij,1)=xx;
vvF=y1lTVlin (baasiO, 11, xx,GAr,EI,GIt,EIw);
Fvv(1l:8,17)=vvExAP; $%+vvBl;
Fvv(9,1ij)=Fvv(6,1])+Fvv(8,17]);
XX=XX+xsamm;
endfor
AP=AP2;
for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes (ij,1)=xx;
vvF=y1TVlin (baasiO, 12, xx,GAr,EI,GIt,EIw);
vB2b=yzTVmx (baasi0, 12, xx,0.0,mx,GIt,EIw);
vB2=vB2b;
Fvv(1l:8,17)=vvFExAP+VvB2;
Fvv(9,1i]j)=Fvv(6,1])+Fvv(8,17);
XX=XxX+xsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 3.6.

Viiljavote arvutuspievikust 3.6 (Naide4_5Gamma.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.0074270
X= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00
w - 0.000e+00 4.103e-06 1.728e-05 4.084e-05 7.608e-05
fi - 0.000e+00 -8.423e-08 -1.815e-07 -2.918e-07 -4.152e-07
Q - -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00 -2.297e+00

M - -1.368e+03 -1.598e+03 -1.828e+03 -2.058e+03 -2.287e+03
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theta
Tt

B

Tw

Tsum —

baasiO

Nmitmeks
k = 0.0074270

X
w
fi
Q
M
theta
Tt
B
Tw
Tsum

Leitud tulemuste pohjal koostame L-tala epiiiirid koormusest m,. (jn 3.10, b—j).

.000e+00
.000e+00
.168e+04
.061e+02
.061e+02

0.00

.608e-05
.500e-07
.297e+00
.061e+02
.152e-07
.987e+02
.115e+04
.889e+03
.287e+03

4

2.

= ooy O O

Iy
1 % K =0.007427 1/cm

.99%e-06
.029e+02
.320e+03
.032e+02
.061e+02

125.00

.662e-05
181e-07
.297e+00
.933e+02
.031e-05
.348e+02
.426e+04
.027e+02
.037e+03

-1.070e-05
-8.839%e+01
-1.281e+04
-2.177e+02
-3.061le+02

250.00
2.242e-05
1.658e-07

-2.297e+00
-8.804e+02

5.547e-05

-8.698e+01

8.211e+04

-1.256e+02
-2.126e+02

[nm]

[nrad]

[nrad]

4m

6.
9.
-2
-1.
2.
-4
1.
-9.
-1.

.267e-05
.180e+01
.034e+04
.579e+02
.061e+02

375.00
029e-06
307e-08

.297e+00

168e+03
942e-05

.925e+02

8l6e+04
701le+02
463e+03

S5m

peeceeecccccccccecece

(a) Koormus m, = 10.0 (N-cm)/cm (vt tabel 1.1)

0 0
H 173 ® 224 60
408 466
761
(b) Siire w
415
182 292
o 84 @
® ) 0

0

3999

10701

250

218

(c) Paindenurk ¢

12673

vt @

166

250
hii 250
e s ®
40311

(d) Viindenurk 0

55472

Joonis 3.10. L-tala koormusega m,,. Epiitirid b—d

0
29417

127

.500e-07
.987e+02
.115e+04
.048e+02
.061e+02

500.00

.355e-20
.617e-23
.297e+00
.455e+03
.168e-19
.000e+00
.968e+05
.713e+03
.713e+03
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(i) Kooldevididndemoment 7,
2713
1463
306 306 306 306 306 213 S
z , . ,
Q
> ® 1037
2287

() Koguvidandemoment 7,

Joonis 3.10. L-tala koormusega m,. Epiilirid e—j

EST-meetodiga saadud tulemused on kooskélas raamatus [Bot62] jou- ja deformatsioo-

nimeetodi abil leitutega (vt tabelid 3.4 ja 3.5).
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Tabel 3.4. L-tala koormusega m,. Tulemuste vordlus (1)
x [em] | Z(x) Jf’[‘gfgg’d D‘Egg:g;t]"d Mootihik | EST-meetod | Mootihik
w cm 0.000 cm
rad 0.000 rad
Q. kG —2.297 N
0.0 M, | —-1.38x10% | —1.34x 102 kG-m ~1.368 x 10° N-cm
0 rad 0.000 rad
T kG-m 0.000 N-cm
B, 3.22 x 103 3.21 x 103 kG-m? 3.168 x 10* N-cm?
T, kG-m —3.061 x 102 N-cm
Tum kG-m —3.061 x 102 N-cm
cm 1.728 x 107° cm
rad —1.815x 107" rad
Q. kG —2.297 N
200 M, kG-m —1.828 x 103 N-cm
0 rad —1.070 x 107° rad
T; kG-m —8.839 x 10* N-cm
B, kG-m? —1.281 x 10% N-cm?
T, kG-m —1.281 x 10* N-cm
Toum kG-m —3.061 x 102 N-cm
cm 7.608 x 107° cm
rad —4.152 x 1077 rad
Q. kG —2.297 N
400 —¢ | M,y —2.30 x 10? 2.28 x 102?" | kG-m —2.287 x 103 N-cm
0 rad 2.500 x 10~7 rad
T; kG-m 3.987 x 102 N-cm
B, —9.20 x 103 9.18 x 103 kG-m? —9.115 x 10% N-cm?
T, kG-m —7.048 x 102 N-cm
Touwm kG-m —3.061 x 10? N-cm

21 Deformatsioonimeetodit kasutades on siin positiivsel momendil piripsievane suund.
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Tabel 3.5. L-tala koormusega m,. Tulemuste vordlus (2)

X [em] | Z(x) Jf’[‘ggfgg’d D‘Egg:g;t]"d Mootiihik | EST-meetod Maotiihik

w cm 7.608 x 107° | cm
rad 2.500 x 10~7 rad

Q. kG —2.297 N

400+¢ | My —3.11 x 10t —2.92 x 10! kG-m —3.061 x 102 N-cm
0 rad 4.152 x 1077 rad
T, kG-m 3.987 x 102 N-cm
B, —9.20 x 10* | —9.13 x 10° kG-m? —9.115 x 10* N-cm?
T, kG-m 1.889 x 103 N-cm
Toum kG-m 2.287 x 103 N-cm
w cm 2.242 x 107° cm
® rad 1.658 x 1077 | rad
Q. kG —2.297 N

650 M, kG-m —8.804 x 102 N-cm
0 rad 5.547 x 107° rad
T, kG-m —8.698 x 10! N.-cm
B, kG-m? 8.211 x 104 N-cm?
T, kG-m —1.256 x 102 N-cm
Tsum kG-m —2.126 x 102 N-cm
w cm 1.355 x 1072° | cm
%) rad —6.617 x 10723 | rad
Q. kG —2.297 N

900 M, —1.47 x 10? 1.44 x 102 kG-m —1.455 x 103 N-cm
0 rad 2.168 x 10719 | rad
T; kG-m 0.000 N-cm
B, —1.97 x 10% 1.97 x 10% kG-m? —1.968 x 10° N-cm?
T, kG-m —2.713 x 10° N-cm
Tsum kG-m —2.713 x 103 N-cm

Joonisel 3.11 on horeda maatriksi muster (horeda maatriksi spA(32,32) nullist erinevate
elementide asukohad).
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spy(spA) — horeda maatriksi spA(32,32) nullist erinevad elemendid [8.2%]
T

T T T T |
++ 4+ + | ! | | !
+ 4+ + ! | | !
-+ ; D ' Pohivorrandid 1-16 3 !
++ P+ | ! ! ;
5 - +— - R SRR EES —
+++ + | ! |
“++ + } : !
“++ L+ ! | !
| | e + !
10 -  EREEEEEEE Rk REEEEE Emaen e EEEEEEEEEEE L ESRREEEEEEL LT —
3 : : + ! L+ :
| ! ++ ! -+
: ! e e S -+
3 | ! sl —+
15 oo R SRR o e e
| | : ! ++ L+
-+ 3 1 1 1 ‘ 1
-+ i | Toetingimused 17-20 ! l !
20 oo e e s s P et rooooo—
‘ + 4 - . Pidevustingimused 21-24
| + + | !
; L ! -+ | !
25 e e oo +—o-+ ffffffffffff oo
inoi -+ + i !
Tasakaall?nnglmused 241 28 + i 4 3 :
! ! | ! -+ )
| : | ! P |
30 [ R U LIC IS I AREEEEEEE Fomeeeee .
; Toeungunus§d29—32 ! ! | —+
‘ : + | b+ ! !
| | | | | I
0 5 10 15 20 25 30

Joonis 3.11. L-tala horeda maatriksi spA muster

Edasi arvutame GNU Octave’i programmiga Naide4_5GammaTV.m sedasama murtud
teljega tala, kui tala teine ava on koormatud iihtlase lauskoormusega q, = 10 N /cm. Prog-
ramm erineb eelnevast ainult koormusvektori poolest (vt vdljavote programmist 3.7 ).

Viljavote programmist 3.7 (Naide4 5GammaTV.m)

# Esimese tala hdéreda laiendatud lilekandemaatriksi arvutus
spvF=yspTvmI (baasiO, 11,11, GAr,EI,GIt,EIw);
IIv=1;
Idv=1;

# sisestab illekandemaatriksi vdrrandislisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,I1Iv,IJdv, spvF);

# vorrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

# Teise tala héreda laiendatud illekandemaatriksi arvutus
spvF=yspTVmI (baasiO,12,12,GAr,EI,GIt,EIw);
vB2a=yzTVqgz (baasi0,12,0.0,9z,EI) # koormusvektori arvutus
#vB2b=yzTVmx (baasi0,12,12,0.0,mx,GIt,EIw) # koormusvektori arvutus
#vB2=vB2a+vB2b
vB2=vB2a
IIv=krda*8-7;
IJv=krdax16-15;

# sisestab illekandemaatriksi vdrrandislisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,IIv,IJv, spVvF);

# sisestab koormusvektori vdrrandisilisteemi vabaliikmesse Bvb
Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB2,8,1);
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Sisestatud vorrandite arvu ja astakut saab kontrollida arvutuspdeviku viljavottest 3.7.

Viljavote arvutuspéevikust 3.7 (Naide4 5GammaTV.m)

Parast pdhivdérrandite sisestamist on vdrrandisiisteemis
SpA_rida = 16

SpA_veergu = 32

Parast toel 1 toetingimuste lisamist on vdrrandisiisteemis
spA_rida = 20

SpA_veergu = 32

Parast pidevusvdrrandite lisamist on vdrrandisilisteemis
SpA_rida = 24

SpA_veergu = 32

Parast tasakaaluvdrrandite lisamist on vdrrandisiisteemis
SspA_rida = 28

SpA_veergu = 32

Parast toel 3 toetingimuste lisamist on vdrrandisiisteemis
spA_rida = 32

SpA_veergu = 32

spA_rank = 32

Talade 1 ja 2 skaleerimata algparameetrid on toodud arvutuspdeviku vdiljavottes 3.8.

Viljavote arvutuspievikust 3.8 (Naide4 5GammaTV.m)

Algparameetrid - APl ja AP2
w - 0.0000e+00 1.5004e-02
fi - 0.0000e+00 3.0202e-05
Q - -1.2399%e+03 -1.2399e+03
M - 4.9561e+05 -3.1834e+02

theta - 0.0000e+00 5.6245e-05
Tt - 0.0000e+00 2.2587e+01
B - 3.8369%e+04 -4.1739%e+04
Tw — -3.1834e+02 3.2666e+02

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 3.9.

Viljavote arvutuspéevikust 3.9 (Naide4 5GammaTV.m)

baasi0 = 1

Nmitmeks = 4

k = 0.0074270

X= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00

w - 0.000e+00 1.290e-03 4.690e-03 9.496e-03 1.500e-02
fi - 0.000e+00 -2.462e-05 -4.220e-05 -5.274e-05 -5.625e-05
Q - 1.240e+03 1.240e+03 1.240e+03 1.240e+03 1.240e+03
M - -4.956e+05 -3.716e+05 -2.476e+05 -1.236e+05 3.492e+02

theta - 0.000e+00 5.161e-06 1.571e-05 2.600e-05 3.020e-05
Tt - 0.000e+00 1.397e+02 1.764e+02 1.310e+02 -2.259%9e+01
B - -3.837e+04 -1.461le+04 7.258e+02 1.648e+04 4.174e+04
Tw — 3.183e+02 1.786e+02 1.420e+02 1.874e+02 3.409e+02

Tsum - 3.183e+02 3.183e+02 3.183e+02 3.183e+02 3.183e+02
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b
N
k

aasi0 =
mitmeks
= 0.00
x=

W -

fi -
Q_
M_
theta -
Tt -
B_
Tw -
Tsum -

1
= 4
74270

0.00
1.500e-02
3.020e-05
1.240e+03
3.183e+02
5.625e-05
-2.259%9e+01
4.174e+04
-3.267e+02
-3.492e+02

125.00
1.106e-02
3.388e-05

-1.011le+01
7.718e+04
4.600e-05

-2.024e+02
1.410e+04

-1.469e+02

—-3.492e+02

250.00

.539%9e-03
.746e-05
.260e+03
.209e+03
.741e-05
.462e+02
.868e+02
.030e+02
.492e+02

375.00

.156e-03
.987e-05
.510e+03
.378e+05
.112e-06
.946e+02
.552e+04
.546e+02
.492e+02

Leitud tulemuste pohjal koostame L-tala epiiiirid koormusest q, (jn 3.12, b—j).

)
1 % K =0.007427 1/cm

qz=10.0 N/cm

R R R Y

9

3

133

500.00

.735e-18
.355e-20
.760e+03
.297e+05
.084e-19
.095e-13
.493e+04
.492e+02
.492e+02

[mm]

[nrad]

[nrad]

| 4m

2

S5m

7

(a) Koormus g, = 10.0N/cm (vt tabel 1.1)

42203

24622
][9]

95

@

150

111

(b) Siire w

52744 56245

® 0
30201 33876 37461 29866
(c) Paindenurk ¢
’ M0 5714 ©) o111 0
26000 30001 27412

56245

46002

(d) Viiandenurk 0

Joonis 3.12. L-tala koormusega ¢, . Epiiiirid b—d

X
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Joonis 3.12. L-tala koormusega ¢.. Epiiiirid e—j

Tabelitest 3.6 ja 3.7 selgub, et EST-meetodiga saadud tulemused on kooskolas raamatus
[Bot62] jou- ja deformatsioonimeetodi abil leitutega.
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Tabel 3.6. L-tala koormusega ¢,. Tulemuste vordlus (1)

Joumeetod

Def-meetod

X [cm] Z(X) [B5t62] [BGt62] Mootithik | EST-meetod Maoatiihik
w cm 0.000 cm
rad 0.000 rad
Q. kG 1.240 x 103 N
0.0 M, —4.96 x 10* —4.93 x 10* kG-m —4.956 x 10° N-cm
0 rad 0.000 rad
T, kG-m 0.000 N-cm
B, —3.82 x 103 —3.79 x 103 kG-m? —3.837 x 104 N-cm?
T, kG-m 3.183 x 102 N-cm
Toum kG-m 3.183 x 102 N.-cm
cm 4.690 x 1072 | cm
rad —4.220 x 107° rad
Q. kG 1.240 x 103 N
200 M, kG-m —2.476 x 10° N-cm
0 rad 1.571 x 107° rad
T, kG-m 1.764 x 102 N-cm
B, kG-m? 7.258 x 102 N-cm?
T, kG-m 1.420 x 102 N-cm
Toum kG-m 3.183 x 10? N-cm
-1.49 %1072 | cm 1.500 x 1072 | cm
rad —5.625 x 107° rad
Q- kG 1.240 x 103 N
M, 3.46 x 10! 2.2 x10*** | kG'm 3.492 x 10? N-cm
0=y 2.98 x 10° | rad 3.020 x 1075 | rad
T; -1.49 x1078 kG-m —2.259 x 10* N-cm
xGI,*
B, —4.14 x 103 —4.14 x 103 kG-m? 4.174 x 104 N.cm?
T, kG-m 3.409 x 102 N-cm
Toum kG-m 3.183 x 102 N-cm

22 Deformatsioonimeetodit kasutades on siin positiivsel momendil piripsievane suund.
» GI; =1.5637 x 107 N-cm?.
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Tabel 3.7. L-tala koormusega ¢,. Tulemuste vordlus (2)

X [em] | Z(x) Jf;‘é%lfg‘]’d D‘Egg:g;t](’d Mootiihik | EST-meetod Mootiihik
w ~1.49x 1072 | cm 1.500 x 1072 | cm
rad 3.020 x 10~° rad
Q. kG 1.240 x 103 N
M, 3.17 x 10 2.90 x 102 kG-m 3.183 x 10? N-cm
W0te 560 %1075 | rad 5.625 x 1075 | rad
T: -1.49 x10~® | kG'm —2.259 x 10" N-cm
xGIL*
B, 4.14 x 103 4.14 x 103 kG-m? 4.174 x 104 N.cm?
T, kG-m —3.267 x 102 N-cm
T kG-m —3.492 x 102 N-cm
w cm 6.539 x 1073 cm
© rad 3.746 x 1075 | rad
Q: kG —1.260 x 103 N
650 M, kG-m —2.209 x 103 N-cm
0 rad 2.741 x 1075 | rad
T, kG-m —2.462 x 102 N-cm
B, kG-m? —4.868 x 102 N-cm?
T, kG-m —1.030 x 102 N-cm
Toum kG-m —3.492 x 102 N-cm
cm 1.735 x 1078 | cm
rad —1.355 x 10729 | rad
Q- kG —3.760 x 103 N
900 M, 6.30 x 10* 6.30 x 10* kG-m —6.297 x 10° N-cm
0 rad 1.084 x 10719 | rad
T, kG-m 9.095 x 10713 | N.cm
B, —4.46 x 103 4.47 x 103 kG-m? —4.493 x 104 N-cm?
T, kG-m —3.492 x 102 N-cm
Toum kG-m —3.492 x 102 N-cm

2 @I, =1.5637 x 10° N-cm?2.
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3.1.3 Murtud teljega II-tala arvutus

Niide 3.3 (11-tala arvutus iillekandevorranditega). Koostada joonisel 3.13 kujutatud mur-
tud teljega tala vertikaalse siirde w, paindenurga p,, poikjou Q) ., paindemomendi M, vidin-
denurga 0., vabavddndemomendi 'T;, bimomendi B, ja kooldevidndemomendi T, epiiiirid.

Y
X
K, = 0.007427 1/cm

K, =0.00779 1/cm
qz

Joonis 3.13. II-tala paine ja vééne

Andmed. Murtud teljega tala elementide pikkused: Iy, = 4m, s, = b5m ja l3 = 4m.
Tala teine ava on ekstsentriliselt koormatud iihtlase lauskoormusega q. = 1.0kN/m. Ver-
tikaalse lauskoormuse q, ekstsentrilisus e = 1.0cm. Varraste 1 ja 3 ristloigeteks on val-
itud I-profiil nr 60a ning varda 2 ristloikeks I-profiil nr 60b [Bot62, lk 435]. Ristloike
paindejiikused (EI, = 1.7611 x 105kN-m? El, = 1.9989 x 10°kN -m?), koolde-
jaikused (E'1,; = 2.8348 x 10°kN -m*, Fl,, = 2.9254 x 10°kN - m*), vabavdicinde-
jaikused (GI;; = 1.5640 x 10°kN - m?, G, = 1.7753 x 10°kN - m?) ning koolde-
karakteristikud (r1 = /GI;1/E1,1 = \/1.564O><109/2.8348><1013 = 0.0074278 cm !,
Ko = \/GItQ/E]wQ = \/1.7753><1O9/2.9254><1013 = 0.007790 cm™!) on konstantsed.

Lahendus. Kanname iihtlaselt jaotatud poikkoormuse q. (jn 1.21 ja tabel 1.1) elastsele

teljele. Vaatleme kahte koormusjuhtu (jn 3.14), kus elastsel teljel on iihtlaselt jaotatud vddin-
demoment m, = 10 (N-cm)/cm ja iihtlaselt jaotatud poikkoormus q, = 10 N /cm.

Rajavddrtuste arvutamiseks kasutame nagu EST-meetodi [Lah97a], [Lahl4] puhulgi

horedat vorrandisiisteemi ™

spA -Z =B (3.26)

D http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22


http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.14.22
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Joonis 3.14. II-tala paine ja vddne. Muutujad

3. Ohukeseseinalised varrassiisteemid

kus 7. on vorrandisiisteemi tundmatute vektor

A
zZ
A
A
z

3

)
)
A

) my=10.0 N
geeceeececcececeececee

b) q,=10.0 N/cm
e Y

9t IO, <y

[3334 3536 37 38 39 40]

®

RS
>

[41 42 43 44 45 46 47 48]
N
’ \ F\

(3.27)

mille elementideks on siirded, paindenurgad, poikjoud, paindemomendid, vidndenurgad ning
vddndemomendid varraste 1, 2 ja 3 alguses ning lopus.

Muutuja 7 (i,1) indeks (i=1, 2, 3, .. ., 48) on toodud joonisel 3.14.

WA

Tix
BwA

L Toa

NNNNNNNN

AN AN AN AN AN N N
[\] [\]
W N = O O 0o

~N O Otk W N

NNNNNNNN

—_ = =

DN DN DO

—_ = e e e
e e e e e e e

o

— e = = = e e
— N S N N

zZ

wr,

Tir,
BwL

L TwL

NN NNNNNN

e e e e N N
— = = = = =

NANNNNNNN

a/\/\/\@/-\/-\/-\
N = O © 00 N O Ot

—
©
—_

O Ut WO

[\]

[\]

[\)

W W N

~—

— = = = = =
— N N N N N

— = = = = = =
N N O N N N N

(3.28)

(3.29)
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[ wa ] [ Z(33,1) wr, | [ Z(41,1)

©aA Z(34,1) oL Z(42,1)

C?A 23<3571) C?L 23(4371)

M Z (36,1) 3 M 7 (44,1)

(3) _ A ) (3) L _ )

Zq 0, Z(37,1) b 0, 7 (45,1) (3.30)

B,a Z(39,1) B.r Z(47,1)

L TwA | B Z (407 1) TwL | L Z(487 1)

Péhivéorrandites®® (2.84)

Ulgu-Z = — (3.31)

sisalduva laiendatud iilekandemaatriksi I/J\ngw = (Usxs

saab kasutada GNU Octave’i funktsiooni yspTVml.m.

Vorrandisiisteemis (3.31) on tundmatuid poole rohkem
vorrandid vorrandisiisteemi (3.26) (vt viiljavote programmist 3.8).

Viiljavote programmist 3.8 (Naide4_6U.m)

spvF=yspTVmI (baasiO,11,11,GAr,EI,GIt,EIw);

IIv=1;
IJdv=1;

| —Isxs) (C.13) arvutamiseks

kui vorrandeid. Kanname need

# Esimese tala hdéreda laiendatud ilekandemaatriksi arvutus

# sisestab lilekandemaatriksi vdrrandislisteemi spA*Z=Bvb
spA=splnsertBtoA (spA,IIv, IJv, spvF);

# vOrrandisilisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

# Teise tala hdreda laiendatud iilekandemaatriksi arvutus
spvF=yspTvmI (baasiO, 12,12, GAr,EI,GIt,EIw);

#vB2a=yzTVqgz (baasi0,12,0.0,gz,EI) # koormusvektori arvutus

vB2b=yzTVmx (baasi0,12,12,0.0,mx,GIt,EIw) # koormusvektori arvutus

#vB2=vB2a+vB2b

vB2=vB2b
krda=2;

IIv=krda*8-7;

IJv=krdax16-15;

# sisestab illekandemaatriksi vdrrandislisteemi spAxZ=Bvb
spA=splInsertBtoA (spA,I1Iv,IJv, spvF);

# sisestab koormusvektori vdrrandisilisteemi vabaliikmesse Bvb

Bvb=InsertBtoA (Bvb,NNK,1,IIv,1,vB2,8,1);

# Kolmanda tala hdreda laiendatud lilekandemaatriksi arvutus
spvF=yspTVmI (baasiO,11,11,GAr,EI,GIt,EIw);

krda=3;

IIv=krdax*8-7;

IJv=krdax16-15;

# sisestab lilekandemaatriksi vdrrandisiisteemi spA*Z=Bvb
spA=splnsertBtoA (spA,IIv, IJv, spvF);
# voérrandisiisteemi vabaliige Bvb on eelnevalt nullitud

http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9


\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#figure.14.9

140 3. Ohukeseseinalised varrassiisteemid

Vorrandisiisteemis (3.26) peab olema vorrandeid ja tundmatuid iihepalju. Vorrandite arv
peab iihtima maatriksi spA astakuga. Puuduvad soltumatud vorrandid saame kinemaatilis-
test ja staatilistest rajatingimustest. Varrassiisteemi elemente iihendavad sidemed voib jagada
vilis- ja sisesidemeteks [Jiir85, Ik 8~9].>" Reaktsioonid jagatakse viilimisteks ja sisemisteks.”®
Sisemiste reaktsioonide summa vordub nulliga. Vaadeldes varrassiisteemi kui tervikut, voib
sisemisi reaktsioone nimetada ka kontaktjoududeks.”

Edasi

— piistitame rajatingimused;

— arvutame algparameetrid;

— arvutame vddndenurgad ja vidndemomendid;

— koostame sisejoudude epiiiirid.

Rajatingimuste piistitus. Viliste rajatingimuste seadmisel tuleb arvestada energia-
teoreemi®’ (B.8). Kui avaldistes w < Q,, ¢ < M,, 0 < Tym, 0 < B, iiks pool (siire
w, paindenurk o, poordenurk 6, suhteline vddndenurk ') on antud, siis teine pool (poikjoud
Q)., paindemoment M, koguviiindemoment Tj,,,, bimoment B,,) on tundmatu.

Talal on solmedes 1 ja 3 jdigad toed, mis ei voimalda pooret ega kooldumist (vt tabel
1.2). Téhistame vabavidndejdiikuste suhted jargmiselt: G112 = GIt1/GIt2 ja GI21 =
GIt2/GIt1.

(1) (3)

1,1) = v = 0 Z(41,1) = w® = 0

Z(2,1) = o¥ = 0 Z(42,1) = ¥ = 0 313
5,1) = 6% = 0 Z(45,1) = 6% = 0 (-32)
z@61) = TV = 40 =0 z@e1) = 7Y = 4% = 0

Sisemistest rajatingimustest vaatleme pidevustingimusi solmedes 2 ja 3. Varraste 1 ja 2
ning 2 ja 3 siirded ja kooldumus*' on vordsed.

Z(9,1)— Z(17,1) = wl — =0
Z(4,1)+2Z(22,1)-GI12 = TP +T2 . ¢r2 = ¢ —¢P =0 (3.33)
Z(25,1) + Z (33,1) = w? —u® = 0 '

Z(30,1)+2Z(38,1)-GI21 = TO +1 G121 = 6 —¢% =0

Painde- ja vddndenurkade (p,, 0,) puhul peame arvestama, et varda x-telg on murtud
(telgede péire nurga —m /2 vorra iimber z-telje, vt avaldis (D.17)).

Z (21, 1)+Z(10 1) = 9()—|—<,0(L) 0
Z(18,1) — Z(13,1) = —0 Vo—
Z(34,1) (29 1) = % —9> = 0

ZThttp://digi.lib.ttu.ee/i/2472
Bnttp://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf (20.08.2013)
Pnttps://enwikipedia.org/wiki/Contact_force. (20.08.2013)
Ohttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdffequation.F.26
31 Kooldumisel vabaviindemomenti kasutades jirgitakse II mirgikokkulepet.


http://digi.lib.ttu.ee/i/?472
http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.F.26
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Sisemistest rajatingimustest vaatleme sélmede 2 ja 3 tasakaalutingimusi. Painde- ja vddinde-
momentide (M, ja T, .) puhul arvestame, et varda x-telg on murtud (telgede pdore nurga
—m /2 vorra iimber z-telje, vt avaldis (D.17)).

Z(19,1) + Z (11,1) Q¥+ Q%)
Z(22,1)+ Z (24,1) — Z (12,1 T(2) + 1% — MY
Z(20,1) + Z (14,1) + Z (16,1) = e +T§L’ + 7
7(33,1) + Z (15,1) — é) )+ BwL
Z(27,1) + Z (35,1) = Q(Q) +Q%

7 (38,1)+ Z (40,1) — Z (28,1) = T( AR AV
7(36,1)+ Z(30,1) + Z (32,1) = 3> T(2> ng
Z(31,1) 4+ Z (39,1) é)

S O O O o o o o

(3.35)

Koostatud on 24 rajatingimuse vorrandit. Sisestame need vorrandisiisteemi (3.26) (vt viil-
javote programmist 3.9). Vorrandisiisteemi astak vordub tundmatute arvuga. Jéirelikult on
sisestatud vorrandid lineaarselt soltumatud.

Viljavote programmist 3.9 (Naide4_6U.m)

#H##FHHF##HFF Rajatingimused

# s8lm 1

spA=spSisestaArv (spA,25,1,1);
spA=spSisestalArv (sphA,26,2,1);
spA=spSisestaArv (spA,27,5,1);
spA=spSisestaArv (spA,28,6,1)
# s6lm 2

# pidevus
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
SpA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
# tasakaal
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
SspA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
# s6lm 3

# pidevus
spA=spSisestaArv (spA,37,25,1);
spA=spSisestalArv (spA,37,33,-1)

4

spA,29,9,1);
spA,29,17,

spA,30,10,1
spA,30,21,1

-1);
)i
)i
spA,31,13,1);
1
)i
)

14

14
4
)i

4

spA,31,18, -
spA,32,14,1
spA,32,22,1

~ e~~~ o~~~ —~

spA,33,11,1);
spA,33,19,1);
spA,34,12,-1
spA,34,22,1);
spA,34,24,1);
)i
)i
)i
) 7
)i

14
14
)i

spA,35,20,1
spA,35,14,1
spA,35,16,1
spA,36,15,1
spA, 36,23,1

14

4

~ o~ o~ o~~~ o~~~ —~

14

# siire w

# poore fi

# Stheta_AS$ - vaadndenurk

# ST_tAS$ (Stheta”{\prime}$)

# siire w

¥ pddre fi

# vaindenurk

# ST_t$ (Stheta”{\prime}$)

*GItl/GIt2;

# Q0

# M
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spA=spSisestaArv ;o # fi
spA=spSisestaArv
SpA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
spA=spSisestaArv
# tasakaal
spA=spSisestaArv (spA,41,27,1);
spA=spSisestaArv (spA,41,35,1);
spA=spSisestaArv (spA,42,28,-1
spA=spSisestalArv (spA,42,38,1);
spA=spSisestalArv (spA,42,40,1);
( )i
( )
( )i
( )i
( )i

spA,38,26,1);
spA,38,37,1);
spA,39,29,1);
spA,39,34,-1);
)i
)

14
# vaindenurk

spA,40,30,1); # S$T_t$ (Stheta”{\prime}$)
spA, 40,38,1) *GIt2/GIt1;

~ o~ o~~~ —~

;o #Q

)i # M

spA=spSisestaArv(spA,43,36,1); # M
spA=spSisestaArv (spA,43,30,1

spA=spSisestaArv (spA,43,32,1);
spA=spSisestalArv(sphA,44,31,1); # B
spA=spSisestalArv (spA,44,39,1);

# s6lm 4

spA=spSisestaArv (spA,45,41,1); # w
spA=spSisestaArv (spA,46,42,-1); # poore fi
spA=spSisestaArv(spA,47,45,1); # vddndenurk
spA=spSisestaArv (sph,48,46,1); # ST_tS$ (Stheta”{\prime}s)
#

spA_rank = sprank (spA) # vdrrandislisteemi astak

Sisestatud vorrandite arvu ja astakut saab kontrollida arvutuspdeviku vdiljavottest 3. 10.

Viljavote arvutuspéevikust 3.10 (Naide4_6U.m)
Parast pdhivdérrandite sisestamist on vdrrandisilisteemis

spA_rida = 24

SpA_veergu = 48

Parast toel A toetingimuste lisamist on vdrrandisiisteemis
spA_rida = 28

SpA_veergu = 48

Pdrast sdlmes D pidevusvdrrandite lisamist on vdrrandisilisteemis
SspA_rida = 32

SpA_veergu = 48

Parast sdlmes D tasakaaluvdrrandite lisamist on vdrrandisilisteemis
SpA_rida = 36

SpA_veergu = 48

Parast sdlmes E pidevusvdrrandite lisamist on vdrrandisilisteemis
spA_rida = 40

SpA_veergu = 48

Parast sdlmes E tasakaaluvdrrandite lisamist on vOrrandislisteemis
spA_rida = 44

SpA_veergu = 48

Parast toel B toetingimuste lisamist on vdrrandisilisteemis
spA_rida = 48

SpA_veergu = 48

spA_rank = 48
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Algparameetrite arvutus. Rajavddrtuste leidmisel korrutasime siirded, paindenurgad
ja vddndenurgad skaleerimisteguriga: baasi0 = 1.0e + 10. Skaleerimata algparameetrite
saamiseks tuleb vastavad suurused jagada skaleerimisteguriga. Talade 1, 2 ja 3 skaleerimata
algparameetrid on toodud arvutuspdeviku viljavottes 3.11.

Viljavote arvutuspievikust 3.11 (Naided4_6U.m)

Algparameetrid - AP1 AP2 AP3
W o= 0.0000e+00 1.1357e-04 1.1357e-04
fi - 0.0000e+00 4.9646e-08 5.6784e-07
o - -6.8039%e-15 -6.8039%e-15 -6.8039%e-15
M - 2.5000e+03 3.6090e+02 2.5000e+03

theta - 0.0000e+00 5.6784e-07 4.9646e-08
Tt - 0.0000e+00 -4.6686e+02 4.6686e+02
B - -3.7392e+04 1.0704e+05 1.0704e+05
Tw — 3.6090e+02 -2.0331e+03 -8.2776e+02

3. Siirete, nurkade ja momentide arvutus. Siirete, painde- ja vdidndenurkade,

poikjoudude, painde- ja vddndemomentide leidmiseks tala ristloigetes kasutame iilekande-
vorrandit (C.1)

Zy(x)=U-Zp + 7 (3.36)
kus Za on tala algparameetrid (vt arvutuspieviku viljavote 3.11). Ulekandemaatriksi

U leiame GNU Octave’i funktsiooniga ylTVIin.m ning koormusvektori Z. funktsioonidega
vzTVmx.m ja yzTVqz.m (vt viiljavote programmist 3.10).

Viljavote programmist 3.10 (Naide4_6U.m)
AP=AP1;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;
xsamm=11/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes (ij,1)=xx;
vvF=y1lTVlin (baasiO, 11, xx,GAr,EI1l,GItl,EIwl);
Fvv(1:8,17)=vVvF%AP;
Fvv(9,1i])=Fvv(6,1i])+Fvv(8,173);
XX=XX+xsamm;
endfor
AP=AP2;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;
xsamm=12/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+l # 5 - displacements and forces at x=0.0
Xloikes (ij,1)=xx;
vvF=y1TVlin (baasiO, 12, xx,GAr,EI2,GIt2,EIw2);
vB2b=yzTVmx (baasi0O, 12,xx,0.0,mx,GIt2,EIw2); # koormusvektori arvutus
vB2=vB2b;
Fvv(1l:8,17)=vvExAP+vB2;



144

Fvv(9,1ij)=Fvv(6,1i])+Fvv(8,17);

XX=XX+xsamm;
endfor
AP=AP3;
baasi0=1.0
Nmitmeks=4
xx=0.0;
xsamm=0.0;

xsamm=13/Nmitmeks;
for ij=1:Nmitmeks+1l

Xloikes (ij,1)=

XX}

3. Ohukeseseinalised varrassiisteemid

vvF=y1lTVlin (baasiO, 13, xx,GAr,EI1l,GItl,EIwl);

Fvv(1l:8,1i73)=

VVEFxAP;

Fvv(9,1i])=Fvv(6,1i])+Fvv(8,17);

XX=xX+xXsamm;
endfor

Arvutustulemused on esitatud arvutuspdeviku viljavottes 3.12.

Viljavote arvutuspéevikust 3.12 (Naide4_6U.m)

baasi0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.007427
x=
W - 0
fi - 0.
Q - 6
M - -2
theta - 0.
Tt - 0.
B - 3.
Tw — -3.
Tsum - -3.
baasil0 = 1
Nmitmeks = 4
k = 0.007790
x=
w - 1
fi - 4.
Q - 6.
M - -3.
theta - 5.
Tt - 4.
B - -1.
Tw — 2.
Tsum - 2
baasi0 = 1

Nmitmeks = 4

0.00

.000e+00

000e+00

.804e-15
.500e+03

000e+00
000e+00
739e+04
609e+02
609e+02

0.00

.136e-04

965e-08
804e-15
609e+02
678e-07
669e+02
070e+05
033e+03

.500e+03

|
w o N -

= ooy s O

100.00

.098e-06
.420e-07
.804e-15
.500e+03
.723e-06
.216e+02
.687e+03
.393e+02
.609e+02

125.00

.089%e-04
.482e-08
.804e-15
.609e+02
.423e-05
.780e+02
.982e+04
.720e+02
.250e+03

[}

w O O W o

200.00

.839e-05
.839%e-07
.804e-15
.500e+03
.265e-05
.049%9e+02
.500e+04
.560e+02
.609e+02

250.00

.074e-04
.105e-21
.804e-15
.609e+02
.628e-05
.638e-12
.879%e+04
.000e+00
.638e-12

# 5 — displacements and forces at x=0.0

300.00

.388e-05
.259%9e-07
.804e-15
.500e+03
.504e-05
.958e+01
.735e+04
.205e+02
.609e+02

375.00

.089%e-04
.482e-08
.804e-15
.609e+02
.423e-05
.780e+02
.982e+04
.720e+02
.250e+03

400.00

.136e-04
.678e-07
.804e-15
.500e+03
.965e-08
.669e+02
.070e+05
.278e+02
.609e+02

500.00

.136e-04
.965e-08
.804e-15
.609e+02
.678e-07
.669e+02
.070e+05
.033e+03
.500e+03
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k = 0.007427
X= 0.00 100.00 200.00 300.00 400.00

W - 1.136e-04 6.388e-05 2.839%9e-05 7.098e-06 2.711e-20
fi - 5.678e-07 4.259e-07 2.839%9e-07 1.420e-07 0.000e+00
o - 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15 6.804e-15
M - -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03 -2.500e+03
theta - 4.965e-08 -1.504e-05 -1.265e-05 -4.723e-06 1.084e-19
Tt - -4.669e+02 -5.958e+01 1.04%9e+02 1.216e+02 -1.819%e-12
B - -1.070e+05 -4.735e+04 -1.500e+04 8.687e+03 3.739%9e+04
Tw - 8.278e+02 4.205e+02 2.560e+02 2.393e+02 3.609e+02
Tsum - 3.609e+02 3.609e+02 3.609e+02 3.609e+02 3.609e+02

Leitud tulemuste pohjal koostame 11-tala epiiiirid koormusest m,, (jn 3.15, b—j).

Ky =0.00779 1/cm
mx=10.0N

K, =0.007427 1/cm 3 X =0.007427 l/em

2
| 500 cm 400 cm
I 1

y 400 cm

(a) Koormus m, = 10.0 (N-cm)/cm (vt tabel 1.1)

0 70 70 0
£ 283 ® 283
638 638
1135 1089 1073 1089 1135
(b) Siire w
425 567
4 28
30 © 24 49
B
= 49 24 0 0
@ - el
567 3
(c) Paindenurk ¢
o 4722 12653 15044 @vup S 15044 12653 4720
T b A Bt T T
B
£ 49 49
= = —
= 56W67
44227 44227
66283
(d) Viindenurk 0
z
g
0 0 0
(e) Poikjoud Q.
— 2500 2500 2500 2500 2500 2500
£
(9]
> 360 @ 360 360

(f) Paindemoment M,

Joonis 3.15. II-tala paine ja védédne. Epiitirid b—f
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78 466

O :

[Necm]
jo

466 578

(g) Vabavidindemoment 7;

107044 107044

47351
47351
15001 (:) 15001
e NuCcI a3
37391 49821 49821 37391

88789
(h) Bimoment B,,

[N+cm?2]

2033

827 671
= 360 256 420
PR R ©
2 @ 0 420 256 239 360
671 827
2033
(i) Kooldevidindemoment 7,
2500
1249
T 360 360 360 360 360 S
QI T T T
Z

T T T ]
@ 0 360 360 360 360 360
1249

2500

(j) Koguvididndemoment 7%,

Joonis 3.15. TI-tala paine ja véédne. Epiiiirid g—j

EST-meetodiga ja raamatus [Bot62] toodud valemite abil arvutatud 11-tala paindemo-
mendid ja bimomendid on esitatud tabelites 3.8, 3.9 ja 3.10.

Raamatus [Bot62, lk 353 ja 386] on toodud ndiited 11-kujulise raami arvutamiseks jou- ja
deformatsioonimeetodiga. Neis ndiidetes on varraste 1 ja 3 (jn 3.13 AD, BE) kooldejiikus
1w = FEl,/ly = 1.0. Leitud paindemomendid ja bimomendid on esitatud tabelite 3.8, 3.9 ja
3.10 veerus ’Def-meetod’.

Vordluseks EST-meetodil saadud tulemustega votsime [Bot62 ] valemites varraste 1 ja 3
kooldejiiikuseks i1, = ET,,/l; = 2.8348x103 /400 = 7.0870 x10'° (k; = 0.007427 1/cm).
Arvutiprogrammidega Naide4_6Udef.m ja Naide4_6Uforce.m arvutatud paindemomendid ja
bimomendid on tabelite 3.8, 3.9 ja 3.10 veerus ’'Def-meetod+ .

Arvude erinevus veergudes ’Def-meetod+’ ja 'EST-meetod’ on viilja toodud tabelite 3.8,
3.9ja 3.10 all.
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Tabel 3.8. II-tala koormusega m,. Tulemuste vordlus (1)
Def-meetod Def-meetod-+2 I I

X [em] | Z(x) [BGt62] [Bot62] Maotithik | EST-meetod Moatithik
w cm 0.000 cm
© rad 0.000 rad
Q- kG 6.804 x 10~1° | N

0.0 M, [-2.5000x10% | —2.5000 x 10® | N-cm —2.500 x 10> | N-cm
0 rad 0.000 rad
T; kG-m 0.000 N-cm
B, |-1.2637x107% | —3.5662 x 104 N-cm? 3.739 x 10* N-cm?
T, kG-m —3.609 x 102 N-cm
Tsum kG-m —3.609 x 102 | N-cm
w cm 2.839 x 1075 | cm
© rad —2.839 x 10~7 | rad
Q= kG 6.804 x 1071° | N

200 M, kG-m —2.500 x 103 N-cm
0 rad —1.265 x 10~° | rad
T; kG-m —1.049 x 10? N-cm
B, kG-m? —1.500 x 10* N-cm?
T, kG-m —2.560 x 102 N-cm
Tsum kG-m —3.609 x 102 N-cm
w cm 1.136 x 107* | cm
® rad —5.678 x 10~7 | rad
Q= kG 6.804 x 1071° | N

400 — e | My 2.5000 x 103 2.5000 x 10%** | N-cm —2.500 x 103 N-cm
0 rad 4.965 x 10~% | rad
T; kG-m 4.669 x 102 N-cm
B, 3.6140 x 10~6 1.0199 x 10° N-cm? —1.070 x 10° N-cm?
T, kG-m —8.278 x 102 N-cm
Tsum kG-m —3.609 x 102 N-cm

Bap = 3.5662x10* <=> 3.739x10%;
Bpa = —1.0199x10° <=> —1.070x10°;

100x (3.739x10% — 3.5662x10%)/3.739x10% = 4.62 %

100x (1.070x10° — 1.0199x10%)/1.070x10° = 4.68 %

32 Raamatus [Bot62] toodud valemeid on tiiendatud varda kooldejiikusega iy, = EI4,,/l; (vt arvutiprog-
ramme Naide4_6Udef.m ja Naide4_6Uforce.m).
33 Deformatsioonimeetodit kasutades on siin positiivsel momendil piripdevane suund.
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Tabel 3.9. II-tala koormusega m,.. Tulemuste vordlus (2)

x [em] | Z(x) D[eég?gze]“)d Def['é“;?;f* " | Mostihik | ESTmeetod | Mastinik
w cm 1.136 x 107* | cm
% rad 4.965 x 1078 | rad
Q. kG 6.804 x 1071% | N
400 +¢ | My —1.2194 x 1078 | —3.4412 x 10? N-cm —3.609 x 102 N-cm
0 rad 5.678 x 1077 | rad
T kG-m 4.669 x 102 N-cm
B, —3.6140 x 1075 | —1.0199 x 10° N-cm? —1.070 x 10° N-cm?
T, kG-m 2.033 x 10° N-cm
Toum kG-m 2.500 x 103 N-cm
w cm 1.074 x 107* | cm
© rad 1.105 x 102! | rad
Q- kG 6.804 x 1071 | N
650 M, kG-m —3.609 x 102 N-cm
0 rad 6.628 x 107° | rad
T; kG-m 3.638 x 10712 | N.cm
B, kG-m? 8.879 x 10* | N-cm?
T, kG-m 0.000 N-cm
Toum kG-m 3.638 x 10712 | N.cm
w cm 1.136 x 107* | cm
% rad —4.965 x 1078 | rad
Q. kG 6.804 x 1071% | N
900 — ¢ | M, 1.2194 x 107% | 3.4412x 102 | N-cm —3.609 x 102 | N-cm
0 rad 5.678 x 10~7 | rad
T; kG-m —4.669 x 102 N-cm
B, 3.6140 x 1076 | 1.0199 x 10° N-cm? —1.070 x 105 | N-cm?
T., kG-m —2.033 x 103 N-cm
Toum kG-m —2.500 x 103 N-cm
Mpr = —3.4412x10% <=> —3.609x10%;  100x(3.609x102 — 3.4412x10%)/3.609x10* = 4.65%
Bpr = —-1.0199x10° <=> —1.070x10%;  100x(1.070x10° — 1.0199x10°)/1.070x10° = 4.68%
Mgp = 3.4412x10% <=> —3.609x10%;  100x(3.609x10% — 3.4412x102%)/3.609x10* = 4.65%
Bgp = 1.0199x10° <=> —1.070x10%;  100x(1.070x10° — 1.0199x10°)/1.070x10° = 4.68%

34 Raamatus [B6t62] toodud valemeid on tiiendatud varda kooldejiikusega i1, = Fly, /1 (vt arvutiprog-

ramme Naide4_6Udef.m ja Naide4_6Uforce.m).
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Tabel 3.10. II-tala koormusega m,. Tulemuste vordlus (3)

x [em] | Z(x) Dfé'()“tlgze]“’d Def['gﬁzt;]d*% Mootihik | EST-meetod | Modtithik
w cm 1.136 x 107* | cm
© rad 5.678 x 10°7 | rad
Q- kG 6.804 x 1071 | N

900 +¢ | My 2.5000 x 103 2.5000 x 103 N-cm —2.500 x 103 N-cm
0 rad 4.965 x 1078 | rad
T, kG-m —4.669 x 102 N-cm
B, |—3.6140 x 1075 | —1.0199 x 105 N-cm? —1.070 x 10° | N-cm?
T, kG-m 8.278 x 102 N-cm
Toum kG-m 3.609 x 102 N-cm
w cm 2.839 x 107° | cm
© rad 2.839 x 1077 | rad
Q- kG 6.804 x 1071 | N

1100 M, kG-m —2.500 x 103 N-cm
0 rad —1.265 x 107° | rad
T, kG-m 1.049 x 102 N-cm
B, kG-m? —1.500 x 10* N-cm?
T, kG-m 2.560 x 102 N-cm
Tsum kG-m 3.609 x 102 N-cm
w cm 2.711 x 1072 | cm
© rad 0.000 rad
Q- kG 6.804 x 1071 | N

1300 M, |—-2.5000 x 10* | —2.5000 x 103 N-cm —2.500 x 103 N-cm
0 rad 1.084 x 10712 | rad
T; kG-m —1.819 x 1072 | N-cm
B, 1.2637 x 10~ 3.5662 x 104 N-cm? 3.739 x 10* N-cm?
T, kG-m 3.609 x 102 N-cm
Tum kG-m 3.609 x 102 N-cm

Bpp = —1.0199x10% <=> —1.070x10%; 100 (1.0199x10% — 1.070x10%)/1.070x10° = 4.68 %

Bpr = 3.5662x10% <=> 3.739x10%;

100x (3.739x10% — 3.5662x10%)/3.739x10% = 4.62 %

35 Raamatus [B6t62] toodud valemeid on tiiendatud varda kooldejiikusega i1, = Fly, /1 (vt arvutiprog-
ramme Naide4_6Udef.m ja Naide4_6Uforce.m).
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Joonisel 3.16 on horeda maatriksi muster (horeda maatriksi spA(48,48) nullist erinevate

elementide asukohad).

spy(spA) — horeda maatriksi spA(48,48) 131 nullist erinevad elemendid [5.7%]

I I I
I I I I +, I I I I
| | | Ct | | | |
N
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| | B | | ol | '+
ISR SRS SO 0 R UL SN U ¢ D P o
” ” ” S Qe 1T
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=l T | | = | B A +! |
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Z | | N ERRE 1T | =
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| | | | | | 3R e
I R A R R [ L B E s
'+ | | | Lt BRHE S
.1 | | | | R - B
4T | | | | TR E
I LEERREEEEE omne- rosoe- RRREEE R iy e 1~ Rk R I
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Joonis 3.16. II-tala horeda maatriksi spA muster



A. Ohukeseseinalise varda ristléike
geomeetrilised karakteristikud

Ohukeseseinalise varda ristldike geomeetrilised karakteristikud on:
* sektorkoordinaat (sks Sektorkoordinate, ingl sectorial coordinate, vh cekTopuaabHaA
KOOP IUHATA);

* staatiline sektormoment (sks statisches Sektormoment, ingl sectorial statical moment,
VN CEKTOPUAJLHLIA CTATUYECKUT MOMEHT);

* sektortsentrifugaalmoment (sks Sektorzentrifugalmoment, ingl sectorial centrifugal
moment of inertia, vin ceKTOpPUAILHLITT EHTPOOEKHLIE MOMEHT UHEPIUN);

* sektorinertsimoment (sks Sektortrigheitsmoment, ingl sectorial moment of inertia, vn
CEKTOPUAJLHLIE MOMEHT MHEPIIUN).

Ohukeseseinalise varda keskpinna ja ristldike 16ikejoont nimetame keskjooneks ehk profiil-
jooneks (jn A.1).

Keskpind

Keskpind |
I

Joonis A.1. Keskjoon

A.1 Sektorkoordinaat

Ohukeseseinalise varda ristldikest viljaspool votame kasutusele punkti P (jn A.2), mida
nimetame pooluseks. Keskjoonel valime koordinaadi alguspunktiks M. Raadiusvektor p
méérab punkti M asukoha keskjoonel.

Meelevaldse punkti N asukoha keskjoonel saame avaldada méératud integraaliga:

52
wN:/ rds (A.1)
s1

151



152 A. Ohukeseseinalise varda ristloike geomeetrilised karakteristikud

W

2}

/1, N

Joonis A.2. Sektorpindala

kus
w — sektorpindala e sektorkoordinaat;
r — pooluse P kaugus keskjoone puutujast, mis 1dbib punkti N;
ds — keskjoone diferentsiaal.

Integraalis olev suurus rds on vordne kolmnurga PN;N kahekordse pindala-
ga.Keskjoonega eraldatud sektorisse £/ MPN jddva kujundi kahekordne pindala on vérdne
sektorkoordinaadiga wy (A.1).

Votame kasutusele parema kie teljestiku (jn A.3), mille puhul raadiusvektori p poore
vastupédeva on positiivne.

Joonisel on nididatud positiivse poorde-
nurga suund. Vaadates telje positiivsest ot-
sast, loeme poorde positiivseks z-teljest x-
telje suunas, x-teljest y-telje suunas ja y-
teljest z-telje suunas.

Joonis A.3. Vasaku ja parema kie
teljestik

Sektorkoordinaadi muutuse Shukeseseinalise varda ristldikes saab esitada graafikuna.
Nimetame seda graafikut sektorkoordinaatide epiiiiriks. Kdverjoonelise keskjoone puhul on
sektorkoordinaat mittelineaarne funktsioon muutujast s ja tema graafik on kdverjooneline.
Keskjoone sirgjoonelisele osale vastav sektorkoordinaat on lineaarne funktsioon muutujast s.
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Niide A.1 (sektorkoordinaat). Arvutada joonisel A.4a kujutatud ohukeseseinalise varda
ristloike sektorkoordinaadid ja koostada ristloike sektorkoordinaatide epiiiir.

Valime pooluseks punkti P ja sektorkoordinaadi alguspunktiks M (wy; = 0). Arvutame
punktide 1, 2, 3 ja 4 sektorkoordinaadid (raadiusvektori p poore vastupdeva on positiivne).

Wi = 2-APM2—2-AP21 = ch/2 — bh/2 = —(b— c)h/2
wy = 2-APM2=ch/2

wy = —2-APM3=—ch/2 (A.2)
wy = —2-APM3+2-AP34=—ch/2+bh/2=(b—c)h/2
(a) (b) ch/2
© O

(b—c)h/2

y
=)\ ch/2
c b
(b—c)h/2
VA

Joonis A.4. Sektorkoordinaat

Leitud sektorkoordinaatide viidrtuste (A.2) pohjal koostame ristloike sektorkoordinaatide
epiitiri (jn A.4Db).

A.2 Staatiline sektormoment

Ohukeseseinalise varda ristldike pinnaelemendi staatiliseks sektormomendiks nimetatakse
pinnaelemendi dA ja sektorkoordinaadi w korrutist. Kogu kujundi staatiline sektormoment
S,, midratakse integraalina pindala A ulatuses:

S = / WA (A3)
A

Kui ristlikes leidub sirgeid 16ike iihtlase paksusega d;, siis staatilise sektormomendi arvu-
tus lihtsustub. Sel juhul avaldub keskjoone elemendi ds pikkusele vastav pinnaelement dA
(Jn A.5a) kujul

dA = &;ds (A4)
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E ds| !
| i
|4 aa

- ds

(Ze]

Joonis A.5. Staatiline sektormoment

Niiiid saame avaldada staatilise sektormomendi (A.3):

S, = Z(Si / wds (A.5)
=1 Si

Leiame staatilise sektormomendi epiiiiri (jn A.5b) pindala diferentsiaali d{2 seosega
d€) = wds (A.6)

Ohukeseseinalise varda ristldike iihtlase paksusega 18ikude puhul saab staatilise sektormo-
mendi arvutada avaldisega

Sw =Y 6% (A7)
i=1
Niide A.2 (staatiline sektormoment). Arvutada joonisel A.6a ndidatud ohukeseseinalise

varda ristloikest l6ikega I-1 eraldatud osa staatiline sektormoment.
Esmalt leiame staatilise sektormomendi punktides 1, 2, 3 ja 4:

wy = 0

w, = 2-APM2—-2-AP21=3.0(11.0 - 0.6) — 8.0(11.0 — 0.6) = —52.0 cm?

wy = 2-APM2=23.0(11.0—0.6) = 31.2cm? (A.8)
wy = —2-APM3=-3.0(11.0 - 0.6) = —31.2cm”

wy = —2-APM3+2-AP34=-3.0(11.0 - 0.6) +8.0(11.0 — 0.6) = 52.0 cm?

Sektorkoordinaadi loikes I-1 (jn A.6a) saame sarnastest kolmnurkadest (jn A.6b):
wr_; = 31.2-5.0/11.0 = 14.182 cm” (A.9)
Staatiline sektormoment loikes -1

31.2 4+ 14.182

2
1.2 — 52.
S, = ZéiQi —1.2 3—250 8.0+ 0.9 6.0 = 22.691cm?  (A.10)

i=1



A.2 Staatiline sektormoment 155
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Joonis A.6. Staatiline sektormoment 16ikes I-1

A.2.1 VerestSagini vote

VerestSagini' votet integraali arvutamisel saab kasutada, kui iiks epiiiiridest on lineaarne. Joo-
nisel A.7 kujutatud lineaarse epiiiiri ordinaadi ¢ saab avaldada seosest ¢ (s) = z = s tan a.
Integraali teisendame kujule

b b
I:/ f(s)go(s)ds:tana/ s f(s)ds (A.11)

Epiiiiri f (s) staatiline moment telje OO* suhtes

b
Qs = / s f(s)ds (A.12)

z. - raskuskeskme kohal olev ordinaat
(lineaarses epiiiiris)

Q — epiiiiri pindala a T m b
1 f(S)
O*, ! Q

| S | :
i a_ : b
[
i Ttee-ol___Ja

—<£ == =tan & 7

S¢ S z,

Joonis A.7. VerestSagini vote

P'A. K. Vere$tsagin, Moskva Raudteetranspordi Inseneride Instituudi iilidpilane, esitas selle valemi 1925.
aastal.
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Integraalis (A.11) asendame f:s f (s)ds avaldisega (A.12). Jooniselt A.7 nieme, et
Sc tana = z., kus 2. on lineaarselt muutuvas epiiiiris ¢ (s) epiitiri f (s) pindala €
raskuskeskme kohal olev ordinaat. Eelnenut arvesse vottes avaldame integraali (A.11)
jargmiselt:

b
[:/ f(s)p(s)ds =0z (A.13)

Seega on epiiiiride ¢ (s), f(s)
ordinaatide korrutise integraal 16i-
gul [a, b] vordne korrutisega, mille
. < tiheks teguriks on epiiiiri pind-

72 'h (172) ala () ja teiseks teguriks lineaar-
selt muutuvas epiiliris ordinaat
z., mis on kohakuti pindala (2

* (172)h (173)1 raskuskeskmega (jn A.7). Korrutis
' | () z. on positiivne, kui koormusest
pohjustatud epiiiir f (s) ja ordinaat

Epuiri kuju Epdiri pindala Raskuskeskme kaugus

‘|4 (1/3)h (1/4)1 Z. on sama margiga. Joonisel A.8

' | on nididatud lihtsate epiiiiride pind-

- alad ja nende raskuskeskmete kau-
Bi (2/3)h (5/8)l gused. Epiiiiri raskuskeskme arvu-
‘ |<I5/—8'> tamise asemel on lihtsam kasutada

Simpsoni valemit.

Joonis A.8. Epiiiiride pindalad

A.2.2 Simpsoni valem

Simpsoni”®. valemi puhul jagame pideva funktsiooni f (x) integreerimisel 15igu [a, b]
pikkusega [/ pooleks (/2 ja I/2). Siis

b l
I=/f(S)dszg[f(a)+4-f(6)+f(b)] (A.14)
kus “

f (a) — funktsiooni viirtus 16igu alguses;
f (¢) — funktsiooni viirtus 16igu keskel;
f (b) — funktsiooni viirtus 16igu 15pus.

Simpsoni valem (A.14) annab tipse tulemuse kuni kuuppoliinoomini. Integreerimisvahemiku
a—b jagamisel paarisarvuliseks n vordseks osaks As = [/n votab Simpsoni valem kuju

b
I—/f(s)ds R~ %[f0+4-f1+2-f2+4-f3+2-f4+...
T2 foa 4 fu + (A.15)

2 Thomas Simpson (1710-1761), inglise matemaatik.
3http://www-groups.dcs.st—and.ac.uk/~history/Biographies/Simpson.html


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Simpson.html
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Joonis A.9. Mirgid Simpsoni valemis

Joonisel A.9a on funktsioonide f (s) ja ¢ (s) epiitiride ordinaadid sama mirgiga. Jooni-
sel A.9b on funktsioonide ordinaatidel epiiiiride otstes erinevad mirgid. Korrutise integraali
arvutamiseks rakendame Simpsoni valemit (A.14)

l

b
= [FOp ) ds= G louta+ 4 pufet s (A16

Siin on korrutised ¢, f., ©cfe ja b fp positiivsed, kui epiiiiride ordinaadid on varda samal
poolel, ja negatiivsed, kui epiiliride ordinaadid on vastandmirkidega. Niiteks joonisel
A.9b on 16igu algul (punktis a) ja I6pus (punktis b) epiiiiride ordinaatide korrutis negatiivne,
kuna ordinaadid on suunatud eri poole. Loigu keskel (punktis ¢) on ordinaatide korrutis posi-
tiivne. Simpsoni valem (A.16) annab tdpse tulemuse lineaarsete epiiliride ning lineaarse ja
ruutparaboolse epiiiiri korrutamisel. Korgemat jérku epiiiiride puhul tuleb kasutada Simpsoni
3/8-valemit (A.22).

Numbrilisel integreerimisel Simpsoni valemiga (A.16) kasutame arvutusprogrammi GNU
Octave. Korrutame vektorid a (A.17) ja b (A.18) elementide kaupa (Hadamard’i* korrutis)°.
Korrutamise tulemuseks on avaldis (A.19).

a = [‘Pa Pe Qpb] (A.17)
b = [fa fc fb] (AIS)
a'*b = [Soa : fa Pe - fc Pb * fb] (A19)

Votame kasutusele Simpsoni valemi kordajaid sisaldava vektori spH, mille transponee-
ritud kuju on

l
spH' = AL (A.20)

4 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), prantsuse matemaatik.
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Hadamard_product_%28matrices%29


https://en.wikipedia.org/wiki/Hadamard_product_%28matrices%29
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Elementi elemendiga korrutades saadud tulemuse (A.19) korrutame skalaarselt vektoriga
(A.20). Tulemuseks on Simpsoni valem (A.16)

1
" ! l
a-b'SpH = g[gpa'fa Soc'fc Qob'fb] 4 :g[wafa+4'gpcfc+gpbfb] (A21)
1

A.2.3 Simpsoni 3/8-valem

Kasutades Simpsoni 3/8-valemit pideva funktsiooni f () integreerimisel, jagame 15igu [a, b]
pikkusega [ kolmeks (I/3,1/3 jal/3):

b
l
[ r@a =L (f @) 437043 1@+ f O) (A22)
kus

f (a) — funktsiooni vdirtus 16igu alguses;

[ (¢) — funktsiooni vértus % 13igul;

J (d) - funktsiooni vértus Z 15igul;

f (b) — funktsiooni viirtus 16igu 15pus.

A.3 Sektortsentrifugaalmomendid

Ohukeseseinalise varda ristldike sektortsentrifugaalmoment pinnakeset libiva keskpeatelje y
vOi z suhtes avaldub integraalina

Iwy:/zwdA, Iwzz/ywdA (A.23)
A A

kus
w — sektorpindala e sektorkoordinaat;
A — ristldike pindala.

Kui ristldikes on 16ike iihtlase paksusega d;, siis staatilise sektormomendi arvutus lihtsus-
tub. Keskjoone elemendi ds pikkusele vastava pinnaelemendi dA pindala on siis 9;ds.

Iwy:Z@/ zwds, IWZ:Z(SZ«/ ywds (A.24)
i=1 54 i=1 5
Siinsed integraalid voib arvutada VereStSagini vottega (A.13) voi Simpsoni valemiga (A.16).
Viimasel juhul tuleb koostada funktsioonide w (s), y (s) ja z (s) graafikud (epiiiirid).

Niide A.3 (sektortsentrifugaalmomendid). Arvutada joonisel A.10a kujutatud ohukese-
seinalise varda ristloike sektortsentrifugaalmoment y- ja z-telje suhtes.
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Joonis A.10. Sektortsentrifugaalmoment

6.43

Pooluse P, ja koordinaadi alguspunkti M valime keskjoonel nii, nagu on ndidatud jooni-
sel A.10a. Pooluse P, selline valik voimaldab arvutust lihtsustada. Punkti 1 sektorkoordinaat
w; = —8.0-10.4 = —83.2cm?.

Ristloike pinnakeskme asukoha leidmiseks arvutame esmalt ristloike pindala A:
A=2(8.0-045)1.2+22-0.9 = 37.92cm? (A.25)
Ristloike pinnakeskme kaugus vy, vertikaalsest keskjoonest
Yo =2(8.0—0.45)1.2(8 4 0.45) / (2 - 37.92) = 2.0189 cm (A.26)

Joonisel A.10a on ristloike keskpeateljed y ja z. Nende telgede suhtes sektortsentrifugaalmo-
menti arvutades kasutame Verestsagini votet (A.13).

I,, = Zéi/ywds:O (A.27)
i=1 Si

n 3
L, = Za/ zwds =) 6;2.Q=2-1.2-10.4(8-83.2) /2 =8306.7cm’ (A.28)
=1 i

Si i=1

A4 Sektorkoordinaadi teisendused

Vaatleme sektorkoordinaadi alguspunkti ja pooluse teisendust.

A.4.1 Sektorkoordinaadi alguspunkti muutmine

Vaatame, kuidas muutub keskjoonel asuva punkti N (jn A.11) sektorkoordinaat w tema al-
guspunkti M* iileviimisel punkti M (parema kée teljestiku puhul on raadiusvektori poore
vastupéeva positiivne).
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Joonis A.11. Sektorkoordinaadi alguspunkti muutmine

Punkti N sektorkoordinaat alguspunktiga M*
wy = 2-APM*N (A.29)
punkti M sektorkoordinaat alguspunktiga M*
wy = 2-APM*M (A.30)
ning punkti N sektorkoordinaat alguspunktiga M
wy = 2-APMN —2-APM*M = wy — w)y, (A.31)

Mirgid avaldises (A.31) kehtivad raadiusvektori poordel vastupieva.

A.4.2 Sektorkoordinaadi pooluse muutmine

Vaatame, kuidas muutub sektorkoordinaat w tema pooluse P, iileviimisel punkti P (jn A.12a).
Votame kasutusele parema kée teljestiku, mille puhul on raadiusvektori poore vastupieva
positiivne.

Sektorkoordinaadi diferentsiaalid dwp, (poolus P,) ja dwp (poolus P):

dwp, = 1,ds (A.32)
dwp = rds (A.33)

Jooniselt A.12a ndeme, et
r=r7r,+ zpsina+ yp cosa (A.34)

kus « tdhistab nurka keskjoone puutuja t — ¢t (punktis M) ja z-telje vahel. Jooniselt
A.12b saame seosed

dy = ds sin «, dz = —ds cosa (A.35)
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Joonis A.12. Sektorkoordinaadi pooluse muutmine

Siit leiame

d d
sina = d_Z’ cosa = — d_z (A.36)
Saadud seosed asetame avaldisse (A.34):
dy dz
=7, — —Yyp— A.37
r=Totzp o —YP I (A.37)

Sektorkoordinaadi diferentsiaali dwp (A.33) kirjutame kujul

dw=rds =r,ds+ zpdy — ypdz (A.38)
ehk
dw=dw, + zpdy — ypdz (A.39)
Avaldist (A.39) integreerides saame
Ww=w,+zpy —ypz+C (A.40)

kus C on integreerimiskonstant.

A.5 Loikekese

Poolust, mille puhul sektortsentrifugaalmomendid 1, ,, /., . on vdrdsed nulliga, nimetatakse
16ikekeskmeks [KMPRI12, lk 233] (sks Schubmittelpunkt, ingl shear center, vn menTp
u3ruba).

Iwy:/wsz:/(wo+2py—ypz+0)sz:O (A.41)
A A

IwZ:/wydA:/(wo—i—zPy—ypz—i—C’)ydA:O (A.42)
A A
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Kasutatud on ka terminit paindekese [Jiir85, 1k 229]. Varda 16ikekeskmeid iihendavat
joont nimetame elastseks teljeks (sks Schubmittelachse, ingl elastic axis e line of shear cen-
ters, vn JIMHUS EHTPOB U3Tuda).

Ohukeseseinalise varda pinnakeskmes votame kasutusele parema kie teljestiku, kus y ja
z on peateljed. Sel juhul vorduvad nulliga nii ristldikepinna staatilised momendid S, ja S,
kui ka tsentrifugaalmoment /,, .:

Sy:/sz:O, SZ:/ydA:O (A.43)
A A
I, = / yzdA =0, I, = / zydA =10 (A.44)
A A
/woydA—l—Zp/ deA—yp/ zydA—l—C/ ydA =0 (A.45)
A A A A
T = I. Ly=0 5.=0
/wosz+2p/ ysz—yp/ szA—i—C’/ zdA=0 (A.46)
A A A A
Iwa Iyz:0 Iy S, =0

Tingimusi (A.43) ja (A.44) arvestades leiame vorranditest (A.45) ja (A.46) 16ikekeskme
koordinaadid zp ja yp:

_waoydA 1L,

_ __ A47

Zp fA y2 dA [z ( )
JiwozdA I,

= = = A48

yp fA 22 dA Iy ( )

Valemeid (A.47) ja (A.48) kasutatakse ka siis, kui esialgne poolus F, ei asu pin-
nakeskmes. Niiiid tuleb nende abil leitud 16ikekeskme koordinaatidele zp, yp lisada pooluse
P kaugus pinnakeskmest.

Kui ristldikepinnal on stimmeetriatelg, siis asub pinna ldikekese sellel teljel.

Niide A.4 (0hukeseseinalise varda loikekese). Arvutada joonisel A.13a kujutatud o6hu-
keseseinalise varda ristloike loikekese. Ristloikepinnal on siimmeetriatelg y, millel asub
loikekese yp (zp = 0). Ristloikepinna sektortsentrifugaalmomendid 1,, =0 (A.27) ja
I,, = 8306.7 cm® (A.28).

Leiame ristloike inertsimomendi 1, ja loikekeskme koordinaadi yp:

7.55-1.23
I, = 2-T+2-1.2-7.55-1o.42+

L,y 8306.7
I,  2760.6

0.9-22.03
= = —92760.6cm? (A.49)

=3.0lcm (A.50)

yp =
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Joonis A.13. Sektorkoordinaadi nullpunktid

Loikekeskme P kaugus keskjoonest on 3.01 cm. Ristloike keskme O ja loikekeskme P
vaheline kaugus on 3.01 + 2.02 = 5.03 cm (y, = 2.0189 cm (A.26)).
Punktide 1, 2, 3 ja 4 (jn A.13b) sektorkoordinaadid:

wi = —2-AP21=-80-104= —83.2cm?

we = 0.0

wy = —2-AP23=-3.009-20.8 = —62.587 cm? (A.51)
wy = —2-AP23+2.AP34=—62.587+8.0-10.4 = 20.613 cm?

A.6 Sektorkoordinaadi peanullpunkt

Sektorkoordinaadi nullpunktiks nimetatakse sellist sektorkoordinaadi alguspunkti, mille
puhul kogu kujundi staatiline sektormoment vordub nulliga:

Sw = / wdA =0 (A.52)
A

Valime pooluse 16ikekeskmesse P (jn A.13a). Paigutame sektorkoordinaadi alguspunkti
M* punkti 2. Olgu otsitava sektorkoordinaadi nullpunkt M, siis tema sektorkoordinaat on

Wwhr.

/ (CL)N - WM) dA=0 (A53)
A

Nullpunkti sektorkoordinaat wj; on konstantne suurus, mille vOib tuua integraalimérgi alt
vilja:

/ wydA — wM/ dA=0 (A.54)
A A
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Siit leiame nullpunkti sektorkoordinaadi

fACUNdA - &

_ JANTE A55
MTTTAA A (A.53)

Sektorkoordinaadi nullpunkte voib olla mitu. Peanullpunkt on 16ikekeskmele koige 1dhemal.
Kui ristldikekujundil on siimmeetriatelg, siis peanullpunkt asub sellel teljel.

Niide A.S (sektorkoordinaadi peanullpunkt). Leida joonisel A.13a toodud ohukeseseina-
lise varda sektorkoordinaadi peanullpunkt. Valime pooluse loikekeskmesse P ja sektorkoordi-
naadi alguspunkti M* punkti 2 (jn A.13 a, kus raadiusvektori poore vastupdeva on positiivne).
Ristloikekujundi staatilise sektormomendi S,, arvutame avaldise (A.7) jdrgi, kus C); on epiiiiri
w (jn A.13b) pindala.

3

—83.2 — 62.59 + 20.6) 8.0 62.59 - 20.8

Su =Y 0= 1.2 F206)80 6259208 _ 1156 8emt (A56)
— 2 2

Ristloikekujundi pindala

A=12-80-2+0.9-20.8 = 37.92cm? (A.57)
Sektorkoordinaadi nullpunkt

S, —1186.8
M4 T 3702 o (A.58)

Sektorkoordinaadi epiiiirilt (jn A.13b) ndeme, et w = —31.3cm punktides c, d, e. Koige

ldhemal loikekeskmele P (jn A.13a) on ristloike siimmeetriateljel asuv punkt c, mis on seega
sektorkoordinaadi peanullpunkt.

A.7 Peasektorkoordinaadid

Peasektorkoordinaatideks nimetatakse sektorkoordinaate, mille poolus on 1dikekeskmes ja
alguspunkt peanullpunktis. Peasektorkoordinaatide epiiiir on joonisel A.14b.

Niide A.6 (peasektorkoordinaatide epiiiir). Koostada joonisel A.14a kujutatud ohukese-
seinalise varda ristloike keskjoone peasektorkoordinaatide epiiiir. Poolus asub punktis P ja
peanullpunkt punktis M (wy; = 0). Valime parema kde teljestiku, mille puhul on raadiusvek-
tori podre vastupdeva positiivne.

wy = 2-APM2=3.01-10.4 = 31.304 cm?

wi = 2-APM2—-2.-AP21 =3516—8-10.4 = —51.896 cm?

w3 = —2-APM3=-3.01-10.4 = —31.304 cm? (A.59)
wy = —2-APM3+2-AP34=-31.304+8.0-10.4 = 51.896 cm?

Leitud tulemuste pohjal koostame peasektorkoordinaatide epiiiiri (jn A.14b).
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Joonis A.14. Peasektorkoordinaadid

A.8 Sektorinertsimoment
Ohukeseseinalise varda ristldike sektorinertsimoment I,, on integraalina viljenduv summa:
I = / WA (A.60)
A

Kui ristloikes leidub sirgeid ldike iihtlase paksusega ¢;, siis sektorinertsimomendi arvutus

lihtsustub: n
I, :E 5; / wlwds (A.61)
=1 Si

Siin voib integreerimiseks rakendada VereStSagini votet (A.13) vdi Simpsoni valemit
(A.16).

Niide A.7 (sektorinertsimoment). Arvutada joonisel A.13 toodud ristloike sektorinertsi-
moment 1. Peasektorkoordinaatide epiiiir on joonisel A.14b. Numbrilisel integreerimisel
kasutame Simpsoni valemit (A.16). Eelnevalt leiame peasektorkoordinaatide epiiiiril
keskmised viidirtused wy = £(51.896 — 31.304)/2 = £10.296 cm?.

3
L=)_ 51-/ wids = 2-1.2-8.0/6 (31.304% + 4-10.296% + 51.8967) +
i=1 S
2-0.9-10.4-31.304%/3 = 1.9226-10*cm®  (A.62)

A.9 Valemid sektorinertsimomendi maaramiseks

Ohukeseseinalise varda ristldike sektorinertsimomendi I, 16ikekeskme kauguse e kesk-
joonest ja ristloike védndeinertsimomendi /; arvutamiseks kasutame valemeid tabelist
,Properties of Sections"°®”.

®http://www.steel-insdag.org/TeachingMaterial/Chapterl7.pdf#page=2
(26.02.2014)
"http://homepage.tudelft.nl/p3r3s/bl6_chap7.pdf#page=8 (26.02.2014)


http://www.steel-insdag.org/TeachingMaterial/Chapter17.pdf#page=2
http://homepage.tudelft.nl/p3r3s/b16_chap7.pdf#page=8
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Niide A.8 (0hukeseseinaliste varraste ristloike parameetrid). Arvutame joonisel A.15
nédidatud ohukeseseinalise varda loikekeskme ja keskjoone vahekauguse e, vddndeinertsi-
momendi® I, ning ristloike sektorinertsimomendi I,,:

3b%t ¢
= > A.63
© T Gbty + hty, (6.63)
20t} + ht},
I = ——— (A.64)

t¢b3h* 3bts + 2ht,
I, = A.65
12 6bty + hty, (A.69)

Arvutamisel rakendame GNU Octave’i programmi ohukeU(b,h,tf,tw). Programmis kasu-
tatavad parameetrid b, h, tf ja tw on U-profiili (jn A.15) mootmed. Need votame jooniselt
A.l13a: b= 8cm, h = 20.8 cm, vdd paksus t f = 1.2 cm, seina paksus tw = 0.9 cm.

bl i 77

Joonis A.15. U-profiil

Arvutustulemused on toodud arvutuspdeviku viljavottes A.1. Vordleme saadud tulemusi
ndites A.4 leitud loikekeskme ja keskjoone vahekaugusega e = 3.01891 cm (A.50) ning ndites
A.7 leitud sektorinertsimomendiga I, = 1.9226 - 10* cm®. Vordlus nditab, et programmiga
arvutatud tulemused iihtivad ndidetes leitutega.

Viiljavote arvutuspievikust A.1 ( ohukeU.m )
octave:1> secU=ohukeU(8,20.8,1.2,0.9)

secU =
3.0189%9e+00 1.4270e+01 1.9226e+04

octave:2>

8https://www.ioc.ee/~salupere/lk/elal_2014_ptk8_SirgeteVarrasteVaane_ 2.p
df#page=16 avaldis (8.60) (26.02.2014)


https://www.ioc.ee/~salupere/lk/elal_2014_ptk8_SirgeteVarrasteVaane_2.pdf#page=16
https://www.ioc.ee/~salupere/lk/elal_2014_ptk8_SirgeteVarrasteVaane_2.pdf#page=16

B. Too ohukeseseinalise varda
vaandel

B.1 Vaiaande too

Ohukeseseinalise varda viindel tehtava t66 avaldise saamiseks korrutame vorrandit

d*e d%6
Fl,— — G1 —
Yda?

o mg (x)+ b, (z) =0

suvalise vddndenurgaga 0 (x) ja integreerime iile varda [:

/ab (Ef 343 Gft%)ﬂwdw:/ab(mx () — 0, (2)) 0 (x) dz

(B.1)

(B.2)

Saadud vorrandi parempoolne liige viljendab viliskoormuse t66d W, vidndel f. Lisame

koondkoormuse M, ; t66 (]\/[m@ ;) varda telje punkti i siirdel 0. Seega

W, = / (m, () — b, (2)) 0 () da + M, 0,

(B.3)

Nii nagu varda paindel [Lahl2, 1k 685], saame sise- ja rajajoudude t60 avaldised vorrandi

(B.2) vasakut poolt ositi integreerides (vt (1.38)).
Alustame vorrandi (B.2) vasaku poole esimesest liikkmest:

Lood /d d26 d d26
0 — | —FI, dz = EI, 0
|~ dz (dx “dz 2) e <d “da? ) o

J

~\~

dv _Tw

l 2 )

d d=0\ do
— | El,— | — d
/0 d:z:( wdﬂ) dw "

—_—

—B, é/

Niitid integreerime avaldise (B.4) viimast liiget:

df d d29 d20\ do ! d20\ d20
— EI, dr = — | EI, — El,— ) —%d
dedx< d2)x ( dx2)dx‘0+/o( d)daﬂx
—_— —_—

“ dv —B, o —B., g1

167

(B.4)

(B.5)
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Vorrandi (B.2) vasaku poole teist liiget integreerides votame « ja dv jargmiselt:

Loood dé do\ - ! do\ dé
— 0 —|Gl,— |de=—- |GL,— )0 GL— | — d B.6
/Ovdx< tdx) ‘ ( tdx) ‘O—i_/o ( tdx) dz " (5.6)

u \ J/ \ N /v

J/

-~ -~

dv Tt Tt é /

Integreerime veel ositi vorrandi (B.2) parema poole teist liiget, vottes u ja dv jairgmiselt:

l l
- /Q(x) b (z)de = — b0 \g+/ by 0'dx (B.7)
0 S~~~ —— 0

u dv

Arvestades avaldisi (B.4), (B.5), (B.6) ja (B.7), vOime vorrandi (B.2) esitada virtuaaltodde
(passiivtodde) summana:

(=008 8.0] [y~ [ [10 5] e+
L Jo

N

J

-~

TV
Wi — rajajoudude 66 W — sisejoudude 66

b
/a (mm ()0 (z) + by (z) 0/ @:)) do + M, 0, = 0 (B.8)

[\ J/

Vv
Wi — koormuse t60

Siin on arvestatud, et vabavdandemoment 7} ja kooldevdandemoment 7}, moodustavad kogu-
vaindemomendi 1,,, = 1; + 1.

Vottes arvesse, et rajajoudude t66 W, ja koormuse t00 W, summa moodustab
vilisjoudude t66 W, = W, + Wy, saame elastsete varrassiisteemide energiateoreemi [Dinl 1,
Ik 112]

We+ W, =0 (B.9)

sonastuse: sise- ja viilisjoudude toéde summa voimalikel siiretel ' vordub nulliga.
Rajajoudude t66 avaldisele voib anda kuju

W, = [(Tsum b)) 0 — Bwé'} = [(Tt FT) 60— b6 — Bwé/} § (B.10)
Sisejoudude t66 saab avaldada ka nii:
W, /l [Té’ B.0"d }d /thTtd /l B.B. g (B.11)
s = — — B,0"dx| de = — T — x .
o L o GI, o FEI,
Siin on kasutatud vabaviindemomendi 7; ja bimomendi 5, avaldisi

A jjt % Bw
p .t "n—_ _ v B.12
GI,’ FEl, ( )

"http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Anal%c3%bcsc3%betiline-mehaanika/Analsc3%bcesc
3%bctiline—-meh-1.docx (1.03.2016)


http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Anal%c3%bc%c3%bctiline-mehaanika/Anal%c3%bc%c3%bctiline-meh-1.docx
http://www.mh.ttu.ee/jkirs/Anal%c3%bc%c3%bctiline-mehaanika/Anal%c3%bc%c3%bctiline-meh-1.docx

B.2 Varrassiisteemi rajaiilesanne 169

B.2 Varrassiisteemi rajaiilesanne

Varrassiisteemi kuuluvad toed, sidemed ja joud [Jiir85, Ik 6]. Vilissidemeteks” nimetame
varrassiisteemi kui terviku liikumist kitsendavaid tingimusi. *

Koormused* tekitavad vilissidemetes toereaktsioone, kusjuures nii koormus kui ka toe-
reaktsioonid (vilisreaktsioonid) on vilisjoud.

Viilissidemetest (tugedelt) vabastamise printsiip kujutab tervikliku varrassiisteemi
,tugedelt lahtildikamist" ja nende mdju asendamist toesiirete ja toereaktsioonidega. Tugedele
on iihed neist antud ja teised on tundmatud (vt rajajoudude t66 (B.8)) ning médratakse
iilesande lahendamisega. Toesiirdeid ja toepddrdeid nimetatakse kinemaatilisteks, toereakt-
sioone aga staatilisteks rajaviirtusteks (sks Randwert, ingl boundary value, vn rparnynoe
3HaUYeHUE € KpaeBOe 3HAYEHUE).

Varrassiisteemi elemendid (vardad) on omavahel iithendatud sisesidemetega [Jiir85, 1k
9]. Siisteemi elemendi ,lahtildikamisel" asendame sisesidemed siirete ja reaktsioonide-
ga. Viimaseid nimetatakse ka sisereaktsioonideks’. Varraste iihendussdlmedes miiratakse
siirete ja poorete pidevustingimused. Tasakaalus olevas siisteemis on ka tihendussdolmed
tasakaalus. Staatiline jdudude iilekanne® iihendussdlmes toimub kontaktjoududega’, mille re-
sultant on null. Sisesidemete siirdeid ja pdordeid nimetatakse kinemaatilisteks ning reakt-
sioone staatilisteks rajaviirtusteks.

Antud rajatingimustel (sks Randbedingung?®, ingl boundary condition, vn rpasmanoe
ycJoBUe € KpaeBoe ycJyoBue) varrassiisteemi elementide diferentsiaalvorranditele lahen-
dite leidmist nimetame varrassiisteemi rajaiilesandeks (sks Randwertproblem’ e Randwert-
aufgabe, ingl boundary value problem ', vn rparnunas 3anaua e kpaeBas 3a1aua).

Varrassiisteemi rajaiilesande lahendamiseks voib kasutada EST-meetodit [Lah14]'.

2./AJ_tugevus.djvu (3.12.2015)
3http://www.ioc.ee/~salupere/lk/Staatika_2006.pdf#page=10(22.02.2016)
*nttps://www.ttu.ee/public/e/ehitusteaduskond/Instituudid/Ehitiste_projek
teerimise_instituut/Oppematerjalid/Projekteerimise_alused/Sissejuh_Omak_
Kasus.pdf#page=6(22.02.2016)
Shttp://www.ce.memphis.edu/3l2l/notes/notes_04d.pdf (20.08.2013)
®https://de.wikipedia.org/wiki/Kraft%C3%BCbertragung (20.08.2013)
"https://enwikipedia.org/wiki/Contact_force (20.08.2013)
$https://de.wikipedia.org/wiki/Randbedingung (08.02.2016)
https://de.wikipedia.org/wiki/Randwertproblem (08.02.2016)
Ohttps://enwikipedia.org/wiki/Boundary_value_problem (08.02.2016)
Thttp://digi.lib.ttu.ee/1/21717 (08.02.2016)


./AJ_tugevus.djvu
\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
http://www.ioc.ee/~salupere/lk/Staatika_2006.pdf#page=10
\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
https://www.ttu.ee/public/e/ehitusteaduskond/Instituudid/Ehitiste_projekteerimise_instituut/Oppematerjalid/Projekteerimise_alused/Sissejuh_Omak_Kasus.pdf#page=6
\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
https://www.ttu.ee/public/e/ehitusteaduskond/Instituudid/Ehitiste_projekteerimise_instituut/Oppematerjalid/Projekteerimise_alused/Sissejuh_Omak_Kasus.pdf#page=6
\tolerance 9999\emergencystretch 3em\hfuzz .5\p@ \vfuzz \hfuzz \protect \protect \begingroup \catcode `\ \active \def  { }\catcode `%\active \let %%\let %%\catcode `#\active \def 
https://www.ttu.ee/public/e/ehitusteaduskond/Instituudid/Ehitiste_projekteerimise_instituut/Oppematerjalid/Projekteerimise_alused/Sissejuh_Omak_Kasus.pdf#page=6
http://www.ce.memphis.edu/3121/notes/notes_04d.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Kraft%C3%BCbertragung
https://en.wikipedia.org/wiki/Contact_force
https://de.wikipedia.org/wiki/Randbedingung
https://de.wikipedia.org/wiki/Randwertproblem
https://en.wikipedia.org/wiki/Boundary_value_problem
http://digi.lib.ttu.ee/i/?1717
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C. Pohivalemid

Esitame ohukeseseinalise tala painde ja takistatud véddnde iilekandevorrandid maatrikskujul:

7o (x) =U-Za + 7 (C.1)

kus Za, Zy, on vastavalt varda alguses ja 10pus olevad siirded, paindenurgad, pdikjoud,
paindemomendid, viindenurgad ja viindemomendid.

WA wr,
YA PL
Qa Qr
Za=| Ml = | M (€2)
0 A QL
Tia Tir,
BwA BwL
L Toa | B Tor i
Ulekandemaatriks U teise mirgikokkuleppe puhul on
Ui2(4xa) 0
U = C3
8x8 0 U22 (4x4) ( )
kus alammaatriks Uy (4x4) Kirjeldab tala painet (vt [Lah12, 1k 688]"):
X ZI!S II)2
L =z —ga; t 6EI, 2FI,
Ui2(4xa) = 0 1 - 2EI, Bl (C4)
0 O —1 0
0 0 —x —1
ning alammaatriks Uzz (4.4) Ohukeseseinalise tala takistatud véénet:
1 —G%tx G%t(chﬁ;m—l) GLQ% (shkx — Kkx)
0o -1 ksh kx chrkxr — 1
U = C.5
S 0 0 —ch kx —% sh kx (€3)
0 0 —kshkzx —chkz

"http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdffequation.F.36
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] o]
Z on tala koormusvektor, mis koosneb painde koormusvektorist Z,; ja takistatud véddnde

o)
koormusvektorist Zia1:

% _ [ Z11 ] (C.6)
Z21

Painde koormusvektori Z1; (vt [Lah12, avaldis (1.66)” ja tabel G.1°)] saab siirde w, erila-
hendite tuletistest:

we we
o . _w/e
AT g = —EIw" =
M, —Elw"
(z—a z—a (ac aq
ZMZ‘/ EIN;'++ZFZ EI§'++Z q- E'I4'
(z— OLM (z— CLF (z— a)
2 My ET, 11 - E gt E1, 5~ 20T ?,ﬁ (C.7)

YR —ar)) - g (o — ag)}
S M, (@ — )l — O F, (2 — ap)t — 3 g, Eom

[e)
Takistatud viddnde koormusvektori Zy; saab viddndenurga 6, erilahendite tuletistest:

0.
qu GW Elee 2/
° _ te o o whk e
2oy = B,. = —G]t 6’” = Eluﬂg (C.8)
"
Toe —Gl, 29/// Efwee

Koormusvektori Z valime tabelitest C.1 ja C.2.
Ohukeseseinalise tala painde ja takistatud véédnde iilekandevorrandid voib kirjutada vor-
randisiisteemina

o

U-ZA—Igxs 2y = -7 (C.9)
Lithemalt
Ulsvis- 2= — % (C.10)
kus
5 [ Za
7 = [ Z: } (C.11)

Zhttp://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.l1.66
3http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#table.G.1


http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#equation.1.66
http://digi.lib.ttu.ee/opik_eme/Ehitusmehaanika.pdf#table.G.1

C.1 Koormusvektorid

kus

Za

WA
YA
Qa
M4
04
Tz
BwA
TwA

NNNNNNNN
AN SN AN AN N N TN N
00 o ot e o =
T S e T =
N e e e e e N

wr,
PL
QL
My,
01,
Tir,
BwL
TwL

Z(9,1)
Z (10,1)
Z(11,1)
Z(12,1)
Z(13,1)
7 (14,1)
Z (15,1)
Z (16,1)

ning laiendatud iilekandemaatriks avaldub

I_/I\nglﬁ = (U8><8 | _I8><8)

C.1 Koormusvektorid

Tabel C.1. Koormusvektorid dhukeseseinalise varda vadndel (1)
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(C.12)

(C.13)

Koormuse skeem % Vektori komponentide avaldised
Mg Z'O 2 (ac—a)i_
0. GI 2 chi(r—a), —1— K —F—
— N 1
‘ R '(;;G;C'g:g: Te mmﬁl[shﬁ(ﬂc—a)+ — k(z—a),]
B,. My ?[1—Chl€(1‘—a)+]
1
Tw(’ - T T sh -
. m, K[b K (z a)+]
yzWGmx.m
M, i
0 GIt%O [she(z—a), — k(z—a),]
(o
) \‘/M:Fe Tie M, [chk(z—a), —1]
Bwe 7M7‘l [ShH(I*a)+]
T, - M, [Chf-@(x—a)Jr]
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Tabel C.2. Koormusvektorid Shukeseseinalise varda viidndel (2)
Koormuse skeem % Vektori komponentide avaldised

By ig
0. [chi(z—a), — 1]
B=M-e /Q Gl
W Ty e Bik [shk(z—a), |
. Bwe —Bk [Chli(l’—a)_i_]
Twe —Bkli[ShH(I—a)+]
yzZWGBy.m
M-w'
0 v [chi(z—a), — 1]
M/@ GIt
(0]
> Tie M-k [shk(z —a), |
a
B, — M- [chk(z—a), ]
Toe — M-k [shk(z—a), |
n-w ig
e 0. fG—It;[Shn(xfah_f H(IE*(Z)_F}
s == Tie —nw' [chk(z—a), —1]
a
B, n-w' [shf@'(m—ah}
Toe n-w' [chn(m—a)+]
N-w1
0 _ ¥ [chi(z—a), —1]
B=N-o /@ G
W Tic — N-w'k[shk(z—a), ]
2 B, N-w' [Chn(:cfa)_s_]
Tye N-w'k [shk(z—a), |




D. Vektorite teisendused

D.1 Kohalik ja iildteljestik

Konstruktsioonivarraste asukoha ja suuna kirjeldamiseks kasutame iildteljestikku (teljed x ja
z joonisel D.1). Varraskonstruktsiooni iga vardaga seotakse teljestik =*, 2* nii, et z*-telg iihtib
varda teljega. Nimetame x*- ja z*-telge kohalikuks teljestikuks.

Kasutame ainult parema kée teljestikku (jn A.3). Vaadates tasapinnalist konstruktsiooni
y-telje positiivsest otsast, loeme podrde positiivseks z-teljest x-telje suunas. Parema kie tel-
jestiku puhul on positiivne poore vastupdeva. Siirete ja jouvektorite kirjeldamiseks kohalikes
ja iildkoordinaatides tuleb teha koordinaatide teisendused.

D.2 Koordinaatide teisendus

Koordinaatide teisendusvalemite tuletamiseks vaatleme joonist D.1. Olgu koordinaadid xyz
tildkoordinaadid ja z*y*z* kohalikud koordinaadid. Vaatleme veel parema kide kolmikuid
i,j,kjai* j* k*. Need on iihikvektorite kolmikud, mis midravad koordinaattelgede suuna.

Joonisel D.1 on {iihikvektorid j ja j* suunatud vaataja poole. Vektori ]? projektsioonid
telgedele x, z on F), I, telgedele x*, z* aga 7, F. Seega

— —
F=F,-i+F,  k=F - i"4+F. k" o, 1 (D.1)
k* ‘k
x*
‘ i
B 13 COS Olyy = COS O
I 'OL LXX
1 X
\F
' Kk* Olypr COS Olyz* = —COS [
k -B
(o
Z& Oy
COS Ol = COS 3
Zz* COSOlz» =COS QL
z

Joonis D.1. Koordinaatide teisendus
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— —
Korrutame avaldise (D.1) vektoritega i* ja k*. Vdtame arvesse, et risti olevate vektorite
skalaarkorrutis (sisekorrutis) on null. Saame

F.i' = F* = F-i-F + F ki
LA R L (D:2)

F.-k* = F/ = F,-i-k* + F,-k-k

. . . . 4) . 4>

Poordseoste leidmiseks korrutame avaldist (D.1) vektoritega i ja k:

F-i = F, = F*-7-1 + F* k-1

F-k = F/ = F-i*-k + F'-k*-k

Uhikvektorite skalaarkorrutis vordub nende positiivsete suundade vahelise nurga koosinu-
sega:

- = - = - =

i-1* = 1.1 = cosog- 1-k* = cosaog,-

- = - = e - = v (D4)
k-k* = k*-k = cosa,,-, i*-k = cosa,,-

Telje x* suunakoosinused tihistame jargmiselt: cos a,,« = cos & ja cos .+ = cos B (cos f =

cos (90° + «) = — sin «). Jooniselt D.1 nideme, et
COS Qe = COSQ, COS Qs =  COS[ D.5)
COS Qe = COSQ, COS Qypr = —cosf3 '

Suunakoosinused arvutame varda Iopu ja alguse koordinaatide xy, 2y, T4, 24 (jn D.2)
jargi:

cosa = @ (D.6)
cosf = L ; A (D.7)

kus varda pikkus
[ = \/(zL —24) + (xp — xa)° (D.8)

Niiiid avaldame koordinaatide teisenduse:

HREX-IH

—cos 3 cosa F,
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Joonis D.2. Varda suunakoosinused

Koordinaatide poordteisendus:

{Fx } _ {cosa —cosﬁ] {F; } (D.10)

*
F, cosf} cosa F;

Vorreldes koordinaatide teisendusmaatrikseid avaldistes (D.9) ja (D.10), ndeme, et nendes on
read ja veerud vahetatud, s.t iihe saab teisest transponeerimisel. Asendades F, ja F, vOrrandis
(D.9) nende avaldistega vorrandis (D.10), saame maatrikskorrutise

l COs & cosﬁ} [cosa —6085]:[1 0] (D.11)

—cosf cosa cos 3 cosa 0 1

Siin annab maatriksi korrutamine tema transponeeritud kujuga ithikmaatriksi. Selliseid maat-
rikseid nimetatakse orfogonaalseteks. Ortogonaalse maatriksi poordmaatriks vordub tema
transponeeritud kujuga (mdlemal juhul on korrutiseks tihikmaatriks).

Arvestades, et cos § = cos (90 ° + «) = — sin a, voime seosed (D.9) kirjutada kujul
Fy | | cosa —sina F,
{ Fr } N l sina  cos ] [ F, 1 (D.12)
ja poordteisenduse
F, | | cosa sina Ex
{Fz} N [—sina cosa] [FZ*} (D-13)

Koordinaatide teisendus poordel nurga « vorra:
— timber z*-telje

T x* cosae sina 0 x*
y | =Rq(a)| y* | = | —sina cosa 0 y* (D.14)
2 z* 0 0 1 z*
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— iimber z*-telje

T z* 1 0 0 z*
y | =Rp(a)| v* | =0 cosa —sina y* (D.15)
z z* 0 sina cosao z*

— timber y*-telje

T z* cosae 0 —sina x*
y | =Ry ()| y* | = 0 1 0 y* (D.16)
z z* sinae 0 cos« z*

Niide D.1 (vektorite teisendus poordel). Olgu antud varda vidndenurga vektor 93(51) ja

paindenurga vektor gpél). Kohalike koordinaatide x*, y* poordel iimber z*-telje nurga —m /2

vorra

% x* cos(m/2) sin(m/2) 0 oL
0P | =Ree| y* | = | —sin(n/2) cos(m/2) 0 oV (D.17)
2* z* 0 0 1 2*
Siit saame
07 + o) =0 (D.18)
903(,2)—9;1) = 0 (D.19)

Avaldised (D.18) ja (D.19) selgitavad, kuidas tuleb poorete vektorid kontakti panna.
Murdepunktis peavad olema tasakaalus koguvddndemomendi vektor Tiah e ja paindemo-
mendi vektor M;l) ning vektorid T2, ja MZSQ) :
TG, — MY = 0 (D.20)

sumx

MP+T) =0 (D.21)

sumx

Vottes arvesse, et koguvddindemoment 1T,,, koosneb vabavidndemomendist 'T; ja koolde-
vddndemomendist T, (T, = Ty + 1,,), saame solme tasakaaluvorranditeks

T2+ 1 - MY = 0 (D.22)
MO+ +1) = 0 (D.23)

wxT
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D.3 Jiiga keha poore

Kinnispunkti iimber liikuva jdiga keha (jn D.3) asendi midramiseks kasutatakse Euleri nurki
0, 1 ja ¢ [LR71]. Vaatleme iildist (globaalset) Cartesiuse ristkoordinaadistikku X, Y, Z ja
kohalikku (lokaalset) ristkoordinaadistikku X*, Y*, Z*, mis on seotud jdiga kehaga. Tasan-
dite OXY ja OX*Y™ 1dikejoont O K nimetatakse sélmjooneks. Positiivse suuna sdlmjoonel
médrame nii, et poordel Z-teljelt Z*-teljele viiksemat nurka f mooda tekiks parema kie tel-
jestik.

) ) Joonis D.3. Euleri nurgad ) ) 3
Euleri nurkade jaoks on kasutusele voetud erinimetused, mis on périt astronoomiast. Nii

nimetatakse nurka 6 nutatsiooninurgaks, nurka v pretsessiooninurgaks ja nurka o omapdor-
denurgaks. Analoogilised nimetused on ka telgedel, mille iimber nimetatud poorded toimu-
vad: Z-telge nimetatakse pretsessiooniteljeks, sdlmjoont O K nutatsiooniteljeks ja Z*-telge
omapdorlemisteljeks.

Y. ¢

Joonis D.4. Poéordenurkade mittekonservatiivsus fikseeritud telgede suhtes
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Y, ¢

W(P=TCM WX‘V=0

Joonis D.5. Momentide mittekonservatiivsus fikseeritud telgede suhtes

Lineaarses paindeteoorias vaadeldakse poordenurki fikseeritud telgede suhtes. Nditame,
et suurte (10plike) poordenurkade puhul ei kehti podrete kommutatiivsus. Vordleme joonisel
D.4 ndidatud poordeid x- ja y-telje iimber. Joonisel D.4a teeme poorded ¢ = 1/27 ja x =
1/27 timber y- ja x-telje, joonisel D.4b poorded x = 1/27 ja ¢ = 1/2x timber x- ja y-telje.
Poorete algasendid on samad, 10ppasendid aga erinevad, seega poorded iimber fikseeritud
telgede ei ole vahetatavad, kommutatiivsed [Arg82].

Edasi vaatleme jdika keha, millele mojub moment y-telje suhtes (jn D.5a). Poordel ¢
limber y-telje teeb moment M positiivset t66d W,, = wM. Jdiga keha sama 16ppasendi (jn
D.5b) saame pooretega x ja ¢ iimber x- ja z-telje. Viimati vaadeldud pooretel moment M
to0d ei tee, s.t W,,, = 0. Nii soltub t66 fikseeritud telgede puhul tee (poordenurkade) kujust
ja on mittekonservatiivne [Zie77].

D.4 Kvaasi- ja semitangentsiaalsed momendid

Kvaasi-' ja semitangentsiaalse’ momendi mdistet [Kre09, Ik 59] kasutatakse 15plike pdorete
puhul 16plike elementide meetodis [GS94], [YMS&6].

Kvaasitangentsiaalne moment

Vaatleme kvaasitangentsiaalse momendi rakendust (jn D.6a). Votame kasutusele jdiga joudla,
mis on risti varda teljega. Joudla suuna mairb iihikvektora /. Rakendame varda ristldikesse
joupaari M k.

M, =1x M,k = M,m (D.24)

kus iihikvektorid k ja m on risti.

! Kvaasi- (1d quasi ’just nagu’) peaaegu.
2 Semi- (1d semi- *pool’) pool-.
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Joonis D.6. Kvaasi- ja semitangentsiaalsed momendid

Rakendame varda otsa viikese poorde . Uueks joudlaks saab

F=1+@x1 (D.25)

ning uueks momendiks

M9 =1x M,k (D.26)
Momendi juurdekasv
MA=MI—M,=M,(I"=1) xk =M, (Fx1)xk =
=M, (g k)1 (D.27)
Ulemine indeks ¢ osutab siin kvaasitangentsiaalsele momendile.

Semitangentsiaalne moment
Vaatleme semitangentsiaalse momendi rakendust (jn D.6b), kus momendil on kaks
teineteisega risti olevat joudlga. Rakendatav moment

1 1
M, =1x §Mok —k x §Mol = M,m (D.28)

on sama suur kui kvaasitangentsiaalne moment (D.24).
Rakendame varda otsa poorde 5, jittes momendid %MOI ja %Mok konstantseks. Joudlg
(vektor) k muutub nii nagu 1 (D.25):

k" =k+Jxk (D.29)
Semitangentsiaalse momendi juurdekasv

1 1
M, =1"x §Mok —k* x §Mol - M, (D.30)

Asetades L, k ja M, avaldised (D.25), (D.29), (D.28) vorrandisse (D.30), saame

1 1 1
MSA:éMo[(gﬁxl)xk—(gﬁxk)xl]zﬁ OQBXH’IZEQBXMO (D.31)

Ulemine indeks s osutab siin semitangentsiaalsele momendile.
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Jilgiva momendi® (ingl follower moment) juurdekasv

MY = @ x M, (D.32)

Semitangentsiaalset momenti vOib vaadelda kui fikseeritud momendi ja jilgiva momendi

keskmist viirtust [ABD79] (jn D.7).
(a) Algmoment (b) Telgmoment

(c) Jdlgiv moment (d) Semitangentsiaalne
moment

§/2

M*=12M + M)

i Joonis D.7. Jélgiv ja semitangentsiaalne moment
Joonisel:

(b) telgmoment M — moment iimber fikseeritud telje Lagrange’i koordinaatides;
(c) jiilgiv moment Mf — moment kaasaliikuvates Lagrange’i koordinaatides;
(d) semitangentsiaalne moment M® — momentide M, M aritmeetiline keskmine:

1
M = 51\/[ + wMf (D.33)

D.5 Kbvaasi- ja semitangentsiaalsed poorded

Semitangentsiaalsetele momentidele (jn D.7) vastavaid poordeid nimetatakse semitangent-
siaalseteks (jn D.8). Semitangentsiaalne podre on jélgiva poorde ja telgpoorde (poore timber
fikseeritud telje) aritmeetiline keskmine.

Semitangentsiaalse poorde kommutatiivsus
Semitangentsiaalsete poorete jirjestuse kirjeldamiseks kasutame tdhistust

1
T(") = 5(p+¢) (D.34)
1
T() = 5+ x) (D.35)
Poorete jarjestus joonisel D.9:
(a) telgpoorded p = 5 = x =733

(b) jélgivad poorded p = 5 = Y = z
(¢) telgpoorded vastupidises jirjestuses x = 5 = ¢ =

SIE]

3 Moment jirgneb tema rakenduspunkti pooretele.
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(a) Algteljed (b) Telgpoore

(c) Jalgiv poore (d) Semitangentsiaalne
poore

¢/2
X=X o+ Px1/2 %o
X =120+ %

Joonis D.8. Jilgiv ja semitangentsiaalne pdore

Niitame, et semitangentsiaalsete poorete jirjestusest T (x°%) = T (¢°) vdi T (¢°) =
T (x®) ei sdltu 16pptulemus:

TOOT () = 5 [T T () + T () Te)] =
=S MEOT () + T T (0] = T ()T () (D.36)

Siin kasutasime joonisel D.9 olevat vordust

T (xX") T(¢) =T (¢) T (x) (D.37)

(a) Telgpoore (b) Jélgiv poore (c) Telgpoore vastupidises
jérjestuses

X

T T(p @ T(xh T(9) £

Joonis D.9. Semitangentsiaalsete podrete kommutatiivsus
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Semitangentsiaalsete poorete reeglid
Semitangentsiaalsete poorete puhul tuleb vahet teha jargmistel juhtudel (jn D.10):

(a) koordinaadid podrduvad, kuid ristldige ei poordu;
(b) nii koordinaadid kui ka ristldige poorduvad;
(c) ristldige poordub, kuid koordinaadid ei pddrdu.

(a) Koordinaatide poore

(b) Koordinaatide ja ristldike poore (c) Ristldike poore

X*, (p>l< 172 Q Pos
Q29 P0s ' X0, X% @

12¢Pos

X,

12y pys
Z¥\y*
A v Nurk vdrdub 1/2 p s

YATIVAL oe

Joonis D.10. Semitangentsiaalsete poorete reeglid
Alustame lihtsaima juhuga, kus koordinaadid podrduvad, kuid ristldige ei poordu. Koor-
dinaatide teisendus tehakse vektoritega ¢ = {p, x, ¥} ja ¢* = {¢*, x*, ¥*}.

' =13+ Tr)y (D.38)
kus I3 on 3 x 3 tihikmaatriks ja

0 Pos  —Pos
Tr=1| —ps O Po4 (D.39)

pos  —pos 0O

Teisenduse (D.38) maatrikskuju:

P 0 Pos  —Pos 2
X" | =1 —ps O Po4 X (D.40)
P Pos  —pPo4 0 (G

Tasandilisel juhul xy = 0, pog = 0 (jn D.10a) teeme teisenduse

*

@ © — pos¥
VT o= Y+ pose (D.41)
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Koordinaatide ja ristldike samaaegsel pdordumisel

1

kus T i on antud avaldisega (D.39). Tasandilisel juhul xy = 0, pgg = 0 (jn D.10b)

. 1
Y = Y- 5/)051/)
. 1
v o= Y+ P05 (D.43)

Kui koordinaadid ei p6ordu ja ristldige podrdub (jn D.10c), siis

1
Tasandilisel juhul xy = 0, pogg = 0 (jn D.10c¢) teeme teisenduse
. 1
o= ¢+ §PO5¢
1
Yo=Y — P05 (D.45)

D.6 Pseudovektor

D.6.1 Suurte poorete maatriksesitus

Loplikud poorded, nii nagu siirdedki, ei ole lineaarsed ega lihtsalt liiddetavad. Geomeetriliselt
mittelineaarses teoorias defineeris Argyris [Arg82] péorde pseudovektori, mis on kasutusel
nditeks programmipaketis ANSYS [ANS92].

{0y ={p x v} =te (D.46)
kus ¢, x, ¥ on podrde § komponendid ristkoordinaadistikus Ozyz.

0= F TP D47)

ja e on poorde teljesuunaline ithikvektor (jn D.11).
Poorete abimaatriks on

0 —v x
Sl=| v 0 —op (D.48)
-Xx ¢ 0

Leiame poorete teisendusmaatriksi T (@) nii, et kohavektor p pdorduks uude asukohta p
(nD.11):

p=T@)p (D.49)
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Vaade suunas R—-R

Joonis D.11. Pseudovektor

Teisendusmaatriks T (#) on mittelineaarne funktsioon poordest 6.
Normeerime poorete pseudovektori nii:

{w} =w{e} (D.50)

kus {w} on pdorde pseudovektor pikkusega w ja komponentidega wy, wo ja w3. Kasutame
Rankini ja Brogani [RB86] normaliseerimist

6
w =2 sin 3 (D.51)
mis seob 6 ja w:
6
{w} =2 sin 2 {e} (D.52)
Teisendusmaatriks T [RB86] on seoses pdordega {wo} voi poordega {6}.
w2 1
T = L] +/1- (5) [T)+5 1 (D.53)
kus I3 on 3 x 3 ithikmaatriks ja €2 poorete abimaatriks:
0 —w, wy
Q=1 w. 0 —w, (D.54)
—Wy Wy 0

Kui pseudovektor on moodustatud ja normaliseeritud, siis midrame 10plike poorete
teisenduse vorrandi (D.53) abil. Vastupidi, kui 10plike podrete teisendus on teada, siis mai-
rame pseudovektori {ww} avaldisest

Q) = (i) - 717) (D.55)

kus ~ on maatriksi [T jdlg:
vy="T11+ T5o + T53 (D.56)
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D.6.2 Uksik pseudovektor

Argyris [Arg82] vaatleb jarjestikuste pooretega ekvivalentset iiksikut pseudovektorit 6.
Miidrame pseudovektori w:

{w} ={ws wy w,} = tang {e} (D.57)

ja pseudovektorile {w} vastava abimaatriksi:

0 —w: wy tan g 0 —v X 1 tan g
Q=1 w. 0 —w, |= 7 v 0 —p | = 570 [S]  (D.58)
—Wy Wy 0 -x ¢ 0 2

Vaatleme joonist D.12, kus punkt M on 16igu PP, = pa keskpunkt. Loik

_ 1 _
AM =5 (p+p1) cehk p+pi=24M (D.59)
Jooniselt ndeme, et
P+pa=p1 ehk p;—p=pa (D.60)

Vaade suunas R—-R

Joonis D.12. Uksik pseudovektor
Et 16ik C'M on risti 16iguga P P, siis

— 1 — 0
Kuna pa on risti pseudovektoriga w ja 2 AM = p + py, siis langeb ta kokku vektorkorruti-
sega w X (p + p1). Arvestades, et pseudovektori w ja 16igu AM vaheline nurk on «, saame
vektorkorrutise |w X (p + p1) | suuruseks

0 0 _ —— 7
sin a- tan 5-2 AM = - tan 5-2 AM =2CM- tan§ = |pal (D.62)

= Q
=14
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Siit saame seose

PA=wX(p+Pp1)=pP1—DP (D.63)

Vottes arvesse midrangu (D.58), saame seose (D.63) esitada kujul

p1—p=Q(p+p1) (D.64)

Siin veendusime korrutiste w X p ja {2p samaviirsuses.

D.6.3 Suured poorded ja kvaternioonid

Eesmirgiks on iiles ehitada poorete pseudovektor {6,,1} eelmisest pseudovektorist {6, }
juurdekasvu (inkremendi) { A#} abil. Argyris [Arg82] kasutas poorete pseudovektori moo-
dustamiseks kvaternioone®.

Kvaternioonide [BS73] mdiste vottis kasutusele W. R. Hamilton® 1843. aastal.
Kvaternioonid® on defineeritud skaalari ja vektori summana [ANS92]:

() = a+{b} (D.65)

kus sulud ( ) tdhistavad kvaterniooni. Kvaterniooni (q) skalaarne ja vektoriaalne osa on a
ning {b}. Kvaterniooni (q) norm |¢| arvutatakse jirgmiselt:

lq| = \/a2+b§+b§+b§ (D.66)

kus by, by ja bs on vektori {b} komponendid. Kui |¢| = 1, siis (q) on iihikkvaternioon.
Olgu (q1) ja (g2) kaks kvaterniooni:

(@) = a+{b} (D.67)
(@) = c+{d} (D.68)

Kvaternioonide korrutis (g, o) avaldub viisil

(@12) = (@){@) = ac—{b"} {d} +c{b} +a{d} - {b} x {d} ~ (D.69)
Kvaterniooni (g o) skalaarne S (¢;2) ja vektoriaalne {V (¢ 2)} osa:
S(qi2) = ac+ {b"}{d} (D.70)
{V(a2)} = c{b}+a{d}—{b} x {d} (D.71)
Argyris [Arg82, 1k 150] esitab pseudovektori kujul
(q) = cosg + sing {e} (D.72)

4 Kvaternioon (Id guaterni ’neljakaupa’) arvkujul: o = a + bi + cj + dk, kus a, b, c ja d on reaalarvud ning 1,
i, j ja k kvaternioonitihikud.

> Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), iiri matemaatik ja fiiiisik.

Shttp://www.geometrictools.com/Documentation/Quaternions.pdf (11.03.2016)
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Siin on (q) iithikkvaternioon. Avaldiste (D.52), (D.50) abil saame pseudovektori (D.72) kujul

0 1
(q) = cos 2+3 {e} (D.73)

Pseudovektori moodustamisel vaatleme poordeid {6, } ja {A6}:

(qn) = cos%n + % {wn} (D.74)
(Agq) = cos % + % {Aw} (D.75)

kus {wy } on normaliseeritud {f,} ja {Aw} on normaliseeritud {A6}.
Pseudovektori (g, 1) moodustamiseks kasutatakse kvaternioonide korrutamist (D.69):

0, A0 1
(1) = (Aq){gn) = cos oS {wn}" {Aw} +
1 A6 1 0 1
—cos — {wn} + = cos — {Aw} — = {w, A D.7
+20082{w}+2cos2{ w} 4{w}><{ w} (D.76)
Pseudovektor (g,1) on ihikvektor, sest (Ag) ja (g,) on iihikkvaternioonid. Pseudovektori
(Gn11) saab esitada kahel viisil:

0, 1

(Guy1) = cos ;1+§{wn+1} (D.77)
0, .0,

(Gni1) = cos +1+smT+1{en+1} (D.78)

Miidrame kvaterniooni (D.76) skalaarse ja vektoriaalse osa:

O 0, A6,
= COS — COS

2 2 2

1
S (¢n+1) = cos ~ 1 {wa} {Aw} (D.79)

1 1 Af 10, 1
{V (qn,—l-l)} = 5 {wnH} = 5 COS 7 {wn} + 5 COS ? {AW} — Z_]: {wn} X {AW} (DSO)

Poorded 6,11 ja {w,41} leiame vorranditest (D.79) ja (D.80).
Tuleb arvestada, et nurk 6 on piiratud poordega +. See piirang tuleneb siinusest, mille
mééramispiirkond on 0. . . 7. Kui |6| on suurem kui 7, siis

0" _{ 0 kui |0 <m (D.81)

2r —0 kui |0 >
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E.

Arvutiprogrammid

EST-meetodi arvutiprogrammid leiab raamatule lisatud CD-plaadilt vastavalt baas-
rajale (ingl base path) — file:///D:, file:///E:, file:///F:, file:///S:, file:///Z:, file:///media/cdrom0,
file:///media/E_OPE. Arvutiprogrammide avamisest loe 1k 4.

E.1

Programmid tala vidnde arvutamiseks

Programm E.1 (Naide2_1.m)' 56 — arvutab viiindenurga 0 ja momendid T, B.,, T,, ning
Tsum lausmomendiga m, koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

yspWGvfmhvI(baasiO,1,GIt, EIw)?
yspWGfhlin(baasiO,lx,GIt,EIw) 3
vzWGmx(baasiO,ll,a,mx,GIt, EIw )4
spInsertBtoA(spA,1Iv,1]v,spB)’
InsertBtoA(Bvb,1.J,IM,JN,vB,M,N)®
spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)’

yIWGfhlin(baasiO,l,x,GIt, EIw)3
SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx, GIt, EIw,suurused) ?
minMaxGrfVnurk(Fvv) 10

Programm E.2 (Naide2_2.m)'' 63 — arvutab viiindenurga 0 ja momendid T}, B,,, T,, ning
Tsum koondmomendiga M, koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

yspWGvfmhvi(baasiO,l,GIt,EIw) 12

= R =) T B S VR S et

—_ =
o= O

./octaveProgrammid/Naide2_1.m
./octaveProgrammid/yspWGvEimhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/y1WGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_2.m
./octaveProgrammid/yspWGvimhvI.m

191


./octaveProgrammid/Naide2_1.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_2.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
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— yspWGthlin(baasiO,l,x,GIt,Elw) 13

— vzWGMx(baasiO,l,x,a,Mx,GIt,EIw) 14
— splnsertBtoA(spA,Ilv,1]v,spB) 15

— InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N) '

— spSisestaArv(spA,iv,jv,sv

)17

- ylWthlin(baasi0,l,x,G]t,E]w)18
— SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,Alg P.mx, GIt, EIw,suurused) 19
— minMaxGrfVnurk(Fvv)?°

Programm E.3 (Naide2_3.m)’' 69 — arvutab viiindenurga 0 ja momendid T}, B,,, T,, ning
Ty bimomendiga B,, koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone
— yspWGvfmhvi(baasiO,l,GIt,EIw) 22
— yspWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw)*
— yzWGBYy(baasi0,l,x,a,By,GIt, EIw)**
— spInsertBtoA(spA,IIv,1Jv,spB)?>
— InsertBtoA(Bvb,I1,J,IM,JN,vB,M,N)*
— spSisestaArv(spA,iv,jv,sv)?’
— yIWGfhlin(baasiO,l,x,GIt, EIw)?®
— SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP.mx, GIt, EIw,suurused) 29
- minMaxGernurk(Fvv)30

Programm E.4 (Naide2_4.m)*' 75 — arvutab vicindenurga 0 ja momendid T, B, T,, ning
Toum lausmomendiga m, koormatud talas.

13
14
15
16

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_3.m
./octaveProgrammid/yspWGvEfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/y1WGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_4.m


./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_3.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_4.m
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Kasutab funktsioone

yspWGvfmhvl(baasiO,l,GIt,EIw) 32
yspWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw) 3>
vzWGmx(baasiO,l,l,a,mx,GIt,EIw) 34
splnsertBtoA(spA,Ilv,1Jv,spB) 35
InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N)3®
spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 37

yIWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw)38
SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt, EIw,suurused) 39
minMaxGrfVnurk(Fyv)4°

Programm E.5 (Naide2_5.m)*' 82 — arvutab viiindenurga 0 ja momendid T}, B.,, T, ning
T'sum koondmomendiga M, koormatud talas.
Kasutab funktsioone

yspWGvfmhvl(baasiO,l,GIt,EIw) 42
yspWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw)*
vzWGMx(baasiO,l,x,a,Mx,GIt,Elw) 44
splnsertBtoA(spA,Ilv,1Jv,spB) 45
InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N)*®
spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 47

yIWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw)*8
SisejoudWGmxpunktis(,X,a,AlgP,mx,GIt, EIw,suurused) 49
minMaxGrfVnurk(Fyv)>°

Programm E.6 (Naide2_6.m)°' 87 — arvutab viiindenurga 0 ja momendid T}, B.,, T,, ning
Tsum bimomendiga B,, koormatud talas.

32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
4
43
44
45
46
47
48
49
50
51

./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_5.m
./octaveProgrammid/yspWGvEimhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/y1WGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_6.m


./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_5.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_6.m
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Kasutab funktsioone

yspWGvfmhvl(baasiO,l,GIt,EIw) 32
yspWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw)>?
vzWGBy(baasiO,l,x,a,By,GIt,EIw) 54
splnsertBtoA(spA,Ilv,1Jv,spB) 35
InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N)>®
spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 57

yIWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw)>8
SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP,mx,GIt, EIw,suurused) 9
minMaxGrfVnurk(Fyv)©°

Programm E.7 (Naide2_7.m)°®' 93 — arvutab viiindenurga 0 ja momendid T}, B.,, T}, ning
Tsum pikijouga F, koormatud talas.
Kasutab funktsioone

yspWGvfmhvi(baasiO,l,GIt,EIw) 62
yspWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw) %
vzWGBy(baasiO,l,x,a,By,GIt,EIw) 64
splnsertBtoA(spA,IIv,1Jv,spB) 65
InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N)%°
spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 67

yIWGfhlin(baasiO,1,x,GIt, EIw) %8
SisejoudWGmxpunktis(,X,a,AlgP,mx,GlIt, EIw,suurused) 69
minMaxGrfVnurk(Fvv)'°

Programm E.8 (Naide2_8.m)’' 99 — arvutab viiindenurga 0 ja momendid T), B.,, T,, ning
Tsum laus- ja koondkoormusega m,, M, ning bimomendiga B, koormatud konsoolis.

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_7.m
./octaveProgrammid/yspWGvEimhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/y1WGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_8.m


./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_7.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_8.m
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Kasutab funktsioone

yspWGvfmhvi(baasiO,l,GIt,EIw) 72
yspWGfhlin(baasiO,lx,GIt,EIw) 3
vzWGBy(baasiO,l,x,a,By,GIt,EIw) 74
spInsertBtoA(spA,IIv,1Jv,spB)">
InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N) "¢
spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 77

vIWGfhlin(baasiO,l,x, GIt,EIw)78
SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP.mx, GIt, EIw,suurused) 9
minMaxGrfVnurk(Fvv)3°

Programm E.9 (Naide2_10.m)%' //6 — arvutab vidndenurga 0 ja momendid T, B,
T, ning T,,, laus- ja koondkoormusega m,, M, ning bimomendiga B, koormatud
mitmesildelises talas.
Kasutab funktsioone

yspWGvfmhvI(baasi0,1,GIt, EIw) ¥
yspWGfhlin(baasiO,l,x,GIt,EIw) 83
vzWGBy(baasiO,l,x,a,By,GIt,EIw) 84
spInsertBtoA(spA,IIv,1Jv,spB)®
InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N)3
spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 87
yIWGfhlin(baasiO,l,x,GIt,EIw) 88
SisejoudWGmxpunktis(l,X,a,AlgP.mx,GIt, EIw,suurused) 89
minMaxGrfVnurk(Fvv)®°

7
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

./octaveProgrammid/yspWGvEfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_10.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m


./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide2_10.m
./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
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Funktsioon E.1 (yspWGvfmhvI(baasiO,L1,GIt,EIw))°' 56, 54, 111 — arvutab éhukesesei-
nalise varda viicinde héoreda laiendatud iilekandemaatriksi (Uyyxy | —Iix4)-

Funktsioon E.2 (yspWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw))°> 54 — arvutab 6hukeseseinalise varda
viidinde horeda tilekandemaatriksi Uy 4.

Funktsioon E.3 (yIWGfhlin(baasi0,l,x,GIt,EIw))”* /15 — arvutab 6hukeseseinalise varda
viidinde iilekandemaatriksi Uy 4.
Funktsioon E.4 (yzZWGmx(baasi0,l,l,a,mx,GIt,EIw))** 54, 173, 115 — arvutab éhukese-

seinalise varda viicinde lausmomendi koormusvektori —7Z.

Funktsioon E.5 (yzWGMx(baasi0,l,x,a,Mx,GIt,EIw))”> /73, 115 — arvutab ohukesesei-

nalise varda vddnde koondmomendi koormusvektori —Z.

Funktsioon E.6 (yzZWGBy(baasi0,l,x,a,By,GIt,EIw))’° 54 — arvutab 6hukeseseinalise var-

da viicinde koondbimomendi koormusvektori —7.

Funktsioon E.7 (SisejoudWGmxpunktis(1,X,a,AlgP,mx,GIt,EIw,
suurused)).”’ 54 — arvutab 6hukeseseinalise varda viiinde koondbimomendi koormusvek-

tori —7.

Funktsioon E.8 (minMaxGrfVnurk(Fvv))’® — arvutab siirete ja momentide maksimaalsed
Jja minimaalsed viidrtused graafikute mahutamiseks ekraanile.

Funktsioon E.9 (spInsertBtoA(spA,IM,JN,spB))”  — sisestab héoreda maatriksi spB
horedasse maatriksisse spA, alustades IM-nda rea ja JN-nda veeru loikekohast. Horedate
maatriksite spA ja spB kattuvad elemendid liidetakse.

Funktsioon E.10 (InsertBtoA (A,LJ,IM,JN,B,M,N))'"" — sisestab (M x N )-jirku maatrik-
si Bvuxn (I X J)-jdrku maatriksisse Ayy g, alustades IM-nda rea ja JN-nda veeru loikeko-
hast.

Funktsioon E.11 (spSisestaArv(spA,iv,jv,sv))'"!

iv-nda rea jv-nda veeru loikekohale.

— sisestab arvu sv horeda maatriksi spA

91
92
93
94
95
96
97
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100
101

./octaveProgrammid/yspWGvEimhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/y1WGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m


./octaveProgrammid/yspWGvfmhvI.m
./octaveProgrammid/yspWGfhlin.m
./octaveProgrammid/ylWGfhlin.m
./octaveProgrammid/yzWGmx.m
./octaveProgrammid/yzWGMx.m
./octaveProgrammid/yzWGBy.m
./octaveProgrammid/SisejoudWGmxpunktis.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfVnurk.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m

E.2 Programmid murtud tala arvutamiseks 197

E.2 Programmid murtud tala arvutamiseks

Programm E.10 (Naide4_5Gamma.m)'"’ /23 — arvutab viiindenurga 0 ja momendid T},
B, T, ning Tk,,, lausmomendiga m, koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

yspTVml(baasi0,1,1, GAr,EJ,GIt,EIw) 03
vspTViin(baasiO,l,.x, GAr,EJ,GIt,EIw) 104
yITVlin(baasi0,l,x, GAr,EJ,GIt, EIw)'%
vzTVmx(baasiO,12,12,0.0,mx,GIt,EIw)] 106
yzTVqz(baasi0,12,12,0.0,mx,GIt, EIw) ] 'V
spInsertBtoA(spA,IIv,1Jv,spB) %
InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N) %
spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 110
yITVlin(baasi0,l,x, GAr,EJ,GIt, EIw) '
minMaxGrfTVnurk(LisaGr,Fvvs)''?

Programm E.11 (Naided_5GammaTV.m)''® /3] — arvutab vicindenurga 0 ja momendid
Ty, B, T,, ning Ty, lauskoormusega q, koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

yspTVml(baasiO,l,l, GAr, EJ,GIt,EIw) 114
yspTVlin(baasi0,l,x, GAr,EJ,GIt, EIw) '
yITVlin(baasiO,1,x, GAr,EJ,GIt, ETw) '1©
vzTVmx(baasi0,12,12,0.0,mx,GIt,EIw)] 117
yzTVqz(baasi0,12,12,0.0,mx,GIt,EIw)] '3
splnsertBtoA(spA,Ilv,1Jv,spB) 119
InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N) ?°

102
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105
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./octaveProgrammid/Naide4_5Gamma.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/y1TV1lin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqgz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/y1TV1lin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naided_5GammaTV.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/y1TV1lin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqgz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m


./octaveProgrammid/Naide4_5Gamma.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide4_5GammaTV.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
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— spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 121

— yITVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw) '?
— minMaxGrfTVnurk(LisaGr,Fyvs)'?3

Programm E.12 (Naide4_6U.m)'** 139 — arvutab viindenurga 0 ja momendid T}, B,,, T,
ning T, lausmomendiga m, koormatud konsoolis.
Kasutab funktsioone

— yspTVml(baasiO,1,1, GAr,EJ,GIt,EIw)'?

— yspTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw) '?

— yITVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw) '*’

— yzTVmx(baasi0,12,12,0.0,mx,GIt,EIw)] 128

— yzTVqz(baasi0,12,12,0.0,mx,GIt,Elw)] '*°

— splnsertBtoA(spA,IIv,IJv,spB)13°

— InsertBtoA(Bvb,1,J,IM,JN,vB,M,N) '3

— spSisestaArv(spA,iv,jv,sv) 132
— YITVlin(baasiO,l,x, GAr,EJ,GIt, EIw) '3
— minMaxGrfTVnurk(LisaGr,Fvvs)'3*

Funktsioon E.12 (yspTVmlI(baasi0,Ll, GAr,EJ,GIt,EIw))'* /39 — arvutab éhukeseseina-
lise varda painde ja vidnde horeda laiendatud iilekandemaatriksi (Uyxy | —Iix4).

Funktsioon E.13 (yspTVlin(baasi0,l,x,GAr,EJ,GIt,EIw))'*® /122 — arvutab éhukeseseina-
lise varda painde ja viiiinde horeda iilekandemaatriksi.

Funktsioon E.14 (ylITVlin(baasi0,,x, GAr,EJ,GIt,EIw))'*’ 126, 143 — arvutab 6hukesesei-
nalise varda painde ja viidinde iilekandemaatriksi.
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./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/y1TV1lin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide4_6U.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/y1TVlin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqgz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/y1TV1lin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/y1TVlin.m


./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide4_6U.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqz.m
./octaveProgrammid/spInsertBtoA.m
./octaveProgrammid/InsertBtoA.m
./octaveProgrammid/spSisestaArv.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/yspTVmI.m
./octaveProgrammid/yspTVlin.m
./octaveProgrammid/ylTVlin.m
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Funktsioon E.15 (yzTVmx(baasi0,12,12,0.0,mx,GIt,EIw))'*® /26, 143 — arvutab ohukese-

seinalise varda viicinde lausmomendi koormusvektori —7.

Funktsioon E.16 (yzTVqz(baasi0,12,0.0,qz,E])'** 126, 143 — arvutab ohukeseseinalise

varda painde lauskoormuse q, koormusvektori —Z.

Funktsioon E.17 (minMaxGrfTVnurk(LisaGr,Fvvs))'*’ — arvutab siirete ja momentide
maksimaalsed ja minimaalsed vidrtused graafikute mahutamiseks ekraanile.

Programm E.13 (Naide4_6Udef.m)'*' /49 — arvutab deformatsioonimeetodiga viiiinde-
momendi M, ja bimomendi B, murtud talas.

Programm E.14 (Naide4_6Uforce.m)'*” /49 — arvutab joumeetodiga viidindemomendi M,
ja bimomendi B,, murtud talas.
E.3 Ristloike geomeetrilised karakteristikud

Funktsioon E.18 (ohukeU(b,h,tf,tw))'*> 166 — arvutab ristloike loikekeskme ja keskjoone
vahelise kauguse e, vddndeinertsimomendi I, ning sektorinertsimomendi 1.

138
139
140
141
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143

./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVgz.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide4_6Udef.m
./octaveProgrammid/Naide4_6Uforce.m
./octaveProgrammid/ohukeU.m


./octaveProgrammid/yzTVmx.m
./octaveProgrammid/yzTVqz.m
./octaveProgrammid/minMaxGrfTVnurk.m
./octaveProgrammid/Naide4_6Udef.m
./octaveProgrammid/Naide4_6Uforce.m
./octaveProgrammid/ohukeU.m
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Terminid ja siimbolid

Bimoment. (eurokoodeksis — bimoment Bg,; sks Bimoment, ingl bimoment, vn u3rubuo-
KpyTamuii oumoment). Bimomendi tihis on B,. Bimomendi voib leida avaldisega

B, =—-EL/®" (T.1)

kus

E — elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . .. 220 GPa);

1, — sektorinertsimoment;

0" — viindenurga teine tuletis varda teljesuunalise koordinaadi jargi.

3,17, 22, 32, 35, 41, 43, 55-57, 60, 62-64, 66, 68-70, 72, 74, 75, 78, 80, 81, 84, 86,
87, 90, 92, 93, 96, 98-100, 103, 109, 110, 112, 117, 121, 128, 134, 137, 146, 168,
191-195, 197-199

Elastne joon (sks Biegelinie e elastische Linie, ingl elastic line, vn ynpyras sunaus). Elast-
seks jooneks nimetatakse varda kdverdunud telge, mille kuju méérab elastse joone vor-
rand.

33

Elastne telg (sks Schubmittelachse, ingl elastic axis e line of shear centers, vn ynpyras
och e nMuHus MeHTpoB m3ruba) on varda Idikekeskmeid ithendav joon.
3,33,44,107, 121, 137, 162

Koguviindemoment (eurokoodeksis — summaarne viindemoment; sks gesamte Torsions-
moment, ingl torsional moment, vn mosHbIA KpyTamuit MmomenT). Koguviindemo-
ment on vOrdne vabavdindemomendi (St. Venant’i viindemomendi) 7; ja kooldevéén-
demomendi 7, algebralise summaga:

kus

T'sum — koguviindemoment;

T, — vabavidindemoment;

T,, — kooldeviindemoment.

4,24, 41, 43, 55-57, 60, 62-64, 66, 68-70, 72, 74, 75, 78, 80, 81, 84, 86, 87, 90, 92,
93, 96, 98-100, 103, 109, 110, 112, 117, 124, 128, 134, 141, 146, 168, 178, 191-195,
197, 198

211
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Kooldejiaikus (sks Wolbsteifigkeit, ingl warping rigidity of the section, vn cekTopuastbHas
KECTKOCTDL JellJIaHallM TOHKOCcTeHHOro crepykH:A). Kooldejidikus avaldub elast-
susmooduli £ ja sektorinertsimomendi 7, korrutisena:

El,=F x 1, (T.3)

kus

1, — sektorinertsimoment;

E — elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . .. 220 GPa).
44, 45, 55, 62, 68, 74, 80, 86, 92, 98, 110, 121, 137

Kooldekarakteristik (sks Abklingfaktor fiir Torsion [Geil4, 1k 722], ingl flexural-torsion
cross-section characteristic [And12], [Pra74], vh u3arubuo-kpyTuibHASI XapaKTep-
uctukra crep:xusa [Bot62]). Kooldekarakteristik iseloomustab kooldumise maééra.
Kooldekarakteristiku tihis on k. Kooldekarakteristik saadakse dhukeseseinalise varda
takistatud viddnde diferentsiaalvorrandi vastavast karakteristlikust vorrandist.

G1, El,
= 4/ — = T.4
PEVEL “=\ar (T4
kus
GI; — vabaviindejiikus;
E 1, —kooldejdikus;

a — kooldekarakteristiku podrdvéaarus (ingl torsional bending constant) [HIM11].
44, 45, 55, 62, 68, 74, 80, 86, 92, 98, 110, 121, 137

Kooldemoment (eurokoodeksis — M, gq; sks Wolbmoment, ingl warping moment, vn
n3rnbOHoO-KkpyTAmuin  MmoMeHT). Kooldemomendi téhis on M,. Kooldemoment
leitakse samal viisil nagu bimoment, kuid bimomendil puudub momendi dimensioon.

El,
(h —t5)
kus

E — elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . .. 220 GPa);
1, — sektorinertsimoment;

0" — vidndenurga teine tuletis varda teljesuunalise koordinaadi jargi;

h — ristldoike korgus;

ty — voO paksus.

22

M,=7F 0" (T.5)

Kooldenihkepinge (eurokoodeksis — takistatud védndest tingitud nihkepinge; sks Wolb-
schubspannung, ingl warping shear stress, vn cekTopumaJbHOE KacaTeJLHOe
nanpsrenue). Kooldenihkepinge tédhis on 7,,. Kooldenihkepinge voib leida avaldisega

St T,S*
. "~ w — W~
T, = FE0 5 o (T.6)

kus
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E — elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . .. 220 GPa);
0" — viindenurga kolmas tuletis varda teljesuunalise koordinaadi jirgi;

S — eraldatud osa staatiline sektormoment;

0 — ristldikeelemendi paksus vaadeldavas kohas;

T,, — kooldevidindemoment;

I, — sektorinertsimoment.

3,24, 26, 29-31

Kooldenormaalpinge (eurokoodeksis — bimomendist tingitud normaalpinge; sks Wolb-
normalspannungen, ingl warping normal stress, vn cekTopuaJibHOE HOPMAaJbLHOE
Hanpsrerue). Kooldenormaalpinge o, vOib leida avaldistega

B,w
I,

(T.7)

o, = —FEwb", o, =

kus

E — elastsusmoodul ehk Youngi moodul (konstruktsiooniterastel 190 . .. 220 GPa);
w — sektorkoordinaat;

0" — viindenurga teine tuletis varda teljesuunalise koordinaadi jargi;

B, — bimoment;

w — sektorkoordinaat;

I, — sektorinertsimoment.

3,17, 21, 23, 24, 26, 30-32

Kooldetugevusmoment (sks Wolbwiderstandsmoment, ingl warping section modulus, vn
CEeKTOPUAJLHBIA MOMEHT conpoTuBiieHus) on sektorinertsimomendi /,, ja maksi-
maalse sektorkoordinaadi w,,,, jagatis. Kooldetugevusmomendi tihis on W,,.

W, = (T.8)

siin
1, — sektorinertsimoment;

Wmaz — Maksimaalne sektorkoordinaat.
110

Kooldeviindemoment (ecurokoodeksis — takistatud vddnde vidndemoment; sks Wolbtor-
sionsmoment, ingl warping torsional moment, v U3ruOHO-KPYTAIIUA MOMEHT).
Kooldevidindemoment 7}, midratakse integraaliga:

Tw:/rwrdA (T.9)
A

kus

T, — kooldenihkepinge;

r — pooluse kaugus keskjoone puutujast;

A — ristloike pindala.

24-27, 31,41, 43, 55, 56, 60, 62, 63, 66, 68, 69, 72, 74, 78, 80, 84, 86, 90, 92, 96, 98,
99, 103, 109, 112, 117, 121, 128, 134, 137, 146, 168, 178, 191-195, 197, 198
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Loikekese e viindekese (eurokoodeksis — vidndekese; sks Schubmittelpunkt, ingl shear
center, vin meHTp u3ruda) on punkt (poolus), mille puhul sektortsentrifugaalmomen-
did 1, , 1., . on vordsed nulliga. Loikekeskme koordinaadid zp ja y p keskpeateljestikus
miiratakse avaldistega

B JawoydA L.

JiwozdA 1,
= = = T.11
ur [, 22dA I, (T11)

kus

w — sektorkoordinaat;

1, . — sektortsentrifugaalmoment keskpeatelje y suhtes;
1, — sektortsentrifugaalmoment keskpeatelje z suhtes;
I, — peainertsimoment keskpeatelje y suhtes;

I,, — peainertsimoment keskpeatelje z suhtes.

26, 33, 36, 37, 39

Sektorinertsimoment (eurokoodeksis — ristldike sektoriaalinertsimoment; sks Sek-
tortragheitsmoment, ingl warping constant, vih CEKTOpPUAJILHLIA MOMEHT WHEPIIN)
on integraalina véljenduv summa. Sektorinertsimomendi tdhis on /. Sektorinertsimo-
ment médratakse integraaliga:

= / S2dA (T.12)
A

kus

w — sektorkoordinaat;

A — ristloike pindala.
3,22,23,29, 31, 43, 166, 199

Sektorkoordinaadi nullpunkt (sks Nullpunkt fiir die Sektorkoordinate, ingl null sectorial
point, vn cekTopuaJLHAA HyleBas Touka) on selline sektorkoordinaadi alguspunkt,
mille puhul kogu kujundi staatiline sektormoment vordub nulliga.

Sy = / wdA =0 (T.13)
kus 4
S,, — staatiline sektormoment;
w — sektorkoordinaat;
A — ristldike pindala.
Sektorkoordinaadi nullpunkti koordinaadi leiame avaldisega
Sw

= T.14
Whar A ( )

Sektorkoordinaadi nullpunkte voib olla mitu. Sektorkoordinaadi peanullpunkt on
16ikekeskmele koige 1dhemal.
3,37,38
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Sektorkoordinaat e sektorpindala (eurokoodeksis — sektoriaalpindala; sks Sektorkoordi-
nate, ingl sectorial coordinate, vn cekTopuasnLHasa koopauHaTta) on pindala koor-
dinaat. Sektorkoordinaadi tdhis on w. Sektorkoordinaat méiéiratakse integraaliga:

S2
wN:/ rds (T.15)

kus
r — pooluse kaugus keskjoone puutujast, mis 1dbib punkti N;

ds — keskjoone diferentsiaal.
3,21, 26,31, 37, 39,41, 92, 107

Sektortsentrifugaalmoment (sks sektorielles Deviationsmoment, ingl sectorial deviation
moment, Vi CEeKTOPUAJLHLI IIeHTPOOEKHLIE MOMeHT uHepunuu, kasutusel ka
CEeKTOPUAJLHO-JUHENHLITT IeHTPOOEKHLIE CTaTUYEeCKU# MOMEHT) on inte-
graalina viljenduv summa. Sektortsentrifugaalmomendi tédhis on I,,, voi 1, .. Sektor-
tsentrifugaalmoment midratakse integraaliga:

]wy:/zwdA, ]wzz/ywdA (T.16)
A A

kus

w — sektorkoordinaat;

1, . — sektortsentrifugaalmoment keskpeatelje y suhtes;
1., — sektortsentrifugaalmoment keskpeatelje z suhtes;
A — ristldike pindala.

3,158

Staatiline sektormoment (curokoodeksis — sektoriaal-staatiline moment; sks statisches
Sektormoment, ingl warping statical moment, vn CEKTOPHAJILHLIA CTATUYECKUM
mowmeHT). Staatiline sektormoment S,, madratakse integraaliga:

S Z/wdA (T.17)
A

kus

w — sektorkoordinaat;
A — ristldike pindala.
3,29

Suhteline viindenurk (sks Verdrillung e relativer Verdrehwinkel, ingl rotation per unit
length e twist, vnh oTHOCUTENLHBIT yroa 3akpyunBanusd) iseloomustab varda véaian-
denurga muutumist varda telje suunas. Suhtelise viddndenurga téhis on ¢’

Rl

0 = —
dx

(T.18)

kus
@ — vaandenurk.
41, 55, 62, 68, 74, 75, 80, 81, 86, 87,92, 93,98, 109, 110
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Tunnusarv vidndel (sks Stabkennzahl fiir Torsion [KK13, 1k 89], [WE98, 1k 18], ingl
torsion parameter [HM12] e warping parameter [VN87], vn KopeHL XapakTe-
puctuueckoro ypasueHusa [Fil78, 1k 318, 407]) iseloomustab kooldumise méiira.
Tunnusarv viidndel ¢; saadakse 0hukeseseinalise varda takistatud viinde diferentsiaal-
vorrandi vastavast karakteristlikust vorrandist.

GI,

=Kk =1
€t KR EL

(T.19)

kus

[ — varda pikkus;

Kk — kooldekarakteristik;
G, — vabaviindejdikus;
E 1, —kooldejidikus.

44

Vabaviindejiikus (sks Torsionssteifigkeit, ingl torsional rigidity e St. Venant torsional
constant, vn }KeCTKOCTDL Ipu umcToM Kpyuenun) avaldub nihkeelastsusmooduli G
ja viindeinertsimomendi /; korrutisena:

GIt == G X [t (T20)

kus

I, — viandeinertsimoment;

G —nihkeelastsusmoodul e nihkemoodul e Coulomb’i moodul, mis on antud avaldisega
G = E/(1+v), kus E on elastsusmoodul ja v on Poissoni tegur. Konstruktsiooni-
terastel v ~ 0.25...0.3, /G = 2.6 ja G ~ 81 GPa.

16, 44, 45, 55, 62, 68, 74, 80, 86, 92, 98, 110, 121, 137

Vabaviidndemoment (eurokoodeksis — vabaviinde (St. Venant’i vdinde) vddndemoment;
sks Torsionsmoment (Saint-Venant Torsion), ingl St. Venant torsional moment, vih Mmo-
MEHT YKUCTOTO Kpydenus). Vabavidndemomendi 7} ja vddndenurga 6 (z) tuletis var-
da teljesuunalise koordinaadi jirgi on omavahel seotud:

T, = GL,Y' (T.21)

kus

0’ — viindenurga tuletis varda teljesuunalise koordinaadi jirgi;

G I; — vabaviindejdikus.

15, 24, 30, 41, 43, 45, 55, 56, 60, 62, 63, 66, 68, 69, 72, 74, 78, 80, 84, 86, 90, 92, 96,
98,99, 103, 109, 112, 117, 121, 128, 134, 137, 146, 168, 178, 191-195, 197, 198

Viindeinertsimoment (eurokoodeksis — ristldike védndeinertsimoment; sks Torsion-
trigheitsmoment, ingl St. Venant torsional constant, vih MOMEHT WHEPIIUU TIPU YUC-
ToM kpyuenuu) vOib pidada polaarinertsimomendi iildistuseks. Viidndeinertsimo-
mendi tdhis on ;. Vaidndeinertsimomendi madramiseks voib leida avaldisi teatmikest.



Terminid ja siimbolid 217

1 n
I, == b,53 T.22
t 377 Zz:; 1 ( )

kus

b; ja 9; — ristloikes oleva viljavenitatud ristkiilikulise lehe kiiljed (b; > 9;);

7 — tegur, mille védrus soltub ristldike kujust: L-profiilil = 1.00...1.10, I-profiilil
n = 1.2, U-profiilil n = 1.12 ja T-profiilil » = 1.15 [Sad63, 1k 23].
Viindeinertsimomendi ; arvutamist dhukeseseinalise suletud ristldike korral vt [KM-
PR12, 1k 305].

16, 43, 166, 199

Viandenurk (eurokoodeksis — vidndenurk; sks Drehwinkel, ingl torsional angle, vn yro
3akpyumBanusg) moddab varda ristldigete poordumist iiksteise suhtes. Vidndenurga
tahis on 6.
15, 19, 21, 32, 41, 43, 55, 60, 62, 66, 68, 72, 74, 75, 78, 80, 81, 84, 86, 87, 90, 92, 93,
96, 98, 103, 109, 110, 117, 121, 127, 133, 137, 145, 191-195, 197, 198
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