TALLINNA TEHNIKAULIKOOL
MATEMAATIKAINSTITUUT

Eugen Paal

LINEAARALGEBRA

Veebiopik

TALLINN
2006

Koduleht

44

>

Lk 1 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.ttu.ee/
http://www.staff.ttu.ee/~math/
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
http://www.tallinn.ee/

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 2 eugen.paal@ttu.ee

Printversioon: Eugen Paal, Lineaaralgebra, TTU Kirjastus,
Tallinn, 2004, 208 lk. ISBN 9985-59-446-0

Viitenumber TTU Raamatukogu pikute osakonnas: 512 /P-01 Soe it

Tiitelleht

<4< 44

Lk 2 ® 286

Tagasi

Taisekraan

© Eugen Paal Lahku failist

ISBN 9985-59-506-8


http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
http://www.lib.ttu.ee/
http://www.lib.ttu.ee/dbs/item.asp?bkirjenr=b19268373
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 3 eugen.paal@ttu.ee

Eessona

Veebiopik on koostatud autori loengute pohjal Tallinna Tehnikaiilikooli iiliopilastele ning
koosneb suhteliselt iseseisvatest peatiikkidest. Seda vdiks soovitada eeskdtt neile, kes
tutvuvad ainega esmakordselt. Mahtu piiravaks asjaoluks oli loengute ja harjutustundide
arv (32432 tundi).

Opik sisaldab ka niiteid ja tilesandeid. Osa teoreetilist materjali on samuti vormis-
tatud iilesannetena. Lopus on iilesannete vastused ja aineregister.

Tekstis on kasutatud jargmisi lithendeid:

e LVS — lineaarvorrandisiisteem,

e VS - vektorislisteem,

e LK - lineaarkombinatsioon,

e LFS — lahendite fundamentaalsiisteem,
e [1 — toestuse voi lahenduse 1opp.

Autor tdnab koiki, kes annavad teada leitud ebakohtadest.
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1. Determinandid

Determinandi maiste
Idee selgitus

Algul defineerime esimest jarku determinands, siis esimest jirku determinandi abil teist
jarku determinandi, seejarel teist jarku determinandi abil kolmandat jirku deterems-
nandi jne, n-jarku determinandi defineerime (n — 1)-jarku determinandi kaudu. Sellist
defineerimisviisi nimetatakse induktiivseks ja vastavat objekti induktiivseks konstrukit-
stooniks.

Eelnevalt on soovitatav pogusalt tutvuda (ruut)maatriksi moistega (vt 2.1).

Esimest jirku determinant

Arvu a determinandi |a| ehk esimest jarku determinandi defineerime valemiga |a| =
deta = a.

Niide 1.1. | - 5| = =5, |[7| =7 jne.

Teist jirku determinant

Olgu aq1,a12,as1, aze arvud. Teist jairku determinandi defineerime arendusvalemiga

o a a
= det 11 12
az1 a2

= aq1]age| — aiz|azi| = ar1a22 — arza

ail  ai12
a21  G22

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 10 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 11 eugen.paal@ttu.ee

Niide 1.2. Arvutame teist jirku determinandi
’1 2

5 4‘21.4—2.32—2

Kolmandat jarku determinant

Olgu a;; arvud ning indeksid 4, j = 1,2,3. Kolmandat jirku determinandi defineerime
arendusvalemiga

a1 a2 a3 a1 a2 a3
a1 az az3| =det | a1 azx a3
as1 azz2 ass azy azz2 as3
. aze a3 a1 a3 a1 a2
= a1 — + a3
asy ass asy ass asy as2

Naiide 1.3. Arvutame kolmandat jarku determinandi

1 -1 3 ‘0_1

1 6

1 -1

1 0 —1j=1 9 6

[
2 1 6

ok

2 1
=10-6+1-1)+1(1-6+1-2)+3(1-1-0-2)
=12

Tahistusi

Samamoodi edasi toimides saame defineerida kdrgemat jarku determinandid. Olgu a;;
arvud ning indeksid i, j = 1,2, ...,n. Tdhistame n-jarku ruutmaatriksi A determinandi
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det A ehk (lithidalt Geldes) n-jarku determinandi jargmiselt:

ai;p a2 ... Qin aip ai2
. 21 A2 ... Q2n . (@21 a22

det A = det . ) _ ) =| .
Gpl Ap2 ... Qpp anl  An2

Aln
A2n

Unn

Determinandi det A ridade ja veergude all moeldakse maatriksi A ridu ja veerge.

Miinor ja alamdeterminant

Maatriksi A = (ai;) elemendi a;; miinoriks M;; nimetatakse determinanti, mille saa-
me maatriksi A determinandist i-nda rea ja j-inda veeru eemaldamisel. Elemendi a;;
alamdeterminandiks ehk algebraliseks tiiendiks nimetatakse arvu A;; = (—1)""7 M,;.
Suurust (—1)**7 nimetame elemendi a;; ja alamdeterminandi A;; mdrgitequriks.

Determinandi (induktiivne) definitsioon

Defineerime n-jarku determinandi (n — 1)-jarku determinantide kaudu arendusvalemiga

ail a2 ... QA1n
asr a2 ... aon

det A= . .| = anAn +andip + -+ am A

an1 Qp2 ... Ann,
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Seega on det funktsioon, mis seab igale ruutmaatriksile A arendusvalemi abil vastavusse

kindla arvu, A % et A. Teisiti deldes on funktsiooni det argumendiks ruutmaatriks
ja vaartuseks arv.

Niide 1.4. Vastavalt determinandi definitsioonile

g g‘g _g 2 0 -5 3 0 -5

=40 -2 3/-3|1 -2 3

LUz 1 -3 4 0 -3 4
01 -3 4

3 2 =5 32 0

—5{1 0 3/-0|L 0 -2

01 4 Jo1 -3

Siin esinevad kolmandat jarku determinandid on omakorda voimalik arvutada arendus-
valemi abil. Determinandi vaédrtuse arvutamise jatame lugejale iseseisvaks tilesandeks.
Arendusteoreemid ja arendusvalemid

Kroneckeri stimbol

Kroneckeri ' siimboli §;; defineerime valemiga

1, kuii=j
0ij = L
0, kuii#j

'TLeopold Kronecker (1823-1891), saksa matemaatik.
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Arendusteoreemid
Teoreem 1.5. Olgu A ruutmaatriks ning A;; elemendi a;; alamdeterminant. Siis

a;1A51 + aipAjo + -+ ainljn

5ij det A =
a1341; + agiA2; + - - - + apiAnj

Arendusvalemid
Votame arendusteoreemides j = ¢. Saame nn arendusvalemid
det A — a;1Ai1 + a4+ - - + amAin
a1;A1; + ag;Ag; + - - - + ani Ap;

Esimene valem on determinandi arendus i-nda rea jargi ning teine valem on determinan-
di arendus i-nda veeru jargi. Esimesest arendusvalemist saame ¢ = 1 korral determinandi
definitsiooni.

Arendusvalemeid vGib kasutada ka determinandi arvutamiseks. Otstarbekas on ka-
sutada arendusi eeskitt nende ridade ja veergude jirgi, mis sisaldavad nulle.

Niide 1.6. Arendame kolmandat jirku determinandi teise rea ja kolmanda veeru jargi

ail a2 a3
. a2 ai3 ail ai3 ail a2
ag1 G2 Q23| = —a21 + ag9 — a23
as2 a3y ass azr as2
azl a3z as3
a1 a2 ail a2 ail a2
= +ai3 — a3 + ass
a31 2 a3; as2 a1 a2

Vorduste kehtivuse kontrollimise jatame lugejale.
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Determinantide omadusi ja arvutamine

Arendusvalemid on determinantide arvutamiseks iildiselt liiga t66mahukad. Mugavam
on arvutada determinante alljirgnevate omaduste abil. Enne aga defineerime kolmnurkse
determinandi.

Kolmnurkne determinant

Utleme, et determinant on kolmnurksel kujul ehk kolmnurkne, kui tema peadiagonaalist
allpool (iilalpool) asetsevad elemendid on nullid.

Determinantide omadusi

Teoreem 1.7. Determinantidel on jargmised omadused.

1. Kolmnurkne determinant vordub peadiagonaali elementide korrutisega.

2. Kui determinandis on kaks tihesugust rida (veergu), siis on determinant null.

3. Determinant ei muutu, kui tema read kirjutada imber veergudena (loomulikus jdr-
jestuses).

4. Vahetame determinandis kaks rida (veergu). Tulemus vordub esialgse determinandi
vastandarvuga.

5. Korrutame determinandi mingit rida (veergu) arvuga. Tulemus vordub esialgse
determinandi ja arvu korrutisega. Teisiti deldes voib determinandi rea voi veeru
tihise tegquri tuua determinandi mdrkide ette.

6. Determinant ei muutu, kui reale (veerule) liita arvkordne teine rida (veerg).
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7. Olgu determinandi mingi rea (veeru) iga element kahe liidetava summa. Siis aval-
dub determinant kahe determinandi summana. Esimeses determinandis on vaa-
deldavas reas (veerus) esimesed liidetavad ja teise determinandi vaadeldavas reas
(veerus) teised liidetavad. Ulejiinud read (veerud) on endised.

Determinantide arvutamine

Kasutades iilaltoodud determinantide omadusi, teisendame determinandi kolmnurkseks
ning seejirel kasutame omadust 1 teoreemist 1.7.

Niide 1.8. Arvutame determinandi omaduste abil

43 -5 0<Ry |10 -2 3
32 0 -5 _ 32 0 -5-3R
10 -2 3 T4 3 -5 0|-4R
01 -3 4 01 -3 4
10 -2 3 10 -2 3
_ o2 6 -14_ .01 3 -7
o 3 3 —12[ 01 1 —4|-R
01 -3 4 0 1 -3 4|-Rs
10 -2 3 10 -2 3
_ g0 3 -7 _ g0 3 -7
oo -2 3 oo -2 3
0 0 —4 8/—2R; 00 0 2
=—6-1-1-(-2)-2=24
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Ulesanded

Arvutada determinandid.

Teist jirku determinandid

1.4.1

1.4.4

1.4.7

1.4.9

1.4.11 Kontrollida determinantide omadusi teist jirku determinantide korral.

1 2

1.4.2
3 4
a+b a—>b
a—b a-+b
cosa sin«
sinf3 cosf
1—¢2 2
1+t2 1+¢2
—2t  1—t2
1+t2  1+¢2

2 3 n+1
1.4.3
‘5 7
‘ 1.4.5 |cOS0 —sina
sina  cos
sin o + sin 8
7 lcos B — cos
1+t; 2t
= =
1.4.10 |57 18
1—-¢2 12

Kolmandat jarku determinandid

1.4.12

1.4.15

n
n—l’
sina cos«
sin 3 cosf
cos 3 + cos
sin a — sin 0

4.6

2 1 3 3 2 1 4 -3 5
5 3 2 14132 5 3| 14143 -2 B8
1 4 3 3 4 2 1 -7 -5
3 2 —4 3 4 =5 4 2 -1
4 1 -2(14.16|8 7 -2 14175 3 -2
5 2 =3 2 -1 8 3 2 -1
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1 1 1 01 1 5 6 3
1.4.18 |1 2 3| 1.4.1911 0 1|11.4.20(0 1 0
1 3 6 1 1 0 7 4 5
2 0 3 123 a b c oty elni
1.4.21 |7 1 6| 1.4.22|14 5 6| 1.4.23|b ¢ a
6 0 5 7 8 9 c a b Tiitelleht
a r T a+x aE x
1424 |x b x| 1425| =z b+zxz 2 44 >
r T cC T aE c+x
s%noz cosa 1 < >
1.4.26 [sin3 cosf 1
sin cos 1
E ! Lk 18 ® 286
1.4.27 Kontrollida determinantide omadusi kolmandat jarku determinantide korral.
— c c Tagasi
Korgemat jirku determinandid
1 11 1 1 (1) (1) 1 i Tiisekraan
1.4.28 11 -1 1 1.4.29 110 1 ~
1 1 1 -1 1110 Lahku failist
2 -5 1 2 -3 9 3 6
-3 7 -1 4 -5 8 2 7
1.4.30 5 _g9 9 7 1.4.31 A _5 _3 _9
4 —6 1 2 7T -8 —4 -5
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1.4.32

1.4.34

N = O Ot W Ot Ot W

1.4.36

i e

EN|

1.4.38

N = W N

g oo @8 S

—
Lo N Ot

s~ o

v W 3 W
A OT D~

Tt Ot © 0 O

7T 3 26
9 -9 4 9
1.4.33 7 _9 7 3
5 —3 3 4
4 1 2 3 4 5
6 2 3 7 10 13
7 14353 5 11 16 21
4 2 =T v 7 2
3 1 4 5 3 10
4 -4 24 11 13 17 19
6 6 51 13 32 40 46
-1 —6| 1.4.37 |61 11 14 50 56
4 5 62 20 7 13 52
2 =% 80 24 45 57 70
-1 8
2 3
3 2
1 2
5 7
2 1

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44
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-5 -7
0 O
2 0
1.4.39 6 4
5 —4
3 0

1.4.40 Arvutada

-2 2 -2 16
4 0 -5 0
-2 0 2 0
6 -1 15 -5
10 1 14 6
-2 0 3 0

Vandermonde’s determinant

1 1
Z1 )
2 2
Vn(l'la 7xn) =| " L2
n—1 n—1
Ty Ty

Koduleht

Tiitelleht
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2. Maatriksarvutus

Maatriksi mdsiste ja elementaartehted
Maatriksi moiste

Maatriksiks nimetame (arvuliste elementidega) tabelit, mille elemendid on paigutatud
ridadeks ja veergudeks.

Olgu a;; arvud ning i = 1,...,k, j = 1,...,n. Need arvud paigutame maatriksisse
A jargmiselt:
a1 a2 ... Qip
e a:21 a:22 a?n = (as)
ag1 Qg2 ... Qgp

Elemendis a;; nditab esimene indeks ¢ rida (reaindeks), teine indeks j osutab veergu
(veeruindeks), kus element a;; asetseb. Arvupaari k x n = (k,n) nimetatakse maatriksi
A jirguks. Selguse huvides vGib maatriksi jarku néidata ka tdhistuses nt (ai;)g x n-

Kui & = n, siis 6eldakse, et A on ruutmaatriks. Ruutmaatriksi jarguks nimetame
lihtsalt selle maatriksi ridade (ehk veergude) arvu. Elementide jérjendit ai1,age, .. . ni-
metatakse (ruut)maatriksi A peadiagonaaliks.

K®igi k x n-jarku reaalarvuliste elementidega maatriksite hulka tdhistame edaspidi
Maty, x n = Maty » (R).

Koduleht

Tiitelleht
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Aritmeetilised vektorid

Uherealisi ja iiheveerulisi maatrikseid nimetatakse ka (aritmeetilisteks) vektoriteks. Arit-
meetilise vektori elemente nimetatakse tavaliselt vektori koordinaatideks ehk komponen-
tideks. Aritmeetiliste vektorite hulkadeks on seega Mat; x ,, ja Maty « 1-

Maatriksi ridadest moodustatud iiherealisi maatrikseid nimetatakse maatriksi rea-
vektoriteks. Maatriksi veergudest moodustatud iiheveerulisi maatrikseid nimetatakse
maatriksi veeruvektoriteks.

Maatriksite vordsus
Oeldakse, et maatriksid A = (a;;) ja B = (b;;) on vordsed ja kirjutatakse A = B, kui
1) neil on iihesugused jérgud,

2) nende vastavad elemendid on vordsed, s.t a;; = b;;.

Maatriksite liitmine

Olgu A = (ai;) ja B = (b;;) tihesuguste jarkudega maatriksid. Maatriksite A ja B
summaks A+ B nimetatakse maatriksit elementidega

(A+ B)ij = a;j + bij

Teiste sonadega, maatriksite liitmisel liidame vastavad elemendid.

Koduleht

Tiitelleht
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Niide 2.1 (summa arvutamine). Arvutame maatriksite summa
1 2 3 I 3 =2 1\ (1+3 2-2 3+1
4 5 6 -6 4 -5/ \4-6 5+4 6-5
[ 4 0 4
S \-2 9 1
Maatriksi A = (a45) ja arvu a korrutiseks aA nimetatakse maatriksit elementidega

(aA)ij = aa;j. Korrutis Ao defineeritakse valemiga (Aa);; = a;jo. Ilmselt Ao = aA,
sest (arvude korral) a;;a = aa;j.

Maatriksi korrutamine arvuga

Teiste sonadega, maatriksi korrutamisel arvuga korrutame antud arvuga maatriksi
koik elemendid.

Niide 2.2 (korrutise arvutamine). Arvutame maatriksi ja arvu korrutise
3 3 -2 1\ 3:3 =3:-2 3-1
-6 4 -5/ \-3:6 3-4 -3-5

(9 6 3\ _ (3 -2 1),
“\-18 12 -15) " \-6 4 -5
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Nullmaatriks

Maatriksit, mille k6% elemendid on nullid, nimetatakse nullmaatriksiks ehk nulliks ja
tahistatakse

0 0 0
0 0 0

0= : = (0s)
0 0 . 0

Paneme tihele, et nullmaatriksi tdhistamiseks kasutame arvu 0. Lugeja peab konteks-
tist moistma, millal on tegemist arvuga 0 ja millal nullmaatriksiga. Seda mugavat ka-
hemaottelist tdhistust on tiilikas véltida. Selguse huvides v6ib nullmaatriksi jarku naidata
ka tahistuses, nt Oy « ,, on k X n-jarku nullmaatriks. Nullmaatriksi jarku tavaliselt ei eks-
poneerita, see selgub kontekstist. Naiteks nullmaatriksi liitmisel mingi teise maatriksiga
peavad summa eksisteerimiseks jirgud olema iithesugused.

Lause 2.3 (nullmaatriksi neutraalsus). A+0=A=0+ A
Taoestus. Toepoolest
(A+ O)i]‘ =a;; +0; = a;; +0
= aZ]
:0+aij ZOZ‘j—i—aij
= (0= Al O

Koduleht

Tiitelleht
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Vastandmaatriks

Maatriksi A vastandmaatriksiks nimetatakse maatriksit —A = (—1)A. Teiste sonadega,
vastandmaatriksi elemendid on maatriksi elementide vastandarvud, s.t (—A);; = —a;;.

Lause 2.4. A+ (-A)=0=-A+A

Toestus. Toepoolest
[A+ (=A)lij = aij + (=A)ij = aij — ai
= —ai + i = (—A)Z'j + a;;
= [-A+ Al -

Maatrikstehete omadusi

Elementaarsed omadused

Maatrikstehete lihtsamaid omadusi kirjeldame jargmiselt.

Teoreem 2.5 (maatrikstehete omadused). Olgu A, B, C ihesuguste jarkudega maatrik-
sid ming «, B arvud. Siis

1) A+ B=B+ A (liitmise kommutatiivsus),

2) (A+B)+C=A+(B+C) (liitmise assotsiatiivsus),
3) A+0=A=0+A (nullmaatriksi olemasolu),

4) A+ (-A)=0=—-A+A (vastandmaatriksi olemasolu),
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Tiitelleht
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5) a(A+ B) = aA+aB  (distributiivsus),

6) (a+ B)A=aA+PBA (distributiivsus),

7) a(BA) = (aB)A  (arvuga korrutamise assotsiatiivsus),
8) 1A=A (unitaalsus).

Toestus. Me juba tGestasime omaduse 3) lausega 2.3 ja omaduse 4) lausega 2.4. TGestame
veel omaduse 5). Arvutame

[a(A - B)]ij = a(A =F B)ij = a(aij =F bij) = aa;j + Oébij
= (ad)ij + (aB)ij = (@A + aB)y;

Ulejadnud omadused tdestatakse samamoodi. O

Maatriksite vahe
Maatriksite A ja B vahe A — B defineeritakse valemiga
A—-B=A+(-B)
Maatrikstehete omadusi illustreerib héasti jargmise teoreemi tdestus.
Teoreem 2.6. Vorrandi A+ X = B ainus lahend on X = B — A.
Toestus. Niitame koigepealt, et B — A on vorrandi lahend
A+ (B-A)=A+B+(-A)=A+B+(-1)A

=1A+(-1)A+B=[1+(-1)]JA+B
=0A+B=0+B=B

Koduleht
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Olgu Y veel mingi lahend, s.t A+ Y = B. Siis

Y =04Y =(—A+A)+Y =—A+(A+Y)
=-A+B=B+(-A)=B-4A

mis iitlebki, et lahend B — A on ainus. O

Jareldus 2.7. Vorrandi A+ X = A ainus lahend on nullmaatriks.

Seda omadust kasutatakse sageli nullmaatriksi defineerimiseks. Nullmaatriks defi-
neeritakse siis kui vorrandi A + X = A (ainus) lahend.

Jireldus 2.8. Vorrandi A+ X = 0 ainus lahend on maatriksi A vastandmaatriks —A.
Seda omadust kasutatakse sageli vastandmaatriksi defineerimiseks. Maatriksi A vas-
tandmaatriks —A defineeritakse siis kui vorrandi A + X = 0 (ainus) lahend.
Maatriksite korrutamine
Aritmeetiliste vektorite skalaarkorrutis
Aritmeetiliste vektorite
u=(ug,...,un) €ER" ja v=(vy,...,v,) €R"

skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu

n
(u|v) = urv1 + ugva + ... + upvy = Zusvs
s=1

Koduleht
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<4« 44

Lk 27 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 28 eugen.paal@ttu.ee

Niide 2.9. Olgu u = (2,-3,4,—5) jav = (4,5,2,—3). Siis

(ulv)=2-4-3-5+4-2+5-3=16

Maatriksite korrutamine

Olgu A € Maty «,, ja B € Mat,, ;. Maatriksite A ja B korrutiseks nimetatakse maat-
riksit AB € Maty «;, mille i-ndas reas ja j-indas veerus asetseb maatriksi A i-nda
reavektori ja maatriksi B j-inda veeruvektori skalaarkorrutis

n
(AB)ij = a;1b15 + apeboj + ... + aiby; = Z @ishsj
s=1

Tahelepanek

1. Korrutise AB eksisteerimiseks peab maatriksi A veergude arv vorduma maatrik-
si B ridade arvuga. Seda korrutise eksisteerimise eeldust voib nimetada tegurite
jarkude koosdla tingimuseks.

2. Korrutises AB on sama palju ridu kui maatriksis A ja sama palju veerge kui
maatriksis B.

Niide 2.10 (erinevat jirku maatriksite korrutis). Vaatleme maatriksite korrutisi

Koduleht

Tiitelleht

<4«
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2 1 3 -1 2 2.3+1-0 —2:14+41-1 2:2+14
0 2 :( 0-342:0 0-1+2-1 0-2+2.4)
0 1 4 —1-340-0 1.14+0-1 —1.240-4
-1 0
6 —1 8
= 0 2
-3 =2

Niide 2.11 (rea- ja veeruvektorite korrutised). Vaatleme rea- ja veeruvektorite korrutisi

4
(1,2,3) | 5] =(1-4+2-5+3-6) = (32)
6

4 4.1 4-2 4-3\ /4 8 12
51(1,2,3)=15-1 5-2 5-3|[5 10 15
6 6-1 6-2 6-3/ \6 12 18

Niide 2.12 (ruutmaatriksite korrutised). Vaatleme ruutmaatriksite korrutisi

Koduleht

Tiitelleht
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1 2 5 6\ (1-54+2-7 1-6+2-8 19 22

3 4 7 8)  \3:-54+4-7 3-6+4-8 43 46

5 6 1 2y (5-1+6-3 5-246-4\ (23 34

7 8 3 4/ \7-14+8-3 7-24+8-4) \31 46
Maatrikskorrutise mittekommutatiivsus

Oeldakse, et maatriksid A ja B kommuteeruvad, kui AB = BA. Eelmised niited iitlevad,
et maatrikskorrutamine on ildiselt mittekommutatiivne tehe, s.t AB # BA. Korruta-
mine on {ildiselt mittekommutatiivne ka siis, kui tegurid on ruutmaatriksid.

Avaldist [A, B] = AB — BA (kui leidub) nimetatakse maatriksite A ja B kommu-
taatoriks ehk Lie korrutiseks. Kommutaator on méadratud vaid dhesuguste jirkudega
ruutmaatriksite korral. Kommutaatori omadusi vaatleme allpool (teoreem 2.18).

Niide 2.13. Arvutame

6 9N°. /6 9/ 6 9
-4 —-6) \-4 —-6/\—-4 —6
[ 6:6-9-4 6-9-9-6) (0 O
- \—4:-6+6-4 —4-94+6-6/ \0 0
Tulemus iitleb, et leidub A # 0 nii, et korrutis AA = 0. Osutub, et korrutis AB voib

olla null (AB = 0) ka siis, kui molemad tegurid on nullist erinevad ja A # B. Seda
omadust nimetatakse nullitequrite olemasoluks.
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Niide 2.14 (nullitegurid). Vaatleme maatriksite korrutist

0 1) (1 0)_(0-14+1:0 0-0+1-0Y _ (0 0} _,
0 0)\o 0o/ \o-1+0-0 0-0+0-0/  \o o)  2x2
N N —

nullitegur nullitegur

Korrutades aga teises jarjekorras, saame

1 0 0 1y (1-040-0 1-14+0-0) (0 1 20

0 0/\0 0/ \0-040-0 0-140-0/ \0 0 2x2
Uhtlasi veendusime veelkord maatrikskorrutise mittekommutatiivsuses.

Uhikmaatriks

Ruutmaatriksit, mille peadiagonaalil on ihed ning mujal nullid, nimetatakse dhikmaat-
riksiks ehk dihikuks ehk dheks ning tdhistatakse

10 ... 0
o1 .oof '
r=|{. . . [=Uy) =0y
00 ... 1

Siin on ¢;; Kroneckeri siimbol. Uhikmaatriksi tidhistamiseks kasutatakse sageli ka arvu
1. Sellisel juhul peab kontekstist moistma, millal on tegemist arvuga 1 ja millal iihik-
maatriksiga.

Koduleht

Tiitelleht
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Uhikmaatriksi korrutamisel mingi teise maatriksiga peavad tegurite jirgud olema,
kooskolas. Selguse huvides voib iihikmaatriksi jarku n#idata ka tdhistuses, nt [, on
n-jarku ithikmaatriks. Uhikmaatriksi (nagu ka nullmaatriksi) jirku tavaliselt ei ekspo-
neerita, see selgub kontekstist.

Niide 2.15 (madalat jarku ithikmaatriksid). Esimesed tihikmaatriksid on

L0 100
5L = (1), Izi(o 1), IL=[0 1 0| jne
001

Maatrikskorrutise omadusi

Votame kokku maatrikskorrutise lihtsamad omadused.

Teoreem 2.16 (maatrikskorrutise omadused). Olgu maatriksid A, B, C sellised, et all-
pool esinevad tehted on mddratud ning olgu o arv. Siis

1) (AB)C = A(BC)  (korrutamise assotsiatiivsus),
2) (A+£ B)C = AC £ BC  (korrutamise distributiivsus),
3) A(B+C)=AB+ AC  (korrutamise distributiivsus),
4) (a¢A)B = a(AB) = A(aB)

(arvuga korrutamise assotsiatiivsus),
5) IA=A= Al (unitaalsus),
6) det AB = det A - det B.
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Toestus. Toestame néiteks omaduse 2)

[(A+ B)Clij = (A+ B)acij + ...+ (A+ B)incnj

= (ai1 + b )erj + - . . + (@in + bin)en Koduleht
= @j1C15 + . .. + QinCnj +binc1; + . .. + bincyj
(AC)s; (BOY,; Tiitelleht
= (AC)i; + (BC)ij = (AC + BC);j
mis toestabki noutava vorduse. Ulejisinud omadustest 1) — 5) toestatakse samamoodi. « >
Omadus 6) toestatakse determinantide teoorias. O p >
Ruutude vahe valem
Lk 33 ® 286
Lause 2.17. Olgu A ja B tihesuguse jirguga ruutmaatriksid. Siis
(A+B)(A-B) = A> - B> - [4, B] Tagasi
Toestus. Toepoolest
(A+B)(A—B) = A(A— B) + B(A— B) LLebiseiaram
=AA-AB+ BA- BB
_ A2_B?_[A B 0 Lahku failist

Viimasest lausest jareldub
(A+B)(A-B)=A4>-B> < [A,B]=0

mis iitleb, et ruutude vahe valemit voib kasutada siis ja ainult siis, kui maatriksid A ja
B kommuteeruvad.
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Lie-Poissoni algebra (kommutaatori omadused)

Teoreem 2.18 (kommutaatori omadused). Olgu A, B ja C ihesuguse jirguga ruut-
maatriksid ning olgu o arv. Siis

1) [4,
2) [A+ B,C|=[A,C| £ [B,C] (aditiivsus),

3) [aA,B] =[A,aB] = a[A,B]  (homogeensus),

4) [A,BC| =[A,B|C + B[A,C] (Leibnizi valem),

5) [[A,B],C]+ [[B,C], Al + [[C, A], B] =0 (Jacobi identsus).

Omadused 1) — 5) on nn Lie-Poissoni algebra definitsioonseosed. Neid algebraid
kasutatakse laialdaselt mehhaanikas.

B] = —[B,A] (antisimmeetria),

Transponeerimine

Transponeerimine

Maatriksi A € Maty,  ,, transponeeritud maatriksiks nimetatakse maatriksit AT € Mat,, « &,

mille veergudeks on maatriksi A read.

Naide 2.19. Transponeerime maatriksi

1 2 3 L4
A= EMat2><3:>AT: 2 5| € Matzxo
4 5 6 3 6

1 2 3
:>(AT)T:<4 5 6>:A€Mat2><3
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Naiide 2.20. Transponeerime reavektori

a:(1,2,3,4)€Mat1X4:>aT: € Maty « 1

=W N =

= (a1)T = (1,2,3,4) = a € Mat x4

Siimmeetria ja antisimmeetria

Maatriksit A nimetatakse simmeetriliseks, kui AT = A, ning antisiimmeetriliseks, kui
AT = A,

Tahelepanek

Nii stiimmeetrilised kui ka antisimmeetrilised maatriksid on ruutmaatriksid. Antisim-
meetrilise maatriksi peadiagonaalil asetsevad nullid.

Niide 2.21. Selles néites on A siimmeetriline ja B antisiimmeetriline maatriks

31 -1 31 -1

A= 13 2|=4T=| 13 2|=4
-1 2 1 -1 2 1
0 -1 2 0 1 -2

B=(1 0 4|=B"=[-1 0 4|=-B
-2 4 0 2 —4 0
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Teoreem 2.22 (transponeerimise omadused). transponeerimise omadusi
Maatriksid A ja B olgu sellised, et allpool esinevad tehted on mddaratud ning olgu o
arv. Sis

1) (AT)T
2) (aA ) = aAT
3) (A£B)T = AT+ BT

9 (4B = BT
5) det AT = det A

Paneme téhele tegurite jarjekorra muutumist omaduses 4).

Lause 2.23. Iga ruutmaatriksi A korral on maatriks A+ AT simmeetriline ja maatriks
A — AT antisimmeetriline.

Toestus. Toepoolest
A+ AT =AT + (A =47+ A
(A—ATYT = AT — (AT = AT —A=—(A-AT) O

Teoreem 2.24. Iga ruutmaatriks on tiheselt esitatav stimmeetrilise ja antisimmeetrilise
maalriksi summana.

Toestus. Vordus ] ]
A:§M+Aﬁ—%5M—Aﬁ

stimmeetriline antisiimmeetriline

Koduleht

Tiitelleht
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koos lausega 2.23 iitleb, et selline esitus (avaldis) leidub. Uhesuse niitamiseks oletame,
et A= B+ C, kus B on siimmeetriline ja C antistiimmeetriline maatriks. Siis ilmselt
AT = BT 4 CT = B — C. Vorranditest

A =B+C

AT =B-C
jireldub, et B = J(A+ AT) ja C = (4 — AT). O
Poordmaatriks
Poordmaatriks

Ruutmaatriksi A poordmaatriksiks nimetatakse sellist maatriksit B, mis rahuldab tin-
gimust AB =1 = BA.

Lause 2.25 (p6ordmaatriksi ainsus). Kui maatriksil on olemas péordmaatriks, siis on
ta madratud tiheselt.

Toestus. Olgu B ja C' maatriksi A péordmaatriksid, s.t
AB=1=BA ja AC=1=CA
Arvutame, kasutades maatrikskorrutise assotsiatiivsust

B=IB=(CAB=C(AB)=CI=C 0

Koduleht

Tiitelleht
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Pooratavus

Maatriksit nimetatakse pédratavaks ehk regulaarseks, kui tal leidub péordmaatriks. P66-

ratava maatriksi A (ainsat) poérdmaatriksit tihistatakse A~! = %, s.t Koduleht
AATL=T=A1A .
Tiitelleht
Mittepooratavat maatriksit nimetatakse singulaarseks.
44 (44
P66rdmaatriksi omadusi
Poordmaatriksi omadusi kirjeldame kokkuvotvalt. < >
Teoreem 2.26 (podrdmaatriksi omadused). Olgu maatriksid A, B ning arv a sellised,
) . y Lk 38 ® 286
et allpool esinevad tehted on mddratud. Siis
HIit=1I Tagasi
2) (A H) =4
3) (AB)"' =B~tA™! Téisekraan

4) (@A)~ = a~1A!

5) (AT)"t=(Aa"H)F
6) det A-det A1 =1

Lahku failist

TGestus. Toestame nditeks omaduse 3). Arvutame

(ABY(B'A™ Y)Y = ABB H)A ' =ATA =447 =1
(B1A™HYAB) =B YA 'A)B=B'IB=B'B=1
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mis iitleb, et B~'A~! on maatriksi AB poordmaatriks. Ulejiinud omadustest 1) — 5)
toestatakse samamoodi. Omadus 6) jéreldub valemist det A - det B = det AB. O

Paneme téhele tegurite jarjekorra muutumist omaduses 3).

Poordmaatriksi olemasolu ja arvutamine

Definitsioon 2.27. Olgu A;; maatriksi A = (a;;) elemendi a;; alamdeterminant. Maat-
riksit adj A = (4;;)T nimetatakse maatriksi A adjungeeritud maatriksiks.

Teoreem 2.28. AadjA = (adjA)A = |A|I.

Toestus. Need valemid jarelduvad determinantide arendusteoreemidest (vt teoreem 1.5).
O

Siit jareldub kergesti

Teoreem 2.29. Ruutmaatriks A on péératav parajasti siis, kui det A # 0. Péordmaat-
riksi olemasolu korral

Ay A ... Ap\T
A1 = l _ adj A _ 1 Agy Axp ... Aoy (*)
A detA detA : : L :
A A ... Ann

Toestus. =: Olgu maatriks A poéoratav. Siis seosest AA™! = I jireldub

[AATY = |AlATY = Il=1 = |A]#£0

Koduleht

Tiitelleht
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Kuna det A # 0, siis eelnenud teoreemis 2.28 antud valemi vGime kirjutada kujul
adj A _ adJAA _ g ()
det A det A Koduleht

Et poordmaatriks on médratud iiheselt, siis on ta antud valemiga (x).
< Kui det A # 0, siis teoreemist 2.28 jareldub valem (xx), mis iitlebki, et ruut- Tiitelleht

maatriks A on péoratav ning maatriks adj A/ det A on maatriksi A péordmaatriks. O

Ndiide 2.30. Arvutame maatriksi 2l 44
1 -2 2
A=[2 11 < >
1 0 1
o ) ) ) Lk 40 ® 286
poordmaatriksi. Koigepealt arvutame determinandi
1 -2 2 1 -2 2 1 -2 2 Tagasi
det A =2 1 1|=10 1 —-1/=10 1 —-1|=1
1 01 0 2 -1 0 1 Tiisekraan
Nitid leiame alamdeterminandid
11 Lahku failist
A =(-1) 0 1= 1
2 1
_ (_1\1+2 _
A12 — ( ]‘) 1 1 1
2 1
_ (_1\1+3 _
A13 - ( 1) 1 0 1
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-2 2
_ (_1\2+1 _
Ao = (1|72 1‘ 2
1 2
(1242 _
1 -2
_ (_1)2+3 _
Agy = (171 0‘ 2
-2 2
_ (_1)\3+1 — _
1
(L 1\3+2 _
Asze = (—1) 9 1’ 3
1 -2
_ (_1\3+3 _
Siis saame
T
: 1 A Ap Az 1
= Agr Agp Asz| = 2
det A
¢ A3z Azp Ass —4
1 2 —4
— (-1 -1 3
-1 -2 5

Naiide 2.31. Arvutame peast

(0 -

1

ad — be

(e

Koduleht
Tiitelleht
44 44
4 4
Lk 41 ® 286
Tagasi
1 —1\7
-1 -2 Taisekraan
3 5

Lahku failist
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Maatriksite jagamisest

Maatriksite mittekommutatiivsuse tottu tldiselt
A7'B+£ BA™! st lB;ABl
’ A A

Siit jareldub, et tdhistus (jagatis) % on kahemdtteline. Pooratava A korral on jagamis-
tehteid tldiselt kaks, parem- ja vasakpoolne

B/A=BA™!, A\B = A7!B, det A #0

Vaid kommuteeruvate maatriksite korral on jagatis dheselt defineeritud ning tdhistus %

korrektne.
Maatriksvorrandid

Maatriksvorrandites on oluline tundmatu maatriksi asetus korrutistes. Vaatleme vaid
lihtsamaid lineaarseid maatriksvorrandeid.

Tundmatu maatriks X on korrutises paremal

Lause 2.32. Péoratava maatriksi A korral on vorrandi AX = B ainus lahend X =
A-1B.

Toestus. Niitame koigepealt, et A~'B on vorrandi AX = B lahend. Tepoolest

A(A™'B)=(AAHYB=IB=B

Koduleht

Tiitelleht
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Olgu Y veel mingi lahend, s.t AY = B. Siis
Y=IY =(A'A)Y =A"1(AY)=A"'B
Siit jireldub, et A™'B on vorrandi AX = B ainus lahend. O

Seega peame maatriksi X avaldamiseks vorrandist AX = B seda vorrandit korru-
tama maatriksiga A~! vasakult.
Jargnevad laused toestatakse samamoodi.

Tundmatu maatriks X on korrutises vasakul

Lause 2.33. Pédoratava maairiksi A korral on vorrandi XA = B ainus lahend X =
BA—!

Seega peame maatriksi X avaldamiseks vorrandist X A = B seda vorrandit korru-
tama maatriksiga A~! paremalt.
Tundmatu maatriks X on korrutises keskel

Lause 2.34. Kui A ja B on pdoratavad, siis on vorrandi AXB = C ainus lahend
X=A"1'CcB L

Seega peame maatriksi X avaldamiseks vorrandist AX B = C seda vorrandit korru-
tama maatriksiga A~! vasakult ja maatriksiga B~ paremalt.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Niide 2.35. Lahendada maatriksvorrand

1 -2 2 3
2 1 1] X= 0
1 01 -2
Lahendus. Tundmatu maatriks X on korrutises paremal. Kasutame lauset 2.32. Maat-
1-22
riksi (% (1) %) poordmaatriksi arvutasime eespool. Seega
1 -2 2\ '/ 3 1 2 -4 3
X=12 11 o)j=1-1 -1 3 0
1 01 —2 -1 -2 5 —2
1-3+2-0+4-2 11
=|-1-3—-1-0-3-2|=1—09
—-1-3—2-0—-5-2 —13
Lahendi kontrollimiseks arvutame
1 -2 2 11 1-114+2-9-2-13 3
2 11 - 9)1=(2-11-1-9-1-13| = 0
1 01 —13 1-11-0-9—-1-13 -2

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Ulesanded

Elementaartehted maatriksitega

2.7.1 Lahendada lineaarne maatriksvorrandite siisteem ja kontrollida lahendit.

2X+ Y = 01
~1 0
—4X +2Y = 0 =2
2 0

2.7.2 Lahendada lineaarne maatriksvorrandite siisteem ja kontrollida lahendit.

3X -2 —(

—4X+ Y :<

2 1
-2 -1
-1 2
-4 4

2.7.3 Kontrollida maatrikstehete omadusi aritmeetriliste vektorite korral.

2.7.4 Kontrollida maatrikstehete omadusi teist jarku ruutmaatriksite korral.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Maatriksite korrutamine

2.7.5 Arvutada AB ja BA, kui

Koduleht
1 0 2 L2
A= ( ) ja. B=|-1 3
01 2 3 1 Tiitelleht
2.7.6 Arvutada AB ja BA, kui < NS
1 1 -1 -1 -2 -1
A=[-2 3 -4 ja B=[6 12 6 < >
3 -2 3 5 10 5
2.7.7 Veenduda, et (AB)C = A(BC), kui Lk 46 ® 286
1 2 2 1 . —3 1 .
A= (_2 3> ’ B = <2 3> Jja C= ( 9 0> Tagasi
1 -2\° Téisekraan
2.7.8 Arvutada
3 —4
5 s
— Lahku failist
2.7.9 Arvutada <§ _;) atixu fatis

2.7.10 Leida <(1) 1) (neN)

2.7.11 Leida <g\ i\) (n € N)
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2.7.12 Leida D(a)D(8), D~(a) ja D™(a) (n € N), kui

D(a): (COSOZ —SlIlOé)7 acR

sin o CoS &

Veenduda, et D(«) on ortogonaalmaatriks (vt alapunkt ?7).

2.7.13 Ruutmaatriksi A jdlg tr A on tema peadiagonaali elementide summma. Toestada,
et teist jarku ruutmaatriks A rahuldab ruutvorrandit

22 — (tr A)x +det A =0

Maatrikskorrutise omadusi

2.7.14 Kontrollida maatrikskorrutise omadusi teist jarku ruutmaatriksite korral.
2.7.15 Kontrollida transponeerimise omadusi teist jirku ruutmaatriksite korral.
2.7.16 Kontrollida podrdmaatriksi omadusi teist jirku ruutmaatriksite korral.

2.7.17 Toestada Lie-Poissoni algebra definitsioonseosed.

P6ordmaatriks ja maatriksvorrandid

2.7.18 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

G 3)x=6 o)

Koduleht

Tiitelleht
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2.7.19 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

(9= )

2.7.20 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

x(2)=(27)

2.7.21 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.
3 -2 -1 2
G 5= 9)

2.7.22 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

1 2 =3 1 -3 0
3 2 A|lX=|[|10 2 7
2 -1 0 10 7 8

2.7.23 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

1 2 =3 1 -3 0
X113 2 —-4]l=(10 2 7
2 -1 0 10 7 8

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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2.7.24 TLahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

(5 )% 5)=(5 b)

2.7.25 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

(¢ 5)xG 2)=(5 1)

2.7.26 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

2 -3 1 9 7 6 2 0 -2
4 =5 2|1X[1 1 2]=(18 12 9
5 =7 3 1 11 23 15 11

2.7.27 Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

9 7 6 2 31 2 0 -2
11 2)X|4 =5 2]=118 12 9
1 11 5 =7 3 23 15 11

2.7.28 Toestada péordmaatriksi arvutusvalem teoreemis 2.29.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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3. Maatriksi astak

Maatriksi miinorid

Maatriksi mainorid on selle maatriksi ridade ja veergude eemaldamise teel moodustatud
determinandid.

Niide 3.1. Leiame maatriksi

2 71 3 6
35 2 2 4
9 4 7 1 2

miinoreid. FEsimest jairkw miinorid moodustuvad maatriksi elementidest nt 2,7,1 jne.
Teist jarku miinorid on naiteks

2 7 5 2 7 6| .
3 57 |4 10 |4 2] €
Kolmandat jdrku miinorid on naiteks
2 7 1 2 1 6 7 3 6
3 5 2|, (3 2 4], [5 2 4| jne
9 4 7 9 7 2 4 1 2

Kolmest korgemat jarku miinorid antud maatriksil puuduvad.

Koduleht

Tiitelleht
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Astaku mdaiste

Maatriksi astak on selle maatriksi nullist erinevate miinorite korgeim jark. Teisiti 6eldes,
maatriksi astak on 7, kui sellel maatriksil

1) leidub vihemalt iiks nullist erinev r-jarku miinor,
2) puuduvad nullist erinevad r-ist korgemat jarku miinorid.

Kui maatriksitel A ja B on ithesugused jargud ning astakud, siis nimetame neid ekviva-
lentseteks ja kirjutame A ~ B.
Maatriksi A astakut tahistame rank A voi r(A).

Ekvivalentsi omadusi

1) Refleksiivsus. A ~ A.
2) Stimmeetria. Kui A ~ B, siis B ~ A.
3) Transitiivsus. Kui A~ B ja B ~ C, siis A ~ C.

Kasutades neid ekvivalentsi omadusi, saab maatriksi astakut 6konoomselt leida maat-
riksi nn elementaarteisenduste abil.

Maatriksi elementaarteisendused

Maatriksi esimest litki elementaarteisenduseks nimetatakse maatriksi mis tahes rea
(voi veeru) korrutamist nullist erineva arvuga.

Maatriksi teist litki elementaarteisenduseks nimetatakse maatriksi mingile reale (vee-
rule) arvkordse sama maatriksi mone teise rea (veeru) liitmist.

Koduleht

Tiitelleht

<4«
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Maatriksi elementaarteisenduseks nimetame ka maatriksi ridade (veergude) jarjes-
tuse muutmist. See teisendus ei ole aga sGltumatu, vaid on realiseeritav esimest ja teist
liiki elementaarteisenduste kompositsioonina. Naiteks

a . a +Ro . b . b
b) —R; b—a b—a)—Ry —a/-(—1)
(-
=
a
Naeme, et read vahetusid. Samamoodi toimime veergudega.

Teoreem 3.2. Maatriksi elementaarteisendused ei muuda selle maatriksi astokut ja
Jarku.

Toestus. Selles saab veenduda determinantide omaduste abil. O

Juhtelement ja treppmaatriks

Juhtelement

Maatriksi rea juhtelemendiks nimetatakse selle rea (vasakult) esimest nullist erinevat
elementi.

Treppmaatriks

Utleme, et maatriks on trepikujuline ehk treppmaatriks, kui

1) read, mis koosnevad nullidest, on maatriksi pohjas (all),

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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2) mis tahes rea juhtelement asetseb rangelt vasakul temale jargneva rea juhtelemen-
dist (kui leidub).
Treppmaatriksi astak

Teoreem 3.3. Treppmaaitriksi astak vordub selle maatriksi juhtelementide arvuga.

Toestus. Eemaldame need read ja veerud, mis ei sisalda juhtelemente. Saame kolm-
nurkse determinandi, mille peadiagonaalil asetsevad juhtelemendid. See determinant on
ilmselt nullist erinev. O

Astaku leidmine

Kasutades elementaarteisendusi, teisendame maatriksi treppmaatriksiks, seejarel kasu-
tame teoreemi 3.3 treppmaatriksi astakust.

Niide 3.4. Leida maatriksi

2 71 3 6
3 5 2 2 4
9 4 7 1 2

astak.
Lahendus. Kasutades elementaarteisendusi, arvutame

7 1 3 6 2 7 1 3 6\ — Rs
5 2 2 4| R ~|1 -2 1 -1 —2
4 7 1 2/ —3Ry 0 —-11 1 -5 -10

O W N

Koduleht

Tiitelleht

<4«
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L =2 1 = =7
~l2 71 3 6|-2R
0 —11 1 -5 —10
=2 1 =1 =7
~l0 11 -1 5 10
0 -11 1 -5 —10/ +Ry
] -2 1 -1 2
~lo [ -1 5 10
0 0 0 0 0

Tulemus iitleb, et antud maatriksi astak on 2. Viimase maatriksi juhtelemendid on

raamitud)].

3.6. Ulesanded

Leida maatriksi astak.

2
3.6.1 |4
2

25
75
75
25

3.6.3

-1 3
-2 5
-1 1

31
94
94
32

17
93

20

=%

1
8

43
132
134
48

4
7
2

1 3 5
2 -1 -3
3.6.2 (L Y
T 7T 9
3 -1 3
5 -3 2
3.6.4 1 o
7T -5 1

!
4
7
1

~ Ot~

O W N
|
-3

Koduleht

Tiitelleht
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3.6.5

3.6.6

24
49
73
47
17
24
25
31
42

19 36 72
40 73 147
99 98 219
36 71 141
—28 45 11
=37 61 13
-7 32 18
12 19 —-43
13 29 -55

—38
—80
—118
—72

39
50
—11
—95
—68

Uurida maatriksi astaku soltuvust parameetrist A.

3.6.7

3.6.9

3.6.11

3.6.12

2
2

A4
1 7
2 2
4— X\

T—A

10
12

-

1
2
3

11011 1 A -1 2

17 3 36812 -1 X 5

4 3 1 10 -6 1

2 2 2—-) 2
4—A 2 3.6.10 1 3—A
2 4— A 1 2
=% 6

—19 -\ 10
—24 13- A

1 2 3 1

- 3 2 1

3 XA 1 1

2 1 =X 1

2—A
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4. Lineaarvorrandisiusteemid

LVS ja tema lahend

Tahistusi ja moisteid

Lineaarvorrandisiisteemiks (LVS-iks) nimetatakse jargmist vorrandististeemi:
a11%1 + @122 + - + @1, Ty = by
a2171 + a22%2 + - - - + 2,7y = by
ag1T1 + agaT2 + - - + ATy = by

Siin

e a;; on LVS-i kordajad,

e b; on LVS-i vabaliikmed,
e z; on LVS- tundmatud.

Tundmatute arv n ja vorrandite arv k on soltumatud. LV S-i kordajate maatriksit A =
(ai;) nimetatakse lihtsalt LV.S-i maatriksiks. LVS-i maatriksi laiendamisel vabaliikmete
veeruga saadakse LVS-i laiendatud maatriks

ailr alp ... A1n b1
asr agy ... aon bg
agl ag2 ... Qgp g

LVS on ilmselt iiheselt médratud oma laiendatud maatriksiga.
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Lahendi moiste

Arvude jarjendit nimetatakse vorrandisiisteemi lahendiks, kui

1) jarjendi elementide arv vordub siisteemi tundmatute arvuga,
2) jarjendi elementide asendamine (loomulikus jirjestuses) siisteemi mis tahes vorrandisse
tundmatute asemele muudab selle vorrandi samasuseks.

Lahenduvusega seotud maisteid

Varrandisiisteemi nimetatakse kooskolaliseks, kui tal leidub vihemalt iiks lahend. Oel-
dakse, et siisteem on mddratud, kui tal leidub parajasti iks lahend. Siisteemi nimetatakse
vasturddakivaks, kui tal puuduvad lahendid.

Niide 4.1. Vorrand 0z = 0 on kooskdlaline (I6pmata palju lahendeid). Vorrand 2z = 6
on madratud (parajasti iiks lahend). Vorrand Ox = 1 on vasturadikiv (lahendid puudu-

vad).
LVS-i maatrikskuju
Defineerime maatriksid
a1 a2 ... Qip | b1

as1 @92 ... Qon To by
A=

agl Qk2 .- Qn Tn, b,
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Siis on LVS 4.1 samavidrne maatriksvorrandiga

ail a2 ... Qaip Z1 b1
a1 a2 ... G2q x2 by
a1 Qg2 ... Gkn) \Tn by,

Samavairsuses voib veenduda maatriksarvutuse reeglite abil. Korrutades maatriksid A
ja x, saame maatriksvorduse

a11T] + 1222 + -+ + a1 Ty, by
2171 + a22%2 + - -+ + a2nTy | b2
121 + apaxo + - -+ + QpnTn b

mille vastavate elementide vordsustamine annabki siisteemi 4.1 vorrandid.

Seega saab LVS-i kompaktselt esitada maatrikskujul maatriksvorrandina Az = b.
Varrandi Az = b lahendi all maistame sellist aritmeetilist (veeru)vektorit, mille asenda-
misel vorrandisse saame samasuse.
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Homogeense LVS-i omadusi

Homogeenne LVS

LVS-i nimetatakse homogeenseks, kui vabalitkmed on nullid, s.t by =

on homogeenne LVS on jargmine:

a117°1 + ajore + - + a1pxy, =0
a91%1 + agexe + « -+ + agnxy, =0

ap1Ti + apoxs + - - + appxy, =0

Homogeenne LVS on samavé#drne maatriksvorrandiga Az = 0.

Kooskolalisus

Lause 4.2. Homogeenne LVS on kooskolaline.

<o« = b = 0. Seega

Téestus. Toepoolest, homogeense LVS-i iiheks lahendiks on nn triviaalne lahend x = 0

(nullvektor).

Triviaalne lahend ja mittetriviaalsed lahendid

O]

Homogeense LVS-i Az = 0 lahendit x = 0 nimetatakse triviaalseks lahendiks. Homo-
geense LVS-i iilejdédnud lahendeid (kui leiduvad) nimetatakse mittetriviaalseteks.
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Lahendite omadusi

Teoreem 4.3. Olgu a ja b homogeense LVS-i Ax = 0 lahendid, s.t Aa = 0 = Ab. Siis
on a+ b ja aa samuti lahendid.

Tdoestus. Toepoolest, kasutades maatrikstehete omadusi, saame

1) Ala+b)=Aa+Ab=0+0=0
2) A(aa) = (Aa)a = (0A)a = a(Aa) =a0 =0 O

Seega on homogeense LVS-i lahendihulk (kui aritmeetilise vektorruumi alamhulk)
kinnine liitmise ja arvuga korrutamise suhtes.

Kui tundamatute arv = vorrandite arv (n = k)

Kui n = k ja det A # 0, siis leidub homogeensel LVS-il vaid triviaalne lahend. Kui
n = k, siis peab mittetriviaalse lahendi olemasoluks det A = 0.

Toestus. Toepoolest, kui n = k, siis on regulaarse A korral vorrandil Az = 0 parajasti
iiks lahend, selleks on = A~10 = 0. O
Crameri valemid

Crameri peajuht

Oeldakse, et LVS-i korral on tegemist Crameri > peajuhuga, kui

2Gabriel Cramer (1704-1752), §veitsi matemaatik.
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1) tundmatute arv vordub vorrandite arvuga,
2) siisteemi maatriksi determinant erineb nullist.

Tahistusi

Crameri peajuhul on LVS jargmise kujuga:

a1, aF ai12x2 + -+ AInTn — b1
a1 1 + agrs + -+ + agpmy, = bo

Wl 481 ~P Gty Ar © 0 ° A Gt = B

kusjuures det A # 0. Maatriksil A leidub siis teatavasti poordmaatriks A=
Olgu A; maatriks, mis on saadud maatriksist A i-nda veeru asendamisel LVS-i va-
balitkmete veeruga.

Crameri valemid

Teoreem 4.4. Crameri peajuhul on LVS-il parajasti iiks lahend. Lahend avaldub vale-

mitega
_ det A;

" det A’

Toestus. Kasuta péérdmaatriksit. ]

ey 1=1,....,n
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Kroneckeri-Capelli teoreem

LVS-i kooskolalisust kirjeldab nn Kroneckeri-Capelli ® teoreem.

Teoreem 4.5 (Kroneckeri-Capelli teoreem, astakutingimus). LVS on kooskdlaline pa-
rajasti sis, kui tema maatrikst astak vordub laiendatud maatriksi astakuga.

Toestus. Toestus on esitatud alapunktis 6.13. ]

Ulesanne. Niidata, et siisteem

21 + Txo + x3+ 314 =6
3x1 + dxo + 223 + 224 = 4
9x1 + 4xo + T3 + x4 = 2

on kooskolaline.
Ulesanne. Niidata, et stisteemil

41 + 229 — b3 + 314 = 4
6x1 + 4wy — 723 — Dy = — 6
3x1+ x90 —4xs+Txy = 10

puuduvad lahendid. Uurida (selgitada) pohjust.

3 Alfredo Capelli (1855-1910) , itaalia matemaatik.
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Lahendite arvust

Teoreem 4.6. Kooskolalisel LVS-il 4.1 on

1) paragasti iks lahend, kuin = r(A),
2) lopmata palju lahendeid, kuin > r(A).

Uld- ja erilahend

Uld- ja erilahendi mdiste

LVS-i dldlahend on selline parameetritest soltuv lahend, mis rahuldab jérgmist tingi-
must: parameetritele arvvadrtuste omistamise teel on voimalik saada antud LVS-i koik
lahendid.

Lahendeid, mis saadakse {ildlahendist parameetritele (koigile voi osale neist) arv-
vidrtuste omistamise teel, nimetatakse LVS-i erilahenditeks.

Vabad tundmatud

Osutub, et LVS-i iildlahendi parameetreid saab valida tundmatute hulgast. Tundmatuid,
mis on valitud iildlahendi parameetriteks, nimetatakse vabadeks tundmatuteks.
LVS-i vabade tundmatute arvu (v.t.a.) leidmiseks voib kasutada jiargmist teoreemi.

Teoreem 4.7. Kooskolalise LVS-i maatriksi astak vordub tundmatute arvu (t.a.) ja
vabade tundmatute arvu (v.t.a.) vahega.

Seega on meil lihtne valem

[v.ta. =t.a —r|
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Kui siisteemil on vahemalt iiks vaba tundmatu, siis on tal ilmselt 16pmata palju lahen-
deid.

Homogeense LVS-i mittetriviaalse lahendi olemasolu

Teoreem 4.8. Kui homogeensel LVS-il on tundmatute arv suurem vorrandite arvust,

suts leidub tal mittetriviaalne lahend.

Tdestus. Olgu LVS 4.1 homogeenne ning olgu tundmatute arv suurem vorrandite arvust,

s.t n > k. Olgu r sellise slisteemi maatriksi astak. [lmselt » < k, r < n ning
vta.=n—r=Mn—-k)+(k—r)>0

Seega on teoreemi eeldustel LVS-i iildlahendis vdhemalt diks vaba tundmatu. Siit jérel-
dubki, et antud juhul leidub LVS-il mittetriviaalseid lahendeid. O

Gaussi meetod

Niiiid selgitame LVS-ide lahendamist elementaarteisendustega, mida kirjanduses tun-
takse ka Gaussi * meetodi nime all.

LV S-ide ekvivalentsus

Oeldakse, et LVS-id on ekvivalentsed ehk samavddrsed, kui neil on iihesugused lahendi-
hulgad, s.t esimese LVS-i iga lahend on teise LVS-i lahendiks ja vastupidi, teise LVS-i
iga lahend on esimese LVS-i lahendiks.

LVS-ide ekvivalentsuse tahistamiseks kasutame siimbolit ~.

“Carl Friedrich Gauss (1777-1855) , saksa matemaatik.
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Ekvivalentsi omadusi

1. Refleksiivsus. Iga LVS on ekvivalentne iseendaga, s.t LV.S ~ LV S.

2. Stmmeetria. Kui LV.S(1)~ LV S(2), siis LVS(2)~ LV S(1).

3. Transitiivsus. Kui LVS(1) ~ LV S(2) ja LVS(2) ~ LVS(3), siis LVS(1) ~
LV 5(3).

LV S-i elementaarteisendused

LVS-i esimest liski elementaarteisenduseks nimetatakse LVS-i mis tahes vorrandi l&bi-
korrutamist nullist erineva arvuga.

LVS-i teist liiki elementaarteisenduseks nimetatakse LVS-i mingile vorrandile sama
siisteemi mone teise arvkordse vorrandi liitmist.

LVS-i elementaarteisenduseks nimetatakse ka LVS-i vorrandite jdrjestuse muutmist.
See elementaarteisendus ei ole aga soltumatu, vaid on realiseeritav esimest ja teist liiki
elementaarteisenduste kompositsioonina (samamoodi maatriksi ridade jarjestuse muut-
misega).

Teoreem 4.9. LVS-i elementaarteisendused et muuda LVS-i lahendihulka.
Toestus. Soovitav toestada iseseisva harjutusena. O

Trepikujuline LVS

Utleme, et LVS on trepikujuline, kui tema kordajate maatriks on treppmaatriks.
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Gaussi meetodi idee

Gaussi meetod on lineaarvorrandisiisteemide dkonoomne lahendusmeetod elementaar-
teisenduste abil. Meetodi aluseks on tdhelepanek, et LVS-i elementaarteisendusi voib
sooritada maatriksesituses, kasutades LVS-i laiendatud maatriksi (peamiselt ridade) ele-
mentaarteisendusi. LVS teisendatakse elementaarteisenduste abil ekvivalentsele trepp-
kujule. Meetod voimaldab

1)
2) kontrollida astakutingimust (kooskdlalisust),

3) selekteerida valja vabad tundmatud (kui leiduvad),

4) kooskolalisuse korral leida LVS-i koik lahendid, olemasolu korral {ildlahend.

leida LVS-i maatriksi ja tema laiendatud maatriksi astakud,

Gaussi meetod (LVS-i lahendamine)

1. Kirjutame vélja LVS-i laiendatud maatriksi, eraldades selgelt vabaliikmete veeru.

2. Kasutades ridade elementaarteisendusi, teisendame LVS-i laiendatud maatriksi
ekvivalentsele treppkujule. Veergude elementaarteisendustest on lubatud veergude
jarjestuse muutmine, sellega kaasneb tundmatute jarjestuse muutmine.

3. Leiame LVS-i maatriksi ja laiendatud maatriksi astakud ning kontrollime astaku-
tingimust.

4. Kooskolalisuse korral leiame LVS-i vabade tundmatute arvu.

ot

. Kirjutame vilja LVS-i ekvivalentse treppkuju.
6. Tundmatud selekteerime juhtivateks ja (olemasolu korral) vabadeks. Juhttundma-
tud asetsevad treppmaatriksi juhtelementide korval.
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7. LVS-i ekvivalentsest treppkujust avaldame juhttundmatud vabalitkmete ja (ole-
masolu korral) vabade tundmatute kaudu. Kasutada saab

a) asendusmeetodit,
b) Crameri valemeid,
¢) p6ordmaatriksit.

8. Kirjutame vélja tildlahendi, ndidates dra vabad tundmatud.
9. Kahtluse korral kontrollime lahendit. Uldlahendi asendamisel LVS-i vorranditesse
peavad vabad tundmatud koonduma.

Gaussi meetodi kokkuvote

LVS teisendatakse ekvivalentsele treppkujule nii, et eralduksid juhttundmatud ja vabad
tundmatud. Tulemus kuulutatakse tildlahendiks ja lahendamine I6petatuks. Juhttund-
matute avaldamine vabade tundmatute kaudu on vaid mugavuse kiisimus.

Niide 4.10. Lahendada LVS

201+ Txo+ x3+3x4 =06
3x1 + dxo + 223 + 224 = 4
9x1 + 4xo + T3 + x4 = 2

Lahendus. Selle siisteemi laiendatud maatriks

71 3
A= 5 2 2
4 71

© W N
N = O
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Ridade elementaarteisendustega leidsime, et maatriksiga A ekvivalentne treppmaatriks
on

1 -2 -1 -1 — 2

0 1 -1 5 10

0 0 0 O 0
Vahetades niitid (murdude véltimiseks jargnevates arvutustes) teise ja kolmanda veeru,
saame

1 =% =1 =%
A~f0 [z 11 5 10
0 0

0 0 0

Imselt r(A) = 2 ja siisteemi v. t. a. = 4 — 2 = 2. Kirjutame vilja esialgse LVS-iga
ekvivalentse siisteemi

lzy + 1leg — 229 — 1oy = — 2
0xy — 1z + 1129 + 524 = 10
Ox1 + 0x3 + Oxg + O0xy = 0

Triviaalsed liikmed ja vorrandid eemaldame ning juhttundmatud raamime. Siis saame

[Fi]+2s — 232~ z4=— 2
—+11x2+5:c4: 10

Vabadeks (parameetriteks) loeme tundmatud zo ja x4. Niiiid avaldame juhttundmatud
x1,x3 vabaliikmete ja vabade tundmatute zo,x4 kaudu. Seda on mugav teha nii, et
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koigepealt avaldame x3 teisest vorrandist. Saame

x5 = —10 + 11z + 52y

Koduleht
Edasi arvutame esimesest vorrandist
B = —2— 4 2y + 24 Tiitelleht
= —2— (=10 + 11lzo + 5x4) + 222 + 24 <« NS
=8 — 9x9 — 4xy
Uldlahend on < >
Tr1 = 8 — 9x2 — 4$4
3 = —10 + 11xs + 514 Lk 70 ® 286
T9, x4 — vabad tundmatud
.. Tagasi
Kahtluse korral kontrollime lahendit. Uldlahendi asendamisel siisteemi vorranditesse
peavad vabad tundmatud koonduma. Kontrollime tildlahendit niiteks esimese vorrandiga
Téisekraan

201 + Txo + 1lxg + 324 = 2(8 — 929 — 41‘4) + Txo
a4 (—10 + 11xs + 51‘4) + 3x4 Lahku failist

=6 =— 6=6

Ulejasnud vorranditega kontrollitakse lahendit samamoodi. O
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Ulesanded
Lahendada Crameri valemite abil LVS ja kontrollida lahendit.
201+ X9+ x3=3 T+ Ty +x3="6 Koduleht
4.8.1 1 +229+ 23=0 4.8.2< —x1+a5+23=0
Tiitelleht
1+ x9+2x3=9 Tl — X9 + T3 =2
Lahendada Gaussi meetodiga LVS ja kontrollida lahendit. P Y
3x1 — 229 + b3y + 4y = 2
4.8.3 < 61 — 4wy + 423+ 314 = 3 4 4
9x1 — 622 + 323 + 224 = 4
—6z1 4 929 + 3x3 + 204 = 4 Lk 71 ® 286
4.8.4 ¢ —2x1 + 3x9 + dx3 + 4wy = 2
—4xy + 622 + 43 + 324 =3 Tagasi
31+ 4dxo+ w3+ 224 = 3 Taisek
4.8.5 ( 61 + Sro+2x3+ bra= 7 disekraan
9 12 3 10z4 = 13
1% A3 TS o 0 Lahku failist
201+ Txo + 323+ x4 =206
4.8.6 ¢ 3z + 5z + 223 + 214 = 4
911 +4x0 + x3+ 71y = 2
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(2:171 + 529 —8x3 = 8
A.8.7 41 + 329 — 923 = 9
201+ 310 — D3 = 7
T1 + 8x9 — Txz = 12
6x1 + 4xo + b3 + 224 + 325 =
4.8.8 31 + 220 +4x3 + x4+ 225 = 3
3T + 220 — 223 + x4 = -7

Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

) wunt -
) et -
wuasn(=(1 ) wnae 3 -

2 -1 1 3
wox(y )= ¢
-3 2

4811X< 6> <4

4.8.15 (? >X X(
2 -1\ (2
4.8.16 X <4 _2> - <4

92x1 + 620 + 3+ 324 + 225 = 2

=G
2)x=(5 4)

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44

Lk 72 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 73 eugen.paal@ttu.ee

Leida koik maatriksid, mis kommuteeruvad antud maatriksiga ja kontrollida tulemuse
kommuteerumist selle maatriksiga.

L2 -3 7 46 Koduleht
4.8.17 <3 4> 4.8.18 <_2 5> 4.8.19 (6 9>
4820 (2 1 Tiitelleht
o 4 -2
4.8.21 TGestada, et LVS-i elementaarteisendused jitavad lahendihulga samaks. pp Y
4.8.22 Kontrollida Crameri valemeid teist jarku determinantide korral.
4.8.23 Kontrollida Crameri valemeid kolmandat jarku determinantide korral. < >
4.8.24 TGestada Crameri valemid.
Lk 73 ® 286
Tagasi
Téisekraan

Lahku failist
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5. Kompleksarvud
Kompleksarvu moiste

Kompleksarvuks nimetatakse reaalarvuliste elementidega teist jarku ruutmaatriksit, mil-
les

1) peadiagonaali elemendid on vordsed,
2) korvaldiagonaalil asetsevad teineteise vastandarvud.

K®oigi kompleksarvude hulka tdhistame C ja nimetame kompleksarvude korpuseks.

Téahistusi
Seega maatriks z = (2! 712) € C, kui

1) z11 =22 €ER
2) z19 = —291 € R

Mugav on téhistada

z11:222:a€R, 212:—221=—b€R

a —b
z—(b a)G(C

nimetame kompleksarvu z maatrikskujuks ehk maatriksesituseks.

Avaldist

Niide 5.1. Kerge on niha, et

BPec (gP)ec (n7)ec (RY7)¢c

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Reaal- ja imaginaarosa

Arvu a € R nimetatakse kompleksarvu z = (g *ab) € C reaalosaks ja tahistatakse
a —b

a = rez. Arvu b € R nimetatakse kompleksarvu z = (b o ) € C imaginaarosaks ja
tdhistatakse b = im 2.

Uhik, imaginaariihik ja null

Kompleksarvu

. (1 0) .
- 0)

s.t teist jarku iihikmaatriksit nimetatakse dhikuks ehk wheks. Kompleksarvu

=1 9)

nimetatakse imaginaarihikuks. Kompleksarvu
. (0 0O
= )

Lause 5.2. Iga kompleksarv z € C avaldub tiheselt ihiku ja imaginaarihiku lineaar-
kombinatsioonina

nimetatakse nulliks.

z=(rez)[ + (imz)i €C

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44

Lk 75 ® 28

Tagasi

Taisekraan

Lahku failis
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Toestus. Toepoolest

10 rez 0
TRl S (7 (O 1) B < 0 re z> Koduleht
= Gy Y i ..
1 0 m z 0 Tiitelleht
Liites saame <« Y
. . rez O 0 —imz
LS vy = < 0 re z> + (imz 0 > < >
_(rez —imz\ .
- \imz rez ) Lk 76 ® 286
mis toestabki noutava vorduse. Uhesus jireldub kergesti maatriksite vordsuse definit- T .
sioonist. L] agasl
Mairkus Téisekraan

Korrutamist iihikuga (iihega) I tavaliselt ei eksponeerita. Seega kirjutatakse .
Lahku failist

z=rez+ (imz)i =rez+iimz

Kompleksarvu algebraline kuju

Avaldist
z=rez-+ilmz=a-+1b
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nimetatakse kompleksarvu z algebraliseks kujuks.

Arvutusi kompleksarvudega sooritamegi mitte maatrikskujul, vaid eelistatavalt al-
gebralisel kujul.
Kompleksarvude vordsuse tunnus

Lause 5.3. Kompleksarvud on vordsed parajasti siis, kui

1) on vordsed nende reaalosad,
2) on vordsed nende imaginaarosad.

Toestus. Kasuta maatriksite vordsuse definitsiooni. O

Kompleksarvu geomeetriline tolgendus

Et kompleksarv z = re z+1i im z s6ltub kahest reaalarvulisest parameetrist (re z ja im z),
on kompleksarv reaalarvu tasandiline iildistus. Piltlikult 6eldes ongi kompleksarv tasan-
diline (ehk 2-maodtmeline) arv. Piltlikustamiseks voib kasutada zy-tasandit (joonis 1),
kus kompleksarvu z z-koordinaat on re z ning y-koordinaat on im z. Sellises tolgenduses
nimetatakse xry-tasandit komplekstasandiks, x-telge nimetatakse reaalteljeks ja y-telge
imaginaarteljeks. Kompleksarvu voib kujutada komplekstasandi punktina.

Tehted kompleksarvudega

Idee selgitus

Kompleksarve nimetatakse arvudeks ehk skalaarideks eeskétt selleparast, et nendega
saab sooritada aritmeetilisi tehteid: liitmist, lahutamist, korrutamist ja jagamist. Teh-

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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YN
z=rez-+ilmz
7imze °
° ° >
0 rez T

Joonis 1: Komplekstasand

ted saab defineerida maatrikstehetena. Osutub, et tehete tulemuseks on samuti komp-
leksarvud, s.t C on kinnine aritmeetiliste tehete suhtes.

Tehete definitsioon

Kompleksarvude liitmine, lahutamine ja korrutamine defineeritakse kui maatriksite liit-
mine, lahutamine ja korrutamine. Kompleksarvu péordarvuks (kui leidub) on tema
poodrdmaatriks. Jagamine defineeritakse péérdarvu abil, seda selgitame hiljem.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Liitmine ja lahutamine
Summa ja vahe

Kompleksarvude summa ja vahe defineeritakse kui maatriksite summa ja vahe.

Kinnisus

Lause 5.4. C on kinnine liitmise ja lahutamise suhtes, s.t kompleksarvude summa ja
vahe on samuti kompleksarv. Kompeksarvude liitmisel (lahutamisel) liidame (lahutame)
reaal- ja itmaginaarosad eraldi

(a1 + b17) £ (ag + bei) = (a1 £ ag) + (b1 £ b2)i

Tdestus. Toepoolest, kasutades (vaikimisi) maatrikstehete omadusi, arvutame

(al aF blz) + ((IQ aF bgl) = a1 + b1i £ ag £ byt
= a1 + ag + byt + bat
= (a1 £ ag) + (b £bhe)i € C L]

Niide 5.5 (summa ja vahe arvutamine). Arvutame summa

(2-5)+(-1+7)=2—-5i—1+7i=2—1—5i+Ti
=2-1)+(-5+T)i=1+2

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Lahku failist
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Arvutame vahe
(2—-5i)—(-14+7)=2-5i+1—-7i=24+1—-5i—Ti
=(2+1)—-(54+7)i=3-12
Korrutamine
Korrutise moiste

Kompleksarvude korrutamine defineeritakse kui maatriksite korrutamine. Korrutamis-
tehet voimaluse korral ei eksponeerita, s.t 2129 = 21 - 23.
Korrutamist illustreerime koigepealt niidetega.

Niide 5.6 (imaginaariihiku ruut). Kasutades maatrikskorrutist, arvutame
2. _ (0 -1\ (0 -1\ _ (-1 0\__, (10
T o)\t o) o 1) T ot

=—1l=-T=-1

kus viimaste vorduste valjakirjutamisel arvestasime seda, et korrutamist dhikutega (ta-
valiselt) ei eksponeerita. Uhikute mitteeksponeerimine on heas kooskolas tihistusega
I1=1.

Markus 5.7 (imaginaarithiku moistest). Seost

i2=-1

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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loetakse sageli imaginaariihiku definitsiooniks ja kirjutatakse
1=v—1

Imaginaariihik v/—1 ei ole tolgendatav reaalarvuna (sest reaalarvude ruudud on mitte-
negatiivsed), kiill aga spetsiifilise teist jarku ruutmaatriksina, nagu eespool veendusime.
Korrektne on néaiteks kirjutada

Leidub ka teisi tolgendusi (esitusi).

N#ide 5.8 (imaginaariihiku péérdarv). Vorduse i = —1 korrutame arvuga —1 ja

kirjutame tulemuse kujul

i(—8) = 1 = (—d)i

See valem iitleb, et imaginaariihiku poordarv avaldub kujul

Niide 5.9 (korrutise arvutamine). Kasutades vaikimisi maatrikstehete omadusi, arvu-
tame

(2 — 5i)(—4 + 3i) = —2- 4+ 2(34) + (5i)4 — (5i)(34)

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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=8+ (2-3)i+(5-4)i — (5-3)i?
= (—8+ 15) + (6 + 20)i = 7 + 26i

Muutes tegurite jarjekorda, saame
(—4+30)(2—55) = —4 -2+ 4(51) + (3i)2 — (37)(5i)

= 8+ (4-5)i+(3-2)i—(3-5)i?
= (—8+15)+ (204 6)i = 7 + 267

Korrutise iildvalem

Korrutise iildvalemi esitame jargmise lause tdestuses.

Lause 5.10. C on kinnine korrutamise suhtes, s.t kompleksarvude korrutis on ka komp-
leksarv. Korrutamine on kommutatitvne.

Toestus. Kasutades maatrikstehete omadusi, arvutame korrutise
2921 = (ag 4F bgi)(al 4F bli)
= aga1 + ag(bli) =F (bgi)al aF (bgi)(bli)
= asaq + (CLle)’i aF (bQ(Il)i aF (bzbl)iQ
=S (a2a1 — b2b1) = (a2b1 aF bQCLl)i eC

Muutes tegurite jarjekorda, saame kommutatiivsuse

2129 = (alag — b1b2> i (a1b2 == blag)i = 2221

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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See on ka korrutise zqz9 tildvalem. O

Kaaskompleksarv ja kompleksne konjugeerimine

Koduleht
Kaaskompleksarvu mdiste
Kompleksarvu z = a + bi kaaskompleksarv on z* = a — bi. Funktsiooni z — 2%, s.t Tiitelleht
kaaskompleksarvu leidmist nimetatakse (kompleksseks) konjugeerimiseks.
44 (44
Niide 5.11. Kerge on ndha, et
(243)"=2-3i, (-2-3i)"=-2+4+3i jne | >
Tolgendusi Lk 83 ® 286
Geomeetriliselt on kaaskompleksarv antud kompleksarvu peegeldus reaaltelje suhtes.
Maatriksesituses ilmselt z* = 27 Tagasi
Kompleksse konjugeerimise omadusi Tiisekraan
1) (z*) ==
2) (z1 £ 22)" =2 L2 Lahku failist

)
3) (2122)* = 2723
)

4) rez=3(2+2*), imz=g(z— 2%

Maatriksid iile kompleksarvude

Kaigi k x n-jarku kompleksarvuliste elementidega maatriksite hulka téhistame Maty, « ,,(C).
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Hermiitiline konjugeerimine

Maatriksi A € Maty, » ,,(C) hermiitiliselt® konjugeeritud kaasmaatriks AT defineeritakse

valemiga Koduleht
At = (AT = (AT)* € Maty «4(C)

Niide 5.12. Ilmselt Tiitelleht
_(2+ 6 v (2—1 =5
A_<5i 3—2¢> — A‘( 6 3+2¢> “ j| »
241 6
N — _
= (A)_<5i 3_2z>_A | >
Teoreem 5.13 (hermiitilise konjugeerimise omadusi). Olgu maatriksid A ja B sellised, Lk 84 ® 286
et allpool esinevad tehted on mddratud ning o € C. Siis
1) (AN = A Tagasi
2) (aA)t = a* AT

A+ B)t = At 4+ Bt Téisekraan

) (
4) (AB)T = B1Af
Lahku failist

Hermiitiline ja antihermiitiline maatriks

Maatriksit A nimetatakse hermiitiliseks, kui A" = A ja antihermiitiliseks, kui AT = —A.

®Charles Hermite (1822-1901), prantsuse matemaatik.


http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 85 eugen.paal@ttu.ee

Niide 5.14. Jargnev maatriks on hermiitiline

1 1—4 2\! 1 1—4i 2
I+: 3 4} =[1+2: 3
2 —i 0 2 —i 0

Niide 5.15. Jargnev maatriks on antihermiitiline

i 1—4 2\T i 1—i 2
“1—i 3% i| =—=|-14+¢ 30 i
) i 0 ) i 0

Antihermiitilise maatriksi peadiagonaalil asetsevad puhtimaginaarsed arvud vo6i nul-
lid.

Kerge on niha, et iga ruutmaatriks on (iiheselt) esitatav hermiitilise ja antihermii-
tilise maatriksi summana

A= %(A+AT)+%(A—AT)

Unitaarne maatriks
Ruutmaatriksit A nimetatakse unitaarseks, kui
AAT=ATA=] = Al=A

Reaalne unitaarne maatriks on ilmselt ortogonaalmaatriks.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Lahku failist
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Moodul

Mooduli maiste

Kompleksarvu z = a + bi moodul |z| defineeritakse valemiga
2] = Va2 + b2

Moodul on ilmselt mitienegatitvne reaalarv.

Niide 5.16. Ilmselt

2 - 3i| = /22 + (-3)2 =13

Tolgendusi

Geomeetriliselt on moodul kompleksarvu kaugus koordinaatide alguspunktist kompleks-
tasandil. Maatriksesituses |z| = v/det z.

Ruutude summa valem

(a+ bi)(a — bi) = a® + b?

Toestus. Toepoolest, kasutades maatrikstehete omadusi, arvutame
(a+ bi)(a — bi) = aa — abi + bia — bibi
= a® — abi + bai — b*i?

=a®+ b O

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Mooduli omadusi

)z =B = 7%
2) |2122] = [21]| 22|

Téestus. Esimene valem on ruutude summa valem. Teine valem jadgu iseseisvaks har-
jutuseks. O
Po6ordarv

Poordarvu moiste

Kompleksarvu z € C péordarv (kui leidub) on tema podrdmaatriks 2 1. Teisiti deldes

Poordarvu omadusi
) (z ) t=z¢
—il _ =i =1
2) (z122) 7" = 2] 2,
P6ordarvu olemasolu ja arvutamine

Teoreem 5.17. Igal 0 # z € C leidub parajasti iiks péordarv 2= € C ning see avaldub
valemiga

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44
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*

Toestus. Et z # 0, siis |z| # 0 ning |§|2 on madratud. Tuleb kontrollida pdordarvu

(poordmaatriksi) definitsioonseost

* * 2
z 5% —ﬁzl

LR TR T )RR

Samamoodi kontrollitakse vordust %z = 1. P66rdarvu ainsus jareldub maatriksi p66rd-
maatriksi ainsusest. O

Niide 5.18 (imaginaariihiku poérdarv). Leiame 3!

11

1 = = e = = =)

—_
<.
~

Niide 5.19. Leiame i~%?, arvestades seost i* = 1

| 1 1 1 1

799 342443 424 43 (24)24 .q2 .4 7

Niide 5.20 (p6ordarvu arvutamine). Leiame 2 — 5i péérdarvu

1 1(2+5i)) 245 _ 2+5 _ 2+5i
2—5i (2—5i)(2+5i) 4-(51)2 4-25i2 4+25
_ 2+5i
29
Jagamine

Et kompleksarvude korrutamine on kommutatiivne, siis on jagamistehe iiheselt méira-
tud.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Jagatise moiste

Kompleksarvude z; ja zo jagatis defineeritakse valemiga

Jagatise arvutamine

Poordmaatriksi arvutamise asemel on otstarbekam kasutada valemit

21 2125 2125
1 _ <1< 7‘2

zo 224 |22
Toestus. Toepoolest, kasutades maatrikskorrutise omadusi, saame

21 1 23 2175

29 29 |22|2 2023

Jagatis algebralisel kujul

Niitame, kuidas jagatist algebralisele kujule teisendada. Kasutades maatrikstehete oma-
dusi, arvutame

21 a1 + byie . (a1 =F bli)(GQ = bQi)
29 as + bai (ag =F bQi)(CLQ = bQi)
ajas — a1bai + bitag — byibat

2 _ 12,2
az — byt

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44
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aras — a1bst + bragi + bibsy

a2 + b3
ajag + biba + (brag — a1b2)i
L R 22 ( 12 2 1b2) Koduleht
as + b3
_arag +biby | biaz —arbs . .
C a+ b3 a3 + b3 Tiitelleht
Niide 5.21 (jagamine). Arvutame jagatise <44 >h
2+3i  (2+3)(3+4) 6+8i+9%+12% 6—12417
34 (B3-4)31&) 9-162 0+16 < >
_ —6+170 6 17,
= o5 T 5 T35’ Lk 90 ® 286
5.8. Arvutusseadused kompleksarvudega Tagasi
Teoreem 5.22. Olgu z, 21, 22, 23 € C. Siis kehtivad jirgmised arvutusseadused:
Tiisekraan

1) 21+ 29 =294+ 2z (liitmise kommutatiivsus),

2) (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + z3) (liitmise assotsiatiivsus), .
3) 30€Cnii, et z+0=2=0+2z Vz e C (nulli 0 olemasolu), Lahku failist

4)VzeC F—z2€Cunii,etz+(—2)=0=—2+=2
(vastandarvu —z olemasolu),

5) (z122)%23 = z1(2223) (korrutamise assotsiatiivsus),

6) z1(z2 + 23) = z122 + z123  (distributiivsus),

7) 31 € C nii, et 1z = z  (unitaalsus),
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8) z129 = 2921 (korrutamise kommutatiivsus ),
9)V0#A2e€C Fz'eC nijet zz7l=1=2"12
(pdérdarva z=1 olemasolu).
Toestus. Kompleksarvud defineerisime kui erikujulised teist jarku ruutmaatriksid. Tehe-
te omadused 1)—7) jiarelduvad maatrikstehete vastavatest omadustest. Kommutatiivsuse
(omadus 8) ja podrdarvu olemasolu (omadus 9) toestasime eespool. O

Markus 5.23 (korpuse maistest). Omadused 8) ja 9) maatriksite korral iildiselt ei kehti.
Arvutusseadused 1) —9) kehtivad ka ratsionaalarvude ja reaalarvude korral. Need arvu-
tusseadused voetakse aluseks abstraktse korpuse defineerimisel. Seda késitleme hiljem.

Ruutvorrand iile kompleksarvude
Idee selgitus

Osutub, et ruutvorrandi az? 4 bx + ¢ = 0 lahendusvalemi

_ —bE VIV —dac
= 2a
tuletamisel kasutatakse vaid (korpuse) omadusi 1) — 9) (vt teoreem 5.22) ja ruutjuuu-
re moistet. Defineerides ruutjuure kompleksarvude jaoks, voime seda lahendusvalemit
kasutada ka kompleksarvuliste kordajate a, b, ¢ korral.

Kompleksarvu ruutjuur

Kompleksarvu z € C ruutjuur /2 defineeritakse valemiga

(VZ) =z

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 91 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Niide 5.24 (ruutjuure arvutamine). Leiame /—15 — Si.
Lahendus. Tahistame
V—15 — 8i = a. + fi, a,B€R
Vastavalt ruutjuure definitsioonile
(a+ B8i)? = a? + 2a08i + 322 = o® — B2 + 20Bi = —15 — 8
Reaal- ja imaginaarosad peavad olema vastavalt vordsed
o?—32=-15
{Zaﬂ = -8
Mbolemad vorrandid tostame ruutu
(a? — B%)? = 225 a* — 2223 + g% = 225
{(2a5)2 =64 — {4a252 =64
Liidame saadud vo6rrandid
ot —20268% + Bt + 40262 = 225 + 64 = (o + 5%)% = 289
= a?+ 32 =v289=17
Teine juur (—17) ei kolba, sest a? 4+ 42 > 0. Moodustame uue siisteemi
ot = B = =15
a2+ 62 =17
208 = —8

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 92 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Liidame ja lahutame kaks esimest vorrandit. Saame

202 = —-15+17=2 a? =
Wer = Ay sl = - 8% =16
200 = —8 200 = —8
a==x1
— G =44
200 = —8

Et 208 = —8 (negatiivne), siis saame kaks lahendit

ar=+1, [=-4
ag=—1, [o=+4

ning vorrand 2o = —8 on rahuldatud. Kokku vottes on ruutjuurel kaks vadrtust

o + Pt —1+ 4

m:{aﬁw :{ R

Kontrollime tulemust. T6epoolest
[+(1—4i))?=(1—-4)2=1-8i+16i2=1—-16—8 = —15 — 8i
Niide 5.25 (ruutvorrandi lahendamine). Lahendada ruutvorrand

22— (3-2)x+(5—-1)=0

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 93 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Lahendus. Kasutades ruutvorrandi lahendusvalemit, saame

3—2i4+./(3-20)2—4(5—1)

r= 2 Koduleht
_3—-20+v9—12i +4i2 — 20+ 4
- 2 Tiitelleht
3 —2i£v-15-8 3—2i+ (1—4d)
2 2 <4 43
Siin kasutasime ruutjuure +/—15 — 8¢ vadrtusi niitest 5.24. Niiiid saame
_3—2i—|—(1—4i)_4—6i_2 3 < 4
Tr1 = 5 = 5 = ]
3—2i—(1—4i) 3—-2i—1+4i 242 ; Lk 94 ® 286
:1;‘2 = = = = 1 + 1
2 2 2
Kontrollime esimest juurt. Arvutame Tagasi
2—3i)2 —(3—2i)(2—3i)+5—1
( 1) ( i i)+ ! Taisekraan
=412+ 9% —6+9i +4i—6i>+5—1i

Teist juurt kontrollime samamoodi
1+ —-(3-20)A+i)+5—1
=142 +4>—3—3i+2i +2*+5—3
=1-1-3-245)4+(2-34+2-1)i=04+0i=0
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5.10. Kompleksarvu trigonomeetriline kuju
Tahistusi ja mGisteid

Olgu z = rez + timz € C. Vastavalt kompleksarvu geomeetrilisele tolgendusele on
reaalosa re z ja imaginaarosa im z kompleksarvu z ristkoordinaadid komplekstasandil.
Léhme tle polaarkoordinaatidele (joonis 2).

YA
z=rez-+iimz
1imze °
o)
° (P\ ° >
0 rez 15

Joonis 2: Polaarkoordinaadid p, ¢

Olgu p kompleksarvu z kaugus koordinaatide alguspunktist (polaarkaugus) ning ¢
polaarnurk. Lepime kokku: kui nurka ¢ méodame reaaltelje positiivsest poolest wvas-
tupdeva, siis ¢ > 0, kui mododame reaaltelje positiivsest poolest pdripdeva, siis ¢ < 0.

Koduleht

Tiitelleht

<4<

44

Lk 95 ® 28

Tagasi

Taisekraan

Lahku failis
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Uleminekuvalemid ristkoordinaatidelt polaarkoordinaatidele p, ¢ on jirgmised:

p=/ez) + (m2) = |4
rez = pcosy = |z|cosp

imz = psing = |z|sin p

Tlmselt .
im 2
tanyp = —
re z

Kasutades tileminekuvalemeid polaarkoordinaatidele, saame
z=rez+iimz = |z|cosp + i|z|sin p = |z|(cos p + isin @)

Avaldist

z = |z|(cos ¢ + isin @)

nimetatakse kompleksarvu z ¢rigonomeetriliseks kujuks (ehk esituseks). Polaarnurka ¢
nimetatakse kompleksarvu z argumendiks ning tahistatakse ¢ = Arg z.

Punkti z asukoht komplekstasandil ei muutu, kui polaarnurka ¢ muuta mingi taisarv
korda 27 vorra. Seega on kompleksarvu argument médratud vaid 27 tdisarvulise kord-
seni. Polaarnurga véirtust arg z, mis rahuldab vorratust

—rT<argz <7

nimetatakse argumendi peavddirtuseks. Seega avaldub kompleksarvu argument oma pea-
vaartuse kaudu valemiga

Arg z = arg z + 2k, keZ

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44

Lk 96 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Sageli voetakse arg z muutumispiirkonnaks vahemik [0, 27).

Kompleksarvude vordsuse tunnus trigonomeetrilises
esituses

Lause 5.26. Kompleksarvud on vordsed parajasti siis, kui

1) nende moodulid on vordsed,
2) nende argumentide vahe on 2w kordne.

Niide 5.27. Esitame lihtsad néaited.

1 =1(cos0+ isin0), izl(cosg—kising)
—1=1(cosm +isinm), —izl(cos%—isin%)

Euleri valemid ja kompleksarvu eksponentkuju

e® = cosp + isin I

nimetame Fuleri ¢ funktsiooniks. Maatriksesituses ilmselt

i — cosp —siny
~ \sing cosgp

Leonhard Euler (1707-1783), §veitsi matemaatik.

Euleri funktsioon

Funktsiooni

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 97 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Euleri funktsiooni seost eksponentfunktsiooniga selgitatakse matemaatilises analiiiisis.

Kompleksarvu eksponentkuju

Koduleht
Avaldist
Tiitelleht
kus ¢ on kompleksarvu z polaarnurk, nimetatakse kompleksarvu z eksponentkujuks (eks- 4« 44
ponentesituseks).
, < >
Naiide 5.28. Ilmselt
1=¢€0 i=¢2, —j=e'2, —1=¢" Lk 98 ® 286
Euleri valemid Tagasi
Téisekraan
Téestus. Kasuta FEuleri funktsiooni definitsiooni. O Lahku failist

Euleri funktsiooni omadusi

e1eiv2 — gilprtez) %z:; — eilp1—p2)


http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 99 eugen.paal@ttu.ee

Toestus. Kasuta Euleri funktsiooni definitsiooni ja trigonomeetriliste funktsioonide oma-
dusi. O

De Moivre’i valem

Jargnev valem kannab de Moivre 7 nime

(e¥)" =e™?, neN

Toestus. Kasuta matemaatilise induktsiooni meetodit. I

Korrutamine ja jagamine eksponentesituses

A1 @ei(wrvz)

Z1Z2 = ‘Z1H22|ei(@1+502)’ =
z2 |2l

Niide 5.29. Arvutame

. . iT i
(1 +1Zﬁi(/1§+l) _ 2623 V2T _ eG54 — ool
— 1 e 3
1

1 11
= /% cos(ﬁw) + isin(ﬁw)

TAbraham de Moivre (1667-1754), prantsuse matemaatik.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 99 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Algebra pGhiteoreem ja iihejuured

Poliinoom
n-astme polinoom P,(z) ehk hulkliige defineeritakse valemiga oty elni
Po(z) = ao+ a1z + - + apa” Tiitelleht
kus ag,ai,...,an—1,0 # a, € C on poliinoomi P,(z) kordajad, n on poliinoomi P, (x)
aste, x on poliinoomi P, (z) muutuja (parameeter). 4 44
Poliinoomi juur < >
Arvu zy € C nimetame poliinoomi P, (z) r-kordseks juureks, kui
: Lk 100 ® 286
1) Pa(z0) = Pi(zo) =~ = P V(o) = 0
2) P (xo) #0 Tagasi
Niide 5.30. Arv zg = 1 on poliinoomi
Téisekraan

pz)=2-22+1=(z—1)>

2-kordne juur, sest Lahku failist

1) p(1)=p/(1)=0

2) p"(1)=2#0
Teoreem 5.31. Kui polinoomi kordajad on reaalsed ning xg € C on selle poliinooms
r-kordne juur, siis ka xj on sama polinoom: r-kordne juur.


http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 101 eugen.paal@ttu.ee

Algebra pohiteoreem

Teoreem 5.32. Igal kompleksarvuliste kordajatega n-astme poliinoomil leidub parajasts

n kompleksarvulist juurt (kordsused kaasa arvatud). Koduleht
Uhejuured Tiitelleht
Poliinoomi 2™ — 1 kompleksarvulisi juuri nimetatakse n-jarku dhejuurteks. Koigi n-jarku

ithejuurte hulka tihistatakse /1. 44 44
Uhejuurte arvutamine 4 3

Lk 101 ® 286
ok Tagasi
Toestus. Tahistame g = %% . Kasutades de Moivre’i valemit, arvutame
(ex)"—1= (ei%Tﬁ)n — 1= o] =2k Tdisekraan
= cos(2km) +isin(2kn) —1=1—-1=0 Lahku failist

Et trigonomeetrilised funktsioonid cos ja sin on perioodilised, siis rohkem juuri pole. [
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Uhejuurte geomeetriline tdlgendus

Osutub, et n-jarku {ihejuured asetsevad komplekstasandil korraparase hulknurga tippu-

des. Hulknurga tipud asetsevad iihikringjoonel, mille keskpunkt on koordinaatide algus- Koduleht
punktis.
Niiide 5.33. Leiame /1. Tiitelleht

Lahendus. Arvutame

Vi={e%, k=01}={e" k=01}={c" e} | »

={1,-1} = +1 < >

Niide 5.34. Leiame /1.

Lk 102 ® 286
Lahendus. Teame, et ®
Vi={e%, k=012} .
Tagasi
Arvutame
k=0: g0 =€ =cos0 +isin0 =1 Téisekraan
27 2r .. 2w 1 V3.
k=1: g1 =¢€'3 :cosg—i—zmn?:—i—i—?z Lahku failist
4 4 4 1 3
k=2: 5226143:008;4—@'8111;:—2—\2[2'
Seega

3 1, V3.
\/I:{l;—2j;2@}
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Kolmandat jarku iithejuured paiknevad korrapirase kolmnurga tippudes. Kolmnurga ti-
pud asetsevad iihikringjoonel, mille keskpunkt on koordinaatide alguspunktis. Joonise
koostamine jadgu iseseisvaks harjutuseks.

Koduleht
Kompleksarvu juurimine

Tiitelleht
Poliinoomi 2™ — a koigi kompleksarvuliste juurte hulka tdhistatakse /a.

44 (44
{/a arvutamine
Teoreem 5.35. Olgu a = |a|e'?. Siis < S

{L/&:{n ’a‘ez%m7 k:O,l,,n—l} Lk 103@286
Tagasi

kus {/|a| tahistab polimoomi ™ — |a| ainsal mittenegatiivset reaalarvulist juurt.

Téaisekraa
Toestus. Samasugune iihejuurte valemi tGestusega. O [sexraan
Niide 5.36. Leiame /. Lahku failist

Lahendus. Et i = lelg, Siis
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Votame néiteks n = 3. Saame

T 42km
%—{6173 , k—071,2}
Leiame /i elemendid trigonomeetrilisel ja algebralisel kujul.
3
k=0: xozcosg+ising:\2[ %
5T 51 V3
1 = €os 6 —|—zsm6 5 4=
3 3
k=2 $2:cos§+isin§:—@'

Tulemuseks saame

5/ +v3+i
o)

5.13. Ulesanded
Tehted kompleksarvudega algebralisel kujul
5.13.1 Esitada kompleksarvud algebralisel kujul.
(1) 2+9)(3—1)+ (2+31)(3+41)
(2) (24+149)(34+T7i) — (1 +29)(5+ 34)

(3) (4+9)(5+3i) — (3+14)(3—1) (5+4)(7—6i)

3+t

4) !

7

2

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 104 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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5+1) (345 (143i)(8—1 2+z 4+z
(5) S (6) B (1)

(8) B904  (9) (24+4)% + (2 i)3

(10) (3 +i)3 — (3 —14)3

5.13.2 Arvutada imaginaariihiku 4 astmed.

(1) ,L'77 (2) i_76 (3) 2'98 (4) Z'—97 (5) i57 (6) Z'—58
(7) %% (8) i

5.13.3 Arvutada determinandid.

Q) a+bi c+di @) (1) (1) 1;”
—c+di a—bi ; .
1—17 —2 1
2
B)|e2 1 ef, e=-14+i8
g 22 1

5.13.4 Lahendada LVS ja kontrollida lahendit.
(1) iz 4+ (1+ i)20=2+42i
2iz1 + (3+2i)za =5+ 3i

@) {( +i)z1+(1—z:)22i1~l—i.
1—-9)z1+(1+4)2z2=1+3;

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 105 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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(3) (1 - i)zl — 322 = —1
2iz1 + (=1 + 3i)za = =3 + 54

221 — (24+4)ze = —i
(4) 240z ==
(24 4i)z1 — Bizg =2 — i

Kompleksse konjugeerimise omadusi
5.13.5 Toestada valemid.
(1) (") =2z (2) (mt2)" =21+t2z ) ()" =227

(4)rez=1(z+2") (5)imz= £L(z—2")

Hermiitilise konjugeerimise omadusi

5.13.6 Kontrollida teist jarku ruutmaatriksite korral maatriksite omadused.

(1) (ANF =4 (2) (ed)t =a*AT (3) (A+B)I = At + Bf
(4) (AB)' = BT AT

Ruutvorrand iile kompleksarvude

5.13.7 Lahendada ruutvorrand ja kontrollida lahendit.
(1) 22=-24—-10i (2)22=3—-4i (3)22=5-12i
(4) 22— (1+i)2+6+3i=0 (5)iz2—5iz—10+4i=0

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 106 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 107 eugen.paal@ttu.ee

(6) 22— (2+7i)z2+1+13i=0
() 22— (5+i)z+12+5i=0

Koduleht
Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju
5.13.8 Lahendada vorrand ja kontrollida lahendit. Tiitelleht
(1) |z2| +2=8+4i (2) |z]| —2=8+12 7 =
5.13.9 TGestada valem |z;22] = |21]|22].
5.13.10 Toestada Euleri valemid. < >
5.13.11 TGestada valemid
i Lk 1 2
(1) eP1eir2 — ilP1tep2) (2) ai = ¢ilP1—92) 07 ® 250
elPr2
Tagasi
5.13.12 Leida kompleksarvude trigonomeetrilised ja ekponentkujud. Kujutada joonisel.
Kontrollida tulemust.
Taisekraan
(1) £3 (2) £5 (3) £3i (4) £1+4
(5) £1 £+ /3i (6) £V/3 %4 Lahku failist

Kompleksarvu astendamine ja juurimine

5.13.13 Toestada de Moivre’i valem.
5.13.14 Astendada.
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(1) @+ (2) A+iv3)P (8) (VB +1)*

(4) (A22)12  (5) (Y20

Koduleht
5.13.15 Juurida ja kontrollida tulemust astendamisega.

WV (Vi 3) Vi (4) V1+i Tiitelleht

(5) W/512(1 —iv3) (6) {/8vV2(1 — 1)

44 (44
Trigonomeetriliste funktsioonide omadusi p >
5.13.16 Esitada jargmised funktsioonid sinx ja cosz astmete kaudu.
(1) sin3z  (2) cos3z (3) sindx (4) cosdx Lk 108 ® 286
(5) sinbx  (6) cosbx
5.13.17 Esitada jargmised funktsioonid sinnx ja cosnz kaudu. Tagasi
(1) sindz  (2) cos®z  (3) sinz  (4) cos’z .

(5) sin®z  (6) cos’®x

Lahku failist
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6. Vektorruumid

6.1. Korpuse mdiste

Hulka K = {«, 3,7, ... } nimetatakse korpuseks, kui hulgal K on defineeritud elementide
liitmine ja korrutamine nii, et on tdidetud jargmised tingimused (korpuse arvutussea-

dused):
1) a+pf=0F+a Va,feK

(liitmise kommutatiivsus),

2) (a+B)+y=a+(B+7) YafyeK
(liitmise assotsiatiivsus),

3) 30 eKnil, et a+0=a=04+a Vaek
(nulli 0 € K olemasolu),

4) VaeK F—aeKni,eta+(—a)=0=—-a+a
(vastandelemendi —« olemasolu),

5) (aB)y=a(fy) Va,B,7€K
(korrutamise assotsiatiivsus),

6) a(B+7)=af+ay VYa,B5,7€eK
(distributiivsus),

7) 31 € Knuij,et la=a VaekK
(unitaalsus),

8) af=pPa Va,feK
(korrutamise kommutatiivsus),

9) VO£AacK FJa!ecKni,etaar!'=1=ata
(péérdelemendi o~ ! olemasolu).

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 109 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Korpuse elemente nimetatakse skalaarideks ehk arvudeks. Lisaks eeldatakse, et K on
kinnine liitmise ja korrutamise suhtes, s.t skalaaride summad ja korrutised kuuluvad
samuti korpusesse K.

Niide 6.1. Q,R,C

Vektorruumi moiste
Vektorrumi maoiste

Hulka V' = {a, b, ¢, ...} nimetatakse vektorruumiks iile korpuse K, kui on defineeritud
hulga V' elementide lzitmine ja hulga V' elementide korrutamine korpuse K skalaaridega
nii, et on tiidetud jargmised tingimused (vektorruumi arvutusseadused):

1) a+tb=b+a Va,beV
(liitmise kommutatiivsus),

2) (a+b)+c=a+(b+c) VYabceV
(liitmise assotsiatiivsus),

3) do€Vnil,etat+o=a=0+a VaeV
(nullvektori o € V olemasolu),

4)VaeV F—a€Vni,eta+(—a)=o0=—-a+a
(vastandvektori —a olemasolu),

5) ala+b)=aa+ab YaeK, VabeV
(distributiivsus),

6) (a¢+pBla=aa+pfa YVa,f €K, VaeV
(distributiivsus),

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44

Lk 110 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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7) a(fa) =(af)a Va,B €K, VaeV
(skalaariga korrutamise assotsiatiivsus),
8) la=a VaeV
(unitaalsus).

Vektorruumi elemente nimetatakse vektoriteks. Lisaks eeldatakse, et V' on kinnine vek-
torite liitmise ja skalaaridega korrutamise suhtes, s.t vektorite summad ja vektorite
korrutised skalaaridega kuuluvad vektorruumi V.

Edaspidi eeldame vaikimisi, et K = Q,R voi C. Vastavat vektorruumi nimetatakse
ratsionaalseks, reaalseks voi kompleksseks.

Vektorruumi nullvektori tdhistamiseks kasutatakse ka arvu 0. Lugeja peab konteks-
tist moistma, millal on tegemist arvuga 0 ja millal nullvektoriga. Selguse huvides voib
kasutada ka tdhistust Oy .

Niide 6.2 (nullruum). Nullruumiks nimetatakse vektorruumi O = {0}, milles on iiks-
ainus element — nullvektor o. Nullruumi tahistamiseks voib kasutada jéllegi arvu O.
Nullruumi nimetatakse ka triviaalseks vektorruumiks. Nullruume iile erinevate korpuste
tuleb lugeda erinevateks.

Niide 6.3 (korpused). Iga korpus on vektorruum iile iseenda.

Niide 6.4 (maatriksruumid). Maty, « ,,(K) on vektorruum iile K. Arvutusoperatsioonid
defineerisime 2. peatiikis.

Niide 6.5 (aritmeetilised vektorruumid). Aritmeetilised vektorid on iiherealised ja iihe-
veerulised maatriksid elementidega korpusest K. Aritmeetilised vektorruumid on

K" = Maty x n(K)
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={(z1,...,zn)|z; € K} reavektorite ruum
K" = Maty x 1(K)
= {(z1,...,2,)  |z; €K} veeruvektorite ruum

Tehted aritmeetiliste vektoritega toimuvad maatriksarvutuse reeglite kohaselt.

Niide 6.6 (geomeetrilised vektorid). Geomeetriline vektor on suunatud sirgloik. Vekto-
rite liitmine defineeritakse réopkiiliku reegliga. Korrutamine arvuga defineeritakse 16igu
pikendamise v6i lithendamise teel ja negatiivsete arvude korral veel lisaks suuna muut-
misega vastupidiseks.

Niide 6.7 (funktsiooniruum). Olgu C|a,b] koigi 16igus [a,b] pidevate reaalarvuliste
vadrtustega funktsioonide hulk. Olgu f,¢g € Cla,b] ning o € R. Tehted defineerime
jargmiselt:

1) (f+9)(x)=f(x)+g(x) Vaela,b],

2) (af)(@) =af(z) V€ la,b],

3) o(z) =0 Vz € [a,b (nullfunktsioon),

4) (=f)(z) =—f(x) Vz€la,b] (vastandfunktsioon).

Ulaltoodud tehete suhtes on C[a, b] vektorruum iile R (matemaatilise analiiiisi teoreem).
Samamoodi defineeritakse diferentseeruvate ja siledate funktsioonide ruumid.

Niide 6.8 (homogeense LVS-i lahendiruum). Kirjutame homogeense LVS-i maatriksku-
jul Az = 0. Ilmselt on nullvektor o lahend (nn triviaalne lahend), sest Ao = 0. Olgu a
ja b lahendid, s.t Aa = o = Ab. Siis on a + b ja aa samuti lahendid, sest maatrikstehete
omaduste jargi
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1) Ala+b)=Aa+Ab=0+0=0
2) A(aa) = (Aa)a = (0A)a = a(Aa) =ao=o

Seega homogeense LVS-i lahendihulk (kui aritmeetilise vektorruumi alamhulk) on kinni-
ne liitmise ja arvuga korrutamise suhtes. Siit jareldub, et homogeense LVS-i lahendiruum
on vektorruum.

Vektorite omadusi
Esimest liiki lineaarne vektorvorrand

Lause 6.9. Vorrandil ax = v leidub V0 # o € K ja v € V' korral parajasti ks lahend.
Selleks lahendiks on vektor v

r=—=a weV

Téestus. Niitame kdigepealt, et o~ !v on vorrandi ar = v lahend. TGepoolest

ala™v) = (acaHv=1v=1

Olgu y veel mingi lahend, s.t ay = v. Siis ilmselt

1 1

=ly= (o 'e)y=a(ay) =a v

Tulemus {itleb, et a~'v on vorrandi axz = v ainus lahend. O

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 113 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 114 eugen.paal@ttu.ee

Nullvektori ainsus

Lause 6.10. Vektorruumis on parajasts iiks nullvektor.

Toestus. Olgu o’ samuti nullvektor. Siis

/

o0+o=o /+o=0+0
. o ro=gTo /
o+0 =o0

Koondamisreegel
Lause 6.11 (koondamisreegel). Olgu a,wu,v vektorruumi V vektorid.
Kui a+u=a+v, sits u=v

Toestus. Tlmselt
—a+ (a+u)=—a+(a+v)

Kasutades koigepealt liitmise assotsiatiivsust, seejérel vastandvektori ja nullvektori de-
finitsiooni, saame viimasest vordusest

(—a+a)tu=(—a+a)+v=—0+u=0+v=—u=v O

Vastandvektori iihesus

Lause 6.12. Igal vektoril on parajasti ks vastandvekior.
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Toestus. Olgu b € V samuti vektori a € V vastandvektor, s.t a+b = 0. Et a4+ (—a) = o,
siis ilmselt
a+b=o0=a+(—a)

Kasutades koondamisreeglit (lauset 6.11), saame b = —a. O

Vahevektor

Vektorite a ja b vahe a — b defineeritakse valemiga

a—b=a+(-b)

Teist liiki lineaarne vektorvorrand

Lause 6.13. Vorrandil a + x = b leidub Y a,b € V' korral parajasti ks lahend. Selleks
lahendiks on x =b—a € V.

Toestus. Naitame koigepealt, et b — a on vorrandi a + = = b lahend. TGepoolest
at+(b—-—a)=a+b—a=(a—a)+b=0+b=0D
Olgu y veel mingi lahend, s.t a + y = b. Siis ilmselt
at+ty=b=a+ (b—a)
Kasutades koondamisreeglit (lauset 6.11), saame y = b—a, s.t b—a on vorrandi a+x = b
ainus lahend. O
Niide 6.14. Vorrandi a + z = a ainus lahend on z = a — a = o, s.t nullvekior.

Niide 6.15. Vorrandi a + £ = o ainus lahend on x = 0 — a = —a, s.t vektori a
vastandvektor.
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Vektori korrutamine nulliga

Lause 6.16. 0a =0 VYaeV

Toestus. Toepoolest
0+ 0a =0a = (0+0)a = 0a + 0a

millest koondamisreegli (lause 6.11) pghjal Oa = o.

Nullvektori korrutamine skalaariga

Lause 6.17. co=0 VaecekK

Toestus. Toepoolest
0+ ao=ao=alo+0)=ao+ao

millest koondamisreegli pohjal ao = o.

Vastandvektori arvutamine

Lause 6.18. —a=(—1)a VaeV

Toestus. Toepoolest

a+(-la=1la+ (-1)a=(1-1)a=0a=0=a+ (—a)

millest koondamisreegli (lause 6.11) pohjal (—1)a = —a.
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Vektori korrutamine vastandarvuga

Lause 6.19. (—a)a @ —(aa) ® a(—a) YaekK, VaeV

Toestus. Toestame koigepealt vorduse (A). Peame nditama, et (—a)a on vektori aa
vastandvektor. Toepoolest

ac+ (—a)ja=(a—a)a=0=0 = (—a)a=—(aa)
Niilid arvutame
(—a)a = (~at)a = [a(~D)]e = af(~1)e] = a(—0)

mis viib ndutud vérduseni (B). O

Nullitegurite puudumine vektorruumis
Lause 6.20. Vektorruumis puuduvad nullitequrid, s.t
aa=0 < a=0 vot a=o
Taestus. =—: Olgu aa = o. Oletame vastuvditeliselt, et leiduvad nullitequrid, s.t o # 0
ja a # o. Siis 3a~! € K ning

a=1la=(ala)a=aYaa)=ato=0

mis on vastuolus oletusega, et a # o. Tulemus (vastuolu) iitleb, et korrutises aa = o

peab vdhemalt liks teguritest olema 0.

<—: Olgu a = 0 v6i a = o. Sils aa = o eespool toestatud lausete 6.16 ja 6.17
pohjal. O
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Naiide 6.21. Avaldada vektorid x,y vektorite a, b kaudu, kui

r—4y=a
2c+3y=1»
Lahendus. Esitame siisteemi maatrikskujul

G 56)-0)
(=G @) -2 5@ -5 (e

{x:+131a+141b
__2 1
y=—770+ 370

Seega

Kahtluse korral kontrollime lahendit. Kontrollime lahendit néiteks esimese vorrandiga

3 4 2 1
x74y:—a+—b—4(—ﬁa+ﬁb)
3 4 8 4

= e e R
TR T T

Samamoodi kontrollitakse lahendit teise vorrandiga.
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. Lineaarne sGltuvus

Lineaarkombinatsioonid

Vektorite vy, ...,v, € V lineaarkombinatsiooniks (LK-ks) kordajatega oy, ..., ap, € K Koduleht
nimetatakse avaldist (vektorit)
Tiitelleht
av + -+ apu, €V
Selle vektori kohta 6eldakse ka, et ta on avaldatud (arendatud) lineaarselt vektorite ) >
vy, ..., U, kaudu.
Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui koik tema kordajad on nullid. | 4
Lineaarkombinatsiooni nimetatakse mittetriviaalseks, kui tal leidub vahemalt liks nullist
erinev kordaja. Lk 119 ® 286
Niide 6.22. Toome jargmised lihtsad naited:
Tagasi
1) la,lo,10+ Oa on mittetriviaalsed LK-d,
2) 0Oa ja 0o on triviaalsed LK-d.
Taisekraan

Lineaarne soltuvus ja s6ltumatus
Lahku failist

Vektorisiisteemi (VS-i) {v1,...,v,} nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui antud siis-
teemi vektorite mingi mittetriviaalne LK vordub nullvektoriga. Vastasel juhul, s.t kui
nullvektoriga vorduvat mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni ei leidu, nimetatakse VS-i
lineaarselt soltumatuks.

Sageli radgitakse vektorisiisteemi lineaarse soltuvuse ja sdltumatuse asemel (siisteemi
kuuluvate) vektorite lineaarsest sdltuvusest ja soltumatusest.
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Niide 6.23 (tiihihulga lineaarne sdltumatus). Kui VS on tiihihulk, siis siisteemi vek-
torite lineaarkombinatsioone ei letdu. Puuduvad nii triviaalsed kui ka mittetriviaalsed

LK-d. Seega on tiihihulk lineaarselt sdltumatu.

Niide 6.24. Uurime VS-i
er = (1,0,0,...,0)

lineaarset soltuvust.
Lahendus. Peame uurima vorrandit (seost)
€] + ageg + - -+ apep =0

Tundmatud on «q, ..., a,. Arvutame

= a4(1,0,0,...,0) = (a1,0,0,...,0)
Q€9 :ag(O,l,O,...,O) = (O,QQ,O,...,O)

1€

Liites saame

arer + ageg + -+ ane, = (a1, a2, . ...
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Siit jareldub, et
ap=ar=---=a, =0

Tulemus iitleb, et VS {ey,ea,...,e,} on lineaarselt soltumatu.

Kui vektorisiisteem koosneb iihest vektorist

Lause 6.25. VS, mis koosneb ainult nullvektorist, on lineaarselt soltuv.
Taéestus. Toepoolest, siis leidub nullvektoriga vorduv mittetriviaalne LK: 1o = 0. [

Lause 6.26. Uhest vektorist koosnev VS on lineaarselt soltumatu parajasti siis, kui see
vektor ei ole nullvektor.

Toestus. =—>: Olgu {v} lineaarselt soltumatu. Siis v # o, sest {0} oleks lineaarselt
soltuv, mis on vastuolus eeldusega.

<: Kui v # o, siis vordusest av = o jareldub (nullitegurite puudumise tottu)
a = 0. Seega ei leidu nullvektoriga vorduvat mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni, s.t
VS {v # o} peab olema lineaarselt soltumatu. O

Lause 6.27. Uhest vektorist koosnev VS on lineaarselt soltuv parajasti siis, kui see
vektor on nullvektor.

Toestus. =>: Olgu VS {v} lineaarselt soltuv. Kui v ei ole nullvektor, siis eelnenud
lause pohjal on see VS lineaarselt soltumatu, mis on vastuolus eeldusega. Seega peab
v = 0.

<=: {o} on ilmselt lineaarselt soltuv, sest lo = o. O
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Kui vektorisiisteem sisaldab nullvektorit

Lause 6.28. VS, mis sisaldab nullvektorit, on lineaarselt soltuv.

Taoestus. Olgu {o,v1,...,v,} vaadeldav VS. Siis

10+0v1+---+()v,3:0

>
mittetriviaalne LK

millest jareldub ndutav lineaarne séltuvus. Ol

Kui vektorisiisteem sisaldab vastandvektoreid

Lause 6.29. VS, mis sisaldab koos mingi vektoriga ka selle vektori vastandvektorit, on
lineaarselt soltuv.

Toestus. Olgu {v, —v,v1,...,v,} vaadeldav VS. Siis

lv+ (—v) +0vy -+ -+ 0v, =0

N
mittetriviaalne LK

millest jareldub ndutav lineaarne soltuvus. Ol

Kui vektorisiisteem sisaldab iihesuguseid vektoreid

Lause 6.30. VS, mis sisaldab ihesuguseid vektoreid, on lineaarselt séltuv.
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Toestus. Olgu {v,v,v1,...,v,} vaadeldav VS. Siis
lo+ (-Dv+0vy---+0v, =0

mittetriviaalne LK

millest jareldub noutav lineaarne soltuvus. O
Kui vektorisiisteem sisaldab lineaarselt soltuvat

alamsiisteemi

Lause 6.31. VS, mis sisaldab lineaarselt séltuvat alamsiisteems, on lineaarselt soltuv.

Toestus. Olgu {v1,...,v,,v],...,v;} selline vektorisiisteem, et alamsiisteem {v1, ..., v,}
on lineaarselt s6ltuv. Siis leidub nullvektoriga vorduv mittetriviaalne LK

Q101 + U2 + -+ + apUp = 0

mittetriviaalne LK

Siit jareldub, et

mittetriviaalne LK

A

Q11 + - + apvy, +00] + - 4 0vp, =0

>
mittetriviaalne LK

seega VS {v1,...,v,,v],..., v} on lineaarselt soltuv. O

Lineaarselt soltumatu vektorisiisteemi alamsiisteemidest

Lause 6.32. Lineaarselt soltumatu vektorisiisteems iga alamstisteem on lineaarselt soltumatu.

Toestus. Jareldub lausest 6.31. O
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Lineaarselt soltumatu vektorisiisteemi laiendamisest

Teoreem 6.33. Kui VS {v1,...,v,} on lineaarsell soltumatu ning VS {vi,...,v,,v}
on lineaarselt soltuv, siis avaldub vektor v vektorite vy,...,v, LK-na.
Toestus. VS-i {vi,...,v,,v} lineaarse soltuvuse tottu

a1 + -+ apvy v =0

>
mittetriviaalne LK

Viimases seoses peab a # 0, sest vastasel juhul oleksid kdik kordajad nullid. Vektor v

avaldub siis ilmselt vektorite vy, ..., v, LK-na
aq (6
V=——v) — o — — 1y Ol
« @

Lineaarse soltumatuse tunnus

Teoreem 6.34. VS {v1,...,v,} on lineaarselt soltumatu parajasti siis, kui vordusest
av] + -+ apv, =0 jareldub ag=-=a, =0
Toestus. =—>: Olgu VS {vy,...,v,} lineaarselt sdltumatu. Peame néitama, et vordusest
Qv + -+ apv, =0 jireldub a3 =---=a, =0

Oletame vastuviiteliselt, et vihemalt iiks kordajatest tuleb nullist erinev. Siis oleks VS
{v1,...,v,} lineaarselt soltuv, mis on vastuolus eeldusega. Jarelikult peab oy = -+ =
a, = 0.
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<=: Kui vordusest
avy + -+ apv, =0 jareldub a3 =---=a, =0
siis e¢ leidu nullvektoriga vorduvat mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni. Seega VS
{v1,...,v,} on lineaarselt soltumatu. O
Lineaarse so6ltuvuse tunnus

Teoreem 6.35. VS, mis sisaldab vihemalt kahte vektorit, on lineaarselt soltuv parajasti
suis, kui ststeemis leidub vektor, mis avaldub ilejdinute LK-na.

Toestus. =>: Olgu VS {v1,...,v,>2} lineaarselt soltuv. Siis leidub nullvektoriga vorduv
mittetriviaalne LK
a1V1 + V2 - - - + QpUp = O

mittetriviaalne LK

Olgu néiteks o # 0. Arvutame
QU] = —QUy — « -+ — Qpy

Korrutame niiiid arvuga 041_1 vasakult, siis saame

mis iitleb, et vy avaldub iilejddnud vektorite LK-na.
<=: Avaldugu v; iilejadnud vektorite LK-na

vy = Bava + -+ + Bun
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Siit saame
Loy — favg — -+ — Bpop =0
mittetriviaalne LK
s.t VS {v1,...,v,} on lineaarselt soltuv. O

Moodustajad ja baas
Moodustajad

VS-i nimetatakse vektorruumi V' moodustajate siisteemiks, kui V' iga vektor on avaldatav
selle stisteemi vektorite LK-na. Moodustajate siisteemi vektoreid nimetatakse vektor-
ruumi moodustajateks.

Niide 6.36. Iga vektorruum on iseenda moodustajate siisteem, sest v = lv. Et iga
vektorruum sisaldab nullvektorit, siis see ndide iitleb, et vektorruumi moodustajate
stisteemid voivad olla lineaarselt séltuvad.

Baas

Oeldakse, et vektorisiisteem B on vektorruumi V # 0 baas ehk koordinaatsisteem, kui

1) B on V moodustajate stisteem,
2) B on lineaarselt soltumatu.

Kui vektorruum on nullruum, siis voib tema baasiks defineerida tiihihulga (see on tea-
tavasti lineaarselt soltumatu). Seega oleks nullruumi baasis 0 vektorit.
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Loplikumaotmelised ruumid

Vektorruumi nimetatakse loplikumootmeliseks, kui tal leidub loplik baas, s.t baas, mis
sisaldab 16pliku arvu vektoreid. Vektorruumi nimetatakse lopmatumdotmeliseks, kui ta
ei ole 16plikumoctmeline.

Niide 6.37. TGestame, et VS
{e; =(0,...,0,1,0,...,0)| i=1,...,n}
—
i—1
on aritmeetilise vektorruumi K" baas (seda nimetatakse standardbaasiks).

Toestus. Niitest 6.24 teame, et VS {e;|i = 1,...,n} on lineaarselt soltumatu. Peame
nditama, et ta on ka vektorruumi K" moodustajate siisteem. Olgu a = (aq,...,ay) €
K™. Paneme tahele, et

a=aa1e1 + -+ opey

s.t Va € K" avaldub (lineaarselt soltumatute) vektorite ey, ..., e, LK-na. Siit jareldub,
et VS {e;|i=1,...,n} on vektorruumi K" baas. O
Moaoode

Esimene fundamentaallemma

Lemma 6.38. Vektorid by, ..., b, avaldugu vektorite ay, ..., ar lineaarkombinatsiooni-
dena. Kuin >k, siis VS {b1,...,bn} on lineaarselt soltuv.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 127 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Toestus. Vastavalt eeldusele

b1 = aq1a1 + ag1az + - - - + aprak
by = a12a1 + a2an + - - - + aaay

Moodustame LVS-i
a1+ aeAe + -+ ap A, =0

Q91 A1 + oo + -+ agp Ay, =0

QA1 + aparo + - -+ app A, =0

Antud LVS on homogeensuse tottu kooskolaline. Uheks lahendiks on ilmselt triviaalne
lahend A\; = --- = A\, = 0. Et tundmatuid on rohkem kui vorrandeid (n > k), siis lei-
dub sellel LVS-il mittetriviaalne lahend N, ..., X, s.t vihemalt iiks arvudest A}, ..., A,

) mn?
erineb nullist. Vaatame mittetriviaalset lineaarkombinatsiooni

Nib1 + Mobgy + -+« + A by = + N (1101 + as1as + - - + agyag)

mittetriviaalne LK

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 128 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist

+ My (an2a1 + aogag + - -+ + agaay,)

+ )\%(06111611 + agpaz + - - - + agpag)
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(avame sulud ja rithmitame liidetavad iimber)

=+ (a1 \] + @12y + - + a1\ ay
+ (a1 N| + ooy + - - + aop N as
aF (akl)\/l aF Oékg)\é + -+ aknA;L)ak
= 0a1 + 0as + - - - + Oay

=0
Niitasime, et leidub vektorite by, ..., b, nullvektoriga vorduv mittetriviaalne LK. Jére-
likult peab VS {b1,...,b,} olema lineaarselt soltuv. O

Teine fundamentaallemma

Lemma 6.39. Olgu VS {b1,...,b,} lineaarselt soltumatu ning VS {ay,...,ar} olgu V
moodustajate stisteem. Siis n < k.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et n > k. Siis peaks vektorisiisteem {b1,...,by,} esi-
mese fundamentaallemma 6.38 pdhjal olema lineaarselt séltuv, mis on vastuolus eeldu-
sega. O

Teoreem vektorite arvust baasides

Teoreem 6.40. Loplikumaodtmelise vektorruumsi koikides baasides on tihepalju vektoreid.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 129 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Toestus. Olgu A = {ai,...,ax} ja B = {b1,...,b,} 16plikumdotmelise vektorruumi V'
baasid. Peame néitama, et £ = n. Paneme tahele, et

{B = {b1,...,b,} on lineaarselt soltumatu,

A={ay,...,ar} on V moodustajate siisteem.

Lemma 6.39 pohjal n < k. Samamoodi, kui A ja B vahetavad kohad, saame k& < n.

Kokku vottes k£ = n. O

Moaoade

Loplikumootmelise vektorruumi mootmeks ehk dimenstooniks nimetatakse vektorite ar-
vu selle vektorruumi baasis. Vektorruumi V' moodet tahistatakse dim V.
Nullruum on 0-mootmeline, s.t dim O = 0 (nullruumi baas on tiihihulk).

Mirkus 6.41. Selle definitsiooni korrektsus on garanteeritud teoreemiga 6.40.

Niide 6.42. Eespool toodud niite 6.37 pohjal dim K™ = n .

Kui vektorisiisteemis on rohkem kui dim V' vektorit
Teoreem 6.43. VS, milles on rohkem kui dim V' wvektorit, on lineaarselt soltuv.

Tdestus. Tahistame dim V' = k. Olgu

{ai,...,ax}  vektorruumi V baas
{b1,...,bp>k} mingi VS

Lemma 6.38 pghjal on VS {b1,...,b,~x} lineaarselt soltuv. O

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 130 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Vektorite arvust moodustajate siisteemis

Teoreem 6.44. Vektorruumi V 1gas moodustajate stisteemis on vahemalt dim V' vekto-

rit. Koduleht
Téestus. Tahistame dim V' = n. Olgu
. Tiitelleht
{b1,...,b,} vektorruumi V baas
{ai,...,ar} vektorruumi V moodustajate siisteem <« b
Peame néitama, et k > n. Paneme tdhele, et {b1,...,by,} on lineaarselt scltumatu (baas).
Lemma 6.39 pohjal n < k. O < [
. Homogeense lineaarvorrandisiisteemi LFS Lk 131 ® 286
LFS-i moiste
Homogeense LVS-i lahendiruum on teatavasti vektorruum. Homogeense LVS-i lahendite Tagasi
fundamentaalsiisteemiks (LFS-iks) nimetatakse selle siisteemi lahendiruumi baasi.
Tédisekraan

Homogeense siisteemi lahendiruumi mootmest

Teoreem 6.45. Olgu homogeense LVS-i tundmatute arv n jo siisteemi maatriksi astak Lahku failist

r. Siis on ststeemsi lahendiruum (n — r)-mootmeline.

See teoreem iitleb, et homogeense siisteemi lahendite fundamentaalsiisteem koosneb
n —r vektorist. Homogeense siisteemi dldlahend avaldub (vektoresituses) LFS-i vektori-
te lineaarkombinatsioonina, kusjuures kordajateks on suvalised konstandid (iildlahendi
parameetrid).
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LFS-i leidmine

LFS-i saame, kui vabadele tundmatutele (mille arv on (n — r)) omistame sobivalt arv-
vaartusi 1 ja 0. Koduleht

Naiide 6.46. Leiame homogeense siisteemi
Tiitelleht

201+ Txo+ x3+3x4 =0
3r1 + dxo + 223 + 224 =0 44 44

921 + 420+ Txs+ x4 =0

4 4
lahendite fundamentaalsiisteemi.
Lahendus. Siisteemi iildlahend on Lk 132 ® 286
71 = =9y — 424 Tagasi
x3 = 11lxg + Sxy
Z9, x4 — vabad tundmatud Tiisekraan

Uldlahend vektoresituses on
Lahku failist

T —9x9 — 4xy
i) Hi)

xr = =
x3 11xo + 524

L4 T4
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Stisteemi LFS sisaldab 4 — 2 = 2 vektorit. Vabadele tundmatutele x5 ja x4 omistame
niitid arvvairtusi 1 ja 0. Saame erilahendid

=9 —4
v = ! ) V2 = 0
11 5
0 1

Stisteemi #ldlahend avaldub lahendite fundamentaalsiisteemi vektorite lineaarkombinat-
sioonina, kusjuures kordajateks on suvalised konstandid (vabad tundmatud)

T = X2V1 + T4V2

Koordinaadid ja koordinaatvektor

Olgu B = {by,...,b,} vektorruumi V baas, siis dim V' = n. Eelnevast teame, et iga
vektor a € V on avaldatav baasi vektorite LK-na

a=a1by + -+ ayb,

Selle lineaarkombinatsiooni kordajaid a;, ..., a, nimetatakse vektori a € V' koordinaa-
tideks baasis B = {b1,...,b,}. Vektori a kohta deldakse, et ta on arendatud baasi B
jargi. Vektori a koordinaatvektoriks baasis B nimetame {iheveerulist maatriksit

03]
Cp(a) =

Qn

PGBhjus, miks kasutame veergu rea asemel, selgub hiljem.

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 133 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Lause 6.47 (koordinaatvektori omadusi). Olgu B vektorruumi V baas. Siis

1) CB(Ul aF UQ) = CB(’Ul) 4 CB(UQ)
2) Cp(av) = aCg(v) Koduleht

Téestus. Soovitatav tdestada iseseisva harjutusena. O .
Tiitelleht

Vektori koordinaatide iihesus antud baasis py o)
Teoreem 6.48. Vektori koordinaadid antud baasis on mddratud tiheselt.
Toestus. Olgu B = {b1,...,b,} vektorruumi V' baas ning < >
Vordusest a — a = o saame
Tagasi
aiby + -+ apb, — ()b + -+l by)
= (a1 —a))b1+ -+ (an — )by, =0 Téaisekraan

Baasi B lineaarse soltumatuse tottu peab
P Lahku failist

!/ .
o; = oy, 1=1,...,n

mis tahendabki koordinaatide tthesust baasis B. O
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Vektorite vordsuse tunnus

Teoreem 6.49. Vektorid on vordsed parajasti suis, kui on vordsed nende vastovad koor-
dinaadid (koordinaatvektorid) mingis baasis.

Toestus. Olgu B = {by,...,b,} vektorruumi V baas ning a,c € V. Siis

a=obr+---+oapby ja c=mbi+ -+ by

Arvutame
CL—C:Oélbl-l—"'-f-Olnbn— ('Ylbl'f‘"""’)/nbn)
= (al - 'Yl)bl T o0 aF (an - 'Yn)bn

—>: Vordusest a = ¢ jareldub, et a; = ; (¢ = 1,...,n), sest B on lineaarselt
soltumatu.

<—=: Vordustest a; =; (i =1,...,n) jareldub ilmselt, et a = c. Ol
Baasiteisendused
Uleminekumaatriks

Vektorruumi baas ei ole iildiselt iiheselt maaratud, s.t vektorruumis voib olla rohkem
kui iiks baas. Olgu B = {b1,...,b,} ja B’ = {b},...,b),} n-mootmelise vektorruumi
V kaks baasi, vektorite arv neis on teatavasti thesugune (vt teoreem 6.40). Arendame

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 135 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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baasi B’ vektorid baasi B jargi

by = an1by + a2iba + - - + aniby

by = a1aby + ageby + - - + ap2by Koduleht
................................. Tiitelleht
b{n = 0101 + a2pba + - - + apnbn N
Maatriksit 4« 44
11 12 ... Qip
C a2 a2 ... o
PB<—B’ = | 4
Onl Qn2 ... Onn Lk 136 ® 286
nimetatakse tileminekumaatriksiks baasilt B’ baasile B. Paneme tihele, et iilemineku-
maatriksi Pp. pr i-ndaks veeruks on baasivektori b, arenduse koordinaadid baasis B Tagasi
Pp_p = (Cp(ty) Cp(ts) - Cp(b))
Téisekraan

Vektori koordinaatide teisenemine

Teoreem 6.50. Olgu B ja B’ vektorruumi V' baasid. Siis

Lahku failist

CB(U) = PB«—B’CB’<U) YvoeV
Toestus. Arendame vektori v € V baaside B ja B’ jirgi

v =A1by + -+ Apbp = N b+ - XD
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= N (a11by + ag1bs + - + an1by)
+ Ay (a12b1 + qaoba + -+ + apaby)

................................. Koduleht
+ )\{n(alnbl +agby+--- + annbn)
(avame sulud ja rithmitame liidetavad timber) Tritellelit
=+ (011 A\] + 12Xy + -+ + a1, )by XL >
aF (a21>\/1 aF 0422)\12 4+ -t agn/\%)bg
................................. < [
+ (1A} + an2 Xy + -+ apn )by
Vektori arendus baasi jirgi on iihene. Jérelikult Lk 137 ® 286
Al = 0411)\/1 + 0412)\/2 S 000 ¢ Oéln)\% T .
)\2 = 0421)\/1 aF Oé22)\/2 dF es e qF azn)\/n agasi
.................................. ool
An = aniN] + anads + -+ anp A,
mis on vektori v koordinaatide teisenemisvalemid baasilt B’ baasile B. Tulemuse voime Tl Tl
ilmselt kirjutada maatrikskujul
A1 a1 Q12 ot Qg A
A2 Qo] Qg o Qg X
= ] O
)\n apl Qp2 - Opp >‘,n
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Niide 6.51. Leida vektori v = (1,2,3) € R? koordinaadid baasis
B = {b; =(1,1,0), b, =(1,0,1), bg =(0,1,0)}
Lahendus. Baasiks B on standardbaas

B ={e;1 =(1,0,0), ex=1(0,1,0), e3=1(0,0,1)}

Siis
1
v=(1,2,3) =1le; +2e2+3e3 = Cp(v)= 12
3
Leiame iileminekumaatriksi Pg. p/. Paneme tihele, et
(1,1,0) = leg + leg + Oes 1 1 0
(1,0,1) =1le; +0es +1les = Ppop=|1 0 1
(0,1,0) = Oey + leg + Oes 0 10
Niitid paneme tahele, et
1 1 1 0
CB<’U):PB(_B/CB/('U) — 21 =11 0 1 CB/<’U)
3 0 1
Siit saame
11 0\ /1 1 0 -1\ /1 —2
CB/(U) = 1 0 1 2 = 0 1 2 = 3
010 3 -1 1 1 3 4

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 138 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Kontrollides saame

v = —2b) + 3bh + 4b
= —2(1,1,0) + 3(1,0,1) + 4(0,1,0)
=(-2,-2,0) + (3,0,3) + (0,4,0)
=(1,2,3)

Uleminekumaatriksi omadusi

Lemma 6.52. Olgu dimV = n ning B = {by,...,b,} vektorruumi V baas. Kui A on
n X n-maatriks, sis
AlCg(v)] =0 VveV=A=0

Toestus. Toepoolest, A[Cp(b;)](= 0) on maatriksi A i-s veerg, sest Cg(b;) on ithikmaat-
riksi I, i-s veerg. Ol

Teoreem 6.53. Olgu B, B’ ja B" vektorruumi V' kolm baasi. Siis

2) Pgl 5 =Pp.p (pioratavus)
3) Ppr—p Pp.p=Ppr_p (transitiivsus)

Toestus. Esimese omaduse jatame iseseisvaks harjutuseks.
Teine omadus jareldub esimesest ja kolmandast. Vottes kolmandas omaduses B” =
B, saame esimese omaduse pohjal

Pp_pPp.p=Pp.p=1

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44

Lk 139 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Samamoodi, kui B ja B’ vahetavad kohad, siis

Pp. pPp.p = Pprop =1

Seega on iileminekumaatriks péoratav ja teine omadus (valem) kehtib jdreldusena esi- Koduleht
mesest ja kolmandast. Jaib iile tGestada kolmas omadus.
Kasutades teoreemi 6.50, voime iga v € V korral kirjutada Tiitelleht
Cp/(v) = PprpCp(v), Cpr(v) = Ppr_pCp(v)
Asendades viimases vorduses Cp/(v), saame ) >
Cpr(v) = Ppnp Pp._pCp(v) < >
Kuid jallegi teoreemi 6.50 tottu voime kirjutada
Cpr(v) = Ppn_pCp(v) Lk 140 ® 286
Seega lahutades eelviimasest vordusest viimase, saame
(PgipPoiep — Panep)Cp(v) =0 VYveV fla2s]
Kolmas omadus jareldub niiiid lemma 6.52 kaasabil. O Taisekraan
Teoreem 6.54. Uleminekumaatriksi astak on dimV, s.t
det Pp_p # 0 # det P Lahku failist

Toestus. Arvutame (iilemineku)maatriksite determinantide korrutise

det Pg_p/ -det P/ = det(PB<—B’PB’<—B) = det Pg_p
=det/ =1

Kuna korrutis erineb nullist, siis ei ole tegurid nullid. O


http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

6.10.

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 141 eugen.paal@ttu.ee

Alamruum ja lineaarne kate
Alamruum

Vektorruumi V' alamruumiks nimetatakse tema sellist mittetiihja osahulka V/ C V, mis
rahuldab jargmist tingimust:

a,beV = aa+pBbecV' Vo,B3cK

Niide 6.55. Vektorruum V' on iseenda alamruum. Nullruum O = {o}, mis koosneb
teatavasti vaid vektorruumi V nullvektorist o, on V' alamruum. Neid alamruume nime-
tatakse vektorruumi V' triviaalseteks alamruumideks. Koiki iilejdéinud alamruume (kui
leiduvad) nimetatakse mittetriviaalseteks.

Niide 6.56. Defineerime V'’ C K? jargmiselt:
V' = {(z,—z) € K?|z € K}
Kontrollime alamruumi tingimust. Olgu (a, —a), (b, =b) € V', siis

ala,—a) + B(b, —b) = (aa, —aa) + (Bb, —3b)
= (aa+ Bb,—(aa+ Bb)) € V' Va,B €K

Tulemus iitleb, et V’ on tdepoolest aritmeetilise vektorruumi K? alamruum.

Niide 6.57 (alamruume funktsiooniruumis). Toome moned alamruumide néited funks-
siooniruumis.

1. Diferentseeruvad funktsioonid moodustavad alamruumi pidevate funktsioonide ruumis.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 141 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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2. Siledad funktsioonid moodustavad alamruumi diferentseeruvate funktsioonide ruumis.

Lause 6.58. Vektorruumi iga alamruum on samuti vektorruum (ile sama korpuse).

Toestus. Sest kehtivad vektorruumi aksioomid. O Koduleht
Lineaarne kate Tiitelleht
VS-i{v1,...,vn} lineaarseks katteks Lin{vy, . .., v, } nimetatakse selle siisteemi vektorite
kigi LK-de hulka « | »
Lin{vi,...,vn} = {1+ -+ oo, € V] ay,...,a, € K} < >
Sageli 6eldakse, et Lin{vy,...,v,} on vektorite vy, ..., v, lineaarne kate.
Teoreem 6.59. Lin{vy,...,v,} CV on vektorruumi V alamruum. Lk 142 ® 286
Téestus. Kontrolli alamruumi tingimust. O .
Tagasi
Teoreem 6.60. VS on lineaarselt soltumatu parajasti sits, kui ta on oma lineaarse katte
baas. Tiisekraan
Toestus. =>: Olgu VS lineaarselt soltumatu. See siisteem on ka oma lineaarse katte
moodustajate siisteem. Jérelikult on tegemist (lineaarse katte) baasiga. Lahku failist
<—: Kui VS on (oma lineaarse katte) baas, siis peab ta ilmselt olema lineaarselt
soltumatu. ]

Definitsioon 6.61. Maatriksi A reavektorite lineaarset katet nimetatakse selle maat-
riksi reavektorite ruumiks ja tdhistatakse Row A. Maatriksi A veeruvektorite lineaarset
katet nimetatakse selle maatriksi veeruvektorite ruumiks ja tahistatakse Col A.
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6.11. Vektorisiisteemi astak. Astakuteoreem

Baasalamsiisteem
VS-i baasalamsiisteem on tema selline alamsiisteem, mis rahuldab jargmisi tingimusi: Lo el
1) baasalamsiisteem on lineaarselt soltumatu, Tiitelleht
2) tdiendavate vektorite lisamine vektorisiisteemist baasalamsiisteemi muudab saa-
dud (laiendatud) siisteemi lineaarselt soltuvaks. pp b
Liihidalt 6eldes on VS-i baasalamsiisteem selle stisteemi maksimaalne lineaarselt scltumatu
alamsiisteem. < >
Teoreem 6.62 (lineaarse katte baasist). VS-i baasalamsisteem on selle VS-i lineaarse
katte baas. Lk 143 ® 286
Toestus. Teoreemi 6.33 pohjal avaldub VS-i iga vektor oma baasalamsiisteemi vektori- Tagasi
te LK-na. Jérelikult on VS-i baasalamsiisteem selle VS-i lineaarse katte moodustajate
siisteem. Baasalamsiisteemi lineaarse soltumatuse tottu on tegemist baasiga. O .
Taisekraan
Teoreem 6.63 (vektorite arv baasalamsiisteemides). Vektorisisteemi koikides baas-
alamsiisteemides on tUhepalju vektoreid. Lahku failist

Toestus. Teame, et VS-i lineaarne kate on vektorruum. Viide jareldub teoreemidest
6.62 ning 6.40. O
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Vektorisiisteemi astak

VS-i astakuks nimetatakse vektorite arvu tema baas-alam-siis-tee-mis.

Markus 6.64. Selle definitsiooni korrektsus on garanteeritud teoreemiga 6.63.

Teoreem 6.65. VS-i astak vordub selle sisteems lineaarse katte mootmega

rank S = dim Lin S
Téestus. Jareldub teoreemist 6.62. O
Teoreem 6.66 (astakuteoreem). VIS-i astak vordub selle siisteemi vektorite koordinaa-
tide maatriksi astakuga.

Astakuteoreemi on mugav kasutada VS-i astaku leidmiseks. Selle teoreemi toestame
jargmises alapunktis.

Teoreem 6.67. Maatriksi A reavektorite siisteemi astak vordub maatriksi A astakuga
ning tema veeruvektorite siisteems astak vordub samuti maatriksi A astakuga. Kuna V.S-i
astak vordub tema lineaarse katte mdootmega, siis

dim Row A = rank A = dim Col A

Lineaarse soltuvuse uurimine

Kirjeldame, kuidas leida VS-i baasalamsiisteemi ja toestame astakuteoreemi.

Ulesanne. Olgu dim V = k. Uurida VS-i {v1,...,v,} lineaarset soltuvust.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 144 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Lahendus. Peame uurima vorrandit (seost)

AMv1 4+ Ave + -+ Apup =0

()

Tundmatud on Aj,..., \,. Olgu B = {b1,..., b} vektorruumi V' baas. Kasutame aren-

dust baasi B jargi
v1 = o11b1 + ag1by + - + ag by
v = ai2by + aoba + - - + agoby

Up = Qipb1 + agpby + - - - 4+ agnby

Vektorite vq, ..., v, koordinaatide maatriksi tdhistame
o11 012 ... Oln
na a:21 oz:22 e O[:Qn _ (03(711) ()
a1 Qg2 ... Qkp

Asendades iilaltoodud arendused seosesse (x), saame

Av1r + Aova + -+ Apop = Ai(a11by + agibs + - -
+ Aa(a12b1 + aa2by + - -

+ vp(ainbs + agpby + - -

CB(vn))

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 145 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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(avame sulud ja rithmitame liidetavad iimber)

= (anA+ade + -+ apAn)br
+ (@21 A1 + @222 + - - - + a2 A ) b2
aF (akl)\l + apodg + - -+ + a;m)\n)bk
=0

Et baas B on lineaarselt soltumatu, peavad kordajad olema nullid

Q11 + a19Xe + -+ agpA, =0
a1 A1 + ooda + -+ agp Ay, =0

1A+ agade + -+ agp Ay =0

Paneme tahele, et selle LVS-i maatriks on vektorite vy, ..., v, koordinaatide maatriks
A = (ayj;). Olgu r maatriksi A astak. Kasutades Gaussi meetodit, lahendame viimase
LVS-i, mis on homogeensuse tottu kooskolaline. Vabade tundmatute arv on teatavasti
n —r. Olgu X|,..., N juhttundmatud ning X\ ,,..., N, vabad tundmatud. Juhttund-
matud avalduvad lineaarselt vabade tundmatute kaudu (kui leiduvad). Selekteerime ka
vektorid vabadeks ja (olemasolu korral) juhtivateks. Vektorit, mis asetseb LK-s vaba
tundmatu koérval, nimetame juhtvektoriks. Vektorit, mis asetseb LK-s juhttundmatu

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 146 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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korval, nimetame wvabaks vektoriks. Siis voime kirjutada

juhttundmatud vabad tundmatud
AMUL 4 A AU = MUl 4+ AL AN vl o AU, =0 Koduleht
vabad vektorid juhtvgitorid
. Do o . . . Tiitelleht
Juhtvektorid (kui leiduvad) avalduvad vabade vektorite lineaarkombinatsioonidena, kui
vabadele tundmatutele omistada sobivalt arvvadrtusi 1 ja 0. Seega on vabad vektorid
antud vektorisiisteemi moodustajad. Naitame, et vabad vektorid on lineaarselt soltu- 4« 44
matud. Seega moodustavad vabad vektorid VS-i baasalamsiisteemi. See toestabki, et
vektorisiisteemi {ay, - - ,an} astak on r. < >
Tdepoolest, olgu {v], ..., v.} vabad vektorid ja avaldugu v} vastuvéiteliselt iilejadnud
vabade vektorite LK-na / / / Lk 147 ® 286
v] = Bavy + - - + Bru,
Siis avalduvad ka juhtvektorid v, ,,...,v;, vektorite vj, ..., v, lineaarkombinatsiooni- Tagasi
dena
U7,n+1 =S 52,7”4-111/2 + B3,7"+1U;,3 oo ﬂr,r-ﬁ-lv; Taisekraan
Upig = Port2vy + Bari2v + o0+ Broi2v;
e Lahku failist
U;L = ﬂ2nvé F BSnUé A oce gk ﬁrnvi«

Lausest 6.47 jareldub, et maatriksi A veeruvektorite C’B(v;) jaoks kehtivad seosed

{OB(vi) = 32 BiCr(v))

! T / ] (k)
Cp(v}) = >i—2BiiCB(v;), j=r+1,...,n
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Leiame niiiid maatriksi A astaku veergude elementaarteisenduste (k) abil

A:(CB(Ul) CB(UQ> CB(Un))
~ (Cp(v1) Cp(v)) Cp(v;) Ce(viy1) ... Cp(w))
~ (0 Cg(wh) ... Cg(v.) 0 ... 0)

Tulemus titleb, et nullist erinevaid veerge jaab vaid r — 1, s.t maatriksil A peaks astak
olema vaiksem kui 7, mis on vastuolus eeldusega, et maatriksi astak on r. Jarelikult pea-
vad vabad vektorid v],...,v. olema lineaarselt soltumatud. Seega moodustavad vabad
vektorid antud vektorisiisteemi baasalamsiisteemi ja vektorisiisteemi astak on samuti
. ]

Kui vabu tundmatuid ei ole, siis puuduvad ka juhtvektorid ning VS {vi,...,v,}
osutub lineaarselt soltumatuks. Vektorisiisteemi astak on sellisel juhul n.

Kroneckeri-Capelli teoreem

Vaatleme LVS-i
a11%1 + a19x2 + « - - + a1y, = by
a1 + agra + - - - + gy = by

Ap1T1 + Ap2T2 + +** + QppTy = bk

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44

Lk 148 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Defineerime veeruvektorid

an a2 ain b1
a2 a22 aon bo
0/1: . 9 a/2: . 9% a’TL: . 9 b:
ag1 ag2 akn br,
LVS-i (1) saab samavéddrselt esitada vektorkujul
x161 + x2a2 + -+ Tpa, =b (2)

Kroneckeri-Capelli teoreem

Teoreem 6.68 (astakutingimus). LVS (1) on kooskélaline parajasti siis, kui VS-ide
{a1,...,an} ja{a1,...,an, b} astakud on vordsed.

Toestus. =>: Olgu LVS (1) kooskdlaline. See tdhendab, et siisteemil (1) leidub mingi
lahend 1 = o, ..., 2, = ay. Siis kehtib aga vektorvordus (2)

b= aia; + agaz + - + anay (3)

Olgu r = rank{ay, ..., a,}. Siis sisaldavad VS-i {a1,...,a,} baasalamsiisteemid r vek-
torit. Olgu niiteks aq,...,a, lineaarselt soltumatud, siis avalduvad iilejiddnud n — r
vektorit a,41,...,a, vektorite ay,...,a, lineaarkombinatsioonidena. Vordusest (3) ji-
reldub, et ka vektor b avaldub vektorite ai,...,a, LK-na. Laiendatud vektorisiisteemi

{ai,...,an, b} baasalamsiisteem on seega samuti {a1, ..., a, }. Siit jireldub, et rank{ay, . .

T.

'7anab} =

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 149 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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<—: Olgu
rank{ai,...,a,} =rank{ai,...,a,,b} =7

Siis VS-i {ai,...,a,} baasalamsiisteemid sisaldavad r vektorit. Olgu niiteks vekto-
rid ay,...,a, lineaarselt soltumatud. Vaatleme laiendatud VS-i {ai,...,a,,b}. Kuna

rank{a,...,an,b} = rjavektorid ai, ..., a, on lineaarselt séltumatud, siis VS {ay, ..., a,, b}

on lineaarselt soltuv. Kui b = 0, siis avaldub vektor b vektorite a1, ..., a, triviaalse LK-
na. Kui b # 0, siis peab vektor b avalduma vektorite aq, . . ., a, LK-na (kasutame teoreemi
6.33). Seega leiduvad sellised skalaarid oy, ..., a;, et

b=o1a1 + -+ ara,

ehk
b=aia) + -+ arar +0ap1q1 + - - + Oay,

See aga tdhendab, et

Ty =1, Tp =Qpy, Tyl = =Tp =0
on LVS-i (1) lahend. O
Ulesanded

Lineaarkombinatsioonid

6.14.1 Arendada vektor v = (1, —2,5) € R? vektorite

b= (1,1,1), bo=(1,2,3), bs=(2,—1,1)

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 150 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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lineaarkombinatsioonina. Kontrollida arendust.
6.14.2 Arendada vektor v = (2, —5,3) € R? vektorite

b =(1,-3,2), by=(2,—4,—-1), b3=(1,-5,7)

lineaarkombinatsioonina. Kontrollida arendust.
6.14.3 Arendada vektor v = (7,14, —1, 2) vektorite

bl = (1727 _17 _2)7 b2 = (273707 _1)
by = (1,2,1,4), by=(1,3,—1,0)

lineaarkombinatsioonina. Kontrollida arendust.
6.14.4 Arendada maatriks M maatriksite A, B, C lineaarkombinatsioonina. Kontrollida

arendust.
4 7 1 1 1 2 1 1
(e o) 4=( ) 2=G 8 o= s)
6.14.5 Arendada poliinoom p = t? + 4t — 3 poliinoomide

pr=t>2—2t+5 p=22—-3t p3=t+1

lineaarkombinatsioonina. Kontrollida arendust.

Moodustajad ja lineaarne kate
6.14.6 Niidata, et vektorid
vy =(1,1,1), v =(1,2,3), wv3=(1,5,8)

on vektorruumi R? moodustajad.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Lineaarne soltuvus

6.14.7 Toestada, et funktsioonisiisteem {1,sin? z, cos? x| z € R} on lineaarselt soltuv.
6.14.8 TGestada, et funktsioonisiisteem {sinz,cosz|x € R} on lineaarselt sltumatu.
6.14.9 Olgu VS {a, b} lineaarselt séltumatu. TGestada, et siis on ka VS {a + b,a — b}
lineaarselt soltumatu.

6.14.10 Toestada, et funktsioonisiisteem {e*?, e~%| ¢ € R} on lineaarselt sdltumatu.

Lineaarse soltuvuse uurimine

6.14.11 Leida VS-i astak ja mingi baasalamsiisteem, juhtvektorid arendada baasalam-
siisteemi jirgi. Kontrollida arendusi.

v1 = (1,0,0,—1), vy =(2,1,1,0)
vs=(1,1,1,1), ws=(1,1,3,4), wvs=(0,1,2,3)

6.14.12 Uurida VS-i

v1 = (6,3,3,9), wv2=(4,2,2,6), wv3=(5,4,-2,1)
V4 = (2715173)7 U5 = (3727072)7 Ve = (1737 _772)
lineaarset soltuvust. Leida astak ja mingi baasalamsiisteem. Juhtvektorid arendada

baasalamsiisteemi jargi. Kontrollida arendusi.
6.14.13 Uurida VS-i

’Ul = (1,2,3’4)7 ’U2 = (27 37 47 5)
U3 = (3747576)7 Vg = (4,5,6,7)

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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lineaarset soltuvust. Leida astak ja mingi baasalamsiisteem. Juhtvektorid arendada
baasalamsiisteemi jargi. Kontrollida arendusi.
6.14.14 Uurida VS-i

Koduleht
vy =(1,1,1,1), v =(1,2,3,2)
vy =(2,5,6,4), wvq4=(2,6,8,5) Tiitelleht
lineaarset soltuvust. Leida astak ja mingi baasalamsiisteem. Juhtvektorid arendada
.. e . . 44 (44
baasalamsiisteemi jargi. Kontrollida arendusi.
Baasiteisendused 4 >
. . _ 3 . . .
6.14.15 Leida vektori v = (5,3,4) € R® koordinaadid baasis Lk 153 ® 286
(1,-1,0), (1,1,0), (0,1,1)
Tagasi
Kontrollida arendust.
6.14.16 Leida vektori v = (—2,0,1) € R? koordinaadid baasis
Taisekraan

(5,2,1), (-2,0,1), (0,4,-3)
Lahku failist
Kontrollida arendust.

6.14.17 Leida vektori v = (5,5, —3) € R? koordinaadid baasis
(4,-2,1), (~7,3,-1), (0,-8,6)

Kontrollida arendust.
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Homogeense LVS-i lahendite fundamentaalsiisteem

Leida homogeense LVS-i lahendite fundamentaalsiisteem. Uldlahend arendada baasivek-

torite jargi. Kontrollida lahendit. Koduleht
6.14.18
dry + x9 + 223 =0 Tiitelleht
Tx1 + 5x9 + 323 =0
6x1 — dxo +4x3 =0 PP NS
6.14.19
201+ xo+5x3+ T7x4 =0 < >
4x1 — 229 + Tx3 + 524 =0
221 — 22+ x3— 9514 =0 Lk 154 ® 286
6.14.20
41 + T2+ 273 —325=0 Tagasi
921 + 229 + b3 + 224+ 5 =0
3x1+ x2+ x3—2x4—925=0 Tiisekraan
6.14.21
6x1 + 5r2 — 223 + Twg + 425 =0 Lahku failist

921 + Txo — 33 + x4 + 625 = 0

3r1 + 210 — x3 +4x4 + 225 =0
921 + 5z — 3x3 + x4+ 625 =0
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7. Skalaarkorrutis

Skalaarkorrutis reaalses vektorruumis

Olgu V vektorruum iile R.

Skalaarkorrutise maoiste

Oeldakse, et reaalses vektorruumis V on defineeritud skalaarkorrutis, kui igale kahele
vektorile a,b € V on vastavusse seatud reaalarv (a|b) € R nii, et on tdidetud jargmised
tingimused:

1) (a|b) = (bla) (siimmeetria),

2) (a+ble) = (alc) + (ble) (aditiivsus),

3) (aalb) = a(alb) Va € R (homogeensus),
4) kui V' 3 a # o, siis (ala) > 0 (positiivsus).

Reaalset skalaarkorrutisega vektorruumi nimetatakse eukleidiliseks vektorruumiks.
Niide 7.1 (skalaarkorrutis nullvektoriga). Skalaarkorrutise omaduse 3) pohjal ilmselt
(ola) = (0ola) = 0(ola) =0 VaeV

Siit jareldub, et ka (o]o) = 0.
Niide 7.2 (skalaarkorrutis reaalses aritmeetilises vektorruumis). Olgu

a=(at,...,0n) ER" ja b= (B1,...,0,) €R"

Koduleht

Tiitelleht

<4<

44

Lk 155 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Skalaarkorrutise defineerime valemiga
(alb) = 1 fB1 + aaBa + - + anfy €R

Naiide 7.3 (skalaarkorrutis funktsiooniruumis). Olgu f ja ¢ 16igul [a, b] pidevad funkt-
sioonid, s.t f,g € Cla,b]. Skalaarkorrutise defineerime valemiga

b
(flg) i/ f(z)g(z)dz e R

Skalaarkorrutis kompleksses vektorruumis

Olgu V vektorruum iile C.

Skalaarkorrutise maoiste

Oeldakse, et kompleksses vektorruumis V' on defineeritud skalaarkorrutis, kui igale ka-
hele vektorile a,b € V' on vastavusse seatud kompleksarv (alb) € C nii, et on taidetud
jargmised tingimused:

1) (a|b) = (bla)* (unitaarne siimmeetria),
2) (a+ble) = (alc) + (blc) (aditiivsus),

3) (aalb) = a(alb) Va € C (homogeensus),
4) kui V' 3 a # o, siis (ala) > 0 (positiivsus).

Kompleksset skalaarkorrutisega vektorruumi nimetatakse unitaarseks vektorruumiks.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Niide 7.4 (skalaarkorrutis kompleksses aritmeetilises vektorruumis). Kui
a=(a1,...,on) €C® ja b= (01,...,0,) €C"
siis defineerime skalaarkorrutise valemiga
(alb) = ab’ = a1 B + agBy + -+ anB: € C

Niide 7.5 (skalaarkorrutis kompleksses funktsiooniruumis). Olgu f, g pidevad komp-
leksarvuliste vaartustega reaalmuutuja funktsioonid 16igul [a, b]. Skalaarkorrutise defi-
neerime valemiga

b
(flg) = / f(z)g*(z)dz € C

Vektori pikkus
Vektori pikkuse moiste

Vektori a € V' pikkus ehk norm |a| = ||a|| defineeritakse valemiga |a| = /(ala). Vektori
pikkus on ilmselt mittenegatiivne reaalarv.

Niide 7.6 (aritmeetilise vektori pikkus). Aritmeetilise vektori
a=(ag,...,ap) €C”

pikkus on

lal = Ve +fas? + -+ + Jan]?

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Niide 7.7 (funktsiooni norm). Funktsiooni f € Cfa,b] norm on

b
I£]] = / (@) da

Teoreem 7.8 (homogeensus). |aa| = |al|al VaeCVaeV

Taoestus. Toepoolest, arvutame

laa| = /(aa|aa) = vaar(ala) = v/]a|?2V/(ala) = |a||a| O

Uhikvektor

Vektorit pikkusega 1 nimetatakse dihikvektoriks. Uhikvektori kohta Geldakse, et ta on
normeeritud.

Niide 7.9. Vektorid

on iihikvektorid (ehk normeeritud).
Lause 7.10 (vektori normeerimine). Olgu a # o. Siis on vektor ﬁ dhikvektor.
Toestus. Toepoolest, arvutame

a

|al

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44
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Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

7.4.

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 159 eugen.paal@ttu.ee

Cauchy-Schwarzi vorratus ja vektoritevaheline nurk

Cauchy-Schwarzi vorratus

Teoreem 7.11. Olgu V unitaarne vektorruum. Siis kehtib nn Cauchy-Schwarzi ® vorratus oty elni
(alo)] < lalltl  YabeV Tiitelleht
Tdestus. Kui a = o v6i b = o, siis on Cauchy-Schwarzi vorratus ilmne. Olgu a # o ja
b # o. Iga a € C korral kehtib vorratus « 4
laa — b2 >0 < >
Kasutades skalaarkorrutise omadusi, saame
Lk 159 ® 286
laa — b|* = (aa — blaa — b)
*
- _ _ >
aa*(ala) — a(alb) — a*(bla) + (b|b) >0 Tagasi
Niiiid votame X
o= (a]b) Tiisekraan

Saame Lahku failist

aa”(ala) — alalb) — a*(bla) + (b]b) =
Gy, )
= (@la)(ala) Y ~ (afay @

alb)
ala)

(alb)* + (b]0)

8 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), prantsuse matemaatik.
Karl Hermann Schwarz (1843-1921), saksa matemaatik.
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__ ’((‘jf’cf)'z T (blb) > 0

Korrutame saadud vorratust positiivse arvuga (ala). Tulemuseks saame

(ala)(®b) = [(alp)* 20 = |(alb)® < |al*|b]*
= [(alb)] < al[b] 0

Niide 7.12 (Cauchy-Schwarzi vorratus aritmeetilises vektorruumis). Kui
a=(a1,...,a0) €C" ja b= (f1,...,0,) €C"
siis on Cauchy-Schwarzi vorratus

@11+ - + anfBal < Va2 + -+ anPVIB12 + - + |2

Naiide 7.13 (Cauchy-Schwarzi vorratus funktsiooniruumis). Olgu f, g € C|a, b]. Siis on

Cauchy-Schwarzi vorratus
b b
<\ [ lr@Pde] [ gz

Olgu V unitaarne vektorruum. Olgu V' 3 a # o ja V' 3 b # 0. Vektorite a ja b vaheline
nurk ¢ defineeritakse valemiga

[ 1@

Vektoritevaheline nurk

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Mirkus 7.14. Selle definitsiooni korrektsus on ilmselt garanteeritud Cauchy-Schwarzi
vorratusega.

Kolmnurga vorratus
Teoreem 7.15. Olgu V unitaarne vektorruum. Siis

la 4+ b] < |a| + |b] Va,beV
Toestus. Kasutades Cauchy-Schwarzi vorratust, arvutame

la +b]? = (a + bla + b) = (ala) + (a|b) + (bla) + (b]b)

= (ala) + (alb) + (alb)” + (b]b)
= (ala) + 2re(alb) + (bb)
(ala) + 2| re(alb)| + (b]b)
(ala) + 2|(alb)| + (b[b)
lal? + 2la|[b] + (6]
= (la| +[o))> = Ja+b| < |a|+[b] O

<
<
<

Niide 7.16 (kolmnurga vorratus aritmeetilises vektorruumis). Olgu
a=(ai,...,an) €C" ja b= (01,...,0,) €C"
Siis on kolmnurga vorratus
View + 812+ + an+ Bul2 < V]aa 2+ - + |an)?
+VIBP + -+ 1l

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Niide 7.17 (kolmnurga vorratus funktsiooniruumis). Kui f, g € Cla,b], siis on kolm-
nurga vorratus

b b b
\// If(fv)+9(x)\2dm’§\// If(x)lzd:rJr\// l9(x)[* dz

Ortogonaalsus ja ristbaas

Ortogonaalsus

Oeldakse, et unitaarse vektorruumi V' vektorid a,b € V on ortogonaalsed ehk risti, kui
(alb) = 0. VS-i nimetatakse ortogonaalseks, kui siisteemi iga kaks erineval vektorit on
ortogonaalsed. VS-i nimetatakse ortonormeerituks, kui

1) ta on ortogonaalne,
2) siisteemi vektorid on ithikvektorid, s.t normeeritud.

Niide 7.18. Nullvektor on ortogonaalne unitaarse vektorruumi iga vektoriga, kaasa
arvatud iseendaga.

Teoreem 7.19. Ortogonaalne VS, mis et sisalda nullvektorit, on lineaarselt séltumatu.
Téestus. Olgu VS {ai,...,a,} ortogonaalne, s.t

(ailas) =0 Vi#j
Peame naitama, et

aja; + - -tapap, =0 — 0O0=a1=---=ay,

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44
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Arvutame

0 = (ola;) = (1a1 + - - - + ananla;)
= ai(alag) + -+ + a;(ajla;) + - + anlanlay)
= aj(ajla;)

Et aj # o, siis (aj|a;) # 0. Jarelikult o =0 (j =1,...,n). -

Ristbaas

Unitaarse vektorruumi baasi, mis on ortogonaalne, nimetatakse ortogonaalbaasiks. Uni-

taarse vektorruumi ortonormeeritud baasi nimetatakse ka ristbaasiks. Ristbaasi {e1, ..., ep}

korral
(eilej) = ij

Teoreem 7.20. Unitaarse ruumi ortogonaalne moodustajate sisteem, mis ei sisalda
nullvektorit, on baas.

Toestus. Jareldub teoreemist 7.19. L]

Teoreem 7.21. Unitaarse vektorruumsi ortonormeeritud moodustajate siisteem on rist-
baas.

Teoreem 7.22. Olgu {ey,...,e,} unitaarse vektorruumi V ristbaas. Siis kehtib aren-
duse

a=aie;+---+ane, €V

jaoks a; = (ale;).

Koduleht

Tiitelleht
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Toestus. Toepoolest, arvutame

(ale;) = (a1e1 + -+ + apnenle;)
= (oqe1le;) + -+ + (asesles) + - - - + (amenle;)
= aj(erle;) + - - + ai(eiles) + - - - + anlenle:)

= ai(ei\ei) = ai]eiP = Q4

mis toestabki vorduse. O

Baasi ortogonaalimine

Lemma 7.23. Olgu {v1,...,v,} ortonormaalne VS unitaarses vektorruumis V. Siis on

1ga vektori u korral vektor
n

v =u— Z:(u\vz)vZ

=1

ortogonaalne iga vektoriga v; (1 =1,...,n).

Téestus. Arvutame vektori v’ skalaarkorrutise vektoriga v;

n

(u'fvj) = (ulug) =D (ulvi) (vilvs)
i=1

= (uloy) = Y (ulvi)di;

i=1
= (ulvj) = (ulv;) =0 0

Koduleht

Tiitelleht
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Grami-Schmidti ortogonaalimismeetod

Olgu {uy, ..., uy,} unitaarse vektorruumi V' baas. Siis lineaarse s6ltumatuse tottu ilmselt
u; # o ning |u;| > 0 iga ¢ korral. Nditame, kuidas konstrueerida ortonormeeritud baasi

{Ul, oo ,Un}.
Olgu v; = u;/|u|. Lemma 9.2 pdhjal on vektor

uh = us — (uz2|vy)vy

ortogonaalne vektoriga vi. Vottes vy = ub/|uj|, saame ortonormaalse vektorististeemi
{v1,v2}. Edasi ndeme, et vektor

ufy = ug — (us|vr)vy — (us|va)ve

on ortogonaalne vektoritega vy ja va. Vottes vs = uj/|uj|, saame ortonormaalse stisteemi

{v1, v2,v3}. Nii jatkates saamegi ortonormeeritud siisteemi {vy,...,vy}. Selle siisteemi
iga vektor on vektorite uq, ..., u, lineaarkombinatsioon.
Kuna ortonormeeritud vektorisiisteem on lineaarselt soltumatu, siis on {vy,...,v,}

vektorruumi V' ortonormeeritud baas.
Ulalkirjeldatud vektorisiisteemi ortogonaalimismeetodit nimetatakse Grami-Schmidti
9 ortogonaalimismeetodiks.

Niide 7.24. Ortonormeerida vektorisiisteem

w = (1,1,0), uy=(2,1,0), ug=(1,1,1)

9 Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), taani matemaatik.
Erhardt Schmidt (1876-1959), saksa matemaatik.
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Lahendus. Vektorisiisteem {u1, us, u3} on vektorruumi R? baas (veenduda). Arvutame

ul (17170)
il = VITI=vE — o=t =
fual T N

Vektorisiisteem {v; } moodustab ilmselt ortonormeeritud siisteemi ja me voime kasutada
lemmat 9.2

C2:141-140-0 (1,1,0)
V2 V2

uy = up — (uslvr)vr = (2,1,0)

_ (1,—1,0)
B 2
Niilid arvutame
1 1 1 u’ (1,-1,0)
el=Viti=s R VT
(1a_170)

V2

Vektorisiisteem {v1,v2} moodustab ilmselt ortonormeeritud siisteemi ja me voime ka-
sutada lemmat 9.2

uz = uz — (ug|vi)vr — (uslvz)vo
1-141-141-0 (1,1,0)
V2 V2
1-1-1-14+1-0 (1,-1,0)
- V2 V2

=(1,1,1) —

Koduleht

Tiitelleht
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= (0,0, 1) — (07070) - (070’ 1)

Lopuks arvutame

/

U
lujl =vVi=1 = vgzﬁ:(o,o,l)
3
Seega Lin{uy,us, uz} = R? ortonormeeritud baas on
1,1,0 1,-1,0
( ) ( ) vs = (0,0, 1)

(% = b v - - =
1 /2 2 )

Need baasivektorid rahuldavad seoseid (v;|vj) = d;; (veenduda).

Ulesanded

7.8.1 Olgu
a=(1,2,4), b=(2,-3,5), c=(4,2,-3) €R3

Leida
(alb), (alc), (blc), (a+ble), lal, [bllc|

ning normeerida a, b ja c.

7.8.2 Olgu
f():t+2 gt)=3t—2, h(t)=t>—-2t-3

Defineerime (f|g) fo t)dt. Arvutada

(flg),  (fIh), 1], lgl

Koduleht

Tiitelleht
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Normeerida f ja g.
7.8.3 Kontrollida skalaarkorrutise omadusi aritmeetilises vektorruumis.
7.8.4 Kontrollida skalaarkorrutise omadusi funktsiooniruumis.

7.8.5 Kontrollida Cauchy-Schwarzi ja kolmnurga vorratust iilesandes 7.8.1 antud vek-
torite korral.

7.8.6 Kontrollida Cauchy-Schwarzi ja kolmnurga vorratust iilesandes 7.8.2 antud funkt-
sioonide korral.

7.8.7 Toestada roopkiiliku reegel

la +b)? + |a — b = 2|a|* + 2|b|?
7.8.8 Leida (alb), kui |a| =4, |b] =12 ja |a — b| = 10.
7.8.9 Leida |a — b], kui |a| = 23, [b] = 11 ja |a + b] = 20.
7.8.10 Leida |a + b|, kui |a| = 19, |b| = 13 ja |a — b| = 22.

7.8.11 Olgu
a=(1,2,3,-1,2), b=(2,4,7,2,-1) €R®

Leida alamruumi (Lin{a, b})* baas.
7.8.12 Koosnegu VS S vektorruumi R* jirgmistest vektoritest:

v1 = (1,1,0,-1), v =(1,2,1,3)
vy =(1,1,-9,2), vy =(16,—13,1,3)

Koduleht

Tiitelleht
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Niidata, et S on vektorruumi R* ortogonaalne baas. Leida vektori a = (1,2, 3,4) koor-

dinaadid baasis S. Kontrollida arendust.

7.8.13 Koosnegu vektorisiisteem S vektorruumi R?* jargmistest vektoritest:
wp = (1,1,1,1), wy=1(1,1,2,4), wug=(1,2,—4,-3)

Leida Lin S ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.14 Koosnegu vektorisiisteem S vektorruumi R* jargmistest vektoritest:
up =(1,2,2,-1), wuy=(1,1,-5,3), wuz=(3,2,8,-7)

Leida Lin S ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.15 Koosnegu vektorisiisteem S vektorruumi R?* jargmistest vektoritest:
wup = (1,1,-1,2), wuy=1(5,8,-2,-3), wu3z=(3,9,3,8)

Leida Lin S ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.16 Koosnegu vektorisiisteem S vektorruumi R* jargmistest vektoritest:
uy = (1,1,—1,—1), (25 :(3,2,0,1), us = (1,0,1,0)

Leida Lin S ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.17 Koosnegu vektorisiisteem S vektorruumi R* jirgmistest vektoritest:

up =(2,1,3,-1), wuy=1(7,4,3,-3)

Koduleht

Tiitelleht
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uz = (1,1,-6,0), ug=(5,7,7,8)

Leida Lin S ortonormeeritud baas. Kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

7.8.18 Ortonormeerida poliinoomisiisteem {1, z, 2%, 3} 15igul [0, 1]. Kontrollida valiku-
liselt tulemuse ortonormeeritust.

7.8.19 Ortonormeerida tilesandes 7.8.2 antud poliinoomisiisteem 16igul [0, 1]. Kontrol-
lida tulemuse ortonormeeritust.
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8. Maatriksi omavairtused ja omavektorid

. Omaviirtuse ja omavektori mdiste

Koduleht
Omavairtusiilesanne
Olgu A n-jarku ruutmaatriks. Maatriksvorrandit Tiitelleht
Av =
v = Av, v #£ o0 <« Y
nimetatakse omavddrtusilesandeks. Arvu A nimetatakse maatriksi A omavddrtuseks ja
(aritmeetrilist) veeruvektorit v # o nimetatakse (omavéiirtusele A vastavaks) omavekto- < >
riks. Vorrandi Av = A\v lahendiruumi E) nimetatakse omavairtusele A vastavaks oma-
ruumiks. Omaruumi F) moodet nimetatakse omavadrtuse A geomeetriliseks kordsuseks. Lk 171 ® 286
Lause 8.1. Kui v on omavddartusele \ vastav omavektor, siis on av samuti omavadar- Tagasi
tusele \ vastav omavektor.
. Téisek
Toestus. Toepoolest, korrutades vorrandit Av = Av vasakult arvuga «, saame aisexraatn
adv=al = (Aa)v= A(av) = A(aw) O Lahku failist

Karakteristlik vorrand

Omavaartusiilesande voib kirjutada kujul

(A= X)v = o, v#o
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See on homogeenne LVS vektori v komponentide médramiseks. Mittetriviaalne lahend
leidub parajasti siis, kui
|JA—XI|=0

Kerge on niha, et |A — AI| on poliinoom A suhtes, mille jirk vordub maatriksi A jargu-
ga. Seda poliinoomi nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks polimoomiks. Vorrandit
|A—AI| = 0 nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks vorrandiks. Maatriksi A omavaar-
tusteks on ilmselt karakteristliku poliinoomi juured. Juurte arv vordub ruutmaatriksi
A jérguga, need voivad olla kompleksarvulised ja korduda. Karakteristliku poliinoo-
mi juure kordsust nimetatakse omavaartuse algebraliseks kordsuseks. Maatriksi A koigi
omavaartuste hulka nimetatakse maatriksi A spektriks.

Omaviairtuste ja omavektorite omadusi

Olgu maatriksi A karakteristliku poliinoomi juured Aq,...,\,, viimased voivad olla
kompleksarvulised ja korduda. Siis

|[A—A| =ap+atA+---+a A"
= (=D"A =)A= A2) - (A= An)

Siit jéreldub, et a, = (—1)" ning

A2 A\, =ag=det A
M+t -+ A =an1+an+-+ap=trd

Seega saame omavadrtuste jargmised kaks tdhtsat omadust:

Koduleht

Tiitelleht

<4«
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1) omavaartuste korrutis vordub maatriksi determinandiga,
2) omavéirtuste summa vordub maatriksi jiljega.

Esimesest omadusest jareldub, et maatriks on regulaarne parajasti siis, kui tema oma-
vadrtused erinevad nullist. Teisiti 6eldes, maatriks on singulaarne parajasti siis, kui iiks
tema omavadrtustest vordub nulliga.

Omavektorite lineaarne soltumatus

Teoreem 8.2. Erinevatele omavddrtustele vastavad omavektorid on lineaarselt soltumatud.

Toestus. Olgu vektorid x1, ...,z maatriksi A erinevatele omaviirtustele Ai,..., Ag
vastavad omavektorid. Siis

Al‘i:)\il’i, iZl,...,k (1)
Oletame vastuviiteliselt, et VS z1,..., 2, on lineaarselt soltuv. Olgu r (< k) suurim
selline tdisarv, mille korral VS z1, ..., z, on lineaarselt soltumatu. Siis VS z1,..., %11

on lineaarselt soltuv. Siis peab leiduma nullvektoriga vorduv mittetriviaalne LK

1+ + o1 @y =0 (2)

mittetriviaalne LK

Korrutades vasakult maatriksiga A ja kasutades (1), saame
a1 ATy + o+ Q1 A4 1T 41 = 0 (3)
Korrutades (2) arvuga Ar4+1 ja lahutades tulemuse seosest (3), saame

al()\l — >\r+1)$1 SFooo=F CLT()\T — /\r—i-l)xr =0

Koduleht

Tiitelleht
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Kuna VS z1,...,x, on lineaarselt soltumatu ja omaviirtused on erinevad, siis
ar=--=a.=0
Koduleht
Seosest (2) jéreldub niitid 412,41 = 0. Et 2,41 # 0, peab a,41 = 0. Saime vastuolu
eeldusega, et vahemalt iiks kordajatest «; erineb nullist. O Tiitelleht
Sarnaste maatriksite omaviirtused ja omavektorid <« b

Teoreem 8.3. Olgu B = P~'AP. Siis on maatriksitel A ja B tihesugused omavidrtused.
Kui © on maatriksi A mingile omavddrtusele vastav omavektor, siis on P~ 'z maatriksi < >
B samale omavadrtusele vastav omavektor.

Toestus. Olgu x maatriksi A omavéértusele A vastav omavektor. Siis Az = Az. Korru- Lk 174 ® 286
tades seda vorrandit vasakult maatriksiga P~!, saame
Tagasi
PlAz=)P7 'z = P l'AIz=)P 'z 5
-1 1, _ yp-1
— P APP o= AP g Tiisekraan

— B(P'z) =P lz)

Seega on A samuti maatriksi B omaviiirtus ja vastav omavektor on P~ lx. O Rl

Diagonaalmaatriksi omaviirtused ja omavektorid

Diagonaalmaatriksi omavaértusteks on selle maatriksi peadiagonaalil asetsevad elemen-
did. Omavektoriteks on standardbaasi vektorid.
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Hermiitilise maatriksi omaviirtused ja omavektorid
Teoreem 8.4. Hermiitilise maatriksi omavdadrtused on reaalsed.
Toestus. Olgu A\ hermiitilise maatriksi A omavéirtus ning = vastav omavektor. Siis
Az = Mz (1)
Seda vorrandit hermiitiliselt konjugeerides arvestusega AT = A, saame
ot A = Nzl (2)
Korrutame (1) vasakult vektoriga z! ja vorrandit (2) paremalt vektoriga z. Saame
ot Az = Moz, ot Az = N2tz
Vorreldes viimaseid seoseid, saame
(A= X)zfz =0
Aga x # 0 tottu peab zfz # 0. Seega A\ = \*. O

Teoreem 8.5. Hermiitilise maatriks: erinevatele omavdaartustele vastavad omavektorid
on ortogonaalsed.

Téestus. Olgu 1 ja o erinevatele omavaartustele A; ja Ay vastavad omavektorid. Siis

Aﬂfl = )\11‘1 (1)
Axo = \oxo (2)

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Korrutame vorrandit (1) vasakult vektoriga mg ja vorrandit (2) vasakult vektoriga x]i
ac;Aazl = Alcc;xl (3)
.'L'—{A.'I}Q = )\ng{:rg (4)

Konjugeerides vorrandit (3) arvestusega AT = A ja A* = \, saame
x]iA:L'Q = X{x{xz = /\1$ng (5)
Vaorreldes valemeid (4) ja (5), saame
(A — )\2).1)11’2 =0
Et A1 # Ao, siis peab skalaarkorrutis (zo|z1) = $J{QS‘2 = 0. O
Teoreem 8.6. Olgu A reaalne stimmeetriline maatriks. Siis

1) on maatriksi A omavadrtused reaalsed,
2) on maatriksi A erinevatele omavddartustele vastavad omavektorid ortogonaalsed.

Toestus. Kuna reaalne siimmeetriline maatriks on hermiitiline, siis jarelduvad need véi-
ted eelnenud teoreemidest. O

Omaviirtuste ja omavektorite leidmine

()

omavaartused ja omaruumide normeeritud baasivektorid.

Niide 8.7. Leida maatriksi

Koduleht

Tiitelleht
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Lahendus. Karakteristlik vorrand on

5—A 4
1 2—-A

— O N R = OV DN ) =

|A— M| =

‘:(5)\)(2)\)4

Seega on omavadrtused A\; = 1 ja Ay = 6. Molema omavddrtuse algebraline kordsus on
1.
Omavairtusele Ay = 1 vastavad omavektorid leiame vorrandist

(32t @)= 6)
(E)-() = ==

mis annab omavektoriks

w=(_1) = Wl=vVEFCIF=vE

i =3 ()

Viimane vektor on omavaartusele 1 vastava omaruumi normeeritud baasivektor. Oma-
vadrtuse 1 geomeetriline kordsus on 1.
Omavairtusele Ay = 6 vastavad omavektorid leiame vorrandist

(1° 226 ()= )

ehk

Koduleht

Tiitelleht

<4«
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ehk

L DE)-0) = a-m

mis annab omavektoriks

U2:(4> — |U2|:\/42—|-12:\/ﬁ

1
ve 1 <4>
lve| V17 \1
Viimane on omavadrtusele 6 vastava omaruumi normeeritud baasivektor. Omavairtuse
6 geomeetriline kordsus on 1.

Niide 8.8. Leida maatriksi

4 2 2
2 4 2
2 2 4

A:

omavaartused ja omaruumide normeeritud baasivektorid.
Lahendus. Koigepealt leiame omavaértused. Karakteristlik poliinoom on

4-x\ 2 2 4-X 2 2
JA—M|=| 2 4—-X 2 |-Rg=| 0 2-X —2+2)
2 24—\ 2 24—\

4-x 2 2

=A=2)] 0 -1 1

2 2 4-2)

Koduleht

Tiitelleht
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4-X 2 4

=(A-2 0 -1 0
2 2 6-A
4-X 4

__(A_z)’ 2 6—/\‘

=—(A—2)[(4—N)(6—)) —§]
= —(A—2)[A2 =101 +16] = —~(A — 2)>(A - 8)

Néeme, et juure A; = 2 algebraline kordsus on 2 ja juure A\; = 8 algebraline kordsus on
1.

Omavaartusele A1 = 2 vastava omaruumi leiame LV S-ist

2 2 2 T 0
2 2 2 zo | =10
2 2 2 T3 0
Saame vaid tthe vorrandi
T1+xo+r3=0 =— 21 =-—x9— T3

LVS-i vabade tundmatute arv on 3 — 1 = 2. Vabadeks tundmatuteks vGtame z9 ja
x3. Lahendite fundamentaalsiisteem koosneb kahest vektorist, s.t omavadrtuse \; = 2
geomeetriline kordsus on 2. Omavadrtusele \; = 2 vastava omaruumi baasivektorid on

-1 -1
Uy = 1 ja ug = 0
0 1

Koduleht

Tiitelleht
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Omavaartusele 2 vastava omaruumi normeeritud baasivektorid on

U1 1 —L . u9 1

2 5 s =

al = V2 o) M el T VR

Omavaartusele Ay = 8 vastava omaruumi leiame LV S-ist
—4 2 2 1 0

2 —4 2 o | =10

2 2 —4 T3 0

Lahendame Gaussi meetodil

-4 2 2\3 /-2 1 1
2 —4 2 ~ 2 —4 2
2 2 —4 2 2 —4
—2 1 1
~ 0 -3 3
0 3 -3
—2 1 1
~ 0 -3 3
0 0 0

2 -1 -1

~ |0 1 -1

0 0 0

-1

Koduleht

Tiitelleht
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LVS-i maatriks on niitid treppkujul. Vastav LVS on

2$1—$2—IE3:O
= 1 = T9 = I3

To —x3 =0

LVS-i vabade tundmatute arv on 3 — 2 = 1. Lahendite fundamentaalsiisteem koosneb
antud juhul {ihest vektorist, s.t omaviartuse Ao = 8 geomeetriline kordsus on 1. Selleks
vektoriks votame

1
uz= |1 — ‘U3|:\/12+12—|—12:\/§
1

us 1 1

- B 1
‘U3’ \/g 1

—

Viimane vektor on omavaartusele 8 vastava omaruumi normeeritud baasivektor.

Ulesanded

Leida alljargnevate maatriksite omavaartused ja omaruumide normeeritud baasivekto-

rid, samuti omavaartuste algebralised ja geomeetrilised kordsused. Kontrollida omavaartus-

vorrandi lahendit.

2 -3 13 5 —4 5 8
8.4.1 (2 _5) 8.4.2 (1 3> 8.4.3 <4 _3) 8.4.4 (1 7)

Koduleht

Tiitelleht
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1 1 -1 0 1 -1 -2 2 3
8.4.5 [0 2 1] 8.4.6 (0 —1 1] 8.4.7 2 1 6
0 O 3 0 0 0 3 6 6
5 1 0 5 10 50 0 Koduleht
848 [0 5 1| 849 (|0 5 0] 84.10 {0 5 0
00 5) 0 0 5 0 0 5 Tiitelleht
3 1 1 6 2 =2
8.4.11 [1 5 1] 8.4.12 2 6 -2 44 S
1 1 3 -2 =2 10
1 -3 3 < >
84.13 |3 -5 3
6 —6 4
310 0 Lk 182 ® 286
0 3 00
8.4.14 00 3 1 Tagasi
0 0 0 3
31 0 0 Taisekraan
8.4.15 8 g é (1)
Lahku failist
0 00 3
4 3 0 0
-2 -1 0 0
8.4.16 0 0 4 3
0 0 -3 -2
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8.4.17 Toestada, et diagonaalmaatriksi omavaartusteks on selle maatriksi peadiagonaa-
lil asetsevad elemendid. Omavektoriteks on standardbaasi vektorid.

8.4.18 Toestada teist ja kolmandat jarku ruutmaatriksite korral, et omavadrtuste sum- Koduleht
ma vordub maatriksi jiljega.

Tiitelleht
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9. Diagonaalimine

Diagonaaluvuse tunnused

Ruutmaatriksit nimetatakse diagonaalmaatriksiks, kui tema valjaspool peadiagonaali
asetsevad elemendid on nullid. Oeldakse, et ruutmaatriks A on digonaaluv, kui leidub
selline péoratav maatriks P, et P~ AP on diagonaalmaatriks.

Teoreem 9.1. Kui A on n-jarku ruutmaatriks, siis jadrgmised tingimused on samavddir-

sed.

1. Maatriks A on diagonaaluv.

2. Maatriksil A leidub n lineaarselt soltumatut omavektorit.

3. Maatriksi A omavadrtuste algebralised kordsused vorduvad nende geomeetriliste
kordsustega.

Teoreem 9.2. Kui n-jarku ruutmaatriksil A leidub n vektorist koosnev lineaarselt soltu-
matu omavektorite siisteem ja P on maatriksi A omavektoritest moodustatud maatriks,
5118

D=P AP
on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil asetsevad maatriksi A omavaartused. Maat-
riksi P veergudeks on maatriksi A omavektorid.

Toestus. Olgu xq, ..., x, maatriksi A lineaarselt soltumatud omavektorid, mis vastavad
omavaartustele Ay, ..., \,. Siis

sz:)\zxw izl,...,n

Koduleht

Tiitelleht
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Maatriks P on
P = (:El o a:n)

Kuna maatriksi P veeruvektorid on lineaarselt soltumatud, siis on ta regulaarne ja P~!
eksisteerib. Arvutame

AP:A(:cl J:n):(Axl Aazn):()\lxl )\na:n)
M O - 0
0 X --- 0
= (o1 - S - . | = FP
0 0 - A,

Korrutades vasakult maatriksiga P!, saame

PlAP=P'PD=D O

()

Lahendus. Omaviirtused on Ay = 1 ja Ao = 6 ning omavektorid on

-(2) a0

Niide 9.3. Diagonaalida maatriks

Diagonaaliv maatriks on

Koduleht

Tiitelleht
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Kerge on ndha, et

Seega

Lahendus. Maatriksi A karakteristlik vorrand on

2—A 2 1
JA—X|=| 1 3-X 1 |=-24+7A2-11A+5
1 2 2—A

= (=120 =8)=0
Maatriksi A omavdartused on seega

)\1:/\2:1, ja )\3:5

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Omavaartuse 1 algebraline kordsus on 2 ja omaviddrtuse 5 algebraline kordsus on 1.
Omavéértusele 1 vastavad omavektorid leiame LVS-ist (A — Iu =0

1 2 1 X1 0
1 2 1 zo | =10 = 1 +2x2+2x23=0
1 2 1 T3 0

Viimase LVS-i vabade tundmatute arv on 3 — 1 = 2, s.t omavéidrtuse 1 geomeetriline
kordsus on samuti 2. Vabadeks tundmatuteks votame néiteks zo ja z3. Omavairtusele
1 vastava omaruumi baasivektorid on selle LV S-i lahendite fundamentaalsiisteem
—2 -1
uy = 1 ja U2 = 0
0 1
Omavaartusele 5 vastavad omavektorid leiame LVS-ist (A — 51)u =0

-3 2 1 T 0

1 -2 1 zo | =10

1 2 -3 T3 0
Lahendame Gaussi meetodil. LVS-i maatriks on

-3 2 1\ R+« Ry 1 -2 1

Koduleht

Tiitelleht
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1 -2 1
~ 10 —4 4
0 0 O

LVS-i saame kujul

— 1 = X9 = I3

1 — 220 +23 =0
—x9+2x3=0

Viimase LVS-i vabade tundmatute arv on 1, s.t omavadrtuse 5 geomeetriline kordsus on
samuti 1. Omaviartusele 5 vastava omaruumi baasivektoriks votame vektori

1
uz = 1
1

Maatriks A diagonaalub seega maatriksiga

-2 -1 1
P=11 0 1
0 1 1

ning

Koduleht

Tiitelleht
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Ortogonaalne diagonaalimine
Ortogonaalmaatriks
Ruutmaatriksit P nimetatakse ortogonaalmaatriksiks, kui

Bt =

Teoreem 9.5. Ruutmaatriks on ortogonaalmaatriks parajasti siis, kui tema reavektorid
(veeruvektorid) moodustavad ortonormeeritud sisteemi.

Toestus. Olgu P ruutmaatriks reavektoritega pi, ..., p,. Tema transponeeritud maat-
riksi PT veeruvektorid on samuti py, ..., p,. Maatriksite korrutamise reegli kohaselt

(PPT)i; = (pilp)
See valem fitlebki, et

pT — p-1 <~ (pi’pj) = (Sij O

Ortogonaalne diagonaaluvus

Oeldakse, et ruutmaatriks A on ortogonaalselt diagonaaluv, kui leidub ortogonaalmaat-
riks P nii, et maatriks
D=P'AP=PTAP

on diagonaalmaatriks.

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 189 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 190 eugen.paal@ttu.ee

Ortogonaalse diagonaaluvuse tunnused

Teoreem 9.6. Olgu A n-jirku ruutmaatriks. Siis on jargmised tingimused samavddrsed:

1) maatriks A on ortogonaalselt diagonaaluv, Soe it

2) maatriksil A leidub n ortonormaalset omavektorit,

3) maatriks A on simmeetriline. Tiitelleht

Tuletame meelde, et teoreemi 8.6 jérgi on siimmeetrilise maatriksi omavéaartused <« b
reaalsed ning erinevatele omaviartustele vastavad omavektorid on ortogonaalsed.
Siimmeetrilise maatriksi ortogonaalne diagonaalimine < >
Olgu A siimmeetriline maatriks. Ortogonaalne diagonaalimine koosneb jargmistest sam- Lk 190 ® 286
mudest:

1) leia maatriksi A iga omaruumi baas, Tagasi

2) ortonormeeri need baasid,

3) moodusta maatriks P, mille veergudeks on eespool leitud ortonormeeritud baasi-

Tdisekraan

vektorid,

4) moodusta diagonaalmaatriks D, mille peadiagonaalil asetsevad maatriksi A oma-

vadrtused. Kahtluse korral kontrolli tulemust valemiga D = PTAP. Lahku failist

Niide 9.7. Leida ortogonaalmaatriks, mis diagonaalib maatriksi

A:

N DN =~

2 2
4 2
2 4
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Lahendus. Omavairtused ja omavektorid leidsime néites 8.8. Omavairtuse Ay = Ao = 2
algebraline kordsus on 2 ja omavadrtuse A3 = 8 algebraline kordsus on 1. Vastavad
geomeetrilised kordsused on samasugused, seega on maatriks A diagonaaluv.

Omaviartusele \; = Ay = 2 vastav omaruum on kahemo6otmeline ning selle baasi- Koduleht
vektorid on
—1 —1 Tiitelleht
up = 1 ja ug = 0
0 1 <« 33
Ortogonaalime need vektorid alapunktis 7.7 ndidatud viisil. Arvutame
lui] = V/(-1)2 + 12+ 02 = V2 ) >
Seega Lk 191 ® 286
—1
Ul 1 1
UV =—F©»= 7 Tagasi
Vi Vil 8
on normeeritud vektor. Edasi arvutame TiHisekraan
1 1
usglvy) = —=(ugluy) = —=|(-1)(-1)+1-04+0-1| = —
( 2| 1) \ﬁ( 2| 1) 2[( )( ) ] \6 Lahku failist
Siis saame
uhy = ug — (uz|v1)v _01 L1 _11 L _1
= u2 — (uz|vy)v1 = iyt — =5
’ 1 V212 0 2 2
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Jup| = \/; : %[(—1)(—1) +(=1)(-1)+2-2] = \/g

Normeerime vektori u)

Leiame

3 VG
2¢/2 \ 2 AW

!
_
7 g

Vektorid vy, v moodustavad ortonormeeritud siisteemi, omavairtusele \; = 2 vastava
omaruumi ristbaasi.
Omavairtusele A3 = 8 vastav omaruum on {ihemootmeline ja selle baasivektor on

1

uz = 1
1

Normeerides saame

us us 1 1

= —— = = — 1
jus] VI T+T-T+1-1 V3]

v3

Vektorid vy, wvs,v3 moodustavad ortonormeeritud siisteemi. Maatriksit A diagonaaliv
ortogonaalmaatriks on seega

-1/vV/2 —1/V/6 1/V3
P:(vl V9 vg): 1/\@ —1/\@ 1/\/§
0 2/V/6 1/v/3

Koduleht

Tiitelleht
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Maatriksi A diagonaalkuju on

D=PTAP=...=

O O N
S NN O
co O O

Kontrollimine jaib lugejale iseseisvaks harjutuseks.

Ruutvormi ortogonaalne diagonaalimine
Ruutvorm ja selle maatriks
Ruutvormiks nimetatakse avaldist
n n
Q(z) = Z Z Qi
i=1 j=1
Lahti kirjutatult

Q(ff) = an1r1%] + a1281%2 + - - - + a1,

+ a21x221 + a22x2%3 + - - - + A2, T2y

+ Ap1TpX1 + Ap2TpX2 + - - - + AppTpTn

Koduleht

Tiitelleht

<4<

44

Lk 193 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 194 eugen.paal@ttu.ee

Defineerime vektori x ja ruutvormi maatriksi A jargmiselt:

T aily a2z ... Qaip
: ' , a2 az ... agp Koduleht
T = : ja A=
o Gl @ oee G Tiitelleht
Siis voime kirjutada <« Y
Q(z) = 2T Az
Uldsust kitsendamata voib eeldada, et a;; = aji, s.t maatriks A on siimmeetriline. 4 3

Niide 9.8. Naiteks ruutvormi

Lk 194 ® 286
1 2
(:cl arg) - x% + 22129 + 62921 + 3w%
63/ \& Tagasi
saab esitada kujul
Téisekraan

1 4
(1’1 $2) <4 3> <2> = ZL’% + 4x1x9 + 49T + 33:%
Lahku failist

Mbglemad ruutvormid on vordsed jargmisega:

z2 + 8119 + 322
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Ruutvormi ortogonaalne diagonaalimine

Kui ruutvormi maatriks on diagonaalmaatriks, siis 6eldakse, et ruutvorm on diagonaalkujul
ehk kanoonilisel kujul.

Olgu ruutvormi maatriks A siimmeetriline. Teatavasti on slimmeetriline maatriks
ortogonaalselt diagonaaluv, s.t leidub ortogonaalmaatriks P nii, et

D=P'AP=PTAP
on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil asetsevad maatriksi A omavadrtused. Siis

A=pPDP'=pDPT
ning asendades viimase seose ruutvormi Q(z) = 7 Az avaldisse, saame

Q(z) = 2T PDPTx
Defineerime vektori y seosega
Yy = Pla =Pz = yT =z'P
Ruutvormi Q(z) saame niiiid esitada diagonaalkujul
Q(z) =y" Dy =Aiyi + -+ Ayp = Q'(y)

Niide 9.9. Diagonaalida teist jarku joon

Q(x) = 1727 — 302129 + 1723 = 128

Koduleht

Tiitelleht
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Lahendus. Olgu

() ., 17T —15
x_(@) s A_<—15 17)

Siis Q(z) = T Az. Maatriksi A omaviidirtused on A\; = 2 ja Ay = 32 ning vastavad
normeeritud omavektorid on (veenduda)

vlzl/\@G) ja w:l/ﬁ(?)

Maatriksit A diagonaaliv ortogonaalmaatriks on

P:1/\f2G _D — PT:1/\/§<_1 i)

Ortogonaalteisenduse valem on
1 1\ [z
_ pT,.. _ 1
y=Plz=1/v2 (_1 1) (mg)

{yl =( 21+z2)/V2

Lahti kirjutatult

y2 = (—x1 + :Bz)/\/i

Ruutvormi Q(x) diagonaalkuju on

Qx)=(y1 12) <§ 302> (Z;) = 2y% + 323

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 196 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Uutes muutujates on teist jarku joone vorrand kujul
27 + 32y3 = 128

Péarast lihtsustamist saame

nyry%_l
82 ' 22

Tulemus iitleb, et tegemist on ellipsiga, mille pikem pooltelg on 8 ja lithem pooltelg on
2.

Niide 9.10. Diagonaalida ruutvorm
Q(x) = 4(aF + 23 + 23 + 2122 + 123 + T223)

Lahendus. Ruutvormi maatriks on ilmselt

A=

N DN &~

2 2
4 2
2 4
mille diagonaalisime néites 9.7 ortogonaalmaatriksiga

~1/VZ -1/v6 1/v3
P=| 1/vV2 -1/v6 1/V3
0 2/V/6 1/4/3

Maatriksi A diagonaalkuju on

D=PTAP =

O O N
O N O
co O O

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 197 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Toome sisse uue vektori y = Pz, s.t

Y1 _1/\/§ 1/\/§ 0 X1
w|=-1/vV6 —1/v6 2/vV6 | | xo
Y3 1/v3  1/vV3 1/v3) \as3

Lahti kirjutatult saame valemid

vy = —%961 + %962

Y2 = — 501 — =02+ 5
Ys = %xl = %ﬁQ aF %ﬂfg
Ruutvormi Q(z) diagonaalkuju on seega

2 O 0 yl
00 8 \ys
Ulesanded

Diagonaalida ortogonaalmaatriksiga jargmised maatriksid ja ruutvormid. Kontrollida
tulemust.

5 4 4 -1 T 3
9.4.1 <4 _1) 9.4.2 (_1 4> 9.4.3 <3 _1)

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 198 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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01 1 2 2 4

944 |1 0 1 945 |2 5 8
110 4 8 17

9.4.6
9.4.7
9.4.8
9.4.9
9.4.10
9.4.11
9.4.12
9.4.13
9.4.14
9.4.15

4z% + 8x179 — 1123

272 — 6z172 + 1023

Q(z) = 532 + 127129

927 — 4z 79 + 623
572 + 4x112 + 873
3:5‘% + 6:6% + 393% —4x129 + 22123 — 42023
:):% — 2:):% — 2:1:% + 4x129 + 42123 + 102973
372 + 223 + 223 + 62172 + 62173 + 8273
6:6% + 51’% + 73:% —4x129 + 42173

x% 4 x% = 5x§ — 62122 — 2x123 + 27023

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 199 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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10. Maatriksfunktsioonid

Maatriksi astmed

Olgu A ruutmaatriks ja k positiivne tiisarv. Maatriksi A aste A* defineeritakse valemiga

AF = AA... A
S—_——
k korda

Kui A on regulaarne maatriks, siis leidub poérdmaatriks A~!. Maatriks A=* defineeri-

takse valemiga
A—k 2 (A—l)k _ A—IA—I . _A—l
k korda

Kui k = 0, siis A° = 1.

Maatrikspoliinoom

Avaldist kujul
p(A) = bol +biA+ -+ b A*

kus k on mittenegatiivne tdisarv, nimetatakse maatrikspoliinoomiks. Samuti 6eldakse,
et maatrikspoliinoom p(A) on poliinoomi

p(x) = by + by + - - - + bz”

vaartus kohal z = A.

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 200 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Cayley-Hamiltoni teoreem

Definitsioon 10.1. Defineerime n-jarku ruutmaatriksi A karakteristliku polimooms va-
lemiga
p(A) = A = X| =a0+a1)\+a2)\2+...+%)\n

Teoreem 10.2 (Cayley-Hamiltoni '* teoreem). Iga ruutmaatriks A on oma karakterist-
liku poliimooms juur, s.t

p(A):a01+a1A+a2A2+...+anAn:0

Toestus. Olgu B = adj(A — A\I) maatriksi A — A\[ alamdeterminantide maatriksi trans-
poneering (adjungeeritud maatriks). Siis maatriksi B elemendid on (n — 1)-astme po-
liinoomid ning

B =By+ BiA+ BoA’ + -4 By A"

Teoreemi 2.28 abil ndeme, et
(A= AXB=|A-\|I
Seega
(A= M)(By+ BiA+ B 2+ -+ By A" ) = (ag + a1 A+ aad? + - - + ap, NI
Parameetri A\ erinevate astmete ees seisvaid kordajaid vorreldes saame seosed

AB() = CL()I

Y0 Artur Cayley (1821-1895), inglise matemaatik
William Rowan Hamilton (1805-1865), inglise matemaatik

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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ABl — BO = a1[
ABQ — B1 = GQI

AB, 1 — B 2=an 11

—Bn,1 = anI
Korrutame niiiid neid seoseid vasakult vastavalt maatriksitega I, A, A%, ..., A" ning
liidame. Tulemuseks saame
0=aol +a1A+azA?+ -+ a, A" O

Markus 10.3. Kui \q,..., A\, on maatriksi A karakteristliku poliinoomi p(\) juured, siis
voib maatriksi A karakteristliku poliinoomi teatavasti esitada kujul

PAA) = (=1)"A=A)(A = A2)--- (A= An)
ning Cayley-Hamiltoni valemi saab esitada kujul

(A= MD(A= Do) (A=A ) =0

1= )

karakteristlik poliinoom ja kontrollida Cayley-Hamiltoni teoreemi.

Niide 10.4. Leida maatriksi

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 202 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Esimene lahendus. Maatriksi A karakteristlik poliinoom on

—A 2 2
’3 —1—)\’_)‘ A6 Koduleht
Vastavalt Cayley-Hamiltoni teoreemile peab olema Tiitelleht
A2+ A-6I=0
44 (44

Toepoolest, arvutame

A2+ A—61 =

L6 D6 L

(
(5 2 -6 8
(

-6 24240 Tagasi
3+3+0 7-1-6

Taisekraan
0 0

Teine lahendus. Maatriksi A karakteristliku poliinoomi juured on Ll Seilllsi

)\1 =2 ja )\2 = —
Seega

—-A 2
3 =l=A

‘—/\2+)\—6—(/\—2)(/\+3)
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Vastavalt Cayley-Hamiltoni teoreemile peab olema

(A—2D)(A+30) =0

Toepoolest,
=2 2\ (3 2
asamson=(2 ()
(646 —4+4) (0 0
-\ 9-9 6-6) \0 O
Maatriksastmeread
Olgu antud (koonduv) astmerida
f(z) = Z bra®, |z| <7 (koonduvusraadius)
k=0

Sellele reale seame vastavussse maatriksastmerea
o0
f(A) = Z b A"
k=0

ning iitleme, et f(A) on funktsiooni f(z) vaartus kohal x = A.

Seega arendame (kui voimalik) funktsiooni f(z) koonduvasse astmeritta,

asendame muutuja x maatriksiga A.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 204 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist

seejérel
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Niide 10.5. Monele elementaarfunktsioonile vastavad maatriksread

o An
s
n! Koduleht
n=0
o
. . (71)nA2n+1
A= S — a9
sin @n+ 1)1 Tiitelleht
o
-1 nA2n
cos A = % <4« 4 4
~=  (2n)!
(0.9]
. (_1)nAn+1 4 }
In({ 4+ A) = —
n(l+4) E% n+1
1 00 Lk 205 ® 286
I-A)t=— =) 4"
I-A)t=r—m =)
n=0 Tagasi
Teoreem 10.6. Maatriksrida f(A) koondub parajasti siis, kui vastav astmerida f(X)
koondub maatriksi A iga omavdidrtuse \ korral. Tiisekraan
Teoreem 10.7. Kui f(A) koondub ning X on A omavddrtus, siis f(\) on maatriksi
f(A) omavddrtus. Lahku failist

10.5. Diagonaaluva maatriksi astmed
Olgu Aq, ..., A\, diagonaaluva n-jirku ruutmaatriksi A omavéartused. Siis leidub maat-
riks P~ nii, et
A=pPDpP!
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kus

D=|: -
0 - A\
on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil asetsevad maatriksi A omavéartused. Arvu-

tame

A? = (PDP Y (PDP') = PD?*P!

Samamoodi saame iga positiivse tdisarvu k jaoks
A = ppFpt
Maatriks D* on diagonaalmaatriks elementidega

(D*)i; = NEoy5, i,j=1,2,...,n

4= 3)

Lahendus. Maatriksi A omavaartused on

Niide 10.8. Leida A%, kui

)\1:2 ja /\2:4

a=() » e ()

ning omavektorid on

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 206 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Seega on diagonaaliv maatriks

(11 11 1
P_<—1 1> — ¥ _2(1 1)

ning

Seega
1 1\ /2 0\°/1 -1
1 1)\0 4 1 1
1 1)\ /20 0 1 -1
-1 1 0 4°%)\1 1
1 1) (20 —2%
COE )
B 250+450 _250+450
- _250+450 250+450

10.6. Diagonaaluva maatriksi funktsioonid

Nilid arvutame

FA) =" 0p AR =" b (PDP e =" 0, PD" P!
k=0 k=0 k=0

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 207 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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=P (i ka’€> Pl=Pf(D)P1

k=0

Diagonaalmaatriksi f(D) elemendid arvutame valemiga

Niide 10.9. Leida e, kui
0 —2
=(1 73)

Lahendus. Maatriksi A omavaartused on
)\1 =1 ja /\2 =7

ning vastavad omavektorid on

a-(3) » - ()

Diagonaaliv maatriks on

Seega,

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 208 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Maatriksfunktsiooni arvutamine

Kui maatriks pole diagonaaluv, siis ei sobi eespool kirjeldatud meetod maatriksfunkt-
siooni arvutamiseks. Sellisel juhul v6ib kasutada Cayley-Hamiltoni teoreemi

p(A) = agl + a1 A+ A% + .. 4+ (—1)"4A" =0
Maatriksi A™ avaldame niitid eelnevate astmete lineaarkombinatsioonina
(—1)”An = —GQI — alA — a2A2 — = an_lA"_l

Funktsioonile f(z) vastavas maatriksastmereas
s .
FlA) =) bAl

=0

seda valemit korduvalt kasutades, saame
FA) = ool + A+ + a1 AV = $(A)

kus aq,...,a,—1 on (tundmatud) skalaarsed kordajad, n on aga maatriksi A jark. Kui
maatriksi A omavairtuse A; algebraline kordsus on k;, siis kordajate a; médramiseks on
LVS

f) = o(N)

() =¢'(\)

(i) = ¢" (M)

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 209 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Niide 10.10. Leida e4, kui

Koduleht

Lahendus. Maatriksi A omavéartused on

AM=1 ja X =2 Tiitelleht

Maatriksi jirk on 2 ning maatriksit e vaib otsida kujul <« Y
fA) =et=¢A) =l + 1A = ¢\ =ag+a1)

Arvutame < 4
@ =alosy) L Jje=ensren L Jlen=di=c Lk 210 ® 286
er? = p(A2) e? = ap + 201 a;=¢€e2—e

Seega Tagasi

1 0 0 —2
A _ 2 2
e = (2e — ) <0 1> + (e“ —e) <1 3> Téaisekraan
2¢ —e2  2e — 2e2 .
= <—e+e2 —e—|—262> Lahku failist

Vastus langeb kokku iilesande 10.9 vastusega.

(19

Naiide 10.11. Leida In A, kui
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Lahendus. Maatriksi A omavaartused on

/\1:2 ja )\2:—2

Koduleht
Karakteristliku poliinoomi aste on 2 ning maatriksit In A voib otsida kujul
F(A)=InAd=@(A) =l + A —>  d(\) = ao+ i Tiitelleht
Arvutame 44 (44
In A = (A In2 = 2
nA; = é(A) B = b 2@ < >
In )\2 = (ﬁ(/\g) 1n(—2) = oy — 2041
_ Jxw= (In2 +1n(-2))/2 Lk 211 ® 286
a1 = (In2 —1n(-2))/4
Tagasi
Seega
nA— In2+1In(-2) /1 0 In2—In(-2) /(-1 3 Téaisekraan
e 2 0 1 1 11
_ 1 (In2+3In(-2) 3In2-3In(-2) Lahku failist
"4\ In2-In(-2) 3In2+In(-2)

Kompleksarvu In(—2) (peavdirtuse) arvutame jargmiselt:

In(—2) =In(2¢"™) =In2 +Ine™ =In2+irlne = In2 + ir
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()

Niide 10.12. Leida cos A, kui

L . Koduleht
Lahendus. Maatriksi A omavédirtused on A\ = 0 ja Ay = 4. Arvutame
cos A =¢(A) = apl + 014 = oy (é (1)> + o (? ;) Tiitelleht
(a0 + 20 4oy _ 44 | 4 2
: ( a1 ap + 2a1> — ¢N=ontal
Tundmatud kordajad ag ja a; arvutame jargmiselt: < [
cos A1 = (A1) . cos 0 = ag + 0ay
cos Ay = P(A2) cosd = g + 4oy Lk 212 ® 286
apg =cos0 =1 .
— Tagasi
a; = (cosd —1)/4
Tulemuseks saame Taisekraan

1 (2(0054 +1) 4(cos4 — 1))

cos A = 4\ cosd—1 2(cosd+1)

Lahku failist

[ 0,173178 —1,653644
— \-0,413411  0,173178

1=s %)

Niide 10.13. Leida e, kui
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Lahendus. Maatriksi B = At omavaartused on

>\1 = 2 ja )\2 = —4t

Koduleht
Maatriksi B jérk on 2 ning maatriksit e” vGib otsida kujul
e =¢B)=agl + B = ¢(A) =ap+a1A Tiitelleht
Arvutame py b
eM = p(\1) . e® =ag+ay - 2t
e*? = ¢(\2) e =ag—a -4t < >
. oy = %(26% —e %)
oy = é(e% ) Lk 213 ® 286
Sleage Tagasi
1 1 0 1 0 1
At _ Lo 2t 4t Lot -4t
=30 e (0 1) Tl e (8 —2> T#isekraan

1 <462t+264t e2t _ o4t )

T 6 \8e — Re 4t 2e2t 44U Lahku failist

Niide 10.14. Leida e 4, kui

3 1 -1
A=(2 2 -1
2 2 0
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Lahendus. Maatriksi A omavairtused on (veenduda)
/\1:1 ja )\273:2
Omaviirtuse 2 algebraline kordsus on 2. Maatriksit e~ voime otsida kujul
—A

et =¢(A) =apl + 1A+ aA? — d(A) = ap + a1 A+ as\?

Kordajad ag, a1, as arvutame jargmiselt:

e ™M = ¢(A\1) e l=ap+a1+az
e ™2 = ¢(\o) = (e 2 =g+ 201 + das
(e Ir=n, = ¢'(N2) —e? =a; +4a

ap = —He 2 +4e7 !
= a;=Te 2 —4e!

ag = —2e 2471
Niud saame arvutada
1 0 0 3 1 -1
e h=(-be2+4e )0 1 0] +(Te2—4e )2 2 -1
0 0 1 2 2 0
9 3 —4
+ (224 )8 4 —4

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 214 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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—2e72 p et e?—¢e! e 2
= —2e72 e~2 e 2
—6e 242t 272 -2 3e72

Ulesanded

Leida maatriksi karakteristlik poliinoom ja kontrollida Cayley-Hamiltoni teoreemi 10.2.

1 3 1+7 1—3 a b
10.8.1 (1 3> 10.8.2 <1 i 1—|—i> 10.8.3 <c d>
2 2 3
1084 |2 1 6

3 6 6
Arvutada maatriksfunktsioonid.

0 2 11
100 — 50
10.8.5 A%, A_<_3 5> 10.8.6 A%, A_< . 3>

10.8.7 3A57 +2A18 A= (i :g)

. 3 2

10.8.8 sinAd, A= 41
. m—1 1

10.8.9 sinA, A= ( 1 r+ 1)

3 -2
10.8.10 cos A, A—(4 _3>

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 215 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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2 0 00
. 0210
10.8.11 sin At, A= 00 2 0
00 0 3 Koduleht
4 —15 6
10.8.12 InA, 1 -4 2 Tiitelleht
1 -5 3
44 >
10.8.13 VA, A= <31 ;) 10.8.14 VA, A= (g ?)
Jérgnevates iilesannetes arvutada e, < >
10.8.15 3 2> 10.8.16 <g _§> 10.8.17 <3 _11> Lk 216 ® 286
5 i
10.8.18 -9 Wiz
—7
Arvatads, ed Téisekraan
—2 0 5 6 2 1 Lahku failist
10.8.19 (O _3> 10.8.20 (_4 _5> 10.8.21 <0 2>
4 5 0 1 0 1
10.8.22 (_4 _4> 10.8.23 (_1 0> 10.8.24 <_25 _8>
4 _9 2 1 0 2 00
10.8.25 <8 2) 10.8.26 [0 2 1| 10.8.27 {0 2 1
0 0 2 0 0 2
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-1 1 0 0 1 0
10.8.28 | 0 2 1] 10.829 [0 —2 -5
0O 0 2 0 1 2
Koduleht
Tiitelleht
44 44
4 4
Lk 217 ® 286
Tagasi
Taisekraan

Lahku failist
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11. Lineaarkujutused
Olgu V ja U vektorruumid iile ihe ja sama korpuse K.

Lineaarkujutuse mdoiste

Kujutust F': V — U nimetatakse lineaarkujutuseks e lineaarteisenduseks, kui

1) Fl(a+b)=F(a)+ F(b) Va,beV (aditiivsus),
2) F(Aa) =AF(a) VAeK,VaeV  (homogeensus).

K®igi lineaarkujutuste hulka vektorruumist V' vektorruumi U kordajatega korpu-
sest K tdhistatakse Homg (V,U). Kui U = V, siis nimetatakse lineaarkujutust F' ka
lineaarseks operaatoriks e lineaaroperaatoriks.

Vottes A = 0 tingimuses 2), saame F(0) = 0. Seega kujutab lineaarkujutus nullvek-
tori nullvektoriks.

Ulaltoodud kaks tingimust voib kokku votta iihe tingimusena

F(aa + b) = aF(a) + BF(b) Va, €K, Va,beV

Siit jareldub (matemaatilise induktsiooniga) iildisem omadus skalaaride «; € K ja vek-
torite a; € V korral

F(anar + -+ agar) = aaFar) + -+ + a F(a)

Teiste sonadega, lineaarkujutus teisendab (kujutab) lineaarkombinatsiooni lineaarkom-
binatsiooniks.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 218 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Niide 11.1. Defineerime kujutuse F: K? — K2 valemiga

<a> a+ o )
F =|a-—243 V()GK
8 o 8

Niitame, et F' on lineaarkujutus.

Lahendus. Olgu
o 2 a1 2
€ K4, ek
(5) <ﬁ1)

Arvutame
(a+a1)+ (B+B1)
« o . a+ar) _
F [(5) + (&)] _F<5+B1) = (a+§tl+26516)+ﬁ1)
Oé+ﬂ aq +51
=|la-28|+ a1 —26
3a 30&1
. (0] a7
=r(5)+ (5)
Niisamuti

Ao+ Ap a+
F[A(OZ)}—F(ia)— Aa—223] =x|a-23 —)\F<a>
B B 3\« 3

Tulemus ttleb, et F' on lineaarkujutus.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 220 eugen.paal@ttu.ee

N#ide 11.2 (projekteerimine). Defineerime projekteeriva kujutuse F: K? — K3 vale-
miga
F(a, ,7) = (a,8,0)
Niitame, et F' on lineaarkujutus.
Lahendus. Olgu

a=(ar,az,a3) €K ja b= (61,02,3) €K
Arvutame
F(a+b) = F(a1 + 81,02 + B2, a3 + 83) = (o1 + B1, a2 + B2,0)
= (a1, 02,0) + (B1, B2,0) = F(a) + F(b)
F(Xa) = F(Aa1, Aag, Aaz) = (Aag, Adag, 0) = A(ag, a9, 0)
= AF(a)
Seega on F' lineaarne.

Niide 11.3 (diferentseerimine). Olgu C*°(a,b) vahemikus (a, b) siledate funktsioonide
ruum. Defineerime kujutuse D: C*(a,b) — C*(a,b) valemiga

D(f)=f, feC>(a,b)
Matemaatilisest analiiiisist on teada, et
(f+9)=f+g, (cf) =cf
Seega
D(f+9)=D(f)+D(g),  D(cf)=cD(f)

mis itleb, et kujutus D on lineaarne.

Koduleht

Tiitelleht
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Niide 11.4 (integreerimine). Olgu C(a,b) vahemikus (a,b) pidevate funktsioonide
ruum. Defineerime kujutuse J: C(a,b) — R valemiga

b
ﬂﬂz/fuMa f € Cla,b)

Matemaatilisest analiiiisist on teada, et

fum+ﬂmmzlﬂ@m+42@m

/abcf(a:)da: = c/abf(x)da:

J(f+9)=J()+J(g),  J(cf)=cI(f)

mis iitleb, et kujutus J on lineaarne.

Seega

Niide 11.5 (nullkujutus). Defineerime kujutuse F': V' — U valemiga F(a) = 0 iga
vektori a € V korral. Siis

Fla4+b)=0=0+0= F(a)+ F(b), F(aa) =0= a0 = aF(a)

mis iitleb, et F' on lineaarne. Seda kujutust nimetatakse nullkujutuseks ja tdhistatakse
0.

Niide 11.6 (samasuskujutus). Defineerime kujutuse idy : V' — V valemiga idy a = a
iga a € V korral. Siis

idy(a+b) =a+b=1idy(a) +idy(b), idy(aa)= aa= aidy(a)

Koduleht

Tiitelleht
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mis {itleb, et kujutus idy on lineaarne. Seda kujutust nimetatakse vektorruumi V' sa-
masuskujutuseks. Samasuskujutust tihistatakse ka 1y/.

Naide 11.7 (maatrikskujutus). Olgu A € Maty, « »(K). Defineerime maatrikskujutuse
La: K* — K* valemiga
Ls(v) = Av VveK"

Siis jareldub maatriksarvutuse seadustest, et

Li(a+b)=A(a+b) = Aa+ Ab = Ly(a) + La(b)
La(Ma) = A(Xa) = (AN)a = (MA)a = A\(Aa) = AL4(a)

mis {itleb, et maatrikskujutus L4 on lineaarkujutus.
Maatrikskujutust nimetatakse sageli ka maatriksteisenduseks ja maatriksi toimeks.

Kujutuste vordsus

Kui F(v) = G(v) iga v € V korral, siis iitleme, et kujutused F' ja G on vordsed ning
kirjutame F = G.

Teoreem 11.8. Olgu F': V — U ja G: V — U lineaarkujutused ning
V = Lin{vi,...,vn}

Kui F(v;) = G(v;) igai=1,...,n korral, siis F = G.

Koduleht

Tiitelleht
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Toestus. Esitades v € V kujul

V= Q1v] + -+ apvy

Koduleht
arvutame
F(v) = Fla1v + - + apvn) = a1 F(v1) + - - + an F(vy) el
= a1G(v1) + -+ anG(vy)
o “ | »
= G(aqvr + -+ apvy) = G(v) O
Teoreem 11.9. Olgu vektorisisteem {v1, ..., v, } vektorruumi 'V baas ning olgu uy, . .., u, € | >
U suvalised vektorid. Siis leidub parajasti iks lineaarkujutus F': 'V — U nii, et
Lk 22 2
F(vl):ul, ,F(Un):un 3 ® 286
Téestus. Toestuse jagame kolmeks sammuks. Tagasi
1. Defineerime kujutuse F': V — U nii, et F(v;) = u; iga i = 1,...,n korral.
2. Niitame, et F' on lineaarne. Tédisekraan

3. Niitame, et F' on iiheselt méaratud.

Lahku failist
1.Olguv € V.Kuna {vy,...,v,} on V baas, siis leiduvad theselt skalaarid o, ... o, € anxt fatis

K nii, et
V=1V + -+ apvy

Defineerime kujutuse F': V — U valemiga

F(v) =aju + -+ + apuy,
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Kuna skalaarid «; on iiheselt maaratud, on kujutus F' korrektselt defineeritud. Niiiid
paneme tihele, et

v, =001+ -+ 1v;+ -+ 0v, Koduleht

Seega

F(vi) =0up + -+ 1luj + - + Oup = 4 Tiitelleht

TBestuse esimene samm on labitud.

2. Olgu 44 (44

a=o1v1+ - +apvy ja b= G+ Butn

Siis ilmselt 4 >
a+b= (a1 +Br)vi+- -+ (an+ Br)vn
ning iga A € K jaoks Lk 224 ® 286
Ao = vy + - -+ A vy,
Vastavalt kujutuse F' definitsioonile Tagasi
F(a)=aiu1 + -+ anuy, F(b) =pBiur+- + Boun TAaisekraan
Seega

Lahku failist

F(a—i—b) = (a1+ﬁ1)u1+---—|—(an+ﬁn)un
= (a1us + - + apuy) + (Brur + -+ + Gutn)
= F(a) + F(b)
F(la) = Majug + -+ + apuy) = AF(a)
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Tulemus {itleb, et kujutus F' on lineaarne.
3. Olgu G: V — V wveel iiks lineaarne kujutus ning G(v;) = u;, i = 1,...,n. Olgu

a=o1vy + -+ vy
Siis
G(a) - G(alvl + ot Oénvn) = alG(Ul) HFocegF CknG(’Un)
=auy + -+ agu, = F(a)

Kuna G(a) = F(a) iga a € V korral, peab G = F. Seega on kujutus F' itheselt maaratud.
O

Niide 11.10. Lineaarkujutus F : K?> — K? on antud valemitega
F(1,2) = (-2,1)
F(-1,1) = (5,—7)

Leida F(a, ).

Lahendus. Téhistame
€1 = (170)7 €2 = (07 1)

Siis
(1, 2) =e1 + 2ea, (—2, 1) = —2e1 + €2
(—1, 1) = —e1 + eg, (5, —7) = He; — Teg

Koduleht

Tiitelleht
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Lahku failist
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ning
F(61 aF 262) = —2e1 + e9 N F(el) aF 2F(62) = —2e1 + €9
F(—61 - 62) = He; — Teg —F(61) a4 F(eg) = He; — Teg

F(el) = *461 = 562
—
F(eg) = €1 — 262

Niilid saame arvutada
F(o, B) = F(ae; + fez) = aF (e1) + BF (e2)

= a(—461 aF 562) aF ,3(61 = 262)
= (—4a+ B)e1 + (ba —28)ey = (—da + 5,5a — 23)

Lause 11.11. Olgu lineaarkujutus F: V. — U selline, et kujutisvektorid F(v1), ..., F(vg)
on lineaarselt soltumatud. Siis on ka originaalid v, ... ,vx € V lineaarselt soltumatud.

Toestus. Oletame, et leiduvad skalaarid Aq, ..., Ag nii, et
AMur+ -+ Agup =0
Siis
OIF(O) :F()\lvl—I—‘--—i—)\kvk) :)\1F(’U1)+-~—|—)\kF(vk)

Kuna F(v1),...,F(v;) on lineaarselt soltumatud, peab A\; = --- = Ay = 0. Tulemus
iitleb, et vy, ..., v; on lineaarselt sdltumatud. ]

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Lahku failist
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Lineaarkujutuse tuum ja muutumispiirkond
Lineaarkujutuse tuum

Lineaarkujutuse F': V. — U tuum Ker F' C V koosneb vektorruumi V sellistest vektori-
test, mis kujutuvad vektorruumi U nullvektoriks

Ker FF = {v € V| F(v) = 0}

Lineaarkujutuse muutumispiirkond

Lineaarkujutuse F': V. — U muutumispiirkond Im F' C U koosneb vektorruumi U sel-
listest vektoritest, millel leiduvad originaalid vektorruumis V'

ImF=FV)={F(w)eUlveV}
Lause 11.12. Olgu F: V — U lineaarkujutus. Siis

1) Ker F on vektorruumi V alamruum,
2) Im F' on vektorruumi U alamruum.

Toestus. 1) Kuna F(0) = 0, siis 0 € Ker F. Olgu a,b € Ker F ning «, 5 € K. Siis
F(a) =0 ja F(b) = 0 ning
F(aa+ pb) = aF(a)+ BF(b) =a0+50=04+0=0
— aa-+ pbeKerF
2) Kuna F(0) = 0, siis 0 € Im F. Olgu u, v’ € Im F ning «, 3 € K. Siis leiduvad v,v' € V
nii, et F(v) = u ja F(v') =« ning
Flav+ pv') =aF () + BF(@W)=au+pu’ €ImF O

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Lause 11.13. Olgu {v1, ..., vy} vektorruumi V moodustajate siisteem ning olgu F: V. —
U lineaarkujutus. Siis {F(v1),...,F(vm)} on ruumi Im F' moodustajate siisteem.

Toestus. Olgu u € Im F. Siis leidub v € V nii, et F(v) = w. Kuna {vi,...,v,} on
vektorruumi V' moodustajate siisteem, siis leiduvad aq, ..., a; € K nii, et

V=01v1 + -+ pUm

Seega
u=F(v) = F(aiv1 + - + amm) = a1 F(v1) + - - + amF (vm)
Tulemus iitlebki, et VS {F(vy1),..., F(vp)} on ruumi Im F' moodustajate siisteem. [

Niide 11.14 (maatrikskujutuse tuum ja muutumispiirkond). Vaatleme niiteks 3 x 4-
jarku maatriksit A ning vektorruumi K* standardbaasi

ap az a3z a4
A=1by by b3 by
Cl C2 C3 C4

el = €9 =

o O o
o = O O
— o O O

Maatriksit A v6ib teatavasti vaadelda lineaarkujutusena L4 : K* — K3. Ilmselt

Lyer = Aey, Lges = Aey, Lpes = Ae3, Laes=Aey €ImLy

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44

Lk 228 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Kuna standardbaasi vektorid on vektorruumi K* moodustajate siisteem, siis on vektori-
stisteem {Aej, Aes, Aes, Aey} lineaarkujutuse L4 muutumispiirkonna Im L 4 moodusta-
jate siisteem. Kuid vektorid Aej, Aeo, Aes, Aes on parajasti maatriksi A veeruvektorid

ai a2 as a4
Aer= | b1 |, Aes=|bs|, Aes=|[b3]|, Aes=| by
C1 C2 C3 C4

Maatriksi A veeruvektorite lineaarset katet téhistasime Col A. Maatriksi A veeruvektorid
on seega vektorruumi Col A moodustajad. Seega iihtib Im L4 parajasti maatriksi A
veeruvektorite lineaarse kattega, s.t Im L4 = Col A.

Maatrikskujutuse L4 tuum koosneb sellistest vektoritest v € K?*, mis rahuldavad
tingimust Av = 0, s.t Ker L4 on homogeense LVS-i Av = 0 lahendiruum. Seda ruumi
nimetatakse maatriksi A nullruumiks ja sageli tdhistatakse Ker A = Ker Ly.

Niide 11.15. Defineerime kujutuse F' : Maty, « »(K) — Mat,, « »(K) valemiga F'(A) =
A — AT iga ruutmaatriksi A € Mat,, x ,(K) korral. Siis F' on lineaarkujutus (veenduda)
ning

a) Ker F' elementideks on parajasti koik siimmeetrilised maatriksid,

b) Im F elementideks on parajasti koik antisiimmeetrilised maatriksid.
Toestus. Lause a) toestamiseks paneme téhele, et A € Ker F' parajasti siis, kui

FA)=A-AT=0 = AT=4

Lause b) toestamiseks paneme tihele, et vektorruum Im F' koosneb maatriksitest F'(A),
kus A € Mat,, « »(K), kusjuures iga selline maatriks F'(A) on antistimmeetriline, sest

FAT=A-AT =47 — A=—-F(A)

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Lahku failist
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Teisest kiiljest, kui @ on antisiimmeetriline maatriks (5.t QT = —Q), siis Q € Im F.
Tdepoolest,
1 1 1 \" 1
Q 2(Q+Q) <2Q> (262) <2Q>

Lineaarkujutuse astak

Lineaarkujutuse F': V. — U astakuks nimetatakse vektorruumi Im F' moodet.

Teoreem 11.16. Olgu V' loplikumdotmeline vektorruum ning olgu F: V — U lineaar-
kujutus. Siis
dimV = dim(Ker F') + dim(Im F)

Toestus. Olgu dim(Ker F') = r ning {wy, . .., w, } vektorruumi Ker F' baas. Olgu dim(Im F') =

s ning {u1,...,us} vektorruumi Im F' baas. Lausest 11.13 jareldub, et Im F' on 16pliku-
mootmeline. Kuna u; € Im F, siis peavad leiduma vektorid vy,...,v, € V nii, et
F(v))=uy, - ,F(vs)=us

Me toestame, et vektorisiisteem
B = {wla"' y Wy, U1y ® o 7vs}
on vektorruumi V baas, s.t

1) B on vektorruumi V' moodustajate siisteem,
2) B on lineaarselt soltumatu.

Koduleht

Tiitelleht

<4«
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Kui 1) ja 2) on tdestatud, siis ilmselt
dimV =r+ s = dim(Ker F') + dim(Im F')

Toestame 1). Olgu v € V. Siis F(v) € Im F. Kuna vektorisiisteem {ug,...,us} on
vektorruumi Im F' baas, siis peavad leiduma sellised skalaarid o, ..., as € K nii, et

F(v) = oquy + -+ + asus

Olgu
D=o0qv1 + -+ v — v
Siis
F(9) = F(ayvr + - - - + 505 — v)
=a1F(v1) + -+ asF(vs) — F(v)
=aquy + -+ asus — F(v) =0
Seega 0 € Ker F. Kuna {wy,...,w,} on vektorruumi Ker F' baas, siis peavad leiduma

skalaarid 31, ..., 3, nii, et
0= frwr + -+ Brwr = @1u1 + -+ QsUs — v

Seega
v=o0qv1 + -+ asvs — frwy — - — Brwy

ning B on tdepoolest vektorruumi V moodustajate siisteem.

Koduleht

Tiitelleht
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Toestame 2). Olgu
Tiwy + -+ Tpwp + Y101 + 00 +Ysvs =0 (1)
kus z;,y; € K. Siis

0= F(0) = F(ziwy + - - + Zywy 4+ Y101 + - - - + Ys0s)
=1 F(w1) + - + 2o F(wr) + 1 F(v1) + -+ + ys F(vs) (2)

Kuid F(w;) = 0, sest w; € Ker F, ning F(vj) = u;. Asendades valemisse (2), saame
yrur + -+ ysus =0

millest vektorite u; lineaarse soltumatuse tottu jarelduvad y1 = --- = ys = 0. Need
vordused asendame niiiid omakorda valemisse (1). Siis saame

Tiwy + -+ xrw, =0

Kuna vektorid w; on lineaarselt séltumatud, siis 1 = -+ = x, = 0. Seega on B
lineaarselt soltumatu. ]

Niide 11.17. Lineaarkujutus F: K* — K3 on defineeritud valemiga

F($1,$2,$3,x4) —
= (11 — 2 + T3 + T4, 221 — 229 + 33 + 41y,
3x1 — 3xg + 4x3 + 5xy)

Leida

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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1) Im F baas ja moode,
2) Ker F baas ja moode

ning kontrollida teoreemi 11.16.

Lahendus. Kdigepealt leiame K* standardbaasi vektorite kujutised
F(1,0,0,0) = (1,2,3), F(0,1,0,0) =—(1,2,3)
F(0,0,1,0) = (1,3,4), F(0,0,0,1)= (1,4,5)

Niitid kasutame lauset 11.13: iilaltoodud vektorid on ruumi Im F' moodustajate siisteem.
Moodustame koordinaatide maatriksi

1 2 3 1 2 3 1 2 3
-1 -2 -3 00 0 01 1
1 3 4] 71o1 1] 7looo
1 4 5 02 2 00 0

Seega moodustavad vektorid (1,2, 3) ja (0, 1, 1) vektorruumi Im F' baasi ning dim Im F' =
2.
Et leida dim Ker F, olgu F'(v) = 0, kus v = (z1, 22, 3, 24)

r1— o+ x3+ x4=0 r1—29t+ax3+ x4 =0
201 —2x9 +3x3 +4x4 =0 ~ T3+ 2x4 =0
3x1 — 3xo +4x3 +5x4 =0 x3+2x4 =0

1 —T2+x3+ 14=0
r3+ 224 =0

Koduleht

Tiitelleht
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Vabadeks tundmatuteks vGtame xo ja z4. Seega dim Ker F' = 2. Leiame Ker F' baasi.
Selleks on iilaltoodud LVS-i lahendite fundamentaalsiisteem.

1. Olgu 29 = 1,24 = 0, siis saame lahendivektoriks (1, 1,0,0).
2. Olgu x2 = 0,4 = 1, siis saame lahendivektoriks (1,0, —2,1).

Vektorid (1, 1,0,0) ja (1,0, —2, 1) moodustavadki Ker F' baasi. Niiiid on kerge kontrollida
teoreemi 11.16
dimIm F+dimKer F=2+2=4

Singulaarne ja regulaarne lineaarkujutus

Olgu F: V — U lineaarkujutus. Tuletame meelde, et F(0) = 0. Oeldakse, et F on
singulaarne, kui leidub vektor 0 # v € V nii, et F(v) = 0. Kui Ker F' = {0}, siis
nimetatakse lineaarkujutust F' regulaarseks ehk mitiesingulaarseks.

Teoreem 11.18. Regulaarne lineaarkujutus kujutab lineaarselt séltumatu vektorisistee-
mi lineaarselt solltumatuks vektorisisteemsiks.

Toestus. Olgu F: V — U regulaarne lineaarkujutus ning vektorid vy, ...,v, € V l-
neaarselt soltumatud. Peame toestama, et vektorid F(v1),..., F(v,) € Im F on samuti
lineaarselt soltumatud. Olgu

arF(v1))+ - 4+ apF(v,) =0
kus aq,...,a, € K. Kuna F' on lineaarne, siis

Flogvy + -+ apvp) =0 = av1 + -+ ayv, € Ker F
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Kuid F on regulaarne, s.t Ker F' = {0}. Seega

aivr + -+ apv, =0

Kuna vektorid v; on lineaarselt soltumatud, peab oy = - -+ = a,, = 0. Tulemus iitlebki,
et vektorisiisteem F'(v1),...,F(v,) € Im F on lineaarselt soltumatu. O]
Isomorfism

Pealekujutus, iliksiihene kujutus ja bijektiivne kujutus

Olgu F: V — U lineaarkujutus. Oeldakse, et

1) F on tksihene e injektisune, kui vordusest F'(a) = F(b) jareldub a = b,

2) F on pealekujutus e strjektiione, kui Im F' = U,

3) F on bijektiivne, kui ta on iiksiihene pealekujutus, s.t ta on injektiivne ja siirjek-
tiivne.

Lause 11.19. Lineaarkujutus on tiksiihene parajasti siis, kui ta on regulaarne.

Toestus. =: Olgu lineaarkujutus F': V — U iiksiihene. Siis ilmselt Ker F' = {0} ning
seega on F regulaarne.
<=: Olgu F regulaarne ning F'(a) = F(b). Siis jireldub lineaarsusest, et

Fla—b)=F(a) - F(b)=0 = a—-b=0 = a=0b

mis fitleb, et F' on iiksiihene. O
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Ndiide 11.20. Vaatleme lineaarteisendusi
F: R3—>R2, F(J:‘l,:tz,wg)i (x1+$2,£€1—$2)
G:R? - R3, G(x1,x2) = (21 + 2, T — T2, 21)
Niidata, et

1) F on pealekujutus, kuid ei ole tiksiihene,
2) G on iikstihene, kuid ei ole pealekujutus.

Lahendus. 1) F ei ole tiksiithene, sest (0,0,1) € Ker F, kuid on pealekujutus, s.t Im F' =
R2. Toepoolest, olgu (y1,y2) € R?. Peame niitama, et leidub (z1, 22, 73) € R? nii, et

Y2 =T1 — T2 T2 = (yl—yz)

_ 1
{Zh = T1 + T2 . {$1 = ?(yl + y2)
2
2) G on iiksiihene, sest
KerG = {(Ccl,l‘Q) € R2|x1 + Iy =21 — X2 = 0} = {(0,0)}

s.t Ker G koosneb vaid nullvektorist. Kuid G ei ole pealekujutus. Naiteks puudub vektoril
(0,0,1) € R? originaal vektorruumis R2. TGepoolest

x1+x9=0
(0,0,1) = (z1 + @2, 21 — 2, 21) — qr1—22=0
561:1

Viimane siisteem on aga vasturddkiv (lahendid puuduvad). O
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Isomorfism

Oeldakse, et lineaarkujutus F: V. — U on isomorfism, kui ta on bijektiivne. Kui lei-
dub isomorfism F': V — U, siis deldakse, et vektorruumid V' ja U on isomorfsed ning
kirjutatakse V = U.

Niide 11.21 (samasusukujutus). Samasuskujutus 1y : V' — V on ismorfism iga vek-
torruumi V' korral.

Niide 11.22 (transponeerimine). Defineerime kujutuse

valemiga F(A) = AT. Kujutus F on lineaarsus jireldub teoreemist ??. Niitame, et F
on isomorfism ning seega

Toepoolest, F' on ilmselt pealekujutus, sest iga maatriks on mingi maatriksi transpo-
neeritud maatriks. Kujutus F on ilmselt ka iiksiihene, sest vordusest F(A) = AT =0
jireldub (AT)T = A = 0. O

Niide 11.23 (koordinaatisomorfism). Olgu B = {bi,...,b,} vektorruumi V baas.
Vektori
v=o1by + -+ a,b, ()

koordinaatvektoriks baasis B nimetasime teatavasti iitheveerulist maatriksit

aq
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Niitame, et kujutus Cp: V — K" on isomorfism. Seda kujutust nimetatakse koordinaa-
tisomorfismiks.

Kujutuse Cp lineaarsus jareldub lausest 6.47. Kontrollime, et Cp on iiksiihene.
T6epoolest, olgu

v=a1by + -+ anbp, u=p1b1 + -+ Bubn

kaks vektorit vektorruumis V. Vordus Cp(v) = Cp(u) tdhendab, et
o1 B

o ES . — Oéi:/B’ia i:l’...7

Qp P

S
S
|

<

Ja#b iile niidata, et Cg on pealekujutus. Olgu x = (... a,)T € K" mingi veeruvektor.
Defineerime vektori v € V' valemiga (x). Siis ilmselt = Cp(v), st Cp on toepoolest
pealekujutus. O

Teoreem 11.24 (isomorfismi kriteerium). Olgu V' ja U loplikumootmelised vektorruu-
mid ning F:V — U lineaarkujutus. Siis on jargmised tingimused samavdarsed:

1) F on isomorfism,

2) kui{vi,...,v,} on vektorruumi 'V suvaline baas, siis vektorisisteem {F(v1), ..., F(v,)}

on vektorruumi U baas,

3) vektorruumis V leidub baas {v1,...,v,} nii, el vektorisisteem {F(v1),...,F(vy)}
on vektorruumi U baas.
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Toestus. 1) = 2) Olgu {v1,...,v,} vektorruumi V baas. Vaatleme vordust
arF(v1) + -+ anF(vp) = Flaqvr + -+ - + apvy) =0
kus o; € K. Kuna F on isomorfism, siis Ker F' = {0}. Seega

oa1v1 + -+ apv, =0

millest vektorite v; lineaarse soltumatuse tottu jareldub, et oy = 0 (i = 1,...,n).
Vektorisiisteem {F(v1), ..., F(v,)} on seega lineaarselt soltumatu.

Jadb ile ndidata, et {F(v1),..., F(v,)} on vektorruumi U moodustajate slisteem.
Olgu u € U. Kuna F on pealekujutus, siis peab leiduma v € Vnii, et u = F(v).
Kirjutades

v=Av1 + -+ Aoy
saame
u=F()=FM\v+-+ A\ovp)
= )\1F(U1) + -+ )\nF(Un)
mis iitleb, et {F(v1),..., F(v,)} on toepoolest U moodustajate siisteem.

2) = 3) Tlmne.
3) = 1) Olgu F(v) = 0. Kirjutame

v =AU+ + Ay
Saame

0=F()=FAvi+-+ A\op)
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= )\1F(Ul) + .-+ )\nF(Un)
millest tingimuse 3) tottu jareldub A; =0 (i = 1,...,n). Seega v = 0 ja Ker F' = {0},

millest omakorda jareldub, et F' on iiksiihene. J&ab iile nédidata, et F' on pealekujutus.
Olgu u € U suvaline vektor. Tingimusest 3) jareldub, et
u= 1 F(v)+ 4 BnF(vp)
=F(Bvr+---+ ﬁnvn)

mis iitlebki, et F' on pealekujutus. O

Tahelepanek 11.25. Vektorruumide isomorfism kujutab baasi baasiks.

Teoreem 11.26 (isomorfismi kriteerium). Olgu V' ja U loplikumodstmelised vektorruu-
mid. Siis on jargmised tingimused samavddarsed:

1) v=U

2) dimV = dim U
Toestus. 1) = 2) Olgu V = U ning F': V — U olgu isomorfism. Kui {vy,...,v,} on
vektorruumi V' baas, siis teoreemi 11.24 pohjal {F(vy1),..., F(v,)} on vektorruumi U

baas. Seega
dimV =n =dimU

2) = 1) Olgu {v1,...,v,} vektorruumi V baas ja {u1, ..., u,} vektorruumi U baas.
Teoreemi 11.9 pohjal leidub selline lineaarkujutus F': V. — U, et

F(vi):ui, izl,...,n

Kuna {F(v1),...,F(vy)} on baas, siis teoreemi 11.24 pohjal on F' isomorfism. O
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Niide 11.27. Kuna

siis on nendel ruumidel iihesugune moode
dim Maty, x ,(K) = dim Mat,, « x(K)

Niide 11.28. Kuna dimRow A = dim Col A (vt teoreemi 6.67), siis on need ruumid
isomorfsed, s.t Row A & Col A.

Teoreem 11.29. Olgu V ja U loplikumodtmelised ning dimV = dim U. Lineaarkujutus
F:V — U on isomorfism parajasti siis, kui ta on requlaarne.

Toestus. —>: Kui F' on isomorfism, siis on ta iiksiihene ja seega Ker F' = {0}, millest
jaraldub regulaarsus.
<=: Olgu F regulaarne. Siis on ta iiksiihene ning dim(Ker F') = 0. Teoreemist 11.16
jareldub, et
dimU = dimV = dim(Im F))

Siit jareldub eelneva teoreemi 11.26 pohjal, et Im F' = U. See tulemus iitleb, et F' on ka
pealekujutus. Kuna F' on kokkuvottes bijektiivne, on ta isomorfism. O
Isomorfismi omadusi

Vektorruumide isomorfism on ekvivalentsirelatsioon, s.t tal on jirgmised omadused.

1. Refleksiivsus. V &£ V.
2. Stiimmeetria. Kui V=U siis U 2 V.
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3. Transitiivsus. Kui V=2U jaU =2 W, siis V= W.

Loplikumodtmeliste vektorruumide korral jérelduvad need omadused kergesti teoreemi
11.26 abil.

Tehted lineaarkujutustega

Lineaarkujutuste kombineerimisega on voimalik saada uusi lineaarkujutusi ning hulk
Homg (V,U) osutub vektorruumiks tile K.

Lineaarkujutuste liitmine ja korrutamine arvuga

Olgu F,G € Homg(V,U), A € K. Summa F+G ja korrutis AF' defineeritakse valemitega
(F+G)(v) = F(v)+ G(v), (AF)(v) = AF(v) YveV

Lause 11.30. Lineaarkorrutiste summa ja korrutis arvuga on samuti lineaarkujutused.

Toestus. Olgu a,b € V. Arvutame

(F 4+ G)(aa + Bb) = F(aa + 8b) + G(aa + (3b)
= aF(a) + BF(b) + aG(a) + BG(b)
= a[F(a) + G(a)] + BF(b) + G(b)]
= a(F + G)(a) + B(F + G)(b)
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ning

(AF)(aa + Bb) = AF(aa + b) = AN[aF (a) + BF(b)]
= alF(a) + BAF(b) = a(A\F)(a) + B(AF)(b)

Tulemus iitleb, et F'+ G € Homg(V,U) ja AF € Homg(V,U).
Teoreem 11.31. Homg (V,U) on vektorruum iile K.
Toestus. Vektorruumi aksioomide kontrolli jaitame lugejale iseseisvaks tilesandeks.
Teoreem 11.32. Olgu V ja U loplikumodtmelised. Siis
dim[Homg (V,U)] = dim V - dim U

Toestus. Toestuse esitame hiljem, vt teoreem 11.48 ning sellele jargnev jareldus.

Lineaarkujutuste kompositsioon
Olgu F € Homg (V,U) ja G € Homg (U, W)

174 F U G

w

Kompositsiooni G o F': V.— W defineerime valemiga

(GoF)(v) =G(F(v)) YoeV

O]

Mirkus 11.33. Sageli kompositsiooni mérki o ei eksponeerita. Seega kirjutatakse GF =

GoPF.
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Lause 11.34. Olgu F € Homg(V,U) ja G € Homg(U,W). Siis on G o F samuti
lineaarkujutus ning G o F' € Homg (V, W)

Toestus. Olgu o, 8 € K ning a,b € V. Siis
(Go F)(aa+ pb) = G(F (aa+ﬁb)) G(aF(a) + BF(D))

= aG(F(a)) + BG(F (b))
= a(G o F)(a) + B(G o F)(b)
Tulemus iitlebki, et G o F' € Homg (V, W). O

Teoreem 11.35 (kompositsiooni omadusi). Olgu V, U, W wvektorruumid tile K ning olgu
jargmised kujutused lineaarsed:

F:V—-U F:V-U ja GU—-W, G:U—-W
Siis
1) Go(F+F)=GoF+GoF'

2) (G+G)oF=GoF+GoF
3) MGoF)=(ANG)oF =Go (\F), VaeK

Toestus. Nende valemite kontrolli jatame lugajale iseseisvaks {iilesandeks. Kasutada
kompositsiooni definitsiooni. O

Teoreem 11.36 (kompositsiooni omadusi). Olgu

F G H

|4 U w Z

lineaarkujutused. Siis
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Z)FolszjalyoF:F
2) (HoG)oF =Ho(GoF)

Toestus. Nende valemite kontroll jaab iseseisvaks tlilesandeks. Kasutada kompositsiooni
definitsiooni. ]
Po6o6rdkujutus

Poordkujutuse moiste

Lineaarkujutuse F: V — U poordkujutuseks nimetatakse kujutust F~': U — V, mis
rahuldab tingimusi F~'o F = 1y ja F o F~! = 1. Kujutust nimetatakse pidsratavaks,
kui tal leidub poordkujutus.

Teoreem 11.37. Bijektiivse lineaarkujutuse (isomorfismi) poordkujutus on samuti li-
neaarne.

Toestus. Olgu F: V — U bijektiivne lineaarkujutus (isomorfism) ning u,u € U. Siis
leiduvad tiheselt méiratud vektorid v, v" € V nii, et F(v) = u ja F(v') = «/. Kuna F on
lineaarne, siis

Flo4v)=F@)+ F)=u+vd ja F(Ow)=AF(v)=Mu
Kuna F~! on péérdkujutus, siis

Flw)=v, Flu)=1
Fllud+u)=v+v, F'Ou) =X
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Siis aga
Flu+u)=v+0v = F1u) + F )
F7 w) = 2 = AF~Y(u)
mis {itlebki, et F~! on lineaarne. O

Teoreem 11.38. Olgu V' ja U wvektorruumid jo F:V — U lineaarkujutus. Siis on
jargmised tingimused samavddrsed:

1) F on isomorfism,
2) F on péoratav.

Kujutuse F poordkujutus G on isomorfism ning theselt mddratud kujutusega F': kui

U>b= F(a), siis G(b) = a.

Toestus. Esitame toestuse vaid sellise olukorra jaoks, kus V' ja U on 16plikumootmelised.
1) = 2): Kui B = {v1,...,v,} on V baas, siis on teoreemi 11.24 jérgi D =
{F(v1),...,F(v,)} vektorruumi U baas. Defineerime kujutuse G: U — V valemiga

G[F(v;)] = (G o F)(v;) = v, i=1,...,n (%)

Teoreemi 11.8 kasutades saame seose G o F' = 1. Rakendades kujutust F' valemile (x),
saame

FIGIF(w)]] = (FoG)(F(»)) = Flvi], i=1,...,n

mis annab teoreemi 11.8 tottu F o G = 1.
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2) = 1): Kui F(a) = F(b), siis G[F(a)] = G[F(b)]. Kuna G o F' = 1y, saame
a = b. Siit jareldub, et F' on iiksithene. Kui b € U, siis seos F' o G = 1y tdhendab, et
b = F[G(b)]. Seega on F pealekujutus.
Kujutus G on iiheselt médratud seosega Go F' = 1y, sest sellest seosest jareldub (x).
G on isomorfism, sest ta teisendab baasi D baasiks B. Lopuks saame etteantud b € U
esitada kujul
b=a1F(v1)+ -+ anF(v,) = F(a)

kus

a = q1uy + -+ apvy
Siis ilmselt G(b) = a. O
Teoreem 11.39. Olgu V,U ja W wvektorruuwmid.

1. 15 =1y,

2. Kui lineaarkujutus F: V. — U on péoratav, siis ka F~1: U — V on pédratav ning
kehtib (F~Y)~! = F.

3. KuiVEUSW on pooratavad lineaarkujutused, siis on kujutus Go F: V. — W
samuti péératav ning (Go F)~' = F~1oG™!.

Teoreem 11.40. Isomorfismi péordkujutus on samuti isomorfism. Isomorfismide kom-
positsioon on samuti isomorfism.

Toestus. See jareldub eelnenud teoreemidest. O
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Maatrikskujutuse omadusi

Eespool néitasime, et iga maatriks defineerib iihe (sellele maatriksile vastava) lineaarku-
jutuse. Olgu A € Maty, x ,(K). Kujutuse L4 : K® — KF defineerisime valemiga L 4(v) = Koduleht
Av iga v € K" korral. Jargmine teoreem néitab selle konstruktsiooni p&oratavust.

Teoreem 11.41. Olgu F: K* — KF lineaarkujutus. Esitame vektorruumide K" ja K* Tiitelleht
vektorid veeruvektoritena.
1. Leidub k x n-jarku maatriks A nii, et F(v) = Av iga vektori v € K" korral. 4« 44
2. Maatriksi A veergudeks on vastavalt vektorid F(ey),...,F(ey), kus {e1,...,en}
on vektorruumi K" standardbaas < >
A= (F(e -+ F(e
(Fle) (ex) Lk 248 ® 286
Toestus. Olgu {ey,..., ey} on vektorruumi K" standardbaas ning kirjutame
Tagasi
a1l ai2 Qin
as a22 a2n .
F(e1) = I F(ez) = A K Fl(en) = : Téaisekraan
ag1 ag2 QAkn

Lahku failist

Siis on A = (a;5) k x n-jarku maatriks, mille j-is veerg on F'(e;). Olgu v € K". Siis
v =qa1e; + agey + -+ apep
Arvutame

F(v)=a1F(e1) + aoF(e2) + - + anF(en)
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ail ai2 A1n

az1 a2 az2np
=g + o + o+ Fay

ag1 ak2 Akn

110 + @120 + -+ - -+ AanQip
210 + a220i2 + - -+ + G20y,

p101 + g0 + « -+ AgpQip
Markus 11.42. Maatriksit A nimetatakse lineaarkujutuse F' standardmaatriksiks.

Naide 11.43. Leida lineaarkujutuse

F: K® - K2, F | 29
T1 + T3

= _ <:c1 + 229 + w;;)
€3

standardmaatriks.

Lahendus. Esitame lineaarteisenduse F' maatrikskujul

T Z]
1 2 1
Flaxz | = ( ) T2

1 01
I3 T3

121
A_<101>

Seega

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44
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Tagasi

Taisekraan

Lahku failist
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Standardmaatriksi voib arvutada ka standardvektorite eq, es, eg abil. Maatriksi A veer-
gudeks on vektorid F'(e1), F(ez2), F(e3).

Teoreem 11.44 (maatrikskujutuse omadusi). Olgu A ja B maaatriksid ning allpool
olevad tehted mddratud. Siis

1) Kui Ly = Lp, siis A= B

2) L[:]_Kn
3) LyoLp=Lyp
4) Ll =Ly

5) Im Ly = Col A ning rank L4 = rank A.

Lineaarkujutuse maatriksesitus

Olgu B = {v1,...,v,} vektorruumi V' baas ning D = {uy,...,u;} vektorruumi U baas.
Vektorid

v=av1+--tau, €V ja u=LGiur+ -+ PBrup €U
voime teatavasti esitada veeruvektorina
ay B
Cpv)=| : |, Cpw=]|:
70 Br
Kujutused Cg: V — K" ja Cp: U — KF on teatavasti isomorfismid, seega on nad
pooratavad. Paneme tihele, et veeruvektor C'g(v;) on ithikmaatriksi j-is veerg.

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Lahku failist
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Olgu F': V — U lineaarkujutus. Lineaarkujutusele F' vastav maatriks A on iiheselt
defineeritud kommutatiivse diagrammiga

v L. U

Ca | ¢ |
K™ La Kk
Maatriksi A {ihesus jareldub implikatsioonist
Lao= Ly — A=A

Selle diagrammi kohaselt
CD oF = LA o CB

Lineaarkujutus L4: K® — K* toimib veeruvektoritele jargmiselt:

Seega
Cp[F(v)] = LA[C(v)] = ACg(v) YveV

See tingimus méaarabki maatriksi A = Mpp(F), s.t

CD[F(U)]:MDB(F)CB('U), YveV

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Taisekraan

Lahku failist
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Maatriksi A arvutamiseks esitame A veeruvektorite aq, ..., a, kaudu
A= (a1 as ... an)
Kuna veeruvektor Cg(v;) on ithikmaatriksi j-is veerg, siis saame
Cp[F(v;)] = ACB(vj) = aj, j=1....n

Tulemuseks saame

A= Mpp(F)= (Cp[F(v1)] Cp[F(v2)] ... Cp[F(vn)])
Seda maatriksit nimetatakse linesarkujutuse F': V. — U maatriksiks baasides B ja D.
Valem defineerib kujutuse
Mpp : Homg (V,U) — Maty « »(K)

mille omadusi vaatleme jargmises alapunktis.
Niide 11.45. Defineerime F: Py(K) — K2 valemiga

Flapg+ a1z + a2x2) = (ap + 202, a9 + 3a1 + 4dag)
Baasid valime jargmiselt:

B ={v; =1,vy ::3,1)3:12}, D ={u; =(1,0),us = (0,1)}

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44
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Leiame Mpp(F).
Lahendus. K&igepealt arvutame

F(v) = (1,1) = u1 + u2 Koduleht
F(v2) = (0,3) = 3uz
F(v3) = (2,4) = 2u; + 4ug Tiitelleht
Seega pp o)
MDB(F)i (CD[F(’Ul)] CD[F('UQ)] CD[F(Un)])
(1 0 2 | >
—\1 3 4
Lk 253 ® 286

Sama tulemuseni jouame ka teisel viisil. Kuna

2
v =g+ 1T + asx” = aguy + a1v + aovs Tagasi

siis

Taisekraan
F(v) = apF(v1) + a1 F(va) + aaF(v3)

= Oéo(ul aF U2) + aq (BUQ) = a2(2u1 4F 4UQ)
= (ap + 2a2)uy + (o + 31 + dag)ug

Lahku failist

Seega

ap

_ ag + 2az (1 0 2
CD[F(U)] - <OAO + 30 +40z2> o <1 3 4> 31
2
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= MDB(F)CB(U) - MDB(F) B <i g i)

Niide 11.46 (maatrikskujutuse esitus). Olgu A € Maty x ,(K) ning Ls: K* — K
maatrikskujutus, mis on defineeritud valemiga L4(v) = Av iga v € K" korral. Olgu
B ja D vektorruumide K" ja K* vastavad standardbaasid. Siis B = {ey,...,e,} ning
Cp(u) = u iga u € KF korral. Seega

Mpp(La) = (Cp[La(e1)] CplLa(e2)] --- CplLa(en)])
= (LA(el) Ly(es) --- LA(en))
= (Ael Aey - Aen) =A

Teiste sonadega, lineaarkujutuse L 4 maatriksiks on parajasti maatriks A.

Niide 11.47. MBB(lV) = I, MDB(O) =0

Lineaarkujutuse maatriksesituse omadusi

Teoreem 11.48. Olgu V ja U wektorruumid ning dimV =n ja dimU = k. Olgu B ja
D vektorruumide V' ja U vastavad baasid. Siis kujutus

MDB : HOHIKU/, U) — Matk X n(K)
on vektorruumide isomorfism.

Toestus. Koigepealt toestame kujutuse Mpp lineaarsuse. Olgu B = {v1,...,v,} vek-
torruumi V' baas. Etteantud F, G € Homg(V,U) korral on maatriksi Mpp(F + G) j-is
veerg

Cp[(F + G)(vj)] = Cp[F(v;) + G(vj)] = Cp[F(v;] + Cp|[G(v;)]

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Lahku failist
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sest C'p on lineaarne. Viimase valemi parem pool on maatriksite Mpp(F) ja Mpp(G)
j-indate veergude summa, seega

Mpp(F+ G) = Mpp(F)+ Mpgp(G)
Niiiid arvutame maatriksi Mpp(AF) j-inda veeru
Cpl(AF)(v5)] = Cp[AF (vj)] = ACD[F(v;)]

sest C'p on lineaarne. Viimase valemi parem pool on aga maatriksi AMpp(F') j-is veerg.
Seega
Mpp(AF) = AMpp(F)

Niaitame, et kujutus Mpp on iksiithene. Piisab, kui néditame, et tuum Ker Mpp =
{0}. Kui Mpp(F) =0, siis Cp[F(v;)] = 0igaj =1,...,n korral. Kuid Cp on iiksiihene,
seega F'(v;) = 0 iga j korral. Kuna vektorid v; moodustavad baasi, siis peab F' = 0.

Niitame, et kujutus Mpp on pealekujutus. Olgu A € Maty « ,(K). Konstrueerime
lineaarkujutuse F': V' — U nii, et Mpp(F) = A. See tdhendab, et Cp[F(v;)] oleks
maatriksi A j-is veerg. Kui D = {uq,...,ux}, siis peab olema

F(Uj) = ayjuy + agjug + -+ - + ag;ug  iga j korral
Kuid teoreemi 11.9 pohjal selline lineaarkujutus leidub. O

Jéreldus 11.49. dim Homg (V,U) =dimV - dim U

Koduleht

Tiitelleht

<4<

44
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Kompositsiooni maatriksesitus

Teoreem 11.50. Olgu V LFviw lineaarkujutused ning olgu B, D ja E vektor-
ruumide V,U ja W wvastavad baasid. Siis

Mgp(GoF)= Mgp(G)Mpp(F)

Toestus. Tahistame
X:MDB(F), Y:MED(G), Z:MEB(GOF)

Peame niitama, et Z = Y X. Olgu n, k ja [ vektorruumide V, U ja W vastavad mootmed.
Maatriksid X, Y ja Z on iiheselt madratud jargmiste kommutatiivsete diagrammidega:

v L. uv Saw v Lw
cBl ch cEl cBl cEl
Kr X, gk Y, R K* 22, k!

Nende diagrammide kohaselt (kompositsiooni mérki o ei eksponeeri)
CDFIL)(CB, CEGZLyCD, CrgGF = L;Cp
Niiiid arvutame nende valemite abil

CpGF = (CEG)F = (LyCD)F = Ly(CDF) = Ly(LXcB)

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44
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= (LyLx)Cp = LyxCp

Vorreldes seda tulemust valemiga CpGF = LzCp, saamegi maatriksi Z {ihesusest tu-
lenevalt Z7 =Y X. ]

Teoreem 11.51. Olgu F': V — U lineaarkujutus ning dim V' = dim U. Siis on jdrgmised
tingimused samavddrsed:

1) kujutus F on isomorfism,
2) maatriks Mpp(F) on poératav vastavalt iga V' ja U baasi B ja D korral,
3) maatriks Mpp(F) on pooratav vastavalt mingi V' ja U baasi B ja D korral.

Kehtib valem Mpg(F)™' = Mgp(F~1).
Toestus. 1) = 2) Olgu dim V' = dim U = n. Vaatleme kujutuste kompositsiooni

v Ly y

Seega saame eelmise teoreemi pohjal
Mpp(F~YMpp(F) = Mpp(F~'F) = Mgp(ly) = I,

Samamoodi Mpg(F)Mpp(F~1) = I,,, millega tingimus 2) ja viimane viiide on tdestatud.

2) = 3) Ilmne.

3) = 1) Olgu Mpp(F) poératav mingite baaside B ja D korral. Kirjutame mu-
gavuse huvides A = Mpp(F). Siis CpF = L,Cp. Kuna Cp on isomorfism, siis saame
F = CBILACB. Kuna F' on isomorfismide CBl,LA ja Cp kompositsioon, siis peab ta
samuti olema isomorfism. ]

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Teoreem 11.52. Olgu V ja U loplikumdootmelised vektorruumid vastavate baasidega B
ja D. Olgu F : V — U lineaarne kujutus. Siis rank F' = rank Mpp(F).

T'Gestus. Tahistame mugavuse huvides A = Mpp(F) ning n = dim V. Naitest 11.14
teame, et ColA =Im Ly = {Az| x € K"} = W, s.t maatriksi A veeruruum iihtib li-
neaarkujutuse L 4 muutumispiirkonnaga. Astakuteoreemi pohjal rank A = dim W. Kuna
rank F' = dim Im F', siis piisab mingi isomorfismi S : Im F' — W konstrueerimisest.

Paneme tédhele, et iga vektor u € Im F esitub kujul u = F(v) ning vektor Cp[F(v)] =
ACg(v) € W. Defineerime kujutuse S : Im F' — W valemiga

S[F()] = Cp[F(v)] ¥ F(v)€ImF

Kuna Cp on lineaarne iiksiihene kujutus, peab seda olema ka S. J&ib iile vaid ndidata,
et S pealekujutus. Olgu Az € W mingi vektor, kus x € K”. Kuna Cp on pealekujutus,
siis x = C'p(v) mingi vektori v € V korral. Seda arvestades saame

Az = ACg(v) = Cp[F(v)] = S[F(v)]

seega F' on pealekujutus. Kokkuvottes saame, et S on isomorfism. O

Operaatoralgebra

Vaatleme hulka A(V') = Homg(V, V). Hulga A(V) elemente nimetatakse lineaaroperaa-
toriteks, aga ka lineaarteisendusteks. Kui dim V' = n, siis dim A(V) = n?. Hulk A(V) on
vektorruum ile K ning on kinnine kompositsiooni suhtes

F,G e A(V) = FG=FoGe A(V)

Koduleht

Tiitelleht

<4«

44
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Kompositsiooni o: A(V) x A(V) — A(V) voib vaadelda operaatorite korrutamisena.
Hulka A(V) nimetatakse seepérast operaatoralgebraks. Peale vektorruumi omaduse keh-
tivad operaatoralgebras veel jargmised arvutusseadused iga F,G,H € A(V) ja iga
A € K korral:

1) (HoG)oF=Ho(GoF) (assotsiatiivsus),

2) Ho(F+G)=HoF+HoG (distributiivsus),

3) ( F+G)oH=FoH+GoH (distributiivsus),

4) (\G)o F =\XGoF)=Go(\F) (arvuga korrutamise assotsiatiivsus),
5) lyoF=F=Foly (unitaalus).

Uldiselt on kompositsioon aga mittekommutatiivne, s.t F oG # G o F.

Baasiteisendused

Uurime niitid lineaarsete operaatorite kiitumist baasiteisendusel.
Olgu B = {by,--- ,b,} ja B’ = {bl, - , b}, } vektorruumi V baasid ning olgu F': V —
V lineaarkujutus. Tihistame Mp(F) = Mpp(F). Uleminekumaatriks baasilt B baasile
B’ on
P=Pp._p=(Cp(b1) Cp(ba) --- Cpi(by))

Vektori v € V koordinaadid baasides B ja B’ on seotud valemiga
CB/(U)ZPBQ_BCB(U) VveV <« C(Cp =Pp._gCh

Me teame, et
CpF = Mp(F)Cp, CpF = Mp/(F)Cp

Koduleht

Tiitelleht

<4« 44
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Korrutades vasakpoolset valemit vasakult iileminekumaatriksiga P, saame

PMp(F)Cg = PCgF = CyF = My (F)Cp

= Mg/ (F)PCp Koduleht
Niilid korrutame saadud valemit paremalt lineaarkujutusega CEI. Saame Tiitelleht
PMp(F) = Mp (F)P
millest «“ 44
Mp(F) = Py ;Mp/(F)Pp_p <4 4
Saadud valem seobki lineaaroperaatori F' maatriksid baasides B’ ja B. Lk 260 ® 286
Niide 11.53. Lineaaroperaator F : R? — R? on defineeritud valemiga
F(z1,22,23) = (221 — 22, x2+x3, —3z1+23) Tagasi
Leida maatriksesitused baasides TSielase
B’ ={ej,e2,e3} standardbaas
B =1{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,0)} Lahku failist

Lahendus. Kdigepealt arvutame
F(e;) = F(1,0,0) = (2,0, —3)
F(e2) = F(0,1,0) = (—1,1,0)
F(e3) - F(0,0, 1) - (07 1 1)
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Siis

Mp/(F) = (Cp/[F(e1)] Cpi[F(e2)] Cpi[F(e3)])
= (Cp/(2,0,-3) Cp/(-1,1,0) Cp/(0,1,1))

2 -1 0
=10 1 1
-3 0 1

Niitid leiame tileminekumaatriksi Pg/. g. Paneme téhele, et

(1, 1,0) = ]_6]_ + 162 + 063 1 1 0
(1707 1) = 161 +0€2 4F 163 — PB’HB = 1 0 1
(07170):0€1+1€2+063 0O 1 0
Jaab tle vaid arvutada
Mp(F) = P pMp/(F)Pp—p

110\ /2 —10\ /110

=11 0 1 0 1 1 1 0 1

010 -3 0 1 010
1 0 -1 1 2 -1 4 4 1
=10 0 1 1 1 1 1=(1=-3 =2 0

Koduleht

Tiitelleht
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Ulesanded

Lineaarkujutuse mdiste

11.14.1 Defineerime kujutuse F': R? — R? valemiga
F(z,y) = (z +y,2)

Naidata, et F' on lineaarne.
11.14.2 Defineerime kujutuse F': R3 — R? valemiga

F(z,y,z)=(x+y+2 2x—3y+4z2)

Niidata, et F' on lineaarne.

11.14.3 Olgu V fikseeritud jérguga ruutmaatriksite vektorruum. Olgu M mingi maat-
riks vektorruumist V. Defineerime kujutuse F': V. — V valemiga F(A) = AM + M A.
Naidata, et F' on lineaarne.

11.14.4 Olgu V fikseeritud jarguga ruutmaatriksite vektorruum. Olgu M mingi maat-
riks vektorruumist V. Defineerime kujutuse F': V' — V valemiga F(A) = AM — M A.
Naidata, et F' on lineaarne.

11.14.5 Defineerime lineaarkujutuse F': R? — R? valemitega
F(1,2)=(2,3), F(0,1)=(1,4)

Leida F(z,y).

Koduleht

Tiitelleht
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Lineaarkujutuse tuum ja muutumispiirkond

11.14.6 Lineaarkujutus F': R* — R3 on defineeritud valemiga
Flz,y,z,t)=(z—y+2z+t, z+2z—1t, z+y+32—3t)
Leida Im F' ja Ker F' baasid ja dimensioonid.
11.14.7 Lineaarkujutus F': R® — R3 on defineeritud valemiga
F(z,y,2)=(x+2y—2, y+z x+y—22)
Leida Im F' ja Ker F' baasid ja dimensioonid.
11.14.8 Olgu A: R* — R3 maatrikskujutus, kus

1 2 3 1
A=11 3 5 =2
3 8 13 -3

Leida Im A ja Ker A baasid ja dimensioonid.

Regulaarne ja singulaarne lineaarkujutus

11.14.9 Uurida kas alljargnevad lineaarkujutused on singulaarsed. Singulaarsuse korral
leida vektor v # o, mille kujutis on o.

(1) F : R? — R? on defineeritud valemiga F(z,y) = (z — y,z — 2y)
(2) F: R? — R? on defineeritud valemiga

Koduleht

Tiitelleht
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Tehted lineaarkujutustega

11.14.10 Lineaarkujutused F : R? — R? ja G : R? — R? on defineeritud valemitega
F(z,y,2) = 22,y +2) ja G(z,9,2) = (z - 2,y)

Leida (1) F + G, (2) 3F, (3) 2F — 5G.

11.14.11 Lineaarkujutused F : R? — R? ja G : R? — R? on defineeritud valemitega
F(z,y,2) = (y,z+2) ja G(=z,y,2) = (22,2 +y)

Leida (1) F + G (2) 3F — 2G.

11.14.12 Defineerime lineaarkujutuse H : R? — R? valemiga H(z,y) = (y,2z) ning
defineerime F, G’ nagu iilesandes 11.14.11. Leida

(1) HoF jaGoH
(2) FoH jaGo H
(8) Ho(F+G)jaHoF+HoG

11.14.13 Lineaaroperaatorid F' ja G on defineeritud valemitega
F(z,y) = (y,z) Jja G(z,y) =(0,z)

Leida (1) F + G (2) 2F — 3G (3) FG (4) GF (5) F? (6) G?

11.14.14 Lineaarkujutus F : R? — R? on defineeritud valemiga

F(z,y) = 2z + y,3z + 2y)

Koduleht

Tiitelleht
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Leida poordkujutus F—L
11.14.15 Lineaarkujutus F : R? — R3 on defineeritud valemiga
F(LE,y,Z) = (:C 73?/7 2Zvy *4'2’2)
Leida poérdkujutus F—L.
11.14.16 Lineaaroperaator F : R? — R? on defineeritud valemiga
F(x7yaz) = (fE‘i‘Z,l’ — y7y)

Leida F~'. 11.14.17 Toestada teoreemis 11.35 esitatud kompositsiooni omadused.

Lineaarkujutuse maatriksesitus

11.14.18 Leida maatriksi
1 3 =2
A=12 —4 1
3 -1 2
esitus baasis
B = {uj,u2,us} = {(1,0,1), (2,1,2), (1,2,2)}

11.14.19 Lineaarkujutus F : R? — R? on defineeritud valemiga

F(z,y) = (2v + 3y, 4z — 5y)

Koduleht

Tiitelleht

<4< 44

Lk 265 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 266 eugen.paal@ttu.ee

Leida kujutuse F' maatriksesitus baasis
B = {u1,u2} = {(1,-2), (2, -5}
11.14.20 Lineaaroperaator F : R? — R? on defineeritud valemiga
F(z,y) = bz —y, 2z +y)
Olgu antud kaks baasi

E = {€1a€2} = {(170)7 (07 1)}’ B = {ulau2} = {(174)a (277)}

Leida (1) iileminekumaatriks Pp. g, (2) kujutuse F' maatriksesitus baasis E, (3) ku-
jutuse F' maatriksesitus baasis B.
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<4« 44

Lk 266 ® 286

Tagasi

Taisekraan

Lahku failist



http://www.paal.math.ttu.ee
http://www.staff.ttu.ee/~eugen/
mailto:eugen.paal@ttu.ee

Eugen Paal Lineaaralgebra Lk 267 eugen.paal@ttu.ee

A. Eksamitoo tiitipililesanded

Arvutada determinant.

Niide 1.8.

Tehted maatriksitega (4, —, korrutamine arvuga, korrutamine).

Niited 2.1, 2.2, 2.10, 2.11, 2.12.

Tehted aritmeetiliste vektoritega (liitmine, lahutamine, skalaariga korrutamine).
Leida péérdmaatriks ja kontrollida tulemust.

Niide 2.30.

Lahendada maatriksvorrand ja kontrollida lahendit.

Niide 2.35.

Leida maatriksi astak.

Niide 3.4.

Lahendada LVS ja kontrollida lahendit.

Niide 4.10.

Leida homogeense LVSi iildlahend ja kontrollida lahendit.

Néide 6.46.

Leida homogeense LVSi lahendite fundamentaalsiisteem. Kontrollida lahendit.
Néide 6.46.

Tehted kompleksarvudega algebralisel, trigonomeetrilisel ja eksponentkujul. As-
tendamine ja juurimine. Uhejuurte arvutamine.

Niaited 5.5, 5.9, 5.20, 5.21, 5.27, 5.28, 5.29, 5.33, 5.34, 5.36.

Lahendada ruutvorrand iile kompleksarvude ja kontrollida lahendit.

Niide 5.25.
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12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

Leida vektori koordinaadid etteantud baasis ja kontrollida arendust.

Tene sonastus: leida vektori arendus etteantud baasis.

Uurida vektorisiisteemi lineaarset soltuvust: leida vektorisiisteemi astak, juhtvek-
torid arendada vabade kaudu. Kontrollida arendusi.

Vihje: kasuta astakuteoreemi 6.66 ja uuri alapunkti 6.12.

Leida vektori koordinaadid baasis B’ kui on teada vektori koordinaadid baasis B.
Kontrollida arendust.

Néide 6.51.

Ortonormeerida vektorisiisteem ja kontrollida tulemuse ortonormeeritust.

Néide 7.24.

Leida maatriksi omavéartused ja omaruumide baasivektorid. Kontrollida tulemust
omavadrtusvorrandiga.

Niide 8.7, 8.8.

Leida ruutmaatriksi karakteristlik poliinoom ja kontrollida Cayley-Hamiltoni teo-
reemi.

Néide 10.4.

Diagonaalida maatriks ja kontrollida tulemust.

Nidited 9.3, 9.3.

Diagonaalida ruutvorm /siimmeetriline maatriks ortogonaalteisendusega ja kont-
rollida tulemust.

Niited 9.9, 9.10.

Arvutada maatriksfunktsioon.

Niited 10.8, 10.9, 10.10, 10.11, 10.12, 10.13, 10.14.

Kontrollida kujutuse lineaarsust.

Néide 11.1.
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22)
23)
24)
25)

26)

Lineaarkujutuse konstrueerimine.

Naide 11.10.

Leida Im F' ja Ker F.

Naited 11.14, 11.15.

Leida Im F' baas ja moode. Leida Ker F' baas ja mdode.

Naide 11.17.

Leida lineaarkujutuse maatriks etteantud baasis.

Naited 11.43, 11.45.

Leida lineaarkujutuse maatriks baasis B’ kui on teada tema maatriks baasis B.
Naide 11.53
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. Vastused
. Determinandid
Koduleht
1.4.1 —2 1.4.2 —1 1.4.3 —1 1.4.4 4ab 1.4.51
1.4.6 sin(a — () 1.4.7 cos(a+3) 1480 1.491 .
1.4.10 1 1.4.12 40 1.4.13 —3 1.4.14 100 1.4.15 —5 e e i
1.4.16 0 1.4.17 1 1.4.18 1 1.4.19 2 1.4.20 4
1.4.21 -8 1.4.220 1.4.23 3abc—a® — b* — & 4 >»
1.4.24 223 — (a + b+ c)x? +abc  1.4.25 (ab+ bc + ca)x + abe
1.4.26 sin(8 —v) +sin(y — a) + sin(a — 8)  1.4.28 —8 < >
1.4.29 -3 1.4.30—-9 1.4.3118 1.4.32—-10 1.4.33150 1.4.345 1.4.35
52 1.4.36 1932 1.4.37 100 1.4.38 —336 1.4.39 10 1.4.40 Hk>z(93k —z;) Lk 270 ® 286
. Maatriksarvutus .
Tagasi
s 0 1 -2 -2
2.7.5 AB = . BA=|-1 3 4
-7 5 Téisekraan
-3 1 -4
0 =3 6 13 —14 -
2.7.6 AB=0,BA= (0 30 -36 2.7.8 (21 22) Lahku failist
0 25 30

304 —61 1 n AT pAnl
2.7.9 <305 _62> 2.7.10 (0 1) 2.7.11 <0 \» )

a3 v = (0 15 1)
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sin no COS N

D”(a) _ (COS noa  —Ssin TLOé)

. Maatriksi astak

3.6.12 36.23 3.6.33 3643 3.6.53 3.6.62
3.6.7 A\ = 0 korral on astak 2, \ # 0 korral 3.

3.6.8 A = 3 korral on astak 2, A\ # 3 korral 3.

3.6.9 \ = 2 korral on astak 1, A = 8 korral 2, A # 2,8 korral 3.
3.6.10 A\ =1 korral on astak 1, A =5 korral 2, A # 1,5 korral 3.

3.6.11 \ = 2 korral on astak 1, A = —1 korral 2, A # —1,2 korral 3.

3.6.12 A\ = 0,—2, —4 korral on astak 3, A # 0, —2, —4 korral 4.

. Kompleksarvud

5.13.1 (1) 1+18i (2) 4 (3) 7+17i (4) 10— 114

(5) 14—5i (6)5+i (7 £-3i B)F-2%i (9)4
(10) 52i (11) 2 (12) 1

5132 (1)i (2)1 (3) -1 (4) —i (5)i (6) -1
(7)i (8)i

5133 (1) >+ +32+d*> (2) -2 (3)0

5.13.8 (1) 3+4i (2) 5—12i

5.13.14 (1) 250 (2) 20 (3) —230 (4) —2¢ (5) 2'%

5.13.16 (1) 3cos’zsinz —sin®*z  (2) cos®x — 3sin®zcosz
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(3) 4cos® xsinx — 4coszsin®

(4) cos?z — 6 cos? zsin® x + sin* x
(5) 5cos? xsinz — 10 cos? sin®  + sin®
(6) cos®z — 10 cos® xsin®z — 5 cos zsin* x

5.13.17 (1) 3(—sin3z + 3sinz) (2) f(cos3z + 3cos )
(3) L(cos4x —4cos2x +3)
(4) z(cos 4z +4cos2x +3)  (5) ;x(sinbz — 5sin3z + 10sinz)
(6) %(cos 5z + 5 cos 3z + 10 cos x)

. Skalaarkorrutis

7.8.1 (alb) = 16, (a|c) = —4, (blc) = —13, (a + blc) = —17, |a] = V21, [b] = V/38,
‘C’ - \/E 7.8.2 (f‘g) =-1, (f‘h) - _%a ’f’ - @’ ‘g‘ =1, f{q = 355_5:72)5 ﬁ = 3t—2
7.8.8 (alb) =30 7.8.9 |[a —b| =30 7.8.10 |a+b| = 24

Maatriksfunktsioonid

3. 2100 —9. 3100 92 3100 . 2100 924 925
10.8.5 <3(3100 _ 9100) (3101 _ 9101 )> 10.8.6 2 <25 26>

11 —6
10.8.7 (12 _7>

4sinb + 2sin(—1) 2sind — 2sin(—1)\ _
4sinb — 4sin(—1) 2sin5+4sin(-1)/)

_ (—0,919773 —0,039151
~— \—-0,078302 —0, 880622

10.8.8 } (
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1 -1
10.8.9 <1 _1)

4cosl —2cos(—1) —2cosl+2cos(—1)\
4cosl —4cos(—1) —2cosl+4cos(—1))

_ {0,540302 0
- 0 0, 540302

10.8.10 (

sin 2t 0 0 0
0 sin2t tcos2 0
10.8.11 0 0 sin 2t 0
0 0 0 sin 3t
3+ 2min —15 6
10.8.12 1 —5 4 2min 2 ,NEZ
1 -5 2+ 2min

{ 1 12 2 0 2
1 1
10.8.13 :|:4 < 1 9> 10.8.14 :I:5 <3 13>, + <3 1>

1
10.8.15 5 <465 —4de™t 2¢® + 4e7!

de —3 2—2e 2e2 —¢2
10.8.16 (66_6 4_3€> 10.8.17 <62 7 )

3e—1 e —3e+1
10.8.18 3e e+3 —3e—3
3e—1 e+1 —3e

=(e—2)A2+A+1

4e° +2e7t 2 —2e71\ (99,0647 49,3484
1 98,6969 49,7263

)
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2t t o, —t t _ a—t
10.8.19 (6 693t> 10.8.20(36 2e se’ = e )

0 —2et +2e7t —2¢t 4+ 37t
th tth
10.8.21 <0 €2t> Koduleht
cos 2t + 2sin 2t % sin 2t
WOcdh2s < —2sin 2t cos 2t — 2sin Qt) Tiitelleht
cost sint
Wt (— sint cost) 44 44
=4t 3 cos 3t + 4sin 3t sin 3¢
10.8.24 5 ( —25sin3t  3cos3t — 4sin 3t < 4
V15 cos v 15t + sin v/ 15t —2sin /15t
10.8.25 <L
0-8.25 i ( 8 sin /15t V/15 cos /15t — sin /Tt e 25 © 2t
1t t%/2 100 s
10.8.26 2 [0 1 ¢ 10.8.27 % [0 1 ¢t
0 0 1 0 0 1
Taisekraan
9t —3et43e2 et — % 4 3te?
1 2t 2t
10.8.28 8 960 %’5‘; Lahku failist
e

1 —2+2cost—+sint —5-+ 5cost
10.8.29 | O cost — 2sint —5sint
0 sint cost + 2sint
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Lineaarkujutused

11.14.5 F(z,y) = (y, —5x + 4y)
11.14.6 dimIm F = 2, dim Ker F' = 2
11.14.7 dimIm F' = 2, dimKer F' = 1
11.14.8 dimIm F = 2, dim Ker F' = 2
11.14.9 (1) Ei ole singulaarne (2) Singulaarne
11.14.10 (1) (F + G)(z,y,2) = (z — z,y)
(2) BF)(z,y,2) = (6x,3y + 32)
(3) (2F —5G)(z,y, 2) = (—x + bz, —3y + 22)
11.14.11 (1) (F 4+ G)(x,y,2) = (y + 22,22 —y + 2)
(2) (2F —5G)(z,y,2) = B3y — 4z, + 2y + 32)
11.14.12 (1) (H o F)(z,y, 2) = (x + y, 2y),
(HO G)($7yaz) = (.%' o y,42’)
(2) ei ole méaaratud
(3) (Ho(F+Q))(x,y,2) =(Ho FF+ HoG)(x,y,2) =
=2z —y+22y+4z2)
11.14.13 (1) (F + G)(z,y) = (y,2x)
(2) <2F — 3G>($,y) = (2y7 —1’)
(3) (FG)(w,) = (,0) (4) (GF)(w,y) = (0,5) (5) F2 =1
(6) G> =0
11.14.14 F~Y(2,y) = (22 — y, —3z + 2y)
11.14.15 F~Y(x,y,2) = (z + 3y + 142,y — 42, 2)
11.14.16 F~Y(2,y,2) = (y + 2,y,2 —y — 2)
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11 21 17

11.14.18 [ -5 —14 -8
6 8 2
8§ 11

11.14.19 (_6 —11)

11.14.20 (1) Pp_p = (1 3) (2) <§ 11> (3) <_?

1
2 1

)
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Aineregister

adjungeeritud maatriks, 39, 201

alamdeterminant, 12
alamruum, 141
mittetriviaalne, 140
triviaalne, 141
algebra pohiteoreem, 101
algebraline kordsus, 172
algebraline téiend, 12
arendusteoreemid, 14
arendusvalemid, 14
aritmeetiline vektor, 22
komponendid, 22
koordinaadid, 22
skalaarkorrutis, 27
aritmeetiline vektorruum, 111
astakuteoreem, 144
astakutingimus, 63

baas, 126
baasiteisendused, 135, 259

Capelli, Alfredo, 63
Cauchy, Augustin Louis, 159

Cauchy-Schwarzi vorratus, 159
Cayley, Artur, 201
Cayley-Hamiltoni teoreem, 201
Cramer, Gabriel, 61

Crameri peajuht, 61

Crameri valemid, 61

de Moivre, Abraham, 99
de Moivre’i valem, 99
determinant
n-jarku, 12
alamdeterminant, 12
arendusteoreemid, 14
arendusvalemid, 14
arvutamine, 16
esimest jarku, 10
kolmandat jarku, 11
kolmnurkne, 15
miinor, 12
omadused, 15
teist jarku, 10
Vandermonde’i, 20
diagonaalimine, 184
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ortogonaalne, 189
diagonaalmaatriks, 174, 184
diagonaaluvus

ortogonaalne, 189
dimensioon, 130

ekvivalents, 51, 66
ekvivalentsi omadused
refleksiivsus, 51, 66
simmeetria, 51, 66
transitiivsus, 51, 66
ekvivalentsirelatsioon, 241
elementaarteisendused, 51, 66
esimest liiki, 51, 66
teist liiki, 51, 66
erilahend, 64
Euler, Leonhard, 97
Euleri funktsioon, 97
Euleri valemid, 98

fundamentaallemma
esimene, 127
teine, 129

funktsiooniruum, 112

Gauss, Carl Friedrich, 65

Gaussi meetod, 65, 67

idee, 67

kokkuvote, 68
geomeetriline kordsus, 171
geomeetriline vektor, 112
Gram, Jgrgen Pedersen, 165

Grami-Schmidti ortogonaalimismeetod, 165

Hamilton, William Rowan, 201
hermiitiline konjugeerimine, 84
Hermite, Charles, 84
homogeenne LVS
mittetriviaalne lahend, 60
lahendite omadused, 61
triviaalne lahend, 60

isomorfism, 235, 237
isomorfismi kriteerium, 238, 240

juhtelement, 52
juhtvektor, 146

karakteristlik
poliinoom, 172
vorrand, 172

kolmnurga vorratus, 161
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kommutaator, 30 poordarv, 78, 87
kompleksarv, 74 podrdarvu arvutamine, 87

algebraline kuju, 77

poédrdarvu olemasolu, 87

argumendi peavairtus, 96 poordarvu omadused, 87 Koduleht

argument, 96 reaalosa, 75

arvutusseadused, 90 ruutjuur, 91 Tiitelleht

eksponentkuju, 98 summa, 79

imaginaariihik, 75 tehted, 77 44 [YS

imaginaariihiku péordarv, 88 trigonomeetriline kuju, 96

imaginaarosa, 75 vahe, 79 < >

jagamine, 88 komplekstasand, 77

jagatis, 89 imaginaartelg, 77

jagatis algebralisel kujul, 89 reaaltelg, 77 Lk 281 ® 286

juurimine, 103 kompositsioon, 243

kaaskompleksarv, 83 maatriksesitus, 256 Tagasi

kompleksne konjugeerimine, 83 omadused, 244

korpus, 74 koondamisreegel, 114 Taisek
disekraan

korrutamine, 78, 80
korrutise iildvalem, 82
lahutamine, 78
liitmine, 78
maatrikskuju, 74
moodul, 86

mooduli omadused, 87
polaarkoordinaadid, 95

koordinaadid, 133

koordinaatide teisenemisvalemid, 137

koordinaatisomorfism, 238

koordinaatvektor, 133

korpus, 91, 109, 111
arvutuseadused, 109

kompleksarvude korpus C, 110
ratsionaalarvude korpus @Q, 110

Lahku failist
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reaalarvude korpus R, 110
Kronecker, Leopold, 13
Kroneckeri sitimbol, 13
Kroneckeri-Capelli teoreem, 63, 148
kujutus, 218
kujutuste vordsus, 222

lahendite fundamentaalsiisteem, 131
Lie korrutis, 30
lineaarkombinatsioon, 119
mittetriviaalne, 119
triviaalne, 119
lineaarkujutus, 218
aditiivsus, 218
astak, 230
bijektiivne, 235
homogeensus, 218
injektiivne, 235
kompositsioon, 243
korrutamine arvuga, 242
maatriks, 252
maatriksesitus, 250
maatriksesituse omadused, 254
mittesingulaarne, 234
muutumispiirkond, 227

pealekujutus, 235
regulaarne, 234
singulaarne, 234
summa, 242
siirjektiivne, 235
tuum, 227
iiksiihene, 235
lineaarne
soltumatus, 119
soltuvus, 119
lineaarne kate, 141, 142
lineaarne operaator, 218
lineaaroperaator, 218

lineaarse soltumatuse tunnus, 124

lineaarse s6ltuvuse tunnus, 125
lineaarteisendus, 218
lineaarvorrandistiisteem, 57
(kordajate) maatriks, 57
ekvivalentsus, 65
erilahend, 64
homogeenne, 60
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homogeense LVS-i lahendiruum, 112

kooskdlaline, 58
laiendatud maatriks, 57
madratud, 58
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maatrikskuju, 58
samavdarsus, 65
trepikujuline, 66
vasturdakiv, 58
iildlahend, 64

maatriks, 21

adjungeeritud, 39, 201
antihermiitiline, 84
antisimmeetriline, 35
astak, 51

astaku leidmine, 53

astmed, 200

astmerida, 204
diagonaalmaatriks, 184
diagonaaluv, 184
hermiitiline, 84, 175
juhtelement, 52
kommuteeruvus, 30
maatriksi jark, 21

maatriksi ja arvu korrutis, 23
maatriksite jagamine, 42
maatriksite korrutamine, 28
maatriksite summa, 22
maatriksite vordsus, 22

maatriksite vahe, 26

maatrikskorrutise mittekommutatiivsus,
30

maatrikskorrutise omadused, 32

maatrikskujutus, 222

maatriksruum, 111

maatrikstehete omadused, 25

maatriksvorrandid, 42

miinorid, 50

nullmaatriks, 24

ortogonaalmaatriks, 189

poliinoom, 200

pooratav, 38

poérdmaatriks, 37

reaindeks, 21

reavektor, 22

regulaarne, 38

ruutmaatriks, 21

ruutmaatriksi peadiagonaal, 21

siimmeetriline, 176

singulaarne, 38

siimmeetriline, 35

toime, 222

transponeerimine, 34

transponeerimise omadusi, 36
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trepikujuline, 52
treppmaatriks, 52
treppmaatriksi astak, 53
vahe, 26
vastandmaatriks, 25
veeruindeks, 21
veeruvektor, 22
ithikmaatriks, 31
maatriksastmerida, 204
maatriksfunktsioon, 200
maatrikskujutus, 222
maatriksesitus, 254
muutumispiirkond, 228
omadused, 248
tuum, 228
maatrikspoliinoom, 200
maatrikstehete omadused, 25
arvuga korrutamise assotsiatiivsus, 26,
32
distributiivsus, 26
korrutamise assotsiatiivsus, 32
korrutamise distributiivsus, 32
liitmise assotsiatiivsus, 25
liitmise kommutatiivsus, 25
nullmaatriksi olemasolu, 25

unitaalsus, 26, 32
vastandmaaatriksi olemasolu, 25
maatriksteisendus, 222
mdoode, 127, 130
margitegur, 12

nullitegurid, 30
nullmaatriksi neutraalsus, 24
nullruum, 111, 229

omaruum, 171
omayvektor, 171
omavaartus, 171
omaviartusiilesanne, 171
operaatoralgebra, 258
arvutusseadused, 259
ortogonaalbaas, 163
ortogonaalimine, 164
ortogonaalmaatriks, 189
ortogonaalsus, 162

Poissoni-Lie algebra, 34
poliinoom, 100

Jjuur, 100
polaarkaugus, 95
polaarnurk, 95
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poordkujutus, 245
poordmaatriks, 37
ainsus, 37
arvutamine, 39
olemasolu, 39
omadused, 38

reavektorite ruum, 142
ristbaas, 162, 163
ruutude summa valem, 86
ruutude vahe valem, 33
ruutvorrand {ile kompleksarvude, 91
ruutvorm, 193
diagonaalimine, 193
maatriks, 194
ortogonaalne diagonaalimine, 195

samasuskujutus, 222
sarnased maatriksid, 174
Schmidt, Erhard, 165
Schwarz, Karl Hermann, 159
skalaar, 110
skalaarkorrutis
kompleksses vektorruumis, 156
reaalses vektorruumis, 155
skalaarkorrutise omadused

aditiivsus, 155, 156
homogeensus, 155, 156
positiivsus, 155, 156
siimmeetria, 155, 156
spekter, 172
standardbaas, 127, 138

toime, 222
transponeerimine, 34
omadused, 36
treppmaatriks, 52
triviaalne vektorruum, 111

vaba vektor, 147
vabad tundmatud, 64
vahevektor, 115
vastandmaatriks, 25
veeruvektorite ruum, 142
vektor, 111
juhtiv (juhtvektor), 146
norm, 157
normeeritud, 158
pikkus, 157
vaba, 146
iithikvektor, 158
vektorisiisteem
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astak, 143, 144
baasalamsiisteem, 143
ortogonaalne, 162
ortonormeeritud, 162
vektorite omadused, 113
koondamisreegel, 114
nullitegurite puudumine vektorruumis,
117
nullvektori ainsus, 114
nullvektori korrutamine skalaariga, 116
vastandvektori ithesus, 114
vastandvektori arvutamine, 116
vektori korrutamine nulliga, 116
vektori korrutamine vastandarvuga, 117
vektorite vordsuse tunnus, 135
vektoritevaheline nurk, 160
vektorruum, 110
alamruum, 141
aritmeetiline, 111
arvutusseadused, 110
baas, 126
baasiteisendused, 135
dimensioon, 130
eukleidiline, 155

I6plikumootmeline, 127

moodustajate siisteem, 126

moode, 127, 130

unitaarne, 156
vektorvorrand

esimest liiki, 113

teist liiki, 115

ithejuured, 101
geomeetriline tolgendus, 102
tildlahend, 64
iileminekumaatriks, 136
iileminekumaatriksi omadused, 139
pooratavus, 139
transitiivsus, 139
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