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СУДОВ НА ВОЛНЕНИИ

Вопросы управляемости судна на волнении в настоящее
время изучены в весьма малой степени, хотя решение подоб-
ных задач представляет несомненный интерес. В настоящей
работе предпринята попытка разработать линейную теорию
управляемости на волнении и на её основе решить некоторые
задачи, а именно исследовать устойчивость судна на курсе,
а также рассмотреть его движение на волнении в пределах
применимости линейной теории. При этом волнение прини-
мается регулярным и скорость хода судна постоянной;
влиянием качки пренебрегается.

Устойчивость судна на курсе при указанных выше основ-
ных предпосылках рассмотрена Г. Вейнблюмом [l]. С целью
упрощения выкладок Г. Вейнблюм приравнял приращение
угла курса судна углу дрейфа, а также без серьезного обосно-
вания исключил часть вызванных волнами сил из уравнений
движения. Поэтому с результатами работы [l] нельзя согла-
ситься.

Управляемость судна на волнении исследована также в
работе Л. Ридилла [2]. Из-за чрезмерного упрощения урав-
нений движения судна Л. Ридилл получил, что устойчивость
судна на волнении не отличается от устойчивости на тихой
воде. Подобный вывод нельзя считать правильным. Заметим
также, что в работах [l] и [2] не учитываются возмущающие
силы дифракционной природы, что приводит к значительному
{примерно в 2 раза) занижению возмущающих сил.

Кроме того, К. Давидсон [3] рассмотрел особый случай
движения судна, когда его положение относительно профиля
волны не изменяется. Этот случай в настоящей работе не
исследуется.
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Фпг. 1.

Примем систему координат хуг, (фиг. 1), связанную с суд-
ном, начало которых взято в плоскости грузовой ватерлинии
на одной вертикали с центром тяжести судна. Ось 2 направ-
лена вертикально вверх. На фиг. 1 также показаны: I на-
правление бега волн, е угол курса судна относительно на-
правления бега волн, V скорость хода, а угол дрейфа,
б угол перекладки руля.

Для исследования движения судна на волнении введем
обычные в теории управляемости допущения о постоянстве
скорости хода и малой величине угла дрейфа. Кроме того,
примем, что судно симметрично относительно мидель-шпан-
гоута. В таком случае уравнения движения судна имеют вид

сlа .
~т \& ~ С У

сШ

где Ф безразмерная угловая скорость,
14

Х =Т’
тl= У±Вl, т =

)

я- 14 \ 14
(2)

/ гВ 0 _

й*
П р •> “ ~ (/о!

| 14 а$

М масса судна,
/ —■ момент инерции массы судна относительно

ОСИ 2,
Рп, р 22, Рее присоединенные массы,

р массовая плотность воды,
I и Г длина и осадка судна,

с у и т2 коэффициенты поперечной силы и момента
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рысканья, которые равны

Усу ~

Р ’

{ ь 2IТ

М7

~ ( 3)
т7. = ;

■§ и 2I2 Г

в формулах (3); У поперечная гидродинамическая сила,
Мг момент рысканья.

Влияние волнения на поперечную силу и момент рысканья
учитываем на основе гидродинамической теории качки ко-
рабля, согласно которой эти сила и момент могут быть раз-
делены на две составляющие, из которых первая определя-
ется как результат воздействия на судно не возмущенных
его присутствием волн, а вторая учитывает дифракцию волн.

Приняв систему регулярных волн, движущихся в направ-
лении оси | (фиг. 1), получим для симметричного относитель-
но мидель-шпангоута судна первую составляющую согласно
решению А. Н. Крылова [4] в виде

У* = у 0О Ло 5Ш е 5Ш а I,
• - (4)

М 2 =—у ©о {В\ 4- О] ) 5Ш е соз а
где у ~ весовая плотность воды,

0О амплитуда угла волнового склона,
•о кажущаяся частота волн, равная

о—■По— к V соз (е а); (5)
в последней формуле

а о частота волн,
V скорость хода судна,
,

2лкг= т
А, длина волны. *

В равенствах (4):
о

екг у соз к\ хйг йх,
ь-т

о
В х = 2 У екг ху зш к\ хйг йх,

ь-т
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о
0 1 ——| к\ У ек2 г/3 хсlг (Iх, (6)

г —т

где у ордината судовой поверхности,

кл —к соз е, /?2 к 5Ш 8. (7)

В работе [s] показано, что дифракционные силу и момент
можно определить из выражений

У о = у ©о А О зш 8 зт оI,
(8)

Мго V ©О В\ ЗШ 8 СОЗ СТ I,
где

> 1 /'
о— / х р-2 соз к 1 х йх,

ь
(9)

~ У х ц 2 хзш к\ х йх,
ь

причем Ц2 присоединенная масса шпангоута при его дви-
жении в направлении оси у,

х поправочный коэффициент, который выражается
в виде следующего интеграла по контуру шпангоута / [s]:

■" = - СО)
1

где ф 2 потенциал скоростей при движении вдоль оси у ,

= соs{п, у).

Присоединенную массу р 2 в (9) и (10) можно приближен-
но принять равной половине ее значения для сдвоенного кон-
тура шпангоута при движении в неограниченной жидкости.
Присоединенные массы для различных контуров даются,
например, в работе [B]. Вычисление поправочного коэффици-
ента можно упростить, приняв (и 2 равной половине присое-
диненной массы эллипса, а ф 2 равным потенциалу скоро-
стей эллипса, т. е.

п ~,9 2Т
М-2 —~2 0- ’ Ф2 дУ )
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тогда после интегрирования получим
ОО 1

1 + 2"1 ■ (1|)
I=' П (1 +2*l) П (3 + 2/и)

** т = 1 ш = 1
р _

2лТ

!, (р) бесселева функция мнимого аргумента.

Подставив возмущающие силы из (6), и (9), в (3), найдем
их коэффициенты в виде

— 51П (Т 5,
(12)

тгъ тгв соs 05,
где

-

_

2в0(Л + .

у Гг~ 12 Т
(13)

- 20О (Д, +В\ + 01 ) ■тгъ —
..

. I— 1 ып е,
Рг2 l3 т

Гг число Фруда,
а безразмерная частота, равная

"= я ?
= Ут^[тг— соs < е +“Ф П4>

Для дальнейших выкладок введем приращение угла курса

Де = е - 8 0 . - (15)

Здесь во постоянная величина, равная начальному или
среднему значению утла курса.

Имея целью разработку линейной теории управляемости
судна на волнении, запишем коэффициенты поперечной силы
и момента рысканья в форме

Су Су (1 -}- Су Й -1— б “I- (,Суо Н- Су Ле)BШ О 3,
(16)

тъ —т“а+тг О Я 6 + (т2O -ф т г Ле) соз оз.
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В равенствах (16) возмущающие силы учтены последними
членами этих выражений. Здесь с у0 и т20 — значения сув и т2В

при е — 8о, а с у и т\ — производные последних по углу
курса также при е = ео. Остальные члены равенств (16) при-
нимаются такими же, как на тихой воде. При этом — эф-
фективность руля, равная

йс 8
г°~Од П"

где
с1с у производная коэффициента поперечной силы на

руле,
5,• — площадь руля,
/'о — поправка на влияние рудерпоста, гребного винта и

попутного потока,
/г — расстояние от руля до начала координат.

Кроме того, в дальнейшем принимаем безразмерную ка-
жущуюся частоту постоянной и равной

° = созе°)' (17)

Подобное упрощение допустимо при малых изменениях
частоты и приемлемо при исследовании устойчивости на курсе.

Подставив (16) в (1), получим уравнения движения в
виде

т2 Су а -(- с'у Й -( Су ДBзшоB = Я 6 суo зш о 8
*

_ _ 1 _

И! 8)

п ~ тlа —пйО.— т\ А е соз оs=—Я -[ б + т*о соз а5,
Здесь обозначено

~2 2С у С у Ш l.

Примем также угол перекладки руля постоянным. В та-
ком случае из системы (18) нетрудно получить дифференци-
альное уравнение третьего порядка

& (Ле) . , -тг .7; - ч Л{Ле) , /К .

(19)
+В2 5111 05) А 8= N -{- М\ СO5 05 +М2 5Ш 05,
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где

А=т2п,В= т2 т 'г пс у ,

а“2 а2 Iс0 тг Су СуШ г , с х т2тг,

О х СуГп\, В2 = {тlсу+ т2 а т\), (20)
М =В( С;~ + т“)б,
М 1 = СуШ2о, М2т2 СуО СТ /77 2о.

Решение последнего дифференциального уравнения имеет
вид

А8 = А Bодн 4“ А Bчаст8 част } (21)

причем решение соответствующего однородного уравнения

в Г ОО

А 8 0дн= 2 6 Р]s +2 (^ п СO5 II О 8 Ь]п 5Ш ПОS) » (22)
] = 1

*-
п= 1

частное решение

ОО

АBчаст=у + 2 8 тп БШПО 8). (23)
п = 1

Постоянные С] определяются из начальных условий дви-
жения.

Для определения характеристических показателей р и
коэффициентов разложения ап и Ь п целесообразно ввести
новую переменную

т = о 5.

В таком случае уравнение (19) преобразуется к виду

&{Ль) , п сl2{Ле) . . п ч а!(Ле) , . м ,
+ +(Со+С,СOSШ)-^-{-(0 1 СOBШ +

+ 2 зlп ш) Де=N + М1 соз ш М2 зш ш, (24)
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где
•

-

В С:в= =-=, С1 = (/ = 0,1),
Л о /1 (Т2 V

„
5к ЖкЯк=Иг, Мк==l

' (25)
Л а3 ,4 а 3

N
Л (уЗ

После замены переменной решение однородного уравнения
запишется следующим образом

е Г ОО 1
с\ (а |П соз пт + Ь ]п зш пш) , (26)

]■ = 1 а = 1 -*

причем

а

Аналогично в частном решении (23) аргумент тригоно-
метрических функций окажется равным пт.

Отбросив в уравнении (24) правую часть и подставив в
него решение (26), путем применения метода неопределен-
ных коэффициентов получим бесконечную систему уравне-
ний относительно показателя р и коэффициентов ап и Ь п :

(Ц°Ф~ В Ц2 -ф- Со р) Сlо (С[ р -ф- О\) Сl\ -ф- (С] -(- В 2 ) —0 ■

1‘ 2~ ■ &п~\ “Ь 2 (п —0 “Ь
+ [р 3 +Вр2 - (Зя 2

- Со) р- В я2 ] а п +

+ [Зц 2 +2В Ц - (п 2
- Со) ] пЬп+ а„+ , +

(27)
~Ь 2 1) Н~ С> 2] 6 П +1 0

- - [С, (я -1)■- В2 ] а п-\ - [Зр 2 ф2Вр-
- (я2 Со)] яа„ +[р3 + Яр2 (Зя 2 Со) р Вп 2 ]Ь п -

9 [СI (я -ф- 1 ) -ф- Оо] С1П +1 ф -

1 Ь п+1 = 0
(л=l. 2, ...)
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Система однородных уравнений (27) имеет ненулевое ре-
шение, если ее определитель равен нулю. Приравняв опреде-
литель системы, в данном случае бесконечный, нулю и решив
полученное уравнение, можно найти характеристический по-
казатель р. При малых коэффициентах уравнения (24) можно
ограничиться определителем, составленным из коэффициен-
тов первых трех уравнений системы (27). Этот прием приме-
нял Хилл при расчете характеристических показателей ре-
шений линейного дифференциального уравнения второго по-
рядка с периодическими коэффициентами. В нашем случае
сокращенный определитель системы (27):

. 25ц + Зц 2 . С2 . (X3 +sц2- (3 С0 ) Ц— 5
1— Со ’• 2(1 —Со) ’

”

1— С0

= С]р-РП р, р 3 4- Ви 2 —Срр; Су-{-0 2ь ' ‘ (28)
ц3 -В В\ц 2 —(3 С 0 ) ц— В цС] -р | 25ц -р Зц2

П—Со ;
~

2(1 - СВ ’ Г=ПрГ

Коэффициенты уравнения (24) и характеристический по-
казатель р считаем малыми величинами, что возможно при
относительно больших а. Тогда, отбрасывая малые высших
порядков, из (28) получим

.4ор3 + 2Кр 2 Л 2р +Л3= О, (29)
где

Л
_

, 6Со , 9С0

' 0 1— С0 ‘ 1 2С0
’

А о
_

46С0 , _6sСо_ , ЪС ХР Х1 1 1— С 0 ' 1 2С 0 '2(l 2С0) ’

г) 9 (30)
Л , С? , 3[В2 (Сг+Р2 ) +вЬ

' 2~ С ° + 2(1 2С0 ) "Т“ 2(l—Со) ’

1 С\Р\ ■ „

/13 ” 2(1 - Со) •

Неизвестные ап , Ь п и р можно найти при любых частотах
из системы (27) путем подбора. При этом искомые коэффи-
циенты разложения выразятся через один из этих коэффи-
циентов. Поэтому в практическом расчете можно положить
а0 равным единице или двум. Расчеты показали, что коэффи-
циенты разложения весьма быстро убывают с ростом поряд-
кового номера п.
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Так как исходное дифференциальное уравнение имеет
третий порядок, то из бесконечного определителя системы
(27), приравнивая его нулю, должно получиться кубическое
уравнение относительно характеристического показателя р.
На основании теории дифференциальных уравнений можно
также показать, что в полученном таким образом уравнении
коэффициент при р2 должен быть равен В. Тогда при комп-
лексных характеристических показателях, учитывая свойства
кубического уравнения, имеем

Яе р! Яе р2 , 1т р! = 1тр 2 ,

(31)
Рз + 2 Яе р1 = —В.

Равенства (31) облегчают расчет комплексных характери-
стических показателей. Приняв во внимание изложенные вы-
ше соображения, можно также в приближенном уравнении
(29) принять

Л\ Л OВ.

Для определения коэффициентов /п и т п частного реше-
ния путем подстановки этого решения в дифференциальное
уравнение (24) нетрудно получить систему уравнений:

1)\1\ —l~ (С\ О 2) Ш\

~2~ Вl\ —(1 Со) Ш\ 4—— /2 4~ С] —l— т2 =М\

~2~ /о 4~ (1 Со) 1\ Вш\ | С] 1-2 4 т2 =М2

Д +
с ‘ ( " ~0~ °г тп_,

- п- (п* - Со) т„ + .

> (32)
I / | С](пН-1) +Д,

_ пЦ 2~ I 2 тп+l о

- +о* тпН + п (/г2 -Со) и- -

СД/гД-1) Д-Д . | т _п2 *п+l л—2~ тп+l и

(/2 —2, 3,...)

Из системы уравнений (32) коэффициенты разложения
определяются подбором. При этом указанные коэффициенты
быстро убывают с ростом их порядкового номера.
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Полученные выше решения применим к исследованию
устойчивости движения судна. Положим, что в решениях
(22) и (23)

ЯЭДСО, (/=1,2,3), (33)
/о = 0. (34)

В таком случае при 5->оо
оо

Bоо ео (/п соз пOB 4- т п зш паз). (35)
п = 1

Тогда очевидно, что выражения (33) и (34) определяют
условия устойчивости движения судна по среднему углу кур-
са Bо. Около этого среднего значения угол курса испытывает
колебания с частотой, равной кажущейся частоте волны.

Коэффициент /о, который определяется из системы урав-
нений (32), может оказаться равным нулю при перекладке
руля на некоторый постоянный угол 6о- Например, учитывая
из всех коэффициентов разложения только /о, 1\ ить нетруд-
но получить этот угол в виде

*
_

В[{С l +.o2)М2 +olМll+{l~Со)ЦСl + 02)М 1 -0 1М2\ /огчОо "—]
• (ЗЬ)

2[В*+(l-Со) 2 }я(4-+ /п“)
Равенство (36) является приближенным выражением ус-

ловия устойчивости (34).
При выполнении условий (33) и (34) угловая скорость

судна, которая представляет собой производную угла курса,
испытывает периодические колебания относительно равного
нулю среднего значения. Воспользовавшись вторым из урав-
нений движения (18) г получим средний угол дрейфа

1 / /_ т\ \

ао=
<

6°~т г')-
Таким образом, если выполняются условия (33) и (34),

судно сохраняет асимптотическую устойчивость на курсе,
средний угол которого равен ео. При этом имеет место дрейф
судна со средним углом дрейфа ао.

В частных случаях попутного и встречного волнения
(ео = 0 или 8о=180°) частное решение (23) равно нулю,
вследствие чего вместо (34) получается условие

5о = 0.
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Воспользуемся приближенным методом определения ха-
рактеристических показателей из уравнения (29) для анали-
за условия устойчивости (33).

Согласно теореме Гурвица. вещественная часть всех ха-
рактеристических показателей р будет отрицательной, если

А\ О, Л 3 >o,
Л[А 2 O.

Приняв во внимание формулы (19) и (25), а также учиты-
вая, что

Р = сгр,

получим условия, при выполнении которых вещественные ча-
сти всех показателей р будут отрицательными, в виде

В> 0, (37)

т2 с 1 (тГ г ) 2
У-У- -> 0, (38)

1 ~г
Аа‘2

Сг Г т; 3 В (с*) 2 1 ,
ВСо+ т -гг Н т г-т——

+

I \ Ло2/ \ Д O 2/

+
-7 к С| +4" >а (39)

2о-М 1 - 1Ь) ' '

\ АаУ
Так как уравнение (29) приближенно справедливо для от-

носительно больших а, а т 0и с у >O, то неравенство
(38) удовлетворяется. Также всегда удовлетворяется условие
(37). В неравенстве (39) знак первого члена совпадает со

знаков СO . Второй член этого неравенства всегда положитель-
ный, так как производная коэффициента момента рысканья
по угловой скорости является отрицательной величиной,
а В>o; знак третьего члена может быть различным, но
вследствие того, что его порядок малости выше, чем порядок
второго члена, то, как правило, по величине третий член мень-
ше второго. В условиях спокойной воды все члены неравен-
ства (39), кроме первого, равны нулю. Суммируя сказанное
выше, можно утверждать, что в условиях волнения неустой-



Фиг. 2.

чивое на тихой воде судно может приобрести курсовую устой
чивость. а устойчивое на тихой воде судно сохранить устойчи
вость и на волнении.

В качестве примера приведем результаты расчетов устой-
чивости движения для двухвинтового танкера с размере-
ниями: Ь = 60,4 м ; В = 10,0; Т = 3,50 ж; коэффициент общей
полноты б = 0,69. На фиг. 2 представлены амплитуды произ-
водных возмущающих сил при е = 0 в форме

Рг2 с% Рг2 пг\
= (40)

О уо

На этом же рисунке построены амплитуды «крыловских»
составляющих силы и момента (7г * иМ\ ).

На фиг. 3 показаны амплитуды этих сил для некоторых
длин волн в виде

Р& с /г2 ГПУ = ~1Г2
’ Л«.= -г- (41)

Заметим, что

У (е) =У(я —е)=— У (я + е), V е (е) =— У е (я + е),
М 2 (е) =—- Мг (л —е) = М ъ (я + е), М\ (е) = М е

2 (я, + е).

15
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Величины У и М2 за-
висят от элементов судна,
длины волны и угла кур-
са 8.

Вращательныё и пози-
ционные производные ги-
дродинамических сил и
моментов брались по ме-
тодике Г. В. Соболева [6],
т. е. такими же, как на

Фиг. 3.

тихой воде. Поправки к этим производным, учитывающие
влияние винтов, брались для выполненной в масштабе 1 : 20
модели танкера. Эффективность руля этой модели с учетом
поправок равна 0,035. Модель оказалась неустойчивой на кур-
се в условиях спокойной воды; наибольший корень характе-
ристического уравнения р\ показан на фиг. 4 (в расчете уч-
тено влияние винтов).

На фиг. 4 построены графики вещественной части харак-
теристических показателей р { и рч при различных числах
Фруда, равной длине судна длине волны, отношении высоты
волны к её длине, равном , Bо=o8 о =0 (попутное волнение) и
8о = я (встречное волнение). Наименьший показатель р 3 ве-
лик по абсолютной величине, а поэтому интереса не пред-
ставляет.

Графики вещественной пасти показателей р\ и р2 при
8о 0 и во = л для динамически устойчивого на тихой воде
одновинтового траулера с размерениями Ь 53,5 м\ В

9,00 м, Т 4,32 м представлены на фиг. 5. При этом Х = Ь
и Т ~20 высота волны). На тихой воде наибольший
корень р\ 0,85.
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Фиг. 5.

Из фигур 4 и 5 видно, что соображения, высказанные на
основе анализа приближенного решения, относительно влия-
ния волнения на курсовую устойчивость, подтверждаются рас-
четом не только при больших кажущихся частотах. Заметим,
что на попутном волнении при Рг = 0,27 0,30 частоты срав-
нительно невелики (порядка 3--2).

Фигурой 6 представлены результаты расчета требуемого
для сохранения устойчивости на курсе угла б0 перекладки
руля танкера. Здесь сплошной линией обозначены те участки
диаграммы, где вещественные части всех показателей р отри-
цательны, т. е. выполняются оба условия устойчивости.

Таким образом, из анализа устойчивости движении судна

Фиг. 6.
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выяснилось, что судно может быть асимптотически устойчиво
на среднем курсе при условии, что руль переложен на вполне
определенный угол. При этом динамически неустойчивое на
тихой воде судно может стать устойчивым в условиях волне-
ния. Влияние волнения на устойчивость движения судна воз-
растает с ростом амплитуд возмущающего момента и возму-
щающей силы, а также зависит от кажущейся частоты волн и
угла курса судна относительно волнения. Попутное волнение
сильней сказывается на характеристиках устойчивости движе-
ния. чем встречное.

Очевидно, что полученные решения можно применить так-
же к расчету движения судна в условиях волнения. Так как
решения построены на базе линейной теории, то их можно при-
менять при сравнительно небольших изменениях параметров
движения.

Заметим, что характеристические показатели р х и мо-
гут быть как вещественными, так и комплексными. В случае
комплексных показателей движение судна включает колеба-
ние с низкой частотой.

Ро —— Iтр\ Iтро,

на которое наложены еще колебания с частотой, равной кажу-
щейся частоте волн. При вещественных р низкочастотные ко-
лебания отсутствуют.

Приведем результаты расчета угла курса в таких условиях,
когда можно принять

Суо —Су Де, СП-20 ссl% Дв,

Фиг. 7 (наверху) Фиг. 8. (внизу)



т. е. на курсах, близких курсу прямо по волне или навстречу
ей. На фиг. 7 показаны результаты расчета на моделирую-
щей электронной машине угла курса модели танкера в этих
условиях при длине волны, равной длине модели и при отно-
шении высоты волны к её длине, равном

. При этом приня-
то, что в начальный момент центр тяжести судна находится
на вершине волны, т. е. ау 0 = я. Начальные условия движения:

Ае(»о) 7=o, (»„) = (»о) = 0.

Из графиков фиг. 7 видно значительное различие в пове-
дении судна на попутной и встречной волне, а также большое
влияние скорости хода. Можно заметить, что на попутном
волнении при приближении скорости хода к скорости бега
волн (т. е. при приближении числа Фруда к 0,4) возмущение
движения быстро возрастает. При Рг = 0,35 (случай, не пока-
занный на фиг. 7) после прохождения мимо судна двух волн
приращение угла курса возрастет в 400 раз. Качественно
аналогичный результат был получен и при других начальных
условиях. Этот вывод согласуется с практическими наблюде-
ниями.

Сопоставим результаты расчета угла курса судна с экспе-
риментом. В опытовом бассейне был проведен эксперимент
на регулярном попутном волнении с самоходной моделью упо-
мянутого выше танкера длиной 3,02 м. Модель ставилась под
углом к оси бассейна, после чего включались волнопродуктор
и мотор модели. Руль находился в нейтральном положении.
На фиг. 8 приведена одна из осциллографических записей
угла курса модели. На том же рисунке пунктиром показаны
результаты расчета угла курса. Рассчитывался тот участок
движения модели (ЛВ на фиг. 8), где скорость хода и, сле-
довательно, кажущийся период волн были постоянными.
С целью определения начальных условий при длине волны,
равной 2,5 м, приращение угла курса на участке ЛВ { аппрок-
симировалось из опыта зависимостью

Де := 0,00416ш 0,0289 соз (ш -)- 0,204),

где начальная фаза была получена путем расчета.
Результаты расчета угла курса удовлетворительно совпали

с экспериментом.

19
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О. М. Сильде

К ВОПРОСУ ТЕОРИИ ФИЗИЧЕСКОГО поля

1. Введение

Большой успех гравитационной теории Эйнштейна, сущ-
ность которой заключается в уравнениях

2 > к >

которые по В. А. Фоку представляют «величайшее достижение
человеческого гения» (В. А. Фок, Теория пространства, вре-
мени и тяготения, изд. 1955 г., стр. 469), является стимулом
для математиков и физиков к дальнейшему развитию идей,
вложенных в основу этой теории, с целью охватить и другие
физические поля (в первую очередь электромагнитное поле).
Главные направления этих изысканий исходят из идей рас-
ширения четырехмерной римановой геометрии, лежащей в
основе теории гравитации Эйнштейна. Расширение римано-
вой геометрии можно осуществить в двух направлениях:

1) увеличением числа измерений,
2) заменой величин римановой геометрии величинами бо-

лее общего характера.
Закон обобщенного поля получается тогда обыкновенно в

виде;
О

или, что то же самое,

К\к 2 —О-

ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
Серия А № 194 1962
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Приходится все же сознаться, что до сих пор эти изыска-
ния, несмотря на многочисленность предложенных решений,
не привели к удовлетворительным результатам. Это, однако,
не означает, что следует прекратить работу в этом направле-
нии. В настоящее время при наличии огромного эксперимен-
тального материала надобность в обобщающих теориях чув-
ствуется особенно остро, и несоответствие теорий с практи-
кой является уже препятствием к дальнейшему развитию.
Волее общие точки зрения, охватывающие широкие области
физических явлений, поэтому оказываются необходимыми.
Единство реального мира рождает в нас уверенность, что
изыскания в этом направлении должны привести к,некоторым
результатам.

Но раньше, чем искать теорию физического поля в расши-
рениях римановой геометрии, следовало бы основательно изу-
чить вопрос: нельзя ли в рамках четырехмерной римановой
геометрии найти возможности для описания более обширных
полей, сохраняя при этом основные уравнения

o\ к = кТ\ к.

Дело в том, что гравитационная теория Эйнштейна обра-
щает главное внимание на тензоры Я\к и СД и оставляет вне
внимания тензор Римана-Кристоффеля Я\, Iш, как нечто лиш-
нее, о котором известно, что он в случае неэвклидовой гео-
метрии не равняется нулю. Отсюда близко к идее, что именно
тензор Я'к, 1ш характеризует состояние физического поля в
данной точке пространства, и что мы не заметили этого толь-
ко потому, что физики расчленили единое поле на несколько
независимых друг от друга полей. Следовательно, задачей
является отыскание полей, содержащихся в Яlк, 1ш- Так как
/?'к, 1т имеет в 4-хмерном римановом пространстве 20 незави-
симых составляющих, то он является достаточным, чтобы
включить и гравитационное и электромагнитное поле и поле
импульса материи.

Я намереваюсь начать рассуждения о физических полях
именно с этого вопроса и дать в настоящем изложении в об-
щих чертах один из возможных ответов.

2. Основные положения

Во-первых, основным аппаратом для описания физическо-
го поля является четырехмерная римановая геометрия.
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Квадрат линейного элемента с1з 2 выражается в виде:

с18 2 = §[к ахЧхк
, I, к —1, 2,3, 4, =

— фундаментарный тензор поля или метрический тен-
зор).

к должны быть такими, чтобы в любой точке простран-
ства с помощью действительных преобразований можно с1з2

привести к виду

с1з 2 = с1х х2 йх 2- 2 с1х ъ2 сlх* 2

(скорость света с— 1, время х4 измеряется в сантиметрах).
Имеются тензоры:
1) 1т тензор кривизны или тензор Римана-Кристоф-

феля,
2) У? кт = /?тк = к _ 1т свернутый тензор кривизны или

тензор Риччи,
3) скаляр кривизны,
4) С{к = /? }к 2§хк% тензор Эйнштейна или консерва-

тивный тензор.
Во-вторых, остаются в силе уравнения

o]к = кТ {к,

где х гравитационная константа, а тензор энергии.
Но интерпретация последних уравнений будет новая: они

уже не являются уравнениями гравитационного поля (или в
общем уравнениями поля), а уравнениями, связывающими с
одной стороны' геометрические величины (или величины по-
ля), представителем которых является o{к,0 {к , и с другой сто-
роны физические или материальные величины, которые во-
площены в Т[к . Геометрические величины это и его ко-
митанты, а физические величины, это те, которые получаются
путем физических измерений в каждой точке пространства
(импульс энергия, электромагнитное поле, и т. д.). Физи-
ческие величины, как и геометрические, суть также скаляры,
векторы, тензоры и т. д.

Допустим, что уравнения

o\к = х Тlк

не являются первичными уравнениями связи. Ими являются
уравнения

Д'к, 1ш X Iпь



где Т'к, 1т тензор четвертого порядка, составленный из физи-
ческих величин.

Рассуждаем так: пусть дана некоторая риманова геомет-
рия, т. е. даны Из них мы можем вычислить s'к, 1ш и на-
писать вышестоящие уравнения. Теперь вводим требование:
из этих уравнений можно найти все основные физические ве-
личины (или по крайней мере те, которые охватываются на-
шим поле'м) в любой точке пространства.

Тензор кривизны в 4-хмерном римановом пространстве
имеет 20 независимых составляющих. Следовательно, основ-
ные физические величины должны быть охарактеризованы
всего 20 числами. Такую сумму составляющих имеют следую-
щие величины:

скаляр 1 составляющая,
единичный вектор 3 составляющих,

бивектор 6 ~

симметр. тензор второго порядка 10 ~

Всего 20 составляющих.

Следовательно, физическое состояние в каждой точке про-
странства определяется этими четырмя величинами, которые
являются простейшими в римановой геометрии и которые
можно найти нз уравнений

lш г:г XТ\ 1-т.

В дальнейшем для облегчения записи и упрощения рассу-
ждений, мы примем, что

к —1,
т.‘ е. мы займемся непосредственным разложением тензора
/?'к, 1т на вектор, бивектор и симметричный тензор.

Обозначаем;
скаляр через т,
единичный вектор через и\
бивектор через /!к , = / 1к и
симметр. тензор через Нlк, Нк \ Н\ к .

В дальнейшем мы положим, что

у
. йхх

сlз ’

тогда вектор пишется в виде

сlхB
гп и 1 т —г- .

(15
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Из этого вектора можно получить симметричный тензор
второго порядка ти'к = ти'ик (тензор массы, т плотность
массы покоя).

Бивектор будем объяснять как антисимметр. тензор
электромагнитного поля, а физическое значение остается
пока невыясненным.

Для составления уравнений связи мы исходим из требова-
ний, чтобы они были наинизшей степени относительно т, и\
/ф и Н\к. Тогда имеется в сущности одна возможность.

Из любого симметричного тензора можно образовать тен-
зор со свойствами тензора Римана-Кристоффеля двумя спо-
собами:

1) альтернированным общим произведением тензора на
фундаментальный тензор (этот прием будем применять к
тензору т щк).

2) альтернированным общим произведением тензора на
самый тензор (этот прием применяем к тензору /гц<).

Из бивектора можно получить тензор

I\к I\т 2 ([>к I'\т /тк |и) >

имеющий свойства тензора Iт.
Вводим еще скаляр Н ;

Н т Н,

где I = [з[ [ s\ а Н-=На
а Н\ —к[ к\.

Из Н можно получить тензор — Bк\ё\т)Н со свойства-
ми тензора к, Iш.

После всех вышеприведенных объяснений можем уравне-
ния связи написать в следующем виде:

lгп 1т 2 Щт 4~
4 2"Ь ё"кт Иц) д /[щ 4" з (/1к [йп 4“ [тк [и) 4"

+ 2 (/р! //кт 4" д (гэ П ё"кт §т)Н.
Если х не приравнять единице, тогда конечно
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К[к, 1ш X Т lш

и все выражение на правой стороне следует умножить на х.
Путем свертывания получается;

#lк Я3 1, (§\ «1к —* «зк «51 + §'lк «5 ) +

г [вк + 2 (к! lцк /р 8 кк) +■ (#8 518 /к) я.
Здесь

к |l, если I= к|o, если к, а

«з = 1.

Обозначаем р[к кlк ]к Н l5 Н к ,

тогда

Яп< —— пг («1к -)- 2 4“ 2/15 /к* 4~ 2р;к -]- 1к Я =

=— т «*к + \ ё\к т+ 2 (/1з [к5
- &к /) + 2 (рlк §- [к /г).

Свертывая еще раз, получается: Н = т, и отсюда

o\к =—тщк + 2 ([ {s [к8
- [) + 2 (рlк —\ #к Н) .

Если положить

<3 1к: =— 2 (/', [кз
- §' к /) 2 (р [к /г)

и снова ввести множитель х, то;

и следовательно

Тlк т Л_ Грк
* — т (18 аз '4 -

Для введения понятия электрического заряда мы вводим
вектор плотности электрического тока /к следующим обра-
зом;

/к = 2\Д/к!



3. Уравнения движения

Если дан фундаментальный тензор поля то приведен-
ные в предыдущем пункте формулы позволяют вычислить в

(Iх '

любой точке все материальные величины, а именно т,
рк

, р lк . Следовательно, в каждой точке пространства" известна
и скорость массы, а тогда можно определить и путь, пройден-
ный каждой материальной точкой. Уравнения движения мате-
риальных частичек можно получить из условия, что дивер-
генция тензора 0'к равна нулю-

С'к 0 или o[к0 [к
;,•= О,

или

I Ах х (Iхк \ п

/ с1 V* сlхк \
Вычисляем ~сЦ] ‘ Для этого обозначаем

Нх х
т' т —г •

(18

Следовательно:
Iс/хк \

/ I^л:к \ дт' Нхк . ■ \ с/з I ■.V' ГЛ I= л+т + Г'ь «•

I : (1х8

+ Г '‘

Приравняя I =■ 1 и суммируя получим

г—-)
( Iлoск \ №хк , ; Нхк . а1х х (1хъ

Щт -ж) = т -ш + п’‘-Ж + тГ-Тя -аз-
Прибавляя к этому и деля на т получим уравне-

ния движения:

а2 хк
,г к (1х х с/х1 . 1/ { йхк . п \ .

ИГ + Г"Ж+ -57 + V.<з,к
) =о.

Из этих уравнений видно, что движение будет геодезиче-
ским, если

27
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т'и —+ У. Р ,к =O.
ИЛИ

т х \ I = 0 и V С?'к —О-

4. Пример

В качестве примера проанализируем,до некоторой степени
статический центрально-симметричный случай. В этом слу-
чае удобно ввести сферические координаты (см. Фок 1955 г,
стр. 256). Тогда с1з2 выражается следующим образом:

йз 2 = УЧИ 2 РЧг2 о 2 Ш2 +! 51П2 О с/ср 2 ),

где V, Р и д функции только г (координаты расстояния от
центра симметрии), I - координата времени. Для удобства
выберем координатную систему так, чтобы р = г (т. е. не вво-
дим гармонических координат, как это делает Фок) и делаем
дальнейшее упрощение, считая РУ = 1 (это условие выполня-
ется в случае полей Шварцшильда и Нордштрема). Наконец
вводим новую переменную

2 и Г— У2 .

Тогда составляющие тензора Римана-Кристоффеля выра-
жаются в следующем виде (обозначая и'=

ог ог —и" (о индекс времени),
ПоЭ- п

Ооф рг9
„

пгср и
Ту 0& —ГК т ОФ ‘Л Г& А ‘гср — 5

/? = 2«"+ ф +

Все остальные Я'к\т равны 0.
В действительных случаях 0.
Уравнения связи можно записать в следующем виде (если

обозначить т буквою Я и перенести в другую сторону, и°0 — 1,
остальные нули);

А = Я°'т +\я = : ! + 2Нlll', + \н, (1)

В = й»*„»+-й = 2/г”/г| + зЯ, (2)
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В = Д°?„? + = 2Л°А|+-Я. (3)

С = К’\ь = 2Н',кl + \н. (4)

С = /? Г »
Г? ='2Л;« + (5)

, 0 = К^Ь = 2НIНI + \Н. (6)
ер -8Из (2) и (3), а также (4) и (5) получается что /ц =НI,

вследствие чего уравнения (3) и (5) отпадают и у нас оста-
ются 4 уравнения (1), (2), (4) и (6) с четырьмя неизвестны-
ми Но , Н т

г , Iгl -и 1= 2[ог/ ог (остальные приняты равными
0). / г

о есть интенсивность электрического поля в направлении
координаты г.

Но между этими четырьмя уравнениями существует одно
условие: после двойного свертывания получается, что
4/? = 4/?.

Следовательно, недостает одного уравнения, чтобы найти
Но, к\, Н\ и [.

Во всех подобных случаях мы будем добавлять еще усло-
вие §'иН\к•= Из =O, вследствие чего задача становится опре-
деленной.

Вычисление дает, что

Я = |(В+ С+2o),

Й==#=4|/2
1 1

С ~3 Н В ~3 Н

I/ ! И")’ к ° 1Мв -И’
■ Мд -з") г

В действительных случаях

/^O.
Нас особенно интересуют случаи без сингулярностей (ибо

только такие случаи могут соответствовать действительности
на протяжении всего поля), которые в бесконечности, приво-
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дят к псевдоэвклидовой метрике. Поэтому выберем в качест-
ве конкретного примера;

к_
1а . Ъ . с \ ги =\7+7>+l*] е '

Мы здесь не будем исследовать вопроса о реальной воз-
можности такого поля, а воспользуемся им для вычисления
некоторых величин.

Это поле превращается в поле Нордштрема при с к О,
и в поле Шварцшильда при Ь с к 0. Но если считать
к малым, то далеко от центра получается приближенное поле
Нордштрема, а вблизи центра поле без сингулярностей, если
всюду 2и < 1.

Вычисление дает:
_к_

Ппг 12а , 6Ь 4ка . 12с 6кЬ + к2а , к 2 Ь Bкс , к2 с\ г
«oГог=(?г Н 7 , 1 -у, 1 Ь —) е

_к_

к
п« ' 12а , 26 | 2с\ г

к
п 0 /2с 2кЬ + к 2 а ■ к2 Ь 4кс , к2 с \ гК 1 I г е У

__к_
с 14Ь 4ка . 12с BкЬ + 2к2а , 2к2 Ь — l2йс . \ г
/=(— у—+ —"75 1— )-•••)«

Из этих формул видно, что при с=к = о (т. е. при поле
Нордштрема)

*=<и=-- и р°=^Нl.
В общем случае действительных решений а О, О, О,
(&26 4кс ) 2 4 (2с 2кЬ -(- к2а) к2 oит. д.

Вся масса вычисляется приближенно по формуле:
оо

м-I/? • 4 пг 2сlг —Bяа.
о
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5. Закон поля

Закон поля должен из всевозможных римановых геомет-
рий выбирать те, которые пригодятся для описания физиче-
ского мира. Что любая геометрия к этому не годится, видно
уже из того, что не всегда можно получить все величины т,.
а х \ рк Н[к , как некоторые действительные числа, причем т
Но это условие делает выбор в самом общем виде, являясь
необходимым, но не достаточным.

Экзактный закон поля должен установить связь между
Фундаментальным тензором и его комитантами, и не должен
включать физических величин. Условия = 0 или О[к = 0
уже не являются уравнениями поля, ибо они соответствуют
некоторым выражениям физических величин, равенство нулю
которых не может быть установлено наперед {наир, условие
С[к = 0 означало бы отсутствие тензора энергии, что не совпа-
дает с опытом).

Из каких принципов можно вывести закон поля или урав-
нения поля?

-
-

Классическим является вариационный принцип:

бУ* I V § сlх О,

где А инвариант лагранжиан,
сlх = <1х х с1х 2 с1х ъ с1х 4,

ёи---ёи

ё= •

§4l ' ’ ' §44

А находят из величин, определяющих физическое состоя-
ние, и их первых производных по координатам.

В нашем случае физическое состояние в каждой точке про-
странства определяется составляющими тензора К'к .\ т- Сле-
довательно, лагранжиан должен быть составлен из них и их
первых производных по координатам. Но это предписание
позволяет составлять большое количество инвариантов. Чтобы
делать выбор между ними, нужно ограничить задачу неко-
торыми дополнительными условиями. Этими могли бы быть
следующие:
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1) полученные уравнения поля должны удовлетворять
по крайней мере в первом приближении полям Шварцшпльда
и Нордштрема,

2) должна сохраняться возможность центрально-симмет-
ричного поля без сингулярностей.

После внесения этих условий остались для исследова-
ния два инварианта;

, ч г дК дК

2) и= «'■ ЭД.к! + аК'.“Льк! + шг ,

ГДе sl' к! '\7 з к1 к1 \/1 -^ ьк, $Ь

Здесь а абсолютная константа, которая определяется из
дополнительного условия 1), / физическая константа раз-

'lмерностью -—^.спг
Из этих двух инвариантов более жесткие уравнения поля

дает 12 - Однако для окончательного закона поля требуются
дальнейшие исследования.



Б. А. Тийкма

ОДНО СВОЙСТВО ТЕНЗОРА КРИВИЗНЫ

1. Введение

Тензор кривизны Римана-Кристоффеля имеет большое зна-
чение в многомерной дифференциальной геометрии и в общей
теории относительности. Известные уравнения поля тяготения
Эйнштейна

Кл#lкЯ о ■ (I)

или
= 0 (2)

содержат в себе тензор /?;к, т, е. свернутый тензор кривизны
четвертого ранга

ЯппЛ (3)

Эти уравнения поля (1), (2) могут также рассматриваться
как дифференциальные уравнения Эйлера-Лагранжа вариа-
ционного интеграла от инварианта тензора кривизны.

д /к V— ё№) =O. (4)

Другими словами, компоненты тензора Эйнштейна

Яп. Ды? (5)

являются коэффициентами вариаций фундаментального тен-
зора б^к.

333 Физика

ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА
Серия А № 194 1962
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Но уравнения (1), (2) можно получить из вариационного
интеграла (4) также методом Палатини т. е. при варьиро-
вании рассматривать фундаментальный тензор и коэффи-
циенты аффинной связности отдельно как независимые пере-
менные. В этом случае коэффициентами при вариации б^пс по-
лучаются величины #1к, а коэффициентами при вариации
коэффициентов аффинной связности величины V кёшп, т. е.
ковариантные производные от §тп . Таким образом, уравне-
ниями являются

= 0 (6)

V I<ётп —— 0. (7)
В случае квадратичного инвариата /? 2 по методу Палатини

получены системы уравнений (см. [1]):

Ы?) =O, (8)

\Л'А'йэт "\' • й) -8.. (8')

Все эти системы уравнений (1), (2), (6), (7), (8) и (8')
удовлетворяются частным решением К. Шварцшильда (см.
[l]).

Наряду с другими методами можно было бы изучать
свойство тензора кривизны с помощью свернутого ковариант-
ного дифференцирования его. Приравниванием полученных
производных к нулю можно далее изучать эти новые урав-
нения.

В данной работе найдены новые уравнения поля тяготе-
ния в статическом центрально-симметрическом случае. Эти
уравнения выведены, исходя из наиболее общего вида мет-
рики в форме Фока [2], путем свернутого ковариантного диф-
ференцирования тензора кривизны четвертого ранга

ЯЛ. (9)

2. Вывод новой системы уравнений

Рассмотрим линейный элемент

г!з 2 = сlх\ (р, V= 0,1, 2,3), (10)
где

=фц. (11)



Здесь индекс 0 означает временную координату, индек-
сы 1,2, 3, пространственные координаты. Фундаментальный
тензор не зависит от времени х° = I, т. е.

в4г =O. (12)

Следуя Фоку [2, § 57] взяв координатами

х° = I, х 1 = г, х2 # и х3 = ер (13)

и обозначив компоненты фундаментального тензора следую-
щим образом

<§-00 = V2
, §тг = ~Р2

,
—— О 1 И —— р2 ыпЧ, (14)

причем 0 если р Ф\>, то линейный элемент (10) можно
выразить через квадратичную дифференциальную форму

с!з 2 •= УЧР ( РЧг2 + р 2 ЛЭ 2 + 0 2з1п 2Мф 2 ), (15)

где величины Р, р и V зависят только от г.
Компонентами контравариантного фундаментального тен-

зора будут величины

в“=тг- «**=-?-■ = < l6)

и = 0, если р Ф V.

Для данной метрики отличные от нуля символы Кристоф-
феля второго рода следующие:

Г’„=у, = ч
Г ■ Г® (р

= 8Ш1?С051>, Г, 8» = —,(17)
Г - (3

[*%=-, п,=аеь.
т. е. всего девять символов из общего числа 64.

Дальше можно вычислить компоненты контравариантного
тензора кривизны четвертого ранга.

35
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Г)Г&, гЭ- * 1 \ ргср,г<р А (А\
Р 3 (} 3 йг \р} ’

/? д3 51П 2 в 1 сlг\р] ’

пЦ, &(р _ Р 2 ~0 2
_

Пот, ог I А(А\ (|й\
Яо5 зш 2 # ’ У3Р3 (ЛгУр')’

Г)0&, 0$
_

9V' рос?, ОС?Л ЯУ3 д 3 ’ р*уздНт 2 Ъ •

Остальные компоненты равны нулю.
Применив свойства тензора кривизны и операцию подня-

тия или опускания индексов можно из этой таблицы полу-
чить величины

Р Л Iд'\ .. „ ч& ит- д- (‘9)

или особенно короткую таблицу:.

лог 1 & IV'\ г» о'У'
"01~ ур Иг\Р}' *0& Р2 Уд~ К o<? ’

_

Я - о'2 „г*К р2^2 , г& ~

сlг \рl ~К г<? *

Теперь можно составлять выражения

V)#кlт
п, (21)

которые в дальнейшем обозначены символом

#ктп. (22)
Тогда можно написать, напр.

у./?г,Bг=/?*, = у,/?;B,+V»#” + у*/??B +у<.я?B
г. (23)

Чтобы вычислить все символы с тремя индексами, кото-
рых всего 64, нужно знать 256 ковариантных производных от
тензора кривизны четвертого ранга.

Но гораздо проще вычислять вместо величин (22) или
величин

У^кlшп • (24)

им эквивалентные величины
- УпЛ • (25)

Не трудно показать, что величины (24) и (25) эквивалент-
ны. В самом деле, с помощью свернутого тождества Бианки



37

V#* шп ,+ Уш/?з п! + У„/?. 1т = О (26)

следует, что

еЫЪК, 1=-§** Ут/?5 п! ~
к$ Уп/?з 1т (27)

ИЛИ

= '\/тК\ Уп/?ш. (28)

Вычисления показали, что от нуля отличаются шесть сим-
волов

ЯOO, И /?о°г , (29)
причем

/??г = /?Эг, (30)

= 8Ш 2$ /?до , (31)

я!1 = ~ё
п

ё„Мl> , (32)

— §°°sггЯоо • (33)

Из этого видно, что не все трехиндексные символы являются
алгебраически независимыми друг от друга. Независимыми
остаются только два символа, наир.

•Яоо и /&. -

, (34)
Их компактный вид следующий;

о= | Я"„ +2Я". [Г„г - Гг“] + /?"„ [Г* г + Г| г] +

Яо О Яо?
o ! (35)

Я»= а; Я"»-ь2Я".[Гг
г
г -Г г|] +я» [г?г + г„° г ] +

+п;яП+г„гоЯП. (36)

В развернутом виде эти формулы

р х УУI IУl\ _

У_ IУ\ ур* л Iу\\ .Ко 0 ръ йг*\р} Гг йг \Г ) Г4 йг 1Г/

■ 2д'У а IV' \ 2д'2У'У
дР 3 сlг\Г l ГАд 2 5
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**=-з (Я+к 'I (Я-Яр - в,) -

<3 B>

Приравнивая эти выражения к нулю, получаем два диф-
ференциальных уравнения:

/?о г о=-0 (39)
н

= 1 (40)

3. Изучение полученных уравнений

После упрощения левых сторон выражения (37) и (38),
которые стоят в левых частях уравнений (39) и (40), можно
эти уравнения написать следующим образом:

л г _ УУ" 3 УУ"Р' УУ'Р" (ЗУ У'Г'2 УУ" У'2Р'
/'00 /.'4 ръ ръ Т рв У74 р 5 “Г

. 2УУ"р' 2 УУ'Р'о'
_

2д'2 У'У
' Р*д Р 5д д 2/74

~~

рг дд'" 3Р'дд" , Р'дд' 3Р'2дд' У'дд" , У'Р'дд'пп р4 /?5 I ръ уд4 ' УТ°
(42)

д/ 74 дУ74 ' У2Р 4 и -

Если уравнения (41) и (42) перемножить соответственно
У4 'рл

на выражения -у0 и -

2
- , тогда все члены на левой стороне

имеют форму однородной дроби. Уравнение (42), наир., име-
ет такой вид:

V" 3 УР' УР" ЗУ'Г' 2 У'У" , У’2Г' , 2У"д'
У УР ~УР~ УР 2 V2 "г у*р т уе

УРд Уд2 ~ Л

Легко убедиться, что метрика Шварцшильда-Фока (фор-
мула 57, 64 [2]), по которой коэффициенты выражения линей-
ного элемента (15)



1/2 = с2 М)’ я=(т^) и о 2 =(г +“) 2
> И5)

удовлетворяет данным уравнениям.
Таким образом можно сказать, что полученные уравнения

выдерживают «боевые крещения» общей теории относитель-
ности (перемещение перигелия планеты Меркурия, отклоне-
ние света, смещение фраунгоферовых линий) как и уравнения
Эйнштейна = 0.

Полученные дифференциальные уравнения отличаются от
прежних (1) и (2) своим более сложным видом. Если уравне-
ния /?п< = 0 второго порядка и второй степени, то новые урав-
нения будут третьего порядка и второй степени. Обе они не-
линейные системы. Общего решения их не удалось получить,
также не удалось найти общего метода нахождения точного
решения. ■«..

Так как величины (24) и (25) эквиваленты, то и эквива-
лентны уравнения

У: 1/?к,шп = 0 (46)
и

• Уп.Якп —o. (47)

В пашем случае п кф т. И поэтому мы имеем
д/?д—+ Г„ п

„/?тт -Г„п
го /? 11п =O. (48)илт

Таким образом к нашим уравнениям (41) и (42) соответ-
ствуют уравнения

др
+ По /?„ - Г “

/?„„ = 0; (49)

+ Г»Л„-Гг l,/?»9 = 0. (50)

Из предыдущего следует, что наши уравнения содержат
в себе уравнения

Ягг =O. = о и /?оо =о, (51)

т. е. тензор удовлетворяет нашим уравнениям.
Линейная комбинация этих уравнений (51) ведет к урав-

нению .-И
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- = 0, (52)д . Уд г д 4 '

решением которого будет

УР = р'С. (53)

Предполагая теперь д' 1 (см. [2], (57.40) и С= \, рас-
смотрим уравнения (41) и (42) совместно с уравнением (53),
считая д = г независимым переменным. Тогда уравнение

Яв* = о (54)
примет следующий вид

(55)

После подстановки V2 V получается уравнение

гг// 217 /г/?\У д2 д2 9

обпшм решением которого является

7/ = С,д 2 +& + 1. (57)

Тогда общим решением уравнения (50) будет

1/2 = С, 02 + + 1- (58)

Этим решением удовлетворяется и уравнение (42), т. е.
решением (58) удовлетворяются уравнения

/?,'[» = 0 и /?оо =O.

Но (58) не удовлетворяет предельным условиям для V,
т. к. оно содержит член С^р 2 . Чтобы не было противоречия с
предельным условием, должно быть С\ =O. Таким образом
останется

1/2 -

2 +l, (59)

которое и соответствует решению Шварцшнльда.
Можно сказать, что наши новые уравнения удовлетворены

метрикой Шварцшильда и метрикой де Ситтера, но не удо-
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влетворены метрикой Нордстрема. Метрика Нордстрема
удовлетворяет уравнения

\7гЯ = 0 и /?г =O, (60)
на что обратил внимание О. М. Сильде. Эти уравнения свя-
заны тождеством.

у.(й|к
- 5§|кй) Ео. (61)
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У. В. Пильвре

О ВОЗМОЖНОСТИ АВТОМАТИЧЕСКОГО
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИНТЕНСИВНОСТЕЙ РЕНТГЕНОВСКИХ
ЛИНИЙ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ФОТОГРАФИЧЕСКОГО

МЕТОДА РЕГИСТРАЦИИ

В рентгеноструктурном анализе при использовании фото-
регистрационного метода необходимо для определения инте-
гральной интенсивности рентгеновских линий определить
площадь пика, ограниченную регистрируемой кривой распре-
деления плотности почернения, которая получается при помо-
щи микрофотометра. Эта кривая представляет кривую энер-
гий, полученных единицей поверхности пленки в функ-
ции от расстояния на пленке. Значит, площадь пика, про-
порциональная интенсивности, получается в единицах шири-
ны линий на пленке. На снимке всегда существует фон, на
который накладывается линия. Этот фон надо продолжить
(интерполировать) под пик и измерить только ту часть пло-
щади пика, которая заштрихована на фиг. 1. Для этой цели
применяются планиметры [l]. Приборы, принцип действия
которых чисто механический, относительно точные (в зависи-
мости от типа планиметра точность достигает до 0,2%), но
определение площади занимает много времени и даже при
наибольшей тщательности практически трудно достичь мак-
симальной точности прибора.

В последние годы опубликованы работы [2, 3], показываю-
щие различные возможности использования электронных
схем для получения кривых распределения плотности почерне-
ния рентгеновских линий, зарегистрированных на фотопла-
стинке. Независимо от того, получается ли высшеуказанная
кривая на экране катодного осциллографа или же на диаграм-
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Фиг. 1. Кривая распределения
плотности почернения

Фиг. 2. Принципиальная схема
для определения интегральной
интенсивности. ЛВМ лам-

повый вольтметр

ной ленте электронного потенциометра, оказывается возмож-
ным специальной электронной схемой непосредственно опре-
делить площадь, ограниченную кривой распределения плот-
ности почернения, т. е. интегральную интенсивность. Для
определения площади пика можно использовать усредненное
значение функции напряжения выходного сигнала фотометра
или же- количество электричества *, величина' которого про-
порциональна сигналу фотометра. Так как всегда необходимо
вычесть интенсивность непрерывного фона, величина кото-
рого обычно линейно меняется на ширине линии, надо из-
мерить величины фона П\ и 11\, получаемые на одинаковом
расстоянии справа и слева от линии (фиг. 1). Вычитая сред-
нее арифметическое этих величин из полученной общей инте-
гральной интенсивности, получаем интегральную интенсив-
ность рентгеновской линии. Если показывающий прибор уста-
новить на нуль при величине Ц%= 1 тЬ-У, l . (фиг. 2), то он по-

кажет величину, практически пропорциональную интеграль-
ной интенсивности. Используя для фотометрирования устрой-
ство, предлагаемое автором [4]. целесообразно использовать
усредненное значение напряжения сигнала фотометра [s].

В данном устройстве фотометрируемый объект соверша-
ет колебания. При этом свет, пройдя через фотометрируемый
участок объекта, имеющего разную оптическую плотность,
вызывает в фотоэлементе (см. фиг. 2,5) соответственно из-
меняющийся ток [6]. Так как процесс этот периодический,
усредненное значение является арифметическим средним от
ординат кривой за определенный промежуток времени и еле-

* Здесь количество электричества более общее название и выражает-
ся током, изменением частот импульсов или какой-либо другой электри-
ческой величиной.



Фиг. 3. К определению интегральной интенсивности,
а _ кривая скорости развертки, б 'кривая истинного
распределения плотности почернения в функции х, в та же
кривая в функции времени I, г равные по почернению ли-

нии в функции х

довательно пропорционально величине площади кривой, т. е.
интегральной интенсивности рентгеновских линий [s]. Ниже
рассмотрим некоторые особенности при осуществлении выше-
описанного метода.

Как известно, усредненное значение выражается формулой

V = у исН.
о

Здесь предполагается равномерная скорость развертки, опи-
сывающая плотность почернения в промежутке от 0 до I.

В зависимости от простоты конструкции в данном приборе
скорость развертки в центре линии в действительности боль-
ше, чем на краях (фиг. За), и при таком усреднении получае-

45



46

мый результат зависит от формы исследуемой линии. Как
видно на фигуре 36 и Зв, вместо истинного значения вели-
чины площади О получается кажущееся меньшее значение I.
Линии, равные по почернению (фиг. Зг) и находящиеся на
разных местах, по показанию прибора уже не равняются друг
другу по площади (так как АЧ >АЧ <С АЧ).

Чтобы получить правильное показание прибора, надо вве-
сти необходимую поправку при помощи специальной элек-
тронной цепочки.

Рассмотрим функцию усредненного значения, заменяя в
написанном выражении время I положением х

X

й=- § и{х)4х.
о

Получаемый результат был бы правильный при равномерном
движении регистрируемой линии. В нашем случае функция
принимает вид

I

7=-/
О

следовательно
4(х)

Т) =щ!
о

где I{{)=х'{l:). Таким образом, усредненное значение выра-
жается в виде интеграла произведения функции сигнала ми-
крофотометра и некоторой функции функции поправочного
напряжения, которым надо автоматически управлять моду-
лятором искаженного усредненного значения, чтобы получить
правильное показание прибора. Значит, зная функцию изме-
нения скорости развертки, можно всегда сделать необходи-
мую поправку.

Так как в данном приборе скорость движения регистри-
рующей линии (скорость развертки) изменяется по функции
синуса от времени (гармоническое колебание), то можно
показать, что необходимое поправочное напряжение должно
изменяться также по функции синуса.

Принципиальная схема электронной цепочки модула-
тора поправочного напряжения приведена на фигуре 4.



Напряжение развертки по-
дается через трансформатор на
сетку триода, .тем самым изме-
нение внутреннего сопротивле-
ния триода описывает ход ско-
рости развертки. Выбирая ра-
бочую точку на прямолинейном
участке статической характе-
ристики триода, получаются
необходимые результаты.

Блок-схема для определе-
ния интегральной интенсивно-
сти по вышеописанному мето-
ду приведена на фиг. 5. Пока-

Фиг. 4. Принципиальная схе-
ма модулятора поправочного

напряжения

зывающим прибором применяется ламповый вольтметр для
низкой (до нулевой) .частоты.

Как известно, принцип получения кривой распределения
плотности почернения на диаграммной ленте электронного
потенциометра (напр. на ЭПП-09) основан на том, что после
регистрирующего микрофотометра (МФ-4) подключена соот-
ветствующая специальная логарифмирующая электронная
приставка [3]. В результате увеличивается надежность и от-
падает необходимость использования фотохимических про-
цессов. Но с-другой стороны, применение самопишущего при-
бора открывает возможность непосредственного определения
и интегральной интенсивности рентгеновской линии во время

Фиг. 5. Блок-схема для определения интегральной
интенсивности ламповым вольтметром.

1 источник стабилизированных напряжений, 2 ло-
гарифмирующий четырехполюсник, 3 модулятор по-
правочного напряжения, 4 специальный ламповый
вольтметр, 5 ь— блок фотометрирующего устройства,

а, б, в, на катодный осциллограф
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Фиг. 6. Принципиальная схема для
определения интегральной интенсив-
ности при помощи счетчика постоян-
ного тока. №7г счетчик постоян-

ного тока, М балансирующий
сервомотор

записи. Основано это на определении количества электриче-
ства, проходящего измерительную цепь специальной куло-
нометрической схемы.

Ниже рассматриваются два варианта для регистрации это-
го количества.

А. Регистрация при помощи счетчика постоянного тока
(фиг. 6). Принцип действия здесь очень простой, но и точ-
ность не высокая. Как видно на фигуре, напряжение на
клеммах счетчика прямо пропорциональное положению пера
самописца (соединение осуществлено механическим путем).
По закону Ома пропорционален и ток, и показания счетчика
дают количество проходящего через него электричества. После
вычитания величины фона получаем в определенном маштабе
площадь пика, которая в свою очередь пропорциональна ин-
тегральной интенсивности рентгеновской линии.

Б. Регистрация при помощи счетчика импульсов (фиг. 7).
Принцип действия не сложен, но точность-высокая и практи-
чески ограничена точностью регистрирующего потенциометра.

Фиг. 7. Принципиальная схема для опре-
деления интегральной интенсивности при

помощи счетчика импульсов.
6 счетчик импульсов, М балансирую-

щий сервомотор, М2 синхронный
двигатель



Здесь из специального датчика получаются импульсы, частота
которых пропорциональна положению пера самописца. Так
как интенсивность линии пропорциональна площади пика,
возвышающейся над непрерывным фоном, то метод определе-
ния интегральной интенсивности заключается в следующем.
Электронный потенциометр заметает ширину линии и при
этом подсчитывается общее число импульсов между двумя
положениями, отграничивающими линию. Затем подсчитыва-
ется число импульсов для непрерывного фона на интервале
такой же величины по обе стороны рядом с линией. Разница
отсчетов пропорциональна интегральной интенсивности ли-
нии.

Из вышеописанного ясно, что определение интегральной
интенсивности рентгеновских линий усложняется наличием
непрерывного фона, если интенсивность фона изменяется в
интервале ширины линии. Во избежание влияния изменения
интенсивности непрерывного фона можно провести усовер-
шенствование конструкции микрофотометра простым приспо-
соблением.

Фиг. 8. Схема приспособления к
микрофотометру.

1 держатель, 2 входная щель мик-
рофотометра, 3 _ пластинки, 4 каретка
микрофотометра, 5 основание микрофо-

метра

На каретку микро-
фотометра укреплены
при помощи соответст- 1
вующих держателей
две пластинки, которые
движутся вместе с фо-
тометрируемым объек-
том непосредственно
перед входной щелью
микрофотометра (после
оптики увеличения изо-
бражения фотометри-
руемого объекта). Как
видно на фигуре 8, вы-
бирая соответствующее
положение, пластинки
при движении каретки
закрывают больше или
меньше щель микро-

фотометра и тем самым компенсируют изменение плот-
ности фона. Когда фон изменяется линейно, надо выбиратьлогарифмический профиль пластинки (практически в интер-
вале ширины линий изменение плотности фона можн’о
всегда рассматривать как линейную функцию). В результате
применения этого приспособления получается на диаграм-
мной ленте пик рентгеновской линии, возвышающийся над
горизонтальным фоном.
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Остановимся на некоторых конструкционных особенностях
вышеописанных устройств. В электронном самопишущем по-
тенциометре разница напряжений между измеряемым на-
пряжением и компенсационным напряжением на реохорде уп-
равляет через усилитель мощности балансирующий сервомо-
тор, который приводит в движение плечо реохорда до полу-
чения равенства этих двух напряжений. Так как этот серво-
мотор довольно мощный, можно кроме пишущего элемента
привести этим мотором в движение и датчик для измерения
площади пика. Для регистрации интегральной интенсивно-
сти при помощи счетчика постоянного тока надо приводить
в движение движок на специальном дополнительном реохор-
де (который можно монтировать в корпусе электронного по-
тенциометра). Постоянное напряжение от аккуммуляторной
батареи соединено клеммами А и В (фиг. 6). Дтобы величина
напряжения на клеммах счетчика была бы пропорциональна
положению движка, величина сопротивления отдельных при-
боров должна соответствовать следующему условию:

где Ва внутреннее сопротивление аккумуляторной ба-
тареи;
сопротивление специального реохорда;
внутреннее сопротивление счетчика постоянно-
го тока.

Так как счетчик постоянного тока имеет внутреннее сопро-
тивление в порядке 10 ом, но внутреннее сопротивление ак-
кумуляторной батареи в порядке 0,1 ом, то сопротивление
реохорда получается примерно 1 ом. Погрешность измерения,
обусловленная низким внутренним сопротивлением счетчика,
зависит от положения движка, всегда отрицательное и
достигает в данном случае примерно •—8% (не включая
погрешности счетчика). Погрешность можно избежать, если
реохорд изготовить нелинейным.

Для регистрации интегральной интенсивности при помощи
подсчета импульсов, надо использовать дачик, в котором пря-
молинейное движение соответствующего элемента преобра-
зуется в линейное изменение частоты импульсов на выходе
дачика. В качестве генератора импульсов можно использо-
вать электронный или же электромеханический генератор.

Остановимся на электромеханическом принципе, в кото-
ром электронные приборы применяются только для усиления
импульсов. Это упрощает электронную схему и увеличивает



стабильность и точ-
ность в работе. Необхо-
димая частота осущест-
вляется при помощи
барабана (фиг. 9), на-
ходящегося на вале
синхронного двигателя.
На поверхности бара-
бана параллельныечер-
ные и белые линии.
Число линий, пересе-
кающих при вращении
барабана тонкий свето-
вой пучок, который
после отражения на ли-
ниях падает на фото-
элемент, изменяется

Фиг 9. Схема электромеханического гене-
ратора импульсов.

1 лампа накаливания с конденсором.,
2 вакуумный фотоэлемент с оптикой,
3 дачик импульсов, 4-— барабан, 5
корпус генегатора, а к пишущему эле-
менту потенциометра, б на вал синхрон-

ного двигателя

по оси барабана. Таким образом получаемая частота
изменяется в линейной зависимости по оси 5 (см. фиг. 3,9)
и положение фотоэлемента соответствует определенной
частоте. Если общее число линий 400 (каждая следующая на
0,5 мм короче предыдущей), то точность определения поло-
жения фотоэлемента (и пера пищущего элемента электрон-
ного потенциометра) получается 0,25% (длина шкалы прибора
200 мм).

Фиг. 10. Блок-схема для определения ин-
тегральной интенсивности.

1 источник стабилизированных напря-
жений, 2 лагорифмирующий четырех-
полосник, 3 электронный потенциометр,
4 генератор импульсов, 5 усилитель,
6 блок подсчета импульсов, 7 блок

фотометрирующего устройства

Импульсы света, па-
дающие на фотоэле-
мент, преобразовыва-
ются в импульсы элек-
трического тока и уси-
ливаются. Для подсче-
та импульсов применя-
ются механические ну-
мераторы, которые не
могут работать с боль-
шой частотой. Вследст-
вие этого в схему вклю-
чены участки, из кото-
рых каждый пропускает
лишь один импульс из
двух (двоичная шкала)
[7]. Если имеется п та-
ких последовательных
участков, то нумератор

515 Физика
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показывает число 2П импульсов, а сигнальные лампы, зажи-
гаемые действием отдельных участков, позволяют определить
точное число пропущенных импульсов (в конкретном случае
применили для подсчета импульсов блок ВСП от радиометра
типа Б-2).

Описанные методы не предназначаются в полный замен
существующих методов определения интегральной интенсив-
ности рентгеновских линий. Но во многих случаях приведен-
ные решения могут помочь усовершенствованию и ускоре-
нию процесса определения интегральной интенсивности при
использовании фоторегистрационного метода.
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Р. Р. Паккас. К. Шульте

СРАВНЕНИЕ МЕТОДОВ ИЗУЧЕНИЯ
ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ МЕТАЛЛОВ ПРИ
ИСПОЛЬЗОВАНИИ РЕНТГЕНОВСКИХ УСТАНОВОК

УРС-70 и УРС-50И

1. Введение

При регистрации рентгеновских интерференций применяют-
ся главным образом два метода ионизационный и фото-
графический метод. Посредством фотографического метода
получают интерференционную картину на пленке. При иони-
зационном методе линию вычерчивает самопишущий прибор
или ее снимают по точкам посредством пересчетного устрой-
ства.

Ионизационный метод является сравнительно новым ме-
тодом, но находит все большее применение при рентгеногра-
фическом изучении пластической деформации металлов, струк-
турного анализа и т. д. Большим преимуществом ионизаци-
онного метода считают скорость получения результатов.
Однако получение точных результатов при определении па-
раметров интерференционной линии связано и в этом случае
с большой затратой времени.

В научной литературе публикуются работы, выполненные
разными методами зачастую с взаимно противоречивыми ре-
зультатами, которые цитируются абсолютными, т. е. незави-
симыми от метода рентгенографирования и методики выпол-
нения работы и измерений. По нашему мнению многими ис-
следователями методике работы и анализу ошибок уделяется
недостаточно внимания. В результате этого изменения неко-
торых параметров интерференционной линии могут быть оши-
бочно приписаны процессам, происходящим в материале, в то
время как они обусловлены только методикой рентгеногра-
фирования.
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Целью настоящей работы было произвести анализ оши-
бок и проверку повторяемости результатов для выяснения
оптимальной методики рентгенографирования.

Объектом рентгенографирования служил плоский обра-
зец никеля марки Н-1 с поперечным сечением 0,7X7 мм и
расчетной длиной 40 мм при относительных деформациях
растяжением в 6,0 и 12%.

2. Фотографический метод

В качестве материала для исследования служила никель
Н-1. Из этого материала изготовляли плоские образцы с по-
перечным сечением 0,7X10 мм и расчетной длиной 40 мм.
Деформирование образца производилось на растягивающей
машине РМП-500. Образец получил сперва деформацию 6%,
затем 12%.

Фиг. 1.

Рентгенографирование производилось на рентгеновской
установке УРС-70. Для получения на снимке линий от (111)
до (420) была сконструирована рентгеновская камера, прин-
ципиальная схема которой приведена на фиг. 1. Вращение
образца относительно рентгеновского луча производилось
под углом 40°. Перед образцом на расстоянии 6,5 мм вра-
щался никелевый эталон, который давал наряду с исследуе-
мыми от деформации независимые линии. Режим рентгено-
графирования был следующий: анод Си, напряжение
32 кв, ток 10 мА, экспозиция с диафрагмой 2X0.4 мм
25 минут. Длинная грань диафрагмы была расположена го-
ризонтально. Расстояние образца от диафрагмы 65 мм, ра-
диус кассеты 51,5 мм.

Для съемок использовали рентгенопленку «А<Да». Обра-
ботка пленки происходила соответственно инструкции, дан-
ной заводом. На одну пленку снимали 12 снимков.
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Фотометрирование производилось на микрофотометре
МФ-2. Для выяснения влияния метода фотометрирования
измерения производили по трем методам.

1. Ширина измерительной щели 1,7 мм, высота 2хЮ, по-
дача 0,1 мм, пленка фокусирована.

2. Ширина измерительной щели 1,7 мм, высота 2ХЮ, по-
дача 0,1 мм, пленка дефокусирована по шкале почер-
нения от 48-го до 52-го деления.

3. Ширина измерительной щели 3,4 мм, высота 2хЮ, по-
дача 0,1 мм, пленка фокусирована.

Из полученных данных можно сделать следующие вы-
воды.

1. Фотометрирование с широкой щелью и резкой фокуси-
ровкой дает те же результаты, что и фотометрирование с уз-
кой щелью и дефокусировкой. Для узких интерференционных
линий, где наблюдаются резкие изменения интенсивностей,
оба метода уменьшают интенсивность и высоту линий по
сравнению с методом с узкой щелью и фокусировкой. Ши-
рина линий увеличивается. При этом изменяется и относи-
тельная интенсивность линий. Отсюда следует, что измере-
ние всех рентгенограмм следует проводить одним методом,
в противном случае возникают ошибки, сильно искажающие
изменения интенсивностей и ширины, происходящие вслед-
ствие пластической деформации.

2. Для широких линий, где нет резких изменений интен-
сивности, все методы дают равноценные результаты.

В данной работе использовали щель шириной 1,6 мм и
высотой 2x7,5. Подача 0,1 мм, увеличение установки Bх,8 х ,
пленка фокусирована.

Для измерения площади кривых почернения использовал-
ся прецезионный планиметр, измеряющий площади с точно-
стью 1 мм2 .

Измерения проводились для линий (200), (220), (311),
(220) э и (311)а . Ширина рентгеновских линий определялась
отношением площади кривой почернения к высоте. Для од-
ного напряженного состояния делали на отдельных пленках
12 снимков. Затем на одну пленку делали снимки для всех
напряженных состояний по 3 снимка. По измерительным дан-
ным. полученным при микрофотометрировании вычисляли

среднюю квадратичную ошибку |/ [l]. В таблице I
представлены результаты, где для каждого напряженного
состояния сделано 12 снимков и в таблице 2 результаты, где
для каждого напряженного состояния сделано 3 снимка.

Результаты показывают, что ошибка измерения ни в коем
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■ - Таблица!

Деформация
Линия

~

-—__________

Без дефор-
мации

Деформация
6%

Деформация
12%

(220) э

Интенсивность 945 849 870.

Ширина 13,9±4,1% 13,8 ±2,4% 13,9 ±3,5%

(311 )э

Интенсивность 509 460 468

’ Ширина 17,6 ±2,6% 17,1 ±2,5% 17,6±4,2%

Сумма интенсивностей
(220) э +(311)э 1456 1309 1338

Отношение интенсивно-
стей (220)э (311)э

1,86 1,85 1,86

(200)

Интенсивность 330 325 174

Интенсивность, в % 100 99 53

Ширина 6,7 ±2,8% 7,5 ±3,4% 7,3 ±4,5%

Ширина, в % 100 112 109

(220)

Интенсивность 697 987 1670

Интенсивность, в % 100 142 240

Ширина 12,9 ±2,6% 13,8±2,5% 14,2±5%

Ширина, в % 100 107 110

(311)

Интенсивность 490 600 703

Интенсивность, в % 100 122 143

Ширина 17,5±3,6% 19,1 ±4% 19,2±4,6%

Ширина, в % 100 109 110
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Таблица 2

Деформация
Линия ~~~~~~

—-

—___

Без дефор-
мации

Деформация
6%

Деформация
12%

(220)э
Интенсивность 955 821 826

Ширина 13,6±2,5% 13,8 ±0,7% 14,2 ±3,6%

(ЗИ)э
Интенсивность 536 458 455

Ширина 17,7±5% 17,5±0,5% 17,0 ±2,4%

Сумма интенсивностей
(220)э + (311)э

1491 1279 1381

Отношение интенсивно-
стей (220)э (311)э

1,78 1,80 1,82

(200)

Интенсивность 336 340 189

Интенсивность, в % 100 101 56

Ширина 6,8 ±1,9% 7,6±2,1% 7,4 ±4,5%

Ширина, в % 100 112 109

(220)

Интенсивность % 672 1002 1728

Интенсивность, в % 100 150 257

Ширина 12,8±2% 13,9±0,7% 14,7±3,8%

Ширина, в % 100 108 115

(311)

Интенсивность 514 680 720

Интенсивность, в % ЮО 132 140

Ширина 17,6± 5% 19,6±0% 19,4±2,4%

Щирнна, в % 100 111
-

ПО
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случае не превышает пяти процентов. Значит, при выбранной
методике опыта, если для одного напряженного состояния
сделано 2—3 снимка, ошибка измерения не превышает 5%.
Величину ошибки главным образом определяет точность из-
мерения высоты линии и определение линии фона. При узких
линиях фотомер фиксирует высоту с большой ошибкой, при
широких линиях существенно влияет определение линии
фона.

3. Ионизационный метод

При изучении пластической деформации рентгенографи-
ческими методами с ионизационной регистрацией отражен-
ных рентгеновских лучей, наиболее широкое применение на-
шла установка УРС-50И, которая позволяет с высокой точ-
ностью исследовать:

а) поликристаллические порошки и шлифы фокусирую-
щим методом;

б) поликристаллические порошки методом столбика;
в) монокристаллы в экваториальной плоскости.
Однако, для получения результатов достаточной точности

с минимальной затратой времени, нужно знать главные ис-
точники ошибок и методы их уменьшения при различных ус-
ловиях рентгенографирования и способах регистрации рент-
геновских интерференций.

Фиг. 2.

Принципиальная схема установки приведена на фиг. 2.
Пучек рентгеновских лучей от анода трубки А через щели

5] и 52 падает на образец О, который совмещен с осью гонио-
метра, и рассеиваясь попадает в щель 53 и счетчик С.

Регистрируемая интерференционная картина может быть
в большей или меньшей мере искажена в зависимости от ус-
ловий съемки: величины щелей, скорости перемещения счет-
чика, максимальной скорости отсчета и постоянной времени
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интегрирующей схемы при работе с самопишущим прибором
и времени счета числа импульсов при снятии рентгенограм-
мы по точкам посредством перасчетного устройства с электро-
механическим счетчиком.

4. Регистрация интерференционной линии по точкам

При регистрации рентгеновских интерференций нужно
всегда учитывать ошибку, возникающую из-за статистиче-
ского распределения рентгеновских квантов во времени.

Предполагая равномерное распределение импульсов во
времени, средняя относительная квадратичная ошибка при
определении интенсивности N дается выражением

,I= 4= —Н1 УЛ? N '

При определении интенсивности Лф интерференционной
линии, учитывая интенсивность фона А/р:

УК _

_
УК (к - 1)

°

№, Ы— Л'р (»

где к— . Так как N— пт и Л/Р —/г Рт, где /г скоростьуур
счета и т время счета

_

]/к~[к~—Т)
(к —1) ]/пт

Приведенное выражение показывает, что ошибка растет
при уменьшении общего количества сосчитанных импульсов
п с уменьшением отношения интенсивности интерференцион-
ной линии к интенсивности фона. Это обстоятельство нужно
особенно иметь в виду при измерении слабых или сильно раз-
мытых интерференционных линий. Так, например, для срав-
нения интенсивностей линий (400) и .(200) никеля в одной

~ , ~. „ импэкспериментальной серии при среднем фоне Яр = 240
1П , А имп 1040 .имели я200 шах = 1040 л: 200 =

240
= 4,33

и
ими 277 . .

_«4оо шах 2/7 Л4оо— 240-— 1,15
и для определения с одинаковой средней относительной
квадратичной ошибкой интенсивностей обеих линий приш-
лось бы время счета при линии (400) увеличить в 22,2 раза.



60
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Для выбора времени счета импульсов при разных интен-
сивностях с достаточной точностью, было проведено спе-
циальное исследование, результаты которого приведены в
таблице 3. При каждой интенсивности и времени счета дела-
лось 20 измерений, вычислялось среднее число импульсов и
приведенные в таблице ошибки.

Результаты исследования показывают закономерное
уменьшение относительных ошибок с увеличением времени
счета. При этом средняя действительная ошибка во всех се-
риях испытаний оставалась в пределах теоретической сред-
ней относительной ошибки. Средняя относительная квадра-
тичная ошибка, характеризуя повторяемость результатов,

„ . импстановится уже при средней интенсивности ~ 140 и вре-
мени счета т— 20 сек менее 1%.

Таким образом, основное влияние на точность определения
интенсивности (а также и других характеристик как ширина
и т. д.) слабой интерференционной линии оказывает отноше-
ние интенсивности линии к интенсивности фона и соответст-
венно этому приходится выбирать время счета.

Из-за неравномерного распределения импульсов во вре-
мени и сравнительно большого значения мертвого времени
счетчика МСТР-4 нужно ввести поправку по следующей фор-
муле [2]

п 0Пл ~ \ п0 х ’

где Пд действительная скорость счета,
п0 регистрируемая скорость счета,
т мертвое время счетчика.

Для этого нами было определено мертвое время для при-
менимых счетчиков по известной методике [3] и затем вычер-
чена графически зависимость пд = 1(п0 ) для каждого счетчи-
ка, по которым и вносились поправки.

5. Применение интегрирующей схемы и самопишущего
прибора

При регистрации рентгеновских интерференций самопишу-
щим прибором средняя относительная ошибка дается уравне-
нием [2]

1
11 = УпЯС ’

где ЯС постоянная времени интегрирующей схемы. Оче-
61
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Фиг. 3.

видно, что средняя относительная квадратичная, ошибка мо-
жет быть уменьшена увеличением /?С и скорости счета. На
фиг. 3 показана зависимость г]=[(п) для постоянных вре-
мени: I С= 1 сек,

II /?С = 2 „ ,

Ш/?С = 4 „ ,

IV #С = 8 ~
.

Работа в диапазоне до 200 имп/сек связана со сравнитель-
но большой статистической ошибкой, которая больше 5%
при интенсивностях до 50 имп/сек даже с константой IV
НС 8 сек.

Чтобы удовлетворить условиям правильной работы на
диффрактометре, приходится выбирать постоянную времени
интегратора в зависимости от применяемой скорости переме-
щения счетчика со и величины щели 53 соответствующей усло-
вию [4]

Кроме того, для уменьшения ошибок в определении шири-
ны линии необходимо, чтобы щель 53 была в несколько раз
меньше ширины линии [4].

Таким образом, даже при со = 0,5°/мин 0,0233 рад/сек,
пришлось бы для НС = 8 сек выбрать 53 0,373 мм

и НС 4 сек выбрать 53 > 0,186 мм.
Это условие не соблюдается многими исследованиями,

работающими на УРС-50И, что в свою очередь повышает
ошибку измерения.

Измерение слабых и размытых интерференционных линий
связано с увеличением средней относительной квадратичной
ошибки из-за наличия фона, как и в случае регистрации ли-
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т-1 Ании по точкам. При малых значениях к названнаяпр
ошибка может в несколько раз превышать все остальные,

При интенсивностях, превышающих 300 имп/сек., необхо-
димо ввести поправку на потери счета. Это однако связано с
большой затратой времени и является при небрежной работе
дополнительным источником ошибок.

Время полного отклонения стрелки измерителя скорости
счета и каретки самопишущего прибора зависит от константы
интегрирующей схемы, которое иллюстрируется на фиг. 4.

Фиг. 4

Графическая проверка в координатах

“д

показывает, что при константной скорости счета п = сопз!, ка-
ретка самопишущего прибора перемещается согласно закону

п 0 = пл {\ е~ ат),

где а ~ /?С. *

По графикам видно, что при константе времени IV
/?С = 8 сек полное отклонение каретки достигается только по
■истечении -—'6o сек. В то же время измерение всего интерфе-
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ренционнОго максимума у недеформированного металла
длится примерно столько же' времени. Ясно, что при боль-
ших скоростях изменения интенсивности показания измери-
теля скорости счета п0 будут тем больше отставать от дей-
ствительных значений интенсивности /гд , чем быстрее послед-
ние изменяются. Это иллюстрируется на фиг. 5, где кривая
/■— интерференционная линия (200) никеля, снятая по точ-
кам, криаые 2, 3и 4 те же линии при том же режиме уста-
новки, полученные посредством самопишущего прибора при
постоянной времени соответственно ЯС = 1, 4 и 8 сек. Видно,
что наряду с изменением интегральной интенсивности умень-
шается высота интерференционного максимума. В таблице 4
приводятся значения интегральной интенсивности, высоты и
ширины линий, изображенных на фиг. 5 при двух испытаниях.

Анализ полученных результатов показывает, что из-за
инерционности интегрирующей схемы срезаются верхушки
интерференционных линий и искажается кривая распределе-
ния интенсивности. Срезание верхушек особенно сильно ска-
зывается на определении высоты, а вместе с этим, и ширины
линий

+ °°

УЧд^
п 00

п Н 7
одтпах

ГДе /7од =Яд Яр.

Интегральная интенсивность изменяется сравнительно ма-
ло, так как уменьшение площади измеряемой кривой вслед-
ствие срезания верхушки компенсируется увеличением пло-
щади около нисходящей ветви интерференционной линии,
обусловленным инерционностью схемы при резком спадении
пл (фиг. 6),

Если считать действительной не исправленную на просче-
ты кривую распределения интенсивности, снятую по точкам,
то нетрудно заметить, что разность ординат тем больше, чем
больше скорость изменения интенсивности. Нужно отметить,
что дополнительным источником ошибок является нелиней-
ность интегрирующей схемы, которая по паспортным данным
может достигать + 4%.

Все вышесказанное заслуживает особого внимания, так
как возникающая при определении интегральной интенсивно-
сти, высоты и других связанных с ними параметров интерфе-
ренционной линии, систематическая ошибка изменяется по
мере изменения кривой распределения интенсивности. Так,



Фиг. 5
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Фиг, 6.

сти при сравнительно малых статистических ошибках в диа-
пазоне до 200 имп/сек, где не нужно вносить поправок на про-
счеты счетчика. Однако при этом трудно достигнуть точности,
превышающей 8н- 10%. При других режимах ошибки сильно
возрастают.

6. Выводы

1, Разброс результатов, полученных фотометодом, при-
мерно в два раза больше, чем результатов, полученных иони-
зационным методом.

2. Неверно выбранные величины щелей, константы интег-
рирующей схемы и т. д. в случае применения самопишущего
прибора могут внести большую систематическую ошибку.

3. Ошибку, характеризующую повторяемость результатов,
нельзя путать с ошибкой, вызванной неверной методикой, ко-
торая может превышать первую во много раз.

4. Получение точных результатов связано с большой за-
тратой времени при регистрации интерференционной линии



по точкам. Быстрое получение результатов посредством само-пишущего прибора связано с возникновением большой ошиб-ки, могущей значительно превышать ошибку, возникающуюпри использовании фотометода.
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Р. Р. Паккас

К МЕТОДИКЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОЙ
ШИРИНЫ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ Ка { ДУБЛЕТА

РЕНТГЕНОВСКОЙ ЛИНИИ

Для решения многих задач, например изучения причин
размытия рентгеновских линий, необходимо определить ши-
рину составляющей К сч дублета.

Пфарр и Вефер [l] предложили метод определения ши-
рины на половине высоты линии. Метод дает удовлетвори-
тельные результаты только при хорошем разрешении дуб-
лета.

Замена реальных составляющих дублета треугольниками
позволяет легко разделить дублет, но является очень грубой
аппроксимацией. В большинстве случаев кривая распределе-
ния интенсивности составляющих дублета описывается удо-
влетворительно функцией вида

Нх) (1а)
или

Нх ) =! + к 2х2 ' ( 1б)

Более точным является метод М. П. Арбузова [2], где ши-
рина рентгеновской линии определяется при помощи предва-
рительно построенного графика

■ 1= 7 (у)- (2)

где В общая интегральная ширина неразрешенного дуб-
лета, измеряемая на рентгенограмме;

Во интегральная ширина составляющей К«1 дублета;
71
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б;— междублетное расстояние, т. е. расстояние между
максимумами Ко.\ и Д а2 .

Различные значения б при построении графика получают-
ся путем сближения составляющих дублета 'Д (х) и /2 (х) без
изменения их формы.

Д. М. Васильев [3] считает недостатками метода труд-
ность точного определения б при размытом дублете и что
в действительности изменяется параметр к б функциях вида
(1) аппроксимирующих реальную кривую, а не междублетное
расстояние б. которое остается постоянным.

В действительности б можно определить эксперименталь-
,но достаточно точно у задних линий с хорошо разрешенным
дублетом и учитывая, что

6 = 2 О,, (3)

вычислить и для передних линий. В ходе эксперимента при
неизмененных инструментальных факторах и масштабе б
остается постоянным.

Относительно замечания о постоянстве б и изменении к
нужно отметить, что уменьшение 6 равнозначно увеличению
к. Действительно, для функций типа (1а) и (16)

В{к) = {\+т)%, (4)

где т отношение интегральных интенсивностей составляю-
_

щих дублета Ко. 1 и /С а2 ,

ап = \
/л или л соответственно для функции (1а) и (16).

■Таким образом

б дк
~В (1 -\- т) п

• ■
Следовательно, для получения различных значений

безразлично, изменяем мы к (что происходит в действитель-
ности) или 6 при постоянном к (без изменения формы кри-
вых) .

Сравнительно точным является и метод Д. М. Василье-
ва [3], на основе которого

в м=ь4ъш [ ' +тНт (6)
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Фиг. I.
Обозначив

/,*9 (й)
п+ЖЖ) =

получается В {к) = В o {к)[\т{{к6)], (8)
где (и {к) интегральная интенсивность неразрешенного

дублета;
/12(0) высота кривой распределения интенсивности

неразрешенного дублета при абсциссе, соот-
ветствующей максимуму составляющей Ка\

(на фиг. 1 точка 0).
Применение метода требует решения уравнения (8) при

различных значениях к и б и составления соответствующих
графических зависимостей В (л)=l[В o {к)] для функций
типа (1).

Единственным недостатком метода является обстоятель-
ство, что практически приходится вместо /12(0) брать
которое приводит (как показала проверка на синтезирован-
ных кривых) в самом неблагоприятном сочетании к и 6 к
ошибке до 5%.
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Однако можно предложить простой способ определения
точки соответствующей максимуму составляющей Ка\ дубле-
та и этим определить значение /12(0).

Сущность способа состоит в следующем. Составляющую
Ка2 дублета можно рассматривать как составляющую Ка ь
уменьшенную в вертикальном масштабе в т раз. Следова-
тельно, каждой точке кривой 1\(х) соответствует точка на
кривой /2 (х) при т раз меньшей ординате.

Очевидно, что отрезок Р(3 (фиг. 2) горизонтальной прямой,
проведенной на высоте Я ь отсекаемый кривой I\{х) и осью
Ка 1, равняется отрезку ЯС горизонтальной прямой, проведен-
ной на высоте тН, отсекаемому осью /Саг и кривой /2 (л:).

Расстояние между проекциями точек Р и С равняется
6^2Ъ, откуда нетрудно определить Ьи, следовательно, точ-
ку соответствующую максимуму составляющей дублета Ка\.

Метод применим для определения расстояния между раз-
мытыми линиями на рентгенограмме, что особенно важно при
определении параметров ячейки, исследования напряжений

1 рода и т. д.

Фиг. 2.



Вышеописанным способом определения точки 0 удобно
пользоваться и в случае анализа Фурье неразрешенной дуб-
летной линии, так как при правильном определении нулевой
точки превращаются в нуль мнимые коэффициенты истин-
ной дифракционной линии.

Для избежания ошибок целесообразно провести несколь-
ко секущих на высотах Яь Но, ... иим соответствующих тЯь
тН 2, ...

В последнем случае можно определить интегральную ши-
рину составляющей дублета Ка\ непосредственно следующим
образом.

Аппроксимируя / 1 (л:) = / 1 (0) е —:<2х2 , можем написать

//!=/,(0)е~ к2Ь ь (5)

Н2 = I\{0)е~к5Ь 2- (6)

Разделив (5) на (6), получим

ек*{ъl-ъ1)н2
— е

И

* = ]ЛЗГ < 7 >

Интегральная ширина линии

о Ул ~ш / — Ь\)
(«)

Для функции I\{х)= | получим соответственно

1 + т\
н 2=-!^,

\ + т\
(9)
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и интегральная ширина

р=?=«1 (10)

При пользовании описанным методом нужно выбрать точки
пересечения горизонтальной прямой с кривой 1\(х) в
области, где составляющие дублета еще не перекрываются.
Для определения этой области достаточно отложить с начала
линии (точка А на фиг. 2) междублетное расстояние 6. Вид-
но, что горизонтальные прямые должны пересекать линию
I\{х) ниже точки М.
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Р. Р. Паккас

ВКЛАД ГРАНИЦ ЗЕРЕН В ОБЩУЮ ДЕФОРМАЦИЮ
ОРИ ДЕФОРМАЦИИ С РАЗЛИЧНЫМИ СКОРОСТЯМИ

Введение

В ряде работ было показано, что при ползучести метал-
лов деформация осуществляется скольжением в зернах, фраг-
ментацией зерен, а также скольжением зерен и фрагментов
по границам. Эффект каждого процесса зависит как от тем-
пературы, так и от скорости деформирования. Даже при ком-
натных температурах обнаружена некоторая локализация де-
формации в приграничных областях кристаллических зерен.
Экспериментально установлено это у цинка [l], магнезия [2],
малоуглеродистых сталей [3, 4] и алюминия [s]. Косвенным
доказательством этого является, и более интенсивное возра-
стание твердости приграничных областей зерен при началь-
ных стадиях деформирования. Вуд [6] предполагает, что до
появления видимых следов скольжения процесс деформации
состоит в фрагментации зерен с последующим поворотом и
скольжением их. Это может происходить и при низких темпе-
ратурах, как показали работы [7, B]. Некоторые авторы как
Я. Р. Раузин и А. Р. Железнякова [9, 10] утверждают, что вся
деформация на площадке текучести осуществляется сколь-
жением зерен по границам. Большинство исследователей [5,
11—l3] однако убеждены, что ведущим процессом является

.сдвиговая деформация,-которая только сопровождается пере-
мещением зерен друг относительно друга. При этом указы-
вается возможность концентрации одной доли общей дефор-
мации в невидимых под микроскопом следах скольжения, ко-
торое наблюдалось в работах [l, 14, 15]. Нужно отметить, что
большинство названных работ выполнено при повышенных
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температурах. Нам не известно ни одной работы, посвящен-
ной исследованию вклада границ зерен й невидимых линий
скольжения в общую деформацию при комнатных темпера-
турах и очень низких скоростях деформирования, хотя имен-
но при медленных деформациях можно ожидать увеличения
роли скольжения по границам. Целью настоящей работы и
было изучение названных процессов в широком диапазоне
скоростей деформирования.

Материалы и методика исследования

Образцы были изготовлены из алюминия марки АВOOO
обычным механическим путем размерами мм -

Деформация осуществлялась на разрывной машине со ско-
ростями У\ \%!мин, У2 = 5.10~ъ%/мин и У3 =2 • 10~~6 %/мин.
Образцы полировались сначала механически, а затем элек-
тролитически в электролите состава:

1. ортофосфорная кислота (уд. вес 1,6) 480 мл,
2. серная кислота (уд. вес 1,8) 50 мл,
3. хромовый ангидрид 80 г,
4. вода 60 мл.

Режим полировки плотность тока 2а/дм‘2 и температу-
ра 75° С. Отжигались образцы при температуре 500° С в ва-
кууме. Перпендикулярно оси деформации наносились попе-
речные риски, через каждые 2 мм. расстояние между кото-
рыми измерялось микроскопом ИЗА-2 на каждой ступени де-
формации с точностью < 0,5 и,. Это позволило точно опреде-
лить степень деформации на различных наблюдаемых в ин-
терференционном микроскопе МИИ-4 участках образца и
этим избежать ошибки, могущей возникнуть вследствие неод-
нородности протекания пластической деформации.

Количественная оценка деформации, связанной с видимы-
ми следами скольжения, а также за счет границ, проводи-
лась по методу Маклина [l6', 17] интерференционным микро-
скопом по вертикальной компонента смещения. Средняя ве-
личина смещения по линиям скольжения рс к или границам
зерен р Гр оценивалась по формуле

Р 2,3/г V 1 +е,, . • (1)

а степень деформации по формуле

е=[У 1 -+- р 2п2 + лГ%рп —l] 100%, (2)
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где Н среднее значение вертикальной составляющей сме-
щения, п число линий скольжения или границ зерен на
единице длины образца, общее удлинение образца и
е доля деформации, связанная с видимыми линиями сколь-
жения (Бск) или скольжением по границам (е гр ). Величина Н
измерялась в среднем по 50 следам скольжения и усредня-
лась. Так же поступали при измерении смещения по грани-
цам зерен.

Для количественной оценки деформации, связанной с не-
видимыми под микроскопом следами скольжения ех , высчи-
тывалась из обшей деформации доли, связанной с види-
мыми следами скольжения е Ск и границами зерен еГ р

8 Х —6у (Bск~г Bгр) • (3)

Результаты исследования и их обсуждение

На фиг. I представлен график зависимости среднего сме-
щения по границам зерен р тр при различных скоростях де-
формирования в зависимости от общей деформации образца.
В пределах ошибки имеем линейную зависимость и, как вид-
но, с уменьшением скорости деформирования увеличивается
вклад границ зерен. Микроскопическое изучение границ пока-
зывает большее смятие приграничных областей при повышен-
ных скоростях деформирования, особенно вблизи стыка трех
зерен. Какого-либо заметного расширения границ не проис-
ходит. При увеличении степени деформации происходит одно-

Фиг. 1



Фиг. 2

временно увеличение числа линий скольжения и среднего сме-
щения по ним. Однако, резкое отличие наблюдается в разви-
тии процесса в зависимости от скорости деформирования.
При медленной деформации со скоростью У 3 для большин-
ства зерен характерны длинные, хорошо развитые линии
скольжения, сравнительно далеко отстояШие друг от друга.
С увеличением степени деформации в некоторых зернах по-
является мультиплетное скольжение. Величина же среднего
смещения в линиях скольжения возрастает без особого на-
сыщения (фиг. 2).

Фиг. 3
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После растяжения с большой скоростью У\ линии сколь-
жения становятся тонкими и покрывают густой сеткой зерна.
В большинстве зерен наблюдаются короткие искривленные
линии скольжения, свидетельствующие о мультиплетном
скольжении с самых начальных степеней деформации. Поверх-
ность зерен изгибается при этом заметно меньше, чем при
медленном деформировании.

Главное- ж-е различие состоит в рравнительно быстром на-
сыщении кривой зависимости среднего смещения рс к в зави-
симости от общей деформации е2 (фиг. 2).

Как видно по кривым, приведенным на фиг. 3, общая де-
формация обуславливается не только смещением по видимым
линиям скольжения и границам зерен. Если из величины об-
щего удлинения вычесть удлинение за счет указанных про-
цессов, то получим по формуле (3) величину «недостающей
части» деформации ех.

Как уже было сказано-в введении, можно предполагать
аккумуляцию одной доли деформации в невидимых под ми-
кроскопом линиях скольжения. Это подтверждается и неко-
торыми электронномикроскопическими исследованиями. Наши
эксперименты .показывают, что при медленных деформациях
аккумулируется в невидимых линиях скольжения меньшая
доля деформации, чем при больших скоростях деформации.

Выводы

1. В начальных стадиях деформирования сохраняется
линейная зависимость среднего смещения по границам зерен
и общей деформацией.

2. С уменьшением скорости деформирования увеличива-
ется среднее смещение по границам зерен.

3. При больших скоростях деформирования наблюдается
сравнительно быстрое насыщение среднего смещения по ви-
димым линиям скольжения.

4. Увеличение скорости деформирования ведет к аккуму-
ляции большей доли деформации в' невидимых линиях сколь-
жения.

5. Деформация при комнатных температурах осуществ-
ляется как скольжением зерен по границам, так и сдвигами
по атомным плоскостям. Последний вид деформации является
преобладающим и ведущим, так как даже малые степени мед-
ленных деформаций осуществляются главным образом вну-
трикристаллической сдвиговой деформацией, дающей вначале
главным образом невидимые под микроскопом линии сколь-
жения.
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