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1. ВВЕДЕНИЕ.

В обыкновенном смысле теория (упругих оболочек пред-
ставляет шбою раздел трехмерной* теории упругости, в
котором рассматриваются такие задачи расчета оболочек,
при которых краевые условия на боковых поверхностях
оболочки заданы в напряжениях в виде внешних нагрузок
и целесообразно искать решение по нормали в виде сте-
пенного ряда относительно срединной поверхности оболоч-
ки. В связи с этим в теории оболочек вполне естественно
и необходимо наложить на показатель изменяемости на-
пряженного состояния условия, обеспечивающие сходи-
мость указанных степенных рядов. Построение основных
соотношений теорий оболочек заключается в приведении
трехмерной задачи к двухмерной. Для этого все коэффи-
циенты степенных рядов представляют как функции от пе-
ремещений срединной поверхности и O,

и O ,
wO, их производ-

ных (по двум координатам и времени) и внешней нагруз-
ки, а затем составляют уравнения для определения иO , v O,

шO . Обыкновенно при этом применяют упрощающие гипо-
тезы [2, 4,7, 12, 21, 29]. В данной работе выводятся уточ-
ненные линейные уравнения динамики упругих круговых
цилиндрических оболочек без применения гипотез. Един-
ственное ограничение заключается в условиях, обеспечи-
вающих сходимость степенных рядов.

Принятый метод построения уточненной теории оболо-
чек является близким к методу начальных функций, раз-
работанному проф. В. 3. Власовым [5, 6] и содержит не-
которые элементы из работ Э. X. Кэннарда [2l, 22, 23].
Этот метод принципиально позволяет построить ряды Тэй-
лора для всех искомых величин с любым количеством чле-
нов. Однако в данной статье учитывается такое количе-
ство членов в этих рядах, которое позволяет вывести ос-

* Здесь термины «трехмерная» и «двухмерная» указывают число
пространственных координат. В динамических задачах напряженное
состояние кроме того зависит от времени t.
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новные уравнения, сохраняя в них безмоментные члены,
все члены с множителем а2 = õ2/12R 2 0 (см. рис. 1) и (Стар-
шие производные с множителем а4

. Следуя проф.
А. Л. Гольденвейзеру [7], полученные результаты иссле-
дованы и упрощены методом асимптотического интегри-
рования. I

Рис. 1

По уточнению теории оболочек опубликован ряд работ
[2, 9, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 27, 29, 30], ука-
зывающих на три ©ажные области 'Применения уточненной
теории.

а) Расчет толстых оболочек. При расчете толстых обо-
лочек погрешность теории Кирхгофа-Лява может ока-
заться слишком большой даже при напряженном состоя-
нии со сравнительно небольшим показателем изменяе-
мости. В таком случае вполне логично применить к рас-
чету круго-цилиндрической оболочки известное точное ре-
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шение уравнений трехмерной теории упругости для ци-
линдрической области [ls]. Например, такой подход был
применен в работах [l6, 18, 19, 20]. Однако надо отметить,
что непосредственное применение общего точного решения
в численных задачах связано с большими трудностями,
поскольку оно зависит от нор'мальной координаты £ через
цилиндрические функции. В связи с тем можно предлагать
представление цилиндрических функций: 1) в виде ряда
Тэйлора при напряженном состоянии, медленно изме-
няющемся но толщине оболочки; 2) асимптотическими
формулами при напряженном состоянии с весьма боль-
шим показателем изменяемости. В первом случае получа-
ют те же уравнения, которые представлены в данной статье.

б) Расчет многослойных оболочек. При расчете много-
слойных оболочек условия контакта целесообразно сфор-
мулировать в напряжениях Поскольку в теории Кирхгофа-
Лява пренебрегают напряжениями (Т !3 , гг2 з, азе,* то для
решения этой задачи необходимо построить более точную
теорию. Проф. С, А. Амбарцумян и проф. Ю И-Юань раз-
вивали теорию [2, 30],,в которой пренебрег а ется азз и при-
ближенно учитываются ais, сп.з. Нижеприведенные резуль-
таты позволяют судить о точности этих гипотез в случае
однослойной цилиндрической оболочки.

в) Динамика оболочек. При решении динамических за-
дач, в частности при исследовании быстропротекающих
переходных процессов, применение классических методов
динамики, затрудняется тем, что характеристическое урав-
нение теории Кирхгофа-Лява является параболическим
(производные по координатам входят в уравнение до 8-по-
рядка, апо времени только до 6-порядка). Кроме того, воз-
никает вопрос об «инерции поворота нормалей» и т. д. В
связи с тем выполнен ряд исследований [25, 29] с целью
уточнить в уравнениях Кирхгофа-Лява члены, содержа-
щие производные по времени. В этих работах как правило
сохраняли гипотезу азз =0, приближенно учитывали ai 3,

о-2з при помощи условного коэффициента сдвига и не-
сколько обобщали геометрическую гипотезу теории Кирх-
!офа-Лява. В данной статье излагается строгий метод для

*) аjj обозначает нормальное напряжение в направлении j и
оlj сдвигающее напряжение в направлении iна площадках с
нормально /. При этом индекс «3» соответствует координате по нор-
мали (£) и индексы «1», «2» координатам в плоскости оболочки
(5, ф).
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выведения характеристических уравнений гиперболиче-
ского типа и для определения их асимптотической по-
грешности.

Уточненная статика оболочек излагается в весьма об-
щей форме в работах проф. X. М. Муштари и И. Г. Тере-
гулова [9, 17].

2. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ
ПЕРВИЧНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ РЯДОВ ТЭЙЛОРА.

Будем исходить из уравнений и соотношений трехмерной
теории упругости в цилиндрических координатах [4, 26].
Обозначения геометрических (величин, координат и пере-
мещений приведены на рис. 1; Е модуль упругости, р
коэффициент Пауссона, q плотность массы, t время.

1) Уравнения равновесия в напряжениях:

т дай ( 1 дв\2 , 1 <s(^(т l3) р д2и
ÕI "Т~ £ Ö(p t £ д £ Qao дц >

тт да12 , 1 da22 I 1 д(^а2з)
_

d2 v mII ' I дер ' I 2 dt,
"

о/2 ’ *

ттт Ö(Ti3 I 1 Ö(T 23 1 1 Э (J22
_ D111 + 1 л X “

2) Закон Гука:
El I н \

.
_

£__
°JJ 1 -j- р Л S JJ ' I—2р е / ’ °Ч 2(1 +р) V ’

(/, У =1,2,3), (2)
где

8 = 8ц -}“ 822 Т 833. (3)

3) Формулы, связывающие компоненты деформации с
перемещениями:

1 dii 1 ( 1 dv . w \
_

1 dw
811 “ XX ’ 822 ~Ж 'XAT +X' ’ 833 ~X ’

1 / 1 du 1 öü \
_

1 / du : dw \'““йА+Ж'’ ‘“"ftlf+Tl' (4)

1 / dv v , 1 dw \

823 “ x‘x Г + Т"Х'‘
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4) Уравнения равновесия в перемещениях:
д 2и Г 2(1 —и) д2 1 д2 1 д ,

I 2(1 + М-) р 2 d2 j 1 dI 1 dv j
+ Е QRo I 2|х dl [ I dtp I"

I J_ d_(£шП
S J’

d2 v f d 2 2(1 —jx) 1 d 2 <5 1 j
~W Щ? 2fT" ~\2 а Ф2 ~aKT '

< 5)

i i. а гau I dw ~,o л \ w ~

' I~2ц T “аф“| dl +W £ •[’

a 2ay г i—2ц / a 2 , i a 2 \ a i ,

dt2 ~[ 2(1-|х)\а|2 +c2 dcp2 ) d£ Z
. (I + И-) (1 2ix) n я <?2 1„„+ : (j-^)— qRo -ж\^-

1 J _ (3 _4ц) J_ _*Ll
2(1 £ а Фа£ ■ ’ £2 а Ф J

5) Краевые условия на боковых поверхностях оболочек:
öi3=6i3,r’ (*’= 1,2,3; г= 1,2). ' (6)

Здесь величины а;з г обозначают заданные напряжения
(нагрузки) на боковых поверхностях оболочки; для внеш-
ней поверхности г —1, для внутренней г = 2 (рис. 1).

Поскольку ср иt не входят в коэффициенты уравне-
ний (1), (5) и соотношений (2), (4), применим формаль-
ный прием интегрирования;

u = R ofu{£), v = Rofiv{£), w = Rofw{Q-

£ü = /4y(Q> °ij= Ёf a tJ (£) при ij = 11, 22, 33, 13; (7)

Bij
=

° i j =z при ij = 12, 23,
где

E = Г = (8)
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Аналогично представим поверхностные нагрузки в фор-
ме:

Ö l3 ,r
~ Efo l3 r■> a23,r

~Efie23,r > a 33,r~~ г’ (^)

Отметим, что интегрирование при помощи функции f
применяют здесь только как вариант символического ме-
тода [6] для упрощения записи производных. По существу
оно не является нужным и никак не стесняет применения
нижеизложенного метода к выведению уточненных урав-
нений для других типов оболочек. Далее приняты обозна-
чения:

Ы = (10)

На основе (7), (8), (10) формулы (1), (4), (5) превра-
щаются в следующие:

АсТц —f £- O' 12 Н~ CTi3
/ Н у- 013 ~ Nu,

tn 2 х т~*—Хв\2 — 022 Ч~ <?23
/

023 =
— WV, (11)

АOl3 Н—y”023о33
' Н—(озз О22) ~—- Nw:

8ц Хи, е2 2 = {mv -|- w), 833 =

812 =

£— и -|— Xv, 813 и -f- Xw, (12)

—, v т
623 - V -г у- w;

т b

Г 2(l—ц) . о , т2 2 Л ,] 1“=I--I _2;
-*2 +■ р-I_(л N\ “ - т»-

X ( т , 1 . Д
~T^2ix\T V^T W 1 (13)

Г ,
„ , 2(l—ц) т2 2 лг . 1j - 1 - .

, т 1 . 3—4ц . — Л+т0? - I—г-
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»-Н'-
- 2(тДтб“' + fД ■

При анализе уравнений (13) будем рассматривать X, т,
N как показатели изменяемости напряженного состояния
[7]. Безразмерные перемещения и, v, w и безразмерные
напряжения он, будем искать в, виде рядов'Тэйлора
типа:

а=и0 + £и'о + а" 0 + -?у «'"о +.. •, (14)

6jj
~Öji > 0 + i6 'jj, о + "If б "л> о + “зТ °'"jj<о+• • • ’

( 15)

где индекс «О» обозначает срединную поверхность оболоч-
ки (рис. 1) и

д пи д пи■ = - = а пп ,
д? ;= .! д? £= О

(16)
r, jj

=

аЧ;
__

=(у «..

s=l 0 5 я 5 = 0

Вначале выразим нп0 , о по, шп0, (я >2) как функции от
«о, «'о, Vo, v'o, Щ, w'q, [6]. Для и"о, ü"0 , w"0 получим такие
формулы, полагая в уравнениях (13), что £— 1. Далее
поддиференцируем уравнения (13) по 5 и положим, что
s=l; исключая и"0 , о"0, ш"0, получим формулы для ц"' 0,

v'"0, w'"q. Продолжая указанный процесс, можно получить
выражения производных до любого порядка п. (Прак-
тически были найдены такие выражения до п = б включи-
тельно)

. Далее заменим неизвестные и'0, v'0 , w' 0 величи-
нами аг'з,о (г = 1,2,3) по формулам (17), которые следуют
из (12) на основе (2), (7).

2 2и' о = 7У177Г ст i3,0 XwQ , v'o ,

- О2з,о Oo -f- mw0 ,

1 2u u, (1^)
W'о = азз,о -j- |x “b" mv° ’“Ь w°) •



Указанным путем получим формулы (19), (20), (21),
(22) определяющие коэффициенты ип0, vn 0, wn0 (п> 1)
как функции от иO , v O , wO , Шз,о {i 1,2,3). Эти коэффи-
циенты назовем первичными коэффициентами рядов Тэй-
лора для перемещений. На их основе найдем из (2), (12)
первичные коэффициенты рядов Тэйлора для напряжении
(23) (24). Ниже приводятся первичные коэффициенты до
п— 4. При этом до п— 2 выписаны все члены, при
п= 3, 4 для краткости только старшие производные
(члены с наибольшими степенями А,, т и N) . Отметим, что
для выведения о"Iз*о(г = 1,2,3) являлись необходимыми
все члены в формулах и'"0, v'"0, w'"0 и для выведения
a""i3,0 (t 1,2,3) —величины «'""о, v'""0, w"'"0 . Для
упрощения записи обозначим

гДг='’ Ов)

и опустим верхний индекс п— 0.

ип 0 Un u ÜQ -}- hmUn vüQ -j— XUnw w0 -j- 1
+ UU\3Ö13,0 -\J 'KtnUn23023,0 -f- ЯНП3 Э СГЗЗ,O ,

Vn
Q 'Kl7lVnцll о —J— VnvVo -J-1 tTIVnwWQ —[—

(19)
~H 'kmV^x зolэ,о mVnэзсгзз,о,

wn0 XWnu u.Q -J- 1i7zWnv Vo WnwWo —|— A,lF n1 —j—
П 23П|23,оН“ 1 п̂зBазз,о ;

U'u = U' v= U'23 = U'33 -0, U'w =- 1, u\ 3 = 2v;

U" и 2vN —(2— p) vA,2 -j- m 2, U"v =— v, U"w = pv,

U"is - - 2v, U"23 -0, U"за - - v 2; (20)

U"'u = f/"u 2m2
, =O,

U'"w =(3 2p) v2 -/V +(2— p) V m 2),

10



U'" 13 = 4vW —(3 2ц) v 2^2 + 2vm2
,

t7'"23 = £/"'33 =

= v 2;

U""a
= 4v 27V 2 +(7 12ц + 1 4ц2 ) v3N'k2 4vNm2 +

+ (3 ц) vX4 —(4 2ц) vVm2 +' m\ (20)

U"" v =(3 4ц) vW + 2v(X2 m 2), U""w =—(3— 6ц +'

+ 4ц2 ) v*N 2X2 + dm2
,

£/"" 13 = 8v2(V +'

+'(6 — 4ц^2 Я2 —12 vm 2, [/""23 = 2v2
,

= v£/""„;

V'„= V' l 3 = У'зз -0, V'v = V'w =l, У'23 = 2v;

V" u = V, = —2vN l2 .+• (2 —ц) vm2 ,

V"« =(2 ц) v, 17"j 3 =O, V"23 = 2v, V" 3B = v 2;

V'"и = 2 (1 -H ц) v, V"'v = 3vm2 , У'"да = U'"„ ,

V'"iz = V 2, l//r/23 = 4v2 N 2v72 + 1 (3 2ц) v 2m2 ,

V"'33 = —4^2; (21)

V"'"a = £/""*
,

= 4v2 iV2 +• 4v vVa 2 —(7 1 2ц 4-

-f- 4ц 2 ) v3Nm 2 -f- A,4 —(4 2ц)vA 2m2 -j- (3 —ц) vm4
,

V""w =— (1 —6ц +* 4ц2 ) vW +2 ( 1 +ц) vX 2

—(6 — 2ц) vm2
, V""iz = 6v2

, V",/

23 = 8v2iV +

+ 4v?i2 —(18— 12ц) v 2m2
, V""33 =vV""a;

W"a -Щ 1T 13 = 0,
(22)

W" 33 =(1 2ц) V 2;

11
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W"u = (Liv, W" v =l, W"w =—(1 2(lx) v2 jV 4-
4~ (.iv (X2 m 2) 4" v;

№" 13 = = v 2, W"'33 = W'зз;
= (1 2(li2 ) v 3 W4- (1 4- (i) v (X2 m 2),

IГ///

да = (1 2|i)v3W, W"\ 3 = 2v2
, W /V//

23 =(6 4(li)v 2
,

ТР"'зз = —(1 —2|li) 2v4N-2jiv2 (X 2 m 2), (22)
- 21F""**4- 4(1 +ц) vm2

,

Wrnrv ——(7 12|i 4- 4ji2 ) v3 jV —(4 2(a)vX2 4~
4- (8 4~ 2|i) vm2

,
W""w = (1— 2ц)W2 —(1 4~2(a

4jl.i2 ) v3N (X2 m 2) —(1 4~ M-)v (X 2 m 2) 2
,

TP"" 18 = №""23 - vU""v , W""зз = 2№"'зз 4- B|iv 2m2 ;

on jj,Q= hS n jjtU Uq 4- mSnjjiV vq 4~ S njjtW w0 +'

4- X5nyy,i3 ai3,o 4- mS nJJi23 ö23,0 +' 5п;У,зз сгзз,о,

(//= 11,22, 33);

ön i3,o = *Sn i3,u u o XmSn14“ Х5 пlз,к;Шо 4~
+ *Sn i3>i3 ai3,o +'Xm5ni3,23 023,0 4" Х5 п )з>зз Озз,о; (23)

СГП 23)0 ~ XmSn 23>a w0 4~ 4~' m5n 4-
-f- 1 X m 5n23>i3 cti3,o 4~ 5п2з,2з О2з»о ~Ь m 57г 2Э)ЗзОзе,о;

ОП
)2,0 = mSn \2,uU-o 4~ Х5 П !2,г»Уо 4~ XmSn j 4~

4-m5n j2,i3 (7]з,о +' Х5 п 12,2з (7гз,о 4- Xm5n li2 ,33 озз,о;
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Su, и —1, 5ц,1, sц,w —ц, 5 Iыэ ~ 5п,2з —O, sц,зз (iv;

5/ м ,„ =О, 5/

)1, г, =ц, S' u, w =—|iVN X2 + (.1 т2
,

5/

)ыз =(2 — (i) V, 5 х )),2з = ,4v ,
s'ц,зз =О;

5", ьн = -(2 - 3(i) vW- 272 + m 2,

s"n,w = —(1 (1 2\x)V2 N —(1 -j- (i) A,2 -j- 1 (i^2 (i,

S"\\,w = jLi2v2 j¥ (Lil 2
, 5"n,i3 = —(2 [i)v,

5//

ц,2з (iv, 5 /x x 1,3,3 = (5 /x
lbt,-|-’ (i)v;

5/"n,« = -5//

i,, a -2m2
, S"'n ,v = —2(im2

,

S'"и,„= (i (l—2(i) v 3 N 2 4- (3-3(i-
-— (i2 ) \2NX2 (li (2 3ji) v2Nm 2 -j- 274

(2+'ji)72m2 + (.im4
, (24)

S"'n,4 =-(4 - 7(i +‘ 2(i2 ) v«W-(3 (i) vÄ 2 +(2 - (i) vm2 ,

5'", 1,23 = 5"„,33, 5"'i,,33 = -5-11,33 -2(ivm2 ;

S""A hv =(4 11 Ц +' 8(i 2 ) vW2 +(7 10(i)v2NX2

—(4 6(i) v2Ntn2 -j- 1 3X 4 AX 2tn2 -j- m 4,
S""u,v —(i(1 2(.i) 2 v 4 N 2 -j- (3 2(i —4(i 2 ) v 2 jVA,2

2(i (1 2(i) v2Nm2 + (2 + (i) V

2(1 + (i) X2m2 -f- (im4
,

S""u ,w =—ix (1 2(i) v4A/2 —(3 4(i + 2(i2 ) vW +

+ 6jivjVm 2 —(2 (i) ?i 4 + 6X2m2 s(im4
,

5/,,/

Iыз = -25w n,3-4 (2-(i) v m 2, S"" um = 25" х ц, 3з,

5////

ц,зз = vS""u , v ;



$22,и*s22,и ~ ,Н, $22,V ~ $22,V =l, 522,13 = 522 ,23 =O, 522,33 Ц\';

S' 22iU. ~— Ц, S'22,v —O, S'2 2,w
“ [IV N—II Я2 -j- П1 2 1,

5'22,13 = 5'2.2,23 (2 — [l)v, 5'22,33 =(1 2ц) v;

S"2 2,u =—Ц (1 2(1 ) v 2 N—цЯ2 + (1 -j- |ii) m 2 -f 3|ii,

S"22 ,v =— (2 3(x)VW —Я2+2m2 + 1,

S'W,. =-(1 -Зц + ц 2 ) vW + цЯ 2 +3,

S"вЯ,IЭ = “( l+fx)v, 5-22,23 =—(7 5цК
5//

22,33 v5/ —3;
- (1 +|l V) V 2 /V + (1 +2ц) Я2 6 (1 +' ц) m 2

S'"22,v = (7 12ц+'4ц2 ) v2 7V +(4 2ц) Я2 10m2
,

5 ///

22,щг -ц(1 2(0,) v3iV2 -(- ц(2 Зц) v2NX2 (24)

—(3 3|li ц 2 ) v 2Nm 2 (,iX 4 —(2 -j- ц) Я2т2 -f- 2m4 ,

5///

22,13 V (5"2 2,гг 3fx) ,

sr/5r// 22,23 =—(4 7(1 + 2ц2 ) v 3yV -(2— ц) vЯ2 +(3— ц) vm2 ,

5 //г
22,зз —(1 Зц) (1 2ц) vW -f- ЗцуЯ2 —(3 + 9|ii) vm2;

S" //

22,u = ц (1 2|Л) 2 V4 yv 2 +2ц (1 2ц) V 2 NX2

—(3— 2ц 4ц2 ) v2Nm2 + цЯ 4 —2(l + ц) Я2т2 +

+ (2+ ц) т4
,

S"" 22 ,v =(4—ll ц + 8ц2 ) v 4 jV2 +(4 6ц) vW
—(7 10ц)v2Nm 2 +Я4 4Я 2т2 +3т4 ,

S""22, w =(l 6ц + 10ц2 4ц3 )v 4/V2

—(1 -f- 4ц 6ц2 ) v2NX2 -f- (12 -f- 6ц) vNm2

—(1 + 2ц)Я4 + (12 + 6ц)Я2т2 15т4
,

14
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S№"a2,u = (3 V)vW.+ 2(1 + |x)vA 2

(12 + 6[i) vm2
,

£""22,23 = (27 50(.i + 20+) v3 iV + (14 10+vA2

(32 14jii) vm2
,

5//// л , C////
.22,33 ~Vo 22, и j

£'зЗ',и = |X, £'зЗ,т/ —1 , £'33,® —— Л/ —}— 1,

5/

зэ, 1з = £'зз,2з —l, s'зэ,зз —(1 —2ц) v;

£"зэ,и =vN+А2 т2
- Зц, £"зз,г, = £"зз, и — 2 + 3|х,

5"зз, w =N— 3, £"зз,lз Щ(2—ц) V, £"33 ,23 =(6 sц) v,

£"зз,зз =— (1 2ц) \ 2N + (iv (А2 m2) +3(1 2ц) v;

B"'ы,и =—(2— jx 2 ц 2 ) v —(2 + |х) X2 +3(2 + +т2 ,

S'"33hv S"'2 2,v 2m2
, (24)

=(l 2ц) v 2W2 —(1 ++vW(X 2 m 2) (X2 m 2 ) 2 ,

£"'33, 13 = £"'33,23 —(3— 2+ v2N +(2— +v (A 2 tn2 ),

£"'33,33 =(2 Зц) (1 2ц) v3A/ T — (A 2 3tn2 );

S""a9.a=S""u, v = —(3— 4+ v 3N2

—(5 6ц) v2N (A 2 tn2 ) —2 (A 2 tn2 ) 2 ,

£""аз,w =—(2 4ц) v 2N2 +(1 + + vjV (2A2 6m 2 ) +

+2A4 12A2m2 + 10m4
,

£'"+,l3 =—(9 1 4ц + 4ц2 ) vW —(6 - 2ц) vA 2 +

+ (18 6ц) vm2
,

S"" зэ,2з - (25 46ц + 20+) v3/V (14 10ц) vA2 +

+ (26 14 ц) vm2
,
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5""зэ ,зз =(1 2ц) VA/2 —(1 +2ц 4ц2 ) v 3 /V (X2 m 2)

—(1 тц) V {X 2 т 2 ) 2 ;

5',з.« =-N-X2 + Va (1 -ц)m 2, 5' 13). =-V2 (1 + ц),

s']з,и> ~— Ц, 5' 13,i3 =— 1, s' isi, 23 —O, 5'i3,33 = ц-v;

S"i3.«=N+ Л2
-

3/2 (1 -ц) т2
,

S" 13,v =■V2 (1 - ц),

5" 13.- = s"зз, в + 4ц.
S"i 3,i3 =

-2viV -(2- ц) vA, 2 +m2+ 2,

5"i3,23 = V, 5-13,33 = ц/v;

S"'i3.« - 2vN2 +(4— 6ц + ц 2 ) v2NX2 2Nm2 + 214
-

—Ч2(S ц) X2m2 +V2 (1 —ц) m 4,

S"', 3rt, =(2- 2ц - ц> 2А/ + 1/2 (3 +ц) (X2
- m 2),

=— (1 —2ц + 2ц2 ) v 2N —(l ц) (^ 2 3m2),' (2Ф)

S'" i3,i3 = 25//

i3,i3 - 4m2 , S"' 13,23 —(4 2ц) v,

5-3 з,зэ =(1 - 2ц2 ) vW +(1 +ц) v (X2
- m 2); .

S'" is, H
= 4vA/2 —(8 12ц+ 2ц2 ) v 2N2X2 +

+ 12Nm2 4^4 +3(5 ц) X2m2 —s(l ц) m\
S"" is,. =-(5- 8ц + 2ц2 ) v2N -(3-ц)X2+ (9 + ц) m 2,

Srrrr C////

13,w 0 33, и j

5""i3,i3 = 4v2N +(7 12ц + 4ц2 ) vm2 4vNm2 +

-)- (3 —ц) vA 4 —(4 2v) \X2m2 -f- m 4,

5—13,23 -(3 - 4ц) v=W + 2v {X2
- m 2),

S"" 13 ,33 = 25/-Iз,зз + 6vm 2;
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S'гг,и —Ч2 (1 '~Ь ц), S'2 3, v N '/2(1 —ц)2 ~h m 2,

S'23,w —l, З'гздз =O, 5'2з,2з ~ —2, s'2з,зз = |iv;

5"2 з,« =- V 2 (3:+ 5(li) , S"28* = N+42(1 -ц)X2- 3m 2,

S'r23,w = vA/ X2 -)- tn 2 —4, 5^23, is —v,

5 //

2з, 2 з = 2vN - X2 -j- (2 M-) vm2 -}- 6,

5"2 з>зз (1 5(ll) v;

5-23,«
=

- 5- 13л ,

= 2\N2 + 2NX2 -(4-6ц +

+ 112) v2Nm 2 -j- ‘/2 (1 —ц)Я4—Vs (5 ц) X 2m 2 + 2m4

s"'23jW = —(1 6n,+ 4(.i2 ) v 2 JV +2 (1 +ц)X2 Am2
,

5-23,13 = 6v, 5-23,23 - 6vN + 3X 2
- (15 - 9ц) vm2

,

5-23,33 = 5-Iз,зз; (24)

5-W = (11 —Bц 1 Оц2 ) v2N +(9 + sn) X 2 (15 + 7ц) m 2,

S""2 3,v =— 4 v/V2 —4W +(24 36(i + 6ц 2 ) vWm2

—(1 ц)А4 + (15 Зм-) X 2m 2 20m4
,

S//// С//// лл
C//// C////23,гс; 33,И, O 23,13 13,23,

5-'23,23 = 4v 2jV2 + 4vNX2 —(7 12ц+ 4ц2 ) v2Nm 2 +X*
- (4 2ц)^2т2 -(- (3 ц^т4 ,

5-/

2з,зз =(1 + 12ц 20ц2 ) vW -j- (4 -|- ЮцЫ2

(8 -f- 14ц^т2;

5 12 ,ц = 5[2,1, = 5^2,и =
— V'2 5^12,w 1 /-2 ( 1 Ц) ,

5j2,w 5i2,i3 —5 12,2з = 5 12,зз 5' 12 ,зэ = 0,

5' 12,1з = — 1;
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S"i2. B =tf +V2 (3 (.1) X2
- 1/2(1 - ц) rn* -1+ ц,

S"i2,v ——N— V 2 (1 f.i) -f- Vs (3 —ц) m 2, 5/7
i2,w f-i,

5"i2,i3 3, 5'62,23 =— 1, S" 12,33 =v;

S'" l2 ,u = -№-(5-,i.)l2 + 3(l- ц) m 2, S"' 12,* =
- 3m2 ,

(ц —1)^ и/
эз,l3, S'"i2,i3 -- 9),

•^ //,

12j23 = 57/ 2 з,23 3, S //7
i2,33 —2( 1 -j- ц) VJ

S"" l2 ,u = 2viV2 —(5 B|_i + 2ц2 ) v2AÜ 2 + 2Nm2 (24)

■ —V2 (5 —ц)X4+(3 ц) X2m2 —V2(I ц) m 4,

S""i2,v = 2vN2 -f 2W—(5 8,11 -f 2ц 2 ) v2A/m2 +

+ V2 (l ц)# —(3 ix)X 2m2 + 1/2(5 ц)т4
,

S'-"*® =(7—l Оц + 4ц2 ) v2N +(6 2ц) A,2(10 —6ц) m 2,

S"" 12, is = i.2vW (12 6ц)тЯ2 + 10m2 ,

5//'/

i2, 23 = 4vtV + 2^2 (12 6ц) vm2
,

‘5 ////

i2)33 ~—(3 - 4ц) y3N —2v {X2 tn2 ).

Из (24) следуют некоторые важные свойства рядов на-
пряжений типа (15);
(а) В первых двух членах {п = 0; 1) некоторые слагае-

мые равны нулю, начиная с третьих членов {п = 2)
все слагаемые отличны от нуля.

( б ) CTJJ+ 1
, с 1&02< iPk + l ) G"iõ,o’

(25)
р 2 X2 т2

,
ij = 1,2,3; k=2,4, . . .

(в) Ряды сходятся [B] к истинному решению начиная с
третьего члена (п = 2), если выполняется условие:

а2 (Р 2 +1) < max К. (26)
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Величина К зависит от коэффициента Пуассона р и от
рассматриваемого напряженного состояния. Поэтому труд-
но определить ее точное максимальное значение, но не-
видимому во многих задачах max К ~ 0,1 1 (см. п. 4).

В 'следующем пункте излагается метод (способ «А»)
построения основных уравнений теории оболочек, в кото-
ром учитывается одинаковое нечетное число (1, 3,5) чле-
нов в рядах всех напряжений. Предположим, что эти
ряды сходятся, т. е. предположим, что условие (26) вы-
полнено. Из (а) следует, что могут иметь место такие
(моментные) напряженные состояния, при которых

a ij\o a ij,o > aij,o

и следовательно первые члены (соотношения безмомент-
ной теории) не характеризуют напряженного состояния
оболочек. Однако с учетом трех членов всегда достигается
приближенное решение. Верхние пределы асимптотиче-
ской погрешности такого решения являются 'следующими:
для краевых напряжений б* < р 2а2 -J- а

, для характери-
стического уравнения бо < ip2 -j- 1 )а2

. По-видимому могут
иметь место такие задачи, при которых условие (26) вы-
полнено, но точность порядка О*, О0 недостаточна. В таких
задачах целесообразно учесть 5 членов в рядах напряже-
ний. Верхние пределы асимптотической погрешности такой
«уточненной теории» являются следующими: для краевых
напряжений #** < р 4а4 а, для характеристического
уравнения f>i < р 4а4 а2 . Вопрос об асимптотической по-
грешности характеристического уравнения рассматри-
вается более подробно в п. 4, где доказывается, что при

X2
, т2 вышеуказанные пределы асимптотической

погрешности совпадают с действительными оценками, а
при N > X2

, т 2 несколько преувеличены.

3. СИСТЕМЫ ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИИ

Следующий этап построения уточненной теории заклю-
чается в составлении системы из шести уравнений отно-
сительно иO , üo, wo, öi3i,0,ö23,0, азе,о. Такую систему урав-
нений можно составить различными способами. Ниже из-
лагаются два из этих способов, сохраняя члены с множи-
телями а2 = ö 2/\2R2 o и а4

, и отбрасывая члены с более
маленьки м и множителям и.
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Способ «А». Пусть уравнения равновесия (11) условно
написаны в форме h =O, (г = 1,2, 3). Составим следу-
ющие уравнения:

о Ь
.W

/ V,dt, =O, / ahI, 2,3).
J 6 J 6
~Wo ~Wo

которые можем рассматривать как уравнения равновесия
«макроскопического» элемента оболочки. Подставляя на-
пряжения и перемещения в виде ряда Тэйлора, получим
уравнения:

1) 7сГц,о — №О\2,O Nüq Vs# 2 [М2 оЗьо Т~ оПьо) -ф

т №о"\2,о 4~ N {2и'о -j- и"о)] 3 Ло #4 [Л,(4а///

ц,о

ö""u,o) 4~ та""мл + N {4и'"0 -f- и""о)] ql}

2) №-<322,0 023,0 A t’0 - V 2 #2 [A (20''i2,0 4~
~\~в"\2,о) —№o" 22,0 г\~ б"23,0 4г А(2о'о v"q)]

3/40 #4 [A. (4o'/ 'i2,o 4“ 0//7/ 12,о) то' "22,0 4“ в""23,0 4~
■4-А (4# ,,,о 4- v""0 ) ] - <7„, (27)

3) Iз,о №G23,0 4- О22,о Nwq —V2 #2 [7 (2о4з,о 4~
4- О'4з,о) 4- №Ofr

2 3,0 4“ A {^W'o 4“ W"o)]
3До #4 [7 (4а//4з,о 4- ow/i3,0) 4“ №а""23,0 4~

4- А/(4ш% 4-^,"о)] = <7Ш ,

4) О]3,o 4“ #2 [— МОц,о 4- о'ц,о) — №o' 12,0 4“ о4з,o 4“
4- V 2 о /7 Iз,о А (и0 4- #4) ]“г 3Ао #4 [ — 4-
'+ 4a/// ii,o) 4та Л// 12,о 4“ 4а //4з,о 4~ в""i з,о

N (1 2 и"0 4- 4w/// o)] = qlv ,
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5) (723,0 Я2 [ (o' 12,0 G'\2,o) ~Ь 1/2 в"23,0

N {vq -)- v'q) ] -f- 3 Ло я4 [— M120r"i2,0 + 4a/// i2,0) +

-)-4ma///

22,0 ö""23,0 N(\2v"o -j- 4u //,

0 )]
= (7v>

6) (Тзз,о+ а2 [ ((713,0 0'13,0) — fn0'23,0 ~f~ o'313,0 ~Ь (27)

+V2 (7"зз,о + (7r
22,0 N [Wq-\- W'q) \ -j~

+ 3/40 я4 [—Ä,(l2a"i3,o 4“ 4a7// i3,0) —4шсг///

2з,о ~{~ 4а /// зз,о H~
-j- + 4a///

22,0 7/ (1 2w"q -|- 4w'"0 )] qvly

где при j = I, 11, III:
— R

Qj— Ч2 (cr/3,1 4" 0/3,2) + y- (<7/3,i cr/3,2),
{i= 1,2, 3,);

и при j = IV, V, VI:

Яj~ V 2 ((7 /3,1 + (7/3, 2) +yy (сГ/3,1 СГ/3,2) ,

(/=1,2,3). (28a^

Способ «Б». Составим 3 пары уравнений, выражающих
на поверхностях «1» и «2» условия равенства напряжений
(7j3, 02Э, (7зз соответствующим поверхностным нагрузкам.
Сложением и вычитанием уравнений каждой пары прида-
дим правым частям этих уравнений форму уравнений (27).
В результате получим следующие 6 уравнений:
1)> 2), 3);

<Ч'3,O (7 /3,0 О-2 ( 3/2(7 /,

/3,0 1/г(7 ////3,о) “Ь
+ ö4 ( 3/8(7""/3 ,o -j- 3Uog""'iz,o) = q jt (/■ =1,2, 3;
/ = I. П, HI);

4), 5), 6); (29)

<7/3,0 Я2 “b 3 /2<7// i3,0) “h
+ aA {3/aö"'i3,o + 3/s(7' /// /3,0) Qj, (/ —l, 2,3;

IV, V, VI).
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На основе (19), (20), (21), (22), (23), (24) можем
выразить в уравнениях (27), (29) все компоненты напря-
жений и перемещений как функции от иO ,

vO, w0 и ai 3, o,

сТ(2з,о, Озз,о, т. е. получить систему уравнений для опреде-
ления этих величин.

Эквивалентность способов «А» и «Б». Правые части
уравнений (27) и (29) являются одинаковыми. Остается
доказать эквивалентность левых частей. Для этого соста-
вим дополнительные соотношения (30). Полагая в уравне-
ниях (11), что £= 1, получим соотношения индексом
п— 0. Дифференцируя уравнения (11) и полагая затем,
что £ = 1, получим 'соотношения индексом п 1 и т. д.
(а) honи,о-\- mhn {ои,о) hn {в\г,о) Н- сгп+l lз,() Д

-\-Nип о 0,
(б) ; А,а п l2,о tnh n (022,0) ~Ь 2/гл (023,0) <зп+1 2г,о Nvn o =O,
(в) : Ä,a n i3,.0 -j- mhn{a22no) Н- оп+lзз,о Д/г(стзз,о) (30)

hn (О22,о) ~\~ Nwuq —O,

где п = 0,1, 2,3, 4 и
при п = 0 : /го (а//,о) = ог у, 0 ; (31)
при п> \:hn (сг//,о) = nhn —i (а,у,о) + ап ,у)0 .

При помощи пяти соотношений (а) системы (30) можно
привести уравнения 1) и 4) системы (29) к виду соответ-
ствующих уравнений системы (27). Аналогично соотноше-
ния (б) и (в) позволяют доказать эквивалентность урав-
нений 2), 5) и 3), 6) системы (29) к соответствующим
уравнениям системы (27).

В таблице 1 приводится первичная система шести урав-
нений, в которой коэффициенты имеют значения (32).
Для проверки эти коэффициенты были найдены обоими
способами. В них сохранены безмоментные члены, все
члены с множителем а2 и старшие производные с множи-
телем а4 .

Замечание: По техническим соображениям типографии здесь
и далее численные дробные множители напечатаны с наклонной чер.
той, причем алгебраическое выражение, следующее дроби, считается
умноженным на дробь. Например:
3 /г [im 2 = \хт 2

, V2 (l + |i) ■= ит. д.
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Таблица
1

Левая
с
т
о
р
о
н
а

Правая

1

Uo

Ü0

ИУо

o'
13,0

j

023?0

Озз»о

сторона

1

2

3
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B n =—N \2 +Va (1 ix) m 2 +a2 [v/V 2 +V2 (4 6(i +

+ (i2 ) v2NX2 Nm 2 -|- X4 —V4(S (i) X2m2 +

+4a(1 - m 4 +V2 (1 - (i) m2] + з/40 а4 [_ 4vW _

(11 30jlx + 24(я 2 4|ix3 )v4iW -J- 6vN2m2

(10 14(i + (i 2 ) v2iV?i4 + (13 20(i + 4(i2 ) v2N№m' 2

—3Wm4 ЗЯ 6 4- V 2 (13 (i) X4m2 —(4 (.1) X2m4 +

+l/2 (1

512 =- Ve (1 ++ + «2 1V2(2 - 2(1 - (i2 ) vW +

H- '/4(3 4- l-O +2 — m 2) + 3 /40 я4 [ — (5 12(i +

4- 6+ + 2(13 ) vW2 —(7 8(1 —2(i2 ) v2 iV +2 m 2)

1/2 (5 4- (i) {X2 tn2 )2 \,
(32)

513 =~fi + a 2 [V 2(2-|i —2(i2 )v2iV +V2(2 + |i+2
-

—3/2|im 2] 4- 3/40 а4 [— (9 - 20(i 4- 8|i2 + 4(i 3 ) vW2

(15— 16(i —4(i 2 )vW— (s—l2(i 4- 12(i2 )v2iVm2

(6+ fi)X 4 —(4 6|i+2m2 + (10 s(i)m4 ],

5 14 -a2[— vN y2 (2 \i)vk2 3/2 m2 ] + 3/40 a 4 [8v2 iV2 +

+ (14 24(i 4- 8(i2 ) v 3.2 + 16v/Vm2 +(6 2(i) va4 +

-j- (16 8(i) vX2m2 10m4 ],

+5 = 7a ?|f)v.±. 3/4 0..a4 .[—(2 - bL±.Mlv^.±
+ 4(ivA2 + (12 4(i) vm2 ],
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вl6 = (iv +а2 [V2 (1 2(Li 2 ) V3iv +

+ V‘2 (1 ++ v (X 2 —tn2 ) ] -j- 3/4 0 Я4 [ — (3 6,11 +

+ 4 ji3 ) v5 jV2 —(5 4(i 4ji2 ) v3iV (А2 m 2)

(2 + n)v(l2 -m2 ) 2];

Д2l = Дl2 + V4 a2 (3 + 9(i),

Д22 =—W—l /2 (1 (i) A 2 +m 2 +a2 [vW 2 +NV
—Ч2 (4 6(1 + (i 2 ) v2Nm2 - 3/2 N+ V 4 (1 - |a) A 4 - .

—V4(S (i) A 2m2 3/4 (1 —+A2+ m 4 + 2m2 ] +

+ 3/40 a 4 [— 4v 2/V3 6vA/2A2 + (1 1 30|i + 24ji 2

4 j.13 ) v4 iV2m2 3MA4 + (13 20(i + 4+) vWm2 _

(10— 14(i + (i2 )vWm4 1/2 (1 ji)A6 +
(32)

+(4 (i) A 4m2 —V2 (13 —+A2m4 + 3m6],

Д 2з= 1+ Qa [— Ч2 (4 - 9(i + 4(i2 ) vW —yg (1 2(i.) A 2
l /2m2 + 7/2 ] + 3/40 a A [{ 11 38|i +44 (i2 16+)v4Af2+

+(5 20|i+l 6(i2 ) vW +(15 8(i 8+) v2Nm2

—(1 + 4(i) A 4 +(18 + 4|i) A 2m2 17m4 ],

Д24 = 3/г a2v + 3/4o ö4 [ (12 16+ v3 jV + 8vA2 —20 vm2 ],

B2 5 =—l + я2 [ — V 2 (9 —6+ vm2 —3] + 3/40 ö4 [4vW2 +

+ 4v№ + (40 72(i + 28+) vWm2 +A4 +

+ (22 14+vA2m2 (35 15+vm4],

82 6 В i6 —V2 &2 (4 —ll (i) v;
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B 9 i =\i+ a* [y2j 1 2|i+2|* a )vW + »/a (1 - \i) A 2 +

+ 3/a (1 + |i) m 2 + 3 /2 |i] + 3Ao Q 4 [— (6 15|X +

+l2 jLt2 4ji 3 )v4A^ 2 (10 4p)vjVA2(20 —18 p—-
— 12p,2 ) v2Nm 2 —(4 —p,) A 4 (16 -f~ 6ji) A 2m2 -j-

-+ (20-f s|i)m*],

Вж = 823B23 +a2 (3m2 —3) + 3 Ло а4 [— бОуУУт2

40X 2m2 -j- 40m 4],

B 9 3 =-W+ 1 + a 2 [V2 (I 2p) v2Af2

—Va (1 “h M-)(^2 m 2) —V2(2 6p -(- 3p2 ) v2A/

—V2 (Я2 m 2 ) 2 + pl 2 + 2m2 + 3/2 ] -f
+ 3/4o a 4 [- (1 - 4|ii + 4p2 ) vW +(4- 2p - (32)

4p2 )v 3N 2 (A2 m2 )-)- (6 —6p p 2)v2N {X2 m 2 ) 2 -f-
-+ 2 (A2 —m2 ) 3],

BM =-1 + a 2 [Va (3 - 2p) v2N +V2(2- p) v (A2
- m 2) -

T7T- /?. .(. .1 H 1 ). _т]гГ. -3 /±9 .£г.4. .[.ТГТ. .(T. .777. А f1: 2 ). .У.4.^2..777

(9 — 14р+ 4р2 ) v 3iV (А,2 т2) —(3— р) v (А2 т2 ) 2 ],

Вss В34 6а2
,

Вж —pv+а 2 [— V 2 (1 2р) v37V -)- 3pvm2

-Ч2 +

—(2 + 4р) v2NX2 —(4+ 14р. 28р2 ) v 3 /Vm2

—(2 -)- jit) vA4 —(8 -f- 14p)vA2m2 +(10+ 15p)vm4 ];
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В 4i = 3/4 а2 [2N + 2А2 +(1 j_i)m2] 4 3/s а4 [4vjV 2 -f
4- (8 12[i + 2[i2 ) vm2 + 4iVm2 + 4A 4 +

4_(5 |i)^2m2 3(1 j-i)m4 ],

-
-

3/4 й2 (1 + 3(Л) + 3/8 О4 I(3 6(,l 2) v2N -{-

. + (3 4~3(i)A,2 -|- (3 (i)m2 ],

843,B 43, 3 /2 a 2 [vA/ -|~ A,2 —m2 (i] 4“ 3 /s я4 [— (3 4(i) v3 iV2

—(5 6fx) v 2Af (X 2 m 2) 2 (A,2 m 2) 2],

ö44 = 1 + 3/2 a2 {_2vW —(2 |i)vA2 + m2 ] +

4 3/8 a 4 [4v 2 A^2 -j- (7 12j.i 4 4(i 2 ) v3jVA2 4v/Vm2 4
+(3 (li) vX 4 —(4 2jn) vA- 2m2 4 m4 ] -

645 = 3/2 ö2v 4- 3 /s a 4 [(3 4(A) vW 4- 2v (A,2 m 2) ],

(32)
fi 46 = 3/2 4 (iv 4 3/8 a 4 [(2 41.1 2 ) v3 iV ■j ■

4(242(i)v42 4m2 )];

= В 42 —V2 Q 4 (9 4 3(i) m 2,

■ÖS2 = 3/4 а2 [2А/ 4(1 (i) A.2 4~ 2m2] 4- 3/8 aA [4vAf2'4
4~ 4jVA2 (8 12(,i -}- 2(i2 )v2jVm2 4~ (1 (i)A4 +

+(5 — (x)Ä2m2 '— 12m4],

= -643 3/2 &2 (2 4 (4, = 845,B 45 ,

£55 = 14- 3/2 а2 [— 2vA/X2 4- (2 (i) vm2 4- 2] 4
4 3/8 a 4 [4vW2 4 AvNV —(7 12(i 4 4(i2 ) vWm2 4
4 A 4 —(4 2(i)yA?m 2 +(3 (i) vm4 ],
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856B56 = 3/2 ö2 (1- 3[ i) v + 3/8 а4 [--3(1 - 2ц) W + 6jivA2

(4 + 10ц)vm2 ];

— -643, = Ч~ 3/г Я2|l,

= 3/2 а2 {N + 1) + 3/e а4 [(2 4ц) vW2

—(2 -{- 2fi) VjV(a2 -j- m2 ) — 2A 4 4A2m2 -J- 6m4],

£64 = 3/2 а2р + 3/8 a 4 [(3—6ц -f 4ц2 ) vW + 2A2 +

+ (10 2ц) vm2], (32)

865B 65 = 3/2 a 2 (4 Зц) v + 3/8 a 4 [— (13 26ц + 1 2ц2 ) vW -

6Я 2 ±(lB 10ц) vm2],

566 =1 + 3/2 а2 [— (1 - 2ц) v2N +цv (X 2 т2 )+

+(1 2ц) v] 4- 3/B а4 [(1 2ц)Ч'4 Л/2

—(1 ~f- 2ц 4ц2 ) v3N (X 2 т2 ) —(1 -j- ц) v (А 2 т2 ) 2].

Проводя вычисление коэффициентов В с вышеуказанной
точность по способу «А», приходится сохранить в формулах
для Gnij (i = 1,2,3; /=1,2, 3) все члены при пШ 0, 1,2 и
старшие производные при п —3, 4; т. е. достаточно распо-
лагать формулами (24). Способом «Б» достигается такая
же точность, если учесть в формулах для ап гз (/ = 1,2,3)
все члены при п = 0, 1,2, 3 и старшие производные при
п —4, 5. Напомним, что для определения величии a"'"i3,o.
в""'2г,о, о'""эз,о необходимо предварительно вывести фор-
мулы для и"""о, и"""о, w"""0 . Это обстоятельство несколь-
ко усложняет применение способа «Б» по сравнению со
способом «А».

Преобразование первичной системы уравнений. Далее
преобразуем первичную систему шести уравнений (табли-
ца 1) в новую форму (таблица 2), более удобную для
практических вычислений. Для этого во-первых решим
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уравнения 4., 5., 6. таблицы 1 относительно оis,o, 023,0,
03t3,0- В результате получим уравнения 4., 5., 6. таблицы 2.
Затем исключим при помощи этих уравнений 013,0, 02э,о,
стзз, o из первых трех уравнений тиблацы 1. Получим урав-
нения 1., 2., 3. таблицы 2, представляющие собою систему
трех уравнений относительно иO , иO ,

Коэффициенты таблицы; 2 являются следующими:

b n =—N— Х2 + V2 (l \i)m2 -f- a 2 [vN2 +

+Vs (4 —Зр + p 2)v2NX2 Nm2 + V 2 (2 +p) vA 4

—V4(S +p 2) vX2m2 -f J/4 (1 —p)m4 3 p 2vA2 +

+V2 (1 —p) m2 ] + 3/40 a 4 [— 4v2iV3 (2l —45 p

-f- 44p2 4 v AN2X2 + 6vN2m2 (3O —29 pp 2
p3) v3A+4 + (33 —3B p 54p2

- 4p3 ) v3NX2m2

3(Vm4 —(l3+4p+ 13р2+2 Я6 + Vs (53+ 13p+

+55p2 p3) \2№m2 (l4 +p + 16p2 p3) v 2A 2m4 +

+Vs (1 —p) m6 ], (33)

bi 2 =-Vs(l+ P> +a 2 [Vs (2 +p -p 2) v2N +

+V4(3+ 4p p2) v {X2 m2) —Vsp] +

+ 3Ao a 4 J—(15 —27 p 26p2 + 2p3 ) v4A/ 2

(27 —2O p 36p2 + 2p3 ) v3jV(A,2 m2)

—Vs (25+ lip —j— 23p2 + p 3)v2 (A,2 m 2) 2],

bn =-p +a 2 [Vs (2 —4p +p 2) \2N +V2(2 + p)X2
-

3 pm 2 - 3/2 pv] + 3/40 a 4 [(2l —5O p 52p2

24p3 ) v4iV2 + (35 —s9p + 8p2 l4p3 ) v 3NX2 +

30



+(5 + 87|i 1 04|Lt2 + 42jLt 3 ) v2Nm2 + (14 — 29ц,

—14 jj 2 (i 3 ) v+4 + (16 + 54(i 1 6|ll2 + 6(i3 ) v 2X2m2

(30 + 25(j, 30|lx2 + s+) v 2m4 ],

b\ iv =a 2 [vN + i/2 (2 3(i 2+) v+2 + 3/2 m2] +

+ 3/40 a 4 [32v2 iV2 + (66 167(i + 68+ + 48+) vWA 2 +

+ 24v/Vm2 + (34 32(i 32+) v 2 X4 +

+ (34 + 4(i +72+) \2X2m2 20m4 ],

äi v=—V2 а2 (1 + 9(i —7(7(i 2 ) v 2 + 3/40 a 4 [ (42 295(i +

+ 476(i 2 208(i 3 ) vW + (50 64(i + 104+)v 2X2

(2 76(1 + 84(12 )v 2m2],

vi (iv +a2 [— V 2 (1 3(1 + 4(i2 ) v3jV
(33)

—Va (1 +V)v2 +2
- m 2) - 3/2 (i (1 - 2(i) v2 ] +

+ 3/io a 4 [— (7 39(i + 80,li 2 64+) v svV 2

—(5—26|i + 40ji2 —64(i 3 ) v4iV (X2 m 2) +

+ (2+l2(i+ 16+)v3 +2 —m2 ) 2];

+1 = b y2 + 3/2 a 2 (i 2v,

+2 =—W V 2 (1 (i) X2 +m2 +a2 [\N2 + NX 2

Ч2 (4 3(i + (i 2 )v2Nm2 3A7 +Vi (1 (i)A 4

—Vi(5 + (I 2 ) vX 2m2 3/2 (1 (i) A, 2 +V2(2 + (i) vm4 +

+V2 ™ 2] + 3/io a 4 [— 4v2/V3 6vN2X 2 + (21— 45(i +

+ 44(i2 —4(i3 ) vW2m2 ЗЛ+4 + (33 38(i + 54(i2

—4(i3 ) vm2m2 (30 29(i + 45+ —+) v=Wm4
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»/2 (1 ц+ 6 + (14 + ц + 16ц2 —ц3 )у+4т2

—V2 (53+ 13ц + 55м. 2 ц 3 )у+2т4 + (13+4ц +

+ 13ц2 )у2т6],

Ö23 =1 + cl2 [— у2 (7 15ц + 7ц 2 ) y2 iV —(2 ц) I2 +

+m2 + »/2 (1 + 2ц) V] +3/4 о а4 1-(44 - 77ц + 36ц2
-

4ц3 )vW- (70 120ц+ 14ц2 + 6ц3 ) у3А/л 2 +

+ (30— 148ц + 110ц2 22ц3) vWm2 (21 48ц
—; 7ц2 + 4ц3 )у274 —(2+92ц 30ц 2 4ц3 ) v 2\ 2m2 +

+ (23 + 44ц —37ц2 ) у2т4],

iv = 3/2 а2 ц2у2 + з/40 а4 l (57 118ц 4ц2 +
(33)

+ 80ц 3 ) уW (28 28ц 40ц 2 ) у+2 (20 + 40ц +

+6Oц 2 ) у2т2],

bi у= 1 + a2[3vN + 3/2Х2 +V2(3+ 6ц 6ц 2 )у2т2] +

+ 3/40а4[96у2А/ 2 + 96уЛа2 (105 462ц + 620ц2

248ц3 ) v4Nm 2 + 24ХА (72 116ц + 124ц2 ) у+2т2

80цут4 ],

vi —— 6ivi+ l/2^2 (l —2ц) у;

Ь ъх =ц + а2[~ Уг (2 —ц + ц 2 )v2N -у2(2+ 2ц -

ц 2 ) уЯ2 + 3/2 цу (т2 + 1)] + 3/4ра4[—(6 —2Oц +

+ 22ц 2 24ц 3 ) vAN2 (30 99ц + 38ц 2

14ц3 )у3А+2 —(l5+ 12ц 44ц 2 + 62ц 3 ) у3Nm2
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(24 —69(Lt -p 16(i2 |u 3 ) v 2A, 4 —■ (6 + 74(ll 36jll2 -p

+ 16|i3) v 2X 2m2 -f- (30 -f- s|л 20^i2 -j- 15|i3 ) v 2m4 ],

b 32 =1 + ci2[— Vs(7 12ц +7ц 2)vW —Vs(4 ц 2 ) vA2 +

~Р Vs (2 -f- (-0 v/77 2 -j- Vs] ~p 3Ao q 4 [(11 33(i -p 1 34(,t2 -f-
--p 4(i3 ) v 4./V 2 (20 45(i 46(i 2 -p 26^1 3 ) v 3A/A,2

- (25 42|i + 40(i 2 + 22|i 3)v3iVm2 -(21 —28|i —

— 37(i2 + 14 fi 3 )v2A4 (12 8(i-f 70(i 2

14(i 3 ) v 2A2m2 -p (33 66}i ~V 1 23(li 2 60(i3 ) v 2m 4],

Ö33 =l_ yv + a2[Vs ( 1 2(i) vW2 +Vs(2 - |i) vN(X 2
-

m 2) —Vs(2 9(i+ 6(i2)v2Af + (A 2 m 2 ) 2

(33)
VsfiA 2 —m2 + 3/2v] + 3/40a4[— (1 —4,1 + 4 (i2 ) v4iV3 +

+ (19 22(i 4 ji2 ) v3 iV2 (A 2 m 2) + (51 36(i

(i2 ) v2 JV (A,2 m 2 ) 2 + (32 12(i) v (A2 m 2) 3 ],

=l -p a2 [V2 (3 4|i) v -p (2 (i) v (A,2 m 2) -f-
-+Vs(l -p 2ji2 ) v2 ] -p 3/40 a 4 [(47 112(i+'64(i2 )v4 iV2 |

+ (114— 184(i -P 64(i 2 ) v3A/ (A,2 m 2) + (68 —64(i +

-p 16(i2 ) v 2 (X2 m 2) 2],

#3V = ~r 3a2 (1 -j- (i) v,

= |iv -p a 2 [Vs (1 s(i ~P 6ji 2 ) v 3N -j- 3/2 (iv 2A2

—Vs(l - 2|i + 2ji2 ) v 2m 2 +Vs(l - 2(i) v 2 ] +

+ 3/40 a 4 [(8 56(_i + 128(i2 96(i 3 ) vsiV 2 —(8 55|i +
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+76ц 2 + 16(Lt3 ) v4A+2 (41 230(1 + 392ji2

248 (i3 )vWm2 —(8 42(1+ 80(i 2 16ц3 ) v 3X4

(42 158(i + 120|i2 —64fi3 ) \3X2m2 + (50 200ц+

+ 200 ji2 —BOц 3 ) v 3m 4];

+1 -a2 [3 /2 N + 3/2 X 2 + 3/4 (1 (i) m2 ] +q4 [3v7V2 +

+ У2 (12— 18|i+3+)vm2 з/2 УУт2 + За 4

—Vi(3 27ji Зц 2 ) v7,2/tc 2],

+2 -У4 a 2 (3 + 9ц) +Q4 [Vs (27 36ц 2 ) v2M +

+V4 (9 +9ц 9ц2 ) vX2 +V2 (Зц + 6ц2 ) vm2],

+3 = 3/2 a 2 ( v yV Я2 +т2 +ц) +

(33)
+а4[— У8 (27 24ц) v3 iV2 —УB (57 36ц) v 2Af +2

т2 ) —У4 (15 6ц)V(Я,2 /тс2 ) 2],

b\ iv = 1 + тс2 [3vN +У2 (6 Зц) va 2 3/2 /тс2 ] +

+а4 +/2v2N 2 + У8 (123 180ц + 60ц 2 ) v3^2

15/2 v/7/тс2 +Уз (63 60ц + 15ц2 ) v+4

—У4 (39 45ц + 15ц2 ) v+2 /rc2 ++B /тс4],

~ 3/2 а2 V+ а4 [УB (63 60ц) v3 jV +

+ У4 (24 15ц)V2 (Я,2 /тс2 )],

vi 3/2 о2 цу +а4 [— У4 (3 27ц + 30ц2 ) v 3./V

—У4 (3 15цЫ2 —У4 (12— 18ц —2l ц2 ) v2 /rc2 ] ;
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bsi =V4 а2 (3 + 9|Л) +as [VB (9 - 36ц2 ) v2 iV

—V4 (18 jit -j- 9ц2 ) vA 2 —4a(9 + 6(i) m2],

b 52 =a2 [»/2 N + з/4 ( !
_ X2 + 3/2m2] +gi [3 yA/2 4- 3№ -

—V4 (3+ 12+)v2Afm2 + 3/4 (1 ц)А4

—4a (3 -|- 27ц -j- 6ц2 ) vA2m2 9/4 (1— 2ц) vm*],

+з = ö 43 -f- 3/2 cl2 (2 + 11),

Ьб IV &4V,
65v = I,+ а2 [3vW + 3/2 X2 —V2(6 3ji) vm2 —3] +

+g4 [ l5 /2 v2A/2 + 15/a viVA2 —VB (123 180(i +

-f- 60ц 2 ) v 3 /Nm 2 -f- 15/8 A 4 —V 4 (39 45ц +l5(i2 ) v 2 A2m2 +

+Ve (63 — 6oц + 15[i2 ) v 2m 4],

65 vi = 3/2 а2 (1 3 (li) v+ g4 [— Ve (45 198ц + (33)

+ 180lu2 )vW —V4 (9 27ц + 45ц2 ) v 2A2 -f-
-+v4 (24 63ц + 39ц 2 ) v 2m2 ];

Ö6i =о2 [- з/2 VN -
3/2 (A 2

- m 2) + »/2 +

+g4[—Vs (9 24ц) v 3A/ 2 —Va(3 36ц) v 2W (A 2

m 2) -(- V 4 (3 + 6^i)v(A2 -m2 ) 2 ],

Ьб2 b 6 i 3 /2 a2 ji,

+3 = 3/2 a2 (N +1) -f- g4 [V2 (3-6ц)у2/V2 +

+V4 (3 + 6+vWA2 - V 4 (33 36ц + 12ц 2 ) v 27/m2 -f-

-+V4 (3 -(- 6ц) vA4 —Va (15 6ц) vA2m2 +

+ V 4 (27 18ц)vm4 ],

35



b&w 3/2 a 2 fiv + [— Vs (9 + 36ц 60ц 2 ) \3N

—V4 (3 + 15ц) vX 2 + 21 Л (1 + v)vm2],

bev = >/2 a 2 (12 9ц.) v+a*[— Vs (177 372ц +

+ 180ц 2 )v3jV —V4 (27 45ц) vX2 +V4 ( 45 39ц) vm2 ],

be vi ~ 1 -(- a 2 [V2 (3 6ц) v2N 3/2 цу (A,2 m 2) (33)
- 3/2 (1 2ц) v] +a4 [ie/s (1 -2M )W2 +

+Vs(3 30ц + 60ц 2 ) vsN{V m 2) +

+ Vs (3 + 15ц2 ) v 2 (/V2 tn2 )2 ].

\

4. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ И
ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ ТРЕХ ОДНОРОДНЫХ

УРАВНЕНИЙ

Характеристическое уравнение системы шести уравне-
ний таблицы 2 по существу представляет собою характе-
ристическое уравнение первых трех уравнений. Придер-
живая такую же точность, как при выведении исходных
уравнений, получим характеристическое уравнение сле-
дующего вида:

d0 -}- a 2d x -f- а^2 —O, (34)
где
d0 = ДО» i/2 (3 —ц) N 2 (А, 2 m 2)+N2

—Va (1 [x)N[{X2 т2 ) 2 (3,4- 2р) A 2 -f- т-] -|- (35)

+ ’/2 (1 —м) (1 р 2 ) ~ А//?4 4- А4;

d x =d ] {р*, р 6
, pi), d 2 =d2 (р 10) \р2 {N fА2 -f tn2 ). (36)

Изложенная теория представляет интерес только в том
случае, если ряды Тэйлора (14), (15) сходятся. Поэтому
на основе (26) предполагаем, что

р 2 < а~2
.

(37)

36
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В зависимости от конкретных значений N, X2
, т2 в урав-

нении (34) является наибольшей одна из следующих вели-
чин;

Np 1
,

А, 4, а2р 4
, а2р н

, (38)

и наибольшим пренебреженным членом одна из ве-
личин:

а4р 2
, а4р 8 , а6р 12. (39)

Следовательно максимальная асимптотическая погреш-
ность уравнения (34) порядка:

'O' 1 ~ (а 4р 2 -f- а4р 8 а6р' 2 ) (Д/р 4 -f- X4 -f- а2р 4 -j- а2р 8 )— 1 <

(40)
< a 2 -f- а4 (А, 4 -\- m 4) a 6N3

.

Характеристическое уравнение (34) имеет на основе
(40) асимптотическую погрешность >а2 и следователь-
но вполне обосновано пренебречь в выражении d { членами
типа dO . После указанного упрощения получим для d { иd 2
следующие формулы:

d\ =dn d\2 -{- d\2, -f-
-(41)

d<n —|— d%2 -f- d-2%,

где

d\\ = V 2 (5 6p)v2Af4
,

d\2 —Ч2(I p)[(A,2 m 2) 4 2m6 -(- m4 ],

rf, 3 = V 4 (25 —35 p 12p2 )v2yV 3 (X2 m2)-f-
-(42)

+ 3/4 (8 —6p -f p 2) vjV 2 (A 2 m 2) 2 ■+
+ ‘/4 (11 —3p)yV(A 2 m2 ) 3

—

-
3/4 (1 —p) (1 p 2) A,6 3/4 (I —p)(3 + p 2) A4

di 4 = 4(1 —p) A,2m4 2(1 —p) A,2m2;
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d2l = ч4O (107 260(0, -J- 156|x2 ) v4iV5
,

d22 =
- Veo{ (673 - 1755(i+ 1612ц2

-

468ц3 ) v4 iV4 (А,2 m 2) -f-
-+ (733 1360ц+ 1 144ц2 234ц 3 ) v3 jV3 (A,2 m 2) 2 +

+ (251 181 ц + 351 ц 2 39ц 3 ) v 2N 2 (I2 т2 ) 3

(59 138ц— 39ц2 ) vA/ (А 2 т2 ) 4 }.

d2 3 ~ 9/'2о (1 —ц) (А- 2 т2 ) 5 . •

Коэффициенты характеристического уравнения (34)
позволяют ориентировочно определить величину maxК
(ом. формулу 26) и исследовать практическую сходимость
нашего метода построения основных соотношений теории
оболочек.

Пример. Рассмотрим частный случай:

\N\ > max [ J А,2 J , \tn 2 \, I], (a)

при котором в характеристическом уравнении (34) яв-
ляются главными члены, содержащие наибольшие степени
величины N:

yV 3 (I d n a2N d2la*N 2
—...). (b)

Исследуем сходимость ряда, стоящего в скобках формулы
(6). Перепишем этот ряд в форме:

1 ЧК —|— гХ2 ..., (с)
где

X = r { a2N. (d)

Коэффициенты г и Г\ являются функциями от ц. Например

при ц= 0 : Г\ 2,50, г = 0,43;
при ц = 0,3 : г j = 3,27, г =0,42;

при ц = 0,5 : Г\ 4,00, г = 0,40;



39

Сопоставляя ряд (с) со сходящим цифровым рядом:
со

+ (е)
k=o

можем приближенно определить max К из условия
т. е.

max К max ( a 2N ) =
--- X . (f)

Однако ряд сравнения (е) сходится сравнительно мед-
ленно и первые 3 члена этого' ряда пл!охо аппроксимируют
его сумму. В связи с тем, кроме величины max К, пред-
ставляет интерес еще такое значение К > a2N, при котором
ряд (с) сходится с практически достаточной скоростью.
В прикладных задачах по-видимому достигается достаточ-
ная точность, если выполняется условие;

a2N <К« Va max К« -J . (g)
2.Г i

В случае (а) условие (g) по существу определяет область
практической применимости характеристического уравне-
ния (34) и вообще «двухмерной» теорци оболочек (теории,
основывающейся прямо или косвенно на применении сте-
пенных рядов к приведению трехмерной задачи к двух-
мерной) .

Отметим, что в литературе имеются некоторые ошибоч-
ные попытки распространить «двухмерную» теорию оболо-
чек за пределы ее области применимости. Такое недо-
разумение, например, имеет место в численных примерах
работы [29].

При вычислении коэффициентов (41), (42) характери-
стического уравнения (34) оказались неиспользованными
некоторые члены в коэффициентах £,у (i = 1,2,3;
j = 1,2,3) таблицы 2. Эти члены в формулах (33) под-
черкнуты и в дальнейшем ими пренебрегают как второ-
степенными. Имея в виду их происхождение, были най-
дены и подчеркнуты второстепенные члены в формулах
(32). В однородных задачах (при отсутствии нагрузки на
боковых поверхностях оболочки) можно пренебречь всеми
подчеркнутыми членами. В неоднородных задачах могут
оказаться нужными члены, отмеченные пунктиром. В даль-
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нейшем услбвимся обозначать коэффициенты Вг, и b, гу без
подчеркнутых членов соответственно' через Вц и bу.

Пренебрегая подчеркнутыми членами, исследуем далее
однородную систему трех первых уравнений таблицы 2;

bjj Wo —(— 'КшЬ \qV 'kb\o)WQ —О,

- b 22v о tnb 2 = 0, (43)

Вышеуказанное упрощение по существу состоит в том,
что в коэффициентах b X a, Ь2г , bai, Ьз2 отброшенные все чле-
ны с множителем а4 и в коэффициентах bj 3, Ь22 , £23, bai,
boQ, baa члены типа a2N.

Как в приближенных теориях принимают неко-
торые упрощающие гипотезы относительно напряжений стl3,

023, озз. Чтобы пояснить роль этих напряжений в уравне-
ниях равновесия, представим коэффициенты системы (43)
в следующем виде:

Ь\\ =Вц-f a 2A 2 b u -f- а4А* 2Ь п,

Ь l2 В\ 2 -(- С12А 2Ь\ 2 -j- CL^A‘"2 b\ 2 ,

b\a В] з -f- a 2A 2bia’,
~ 82lB 2l -j- a2 {A\b 2 \ -j- A.2 b2 \ ) -j- a^A2 '"b 2\,

b 22 = 822ci2 {A\b22 A2 b22 ) -j- a 4A 2*b22, (44)
= 822B22 -f- a 2 (AIÖ23 -j- A 2b 2a),

ba\ ~ Вsi -j- a 2 [A\bai -j- A 2ba\),
b 312 = 822B22 -(- a 2 (Aj Ьз2 -f- A2Ö32),

baz ~ Вaa -(- ci2 [A\b 2a - й4А'! ']^зз-

В формулах (44) A\bij, A*iö33 обозначают «поправки»
от учета касательных напряжений Оl3, Озз и A 2bij, А* 2by
«поправки» от учета нормальных напряжений ст 33 . Эти
«поправки» являются следующими:
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AAi =
-

3/4 (1 + 3ц), Al+2 = »/2 [V2 (1 -ц)А2 + т2 ],

A IÖ23 = 3/2 (-A2 +m2 -2), A 1631 - -
3/2 [A 2 +(1 + J1) m2],

Ai6 s2 s/2 [(1+ M-)^2 + m2 ]>

A IÖ33 = 3/2 [vA/' (A 2 m 2) + (X 2 m 2) 2 цА 2 _ 2m2];

А 26ц A 2A 2 ö i2 i == 3/2 pvA 2 (vTV -f- A 2 m 2 ц) ,

A 2ö 3 i = 3/2 (liv (>^ 2 m2 —p),

A 26 22 = —m2A+ l2 - —
3/2 pvm 2 (vW +A2 m 2),

A 2ö 32 = 3/2 pv(A2 —m2), (45)

A 2öis A 2ö2 3 = А+зз = 3/2 (-iv;

А*]o3з - 3 /s [(3 - 4(i) vW (A 2 - m 2) +

+(9 6ц) v2iV (X 2 m 2) 2+ (6 2ц) v (А2 m 2) 3 ],

A *

2b l 2 = A*2+i = 3/8 [(2- Зц + 4ц2 ) vW +

+(4— Ц + 6ц 2 ) v3iV (A 2 m 2) +

+2(l +ц+ ц 2 ) v 2 (A 2 m 2) 2 ],

A* 2 ö n = A2A* 2 ö 12, A* 26 22 = m2A* 2+i.

Вышеизложенные результаты позволяют сделать сле-
дующие выводы:

1) Во втором и в третьем уравнениях системы (43) по-
являются «поправки» от ais, а2B и fr33; в первом уравне-
нии только от а3з-

-2) Характеристическое уравнение (34) является урав-
нением гиперболического типа десятого порядка. Если
пренебречь всеми членами с множителем аА

, то получим
гиперболическое уравнение восьмого порядка.

3) Характеристическое уравнение не содержит членов
типа а2р2

.
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4) Напряжения а 13, 023 дают в характеристическое (урав-
нение (34) «поправки» порядка:

a 2dx 2, a 2dX3 , a 2dH, аАХ2р 8
, аАт2р8 (46)

и напряжение азз «поправки» порядка:

a 2dX 2n a 2dX 4, аАХ2р 8 , a Am2p s . (47)

Следовательно теорию, изложенную в работе [29], нельзя
считать вполне последовательной.

5) При гипотезах

ais = О23 О33 =0 . (48)

следует на основе (46), (47) принимать характеристиче-
ское уравнение в форме:

d0 - f- a 2dn -j- aAd2x =O. (49)

Уравнение (49) имеет асимптотическую погрешность по-
рядка:

[а2 (di 2+ dl 3 +dl 4) + aW6 ]d04' (50)

Если IА/К max ([Л-2 j , [m 2 1), то уравнение (49) упрощает-
ся в уравнение d0 0 без увеличения погрешности. Полу-
ченный результат находится в соответствии с известным
положением теории оболочек [4, 7, 12], что пренебреже-
ние поперечными силами и напряжением (т 33 приводит к
безмоментной теории.

6) В характеристических уравнениях, основывающихся
на гипотезе а33 =O, в общем приходится пренебречь чле-
нами типа (47). Однако надо отметить, что при соответст-
вующей формулировке гипотез Кирхгофа-Лява достигают
правильного значения величины dXA . Например, в книге
А. Л. Гольденвейзера [7] коэффициенты при \2тА и А,2т2

совпадают с соответствующими коэффициентами в нашем
выражении dl 4. Указанное еще раз подчеркивает удач-
ность гипотез теории Кирхгофа-Лява. Это обстоятельство,
что при гипотезе а3з = 0 приходится пренебречь в харак-
теристическом уравнении величинами a2 dx3y aAd22, aAd23, на-
ходится в соответствии с известным фактом, обнаружен-
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ным в многих работах [3, 7, 10, 14], что члены типа a 2di3
не имеют практического значения в пределах теории, не
учитвыающей члены с множителем а4

.

В пределах асимптотической погрешности:

ü o <a2 (p 2 + l) (51)

является обоснованным дополнительное пренебрежение
членами a 2dn и cdd2 \. Получим характеристическое урав-
нение теории Кирхгофа - Лява:

d0 + a4l 2 + {a2 dH ) =O. (52)

7) Уточненные теории, основывающиеся на применении
гипотезы Озз = 0 и «коэффициента сдвига» [2, 25, 29, 30],
позволяют приближенно определить напряжения 013 и 02 з,
но численные коэффициенты уточняющих членов характе-
ристического уравнения являются неточными. Например
проф. Ю И-Юань получил в работе [29] для dx и d2 выра-
жения d*\, d*2 , которые в наших обозначениях являются
следующими;

d* 1 d* n -(- d\2 -f- d* is d* и,
(53)

d*2 d*2i -f- d*22 -f- d* 23;

где

d*n = 2x~W4
,

d* is - [3/2 (3 - p)x- 1 + l]Af 3 (X2 m2) +V4 [(l3 -Юр +

+p 2) x-1 +lO 2p]W 2 (X2 m 2) 2 -f
-f 1/4 [(l —p) (3-p)x-4 -f 8-4#(У-т2 )з_

(54)
’/4 (1 —p) [(1 p2) (3 p)x- 1 4p] X6 +

+IА (1 -P)[ (1 -P2) (3 -p) x-1
- 12]X4m2 ,

d* } 4 -(1—p) (4 —p)Ä2m4 l/4 (1 —p) (7—3p)X 2m2;

d*21 = x-2A/ 5
,
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d\2 - x-1 {[(3 ji) x-1 + I]W* (Я 2 m2) +

+V4 [(13—10(1+ (1 2 ) X- 1 +l2 4(li]jV3 (X2 m 2 ) 2 +

+ 'A [2(l- (i) (3 - ц) X-’ + 13- 10ц +

(54)
+ p 2]./V2 (X 2 m 2) 3 + i/4 [(1 _ fx) 2x 1 +

+ 2(1-+) (3-+i)]yV+2 -m2 )4},

4*?з V2O p) 2x—1 +2 m 2) 5 .

Для x рекомендуется формула:

х—v? (1 —ц) (0,824 - 0,860). (55)

Легко убедиться в том, что при таком значении х чис-
ленные коэффициенты в формулах (42) и (54) сущест-
венно отличаются (см. приложение).

8) Уравнение (34) представляет из себя уравнение пя-
той степени относительно N, X2 и т2 . Если задавать для
двух из этих трех велении численные значения, подчиня-
ющиеся условию типа (37) в строгом смысле, то уравне-
ние (34) позволяет определить 5 корней для третьей вели-
чины. Однако одно из этих корней как правило не удо-
влетворяет услювие (37) с практически достаточной стро-
гостью. Остальные корни приближенно определяются из
уравнения:

do + аЧ х ■= 0, (56)

имеющей асимптотическую погрешность порядка:

flo ~ {X2 +т2+ 1) + aAN2 .

Этот результат анализа характеристического уравнения
находится в соответствии с выводом, сделанным на стр. 22
при анализе структуры рядов Тэйлора для напряжений.
Следовательно четвертые и пятые члены в рядах Тэйлора
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для напряжений и соответственно члены с множителем а4

в характеристическом уравнении имеют в основном уточ-
няющий характер. Дальнейшее уточнение уравнений
(например учет членов с множителем а6 ) по-видимому не
имеет практического значения.

Если рассматриваются такие значения а2 и р2 , при ко-
торых асимптотическая погрешность порядка Фо (51)
является практически допустимой, то задача решается с
достаточной точностью при помощи уравнений теории
Кирхгофа-Лява. Однако для приближенного определения
напряжений сг 13, сггз (например при расчете многослой-
ных оболочек) могут оказаться весьма целесообразными
приближенные теории, предложенные проф. С. А. Амбар-
цумяном [2], американскими учеными Г. Герман, И. Мир-
ски [2o], Э. Кеннард [2l, 22, 23, 24], Т. Лин, Г. Мор-
ган [2s], Ю И-Юань [29, 30] и другими авторами.

Применение наших уточненных формул является целе-
сообразным при значениях а2р 2

, близких к пределу (26),
т. е. в случаях, когда асимптотическая погрешность г%
(51) является слишком большой, но погрешность поряд-
ка Oi (40) допустимой.

9) В задачах статики обыкновенно представляют ин-
терес элементарные напряженные состояния с показате-
лем изменяемости до а~ у

\ В таких задачах:

От ~Оо< а, 0 1 < а2.

В частном случае õ V 2 Ro получим;

ov~l.
Поскольку асимптотические оценки были выведены без
учета численных множителей, то фактическая погреш-
ность О 0 теории Кирхгофа-Лява может оказатся слиш-
ком большой, но точность теории проф. X. М. Муштари
и наших формул по-видимому является достаточной. Сле-
довательно уточненная теория практически позволяет
провести статический расчет весьма толстых оболочек
(б < '/2 Ro) ■



5. КОЭФФИЦИЕНТЫ РЯДОВ ТЭЙЛОРА
КАК ФУНКЦИИ ОТ »0 , vO , wO , qlw , qw , qvr

cri3,o, а2з,о, sзз,о определяются тремя последними урав-
нениями таблицы 2 как функции от

svo ’ У\V’ *7v » (^7)

При помощи этих уравнений исключим 0i3 ,, 0 , 023,0, азз, o из
всех остальных коэффициентов (19), (23) рядов Тэйлора
типа (14), (15). Таким образом получим формулы, опре-
деляющие .все указанные коэффициенты как функции от
величин (57). Подставляя эти коэффициенты в первое,
второе и третье уравнение системы (27), опять получим
три первых уравнения таблицы 2. Составляя левые части
этих уравнений с точностью уравнений (43), обнаружим
некоторые «ненужные» члены в коэффициентах рядов Тэй-
лора. В нижеприведенных формулах эти члены подчерк-
нуты.

Un
.Q Un XtTlUn 2 VQ -J- XLJ u 3Wq -j-

-+ -f v +
»

vno = XmVn x uQ + Vn2v0 -f- mVn 3 w0 +

(58)
+ XmV”4 qw + Vn

5 qv + mVn 6qvl ,

Wn
Q XWnx UQ + tTL^/ n ~\- Wn 3W 0 -(-

+ IV +^VP

U'\ = 3/2 a 2 (2xN -j- 2vA, 2 -f- m 2), U' 2 = 3/2 a2 (l + 3p) v,

U'3 =— l 3a2v{vN +X2 m 2),
(59)

V\ =2v + 3a2v [2vA +(2— p) xX 2 m2],

U'5 3a2v2
, U'e = цПу,

U"\ = X2 U"2 2xN —X2 + m 3, U"2 = i/2 v ( П'3 + 3),
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U" з =—цу + 3/2 a2v [vN -f 2 {X 2 m2)],

U" A =—2v 3a2v [2vA/ +V2(4— 7ц + 2ц2 ) v2 Ä,2 m2 ],

£/"5 = 3/2 a 2 (2 - (i) v 3,
£/"e =-v2 +

-j- 3/2 a 2 v 3 [— (1 —2ц) vA/ -f- ц(л2 tn2 )]',

(59)
kv"i = U"'2 = ir\, U'"3 = £A%,

U"' 4 = U"\ z,
U'"5 = 17'%, £A" 6 - £A" 33 ;

£/""! - C/""2 = L7,,, £7""3 = £/""w ,

£/""4 -t/" - V""23, U""6 - £/""33;

v

V V 1 = U'2, V f2 =l + 3/2 a2 (2v7V +X2 -f 2vm2), V'3 = —t/' 3>

V"4 = U'5 У'5 =2v + 3a2v [2vJV + ?l2 —(2— ц) vm3 ],

V"6 -(1 Зц) V'4,

V"\ = U"2,
V"2 = m2 V"i 2vNX2 + m 2,

V"z =2 £7" 3> V"4 = 3/2 a 2 (2 Зц) v 3,

V'" 5 =—2v 3a2v \2vN +Я2 +V2 (Зц 2ц2) v*m?\,
(60)

V"6 =
- U"6 ;

Vv", = \A"„, P"2 = IA"3 = TA^*,,

l/r"4 - lA"i 3, V"'s = V'"23, V'"e = V^_ 33;

V""! - V""u , V"" 2 = V"",, V"" 3 = V""w,

V'"\ = V""i3, V"'b = V""28, У""6 = V""w,
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r'j = Wr
2 = jiv 3/2 Q 2 (1 2|ii) v 2 (vjV -{-X2 m 2),

IF'3 iiv -)- 3 /г a 2 (1 2ц) v2N,

W'4 = 3/2 a2 |i(1 2p) v 3, IF' 5 = 3/2 a2 (4 Пц-f

+ 6p 2 )v3
, W"6 = -( 1 - 2ц) t/"6;

= [av 3/2 a 2v 2 [pv-ZV -j- 2цХ2 -p (2 (ii) m2],

1F"2 =1 3/2 a 2 [ру.У -f 3jiX2 +2(1 —ц) m2 ],

1F"3 -—(1 2ц)y2N -f- ,|av (A. 2 m 2) +v+
+ 3/2 a 2v 2 [vN (X2 m 2) + {X 2 m 2) г ]

, (61)

\F" 4 = 1F"5 =—v2 3/2 a 2v 3 [27V +(2— ц) (X2 m2 )],

W"6 =—(l 2fi) v 2 3/2 a 2v 3 [(1 2ц) 2\N

• -f 2ц2Х 2 ( Г— 4ц + 2ц 2 ) m2];

IF"'! = TF"B> IF'"2 = W"'v , W'"s = IF^,
W7'"

4 - W"'iB, W"'s = W'"e = 1F33 ;

IF"", = \F""H , 1F""2 = IF""*, 1F""3 = lF""a.,

TF""4 = IF"" 13,
1F""5 == W""23, W""6 = F/7/// 33.

Из формул (59), (60), (61) следует, что© -случае одно-
родной задачи допустимо пренебречь величинами Nu'0 ,

Nv' о, Nw'0 в первых трех уравнениях системы (27). Сле-
довательно так называемая инерция поворота прямых
нормалей является второстепенным фактором.

Компоненты рядов напряжений определяются по сле-
дующим формулам:
an

jj,o = XS n jj,\ и о -j- mSn
ji,2 о~Ь (62)

+ bSn jj,4 <71V 4- syv + S%- 6 qvl , {jj = 11, 22, 33),
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= т5п\2,\ио -j- n i + Хт5пl2 , 3Шо -j1

+' m Sn i2,4Qlv -f- A5 n i2,5^ v 4~ XtnS n 12,6<?VI »

(T n i3,0 = ‘S n i3,iUo ~b Ä,mSnis,2ü0 4~ Я5 геl 3 ,зш0 -(-

(62)
+ 5n i 3 -f- Xm5n l3, sgv + n

l3 ,6^vb

0n23,0 = А,шs'г -j- 5n23,2t'0 4“ w7*Sn ~f~
+ hfnS n 23,4qw -j- 5n23,5<?v "b mSn2z,eqvi.

При д = 0,1, 2 величины 5п ,у,* определяются по фор-
мулам (63). Для упрощения записи опущен верхний ин-
декс п = 0.

5ц,1 —1 3/2 a 2 \iy{vN -\-Х2 т2 р) —

3/з я 4 P-V 2 [(3 8р) v 2N2 -j- (1 12р)\N {I 2 т2 )

-2(l+2р) (А,2 tn2 ) 2],

5ц,2 = 5 1Ь1 —l+ р 3/2 a 2p2v,

Siьз = l-i + 3/г a2pv (tf+l)+ 3/4 a2pv 2 [2 (1 2р) vN2 -ф

+(1 -f 2p)vM.2 (11 12р-{- 4р2 ) viVm2

+(1 + 2р)Х4 (10 4р)Х2т2 +(9 6р)т4 ],

(63)
5„ >4 = 3/2 a2pV 3/8 a4pv 2 [(3 + 12р 20р2 ) v2 jV +

+ (2+ Юр) Я2 14(1 + р)т2 ],

S u, ъ = 3/з а2р(4 Зр) V 2 3/8 a4pv 2 [ (59 124р -ф-
-+ 60р2 ) v 2N + (18 ЗОр) Л2 (30 —26 р) т 2],

sц,в =pv + 3/2 a2pv 2 [(1 2p)vW р(Х2 т2 )

- 1 + 2p]+ 3/8 a4pv 3 [5(l 2p) 2vW + (l 10р +

+ 20р2 ) vN {I2 tn2 ) +(1 + 5p2 ) {l2 m 2) 2];
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S'.bi =Ч2 a*v 1(2-ц)(N+ V) + (1 -n + 2ц») m\

S'ua =|i + 3/г а 2 цу [Л' +(1 +Зц- 2ц2) V±т*\,
5'ц,3 = \xvN А2 -f- (lim 2 3/2 a2v [(2 (i) vjVA2

\i\Nm2 -f- (2 jj,)A 4 2A 2m 2 + |xm4 ],

S', m =(2 - |i) v + 3/2 aV [2(2 - (i) N +(2 - ц) 2A2 -

(2 2(i -f- jx2 )m2],

S' 11,5 = (liv + 3/2 fIV +(2 fx 2 )A 2 —ц(2 fi) m2 ],

S'ii,6 = 3/2 а2цу 2 [(2 |x)X2 —(1 Зц) tn2 ];

5" 1Ы =—(2 3(x)vW 2A2 +m2 +

+ 3/2 02v [|x (1 2(i) v 3tV2 -f- (1 -j- jn 3jx 2 ) v2NX2

(63)
—(x(2 Зц) v2Nm 2 +(1 + (i) А4 —(1 + 2|x) A 2m 2 +

H~ |Lxm4 ], i,2 = jx(l 2(x)v 2 —(1 + (x)A2 -(-

-f- (xm2 —(x —(— 3/2 a2v [jii ( 1 2|x) v3 jV2 -(- (1 +|x

3fi2 ) vWA2 —(i(2 3jli) v2Nm2 -f (1 -f A 4
—(1 + 2(x) A 2m2 -}- |xm 4],

S"n,3 |x2v2 jV jxA2 3/2 a2\ [jii(l 2jx) v2 jV2

—(l |x —(— |x 2 ) viVA2 + \i2vNm2 —(2 (x) A 4 -\-

-\- 2A2m2 (im 4],

5",.,4 =-(2 - |i) v - 3/2 a2\ I(4 - Юр. + 7(x2 ) vW +

■+ (4 —sjx)vA 2 —2m2],

so



S"ii >s = +' 3/2 o?\ [(2 7ц-+ 4ц 2 ) M'V +

-p (2 -p ц 2ц2 ) vA 2 2(im2 ],

sл'ц,б5 л'ц,б f= ц(1 2ц) vW —(1 + ц)^2 + (ivm2

3/2 a 2v2 [ц (1 2ц)W2 +(1 2(i) (1

2ц2 )vm2 —ц (1 2ц) 2v2Nm 2 —ц (1 +ц) А,4 +

+(<(1 + 2ц) A,2m2 ц 2т2];

522,i = s|i,i —l-р ц, 5,22,2 ” 5ц,1 3/2 a2 \.i 2v,

5г2.3 ~ 5ц,3 “р 1 Ц, 5г2,4 5ц,4, 522 ,5 = 5ц,5,

5г2,б == 5 11)6;

5'22 ,1 - ц 3/2 a2v[ (I— Зц + ц 2 )уУУ +(1 — Зц)^2

(2+ ц 2ц2 ) т2],
- (63)

= 3/2 О- 2 [(1 —ц + ц 2 ) v -р ц(1 + 2ц) vA 2 + Зт2 ],

5'22,з = l-W-ZV цА 2 -р т2 1 -j- 3/2 а2
\ [— цvAfA2 -р

г (2 ц) vNm2 цА4 -f- 2А,2т2 —(2 ц) т4],

5'22 ,4 =цу -р 3/2 a 2v 2 [2цЛА -р ц(2— ц) А. 2 —(2 ц2 ) т2],

5'22 ,5 = (2-ц)у + 8/ааУ [2 (2 —ц)N+(2 - 2ц +

+ ц 2 )А,2 —(2 ц) 2т2 ],

5'й2 ,6 =(1 2ц) V + 3/2 а2V 2 [(1 2ц) \М

—ц (1 Зц) X2 —(2—Bц ~Р 5ц2 ) т2 ];

5 //

22,i == —ц (1 2ц) x2N цА 2 -р‘ (1 -f- ц) т2 -j- Зц -Р
-р 3/2 ö2v [ц(l 2^i)v3A/ 2 -р ц(2 Зц) \2NX 2
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—(1 -)- jx 3|х 2 ) v2Nm 2 -f- 4 (1 — f— 2(1x.) к2т2 -(-

+ (1 + |bt) m4],

5"22 ,2 =—(2 —3|li) v2N -X2 + 2tn2 +1 +

+ 3/2 [|x (1 2(x) \3N2 -f- jx(2 3(x) v2NX2

—(1 +(i 3|x2 ) v2Ntn2 + (xA 4 —(1 + 2[x) Vm 2 +

+ (l + »i)m4 ] f

5V
22,3 =—( 1 3{И~ fx 2 ) vW + |xA 2 +3

3/2 a2v [|i (1 2jx) \2N —( 1 -p (j 2 ) vjVA,2 -f-
-+(6 s|li + M 2) vAJm2 (l_-(- (x)/AJ-
+(B 4|x)72m2 —(7 s|x)m4 ],

(63)
S" 22,4 =— (1 +p) v 3/2 «2v t(2- 2ц - 3^x2 + 4(i3 ) v sN +

+ (2 +jx 2jLi2) v72 —(8 + 2|x) m2],

S"22 , 5 =—(7 3/2 ö2v [(l4 —42(x+4s|i2

16jLi 3 )v3 A7 -p (8 —• 1 s(lx -p B|lx2 ) vA. 2 —2(5 4fx) m2 ],

S"22,6 =—(л (1 2(x) vW jxvA2 +(1 + (x) vm2

—(3 6jx) v -j- 3/2 a 2v 2 [— |x (1 2jx) 2v3N2

(X(l —2|x,)vm 2 +(l 2ц) (1 2jx2 )v2Ar m2+'
-p fx 274 —(x (1 -(- 2|x) A 2m 2 -|- [x (1 -f- jx)m4];

— bou 5‘33,2 b&2, S33,3 =b63,

~ iv/ Sw,s = bev, 53 3,e öevb
5'33,1 =fx 3/2 a2v [jx2vW + |x72 +(2— 2ц |x 2 ) tn2 ],
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•5'33,2 = I —
3 /2 a2v [|i2vN +[l(2 р.) Я2 -Н(2 3|i) т2 ],

5'33,3 - 1—W + 3/2 а2 [Wv (А.2 m 2) + (^2 т2 ) 2],

5'33,4- - s'зз,s --1 - 3/2 a2v [2N +(2- ц) (Я2
- т2 ) ],

-S's3,6 ——(l 2ц) у 3/2 аУ I( 1 2|i) 2vjV |4 2А2

—(1 s(и -(- s|li2 ) т2];

S" 33 ,i = vN -f- X 2 —jn2 3|i-f 3/2 a2v [(1 2[i)v2N2 -f-
-+ (1— Зц)у(У(Я,2 m 2) —|i (X2 —m2) 2 ],

s"зЗг2 = 2 -j~ 3fX,
S"Bs,B =Л/ — 3 —

3/2 a2v [(1 2|Li)viV 2 H-(2 —2 }i +

-f- (12 )уАУ —(6 6fx + (i2 ) vNm2 -(- (2 ji)A,4

(8 — 6[i) A,2m2 -j-(6 S\i)mA], (63)

5"53,4 =(2 |i)v 3/2 a2v [(4 sjix) v 2N -f- 4X 2 8m2],

5"зз,5 =(6 s|li)5 |li) v -[- 3/2 a 2 [ (16 33[i -f- 1 6,а 2 ) V sN Jr-
-f 8A2 —(l2 —Bц,)ут 2],

s"зз,б = —(1 —2^)vW+^v(X2 —m2)+3(l —2|g)v,+

+ 3/2 aV [— (1— 2ц)УУУ4-

-(- 2(i (1 2|_i)vA^(X2 m 2 ) — [i2 (X 2 m 2) 2];

*512,1 = 5 12 , 2 = l f2 (1 (i),

5i 2,'3 = S l2>4 Sl2>s 5 I2 ,6 =0;

S'i2,i =4*(l - !i)- 3/4 а2 [2УУ + (I~3|л)Х2 +(1 -ji)m2],

S'i2.2= Ч2 (1 -l0 + 3/4 a2 [2W +(1 -
2 +(l 3(л)т2],

53



S' 12>3 =l ц + 3a2 (yN -f А2 m 2),

S'i2,4 = 1 3 /2f12 [2viV -f- (3 ц) va2 m2 ],

5',2,5 =1 + 3/2 a 2 [2viV -{- A2
— (3 —ц) m2],

=
- 8/afl2 (l— 2ix)v;

5",2,1 =iV + 1/ J (3- [i)l2 ->/2(l-p)ffl2 -l +и -

3/2 a2vA2 (vAf +A2 m 2),

5"i2,2 = -W - 1/2 (1 - |X) А2 +Ч2 (3 - 11)m 2 -

3/2 a2 vm2 {vN -\- A 2 m 2),

S" 12,3 =n-q2[%vM j- 6(A 2 m 2) ],

S" 12)4 =3 + 3/2 a 2 [6vN +(7—ll [i + 3(i2 ) v 2A 2 3m2],

S" I2.5 = -1- 3/2 ö2 [2vW + X2 -(1 - 3[X + (i 2 )v2m2 ],

(63)
S" 12,6 =V + 3/2 fIV [(1 2(lx) v/V |LI (A 2 m 2) ];

5 13,1 = &41, 5 13, 2 Ö 42 , S 1 = Ö43,

5)3,4 = IV, 5)3,5 = 6 4 v, 5)3,6 = Ö 4vi;

5')3,1 =-N - + 1/2 (1 -n)m2 +

-f- 3/2 g2(.ivA2 (vA/ -(- A 2 m 2),

533.2 = V 2 (1 + n)+,3 /2 + A 2-m2 ),

533.3 = M-rh 3/2 {N -f- А2 tn2 ),

533.4 =—l lk cl2 [2vN +(2 3|UL)v 2A2 m2],

533.5 - 3 /з ci2 (1 s|ii-f 3|..i2 ) v 2,

533.6 = |iv + 3/2 a2f.iv 2 [—(l —2[i)\N + |i(A2 m2)];
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S"i3) , =N+ X2
-

3/2 (1 - ]1) m 2 8/4 a 2 [4viV2 -f- (8 8(i 4-

+ 2 li 2 ) v 2NX 2 -f 4v?i 2 -f (1 + M 2) va2 /?? 2 —(1 |x)m 4],

=V2(l M) —3A a2v [(4 + 4fx —6(i 2 ) vN -f
+ (3 + 6(i 3|it2 ) X2 +(1 —4ц +3|,i 2 ) m2 ],

5" 13,3 —vN -{-X2 m2 -j- ji + 3 /2 a2v [2v/V 2 +

+(4 3|iHV(A2 m 2) +(2 f i) (Я2 m 2) 2],

S" 13,4 = 2v/V —(2 ji)vX2 +m2+ 2 3/2 a 4 [4v 2 /V2 +

+ 4(2 (i) vW 4vNm2 +(2 (i) VA4

(5 6(i -j- 2(i2 ) v 2X2 tn2 -f- m4 ],

5"i3,5 =- v -
3/2 a¥ [4jV +(3 2(i) (X 2 m2 )],

S" 13,6 = (iv 3/2 <22v2 [\ivN -f- 2(iTi2 —(1 2(i) tn2]-,

(63)
5> 2 з,1 = Ö5l, 523 , 2 = ö 52 , sгз,з = b 53,

52 3,4 = IV, 52 3,5 = ÖSV, S 23,6 &5Vi;

5'23 ,i s'is,2, 5'23,2 —— N ! /2 (1 ji) X2 -(- m 2
3 A> CL2\i\m2 (vN -[- X2 tn2 ),

5'23,3 = 1 3/a a2 K2 [i ) vN-\-2{X2 tn2)],

5'22,4s '22,4 3/2 Q2 (2 2(1 (l2 ) v 2,

S' 23,5 =— 2 3/2 fl2 [4viV + 2Ä2 —(4 10ц + 5(i2 ) v 2m2 ],

5'23,6 —— 5 j 3)6 ;

S"23,i =-V2 (3 + sц)~3Л fl2v [(2- 4ц - 6|i 2) vN +

+ (1 8(1 —3(i 2 )X2 -—(5 6(1 —3(i 2 )m2 ],
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S'v23,2 =N+Ч2 (1 1-1) Ä,2 3m2 3/4 a 2 [AvN 2 + 4№-f
+ (2 —Bц 2ц2 ) \2Nm2 -f (1 —ц) V +

-j-- (1 1 2ц ц2 ) v/v 2m2 —(6 12ц) vm4],

>3v/
23,3 = 5"i3,s 4 -(- (x,

5"23,4 5"i3,5,
(63)

S"23,5 = 2viV —Я2+(2 ц) vm2 +6 3/2 я2 [4v 2A/ 2 +

+ 4vM2 —4(2 ц) v2Nm 2 +74 —(5 6ц +

+ 2ц2 )т2 Л2т2 + (2 ц )Vm4],

5"23,6 =(1 sц) v -(- 3/a a 2v 2 [{3 15ц+ 16ц2 ) viV -j--

+ (1 —4ц + 8ц2 ) I? (2 —Bц 4- 8ц2 ) m2 ] .

При п —3, 4 величины sn,5n ,y iÄ определяются по форму-
лам (64):

Сп. ч Сп.. Сгг ..

0 = <?п.. Сп..0 Сп../у,l ij,u j /у,2 ° zy,z/> /у,3 zy,t£'j

(64)
Sn(M = Sn ij,и, Sn Ut5 = ЗПудз, 5п,у, 6 = 5п; у,33;

(*= 1. 2,3; /= 1,2, 3; я= 3,4).

При выведении первых трех уравнений таблицы 2 из
первых трех уравнений системы (27) допустимо прене-
бречь следующими величинами:

С/// С/// С/// С///
„ „

С////С> 11,1, 11,2, 11,3, 11,6, 11,3,

С/// С/// С/// С/// С////
*-> 12,1, -J 12,2, ‘J 12,3, 12,6, *-> 12,3,

С/// С////22,г (i = 1,2, ... 6), ‘J 22,3,
(65)

S/// С//// С////13,% (i s* l, 2,3, 4,5), 0 13,1, 0 13,2,

С/// С//// С////
° 23,г (\ =i,l% . .6), 23,1, 23,2»

С/// С////° 33,z, О 33, I(г=1, Г, . .6).
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Формулы, приведенные в этом пункте, составлены со
следующей точностью: при п = 0 сохранены все члены
первого порядка (безмоментные члены), все члены с мно-
жителем а2 п старшие производные с множителем а4 ; при
п = 1,2 сохранены все члены первого порядка и старшие
производные с множителем о2; при п = 3,4 сохранены
'только старшие производные членов первого порядка. Эти
формулы позволяют построить ряды Тэйлора и определить
краевые напряжения и перемещения с асимптотической
погрешностью, не превышающей пределы, указанные на
странице 19.

Отметим еще, что вместо непосредственного применения
уравнений (27) может оказаться целесообразным приме-
нить уравнения (66) к выведению трех первых уравнений
таблицы 2. Система уравнений (66) не содержит компо-
нентов второстепенных напряжений а 13, гг23 и Озз-

(1) —А,сгц,о i5,0 Nuq — V2 а2 [А,(2а'ц,о + а"и,о)-\-

4~ та",2,о -f- Af (2u'o ~Н ü// o) ]

3Uo ai [^(4а///

ц,о + а"" 1Ь0) -j-

-+та""l2,o + N {4и'"o + и""0 ) ] =

</,,

(2) А,сг,2,о тсг22,о Afa0 —V2 ö2 [А, (2аг, 2,0 ~Ь 4сг /

,2,о ~h
~ г G"i2to) 2таг 22,о то"22,0 Н~ (66)

+ W (2ü o +‘ 4t/0 + о"о) ]— 3 Ло а4 [А, (12о" 12Л + 8а"' 12,о +

"Ь в""\2,о) 4та'"22,о та""22,о +

+ ! 8^"0 +и""„)] = + qy ,

(8) G22,0 A^ay0 V 2 а 2 [2А, 2 (сгц,о Н~ Уц,о) ~Ь
■f Аш (2а,2,о 4а',2,о) 2т2а'2 2,о о"22,о

~Ь 2A,A/’ (w-o -(- м'о) -]- 2tnN (üq -f- (2ш х о -)- ш"о) ] —

3Ао я4 [А 2 (12а", ьо 4а" / ,,,о) ~h



hm (1 2g"\2,0 H- &0"'\2,0) 4m2(T///

22,0 g""2q>o ~h
+ hN{\2u" o + 4u'"0 )+ mN{\ 2v"0 + 4ü'" 0 ) + (66)

+ N {4w'"o + ш""0 )] -qm + 7</ IV + m<7 v.

Уравнение (1) системы (66) представляет из себя пер-
вое уравнение системы (27); уравнение (2) —сумму вто-
рого и пятого уравнения системы (27); уравнение (3)
сумму третьего, 7-кратного четвертого и т-кратного
пятого уравнения системы (27).

Приложение

ЧИСЛЕННЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ.

В таблице 3 численно сопоставляются коэффициенты
характеристического уравнения (34), найденные по фор-
мулам автора (41), (42), по теории Ю И-Юаня (формулы
53, 54) и по теории Кирхгофа-Лява в постанове работы
[И]. Рассматриваются два случая: р= 0 и р = 0,3.
В части теории Ю И-Юаня приняты два значения
«коэффициента сдвига»:'

1) х — xi = 0,3010. Значение xi применялось в работе
[29].

42) х=Х2 = (1 р) 2 . Значение х2 обеспечивает
совпадение нашего множителя при a2vV 4 с соответству-
ющим коэффициентом теории Ю И-Юаня. При обеих зна-
чениях х коэффициенты для членов с множителем а4 от-
личаются существенно (некоторые даже по знаку).
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Таблица
3

Величина

Численный
множитель

(-1=0

р,
=

0,3

Автор

Ю
И-Юань
Кирхгоф- Ляв

Автор

Ю
И-Юань
Кирхгоф- Ляв

X
=

X)

X
=
х2

X
=

Xi

X
—

%2

а4
Х

N
5

—2,68
—11,0

—1,56

—

—4,48
—11,0

—2,67

—

А
4
(

A,
2—
m2
)

—8,41
—36,4

—5,94

—

—14,5

—33,1

—8,83

—•

А
3

(Г
—

m2
)

2

—9,16
—45,8

—8,83

—

—15,4

—36,8
—11,1

—•

А
2
(А,2—■m2
)

3

—3,14
—27,4

—6,4.1

—

—5,80
—18,8

—6,64

—•

А
(А,2—m
2
)

4

0,738

—7,74
—2,23

—

0,252
—4,49

—1,87

1
2

0,450

1,66

—0,625
—

0,315

—0,814
—0,400

—

а2
Х,

A
4

2,50

6,65

2,50

—

3,27

6,65

3,27

—

A
3

(A.2—
m2
)

6,25

16,0

6,63

—

7,95

14,5

8,27

—
-

A
2

(?i2—m
2
)

2

6,00

13,3

6,56

1,000

6,74

10,7

6,47

1,000

A
(A,2—m2
)

3

2,75

4,49

2,94

1,500

2,53

3,27

2,47

1,350

(P
—m

2
)

4

0,500

•0,500

0,500

0,500

0,350

0,350

0,350

0,350

X
6

—0,75

—2,49
—0,938

—.

—0,478
—1,22

—0,492
—

Vm
2

‘—2,25

—0,508
—2,06

—4,000
—1,62

—0,672
—1,40

—2,737

AAm
4

4,00

4,00

4,00

4.000

2,80

2,59

2,59

2,800

m6

—1,00

—1,00

—1,00

—1,000

—0,700
—0,700

—0,700
—0,700

A,
2m
2

—2,00
—1,75
—1,75

—2,000
—1,40

—1,07
—1,07

—1,400

m4

0,500

0,500

0,500

0,500

0,350

0,350

0,350

0,350

v
=
1

xi
=

0,3010
Х2
=

0,8000

v
=

1,42857
Xi
=

0,3010
ха
=

0,61250
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ОБОЗНАЧЕНИЯ. SYMBOLS.

Е модуль Юнга
Young’s modulus

(i коэффициент Пуассона
Poisson’s ratio

_

1
*~l И

q плотность материала оболочки
density of shell material

Ro радиус срединной поверхности
оболочки
radius of median surface of shell

6 толщина оболочки
thickness of shell

9 ö»
(!*•

\2R\

I, cp, t, безразмерные координаты соот-
ветственно по длине, по попереч-
ному кругу и по радиусу оболоч-
ки (Рис. 1)
dimensionless co-ordinates in
longitudinal, circumferential, and
radially outward directions, re-
spectively (Fig. 1)

и-l
ito=( )'dt '-■■■>

t время
time
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f = e K '-— im^- lujt функции формального интегриро-
вания дифференциальных уравне-
ний
function of formal integration of
differential equations

д f
_ _6#W(l ц 2)_

E

p 2 ~ X 2 m 2 -j- N < max /(

u, v, w перемещения соответственно в на-
правлениях g, ср, £

displacements in g, cp, r Q directions,
respectively

ey - относительные деформации
strains

ay - напряжения
stresses

3i3,r компоненты распределенной на-
a= i, 2. з; грузки (.или заданные напряже-
г= 1’

2) ния) на боковых поверхностях
оболочки
components of distributed load (or
given stresses) on faces of shell

a ’ v' w ’ безразмерные функции от £, вве-
s,y, денные по формулам (7), (8), (9)
g.. dimensionless functions of £ intro-

duced by formulae (7), (8), (9)
3ij,r

u 0 и' о, . безразмерные величины, относя-
щиеся к срединной поверхности;v 0 V'Q введенные по формулам (14),
(15). (16)

wO, w'о, ..., dimensionless quantities referring
to the median surface, introduced

a t y,o, a 'до, ... by formulae (14), (15), (16)



nn yn y/n величины, определяемые по фор-
У’ g' ’

мулам (19), (20), (21), (22),
£ Л (23), (24)
д—и,V. w, is, 2з. зз; quantitites defined by formmae
г = 1,2, 3; j =1,2,3) (j(20), (21), (22), (23), (24)

jjn yn wn величины, определяемые по фор-
о/’ *’ *’ мулам (58), (59), (60), (61),

(62). (63)
д=l.г,з.4. 5. в; quantities defined bq formulae
i=1.2,3;3= 1, 2. 3) I (sa;, (59) J (во), (61), (62), (63)

коэффициенты первичной систе-
ij мы уравнений (таблица 1)

(1 = 1,:,.. 6; coefficients of initial set oj
j = I. 2,

....
6) equations (table 1)

, 1 коэффициенты уравнений таб-
(i = 1 2

ij 6■ лицы 2
а=i.2. 3. iv. v, vi) J coefficients of equations of table 2

величины, определяемые по фор-
q. I мулам (28), (28a)

О= I. ii.
1
....

vi) I quantities defined by formulaeJ . (28), (28a)

dO , di, dz коэффициенты (35), (41), (42)
характеристического уравнения
(34)
coefficients (35), (41), (42) of
characteristic equation (34)

d*i, d*2 коэффициенты (53), (54) харак-
теристического уравнения теории
И-Юаня Ю
coefficients (53), (54) of cha-
racteristic equation of Yi-Yuan Yu
theory
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Ф оценка погрешности
estimation of error

к «коэффициент сдвига» в теории
И-Юаня Ю
«shear constant» in Yi-Yuan Yu
theory
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U. Nig и I

LINEAR, FREE OF HYPOTHESES, EQUATIONS
OF MOTION OF ELASTIC CIRCULAR CYLINDRICAL

SHELL

(SUMMARY)

1. introduction. In this paper linear s'hell-theory is con-
sidered as a part of three-dimensional linear theory of elas-
ticity, in which the general solution for shells is obtained
expanding all variable quantities into a series of powers
of the co-ordinate perpendicular to the median surface.
Theory of shells in this usual meaning can be used only
in case of convergent series. Therefore the conditions of
convergence of the series of powers are thoroughly in-
vestigated and mathematically formulated.

The theory of elastic shells has been so far mostly
developed with the help of certain simplifying assumptions
[4, 7, 12, 21, 29]. In this paper no hypotheses are used.
Consequently our results open a field for discussing and
estimating the error of all approximate theories including
the new theory developed by Yi-Yuan Yu [29, 30].

The method used in this paper is similar to the method
of «initial functions», developed by V. Z. Vlassov [5, 6] and
includes some ideas, suggested by P. S. Epstein and
E. H. Kennard [2l, 22, 23, 24]. Details are worked out only
for cylindrical shells, but the method itself can be used
for every kind of shells.
2. Initial equations and primary coefficients of Taylor’s
series. We start from the equations of the theory of elasticity
(1), (2), (4), (5). With the help of formulae (7), (8),
(9), (10) the equations (11), (12), (13) are obtained, in
which all the quantities are q-functions. Further all the
quantities are expanded into Taylor’s series (14), (15).
(Subscript «о» denotes quantities referring to points on the
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median surface.) From equations (13) we get formulae
which express w 0", v”, w 0" as functions of

«0, Vo, Wo, Wo', Vo', Wo'. (*)

Having differentiated the equations (13) assumed £=l and
eliminated w 0", v 0", w 0", we also determine ыo"',
Vo'", Wq" as functions of quantities (*). The next derivatives
are calculated analogically. Then, using formulae (17),
derivatives wo', v o', wo' are eliminated and instead of them
three new unknowns 0i3 ,0, 023,0, 033,0 are introduced.

As a result of these calculations the primary coefficients
of Taylor’s series are derived (19), (20), (21), (22,), (23),
(24). These series are convergent in case (26).
3. Sets of fundamental equations. Equations of motions for
cylindrical shell (table 1), expressed in terms of 6 quantiti-
es referring to the median surface, have been derived in two
ways with the identical result. Method «А» is based on the
use of equations (11), method «В» on the use of bound-
ary conditions on the faces = + —-) of the shell; the latter
is similar to the method described by E. H. Kennard [2l].

From the set of table 1 are derived 6 equations presented
in the table 2. The first three of them represent the funda-
mental set of equations for determination of wO , v 0 and wO .
From this fundamental set the characteristic equation (34)
is obtained.
4. Characteristic equation and research of the set of three
homogeneous equations. Coefficients of the characteristic
equation (34) are determined by the formulae (35), (41),
(42). Thereby in the formula for di members like d 0 are
neglected and in the formula for d 2 only the highest orders
of X, m and N are taken into consideration. The asymptotic
error of the equation (34) is determined by the estimation
(40). By derivation of the equation (34) some members of
the fundamental set were found to be unnecessary. These
members are underlined in the formulae (32), (33).

Further the simplifying assumptions of approximate
theories are discussed. The most important results are the
following:

(a) In approximate theories, founded on assumption
с?зз=o, members with the multiplier a 4 must be neglected.



(b) Equations without members with the multiplier a 4
give an approximate solution. The members with the multi-
plier al' mainly improve the accuracy of the solution.

(c) Estimation of error of Kirchhoff-Love theory is
determined by the formula (51).

(d) Equations of theory developed by Yi-Yuan Yu [29]
considerably differ from ours. ’’The shear constant”, used in
this theory, is quite an artificial quantity. For comparison
the coefficients of characteristic equation of Yi-Yuan Yu
theory were represented by our symbols (53), (54). In the
table 3 (p. 59) the coefficients of the characteristic equation
of Yi-Yuan Yu theory are compared with those of our theory
numerically.
5. Coefficients of Taylor’s series as functions of uO , vO ,

j-

The formulae of coefficients of Taylor’s series are given
for the first five members. They offer the opportunity to
determine the boundary stresses and displacements with the
asymptotic error ft** < piai -)- a.

Tallinn, June 29, i960
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