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Г.А. Вейнер

ДВЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ОПТИМАЛЬНОГО
ПРИБЛИЖЕНИЯ ГРАФА ПОЛНЫМИ ПОДГРАФАМИ

(обобщения)

В данной статье рассматриваются некоторые приведенные
в работах [l,2] обобщения функций оценок и одновременно
обобщаются доказанные там основные теоремы. В результате
были получены достаточные условия, подходящие для нахожде-
ния одного частного вида класса эквивалентности отношения
эквивалентности Е O . В данной работе формулируется обобще-
ние теоремы, которая в некоторых частных случаях позволяет
на графах найти все классы отношения эквивалентности Е O .

Рассмотрим кратко поставленную перед нами задачу, ко-
торая, как и в [l,2], состоит в поиске аппроксимирующего
отношения эквивалентности E<=S*S для заданного симметрич-
ного бинарного отношения Rc=s*S-Целью аппроксимации явля-
ется поиск такого отношения эквивалентности Е O, которое в
наименьшей степени отличается от заданного отношения R ,

причем под наименьшей степенью отличия понимается следую-
щее: число несовпадающих элементов заданного бинарного
симметричного отношения R и отношения эквивалентности Е ,

равное

должно быть минимальным. Таким образом, отношение Е 0 опре-
деляется из условия

где & - множество всех допустимых отношений эквивалентно-
сти на множестве S .

Далее мы рассмотрим симметричное бинарное отношение
R в виде графа Q . Не уменьшая общности, предположим, что
граф G связен. С точки зрения постановки нашей задачи
аппроксимации несущественно наличие свойства рефлексивнос-

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУЛУ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО института

№ 411 1976

уда 519.1

= (R-EklE-Rb, (1)

о (Е 0)
= mlnoCE)

,



4

ти у отношения R , и поэтому предположим, что граф G не
содержит петель. Ясно, что основным моментом поставленной
задачи является задача превращения графа G в транзитив-
ный граф так, чтобы выполнилось условие (I). Необходимые
в дальнейшем определения, которые не разъяснены, исполь-
зуются нами исходя из соответствующих определений работ
Сl,2].

I. Основные понятия и определения

В приводимых ниже рассуждениях для нас существенно
рассматривать связные подграфы графа G вида G a = (V a ,Ua ),

множество вершин которых Va и множество ребер U a . Предпо-
ложим, что подграф Ga представляет собой максимальный пол-
ный подграф G o =(Vo o, o) и все (максимальные полные) под-
графы, инцидентные с Q O , представляют множество т =

={Gi, II = 1,2,...,к}. Обозначим множество индексов I = (i,
2,..., к}. Инцидентность графов в статье [l] определяется
следующим путем; максимальные полные подграфы G p=(Vp ,up ')

и графа Q называются инцидентными, если
Vp H ф (р.

Ниже мы используем следующие важные понятия грозди и
максимальной грозди.

Определение I. Гроздью графа G a нозовем множество
максимальных полных подграфов К =(б j |j е I K ,I к<= I} =Т, для
которого подграф графа G a , представленный в виде

является связным.
Множества

образуют соответственно множества вершин и ребер графа G P .

Определение 2. Гроздь К*ь назовем максимальной, если
не найдется такой грозди Кт в графе G a .что K- L <= K m-

Пример I. На фигуре изображен граф G a со множеством
вершин V a = ( 1,2,...,19}. У графа Q a имеется 4 максималь-
ные грозди, составленные из множеств вершин = {?, 8,9,
11, 12. 13}, V 2 = (4, 5, 14, 15} ,V3 ={2. 3. 16, 17,
18 } и V 4 = {I, 19}. Ребра подграфа Q 0 на фигуре изобра-

üp=(Knuvj), {UoDUUj}),
js.l к ' J^lk

{Vo nuVj} и (и O П UUj }
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жены лишь частично. Причем
гроздь К, образуется из мак-
симальных полных подграфов
на вершинах (7, 8, 12, 13}
и {B, 9, 11, 12}.Гроздь К г
также образована из двух
максимальных подграфов,в то
же время грозди К 3 и К 4 со-
стоят только из одного пол-
ного подграфа графа Qа , ин-
цидентных подграфу Q O .

Очевидно, что каждая
максимальная гроздь К р
графа Ga соответствует оп-
ределению подграфа данного
графа. В этом случае, так
же как и выше, множество

Фиг. 1

вершин обозначается Vp и множество ребер U p . Таким образом,
К р = (Vp , и р ).

Далее мы рассматриваем случай, когда у подграфа Ga каж-
дая пара максимальных гроздей не имеет общих вершин, вместо
подграфа Q a будем говорить просто о графе G„.

Ниже мы обращаем внимание на следующее множество вилок
D . Пусть у графа G a имеется гроздь К р = (Vp ,ü p ), тогда
D - это множество таких вилок, одно ребро которых принад-
лежит множеству U O-üp и другое - множеству U p -U0 ■ При
удалении из графа G a множества вилок D имеем в виду сле-
дующие три возможности:

I) можно добавить в граф G a такое множество новых ре-
бер Н, при котором каждая вилка из D превратится в тре-
угольник;

2) можно удалить все те ребра вилок из D, которые на-
ходятся в U 0 - и р ;

3) можно удалить все те ребра вилок из D, которые на-
ходятся в Uр - Uо.

Поимев 2. В примере I графа Ga максимальная гроздь
определяет множество вилок

D = {{{(4,l4), (4,15)}*{(4,0,(4,2.),(4,3),(4,6),(A,7),(4,8),(4,9),(4,<0)}} U
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Удалению необходимо подвергнуть множество ребер Uq={{4,s}x
X 6,7, 8,9, 40 }} ИЛИ U 2={(4,l4T, (4,15), (5,14)}.

Обратим внимание, что в случае удаления множества тех
ребер из U O -Up , которые образуют вилки из D

, некоторые
вилки, образованные другими гроздьями, отличными от Кр,мо-
гут частично исчезнуть.

Пусть для графа G a найдено множество максимальных
гроздей В = {Ki =(VI ,UO Uel к }, IК={М,1 К={М, •••>*}• Предполо-

жим, что множества вершин гроздей множества В- попарно не-
пересекащиеся. Для простоты введем еще обозначения |Уo |=тг o ,

|V 0 (1 V -1= vL и I — Vo | =m- ь , если I£l к • Обозначим также
через Ц,если lel K , число тех ребер,которые соединяют верши-
ны множеств Vo nVi и V-b -V 0 максимальной грозди К i,. Напри-
мер, в нашем графе на фигуре для максимальной грозди К 2
число \- г = 3.

где M = Umj;
,

назовем функциями оценок грозди и под-
1е1к графа Q 0 соответственно.

Обратим внимание, что (v0 |Н|. В числителе выраже-
ний (2) и (3) указано необходимое число добавляемых новых
ребер, для того чтобы исчезло некоторое определенное число
вилок, а в знаменателе указано число ребер, которое удаля-
ется для исчезновения тех же вилок.

Определение 4. Функцию

назовем функцией оценки грозди К;, по отношению к графу Go-
Последнюю функцию сопоставим с вектором. При f(К ,

G 0 ) > 1 вектор направлен от грозди К;, в подграф GO ,

а при f (Kt,G O ) < 1 -в обратном направлении.

U {{{(s,l4)} х {(5,1), (5,2),(5,3), (5,б), (5,7),(5,8), (5,9),(5,10)}}}.
Н ={{l4,ls} *{l, 2,3,6,7,8,9,10 }}.

Определение 3. Функции

f(K-t) = (2)
и L

CVo-vO mL+vICM m i)

fC4.60) =-Ш- (4)
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Пример 3. В графе первого примера f(G 0) =

и f(.K*,G O )> а соответствующий вектор направлен в
граф G, о .

2. Основная теорема.

Приведенная ниже теорема обобщает теоремы, доказан-
ные в статьях [l,2], для случаев, когда граф G или какой
-нибудь его подграф G q являются описанными выше видами.

Итак, рассмотрим в графе Q a п< к максимальные гроз-
дья вида Bn={Ki 1 lein}, где B n s В, InsIK и 1n={1,2,...In={l,2,... ,n}.
Производя операцию отделения гроздей множества В п от мно-
жества вершин максимального полного подграфа G 0 и превра-
щая их в классы эквивалентности, нам необходимо изъять

ребер из подмножества ребер U 0 подграфа Q O -B случае,когда
требуется изъять ребра гроздей, соединяющих множества
вершин Vi~VO и V 0 ПV t , требуется разрубить

ребер. Очевидно, что приведенные выше выражения (5) и (6)
остаются в силе для любого подмножества В 6 максимальных
гроздей В, если множество индексов 16 выполняет условие
Is - U-

Теорема. Если для графа Ь а выполняется:
I) векторы функции f(Ki,Gj0 ] направлены в подграф G 0;

для I = то существует такое аппроксимирующее отно->
шение Е O, которое имеет класс эквивалентности V O .

Доказательство. Покажем сперва, что не найдется отно-
шения эквивалентности Е 0 с классом эквивалентности V 1 и
таким, что Vj, UVO •= V l, причем К^е. В. Действительно. из ус-
ловия (2) теоремы тождественным преобразованием получает-
ся, что Lj. <v om v - Е* ъ • Это означает, что только при со-

(5)

zLll (6)
l=i

2) Li<|v 0 m L и

3) 2L ( V0 -Z_ vj ) П fl Li ,

!/=< j =1 L=l
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единении всех вершин множества с подмножеством вер-
шин V 0 приходится добавлять vom- b - 1_-ь ребер, что больше
числа Ц ребер, подлежащих удалению при отделении множе-
ства вершин Vi -V 0 в самостоятельный класс эквивалентно-
сти. Тем самым V' не может быть классом эквивалентности
отношения эквивалентности Е0 •

Далее рассматриваем функцию

где в числителе стоит число ребер, подлежащих изъятию из
U 0 при отделении максимальных гроздей К-ь , 1= в
самостоятельные классы эквивалентности, а в знаменателе
функции - число ребер,разделяющее подмножества V-L -V 0 от
V O . Покажем, что функция (7) монотонна. Для этого пред-
положим сперва, что для индекса выполняется условие

Выполняется также условие

Неравенство (9) выполняется, так как числитель левой час-
ти больше числителя правой части, в то время как знамена-
тель из-за условия (8) не больше.

Из неравенства (9) получаем

(Ю)

«V I
.51 Су o - 51 yj) Vi

4>(q,)=-k=i > 0, к , (?)

Z_U
l=i

ь±l 5: -Ь-, где I = 1,2,...,к- 4 . (8)
у

w n-1

и ° v«.f—..У* У° иу* , если q,<Ul. (9)
L q, 1-I+l r

Vt-и

Ц-н'Х - Vt- ЦК- V,- ... -v i+l)vi+l •

,p>;o_ ,р ( ; + IЬМ)^М-^У-+^-у
_

1 T L, + L a +... +L;

CVo-VOVi+...-KV O-Vi--‘--Vl)Vt+(Vo-Vi- >■ -Угу
_

Ц+Ц+... + Ц + l l+<

= -Jr{ 4+i £(VO
- V,) v,+... + (v O—V40 —V4 ...

- Vi)Vi] -
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Здесь в разности (II) в свою очередь разности выражений

L l+1 (y0 и L^Cv o -...-vL+< ) vl+< ,

где =И,2,... ,1, не отрицательны вследствие условия (10),

Последнее утверждение приводит к неравенству
- ч>(l-И) 0, что доказывает монотонность функции

(7).
Рассмотрим теперь значения функции (7) в концах ди-

скретного интервала D, к]. По предположению (3) ч>(к") £

Тем самым класс эквивалентности V„ не хуже классов экви-
валентности, полученных путем превращения гроздей К-,,. Ус-
ловие теоремы (I) тождественно условию

I = 1,2,, к , из которого получим

причем очевидно, что —m^ U|/
- > 0 • Тем самым при

Wo m *

ь
удалении точно одной грозди К;, от множества V 0 не обра-
зуется оптимального разбиения Е O . Из-за условия монотон-
ности (7) можно заключить, что не найдется отношения экви-
валентности Е O , класс эквивалентности из множества В у
которого меньше к и больше I. Это доказывает теорему.

3. Обобщения

Расширим теперь теорему на случай, когда в графе G a
найдутся гроздья, содержащие общие вершины.

Определение 5. Назовем подмножество K t, tel K , мно-
жества максимальных гроздей В составной гроздью, если
подграф (U V t , иUO графа G a связен.

teIK tel*

- СП- V4 -...-Vl--Vb+4 ,)V i+< (L4 + L l
+...+L i)}, (II)

t L-и

j” j-l

(v0
- лг-ь) mj, (Vo-vQmL+CM-miln (12)

L l

(Vb-vOVi 4 .
(M-mOvi

.

L— 1 * (I3)
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По аналогии е определением 2 определим понятие мак-
симальной составной грозди.

Очевидно, что в доказательстве теоремы для случая,
когда во множество максимальных гроздей графа & а входят
составные максимальные гроздья, не следует вносить сущест-
венных изменений. Теперь уже несложно показать, что та-
кое расширение понятия максимальной грозди позволяет опи-
сать любой подграф & а неориентированного графа Q •

Нетрудно заметить, что в случае выполнения условия
(12), если числа заменить на , то, опираясь на
результаты работы [2], можно утверждать, что найдется та-
кое оптимальное разбиение Е O, у которого одним из классов
эквивалентности будет V„ . То же самое можно утверждать,ес-
ли выполняется условие (12), при замене числа т*ь числом
т-ь , где для т'- выполнено условие = L[.
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G. Veiner

Two Auxiliary Functions for the Optimal Approxima-

ting of a Graph by Complete Subgraphs (Generaliza-
tions)

Summary

This paper, as the previous two CI,2J , deals with the
problem of finding an optimal partition E Q , which best
approximates a given symmetric relation S in the sense
of minimizing the number of the elements of

The main results of the papers {1,23 are generalized.

К - Hj В {R - so i
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Р.А. Палуоя Р.Э. Куусик

ПОИСК ВНУТРЕННЕ УСТОЙЧИВОГО МНОЖЕСТВА
НА ДЕРЕВЕ

Введение. Одним из важнейших понятий теории графов
является внутренне устойчивое множество. Для решения за-
дачи поиска наибольших внутренне устойчивых множеств в
общем виде, когда граф содержит довольно много вершин, в
настоящее время отсутствуют эффективные методы. Ряд алго-
ритмов принадлежит таким авторам, как Эдмондс, Хакими,
Франк и др. По терминологии теории алгоритмов эти проце-
дуры поиска являются итеративными с экспоненциальным рос-
том количества вычислений. В частном случае, например, на
деревьях, можно использовать некоторые особенности. Здесь
мы рассмотрим класс деревьев: конечные связные графы без
циклов, имеющие по крайней мере две вершины.

Нами выбраны и доказаны следующие алгоритмы и леммы;
(Используемые понятия в основном заимствованы из Г2]. Ал-
горитмы реализованы на ЭВМ и проверены на эксперименте,
что дает возможность утверждать, что они достаточно эф-
фективны;.

I. Основные понятия и теоремы

Определение I. Граф G< = (V, , UO мы называем частью
графа G=(V,U), если и ■

Определение 2. Отображение вершины х Гх задается
здесь следующим образом: Гх =[ у | (х 3 у) еU }•

Определение 3. Вершина х называется соседом вершины
у, если хе.Гу .

Определение 4. Вершина х называется изолированной вер-
шиной, если IГх| = 0 •

Определение 5. Вершина х - висячая вершина, если
|Гх| = 1.

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED

ТР7ЛУ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО института

JE 411 1976

УДК 519.1
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Определение 6. Цепь называется внешней цепью, когда по
крайней мере одна вершина цепи является висячей вершиной.

Определение 7. Вершина называется средней вершиной,ес-
ли I Гх | > 2..

Определение 8. Множество Sмы называем внутренне ус-
тойчивым множеством, если оно не содержит соседних вершин.

Определение 9. Множество 5 мы называем полным внутрен-
не устойчивым множеством, если при добавлении любой вершины

в множество S множество не является внут-
ренне устойчивым множеством.

Определение 10. Наибольшее по включению элементов мно-
жество S называется здесь максимальным.

Определение 11. Цепь (или цикл) называется простой,ес-
ли каждое ее ребро входит в последовательность ровно один
раз.

Определение 12. Граф G называется нуль-графом, если
он не содержит ни одного ребра и вершины; обозначение: G =

= (Ф, Ф ) •

Определение 13. Вершина * называется запрещенной вер-
шиной относительно множества S , если хеГБ.

Определение 14. Вершину х называем свободной, если
х

Теорема I.Дипломатическое число v(Q) мультиграфа Q
равно наибольшему количеству независимых циклов [2].

Следствие. Граф G не имеет циклов тогда и только тог-
да, когда -s>(GO = 0 [2].

Теорема 2. Всякое дерево имеет по крайней мере две ви-
сячие вершины [2].

Теорема 3. Для того, чтобы конечный связной граф был
деревом, необходимо и достаточно, чтобы число его ребер было
на единицу меньше числа вершин [3].

Теорема 4. Граф связен в том и только в том случае,ког-
да он состоит из единственной компоненты [2].

Теорема 5. Пусть Q 1 - мультиграф, полученный из муль-
тиграфа G добавлением нового ребра между вершинами а и b ;
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если а и b совпадают или могут быть соединены цепью в G ,

то -9(0') =v(CO+1 ; в противном случае v(G')=y(G) [2].

Следствие. vCG)S-0 [2].
Теорема 6. Всякие две вершины дерева связаны ровно од-

ной элементарной цепью СЗ],

Алгоритм distribution GOUNTtI] мы используем для
упорядочения множества М в неуменьшащемся порядке по
числу соседних вершин. Множество М здесь содержит степени
инцидентности вершин. В результате упорядочения мы получим
множество UM. Посредством SM R обозначим номера вершин
упорядоченного множества М .

2. Леммы.
Лемма I.Пусть к - висячая Берлина,т.е,.|Гх|=l, и у - ее со-

сед и пусть соседом вершины у будут еще у-ь . Тогда вершина
х должна принадлежать множеству S , так как добавление у в

S уменьшает мощность S .

Доказательство. Могут представиться две возможности:
1. Если xcS, то множеству S не могут принадлежать

вершины у , входящие в Гх-
2. Если у€.3, то множеству Sне могут принадлежать

вершины Гу. Множество Гу составляют вершины хи yt • Таким
образом, IГу| > 1. Так как IГу |>| Гх|, то можно заключить, что
при добавлении у в множество S число запрещенных вершин
(определение 13) станет больше, чем при вершине х. Отсюда и
следует преимущество висячей вершины при построении множе-
ства S .

'

Лемма 2. Если вершина х изолированная, то хеЗ.1 I
Лемма 3. Если из дерева Q удалить одно ребро, то число

компонент связности р= 2.
Доказательство. Пусть даны два дерева Аи В. Очевидно,

что a-L е А не связана цепью с вершиной b-teß. При добав-
лении ребре (ai , b,,) между вершинами и Ь-ь, мы получим
граф G , для которого mQ =mд+ mB nQ

= пд -+- nв . Так как

mA~ 'число ребер в дереве А; п А - число вершин в дереве
А,(гг1 ь, п в, - соответственно).
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mA= nA-' 1 и m b
= п ь -1 > то mb=n Cl-2+|{(a l,bO}|=n G -1.

Докажем, что если G связной граф, то он есть дерево.Ве-
ршина связана цепью с каждой вершиной А, потому что
А - дерево и (неВ связана с каждой вершиной Б. Любая
вершина aje А связана цепью с любой bjeß, потому что су-
ществуют цепь Ca j , а;,), ребро и цепь (b;,,bj) • Следо-
вательно, существует цепь Caj , bj ) • Получаем, что 6 будет
связным графом и, следовательно, по теореме 3 является де-
ревом.

Обратно, удаляя из графа Ь ребро мы восста-
навливаем прежнюю ситуацию, т.е. имеем ровно две компонен-
ты связности -А и Б •

Лемма 4. Если из дерева удалить висячую вершину вместе
с инцидентным ребром, то оставшаяся часть является дере-
вом.

Доказательство. После удаления ребра, инцидентного с
висячей вершиной, число компонент связности = 2 на
основе леммы 3. Одной из компонент является прежняя ви-
сячая вершина . m< =m-i=n-2, n 1 =п ,

■V, = т,, +р< = п-2-п+2 =O.
Далее, удаляя образовавшуюся изолированную вершину, полу-
чим nl =n-< 3 m,= n-2 и = n-г- n+i -м =0 . Так как
р 1=И и =o, то, следовательно, Gi - дерево.

Лемма 5. Если из дерева удалить висячую вершину вместе
с ее соседом и с инцидентными соседу ребрами, то реализу-
ется одна из нижеследующих возможностей, а именно:

1) нуль-граф;
2) изолированная вершина;
3) дерево;
4) лес (совокупность деревьев или изолированных вершин)
Доказательство. Пусть х - висячая вершина и у ее со-

сед. Соответственно существуют четыре возможности:
I. Граф G двухвершинный. Удаление хи у приводит в

нуль-графу.

Фнг. 1.
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2. Граф G трехвершинный. После удаления и у оста
ется изолированная вершина г .

Фиг. 2,

3. IГуI = 2. и n> 3,
где п-число вершин графа Q.
После удаления вершины х и
инцидентного ей ребра,полу-
чаем IГуl = 1, т.е. у пре-
вращается в висячую верши-
ну. Возникшая часть графа
будет деревом (лемма 4).Та
же ситуация возникает при
удалении вершины у.

4. |Гу| > 2. и п > 3.
Фиг. 3,

Соответственно существуют две возможности:
1. Сосед вершины у- висячая вершина z T T.e. IГг|=Н*

2. | rz| > i.

Фиг. 4.
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Рассмотрим их по порядку. Если из графа удалить х и у, то
| Fz ( = 0. Вершину у во втором случае, не умаляя общности,мож-
но рассматривать как висячую вершину для части графа CrL .

Таким образом, после удаления вершины у CrL - дерево (лем-
ма 4).

Лемма 6. Пусть вершины x,y,z,w последовательные вершины
цепи. Если х<=s и т.е. уеГ5, иzи w- свободные вер-
шины (определение 14), то множеству S принадлежит вершина z,
но не вершина w ?

Доказательство. Существуют две возможности.

1. Если zeS, то w и yePS.
2. Если weS, то Pw с ГЗ .

В первом случае множество PS пополнилось только вершиной
w ,так как вершина у уже принадлежала множеству PS , Во
втором случае PS пополнилось на Pw, I Pw l >4 -

Так как при включении вершины w в множество S множе-
ство PS пополнилось больше чем на одну вершину, то отсюда
следует преимущество вершины г при построении наибольшего
внутренне устойчивого множества. Вершина 2 - первая сво-
бодная вершина в цепи вершин.

Лемма 7. Пусть дана часть графа (дерева). Пусть хе.s и
yePS Р z., ok, р>, у - свободные вершины и А, В, С -

висячие вершины. Пусть при просмотре какой-либо цепи, кото-
рая исходит из висячей вершины с , цепи, исходящие из А и
В,еще не просмотрены. Допустим, что мы достигли вершины z,
где z - свободная вершина и, следовательно, может принад-
лежать множеству S .

Принцип алгоритма I состоит в том, что z. не может быть
включена в S до тех пор, пока не получена дополнительная
информация о принадлежности «х или р> множествам PS или S.
Это означает, что необходимо пройти по цепи А или В , а

Ситуацию, где w -висячая вершина, рассмотрим далее в
лемме 8.
xgS обозначена на фигуре кружком, a уеГЗ - квадра-
том.
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Фиг. 5.

при просмотре С вершину г оставить необработанной. Этот
принцип не уменьшает мощности множества S.

Доказательство. Рассмотрим цепь А. Цепь (с, z), удалена
из графа. Существуют две возможности.

1. Вершину z включаем в множество S.
2. При просмотре цепи с оставляем z необработанной.
Рассмотрим эти возможности по порядку. В щэрвом слу-

чае представляются вновь две возможности, а именно: /егз
и - свободная вершина. Так как zeS, то имеется проти-
воречие с леммой 6, потому что из вершин, принадлежащих
Гос, свободной является только z , а из множества Гг сво-
бодными являются w. и [Ь • Если )(eS и cteFS, то добавле-

ние вершины z в множество s произошло бы при проходе цепи
А .

Во втором случае опять две возможности, а именно: ес-
ли {еГЗ и <*. - свободная вершина, то cxeS, zeTok и
2&ГЗ и, следовательно, |Ь - свободная вершина. Если
](еЗ и <*.€ГЗ , то z добавляется в множество 3 при

проходе цепи А . Включив вершину z в множество S, мы по-
лучаем, что ISI = 4. Если же вершину z не включать в мно-
жество S, то найденное новое множество S больше I S I =5.

Из этого примера видно, что среднюю вершину нельзя
обрабатывать до тех пор, пока она не превратилась после
прохождения нескольких цепей в обыкновенную вершину цепи.

Лемма 8. Пусть в графе только одна цепь с вершинами
А,...,х, у, z ,<х , Существуют две возможности.

1. Если уеЗ, то z и *е.ГЗ и,следовательно, <*,€3.
2. Если *£s и уеГЗ, то z и <х - свободные вершины.



18

Фиг. 6,
i'

На основе леммы 2 висячая вершина cl имеет преимущество при
построении множества S перед другими вершинами цепи (лем-
ма I). 5 случае, когда öl- висячая вершина, возникает такая
ситуация, что первой свободной вершиной при прохождении це-
пи является вершина z . На основе леммы 6 z €.5 . Включение
вершины z не уменьшает мощности S и, следовательно, не
возникает противоречия между леммами I и 6.

Доказательство. Рассмотрим следующие две возможности:

Таким образом, при проходе цепи нас не интересует, яв-
ляется ли сосед вершины z висячей вершиной или нет.

Лемма 9. В дереве с п висячими вершинами имеется
максимально п - 2 средних вершин.

Доказательство. Пусть в дереве дана цепь, из которой
разветвляются посторонние цепи. Допустим, что для средних
вершин I выполняется М(1) = 5.^

М(ТГ- число сооедов при вершине I .

1. Вели Z£S, то |S| = lS| + < и |TS| = | Гs| +1 •

2. Если c*€.S, то |S|= | S | -ь 1 и |Г5| = |Гs|+l*
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Таким образом, из каждой средней вершины выходит кро-
ме основной цепи еще одна посторонняя цепь, которая ведет
до висячей вершины. Так как концы основной цепи есть ви-

сячие вершины, то из всех остальных п-2 висячих вершин
исходят цепи, ведущие в средние вершины основной цепи.
Получается, что число средних вершин равно п-2. Пусть хо-
тя бы для одной средней вершины МСО=4, т.е. из этой вер-
шины исходят две цепи кроме основной цепи. Тогда существу-
ют две висячие вершины, из которых исходят цепи, пройдя по
которым мы попадаем в одну и ту же среднюю вершину. Таким
образом, число средних вершин уменьшилось на одну вершину
и т.д.

Лемма 10. Для средних вершин дерева выполняется

Доказательство следует непосредственно из леммы 9.

Лемма 11. В результате применения алгоритма I дерево
превращается в одну цепь после прохождения ровно (л -2) -х
цепей.

Доказательство. Пусть из средней вершины L ведет цепь
в висячую вершину и пусть М(l)=З.Если эту цепь удалить из
дерева, то М(’o = М(ь)-1 • В результате такой операции
ликвидировались одна висячая и одна средняя вершины.

То же можно показать и для средней вершины с М(l)>2>.
В этом случае для ликвидации одной средней вершины следует
пройти М(1)-2 цепи и удалить из дерева висячих
вершин. В графе остается одна цепь и две висячие вершины.

Следствие. В алгоритме I требуется n-И прохождений
цепей.

3. Алгоритм I.
AI. На основе матрицы А находится ряд чисел Мф, где

j - номер вершины дерева; множества Ви R сводятся к
нулю.

А2. Образуется множество SMR номеров висячих вершин.
АЗ. Выполняем АЗ AI2 для I = 1,. ••, N .

А4. к = SMR Сь) •

А5. Отыскиваем соседа j вершины к .

(мсl)-2) = п-г.
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ОА6. Если ВСЮ =0 5 то выполним А7, в противном случае
АB.

2)А7. Приравняем R(k) = 1 и
АB. Если М (j ■)-=ж 1, то выполняем А9, в противном

случае - AIO,
А9. Приравняем М(Ю=O и M(j') = M(j ) -1 , выполняем

AI2.
AIO. Если Мф=И, то выполняем AI3.
АП. Приравняем М(к) = 0 и к= j , выполняем А5.
AI2. Конец цикла.
AI3. Если Blj )= 0, то R(j)=l.
Конец алгоритма.
Теорема. Найденное на основе алгоритма 1 множество S

есть наибольшее внутренне устойчивое множество.
Доказательство. Прохождением цепей дерева и включе-

нием свободных вершин в множество S , дерево превращается
в одну цепь (лемма II). После удаления каждой цепи мы по-
лучаем дерево (лемма 4). Тем самым правило алгоритма
вновь применимо на каждой возникшей части дерева (теорема
2). В множество S добавляют висячие вершины (лемма I) и
первые свободные вершины (лемма 6). Тем самым происходит
построение множества S добавлением "лучших" вершин, ко-
торые гарантируют отыскание наибольшего внутренне устой-
чивого множества.

4. Алгоритм 2.
AI. Найдем число единиц строчки j матрицы А и уве-

личим это число на единицу, получим M(j), j - номер вер-
шины дерева.

А2. Упорядочим множество М в неуменьшащемся поряд-
ке по числу соседних вершин (алгоритм distribution count [i]).

АЗ. Выполним A4-AI4. I =<,..., N.
А4. к = SМ R ( I ).

А5. Если и М(I)=0, то выполняем AI6.
А6. Если UM(L) =l, то добавляем вершину к в множе-

ство S , И(к)= 0 и выполняем AI6.
4 5 В(к) = 0 - признак свободной вершины.
2) Если R(j)=4, то вершина jeS.
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A7. Если UMd) =2. и М(к) =2 , то выполняем AB-AI2.
АB. Найдем соседа j вершины к. Вершину к добавляем

в 5.
А9. Если M(J)>3, то найдем соседа I вершины j , при

которой 1+ к. Для каждой вершины I MCD = MCL) -i , если
МШ*O. M(j)=o, М(Ю =O, выполняем AI6.

AIO. Если Мф=2, то М(Ю =O, M(j ) =O, выполняем AI6.
В противном случае найдем соседа L вершины j , при которой
Ш и M(L) 0.

АН. Если М(lЛ>3,то М(к)= О, М(])= О, М(1)=М(1)Ч, выпол-
няем AI6.

AI2. Если М(1) = 2,то И(к)=o 3 M(j)=O, M(L)=O, добав-
ляем вершину I в S и выполняем AI6. В противном случае
И(к)=o, Мф =O, к = I, выполняем АB.

AI3. Если U ИСь) =2 и М(к)=И, то добавляем вершину к
в5, 1И(к)=0, выполняем AI6.

AI4. Если(l)М(l)=2'/иМ(l)>3) и М(к)=o, то выполняем AI6.
AIS. Сортируем множество S (алгоритм distribution

COUNT П]).
AI6. Конец цикла.
Конец алгоритма.
Движение начинается по цепи, исходящей из висячей вер-

шины. Висячая вершина добавляется вS. Висячая вершина и
ее сосед удаляются из дерева. Сосед соседа может превра-
титься в висячую вершину. Таким образом двигаемся по цепи.
Если в цепи до средней вершины имеется четное число вер-
шин, то средняя вершина не обрабатывается (лемма 7), а
если пройденное число нечетное, то эта средняя вершина
удаляется. В этом случае дерево распадается на изолиро-
ванные вершины и деревья (лемма 5). Далее осуществляется
проход цепей согласно методу, изложенному в алгоритме I,
Так как построение множества S находится в соответствии
с доказанными леммами, то гарантируется наибольшее внут-
ренне устойчивое множество.

Заключение.
Рассмотренные выше алгоритмы по своим рабочим прин-

ципам достаточно различны. Поэтому необходимы оценки эф-
фективности каждого алгоритма в специальных случаях. Эти
вопросы нами не рассматриваются. Целью работы было реше-
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ние задачи поиска наибольшего внутренне устойчивого мно-
жества на деревьях.
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Pind lag the Internally Stable Set of a Tree

Summary

This paper deals with the problem of finding the maxi-
mum internally stable set of a graph if this graph is a
tree.
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К.К.-Э. Аллик

КОНСТРУКТИВНЫЙ ПОДКОД К ОПИСАНИЮ ЛОКАЛЬНЫХ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ГРАФОВ

1. Введение. Преобразования (трансформация) графов не-
обходимы весьма часто в самых различных областях науки, в
которых применяется аппаратура теории графов. К примеру,по-
нятием преобразования графов пользуется в программировании
(операторные схемы, структуры данных).математической лин-
гвистике (семантика естественных языков), химии (синтез хи-
мических соединений). Характерно, что несмотря на полное
различие в целях и интерпретации преобразований, практичес-
ки во всех случаях в основу понятия преобразования графов
заложен принцип локальности: преобразование влияет только
на одну часть преобразуемого графа, оставлял остальную
часть графа без изменений. Однако до сих пор нет достаточно
точного и строгого определения этого принципа в терминах те-
ории графов.

В настоящей работе предлагается универсальная методика
описания локальных преобразований графов, которая является
обобщением ряда известных конструктивных подходов к этой
проблеме [6,7].

Работа носит методический характер и поэтому вместо
формального изучения вопросов мы, где это только возможно,
прибегаем к словесным объяснениям и графическим иллюстраци-
ям.

2. Основные определения и тжмеш. Пусть G=(V.u) - ори-
ентированный граф (далее - просто граф) без параллельных
дуг, где V = V(G>) - множество вершин, U=U(Q) - множество
дуг, причем U с VxV.

Графы и называются изоморфными
( G = G") , если существует взаимно-однозначное соответствие

TALLINNA POLUTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
труда ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО института

Л 411 1976

УДК 681.3:519.1
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f : V 1 -V" такое, что (ос,у) е. lT (fCx) .fCyl) 6 и".

Граф g j = (v„U 4 ) называется подграфом графа G=(V,lO,
если V, V и U* =Uп Vi * ■

Теперь мы в состоянии приступить к рассмотрению пре-
образований графов. Правило преобразования Д - это упоря-
доченная пара к =(Ц,l_ 2) » где Ц - некоторые графы. При-
менение преобразования % к графу G означает, что некото-
рый подграф G, графа G , который изоморфен графу L< ,

заменяется графом L 2, а остальная часть графа G остается
без изменений.

Однако, как будет видно из следущих примеров, такая
схема слишком примитивна и требует серьезных уточнений.

Фиг. 3,

Примет? I. Рассмотрим правило преобразования к , изоб-
раженное на фиг. I. Это весьма элементарное преобразование,
однако применение % к подграфу графа ь (фиг.2) может
привести к трем различным результатам (фиг. 3). Такую не-
определенность можно устранить, если установить некоторое
соответствие между вершинами левой и правой части правила
преобразования. Граф Н г (фиг. 3) свидетельствует о том,
что упомянутое соответствие должно как-то быть связано с
правилами "привязки" графа L 2 к графу G .

Поимев 2. Предположим теперь, что нам требуется пре-
образование типа ои (фиг. I), которое применимо не к про-
извольным, а только к висячим вершинам графа G (к верши-
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не с на фиг. 2). Свойство быть висячей вершиной - вполне
локальное свойство к должно как-то описываться в терминах
локальных преобразований графов. Это легко сделать, если
применимость правила преобразования к некоторое подграфу
поставить в зависимость не только от этого подграфа, но и
его контекста, т.е, непосредственного окружения этого под-
графа.

Основное отличие предлагаемой здесь методики от ранее
известных подходов заключается в том, что она позволяет в
правилах преобразований учитывать такого рода контекстные
условия.

Нецелесообразно включать в правило преобразования все
окружение заменяемого подграфа. Во-первых, это противоре-
чит принципу локальности, и, во-вторых, приводит к немалым
техническим трудностям. Поэтому мы предлагаем вместо всего
окружения использовать некоторое его приближение, получаю-
щееся из исходного окружения операцией стягивания. Чтобы
уточнить вышесказанное, перейдем к более точному изложе-
нию.

Говорят, что графы g'=(V'u') и Q"=(V','u") являются раз-
биением графа G = (V, U). если Q' и G" - подграфы графа Q,
v'nv=o и V'UV'-V.

Если G 1 и 6" - разбиение графа G , то множество дуг,
не "попавших*1 в Q' или G* образует речение S = S(G',G'') графа
G. Тройку F(G) = (G', G" S CG 1, G")) будем называть разло-
жением графа G .

Пусть F(G) - разложение графа G- Определим стяги-
вание В сечения S'(Q', Q”) к графу g'=(V;

, и') следующим

Очевидно, что BCS.G 7
) - граф, который получен из графа G'

добавлением двух новых вершин н некоторых дуг. На-
чальные вершины всех дуг из сечения, заходящих в граф G',
стянуты в вершину уи, а конечные вершины дуг, исходящих из

образом: .B(S.G') =(V00, 0),

где V 0 = V'U {jj,v} \ yj,v ф. V'; UO =U'UÜ,UU 2 ,

причем '

U,= {(yu, v) • (3x) [(x,y)
U 2= : (3 z ) eS & у e.V']} •
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G 1 - в вершину V , причем дуги сечения S подчинены этому
процессу. Вершина /j играет роль обобщенного входа, a v -

обобщенного выхода подграфа G'.
Стягивание B(S,G") определяется аналогичным обра-

зом.

Пример 3. На фиг. 4 приведен граф G, его разбиение G'
и Q" а также граф В (s', G") •

Фиг. 4,

Необходимо подчеркнуть, что вершины р и v играют со-
вершенно особую роль в стягивании В сечения S к графу G'
(или G"). Поэтому мы будем писать В = B(S',G')</j,v>. Вообще,
если нам будет необходимо в некотором графе G выделить
две вершины х и у, то мы будем писать G = G < х,у> .

Графы G'=G'<x',y> и G"= G"<x",y"> называются 2-изо-
морфными, если существует такой изоморфизм f графов Q' и
G", что f(x') =x", f(y') =у" (обозначение 2-изоморфизма: G' =

- G" ).

Введем еще несколько стандартных обозначений. Пусть
G = ( V, и ) - граф. Wc V, w = v\W, тогда

В частности, если W = {y}, то будем писать ü(y),U
+

(y) и т.д.

U (W) = {(x,y)£U :

U+ (W)= {(y,z) €. U : (V,z) €. W aW} ;

V~(W) ={ x : {x,y) U"(W)};
V+ (W)={ Z : (V z) e U + (W)}.
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3. Правила преобразований графов. Определение I. Пра-

вилом подстановки я будем называть четверку

2) <f - однозначное отображение V| (/j<) на V 2 *»

3) v - однозначное отображение V,” (v<) на V 2 (v 2) •

Графы L l следует рассматривать как графы типа стягива-
ния В. Вершины /j- , v-L - входы-выходы этих графов. Отобра-
жения ч? и V устанавливают некоторое соответствие между
вершинами в девой и правой части правила подстановки. Важ-
но, что эти соответствия охватывают только "граничные"вер-
шины графов L *ь .

Определение 2. Будем говорить, что граф Н непосред-
ственно выводим из графа G с помощью правила подстановки
л( G И), если существуют разложения

такие что

В работе [7] отношение непосредственной выводимости оп-
ределяется аналогичным образом, только вместо 2-изоморфиз-
мов (2), (3) требуется изоморфизм соответствующих "чистых”
(без специальных входов-выходов) графов.

Определение 3. Будем говорить, что правило подстановки
я применимо к разложению FCQ) графа Q , если выполняется

условие (2) определения 2.
С практической точки зрения необходимо, чтобы левая

часть правила подстановки Ц была настолько "примитивной?
чтобы установление изоморфизма (2) не было бы слишком слож-
ной задачей.

Определение 3 является актуальным определением преобра-
зования графов, точнее, отношения непосредственной выводи-
мости. Однако в данном случае нас больше интересует вопрос.

где I) L L < /■* i , Л> = (Vi.UO - некоторые графы, причем
(/ПЛО *U L ,

- = 1 = 1,2;

F CQ> = ( Q', G", S(G', О'' - )) ;

= Н", SCH'.H")),

G' s Н' ; (I)
В(S (G 1, G"), Q") < jj\ V> = >■ ; (2)
B(S (H*, H H

), H") < ju" у"> t L 2<ju2,y 2
> • (3)



28

как, исходя из разложения F(G) графа G, к которому при-
менимо правило подстановки к , построить граф Н, непосред-
ственно выводимый из графа G .

Опишем процедуру П, которая осуществляет переход

где

по следующим правилам:

Можно доказать, что:
- тройка (Нн", 5 0) является разложением некоторого вполне
определенного графа Н;
- справедливо G => Н .

Процедура П является универсальной в том смысле, что для
разложения F(G) любого графа G , к которому применимо
некоторое правило подстановки тс , она конструирует граф
Н, непосредственно выводимый из графа G .

Последовательность действий, осуществляемых процеду-
рой П при преобразовании (4), следующая;

1) "рядом’ 1 с исходным графом Gпо правилам (6), (7)
строится граф Н" *,

2) просматриваются все дуги сечения S(q‘,q")‘- один ко-
нец (в графе Q' ) остается на месте, а другой "привязыва-
ется" с помощью отображения или к некоторой вершине
графа Н" (ориентация дуги не меняется),

3) граф G" удаляется из рассмотрения.
Построение (8)-(10) сечения происходит так: для каж-

дой дуги из сечения S(G'G") находят сначала соответст-

Пусть G"=(V l'u"), L 2 = (V 2, U 2)-

П : ( F(G), к) (H 1, н" S 0), (45

Н"= (V 0, U 0) ,

н' ; = G'; (5)

V 0 : -V a \{ju (6)

U 0 : =U 2 ПV 0 хV 0 *, (7)

S, : ={ (х, vf(y)): (ТС,у) 6, U~(V") }; (8)

S 2 : ={(Y(y),z): (V,Z) 6.U
+(V")}-5 (9)

S 0 : =S,U S 2 • (jo)
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вупцую ей дугу в стягивании B(S,G"), затем эту дугу "про-
ектируют" с помощью изоморфизма (2) на левую часть правила
подстановки L,, после чего становится возможным примене-
ние оператора ц> или у ■

В дальнейшем, при схематическом изображении правил
подстановок, мы будем вершины и отмечать особо,Всю-
ду, где это не будет специально оговорено, будем считать,
что (X) = X и у(X) =X •

Пример 4. На фиг. 5 изображено правило подстановки %
,

применение которого к подграфу G, графа 6 (фиг. 2) теперь
полностью определено; результатом преобразования является
граф Н< (фиг. 3).

Применимость правила под-
становки к некоторому разложению
F(G) сильно зависит от структуры
сечения 5 (Сд', G")

,
т.е, контекста

подвергаемого преобразованию под-
графа Q". Так, например, правило
подстановки тс (фиг. 5) не при-
менимо ни к одному другому под-
графу графа G (фиг. 2), кроме
уже указанного подграфа G, •

Фиг. 5.

Суть преобразования,рассмотрен-
ного в примере 4, заключается в создании одной новой вершины
у и дуги (х,у), где х - заданная вершина преобразуемого гра-
фа Q . Остальная часть графа G , в том числе и окружение за-
данной вершины, особой роли не играет.

Предположим, что девая и правая часть правила подста-
новки состоит не только из графов L-L = , но еще и из
некоторого множества дуг U ог

, причем U- arc:V-x\^ , ü-or П Uj,= 0,
и что замена в правиле подстановки тс графов L-t на графы

, max ... .. max\ ..max .. ....vopL-i, =(Vi, Uj, ), U- = U^U U оставляет в силе определение I.
Будем считать, что правило подстановки л: применимо в F(G) =

= ( G', ü"s) , если существует граф L = (V O U}, находящий-
ся "между" графами L, и 1-7°* (т.е. U,c(jc и™* ) такой,
что L 2-изоморфен графу В (S, G").

Такой подход позволяет нам описать целый класс семан-
тически эквивалентных преобразований с помощью одного пра-
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вила подстановки. Согласно вышеуказанному, дуги из Uаг
могут, но не должны присутствовать в Gl'. Следует отметить,
что UГ может состоять из любых, ане только из "гранич-
ных" дуг.

В правило подстановки необходимо еще добавить одно-
значное отображение г : и!|ог

— U v
2

° P
i которое устанавливает

соответствие между переменными частями в левой и правой
части правила подстановки. На фигурах дуги из Щ мы бу-
дем обозначать сплошной, аиз и'[0Р

- пунктирной линией.
Соответствие Т укажем нумерацией дуг.

Пример 5. На фиг. 6 изображено правило подстановки
тс0 , аналогичное преобразованию 5С (фиг. 5), применимое к
любой вершине.

Пшмер 6. В работе [7]
рассматриваются локальные пре-
образования графов некоторого
специального вида. На фиг. 7 2 |
изображен общий вид правил под-
становок в смысле [7] в наших
терминах. Граф Н - произвольный
граф, содержащий по крайней ме-
ре две вершины: I и О . Фиг. 6.

Фиг. 7.

Грамматикой графов Г называется пара Г=(Р, Z) , где
Р - конечное множество правил подстановки; Z - некоторый
"начальный"граф. Будем писать Q Н ,если существует яеР
что Q Н . Рефлексивно-транзитивное замыкание отноше-
ния будем обозначать ==>

•
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Г-языком графов называется класс графов

Пример 7. Пусть Р0 = ’ где irQ
- правило подстанов-

ки, изображенное на фиг. 6, a Z o =[{xo},o}. Можно показать,
что грамматика Гo =(Р0 0,0 ) является грамматикой деревьев, т.е,
любое дерево De.£(r 0 ). Петлю (х, х) в левой части правила
можно опустить.

Пример 8. на фиг. 8 изображены еще два правила под-
становки щ и яг . Если в грамматике Г0 (пример 7) множе-
ство Р 0 заменить на Р< ={дo ,л,,тс г}, то можно показать,
что грамматика Г< =(Р 4 4, 0 ) является грамматикой ини-
циальных графов, т.е. таких графов, которые имеют ровно
один корень, а все остальные вершины достижимы из этого
корня. В работе С43 описывается система программирования
(язык низкого уровня), предназначенная для отображения
структур данных в памяти ЭВМ. Анализ операторов этого
языка показывает, что эта система в некотором смысле экви-
валентна грамматике инициальных графов Г,, (см. также [s]).

Фиг. 8.

£(Г)= { G :IU Q} •



Пример 9. Разработанная здесь методика применима и
для преобразования неориентированных графов. Основное раз-
личие заключается в том, что в правилах подстановки вместо
двух вспомогательных вершин достаточно иметь лишь одну
"внешнюю” вершину. На фиг. 9 изображена грамматика Г2

=

= ({тс 3,
jc4 }, 2Li) , которая является грамматикой некоторых

кубических графов, т.е. графов, в которых каждая вершина
имеет степень 3.

Фиг. 9.

4, Некоторые вопросы преобразования меченых графов.
Остановимся кратко на преобразовании меченых графов. Пусть
Т и N - конечные множества, называемые соответственно мно-
жеством типов вершин и множеством наименований дуг. Тройка

G = (V, К,со) называется меченым графом над (Т,М),если V-
множество вершин, U - множество дуг L)c=v*N*V, со - од-
нозначное соответствие w : V—■ Т.

Обозначим через £*(т,М) класс меченых графов над
(т, N }. Языком меченых графов называется любое подмноже-
ство &<= Š*CT,

N) • Графы G l, G" е ?*(Т, N) называются изоморф-
ными (Q =G‘), если существует взаимно однозначное соответ-
ствие f : V-*- V" такое, что

32

1) (X, л,у) еи 1 <=> (f (X), ÜL , f(y)) €и" ;

2) со'(х) = из" [f (х)].
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С помощью введенных понятий не представляет особого
труда использовать разработанную нами методику для преоб-
разования меченых графов. В правилах подстановки наимено-
вания дуг и типы вершин можно рассматривать как свободные
параметры (не влияющие на применимость правила), или как
фиксированные параметры (правило применимо, если заме-
няемый подграф и левая часть правила подстановки - изо-
морфные меченые графы). В последнем направлении можно
сделать еще один шаг: в правилах подстановки дуги (вер-
шины) имеют не одно наименование (один тип), а целое
множество допустимых наименований (типов).

Пример 10. Работа С6] посвящена методике изучения
структур данных, причем основное внимание уделяется
рассмотрению структур данных на т.н. логическом уровне.
На логическом уровне описания конкретной структуре данных
соответствует меченый граф, называемый b[6]V -графом. Дуги
V-графа интерпретируются как пути доступа к данным, находя-
щимся в вершинах этого графа. Класс структур данных - это
грамматика графов (в смысле настоящей статьи). В данной

Фиг. 10.
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работе по сравнению с [6],в которой не ставилась целью
строгая формализация понятия преобразования, правило под-
становки и процедура применения этих правил определены
конструктивным образом.

В работе С6] в качестве примера приведен ряд грамма-
тик, порождающих типичные классы структур данных. Мы вос-
производим в терминах настоящей статьи одну из них. На
фиг. 10 изображена грамматика стеков.

Пример 11. Рассмотрим одну задачу, которая возникает
при построении трансляторов с языков программирования.Как
известно, результатом син-
таксического анализа входного
текста программы может быть
дерево вывода D ,которое,
грубо говоря, является графом
над ({О,l},O). Говорят,
что вершины типа I имеют се-
мантику, а вершины типа 0
таковой не имеют. В простейшем
случае задача заключается в
удалении из дерева D всех
вершин типа 0, т.е. в преоб-
разовании дерева вывода D в
дерево т.н, Н -вывода D H [B].
На фиг. II изображено правило Фиг. 11,

подстановки jõ , всевозможные применения которого к любому
дереву вывода D преобразуют это дерево в дерево Н - вывода
Он-

Пример 12. В работе L4] в целях формального изуче-
ния -семантики естественных языков вводится понятие син-
таксической д -грамматики, которая оперирует ориентиро-
ванными деревьями с немечеными дугами. Элементарным пре-
образованием таких деревьев называется произвольное ло-
кальное преобразование графов, которое переводит дерево в
дерево, сохраняя при этом наименования дуг из контекста
(сечения). Синтаксическая д -грамматика - это грамма-
тика деревьев, состоящая из множества элементарных преоб-
разований и множества наименований дуг. Особую роль в
теории синтаксических Д-грамматик имеют т.н. специаль-



ные преобразования (правила подстановки, реализущие эти
преобразования, приведены на фиг. I2JL Оказывается [l], что
любое элементарное преобразование сводимо к специальным
преобразованиям: если к- элементарное преобразование, М -

множество специальных преобразований и =?� D 2 , то

Фиг. 12 .
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В заключение нам хотелось бы коротко остановиться на
подходе к преобразованию графов, принятом в теории опера-
торных схем [2, 3], Основное понятие при преобразовании
операторных схем - фрагмент. Фрагмент F - это часть схемы
(графа), в которой каждая вершина содержит все стрелки(ду-
ги)

, инцидентные этой вершине. Стрелки, которые ниоткуда
не исходят или же никуда не заходят, называются свободны-
ми. Правило преобразования - это пара фрагментов (Fi , F 2 ).

Применимость правила ( F, , Р2 ) и результат его применения
к схеме G определяется естественным образом. Коррект-
ность привязки фрагмента Гг к неизменяемой части схемы G
обеспечивается специальной упорядоченностью (нумерацией)
свободных стрелок.

Нетрудно видеть, что преобразования операторных схем
и рассматриваемые в настоящей статье преобразования гра-
фов имеют много общих черт. Однако имеется существенное
различие: разработанная здесь методика позволяет обой-
тись без таких объектов, какими являются свободные стрел-
ки, и описать преобразования в рамках "чистой" теории гра-
фов. Такой подход, по-видимому, не противоречит принятой в
теории операторных схем системе понятий. В частности, воз-
можность использования обобщенного входа-выхода фрагмента
и идея компактного описания семантически эквивалентных пре-
образований высказаны в C2L
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The Constructive Method for Describing Local
Transformations of Graphs

Summary

In this paper a new method of describing local trans-
formations of graphs has been worked out. A constructive
procedure of using the transformation rules is described.
A number of illustrative examples are given.
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А. О. Вооглайд

СЕМАНТИЧЕСКОЕ РАВЕНСТВО РАСПОЗНАВАТЕЛЕЙ,
РАБОТАЮЩИХ НА ГРАММАТИКЕ LRU) И ГРАММАТИКЕ
ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ С (I/I) ОГРАНИЧЕННЫМ

КАНОНИЧЕСКИМ КОНТЕКСТОМ
Введение

Данная статья является логическим продолжением статьи
[lo], где рассматриваются некоторые возможности подхода,
данного В [3], где J.N. Grey И М.А. Harrison разбивают шаг
анализа на две фазы - детектирование и редуцирование. Точ-
нее, исследуются все возможности для редуцирования в грам-
матиках предшествования при помощи односимвольного кон-
текста слева и справа от основы. Используя один результат
из [l], показывается, что односимвольный контекст слева от
основы для редуцирования позволяет анализировать все де-
терминированные языки.

В настоящей статье сравниваются распознаватель, рабо-
тающий на грамматике LR(k), и распознаватель, работающий
методом предшествования, в которых для редуцирования пра-
вил с одинаковой правой частью используется (I/I) ограни-
ченный канонический контекст (распознаватель (I/I) ОККРТП).
Покажем, что для любого распознавателя, работающего на X.-
свободной LFUk) грамматике, можно найти распознаватель
(I/I) ОККРТП такой, что для любого данного слова ими ге-
нерируются идентичные синтаксические деревья [2]

• Назовем
эти распознаватели семантически равными. Под деревом синтак-
сиса понимается дерево анализа, которое содержит только вер-
шины, имеющие семантическое значение. Каждая вершина дерева
помечена вектором значений семантических переменных.

Кроме того, получим используемые на практике преобра-
зование грамматики SLR (I) в (I/I) ОККРГП, тест грамматики

SLR (I) и алгоритм нахождения контекста LR (I).

TALLINNA POLÜTEHNILIS Е INSTITUUDI TOIMETISED
труда ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО института

Jfe 411 1976

УДК 51:801
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I. Основные понятия

4 Обозначим через А* множество всех слов в алфавите А
и А*=Л*\{Л,}, где X- пустое слово. Если хе Л , то Iх|
- длина слова х. Контекстно-свободная грамматика (КТО) -

это упорядоченная четверка G = (tf N , U T , Р, S')
, где U N

-

конечный алфавит нетерминальных символов, UT
- конечный

алфавит терминальных символов такой, что VT П =ф , Р-
множество правил подстановки вида А—х, где xe(tf

T и
и S - начальный символ. Обозначим V»V N uVT . Пусть x,yetf*.
Слово у непосредственно канонически выводимо из слова
х(х=Фу), если x = uAv, y=uzv и A—zePCueV"* veil"*).

Слово у канонически выводимо из слова если су-
ществует последовательность слов z O, z,,... ,2 к (xLe V* 0 I$ к)
такая, что x = xo,y =z K и z b

(0 <1 $ к). Последова-
тельность z 0,z,,...,z K называется каноническим выводом у
из х. Слово xctf* называется канонической сентенчиальной
формой (КС-формой), если S х.

Канонический вывод S = z0,z,,...,z K =x слова х из S назы-
вается каноническим выводом х и последовательность г к ,..

~ z 0
- каноническим анализом КС-формы х. Цусть L(G) =

= {х: xe.lT?, s есть язык, определяемый грамматикой Q*

Если SДи Av 2v, то выделенные слово z , принадлежащее
НС-форме u z V, называется основой КС-формы uzv.

Для описания некоторого метода синтаксического анали-
за для класса KD-грамматики К достаточно дать алгоритм,
который по любой грамматике GeK и любой КС-форме х на-
ходит в G элемент, непосредственно следующий за х в кано-
ническом анализе КС-формы, т.е. алгоритм, реализующий шаг
анализа.

Разобьем таг анализа на два действия СЗЗ:
1. Детектирование. Найти основу z КС-формы uzv.

2. Редуцирование. Найти правило A— z такое, что
и заменит основу z на А.

Универсальным методом детектирования для всех КС-язн-
ков является метод предшествования [B], суть которого в
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следующем. Пусть G =('\)r H ,V T,P, S) КС-грамматика. Опреде-
лим следующие бинарные отношения на множестве UxV:

Отношения <•, = ,•> называются отношениями предшествования.
КС-грамматика G называется грамматикой предшествова-

ния, если
1. Р не содержит правил с пустой правой частью ( G

Я-свободная).
2. Отношения <•, = ,•> попарно нерересекапциеся.
Имеет место следующая теорема [l].
Теорема I. Если G - грамматика предшествования и

5) никакие другие отношения предшествования, кроме
указанных в пунктах 1-4, между этими символами не имеют
места.

Кроме того', известно, что по любой Я-свободной КС-
грамматике Q можно построить грамматику предшествования

G' такую, что ='i(Gl) [3,6].
Для редуцирования полезно использовать ограниченный

канонический контекст (ОКК). Определим (т,к)- ОКК нетерми-
нала А для натуральных т,к (обозначаем его Сд’ к

)

КСГ G называется (m, к) -ОКК редуцируемой грамматикой пред

Я=((А,В): А —ВуеР, уе\Г*}, Л,
Т =ЯПП7*I/Т),

={(Д,В): В хДеР, xtU*},
с* = {(А,В): Хэуе])'*},
< = «.Я*’,
= =<*.

,

•> = (fоб-

S м * г ...Хк АТ<Тг ...Т l •••Ti
в G, то

1) «*.l<к);
2) Х к <- У, j

3) “У j = 4j+l (14 j <m);
4) У т ->Т, ;

С д
,К
= {(Х,у): #

m S#к => uxAyvj u,xeUt |xl=m, |у|=к).
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ше:твования (ОККРГП), если G - грамматика предшествования
и для любых А и В таких, что A— z,B— -zeP имеет место

Если G - (m, к) -ОККРГП И uxzyv(|x|=m,|y|=K) КС-форма
с основой z (A— z , В—-z еР) , то надо редуцировать при
помощи A— z , если (а, у 1) &С ™ ,к и при помощи В—г, если
(х,у)еС ь

т ’к
.

Методы для нахождения Сд ,к известны [5l, но доволь-
но трудоемкие и соответствующие анализаторы весьма неэф-
фективны. Если же т, кsl, то эффективность соответствую-
щего анализатора сравнима с эффективностью анализатора
простого предшествования. Обозначим С"/к

= o™’°* Си ис-
пользуя один из результатов СЮ], можем сформулировать
следущую теорему.

Теорема 2. Распознаватели для классов грамматик (I/I)
-ОККРГП позволяют анализировать все детерминированные язы-
ки.

3. Дерево синтаксиса и семантическое
равенство распознавателей

Как правило, описывает какой-либо
детерминированный язык, не является (1/1)-0ККРТП. Следо-
вательно, необходимо преобразовать данную грамматику в
нужный вид. Но потребитель, который работает с распозна-
вателем в системе построения трансляторов [II], должен
быть уверен, что после преобразования грамматики синтак-
сическое дерево остается прежним.

Независимость синтаксического дерева от преобразова-
ний грамматики характеризует понятие семантического ра-
венства распознавателей. Исходим из понятия полного по-
крытия [3, с, 681].

Канонический вывод z o ,zz K можно представить в
виде р<,р г,...,р к , где pi_ £ Р - правило, при помощи которого

непосредственно выводимо из z-L _, . Пусть правило Р; име-
ет вид A-t

—x-t . Вводим сокращенное обозначение (A-L^x)* =1
для вывода р O --.,р к - Пусть HsP - множество таких правил,
которые имеют семантическое значение. Пусть D=(A i—■x-O'Ur

С^. к ПСц’к= <f>.
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канонический вывод грамматики Q Н -разрежен-
ным выводом называется кортеж D H= а.->х.6Н)^[3,с.6BЦ
Пусть TD

- дерево вывода, которое соответствует выводу D
[3,с.682] -Пусть Q, =

- такое подмножество элементы
которого имеют семантическое значение, т.е. %/(к содержит
такие терминальные символы, содержание которых выражено в
структуре дерева вывода (скобки, разделители) или содержа-
ние которых совпадает с семантикой соответствующих правил
(символы операции, ключевые слова).

Н, Q -разреженным деревом вывода ь (обозначаем tS’ ü )

называем дерево, которое получается из дерева вывода Ть сле-
дующим образом;

(1) вершинами дерева т£,а являются все вершины дерева
TD , метки которых принадлежат множеству ни а.

(2) в дереве соединены X и У дугой тогда и
только тогда, когда в дереве Тв оуществует путь z„,... ,z t
от вершины ЭЕ, до вершины У такой,что 2- иеР/Н.llsии,гo=х,г ь=У)-

Во время работы распознавателя составляется сразу де-
рево Т”’ а

, которое аналогично [2, с.886] называем отмечен-
ным синтаксическим деревом для трансляции или просто син-
таксическим деревом [2, с. 722].

Пусть имеются классы КС-грамматик К, ик 2 такие, что
для любого б,€.Кч существует б2 б.К2, так что £(G,)= 2).

Пусть R, и R 2 распознаватели соответствующих классов. Если
дана грамматика К 1 в виде 64 =(^ыАД5) и HsP, Ql<=^ t

и какое-либо слово данного языка, то обозначим

R,q,,H ' a (x) дерево синтаксиса слова х, построенное рас-
познавателем R\ соответственно данной грамматике и мно-
жествам Н и 0..

Мы говорим, что распознаватели R, и R 2 семантически
равны, если для любой грамматики 6,с К, и Н и 0. найдется
такая КС-грамматика 6 2 еК 2 и И l, что при любом xe£(GiV
имеет место

Это условие гораздо строже, чем условие полного покры-
тия, и обеспечит независимость семантических конструкций
от выбора класса грамматик анализа в пределах фиксированно-
го множества классов грамматик.

R*I,H,ü(x) = R 2
*’ H ’a (x).
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Пусть классом грамматик К, будет класс LRoo грамма-
тик и К г - (I/I) ОККРГП.

В статье [3] приведена следующая теорема;
Теорема 3. Любую Я, -свободную LR(k) грамматику G мож-

но преобразовать в грамматику предшествования Q 1 так, что
а)

б) Q' есть грамматика LROO ,

Используя результаты статьи [7], можно сформулировать
следующие теоремы;

Теорема 4. Любую lß(k') грамматику Q можно преобразо-
вать в LR(O грамматику G* так, что £(&) 1 )-

Теорема 5. Любую) lR(k) грамматику G можно преобра-
зовать в SLR СО грамматику G 1 так, £(G) = '£(&') •

Для доказательства равенства распознавателей для клас-
сов грамматик LR(k') и (I/I) ОККРГП необходимо:

1) средство для описания левого контекста нетерминала;
2) преобразование SLRO) грамматик G в Q 1 так, что

а) £(Q) = £(G'),
б) G 1 является (I/I) ОККРГП;

3) чтобы все преобразования в теоремах 3-5 и в пунк-
тах 2 сохранили начальное синтаксическое дерево.

Для выполнения этих пунктов используем понятия сложно-
сти конфликтов анализа, графа контекста LRCO, даем преобра-
зование LRCO=»(I/I) ОКК и докажем независимость первона-
чального синтаксического дерева от преобразований граммати-
ки.

4. Сложность конфликтов редуцирования и анализа

Как правило, грамматика, которая описывает какой-либо
детерминированный язык, не является (I/I) ОККРГП. Следова-
тельно, необходимо преобразовать данную грамматику в нуж-
ный вид. Во время преобразования грамматики меняется"труд-
ность" грамматического разбора. Чтобы охарактеризовать эту
"трудность", используем понятие конфликта анализа(КА). Под



45

KA понимается или конфликт редуцирования (КР), или конфликт
детектирования (КД).

Под КР понимается ситуация, где для редуцирования ну-
жен контекст, т.е. множество правил грамматики содержит по
меньшей мере два правила с одинаковой правой частью А—х
и В —-хСхв'П +

)- Обозначим данный КР через (А,В,х).
Под КД понимается ситуация, где для детектирования не-

обходим контекст, т.е. множество правил грамматики содер-
жит по меньшей мере два правила: А—х, В—у(х,у €.П +

) и
у= ах jbjCüjb в\J +

). Обозначим КД через (А,В,х,у).
Сложность КА оценивается по длине контекста. Пусть D -

множество значений всевозможных сложностей в классе грамма-
тик LR(k).

D<= (Nü{#}) к N, где N - множество натуральных чисел.
Определим во множестве D линеарную последовательность,

Считаем априори, что при каждом ne.N#>n и #+n = #

Для ясности множество значений сложностей можно пока-
зать следующим образом

Сложность анализа по данной грамматике определяется
максимальной сложностью КА.

В целях компактного изложения используем еще один
вид сокращенной записи для обозначения значения сложности.
Обозначим (df/di), (Cd«,di)eD) сложность конфликта, зна-
чение которого (d„0) или (0, dO- Пусть D< - множество таких
сложностей. Кроме того, определим, что (o,d)<(d/d) < (d,d) .

Продолжая деление грамматик предшествования во множестве
классов грамматик предшествования К [lo]

d<=(dl,dj), d z=(da,d|)•,
d,=d 2

dl <d 2^(d,1

d, >d 2 — = d 2 ) (d, c dz)j -

(0,0) (1,0) ...(*, 0),
(0,1) (I,n ..

• (*,O),

(o,к) (1 5 к)
.

• . (#, к).
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и используя ту же технику, можем сформулировать следующую
теорему (ККРГП - каноническим контекстом редуцируемая
грамматика предшествования).

Теорема 6. neN, где п - любое фиксированное число.

При каждом I< п и каждом jеN существуют следующие
отношения между классами грамматик:

5. Граф контекста LRH).

Для нахождения контекста какого-либо нетерминала ис-
пользуется понятие графа контекста LR (I).

Предполагается, что читатель знаком с основными поня-
тиями теории графов 19].

Конечным ориентированным нагруженным графом называ-
ется упорядоченная четверка CV,D,E,f), где

I) (V, D) - конечный ориентированный граф; Ъ - после-
довательность (p*,ty ( )

,
...

, (рР , cj,p) ;

2) Е - непустое конечное множество (множество пометок);
3) f - отображение множества I, ... t

p в E(f(l))-
пометка при дуге c^-J.

Пусть дана приведенная % -свободная с граничными мар-
керами КСГ G = (UN , tfT, Р, 5 0), т.е.

Даем индуктированное понятие конечного ориентирован-
ного нагруженного графа коатекста LR(О -

К ={(сПККРГП : deDUD,}

I (0,1) ОККРГП П (I,O)OККРГП = (O,O)ОККРГП ;

П (0,1) ОККРГП c (j/i) ОККРГП-,
ш (j,O) ОККРГП =(j/ц) ОККРГПI sп-,

Ш (j /О ОККРГП =(j ,I)ОККРГП;
Y (j,i) ОККРГП <= (]-И,I)OККРГП;
Ж (#,'o ККРГП с (^,I+ОККРГП.

1) 50 --# s #eP,
2) (V A S o)[(3 x,y е\Г*)(s o xAy)]
3) lVA)lX3x6lO{so^x)].
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Пусть AeVN нетерминал (нт.) такой, что A^s 0 , уид _

множество всех нетерминалов, зависящих от А , являющееся
множеством вершин конструируемого графа.

Пусть множество меток Е-конечное подмножество U

Рассмотрим метку при дуге как состоящую из двух час-
тей. Различим левую и правую метку дуги, смотря со стороны
стрелки.

Мы говорим:
1. Граф из одной вершины, отмеченной А ,есть контек-

стный граф нт. А.
2. Если ЭСт* S p есть висячая вершина контекстного графа

нт. А, то можно образовать новый контекстный граф нт. А сле-
дующим образом;

а) определим подчиненными вершине X все вершины с
меткой У такие, что существует правило У-л

в. =х, Хх2Х .•. 3Cx n_,
XXnlx^el/*) ,

где 2,... ,п) не содержит нт. X.
б) из вершины X в вершину У направлено п-1 дуг;
в) левыми метками дут являются префиксы ос;

г) если существует такой путь из вершины А к, вершине
X ,что множество правых меток всех образуемых дуг есть пус-
тое множество, то правыми метками новых дуг являются соот-
ветственно первые символы слов хl5 х2 ,...,хп . Пусть дан кон-
текстный граф sа ,

содержащий вершину s O . Рассмотрим произ-
вольный путь в графе из вершины А к вершине 5 0 и обра -

зуем конкатенацию левых меток, начиная с вершины s O .

Получим один из элементов левого контекста нт.А. Если
учесть правую метку этого пути и найти все первые символы
слов, выводимых из этой метки, получим элемент И R(1 ) контекс-
та Сs]. Рассматривая всевозможные пути из вершины А к вер-
шине S O , получим LR(1) контекст нт. А.

Левый контекст нт. А есть регулярный язык и его удоб-
но изображать при помощи регулярной формулы.

Понятие регулярной формулы в алфавите V определяется
индуктивно: каждая буква из V является регулярной формулой;
если иW2 - регулярные формулы,то таковыми же являются

х<Хх2 ,..., х, Хх 2Х,.. Хх п _,, •,

(w,)v(wl ),cwii(wluwo*.
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Иллюстрируем на примере идеи преобразования левого
контекста. Пусть КСГ G =({A,S }, (0,1,а,Ь], Р,5 0) •

Пусть даны языки Ц и 1_ 2

Данная грамматика генерирует язык

КСГ Q содержит конфликты редуцирова-
ния (A,S,bO и (А,s,ol).Если слово содер-
дит терминал а , то надо до тех пор
редуцировать слово и из него получае-

мые фразы при помощи нт. А , пока не появится фраза, кото-
рая не содержит терминала а . Далее надо редуцировать при
помощи нт. 5. Левый контекст, который определяет редуци-
рование (терминал а ),может находиться на любом расстоя-
нии от места редуцирования. Если требуется преобразовать
КСГ 5 в (I/I) редуцируемую грамматику, то необходимая
информация о терминале а (или ее отсутствие) переносится
к месту редуцирования. Это делается следующим образом. На-
ходится общая часть левых контекстов нт. А и нт. В, которая
переименовывается по-разному. Получаем КСГ Q, = ({А,А„S,S Г

При работе с левым контекстом полезно использовать
понятие "суффиксальное пересечение". Пусть даны два слова
- x,yelT*. Определим максимальный суффикс этих двух
слов Sf(x,y) = z., x=uz, lj=vz, Sf(uv) =X, vu^ X, u, veV*
Пусть имеем две регулярные формулы Ü и V • Обозначим язык,
определяемый формулой и,соответственно Ü ■ Определим поня-
тие суффиксального пересечения множеств Ü,V (обозначим

U-ft V ):

Р : 5 0 #S #

S 0 1 S
S Ь5
S а А
А 01А
А ЬА
А b
S b
А 01
s—ol

Ц=а(ol)* Ь*, |_ г =(OО*Ь.

£(СО =ЦУI_ гУЦЦ .

Р: So *s# А,— b ксг Q, есть (I/I) редуцируемая грам-
S —5,5 S, — Ol матика.
S 5г 5 sг—5 г— Ь
А - А, А 01
А А гА S —аА
А b

ü-fl V = |sf(x,y); xe.U eV}.
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Заметим, что если xeUflV, то из этого следует, что
Пусть имеется LR(O контекстный А.

Пусть левый контекст нт. А дан регулярной формулой W. Раз-
делим формулу W на элементы •• ,W n - так,что ни один
элемент не содержит знака "ИЛИ" w= v w-b

- Между любыми фор-
-1 = 1

мулами \А/(,(1=и,г,...,гО и множеством путей (в LRCO контек-
стом в графе),образующих множество левых контекстов VJ[ ,

имеется взаимнооднозначное соответствие С4], Следователь-
но, взаимнооднозначное соответствие имеется и между под-
множеством правил (при помощи которых генерируется соот-
ветствующая часть левого контекста) и регулярной формулой
W; .

6. Преобразование SLR (I) РГП в (I/I) ОККРШ

Далее предлагаем преобразование КСГ G в Q так,чтобы
сложность фиксированных конфликтов редуцирования имела
значение (I/I), если в первоначальной грамматике она имела

значение SLR (О- Пусть имеется грамматика предшествова-
ния G=('Ü' n-,V’t,P,S) и в ней конфликты редуцирования
А^—а,..., Ап—-л, такие, что для любого I имеется j,
i*i’ с а! пс а^^-

Для каждого A t ь=н,г,...,п образуем LR(l) контекстный
граф ? А.. По каждому £ДI находим левый контекст нт, A - t.Най-
денную формулу левых контекстов W;, разделим на элементы
так, чтобы они не содержали знака "ИДИ":

Далее предлагаем преобразование КСГ Q в Q так, чтобы
сложность рассматриваемых конфликтов редуцирования имела
значение (I/I), если в первоначальной грамматике она име-
ла значение (#, 0) или (0,1):

I ; = 1 (1) n- <

j : = l +KOn

1 FC °ai П C AJ * Ф THEN
BEGIN I : =UO nj,

m ; =1 (0 nj
I FW' THEN STOP A
I FWMT \д?Т 0 THEN



im LmCOLLECT (C L j,t). Регулярная формула C u j и граф контекста

LR.d) определяют подмножество правил в виде

и для каждого правила место хк / В в правой стороне
правила. Соберем выше определенные правила в множество ,

если не имеется таких ц! и р', что wl
l П ф ф и

V —Lm , —а' 1Wpi-H C L - Фф, то для всех Wp, иwL образуем общее
множество Pi,.

, _i

Если имеются такие cj, 1 ир' , что W; П w p: ф ф и
V п а'Wpi-fl OLj0 L j = ф при каждом Wp,,TO включим в это множен

ство все правила с фиксированными местами хк /В к+l в их
правой части, определенные регулярной формулой и гра-

Ч

фом sД.Если5 Д .Если во время предыдущего прохождения алгоритма та-
кое множество правил уже образовано, то собираем правила
туда.

STRAT(L). При каждом элементе множества правил PL пре-
образуем грамматику Q следующим образом.

Пусть этим элементом будет (*) В к — Если

х к фХу то заменим правило {*) в грамматике G двумя но-
выми правилами: В*— DB K+,y K ,D—>х к , где D - новый ht.D^^
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BEGIN C l
L
"

= Wi-Й-W j"
COLLECT (Cf, U
COLLECT (C l^,])

END
NEXT m
NEXT L

END
NEXT]
N EXT I
1= 1 (1)n

STRATCO
NEXT I
STOP В

{В к — хк В к+l У к ‘.Ч к , xK atf* В к еМ Аl }
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Если в границах того же множества Р- уже взято к использо-
ванию правило D хк , то заменим правило (*) одним новым
правилом B K -~DBK+l y K. Если хк=Х, то правило (*) не заме-
няется. Если множество правил не образовано,то ST.RATCL)
является пустым оператором.

STOP А означает, что данное место в грамматике приво-
дит к тому,что при помощи (#/0 контекста данная грамма-
тика G не редуцируема. STOP В означает, что преобразуя
новую грамматику в грамматику предшествования, подучим грам-
матику, где рассматриваемый конфликт редуцирования имеет
сложность (I/I). Покажем это.

Выбор множеств Р-ь и выполняемые левосторонние страти-
фикации (ЛС) обеспечивают в новой грамматике G', полученной
в результате преобразований, значение (I/I) сложности рас-
сматриваемого КР. Но полученная грамматика G', как правило,
не является грамматикой предшествования.Пусть (л)А—uXWveP
есть произвольное правило, над которым совершена ЛС на мес-
те Х/У- Сравним отношения предшествования, источниками ко-
торых являются правило Ш в грамматике 6 и правило А—ВУу
в грамматике G 1 ;

Из множеств видно, что КД в грамматике G 1 может поя-
виться только в виде •> П= Фф или •> П Такие КП назы-
вают конфликтами типа Р г Используя данную в С6] первую
часть преобразования предшествования, получаем из грамматики

G 1 грамматику предшествования б". Возможность использовать
только алгоритм преобразования конфликтов типа Р, появилась

только потому, что не было конфликтов типа Рг(=ПДей-
ствительно, все преобразования произведены при помощи ЛС.
Соответственно множествам R КД типа Рг могут появиться толь-

ко между некоторым новым нт. В(В—иХ) и каким-то символом
Z . Предположим противное, что существует такой символ Z , что
(В.l)е = и (В> Z) €<• • Но в таком случав имеет место (ХД) е. =

или (ЗЕД) £<•
•

R?={(X,4V}c: =,R| = {(x,E) -.(y,Z)€X + ]cz <•
,

Я6
3={адМl,ДК 9ЧСУДО «• Xr}= •> 1

= {(B,4)} ci, R B
z' = {(B,Z):(V.Z)eX+ }c= <•,

Rj-П R B ={(X,Z): (4,2.) d+

T }c> •
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Следовательно, грамматика Q не является грамматикой
предшествования, т.е. получили противоречив.

Лемма I. Замена отношения Х = У(Х,УбЛЛ в грамматике
предшествования на отношение Х-> У возможна только при по-
мощи алгоритма ликвидации конфликтов типа Р 1 •

Преобразуем полученную грамматику Q 1 в грамматику пред-
шествования G" и посмотрим не появится ли новые КР, значе-
ние сложности которых больше (I/I) в течение преобразования
предшествования.

I. Могли ли КР грамматики G увеличиться в грамматике
G ■? Сложность КР определяется контекстом. ЛС не меняет пра-

вого контекста, так как работаем с каноническим выводом.
Возьмем произвольный нт. С так, что Aeju c . Сравним кон-
текст нт. С при помощи графа контекста до и после ЛС, полу-
чим лемму 2.

Лемма 2. В грамматике G l, полученной при помощи ЛС из
грамматики Q , не увеличилась сложность ни одного общего для
этих грамматик КР.

11. Могли ли появиться в грамматике G 1 новые КР* слож-
ность которых превышает (0,1)?

Предположим, что в G’ появился конфликт (в,с ,xix 2 ...xn )

такой, что o°’* П o°’* =s* beG^nCj 1
*

Пусть произведена ЛС следующая:

Из ЛС следует, что = Н*(У) и так как имел место КР,
то во множестве Р должно быть правило С-~Х,Хг ... Х пеР.
Из определения контекста следует, что x,ij eV*
Из теоремы I следует, что (ЭС п,Ь)е-> • Поскольку А—Х,,---
Х п ... Р и ЬеНЧУ/), то есть две возможности

подучили противоречие, так как О-грамматика предшествования

А —Х,Х? ...ХП УГ А BV-'V
Пусть (Н’(У)={Х/У Xx, Xetf, xetf*}).

а) если то "У, = Ь(Х П , Ь) е = и (Х п,Ь)е->;
б) если У, €. 1TN , то (Х п ,Ь)е<- и (Х п,Ь)е*>-
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Леша 3. В грамматике G , полученной из грамматики пред-
шествования Q при помощи ЛС, не появилось ни одного ново-
го КР со сложностью больше или равной (0,1).

111. Все новые правила с одинаковыми правыми сторона-
ми, подученные при помощи ликвидации конфликтов типа Рь по-

лучают также одинаковые левые стороны [6]. Следовательно,
между новыми нетерминалами не может появиться КР.

Все это вместе дает теорему 7.
Теорема 7. Замена отношения £ = ч(36,ЧеIГ) в грамматике

предшествования на отношение ЗЕ, •> У , при помощи алгоритма
ликвидации конфликтов типа Р(, не увеличивает сложности име-
ющихся конфликтов анализа и не вызывает новых, сложность ко-
торых превышала бы (I/I).

Учитывая, что в произвольной SLR(I) грамматике пред-
шествования имеется конечное число КР со сложностью больше
(I/I), получаем:

Теорема 8. Произвольную SLR И') грамматику предшество-
вания можно преобразовать в (I/I) ОККРГП только при помощи
ЛС.

7. Семантическое равенство

В интересах краткости изложения теорем 2,3,4,8 исполь-
зуем обозначения для классов грамматик из [3, с.692], где jb

клетке нижняя половина обозначает технику детектирования, а
верхняя- редуцирования.

Спираясь на статьи [3,6,7] и теорему 8, можно утверждать,
что все упомянутые преобразования осуществимы при помощи
трех элементарных операций: стратификация влево, стратифи-
кация вправо [6, с. 387], сдвиг основы вправо [7, с. 114].

Чтобы сохранить дерево синтаксиса в первоначальном ви-
де, необходимо различить три вида значений семантики:

■а) семантика трансляции, т.е. значение семантики, свя-
занное с элементами множества Н ;
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б) семантика отсутствия, т.е. значение семантики, свя-
занное с новыми правилами, появившимися в результате право-
или левосторонней стратификации иди первоначально принадле-
жащими множеству Р/Н • Если стратифицируемое правило принад-
лежит к множеству Н, то производятся следующие действия;
Пусть (*)А—иХУу правило, замененное двумя новыми правила-
ми В'Уус***) где В - новый нетерминал и

B£V' Mu,x£V*&Je\r. Первоначальную семантику трансляции правила
(*) свяжем с правилом (**), а с правилом с***) свяжем се-

мантику отсутствия;
в) семантика сдвига, т.е. значение семантики, присваи-

ваемое правилам, которые появились во время операции сдвига
основы вправо.

Если во время построения дерева синтаксиса для редуци-
рования использовалось правило со значениями семантики трас-
ляции или семантики отсутствия, то построение ведется по
вышеописанному алгоритму. В случае же значений семантики
сдвига старшей вершиной данной основы становится вершина,
полученная от редуцирования первой основы после следующего
сканирования. Этим описан один шаг построения дерева син-
таксиса.

Теоремы 2,3,4,8 и техника построения дерева синтакси-
са позволяют доказать теорему 9.

Теорема 9. Распознаватели LROO и (I/I) ОККГТП семан-
тически равны.

Заменив условие £(а,)=£(аг) в определении семантичес-
кого равенства распознавателя на условие £(G| А П £(Q2)

получим семантическое равенство распознавателей детермини-
рованного языка и (I/I) ОККРГП.
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A. Vooglaid

Syntactical Equality of a Precedence Detectable
(0,1) or (1,0) Context Reducible Parser and a

LR(k) Parser

Summary

This paper is a continuation to [lo] which dealt with
the reducing problems in preceding grammars.

Refinements are given to the approach from papers [3]
and [7].

The paper shows syntactical equality of a precedence de-
tectable (0,1) or (1,0) context reducible parser and a LK(k)
parser (i.e. syntax trees 2 pp, 722 of both parsers for each
sentence form are equal).
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Э. А.-Ю. Ши

МИНИМИЗАЦИЯ ФУНКЦИЙ ВЕРОЯТНОСТИ МЕТОДОМ
СТАТИСТИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЙ

В данной работе рассматривается минимизация функции
вероятности методом статистических испытаний, т.е. когда
целевая функция - вероятность превышения некоторого уров-
ня - вычисляется по статистическим испытаниям как отноше-
ние числа благоприятствующих испытаний к общему числу ис-
пытаний. Доказываются условия сходимости метода с вероят-
ностью I, В зависимости от свойств целевой функции
сравниваются различные методы минимизации, отличающиеся
по числу испытаний в одной точке.

I. Постановка задачи и условия сходимости

В работе [l] рассматривается задача минимизации
v()O = где f : Rnx Х=(Х,,х г ,...,х п) eRn

, у=(^,
y 2 ,...,y m)eRm

, m -мерный случайный вектор, обладающий плот-
ностью р(у). Закон распределения у не зависит от к. При
условиях, совпадающих с условиями I) -4) приводимой ниже
теоремы I, в [l] доказывается существование производной
v'(x) в виде т-\ -кратного поверхностного интеграла.

V '(X)= S P ( y )dS(x) ’ где S(x,o)=[y : f(*,vO =°}

SC*,o) *

и v[x)=o, если для всех у. Вычисление этого
интеграла является в общем случае трудной задачей, вдоба-
вок требуется еще знание плотности р(у). Рассмотрим метод
минимизации v(x), свободный от этих недостатков. Вероят-
ность v(x) вычисляется в каждой точке как отношение числа
испытаний, в которых к общему числу испытаний,
причем испытания независимы в разных сериях. Производная

TALLINNА POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
труда ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО института

ä 411 1976

УДК 512,25/26+519.3:330.115
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v(x), составляющие которой вычисляются по каждой координате
отдельно, заменяется ее конечно-разностной аппроксимацией.
Такой метод минимизации v(xl сходен с методом случайного
поиска. Итак,

где xK eR n
, 0 $ j(K - детерминированный скалярный множитель,

s K
- случайное направление. Как и в работе С2], алгоритм

минимизации v(x) назовем псевдоградиентным, если

Обозначим через число испытаний, в кото-
рых f(x,V)£ 0 при каком-то фиксированном числе испыта-
ний N 4 в точке х. Тогда ъ к= (s IK> s гк ,...,5 пк) определим
так:

I = 1,2,...,п, - единичные орты. Alk- длина "пробного"
шага по l-ой координате. Для простоты будем рассматривать
случай

Чтобы применить общую теорему Поляка-Цыпкина о сходи-
мости таких алгоритмов, найдем условия, когда градиент vy(x)
удовлетворяет условию Липшица.

Теорема I. Пусть для любого х и достаточно малого х,
|| х I гs const , выполнены следующие условия:

1) р(у) существуют и являются непрерыв-
ными;

2) s (х,СП равномерно ограничена в некоторой окрестно-
сти х ;

3) удовлетворяет условию Липшица по у с по-
стоянной Lц ;

4) существует V d s(х) = s(x) s 0 *,

s«,o)

5) 0< C 0 <Ux) (I (x,y) || для почти всех (п.в.) y 0&S(x,0)-,

6) для п.в. у геs(х,o),

Х к = Х К.,-!(К 5 К , (I)

( v‘(x K _4 ), Ms K)>o. (2)

„ ntf(* AIк еI•>у) 0]-n[f(x кн- Д Iке l>У) 0]
lK ( '

1(•‘-'кР А> o- ( 4)
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Доказательство:

Оценим разность

где существование постоянной c 3 такой, что | у2~Ъ IHc iH xll
,

следует из доказательства теоремы I в СП,

7) »f;(x + x,y2 )-f;{x,y2)HL2l|X|| для п.в. \/ 2 eS(x,o),
тогда j 7v(x+ x)-Vv(x) || ž LBxll,

где L=rnax)^ 3 а с 3 - постоянная, такая, что

max min |2
<
-г г ||^с3 ||х|l } s, = max I s(Х+|*хll~ & ~l‘

z2eS(x,o) ixp^const

|ЬIp^võllr

II М*+*»УО 11-11fyU-HX.jMj
Ž Яц|\/г|ГуС*+*,*)! ilf/x + x,Vz)ll 4В ” *ll с0

SCX+ Х,O) J SCX.O) 3

S(x+X,o)
* S(x+ x,o) 3

+ll \ i|£w^ds(^4
S(x+x,o) S(x,o)

f«()4-M0 f«fMil Ь| йби*.*) f»Cx*X.XO I .lf’o(,Will' llfjw^iУЙI Ifj(*+*,WM

I fJ(*+X.V<) fiM.VOI I fik+*,y,l
_

fitx.yj I+ |щ>;(»+ад| ifj(*,wil liifjtt.Vtii if;».will'

« Mibilx|+ + .

c
„

c !

o c«
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При стремлении n— oo выражение в квадратных скобках
стремится к нулю. Для любого х и для любого достаточно

Окончательно получим Ц v v (x +x) - vv(x) Ц<L И x 11,

где

Б.Т.Поляк и Я.З. Цыпкин С2] доказали общую теорему о схо-
димости псевдоградиентных алгоритмов. Приводим их теорему
и два следствия из нее для случая минимизации при наличии
помех.

Теорема 2. (Поляк-Цыпкин) Пусть выполнены условия:

Итак, l 4 c3 -I-G, L 24-c o L o^)|X|| .

c o

Докажем, что dS(x) является непрерывной
S(x,o)

функцией от x [3], s(x n } аС*0 "), если Xn-x0 =

З(х.о)

= lim |fy(x,v)ll dy. s(x 0)-s(xn [\ || fJttoOO ИУ-

-J HfJ(X n .V)|dv] * il [| \ lf^W)|dV|+|^lf&ntf)|dy-
|fCx„>y)lSt L~'~o + lf(X.,V)kt IKXfl.V^b

II f^(x n jV) II d V j] L 'm 2t [Ц II x o~x n dv + J llfi( xmV)lldv+^llfi(4V)ll^]-
lf(xn> v)i«t Iftx„y)ktif(x0 ifwe,v)l>t

|f(x n>V)|>G lf(x„,v)kt

малого 11 х 11$ const обозначим s,= max|s(x-bX)-s(x)|||*|| H .

s,< 00, так как s(x) s O .

ds(x + dS(x')|= -|i|s(x+x)-s(x)|s^llx||.
SCX+X,O)_ S(X,Q)

L— max С3Ц+ .
E'O “О

1) V(X) V*> -oo ;

2) |l vv(x+x)-vv(y.)|isL||xn для всех x и достаточно ма-
лого х, iixil < const-

-3) (w(x
K _,), Ма к )> 0;

4) M||s K ||
2 =s A, k +c,v(x k _4 )4-c 1(vv(x k_,), Ms k);
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тогда при любом х 0 последовательность х к , оцределеннаяШ,
п.в. такая, что существует предел v(x K ), и

(5)

При этом предполагается при фиксированных к и х 0 ,...,х к _~,

s, ,
... ,s K _< существование условных математических ожида-

ний sи 11 s |l \ которые обозначены как Мз к и М ||s К||
2

. ВГ2]
теорема доказывается с помощью теорем сходимости полумар-
тингалов.

Следствие I. Пусть в дополнение к условиям теоремы 2
( v v(X K-1 ), Ms K при V(X K-1 ) VV ь для всехь>o.

Тогда

Следствие 2. Пусть в дополнение к условиям теоремы 2,
множества { х *. v(x) ограничены и (vv(x K-<)’

MsK при || vv(x K _,)||>t для всех t>o.
Тогда п.в. существует подпоследовательность к;, и точка х*
такие, что VaU*) =O, ~х* п.в..

Лемма I. Пусть выполнены условия (3) и (4) и
1) o<лs<,о<(Ь, О,s<oч-р>,где л и (i из формулы (4)}
2) vv(x) удовлетворяет условию Лишпида;
3) для любого 1= 1,2,...,о и для любого кш) монотон-

на в промежутке , тогда выполнены все
условия теоремы 2.

5) О, X. tn —OO

К=l

6) ZL \ <oo *»

*=И

7) ŽLJk<~.
К=4

Lim СVv (X K ,), M s и) = 0 п.в.

vUO—v* п.в. (6)

v(x K
п.в.

.

(7)
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Доказательство:

т.е. алгоритм (I) является псевдоградиентным. (Мзщ- ус-
ловное математическое ожидание l-ой компоненты случайного
направления движения). Условие 4) теоремы 2 тоже выполня-
ется. М üSkIi 7-

, где В = max В i- Условие 6) вы-

полнено, если o<схs|, o<р>, o,s<c#s-Jb.
Очевидно, что v(x) не может быть выпуклой во всем

пространстве. Отметим, что из квазжвыпукдости у(х) не сле-
дует, что выполнены условия следствия I или 2.

Замечание. Очевидно, что вместо (3) можно использо-
вать

Ms Lk от этого не изменится.
В случае, когда v^(xK _ 4 ) =O, a алгоритм

(I) остается псевдоградиентным.
Лемма 2. (Неравенство Йенсена). Пусть к - случайная

величина. v(x):Rn
— R 4

. vOO выпукла тогда и только тог-
да, когда V [MU')] *= М [v()o] •

Рассмотрим для простоты записи одномерный случай, пИ.

При вычислении числа реализации 0] и
ц [f(x—д,у)s: о] можно в обоих случаях воспользоваться

одними и теми же реализациями у , или же различными реа-
лизациями. Первый метод называется в литературе методом
зависимых испытаний, второй - методом независимых испыта-

MnCf(4-4+A L Ke pV)£o]-Mri[f Хк-г-ДиеюО^О]
Ms-= • ss-n;

. у(х к-4 <

2д^к М< 2Äi,K

I? v(«K .,),M »к)- z. v; t »к .)
у(Хк-^ tl‘ceo^ i,- ,

' Aue
■

2ДIкМ^

vw-PBB*).o], ,-(v Vm).
dNj Л
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ний. Если f (х,у) не задана аналитически и при фиксирован-
ном х мы можем наблюдать лишь значения f(x,y), то, есте-
ственно, мы можем воспользоваться только независимыми испы-
таниями.

Введем в рассмотрение следующие вероятности:

В дальнейшем вместо для простоты записи бу-
дем писать х\,' Имеют место следующие очевидные соотношения:

Из последних двух равенств получим, что

В случае зависимых испытаний получим

При независимых испытаниях имеют место такие же соот-
ношения, но кз о. Легко проверить, что при одном испытании
s(к) принимает значения 0, с вероятностями зг3 ,

зг5 , згг ,
а новая точка х< значения х+|д*х »

*- |д с те-
ми же вероятностями.

Вопрос об эффективности зависимых испытаний для вычис-
ления производной функции рассматривается, например, в [7]
С9]. В [5l зависимые испытания рассматриваются для многих
задач, для оценки среднего значения, плотности вероятности
и т.д. При вычислении s(х) по формуле (3) иногда более эф-
фективными являются зависимые испытания (когда они нам
доступны). Пусть jus , тогда по (8) у(х-*-д) у(х-д) .

Раосмотрим,например, при одном испытании Р {<7[|(х+д,у)>o]>
[f(X-Д.у)

зс 4(х, д)= р[f(X+ А, V) < 0 •, f(X- д,у)<o] ,
яг(х,д)=Р[Г(х+Д,у)*o-, f(X-A,V) < о],

K 3(x,A) = P[f(x+A,v)<o; f(X-A,y)£o], It4(x,A)=P[F(X+A,V)£O; f(X-A 5

тгs(х,д) = д<(х, д) +д4 (x, д),
K(x,A)*=P[f(x+A,V)*°‘> f(х - д,у) 0 ] —Р[f(х+дo]• Р[f(х-д ,у) ž o].

К = 1Г4-У(Х+Д)У(Х--Д), К г+ЛГ3 4-ЗГ4=l, Д2 +7Ч+IГ S= 1 ,

K 2+ir 4 = У(Х + Д), JUy«-ICft = V(X- Д).

= У(Х+Д)-У(Х-Д)- (8)

- V + Д)У(Х-Д)-К,
= У(Х-Д)-У(Х +Д) У(Х-Д)-К, (gj
= 1 - у{х-д)-у(х+д)+ 2.у(х+д)у(х-д) + 2.к-
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В случае зависимых испытаний P{r}[f(x+A,y)»o] >t} [f (х-д,у)>

> o]] = 1-il3*H-v(x-a)4-v(x+a)v(x-a)+k, т.е. при зависимых ис-
пытаниях вероятность определения правильного направления
на к больше, чем при независимых испытаниях (тогда к = 0),
если коэффициент корреляции между результатами испытаний
к >o.Точно также подучается, если мы сравниваем дисперсию
разности оценок средних значений rj [f(x + Д,у) 0 J и

Покажем, что при достаточно малом д , к =

= к(х 0 Д)>o. Исключим из рассмотрения такие х O , что v(xol=0
или v(x 0 )=l, не представляющих интереса. Рассмотрим после-
довательность д к , д дк-~0. Как следует из теореш I в
ГП, в предположениях 1)-4) теоремы I поверхности 5(хо+дк ,O)
и S (х о-дк ,O) приближаются равномерно к поверхности

S(x„,0)- Так как к(х 0
= л4(х o, a^-vCXo+aJ у(х 0-д к),

а при д к —0, JI4(XO ,Ak) — v(x o) и к(х o,а к)—v(xo^-v2(x 0
)> о.

Найдем значения Мз(х 0) и Ds(x. 0) и при любом числе
испытаний м< в одной точке и для любого а > о.

Дисперсию Ds (Ко 1) при одном испытании N<=l можно най-
ти непосредственно, а при N 0 N<> -I испытаниях
как дисперсию среднего арифметического независимых случай-
ных величин.

Если мы исходим из точки х o ,то при пробном шаге д и
при рабочем шаге у мы приходим в случайную точку (s(x0

),

возможные значения которой обозначим через X_ N^ ,

х 0 » ,х ы н ,х м<_. Обозначим эту случайную

M *,v N _Ml7[f(Xo-+ V(X O+A)-V(X„-A)s(Xo) 2iv “

2д
"

lLi(Xo)-Jt5(X 0 )

2д ’

DSfX o)=Ä^Pt2{ 4>+IC iW-(Jr2(Xo)-JC3(X O))
2 ] , (П)

v[Mx(N<l] . (12)
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По неравенству Йенсена для любой выпуклой функции в
Д окрестности Mv[x{N4)J, т.е. при независимых или

зависимых испытаниях, при любом числе испытаний в точке по
критерию среднего значения v(>o последнее будет ограничено
снизу величиной v[М х( N ,)] =v [М х(i )] = v [х o- у v(x °

+ü^v(х °~Л>)
] ■

Изучим теперь поведение алгоритма на участках, где
v(xi сохраняет постоянное значение. Докажем одну простую
лемму.

Лемма 3. Пусть v(x) монотонная функция. Чтобы voo бы-
ла тождественно постоянна, v(x) = vO , необходимо и доста-
точно, что Ms(x)=o VX и Va>o-
- Берем любое х,д>o- Возможные значения

шага s_N<, s_ N^+< , ...
, sH ,s 0 0, 4 ,

... ,s N< _~ s N< соответ-
ствуют разностям числа реализаций в точках x-t-д и х-д,
равным -N<,-N,+1,...,--1,0,1,...,Nt -i,Nl . Вероятности этих значений
обозначим соответственно через р_ н , p_ N<+ , , •••, р н , р 0 » »

‘**»’ Р н< •

Следовательно, p t= p_* t , 1=0,1,...,Nr Так как Uo>
то НЮ-р. »i PI - dx ,zLi Pi =O.

L =-N< < L=— N 1 .

Достаточность; Пусть x< и x* - две любые точки,при-
чем для определенности х< < хг . Докажем» что v(x 1) = vUi).

величину как х (м,). Итак, Мх(o = Мх(2) = ...
= м*(м,) =

V ЛГз(Х O)
_

„ „
V(Xo+A)-V(Xo-A)

~ Хо-!( й й

P{q[f(X + = i.} = PL =

=2L Ci 4 vi (l-v 0 )
NW c

j = L

p.i = j" « »j 0-v,V4 l = 0.l N,.
i=l
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Следовательно, jt3=jc 2, но Jr2-ir3=v(XH-M-v(*-M=o и v(x<) = v(x 2) •

Если v(x) не монотонно, то из Ms(x) = 0 при каком-
то а следует, что v(x+a] = v(x-a) .

Рассмотрим пример. Пусть 4i и независимые, рав-
номерно распределенные в промежутке [-I,l] случайные ве-
личины. vU) = P[i,x-t 2?o] =0,5. Ms(x) = 0 при Va>o и
Vx .

Если v*(x Q
) =O, то необязательно Ms(x OWO. Для сле-

дущей теоремы потребуется очевидная лемма.
Лемма 4. Пусть v(x) выпуклая функция х_ ы<> ..., хO , •

..,x Ni ряд равноотстоящих точек. Ц(х) прямая через точ-
ки (x. N( , V Cx_ N<

] и (x N< , vfx^]) , а Ц(х) полупрямая от
(X

O ,V(X 0
)) через (х_к< , v(x_ N< )) и L 3(x) от (x o ,v(x 0)) че-

рез (Хц , v(x N)) .
Пусть d = —

v(xo ) • Для любой
* Л г L

точки х_* ь , выполнено v(x_0 -oL

Для любой точки х^1=1Д,...,м( выполнено v(x^L3(xO=li(xo-^d--
Доказательство леммы простое и мы его не приводим.

2. Сравнение различных алгоритмов

Теорема 3. Если v(x) выпуклая в а окрестности точ-
ки х функция, то математическое ожидание значений V(X),
вычисленное при N 4 > 1 испытаниях, меньше, чем при одном
испытании, МV [х (N 4 )] Mv [х (1)].

Доказательство; Будем считать v(x) выпуклой в (хO-
- Xq+aV Сначала найдем общее выражение для коэффициен-

Положим х = и д = Представим р;, для
1=1,... ,N1* в виде pt= ju3 , тогда для l= -i

р i =jc^QCNon 4-1). По условию Ms(x)=o, но

. n< , j N t ■ : •

= Z. b = 0.
£rtlU L= 1 j= 1



67

тов р-ь . При одном испытании р ч =я 3 , р 0 =к < -нк 4=гД5 , р 4 =д3

При n 4 испытаниях р_к = rc 2
K (UN<,n<-k), р к=к* QI(N,,N,-k),

к = 0, < v ..,Nr Очевидно, что является многочленом
степени от ju5 ,ju2 я тс 3’ причем зг 2 0 всегда в

одинаковой степени. 01(N,,n,-k) = A°k^ SN,5N, " K -t-A
<

K Jr SN,5 N, " l< ~2 Ji: 2 л 3 +

-+- А 2
к k 5

Ni“ k “ 4 тс* кj н -+- AL
kk s

n, " i< " 21 кj ,

где L - целая часть числа к
. Нетрудно проверить,

чтo А 1
_ Uil

* (к+l) 1l ! (М<-к-21)!
Рассмотрим прямую Ц(х) через точки((хм_ м ,v(x_N<)) и

(>4’ v<V) - TaK как Мх(1) = Мх(н,), МЦСхСО] =МЦ [х(Ы<)],
т.е. Ц(х

_ N< ) Ц (х o )тгs + Ц(х , N<
) тг 3 = Ц(х_м<) p_N< + ... +Ц(хO ) р 0 +

•• • + М*н<

) p N^
где pi вычисляются по вышеприведенным формулам для функ-
ции v(x)

. Преобразуем последнее равенство к виду

Если лгs _po < 0, то все слагаемые , кроме первого и
последнего, отрицательные, и выражение слева лишь увеличи-
вается, если вместо 1(*0 писать L = -n4 +i,...,n4 -I,

Рассмотрим случай jts -р 0 >0 . Как в лемме 4, рассмот-
рим прямую L4 (x) и лучи 1г(х) и Ц(х). Если в (13) для

заменить на vOc-J, то шо лемме 4 зна-

чение выражения увеличится от этого не менее, чем на

>(р -

L
+ р:1—

~ l d- При замене Ц{х o) на v(x 0 )

l=< N 1

Ц( х
_ыр(:п:г -р_ м<) Ц(х_ ы<+< )р_^ +l

- ... -Ц(х_,) р и +

+ СЗТS-Р0) Мх o)- Ц(х ))р 1 ~Ц^мГ l^Рмгl+’^х,*l^'и: *

цз)

v(x. Np v(x M<) = L,(K N| ). v(x.n<
-v(x_N +1) р Л+г ... -V(X_ H )p. 1

+ (K 5 -p 0 )V(X0)-V(X 1)p <
-

••• p M| . 4 +vCx M4 )(jr3 -p Ml ).*o.

т.е. Mv[x(D] Mv[x(N,)] .
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левая сторона (13) уменьшается на d(r5 - Ро). Надо дока-
зать еще,что

Докажем по индукции по N 4, что

При N 4=-2, р 4=гх3д s , р г = 3C3 и 2nr3^ 2ai 37L 5 + 2лт3
г вы-

полняется. Вместо р к будем писать рк (М 4 ). Имеет место
очевидное рекуррентное соотношение p K (N 4 ) = p K _ 4 (N <-l) д 3 +

-t-p^tN^-OiTg+p^N^O^- Пусть выполнено индукционное пред-
положение а = (N 4-I)i^p4(Krl)+2 р г(Мг l)+...+( Nr op Nr4 (N 4-1) =

= b- Докажем, что

d(K5 -p o)s|l(p.t+ p i)\pd.
U- 1 1

N 4 K5^N4 po+Z_(p. i +Pl)(N 4 -L). (I4)
I=4

М 4д 3^р4 +-2р г+... + М 4 р мг (15)

A= N, p ( (N,}-i-2p 2(N 4H... +N1 p N^(H4 ) = В

A = M 4p 3 >: p 0(N <
-1)JT3 + p 4(N 4-O зг 5 +

+ p^CN 4—l) ir 2 -t- 2[ p 4 (N 4-l) jt3+ p 2( tts + p 3(N 4-0 ••
•

+К. [р к _4 (N4
— 1) JCj + Р к(^ 4 —

I)ТГ S-нр k+4 (N 4 —o IT 2] ■+• •••

+ CN,-2\[pM4^(N1 -niC3+p H| _ 1 (N
<
-i)ir 5+p N<il (N 4 -i)3r2]+

+ (N4 4)[p Nr2 (N 4 -Oic3+p N<_4 (N
I —OJC s ]+ N

< p N<_4 (N4-l)jr 3 =B.
_

, . Nr< N 4-2В = Ыгs ч-Ьл:з+Ьsиг+lГз ZZ PI(N 4 4)-n:2z:pi(N 4-0-
I®и 1= 1

-Jr2(N 4-I)pV4 (N 4
—o + 5ГзРо(Ы 4 -0.

в= ь + 3r3 zipi(N4-i)-.ir Pi(n 4
- o-TC2(N 1-i)p N _4 cn 4-o •

I=o i-4 1

R)-H
Необходимо, что r Ь+я 3

> Б, т.е. щy~
- л:г Z 1 Pi (N 4 -0 -яг(М4 -1) p (N 4 -i ).
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Последнее неравенство очевидно выполняется. Итак,

Ввиду неравенства Мх(o= Мх(м 4), получим

(16)
Очевидно,

Складывая (16) и (17) и вычитая (15), умноженное на два,
подучим М 4 ЗГ p_Ni

(N
4)+...+(N1 -1)p_ 1

(N 4 )-i-N4p o(N 4')+- (N4 -I)p4 (K,-0+
ч- ... чр Нгl (М 4 -0, что и доказывает (14). В случае
д 3 =o надо провести прямую через (x_ V(*_ N< ) 0

(х 0 , v(x0 )>. Тогда

что и требовалось доказать.

Отметим, что теорема справедлива как при независимых,
так и при зависимых испытаниях, а также при отрицательном
коэффициенте корреляции между результатами испытаний.

Аналогично доказывается, что при вогнутом в д окрест-
ности х функции V(X), MV[X(Nj)] £MV [XM)].

Следствие I. При N„—- м v[x(N4 ")] —~ v(cO •

Доказательство;Рассмотрим независише случайные вели-
чины х И), принимающие значения х_ 4 (0, хO(О. с вероят-
ностями jt2 ,x s и тс 3 соответственно. х(2") принимает зна-
чения х_г(2), х ч(2), х 0(2), х,(2),с вероятностями ,

2jtzjrs ,

д* ч- 2ir 2 JU3 , 2я3Д 5,д5- х. 4 (1) = Х_г (2), Х 1 (0=Х г(2.)>

Очевидно, что х(2)= x(0+x(0. t Точно так же х(м< 1=гх(l^+^'~I'--.
М х(o= Мх(2)= •.• = М x(N

4 ) =х0 [тт г(х o)-л:3(х o )] =а .

N 4 ГС 3 Эг p 4 (N 4) -+-2р2(М 4 ) +■ .. . ■+■ N 1p Nl (N 4 ) .

-N ( 3rj+N,jr3--N,p_ Hi (N,U(-HrMlp_ H|+( (N
<
)+...+(-Op.,(N('H-

+ p,(N,)+.. .+ (N, -Op^^tN^+Njp^.

м,(olг-»-аг а -ьlг s) = M<[p_N +p O(N 4H...+pN4(NO]. (I?)

U* N) )Jr,-bl(X0Ws.I(X-Ni )p.H 1
+ l.(X_N(tt')P.»,„+--' +ЧЫРО'

V(X.N(
) Hj+v(jgx5 г v(*_ N(l p_ Ni +v(x. N)+l) p_„l+ ,

+... +vu0)p„.
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Тогда по теореме Колмогорова [4] x(NO a при - c<=

с вероятностью I. Наряду со случайной величиной x(N^)
рассмотрим случайную величину v(N,,), v{NO =v[x(NO] • Если
v(x) линейна от x_ Ni до x N< , то Mv[x = mv(NO = v(a).

При выпуклом в д окрестности v(x) по неравенству Йенсе-
на Mv(NO Как легко видеть при N.,—- со

с вероятностью единицы. Действительно, при любом ь>o схо-
дится ряд SP[I так как сходится ряд

ZP px(N4 ) —а| £.<], где ьА определяется из условия, что
из I Vj i (Nji следует |к;,(М4 )-а| > (теорема Кол-
могорова о трех рядах). При любом t> 0 и V> 0 существует

N O , что для всех N^N O P[|v(N l)-v(a)|<b]>'l-V- Обозначим для
N{ š?N 0 Р [|v(n 4 )—v(a) |< t] = \ K(N,)- Тогда Оче-

видно, что условное среднее Mv £ (N 4 ), вычисленное по
(N 4), удовлетворяющим условию I vI(N4)-v(o)| <l , удо-

влетворяет условию 1-!—f7T7T-v(a)|<£.. Оценим теперь
' J Y(N А j •

разность 1 Mv(N 4 )-v(a)|.

Итак, разность при увеличении может быть
сделана сколь угодно малой. Mv(N 4) стремится сверху к
V(а) при N,,—- со .

Следствие 2. Если v(x) линейна в д окрестности
точки х,тоиз М x(o=Mx(N 1') следует,что Mv[)C(i)] =Mv[x(N <')] ,

т.е. при сравнении по среднему значению v(x') безразлично,
какое число испытаний проводить в одной точке, если не
принимать во внимание затрать на испытания. Если v(x) вы-
пукла в Д окрестности точки х, то лучше проводить по-
больше испытаний, а в случае вогнутой в А окрестности
точки х - по одному испытанию.

|MvCN,)-v(a)|s |Mv(Ni)-Mvt(N,)I + l MVjCN,)- +
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Если х*- точка минимума и ока единственна, а в каче-
стве критерия сравнения различных способен действия вы-
брать minМllх - х * I , то все три случая дают одинаковоехзначение минимума.

Теперь возникает вопрос о сравнении методов минимиза-
ции V(х) при условий N^n 2

= const, где N< - число испы-
таний в одной точке; N 2 - число шагов. После задания кри-
терия оптимальности эта задача сама по себе является за-
дачей дискретного стохастического программирования. Рас-
смотрим простейший случай, const =2. Согласно [B] срав-
нение различных алгоритмов оптимизации разумно проводить
при условии равенства длин шагов и тождественности зон
сбора информации. Последнее условие у нас не может быть
выполнено, поэтому ограничимся лишь равенством длин ша-
гов. Итак, задача такая: что лучше, проводить ли в точке

х 0 два испытания при рабочем шаге s(x 0), или в точке х 0

одно испытание при рабочем шаге —а в следующей точке

(т.е, в одной из точек х_,, х O , х 4 ) второе испытание при
рабочем шаге ■ Длины пробных шагов будем считать оди-

наковыми. Обозначим соответствующие случайные величины
через х(2) и х(1,0-

Спрашивается, когда выполнено условие

Если v(x) линейна от х_,,-д до х< +Л, то очевидно
А= 0 (т.к. 3c 2 (x)-JTj{x) постоянна), т.е. в случае ли-
нейной в окрестности v(x) опять оба алгорит-

МV [х (2")] =к\ (X O')V(X_2W2JT2 (X 0)XS (X O^V(X.1 ) + 1К&0) +

+ 2Jr 2 (X 0)]r 3(X 0)]v(X0) + 2^(XO^S (X O )V(X,)+JU^(X O)v(X 2).

М V Сх(1 ,1)3 = тг2(х 0
) JU2(Х ч ) V(х_2 1+ [д 2(х o)тг s (Х.,1 +ТГS (Х 0

') 2(Х 0)1v(X.l ') +

+[Лs(х 0Н JT3 (X 0
) Я2 ( Х I )+ 7Гг(Х 0) JTj(X.,)] v(x 0)+Qjt3 ( Х0) д5 +

+ Д5 (Х 0)1Г3 (Х 0)] +Д 3(ХO)Дз(Х 0)Дз(Х 4 ) V(X 2 ).

А =[(V j-V.4 )(TCz(X_ 4)-Ji 2(X 0)) +(У0-7н)(1Г 3(Х_)-Дз(Х O)]Дг СХ O ) -

(18;
- [(У,- v^CJi^x^-JTjUoD- 5: 0 ?
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ма дают одинаковый результат. Хотя для "большинства" вы-
пуклых в л •+• —х 0 окрестности v(x) А 0, нетрудно по-
строить пример, когда это не так. Если v(x) линейна от

х_4-д до хO +Д, выпукла от х o+д до х< +Д, то
А< 0. Точно такое же имеет место при N 4 М г >l . Для вы-
пуклой в д окрестности х v(x) нельзя получить прос-
тых аналитических условий того, что один алгоритм лучше
другого, так как приходится принимать во внимание значения
v(x") во многих точках. Если бы такие условия и удалось по-
лучить, их надо проверить еще на примерах. Вообще говоря,
при сравнении при условии N H N 2= const следовало бы прини-
мать во внимание и затрату машинного времени, которая не-
одинаковая в обоих случаях.

При сравнении по критерию min М ||х-х*|| при условии
2= 1 в формуле (18) заменим v(x) на х, а через тг

обозначим шаг точек х^,г2 = 1= -1,о,1,г. Тогда поду-
чим

что В = Мх(М)-Мх(2)^o, если кг(х) - iCjOt)
= V(*+ д) - v(x -д) является вогнутой функцией по х. Вво-
дим обозначение R 2 (x_,, х O, х,) = [згг(х o)-^3(х o)- (1С 2 (х и)-

-ir3 (x_4))] я2 (* 0)-[я2(х,)- jts(x 4 ) -рт 2(х o ) - зг 3(х 0 ))] 3ü^(x o) .

Тогда необходимое и достаточное условие того, что в точке
х 0 лучше проводить по два испытания, такое:

где r2 из (19)

При сравнении по критерию min М ||х -х*|| при условии
N„ N 2 = 3, необходимым и достаточным условием будет

Аналогично могут быть выведены необходимые и достаточ-
ные условия и для остальных значений N f N2•

Итак, достаточным условием того, что лучше проводить в
точке х 0 по N 4 испытаний,чем:, в каждой точке по одному

В = -(ju2(x_,)- лг3(х_,))]и:2W -

, (19)
- L%(X4)-ir 3(X,)-(jr2(X o)-Xj(Xo))] я3 (х 0))-

R2(*h ,xo>*<) £O, (20)

X-iX,) ■+- Т3 (2+STS(Xq)) R 3(X_ 4 ,
+

R 3(x 0 ,x 4 ,x z ) > 0 . (21)
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испытанию, в случае выпуклой в д окрестности точки x-t v(x)
по критерию mln М||х— х* || является условие (22).х

Когда испытания зависимы и в добавок ли 3(х) =0 , то
в случае выпуклой в д окрестности точки х v(x) всегда луч-
ше проводить по одному испытанию в точке, как следует из
(18) и (21). При вогнутой в д окрестности х v(x) все на-
оборот .

В заключение отметим, что хотя большинство утвержде-
ний было приведено для одномерного х, они применимы и для
многомерного х, так как мы используем покоординатное вы-
числение s(x) .

Как следует из приводимых ниже примеров, алгоритмы
минимизации v(x) по методу статистических испытаний иног-
да сходятся очень медленно, и поэтому было уделено столь-
ко внимания на сравнение различных вариантов.

3. Решение практических задач

Рассмотрим теперь практическое решение задачи. По-
скольку при сравнении в предположении N 4N 2= const условия,
при которых один алгоритм лучше другого по критерию Mv(x),
довольно сложные, и при отсутствии априорной информации о
свойствах v(x') мы можем судить о ней лишь по испытаниям
У , то приходится ограничиться следующим правилом: при вы-
пуклой в окрестности точки х v(x) проводить по ис-
пытаний в каждой точке, а при вогнутой в Л окрестности
точки х v(x) по одному испытанию в каждой точке.

Рассмотрим такой приближенный способ определения вы-
пуклости v(x) в д окрестности точки х- В ходе решения
задачи запоминается какое-то количество точек х к и значе-
ний v(x K). По методу наименьших квадратов проводится па-
рабола l = ахг +Ьх-ьс. Если а >O, то будем считать
v(x) выпуклой в а окрестности, при а<o вогнутой в а

окрестности и при а= 0 линейной в а окрестности точки х •

Решение практических задач показывает, что приведенное пра-
вило является достаточно хорошим, если размах точек х к до-
статочно большой.

*-I+г х_й+г) 5 I- Nj-1, N l-2,...,-(N 1
— 1). (23)
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Когда мы можем воспользоваться зависимыми испытаниями,
можно проводить параллельно вычисления по двум методам.

Рассмотрим минимизацию vCx^x^PCy^M/d+xJ+x^-y^O],
где у 1 и \j 2

- равномерно распределенные независимые случай-
ные величины в промежутке ПОД]. v(x,,x 2) удовлетворяет усло-
виям теорем Iи 2. Очевидно minv(x)=o, v(0,0) =0 • На-х
чальные данные: хIO =ИО, *

2o =B, А,к =4р А гк=-Ц = Л-*
кв к?

1700 испытаний были проведены за I час 10 минут. Задача ре-
шалась на машине "Минск-22", программа была составлена на
языке МАЛГОЛ-73. Результаты вычисления приведены в табли-
це. I, и 1 2 означают соответственно число испытаний, та-
ких что s/x) и Sjfx) отличны от нуля, 1 3 -общее число ис-
пытаний. Были использованы зависимые испытания.

Когда мы можем воспользоваться зависимыми испытаниями,
алгоритм сходится быстрее (особенно когда еще = 0- ).

В противном случае алгоритм сходится иногда очень медленно
и экономия машинного времени становится серьезной пробле-
мой. Например,для минимизации v(x)=
номерно распределена в промежутке [ОД],х о = 0,7 потребо-
валось в случае независимых испытаний 20 минут, чтобы до-
стичь точки х= 0,025. При этом было проведено 2000 испыта-

X 1 10 10 9 7,72 7,12 6,34 6,00 5,64
0 0 I 7 12 21 26 32

X2 8 8 7 6,03 5,72 4,82 4,45 4,20
*2 0 0 I 5 7 15 19 23

*3 I 100 1000 3000 5000 7000 9000 10500

X 1 5,31 4,98 3,87 2,80 0,042
*1 38 45 73 109 246
X 2 3,81 3,64 2,80 2,50 -0,042
*2 29 32 49 76 142
: з II500 12500 14000 16000 17000
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ний таких, что s(х) ф0
. Начальный пробный шаг был 0,1, ра-

бочий шаг 0,01-

а к = 0, 1, 2} з, 4, у равномерно распределена в промежутке [О,
10] х o=4, 5, потребовалось в случае независимых испытаний 5

часов, чтобы достичь точки х= 3,52-При этом было проведено
5170 испытаний, таких что а общее количество испы-
таний было 12 069. Начальный пробный шаг был 3, рабочий шаг
тоже 3. Такая затрата машинного времени объясняется тем,что
в рассматриваемом участке производная v(X) мало отличается
от нуля и приходится отвергать много реализаций. Кроме того,
процедур! вычисления значений v(x) и ее производных работа-
ют много времени, в то время как для вычисления значений

v(x) = иее производных не было составлено про-
цедур. Количество испытаний в одной точке в обоих случаях
было 10.

Существенно большая скорость может быть достигнута ис-
пользованием алгоритмов минимизации с самообучением (напри-
мер, когда длина шага зависит от величины статистической
производной voo ), но это выходит за рамки данной статьи.

Если мы хотим вычислить значение v(x) в какой-нибудь
точке более точно (например, в точке, где v(x) принимает
минимальное значение), то формулы вычисления v(x) как эм-
пирической частоты с заданным уровнем значимости приведены
в Сs] с. 244.

В заключение хочу выразить благодарность |Э.В. Райку]
за помощь.
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E.übi
Monte Carlo Method for Minimization of a

- - - - - ¥

Probability Function

Summary

To minimize the probability function v(x)= p|f (x,y):j-oJ
the Monte Carlo method is used. The Monte Carlo methods dif-
fering in the number of trials at one point are compared.
The conditions under which the algorithm converges with the
probability one are found.
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