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Аннотация
В настоящей работе рассматриваются вопросы, связанные

с ортогональным проектированием угла, которые ещенедостаточно исследованы.
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1. Введение

Вопросы, связанные с проектированием угла, еще не-
достаточно исследованы и мало освещаются в учебниках
по начертательной геометрии. Кажется, что назрело время
для заполнения этого пробела в нашей учебной литерату-
ре. Настоящая статья и является одной попыткой, сделан-
ной в этом направлении.

В ряде частных случаев вопрос о проектировании угла
совершенно ясен. Напомним здесь две общеизвестные
теоремы, играющие исключительно важную роль в курсе
начертательной геометрии.

Теорема 1. Если фигура лежит в плоскости уровня,

то ее параллельная проекция равна самой фигуре, а цент-
ральная проекция подобна самой фигуре.

Теорема 2. Если сторона прямого угла параллель-
на плоскости проекций, а вторая его сторона не перпенди-
кулярна к последней, то прямой угол проектируется орто-
гонально в виде прямого угла.

Действительны и обратные теоремы последней тео-
ремы.

Обратная теорема (I). Если прямой угол про-
ектируется ортогонально в виде прямого угла, то одна его
сторона параллельна плоскости проекций.

Обратная теорема (II). Если одна сторона
угла, проектирующегося ортогонально в виде прямого уг-
ла, параллельна плоскости проекций, то проектируемый
угол прямой.

Известно также, что угол, величина которого отличает-
ся от прямого угла, может проектироваться ортогонально-
в натуральную величину и в случае,, когда плоскость угла
наклонена к плоскости проекций. А. М. Иерусалимский,
разъясняя этот факт в своем учебнике, отмечает, что
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«... на эпюре мы не имеем в этом случае никакого крите-
рия, чтобы узнать, выражает проекция угла его действи-
тельную величину или нет. Убедиться в этом можно только
посредством специальных построений» 1

.

В курсе начертательной геометрии Н. Ф. Четверухина
и др.2 изложение ортогональной проекции угла заканчи-
вается следующей теоремой:

Теорема 3. Произвольный угол б (0 <б < 180°)
можно рассматривать как ортогональную проекцию любо-
го данного угла ср (0

После доказательства этой теоремы делается следую-
щее заключение; «Таким образом, проекции острого и ту-
пого углов могут равняться проектируемому углу не толь-
ко при условии параллельности плоскости угла, а следова-
тельно и его сторон, плоскости проекций».

Вопрос о проектировании угла рассматривается и в
других учебниках, но и в них затрагиваются только част-
ные случаи.

Возникает вопрос, какая общая зависимость сущест-
вует между величиной угла и величиной ортогональной
проекции этого угла. Если такая зависимость выведена, то
из нее можно легко получить и условие равенства угла и
и его ортогональной проекции.

При выводе зависимости между углом ср и его ортого-
нальной проекцией ср' целесообразно взять за параметры
либо углы наклона (а и (3) сторон проектируемого угла ср,
либо же угол наклона (со) плоскости угла ср и угол (Ф)
между биссектрисой угла ср и следом плоскости этого же
угла. Все указанные величины и пределы их изменения по-
казаны на фиг. 1, где;

ср - проектируемый угол;
h след плоскости угла ср (вершина С угла ср

пусть будет на следе h);
ср' ортогональная проекция угла ср;

СА и СВ стороны угла ср (целесообразно выбрать
точки А и В так, чтобы СА=СВ);

аир-— углы наклона сторон СА иСВ угла ср;
d биссектриса угла ср;

1 А. М. Иерусалимский, Начертательная геометрия, 1954, стр. 90.
2 Н. Ф. Четверухин и др., Курс начертательной геометрии, 1956,

стр. 127.
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со угол наклона плоскости угла ф;
Ф угол между биссектрисой и следом плоско-

сти угла ф.

В следующем разделе будет выведена зависимость
между углом ф и его ортогональной проекцией ф', ис-
пользуя в качестве параметров углы наклона аир сторон
угла ф.

2. Зависимость между углом, его ортогональной
проекцией и углами наклона сторон угла

На научной конференции по вопросам инженерной
графики в Риге в 1957 г. И. И. Котов в своем докладе
«Основные теоремы об ортогональных проекциях углов»
предложил следующую формулу, связывающую ортого-
нальную проекцию угла с самим углом: 3

3 В формуле применены обозначения, приведенные в п. 1.

, созф — sina smßсозф = - - (Пcosa cos(3 v 7
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Из этой формулы следует, что:
1) если ф = 90°, то созф' = — täna tan(3 (Г)
2) если а ~ 0, то созф' = созф : cos(3 (I")
3) если ф = 90° и а=o,тоф 7

= ф = 90° (Г")
Формула (Г) позволяет вычислить величину ортого-

нальной проекции прямого угла, произвольно располо-
женного относительно плоскости проекций. По формуле
(I") можно вычислить величину ортогональной проекции
произвольного угла, одна сторона которого лежит в
плоскости проекций или параллельна ей. Формула (Г")
соответствует теореме 2 (см. п. 1).

Из формулы (I) можно легко получить также условие
равенства угла ф и его ортогональной проекции ф 7. Для
этого нужно в этой формуле вместо величин ф 7 написать
лишь величину ф и выразить затем созф. В результате
этого получим, что

И. И. Котов в своем докладе не изложил подробного
вывода формулы (1) и не дал формулы (2).

Покажем простой путь, как формулы (1) и (2) могут
быть выведены, используя только общеизвестные приемы
начертательной геометрии.

Предположим, что прямые СА и СВ лежат вначале в
•фронтальной плоскости проекций 82, так что их углы на-
клона относительно горизонтальной плоскости проекций
равны соответственно а и (фиг. 2). Изменим величину
утла АСВ =ф вращением прямой СА вокруг оси t:z> С,
перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций
•■£]. Тогда угол поворота будет равен горизонтальной проек-
дции ср' угла ф. Предположим, что точка А заняла после
поворота положение Ä; тогда ф = АСВ и ф' = А'СВ'.
Истинную величину угла ф можно определить совмеще-
нием плоскости АСВ с фронтальной плоскостью проекций,
вращая плоскость АСВ вокруг прямой СВ. Совмещенное
положение А точки А если построим А"А _J_ ВС и
СА ■= СА. Полученный угол АСВ и равен углу ф. Исполь-
зуя вспомогательные точки Q = AA" XСВ и R =СВ X

sina sm 6
Сosф = -—— —-— (2)1 cosa cos(3 4
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XAR, (ARJ_CB), можем написать, что CR = CQ,+ QR.
Из фигуры видно, что если за единицу измерения взять
длину отрезка CA' = СА', то можем написать, что

„ eos (а —p) nr. созф „„

, л f\ оCR =

cosa ;CQ = QR = 0-«»ф)созр.
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Следовательно

Отсюда после простых тригонометрических преобразова-
ний и полупится формула (1), а из нее и формула (2).

3. Преобразованная форма условия равенства угла
и его ортогональной проекции

Для практических применений формула (2) оказы-
вается нецелесообразной, так как на практике вряд ли
приходится определять угол, проектирующийся без иска-
жения, по углам наклона его сторон. Чаще встречается
задача; дан угол ф и угол наклона а одной его стороны,
требуется определить угол наклона (3 другой стороны
угла ф при условии, что ф = ф'. Для выражения угла (3
из формулы (2) необходимо в ней сделать ряд неслож-
ных тригонометрических преобразований, в результате
которых получим следующее уравнение второй степени
относительно tan(3:

Решая это уравнение, получим условие равенства угла и
его ортогональной проекции в следующем виде:

Из формулы (3) видно, что угол |3 имеет два значения.*
На вычисление значений угла |3 по формуле (3) тре-

буется примерно 10 минут времени. В несколько раз бы-
стрее можно получить результат следующим простым по-
строением (фиг. 3).

К произвольному отрезку прямой КВ, длину которого
будем считать равной единице, пристраивают заданные уг-
лы а и ф так, чтобы отрезок КВ был их общей стороной,

* В некоторых случаях одно из значений (3 может оказаться
посторонним решением.

eos (а—P) созф ,
~ ..

— = У- + 1 cosep ) cosß.cosa cosa r

(cos 2cp sin2a)tan 2(3 2sina cosa cosq) tanp+
+ sin2a cos 2cp =O.

sina costptanß = :—(3)
cosa -В sinep
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а точки К и L их вершинами. Приведя через точки К и L
перпендикуляры LU и KV к другим сторонам углов а и
Ф, можно написать, что KU = cosct, LU = sina и
KV = зшф. Затем на прямой KL откладывают отрезок
КМ =UL =sina и через точку М проводят прямую
MN||KV; тогда VN = sina созф. Окружность с центром
в точке Кис радиусом KU пересечет прямую KV в точ-
ках Fi и F2 так, что VF] =cosa + зшф и VF 2 = cosa

зшф. Углы VFiN и VF2N равны искомым значениям
(3i и [3 2 угла (3, так как их тангенсы выражаются точно
так как это получается из формулы (3).
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4. Второй вариант условия равенства угла
и его ортогональной проекции

Постараемся исходя из формулы (2) перейти от па-
раметров а и р к параметрам со и 0, где со угол на-
клона плоскости угла ер, а 0 угол между биссектрисой
и следом плоскости ср. Прежде всего докажем следую-
щую теорему.

Теорема 4. Если угол и его ортогональная проекция
равны, то косинус угла наклона плоскости угла равен
произведению косинусов углов наклона сторон угла.

Доказательство. Рассмотрим фиг. 1 в предпо-
ложении, что в натуре АС = ВС = 1 и ср' = ср. Обозначим
площади треугольников АВС и А'В'С соответственно че-
рез S и S'. Тогда

Но известно, что ортогональная проекция площади
плоской фигуры связана с площадью самой фигуры сле-
дующей формулой;

Подставляя сюда S и S' получим, что

Этим теорема доказана.
Для введения параметра 0 вернемся снова к фиг. 1

(при прежних предположениях). Из прямоугольных тре-
угольников ВВ'С, BB'G и BGC получим, что

Аналогично найдем, что

Следовательно

Нетрудно показать, что

S = АС • ВС • sinep = sinep,
S' А'С • В'С • sinep'= cosa cos(3 sinep.

S' = S • cosco.

cosco = cosa cosf3 (4)

sin(3 = BB' BG • sineo = sin (0 —sina).

sina = sin (0 + —-) sinco.

sina sin(3 ■= sin (01+--) sin (0 ) sin2co.

sin (01+: ) sin (-0- |-) ■= ---(cosep — cos2o).
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Таким образом

Если при помощи этого равенства и равенства (4) исклю-
чить из формулы (2) углы а и (3, то формула (2) примет
вид:

Отсюда получим, что

Эта зависимость и является другим вариантом условия
равенства угла и его ортогональной проекции. Так как
каждую из трех тригонометрических функций, встречаю-
щихся в формуле (5), можно легко выразить через две
другие функции, то выбор параметров со и -й является бо-
лее целесообразным, чем выбор параметров а и (3.

Формуле (5) можно придать еще следующие виды:

5. Некоторые следствия

Из формул (2) и (4) следует, что

Но из формулы (5) получим, что

sina sinp =—- sin2o) (созф — cos2i[>).

(1 cos 2 w) (cosq) COS2'Ö')
Сosф “

2 (1 cosw)
ИЛИ

2сosф = (1 + COSO)) (Сosф — COS2O).

COSO)I+ 1 oaсозф = *cos2ft (5)
COSO) 1

oa cosco —1 /e/ vСOS2Ф = ——г * cosm (5 )
COSO)1+ 1

СОЗф + COS2O /C"\
СО Sü) = - prr- )

cosq) cos2'ö’

sina sin(3 1= costp (1 cosw).

созф (1 — cosco) •= (1!+ cosco) cos2ft
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Ввиду этого

Из формулы (6) можно сделать важное следствие отно-
сительно величины угла + Так как углы а, (3 и о> явля-
ются острыми, то sina sin|3 >0 и 11+ cosco >■ 0. Следова-
тельно должно быть, что cos2'd <O, т. е., что 2-Ö- > 90°
или Ф > 45°. Таким образом доказана следующая теорема;

Теорема 5. Если угол и его ортогональная проек-
ция равны, то биссектриса угла образовывает со следом
плоскости угла угол больше, чем 45°.

6. Примеры

Выведенные формулы могут быть с успехом использо-
ваны для решения различных задач на ортогональное про-
ектирование угла. Рассмотрим некоторые примеры.

Задача 1. Правильный десятиугольник, вписанный
в окружность с радиусом R складывают в правильную
складчатую десятиугольную пирамидальную поверхность
так, что нижние концы боковых ребер с большим углом
наклона (относительно плоскости перпендикулярной к оси
поверхности) лежат на окружности с радиусом -R.
Требуется найти радиус г окружности, на которой лежиг
нижние концы ребер с меньшим углом наклона, а также
угол наклона со боковой грани поверхности.

Решение. Так как пирамидальная поверхность по-
лучена складыванием плоскости десятиугольника, то сум-
ма углов граней при вершине поверхности равна 360°. Но
сумма ортогональных проекций этих углов на плоскости,
перпендикулярной к оси поверхности также равна 360°.
Ввиду этого угол (ср) грани при вершине равен своей про-
екции (ф'), т. е. ф = ф' = 360°: 10 = 36° (фиг. 4). По
условиям задачи длина проекции ребра с большим углом
наклона в два раза меньше длины самого ребра. Следова-
тельно угол наклона а этого ребра равен 60°. По формуле

sina sin|3 = -—(11+ cosco) cos2;& (6)
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(3) теперь нетрудно вычислить и угол наклона (3 другого
ребра. Получим, что

откуда:
tanpi = 1,401 : 2,176 = 0,6438; = 32°46';
(tanp 2 = —1,401 : 0,176=—8,110; |3 2 = 82°58' (посто-
роннее решение).

,
sina coscp Y 3 • cos36° 1,401

аП cosa + sinep 2 (0,5 + sin36°) 1 + 1,176
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Искомый радиус г выразится через угол fb следующим
образом:

Угол наклона ю грани поверхности получим из форму-
лы (4):

Задача 2. Вычислить углы между аксонометриче-
скими осями в случае стандартной прямоугольной димет-
рической проекции.

Решение. Если углы наклона координатных осей
обозначим через а, (3 и у, то в случае стандартной димет-
рической проекции имеет у= (3 и cosa : cos(3 =l:2. По
этим данным получим из известной зависимости cos 2a j+
+ cos 2 (3|-j- cos 2y = 2 следующие значения для показате-
лей искажения; cosa =]/2":3 и cosp = cosy = 2]/2~: 3.
Следовательно,

Из формулы (Г) получим теперь, что

Таким образом углы между аксонометрическими осями
определились сравнительно просто.

Выводы
В работе выводится следующая формула, являюща-

яся условием равенства угла (р и его ортогональной про-
екнии:

где аир углы наклона сторон угла ф относительно
плоскости проекций. Для того же условия дается еще и
другая формула:

г = R = 0,8403 R.

cos(p = cosa = 0,5 • 0,8403 0,4202; со = 65°08'.

täna '=]/и :2; tanp =\2 : 4

coscpi'=—tana tan(3 =— ■—-==—0,6614; cp/= 131°25';
Сosф2'= —tan2 (3 = - = —0,1250; ф2' = 97°10'.

sina sin§
coscp |—cosa cos(3



где to угол наклона плоскости угла ф относительно пло-
скости проекций, а Ф угол между следом плоскости
угла ф и биссектрисой угла ф.

Доказывается и следующая теорема;
Если угол и его ортогональная проекция равны, то

биссектриса угла образовывает со следом плоскости угла
угол больше, чем 45°.

(Поступила в редакцию 20 VI 1960 г.)
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