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О НЕЛИНЕЙНОМ ФАКТОРНОМ АНАЛИЗЕ

В факторном анализе СИ применяется главным образом
линейная модель

Z-AF, (1)
где Z m*n - матрица данных наблюдений;

m - число параметров;
п - число объектов;

А m xm- матрица (в общем случае) факторных нагрузок;
F mx п - матрица факторных значений.

На возможность отхода от гипотезы линейности указал
ухе Т.Бартлетт С23. Конкретные модели предложены Р. Мак-
дональдом [3] и им же развито начало теории нелинейного
факторного анализа в статьях С4,5].

Вами проверяется обоснованность введенных Макдональ-
дом требований к факторной модели и предлагается некото-
рое ослабление их.

Один из возможных подходов к нелинейному случаю сле-
дующий. Из матрицы Л выбираем любые три линейно незави-
симых столбца

„
„

' 4/Он 0 12 Оц

Д_ j 0 2) 022 023
' m 2 0

В этом случае матрица факторных значений должна
иметь вид

/ fll fl2 •• • fin \ \

fll f*22 ** * f 2n J = fl J
\ f3l f*32 ***f 3n I \f3 / •

Как известно, для матрицы F выполнены условия орто-
гональности и нормированноети [l3:



4

Elfp}-0,
= 0, (2)

E(fJ)-i.
(где E оператор математического ожидания).

Пусть имеется ортогональная 3x3 - матрица Т. Введе-
нием обозначений

В = АТ, G =т'р (3)
можем модели (I) придать следующую форму

2 = BG .

Вдбираем по предложению Макдональда [S J матрицу “Г
так, чтобы матрица 0 имела вид

/ *ll *ll •' • *щ \ /*1 \

G= I *2) ••• *2n |= *2 | (4)
\Х„ *12*22 ’’ ‘ *ln *2n I \*(*2' ’

Пусть строки матрицы G ортогональные и нормирован-
ные, то есть выполнены следующие отношения

Е (х, х?
) =

Е(Хг х.,хг)= E(xf)E(x 2l =o* (5)

ЕС*?.-*,**) = Е(*o Е(х|) = 0,

Е[(*,х/]=Е(х|)Е(х|)= I •

При определении матрицы Т можно исходить из геомет-
рических соображений и провести вращение координатных осей
поочередно на углы ц), г , f п и <f n в факторном простран-
стве (f, , f2 , fг) ■

j С l2 G i3 0 “Sl} 11 12 ~ S I2 C l2 0 , 1,3 = 0 * 0 ,

\ 0 0 1/ 5,3 0 c,3
/1 0 0 X

T2.3 - 0 C23 -sгг| ’

\ 0 523
где ради простоты использованы обозначения

С = , S = sin у .

Тогда матрица Т получается как произведение
=т,г т,,тгs

и формула (3) принимает вид



5

g=t« т.;г т;г f.

P. Макдональд в статье [s] выводит две альтернативные
группы формул для вывода угла вращения. № вначале следу-
ем его ходу мыслей. Наряду о матрицей (4) рассмотрим ма-
трицу

_

ХЛ
G= u;r (б)

Вычислим на плоскости произведение

I *l\ с,2 5,2 0\

Q,2=Tn F- ** = c iZ Gjfl =

\*з/ о о W \ f3 /

I C l2 fi + S I2M (7)
= r s izf< + C izf2

\ и /

и составим выражение
Ф,2=Е[(Хз-х,*2Й = Еoф+ х\) -2Е(х,хг хг ) =

= 2-2Е(х, х*х 3) =

= 2-2S lz c,!E(fJf >-f?f3!-^(4-5?l)E(f,fI f3).

так как по (5) Е(х*х\) =1 ■ Кроме того Макдональд пред-
полагает выполнение равенства E(Xj) =

Нас интересует минимальное значение полученного выра-
жения Фlг , тогда х< и х 2 лучше всего определяют х 3 как
произведение
угол вращения определяется через

, Л
E(fzfi)-E(f?f3)

tan2^n - гЕ(ЬШ
’

Аналогичные вычисления дают для других плоское тэй уг-
лы поворота

j. Л
E(f 2f})-E(fi lfi)4W.f3f3 )

•

tan^ n -iaifž)- «&!&•■
ШШз)

Эти три угла и определяют преобразование Макдональда,
Так как Макдональд использует условие Е(*з)=и, которое
автоматически не выполняется, то нами предпринята попытка
исследовать этот вопрос глубже.

Боли матрица G должна шеть вид (6), то требования
(2) ортогональности ж нормированноети, подробно выписанные
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олвдушив:
E(Xi)-0, Е(х 2)=o, Е(х 3) =O,

х г ) =O, Е(х,х 3)= 0, Е(х2х3 )=O,
Е(х?)=1, Е(Х})=l, E(Xjl =1 .

Легко проверить, что эти требования выполнена при ках-
дом повороте осей. Например, на плоскости (f<,fz ) нужна!
результат получается при помощи формула (7), если учитывать
условия (2) доя матрица F •

Бели дополнительно потребовать для каждого столбца,
чтобы X .-у ул з] ’

то прибавляются еще условия
Е(х, Xj") = Е(х? х 2 ) =О,
Е(х 2 х 3) = Е(х< х 2 ) =O, (8)
Е С х|) -E(X?xJ) =i.

Эти условия выполняются необязательно точно, их не-
возможно проверить при помощи формул (7) на плоскости

( fo fi) • Поэтому исследуем их подробнее.
Ради простота введем следующие обозначения:

K, =E(f?), K,= E(f»).
K4 -E(f?fj). K s=E(f?fj). K»-E(f,fJ).
Kj-E(fjfs). KB“E(f, 2 f,J). K,= E(f,fs).
U.-Effff, 1), U 2=E(f|fsl. L 3-E[(f|-f?) J], (9)

b,= E(ffof,).
Выпишем первое требование из (8) при повороте на плос-

кости (f, f2 ):

Е(х< E[(^< 2 fi f2+ 2 )(_st2f<+ =

-v« E(f, fb+
+ Bjc„E (fb - ls^criE(f?fi) = 0 .

Разделим подученное уравнение на cos3^ 12 , учитывая обо-
значения (9). В результате получается соотношение

К6lап3^ (2 -ь(2К г-К гНапг^,2+(К ( -2К 6 ) Iап^г -К 3 = 0.
Следующие два условия из (8) дают соответственно уравнения
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3 о

K 3 tan ч> l2 -*-(К< - 2K6 )tan cf>, 2 +(K2 -2K 3 )tan^l2 +K 6 =O,
(L 3-4)tan 2 2tf l2+4L 5 tan 24>,2 + 4(K S =0 .

Воли провести запеву taruf l2 = t (тогда tan2<fl2 *

= - —), получим систему
K 6tV(2Ks-K 2)t

2+(K< -2K6H-K 3 = 0
Z 2(t)= K 3t4{K 4 - 2K6 )tV(K2 -2K 3)t + K 6 = 0
z 3(t) = (K 5-0 t 4-2L 5 t4 (L 3 -2K 5 -2)t4 2L st+(Kr o= 0 •

Так как не существует угла 2 , тангенс которого удовлетво-
рял бн одновременно воем трем уравнениям, будем пользовать-
ся методом наименьших квадратов. Для минимизации выражении

zj(t) + z|(t) + z| (t )

иди
<P n = Q,t8 -4Q2t7 + Q 3t6+2Q4t5+Q st*+4Q6t3

+

-и a 7 t2 + 2Q&t +Q 9 ,

(I0)

где ,

GL< = (K 5 -Ol
.

Q 2 = Lj (Kg — О »

Q 3 = К7
+ kJ+4l\+2l 3 (Ks-0-4k5-0(k 5 +0»

Qa= K 4-K 3- K 2K 6+ 6K 5 L s - 2 l 5(l 3 -0 >

Qg —K2+ K 2 +6K.ij4-L^— В 2K 2Kj
- 4l 3-4k5 (l 3-0 +6-

Q 6 = L s [(L 3-0-3K s],

Q 7 K 2
+ K 2 + 4l\ —2K4 Ke-2K 2 K 3 + 2L 3(Kj-0 -

4(K 5 -O(KS + 0 »

Qg ~ к 2 к 6 -к,k3 + 2 ls (k s -0 ,

Q9 = K 2 + Kg + (Ks-O 2
*

дифференцируем no t и получаем уравнение

4Q,i7-i402 1*-t-äGI 3t 5
+ 5Q4t4 2Q stV6Qgt + Q,,t-t-Q8 =O.

Уравнение нечетного порядке, следовательно, имеется
но меньше! мере одно даЁотвжтельное решение.

Решение t , при котором выражение (10) имеет наи-
меньшее значение, и определяет угод поворота <f 12 •

Дальше делаем поворот на плоскости (f,,f3 ):
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/М С°
® S <3\ /fl\ I С +S . 3f3\

=*2 1 = ОlОj f2 = f2 j
'*3/ \ Сl3/ \Гз/ V— ■+■ C^fj/

и требования (8) теперь следующие;
К 2 12

+ 2 L 4t +Кj = Р 5

L 2t •+• Kg =O,
(KB -0ts*2L*t+(K s -1) =O.

При помощи метода наименьших квадратов получим сперва вы-
ражение

Фll= Q,t AH-4a ltVa3tV2Q4 t-HQS . (п)

где t = ton<f,3

Qi =к, + (Kg- 1) ,

q2 = k 7 l4+l6 (k 8-0,
= l\+ 4L4 + 41| + 2Kj K 7 + 2 (Kg-0(k 5 -1),

Q 4 = 2L4 Kj+ L 2K 6
+ 2L6 (K5—0 5

Qs = K3 + K 6 + (K 5 -o*,
а потом уравнение для определения угла 13 ;

2Q < t2>
+ 6Q 2t2

+ Q 3t +Q4= 0 • (12)
Цои повороте на плоскости з) выражение для Ф23 ;

Ф23 = 0 { 14-ь40 21г-1- Q 3t2-i-2Gl4 t+QS 1

где t = tan ,

Q<= K 2q + (l< --2,О 2
,

Q 2 =К$ L 4 + L 7 (Lf—l),
Q3 = K 4+ 4L 4 -+-4 +2 K 4 + 2(l_<—o(Kj -0>
Q 4 = 2L4 Kg+KjK4+2L7(Ks —0»
Qs =К2+ K 6 + (K 5 —I) 2

.

Уравнение для определения угла поворота у2Ъ получает-
ся аналогично предыдущему случаю:

2Q 4t 3 + 6CL 2t2+Q 3t +Q 4 =0 .

Опыт практического использования изложенных в статье
методов рассматривается в отдельной статье.
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МЕТОД ПРЯМОГО ФАКТОРНОГО АНАЛИЗА

В многопараметржче ской статистике имеются различные
метода факторного анализа С2,3], В данной статье рассмат-
ривается новый метод получения факторной матрицы непос-
редственно из корреляционной матрицы. Доказана связь по-
лученной факторной модели о методом главных компонент.

I. Описание метода

Дана симметрическая корреляционная матрица парамет-
ров размером m х m

f *' ' *

R = Г гl 1 •
• * ггт .

\ Рпч Г тг • •■1 I
Вычислим для каждого столбца величину

Ы «*»

-
. I=<

rjj

Наибольшая из них m q X(^t
определяет номер "важнейшего" в среднем параметра. Индекс

к указывает номер итерации (к = т). Корреляционные
коэффициенты этого параметра (столбец матрицы) делим на
квадратный корень диагонального элемента njj матрицы R .

Полученные числа составляют первый столбец Ь4 новой фак-
торной матрицы В. Величина

JLoCk)
m X

указывает на удельный вес параметра к в общем разложе-
нии. Если вместо корреляционной матрицы имеется ковариа-
ционная, то нужно дополнительно делить ее на след матри-
цы.

Дальше составим остаточную корреляционную матрицу
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<R = R -ь,ь'(
и повторим процесс с нею. Для полного разложения в общем
случае нужно сделать m шагов. (Если ранг матрицы R ра-
вен г, г$ m , то требуется п шагов метода).

Для иллюстрации хода вышеописанных вычислений приве-
дем два примера.
Пример 1.1. Дана корреляционная матрица

/
,

1 "5 \

\i 1 I
Вычислим значения выражений (I.I)

=( 1 + 200 + 2£р : 1 = 1 » 045 »

Ь +1 + il" )! 1 = 1.085.

=(-i- +!);! = 1,12.
25 25

Наибольшим из них является третье, значит

Чг) :,#К
Вычислим остаточную матрицу

/ И № 0 \

,
R = R -b,b', = ilciVŽ о

\ о о о /

и оценим ее столбцы:

М=(S6 + IS ) . 24 , о 98>' 625 10 ООО 25

Р? =(J§S_ +S2 ) : = 0,94.уг 10 ООО 625 25
В матрицу В следующим входит первый столбец:

и оценим ее столбцы:
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/il r

\о \ о
Последняя итерация дает ?0 »

Ьз=КтТаким образом, получается матрица

/I “у
в- -■№ Щ-\lо о /

Вклад каждого из факторов в описание сушарной дисперсии
определяется как суша квадратов факторных нагрузок по
столбцу, отнесенная к полно! суммарной дисперсии призна-
ков, которая равна т. Следовательно,
$ = 1,12/3 « 0,373} oгэа/30 гэа/3 = 0,327} s*= 0,300.

Пример 1.2. Пусть в матрице

I 1 p i2 р <з\
R < г2з (1.2)

\Р Л Р 32

переменные упорядочены в порядке исключения (в смысле дан-
ной статьи). Тогда искомая матрица имеет вид

Г 0

В - гг, 0 ,

р* tapist- Vk / (1.3)

- г(\)0 Р?г)-(Ргз—Г'lг г'<з)г
к =

1 f u
2. Природа матрицы В

5 линейной алгебре доказывается [l], что стшетричео-
кую положительно определенную m*т - матрицу R можно
представить в виде

R = В В’, (2.1)
где матрица B=Cb Lj ) невырожденная размером m*m.



Матрица коэффициентов корреляции R есть матрица Грана, то
есть положительно полуопределенная с рангом
Следовательно, матрица В в (2.1) должна быть размером
m х го. Так как матрица В в этом представлении не одно-
значно определена, то берется нижней треугольной матрицей R

Ьн 0 о •. . \

_

b о ...

b 3l b i2 • •

\ *
•

;
•••

где bft ФO, если R невырожденная, т.е. положительно оп-
ределенная матрица. Если же R положительно полуопределеи-
ная, то без уменьшения общности переставляем переменные
так, чтобы отличный от нуля минор матрицы R стоял в
верхнем углу. Тогда Ьц 0 при I4 г и матрица В полу-
чается размером mх р •

Для нахождения элементов матрицы В можно использовать
уравнения, вытекающие из соотношения (2.1):

b + b u+ ...
+ b l*

l> *l, l = 1,2,... ,m ,

Ь[,< bj< + b'L 2 bj^■+■ ... +Ьц bji,= ,l <j .

Решение В этой системы можно получить методом квадрат-
ного корня [l].

Например, если R есть матрица размером 3x3 (1.2), то
получим В в виде (1.3),

Значит, матрицу В , сконструированную по методу пер-
вого пункта данной статьи, можно получить ж методом квад-
ратного корня.

3. Анализ (Факторной модели, дацинм
методом

Формула (2.1) показывает, что матрица В удовлетворя-
ет фундаментальной факторной теореме Тэрстоуна [2] и по-
этому может рассматриваться факторной матрицей. Составим
при помощи нее факторную модель

Z = В G ,
(ЗЛ)

где Z -глх п - матрица исходных данных;
G - m * п - матрица факторных значений.

14
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В этой модели член о характерным фактором опущен. В фак-
торном анализе доказывается [2], что

R = Z Z l . (3.2)
Доя исследования свойств модели (3.1) определим из нее

Q = (В*В) -4 В' Z >

откуда, учитывая соотношение (3.2) и (2.1), подучим
IGG , =l(B , B)*', B'ZZ , B(B , Br 1

= Е.
Итак, строки матрицы G ортогональны и поэтому факторное
пространство ортогонально. Непосредственной проверкой мож-
но убедиться, что столбцы В в (1.3) не ортогональны.

Исследуем дальше, имеется ли связь между моделью(3,l)
и моделью главных компонент [2]

Z= А F
ГДР А А' = В,

А'А =Л, (3.3)

(здесь через Л обозначена диагональная матрица, на глав-
ной диагонали которой собственные значения матрицы R ) •

Для этой цели выбираем невырожденную m* m - матрицу Т
так, чтобы

rw’ (3
*
4)

Какие свойства должна иметь матрица Т? Как ее вычислить?
Доя выяснения свойств матрицы Т подуем сперва из

(3.4) матрицу Т-(В'В)4 В'А,
а потом, учитывая соотношения (3.3) и (2,1),

ТТ , = (В'В) Н в'АА*В(В 1В)~*= Е,
т.е. она ортогональна.

Если матрица R и тем самым матрица В невырожденные,
то предыдущие выражения упрощаются.

&ачит, при помощи ортогонального преобразования мож-
но из модели (3.1) получить известную модель главных ком-
понент.

Для нахождения матрицы Т рассмотрим вопрос сначала в
двухмерном пространстве факторов с осями д, и 92- Выпи-
шем модель (3.1) подробнее:
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2 1
= 4i + bi* •>

4i + Чг •*

2 n= + ЬтгЗг • (3,5)

Коэффициенты этой системы образуют на плоскости точки с ко-
ошлнатамж

(ь^ь lг),
Так как матрица поворота осей на плоскости следующая

т _

/ COS4> -sin4>\
cosfl,

то результат поворота имеет вид

(Ь- м ;Ь- 1г) [ СOSЧ> ~SH
]

4,W(bL,cosvp + b i2slnvpi-b i4sln4M-bi 2 oos'p)-
11 с СОSф/

Для ортогональности коэффициентов полученное выражение долж-
но равняться нулю, откуда

tan24> ~ Ь?-Ь*г '

Например, для 2х2-матрицы .

tgn = -IIZ-rA
ИЛИ .

12
'

COS = Р,2 .

Элементы матрицы Т теперь следующие:

cosf=^l±J2 11, sin= \JLzpl-
В общем случае метод для нахождения матрицы поворота

Т указан в книге X.Хармана [2], а именно: столбцами матри-
цы Т являются собственные векторы матрицы В*В.

4. Пример

В качестве примера приведем в таблице I корреляционную
матрицу (ее верхнюю часть) измерений черно-белых телок,взя-
тую из книги Вебера [3],

В таблице 2 приведены для сравнения методов два столб-
ца коэффициентов, полученные по центроиднсму методу (цифры
заимствованы из книги Вебера); два столбца нагрузок, соот-
ветствующие наибольшим собственным числам (метод главных
компонент, где на главной диагонали корреляционной матрицы
единицы), и, наконец, три первые столбца матрицы В , полу-
ченные по методу данной статьи.
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Таблица I
Корреляционная матрица из книги Ввбера [3]
(ключ к таблице: 86 —— г, 2 = 0.86)

Если проследить порядок включения переменных в мат-
рицу 6 , то видно, как метод выбирает признаки из разных
групп признаков. Сперва исключается признак 11, которой
является как будто центральным, затем - признаки 2 и 10
из разных групп. Интересно проследить остаточную матрицу

1,00 86 76 76 58 56 44 50 57 60 63 59
1,00 90 80 60 52 49 57 58 54 67 46

1,00 85 62 53 48 56 56 55 69 52
1,00 58 52 43 54 59 55 67 62

1,00 62 65 69 68 68 69 42
1,00 47 53 60 61 61 53

1,00 77 72 56 70 42
1,00 69 67 68 42

1,00 69 72 46
1,00 63 59

1,00 60
1,00

Кпиоления по предлагаемому методу дали оледущий по-
рядок поклонения признаков:

II 2 10 7 12 6 5 9 8 41 I 3 .

Для более подробного анализа представим матрицу R в
виде максимального корреляционного пути [4] на фиг. I.
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Таблица 2
Факторные коэффициента и нагрузки

Пара-
метр

Центроидное
шшение*

Факторные
нагрузки

Первые столбцы
матрицы В

I 0,8114 0,3785 0,8218 0,3872 0,63 0,5899 0,1439
2 0,8388 0,3692 0,8399 0,3909 0,67 0,7424 0
3 0,8388 0,3662 0,8422 0,3866 0,69 0,5896 0,0285
4 0,8183 0,3723 0,8288 0,3970 0,67 0,4730 0,0694
5 0,7955 0,2369 0,8156 -0,2300 0,69 0,1855 0,2839
6 0,7089 -0,0923 0,7355 -0,0947 0,61 0,1499 0,2656
7 р,7293 -0,4185 0,7405 -0,4813 0,70 0,0283 0,1506
8 р,7806 -0,3292 0,7938 -0,3759 0,68 0,1541 0,2856
9 0,8050 -0,2831 0,8198 -0,2995 0,72 0,1315 0,2835

10 0,7795 -0,1723 0,7972 -0,2006 0,63 0,1588 0,7602
II Ь, 8528 -0,1046 0,8659 -0,1013 1,00 0 0
12 0,6595 0,0954 0,6831 0,1523 0,60 0,0781 0,2626

Шлад фактора Собств. числа Оценки
7,4290 1,0305 7,6856 1,2080 5,8467 1,0090

1,6004

% % %

61.9 8,6 64,0 10,1 48,7 13,3 8,4

х Из книги Вебера [3]
•

после исключения этих трех признаков:

23 0 -3 5 0 5-4-6 0 0 0 13
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

18 II 3 I -2 -I -2 0 0 5
32 I 2 -6 -I 3 0 0 16

41 10 12 II 8 0 0 -8
53 0 2 7 0 0 8

49 25 17 0 0 -7
43 10 0

38 0
0

0
0
0
0

-8
-6

0
056
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Для сравнения приводим и остаточную матрицу метода

Для сравнения практического значения двух приближений
надо напомнить, что метод главных компонент требует звания
значений всех признаков. Подложенный метод требует знания
значений только признаков 11,2,10. Конечно, результат вос-
становления матрица R хуже, чем при метода главных компо-
нент (на это указывают вклада факторов в дисперсию) , но
вычислительной работы намного меньше.

Можно предположить еще следующий, оправдащий себя
в практике прием. Найдем предложенным методом еще одан-
два фактора (например, исключаем признак 7), После этого
однократным применением аналога метода вращения Якоби [s]
можем исчерпать главную часть информации из последних бо-
лее слабых факторов в первые более важные (си. п. 3.5).
Такой подход дает особенно ощутимый выигрыш во времени при
больших матрицах.

5. Дискуссия

фактический опыт применения этого метода о 1974 го-
да в ВЦ ТЛИ показывает, что для получения такой же точнос-
ти (в смысле суммы квадратов компонент), как при методе
главных компонент, требуется в среднем вычислить на один
фактор больше. Объем вычислений при этом существенно мень-
ше.

На практике наилучпшм оказался такой ход вычислений.

главных компонент:
17 2 8 7 0 -I 2 -I I 2 -4 -3

14 4 -5 0 -6 6 5 I -5 -2 -17
14 0 -2 -5 4 4 -I -4 0 -II

16 0 -5 I 3 3 -3 -I -I
28 0 -6 -4 -6 -2 -4 -10

45 -12 -9 -3 0 -4 4
22 0 -3 -13 I -I

23 -7 -4 -5 -6
24 -2 -2 -5

32 -8 8
24 2

51
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Если доля какого-то фактора в общей дисперсии меньше, чем
I/ m , то найдем еще один фактор. Ввиду неортогональностж по-
лучаемых факторов мохво использовать о успехом аналог мето-
да Якоби Сs].

С успехом можно применить и модификацию данного мето-
да, где каждый признак получит заданный вес р-ь . Тогда пра-
вило выбора исключаемого признака примет вид

о"°= ms* .

' j P jj ’ Р Ь

В нашей практике использовались веса, обратные коэффи-
циенту вариации признака (более стабильные признаки имеют
больший вес) и субъективные веса, которые измеряют стои-
мость получения значения признака. Последний вариант осо-
бенно важен при массовых наблюдениях, где существенное зна-
чение имеет сокращение количества измеряемых признаков вме-
сте с возможно 'дешевой стоимостью’ 1их получения. После
получения взвешенного факторного решения можно легко срав-
нить это решение с невзвешенннм или с решением, полученным
методом главных компонент.

Если меньшая стоимость опыта существенно не вредит точ-
ности результатов, то взвешенный вариант оправдывает себя
полностью. Иногда потеря точности вынуждает проводить более
"грубые" измерения показателей.

В факторном анализе и в методе главных компонент труд-
ным вопросом является интерпретация полученных коэффициен-
тов, т.е. описание факторов в терминах наблюденных пара-
метров. Если применить описанный здесь метод,то интерпрета-
ция существенно облегчается.
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А.О. Вооглайд

РАСШИРЕННЫЙ АНАЛИЗАТОР ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ
СО СМЕШАННОЙ СТРАТЕГИЕЙ

В настоящей статье мы рассматриваем один метод син-
таксического анализа "снизу вверх", который основывается
на методе анализа предшествования со смешанной стратегией
Сs].

У читателя мохет возникнуть оправданный вопрос: поче-
му рассматривается еще один метод анализа из большого, хо-
рошо известного семейства методов анализа? Этот вопрос оп-
равдан тем более, что согласно Гризу С9], большинство на
практике используемых анализаторов сравнимы как по скорос-
ти, так ипо объему требуемой памяти. Эффективность ана-
лизатора зависит больше от качества составления программ,
чем от применяемого метода анализа. Так хе известно, что
анализатор, работающий по методу предшествования и исполь-
зующий при редотировании один символ слева от основы, по-
зволяет анализировать все детерминированные языки CI3I.

I, Потребительский аспект использования системы
построения трансляторов

При переходе от теории к практике возникает целый ряд
трудностей. Поэтому мы намерены тщательно рассмотреть
проблемы, которые возникают при использовании синтаксичес-
кого анализатора в рамках системы построения трансляторов
((Ж). № ставим своей целью доказать, что выбор метода
анализа и класса допустимых грамматик зависит не от прихо-
ти отдельных лиц, а от требований пользователя ОПТ.

Предположим, что начинаем пользоваться в своей прак-
тической работе некоторым анализатором, работающим по од-
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ному или другому методу анализа. Каким бы методом анали-
за мы не пользовались, вначале необходимо контексто-свобод-
ную грашатику нашего языка преобразовать в эквивалентную
ей грамматику, которая должна принадлежать к классу грам-
матик, допускаемых используемым методом анализа. Как пра-
вило, используемые при этом преобразования значительно из-
меняют структуру исходного дерева анализа входного текста.
Тем самым становится невозможным хотя бы частичная стан-
дартизация семантической обработки дерева анализа, а из-
менение самого языка требует переработки не одной ранее
составленной семантической подпрограммы.

Имея опыт разработки СНГ для трех разных ЭВМ ("Раз-
дан-3", "Минок-32","ЕС-1020"), мы находим, что класс до-
пустимых грамматик и соответствующий анализатор должны
удовлетворять следующим требованиям.

Требование I. Класс допустимых грамматик должен
быть выбран так, чтобы преобразования из класса грамма-
тик lR (к) в класс данных грамматик сохраняли прежнее
синтаксическое дерево CI3, т.е. ту часть дерева анализа,в
которой каждая Берлина несет семантическую информацию.

Класс грамматик LR (к) выбран потому, что тест lr(k)
является одним из самых мощных критериев определенности
для контексто-свободных грашатик. Если выполнено требо-
вание I, мы называем анализаторы, работающие на соответ-
ствующих классах грамматик, семантически эквивалентными
[l2].

Требование 2. Синтаксический анализатор должен стро-
ить синтаксическое дерево, не создавая предварительно де-
рева анализа.

Для выполнения требования 2 необходимо, чтобы в ре-
зультате своей работы анализатор выдавал семантически
управляемое дерево анализа. Использование такого техни-
ческого приема гарантирует независимость от преобразова-
ний грамматики [l4] и дает значительную экономию машинных
ресурсов. Так, например, в работе [6] на странице 634
приведен в виде дерева результат обработки синтаксическим
анализатором одной программы на "Pi СТ и RE-ALGOL". Указан-
ное дерево состоит из 58 вершин, а использование выше-
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указанной техники позволяет уменьшить число вершин этого
дерева до 13, Кроме этого следует отметить, что данная ме-
тодика допускает конструкции языка, которые о помощью толь-
ко контексто-свободных грамматик сгенерировать невозможно
Гl4],

Требование 3, Синтаксический анализатор должен быть
снабжен мощной аппаратурой локализации и исправления оши-
бок, примерно такой, какая описана в [4].

Требование 4. Синтаксический анализатор должен быть
снабжен средствами для отладки создаваемого транслятора,
т.е. должна иметься возможность в ходе трансляции програм-
мы с объектного языка в какой-то мере изменять синтаксис
и семантику этого языка.

Требование 5. Синтаксический анализатор должен про-
водить первичный семантический анализ, используя при этом
сам процесс создания синтаксического дерева, который
является своеобразным алгоритмом прохождения дерева. Под
первичным семантическим анализом мы понимаем разбиение
вершин дерева на классы, причем элементы одного класса
могут быть объединены в линейный список. В дальнейшем эти
описки, определяя некоторую частичную упорядоченность вер-
шин дерева, позволяют проводить направленную семантическую
обработку без прохождения всего дерева. Так, например, в
один список могут быть собраны определяющие вхождения пе-
ременных (декларации), иди, скажем, все составные имена,
встречающиеся в программе и т.д. При обработке таких спи-
сков можно с большим успехом попользовать стандартные се-
мантические подпрограммы [6].

К примеру^рассмотрим реализацию языка перёструктури-
рованжя файлов [lo]. При помощи заданного языка один файл
дополняется данными другого или преобразуется в новый.
Переносимые единицы определяются списками данных и логи-
ческими выражениями. Во время образования дерева синтак-
сиса составные имена типа ПЛ/I, встречающиеся в программе,
распределяются в пять классов эквивалентности следующим
образом:

а) определяющие место в первом файле;
б) определяющие место во втором файле;
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в) определяющие места в обоих файлах;
г) составные имена первого файла из логического выра-

жения;
д) составные имена второго файла из логического выра-

жения.
Если предположить, что описания файлов содержат рас-

познаватель составных имен в виде конечного автомата СЗ] и
на входящие в логическое выражение составные имена наложе-
ны дополнительные требования в зависимости от того, ссы-
лаются ли они на элемента первого или второго файла, то
легко увидеть, что такая большая по объему работа покрыва-
ется стандартными подпрограммами, если только имеется со-
ответствующее разбиение и соответствующие описки. При этом
можно предположить, что подобные семантические подпрограм-
мы уже имеются в трансляторе с языка запросов [ls].

Фиг. 1.

В качестве второго примера рассмотрим следующий слу-
чай. Предположим, что одновременно транслируется несколько
разных (но логически связанных)программ на некотором язы-
ке программирования и что соответствующее синтаксическое
дерево имеет структуру, изображенную на фиг. I.

Здесь список I индуцирует частичную упорядоченность
списка 2. Если предположить, что список 2 охватывает де-
кларации переменных, то наличие двух рассматриваемых спис-
ков позволяет обрабатывать внутри каждой програшш опре-
деления и переопределения переменных, учитывать независи-
мость этих прогреми по определениям от совокупности пре-
грамм.
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Отметим, что последний пример взят из практики (транс-
лятор с языка БЕЙЗИК ЭВМ "WANG -2200" на языке PL/1 DOCEC).

Все вышеперечисленные требования поставлены пользова-
телями, которые проектируют и реализуют с помощью ОПТ се-
мантическую обработку конкретных проблемно-ориентирован-
ных языков. Особое значение для них имеет требование 5,
выполнение которого, как показывают и рассмотренные нами два
примера, в значительной степени упрощают и стандартизируют
процесс семантического анализа. Именно это требование побу-
дило нас разработать новый класс грамматик предшествования,
описываемый в настоящей статье.

Существующая ОПТ для ЭВМ "Минск-32" базируется на син-
таксическом анализаторе, работающем по методу анализа пред-
шествования со смешанной стратегией, и отвечает большинству
вышеприведенным требованиям. Однако оказалось,что пользова-
тели заинтересованы в более мощном механизме разбиения на
классы, чем в этой ОПТ. А именно - мощность механизма раз-
биения на классы должна быть равна мощности редуцирования
[l2]. Равенство мощностей вызвано тем, что разбиение на
классы, по существу, означает разное именование (с помощью
понятий гравшатики) одинаковых синтаксических единиц в за-
висимости от того, в каком месте в тексте программы (или
сентенциальной форме) они встречаются. Так как мы использу-
ем универсальный метод детектирования, то задача разбиения
на классы порождает новую проблему редуцирования [l2]. Учи-
тывая понятие семантической эквивалентности (требование I),
можно заключить, что мощность разбиения соответствует мощ-
ности LR (к).

С помощью указанной ОПТ в Таллинском политехническом
институте и Тартуском государственном университете создано
более двадцати трансляторов с проблемно-ориентированных язы-
ков разной сложности и разного объема. Этот опыт показал,что
довольно часто требуется мощность разбиения, превышающая
мощность LR (к). Обычно таких "критических" мест в реали-
зуемом языке немного, но от того, удается ли для таких
конструкций провести стандартное разбиение на классы иди
нет, во многом зависит простота и эффективность семантичес-
кого анализа.
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Примечательно , что обычно в таких "критических" мес-
тах разбиение определяется правым контекстом, который на-
ходится за рекурсией (например, за арифметическим или ло-
гическим выражением, за списком некоторых элементов и т.д.)
- т.е, на неопределенном расстоянии от основы. Отсюда воз-
никает проблема; нельзя ли дополнить анализатор предшест-
вования со смешанной стратегией так, чтобы это поставлен-
ное пользователем требование было выполнено.

Оказывается, что эта проблема решается положительно.
Идея усовершенствованного метода анализа заключается в
следующем. Дерево анализа отроится не непрерывно параллель-
но с разбором входного текста слева направо - в местах,где
редуцирование не определено LR (к) контекстом, построе-
ние текущего поддерева приостанавливается и начинается по-
строение следующего поддерева, которое уже и устраняет воз-
никшую проблему редуцирования.

В следующем параграфе мы введем новый класс грамматик,
допускающих такую технику анализа, и изучим его свойства.

I, Основные понятия

В настоящей статье все используемые понятия определе-
ны так, как в статье Гl2]. Под теоремой I подразумевается
теорема предшествования.

Для редуцирования используемого LR (к) контекст [163,
который обозначим С* к

С #к
= |(x,^)/*S&K =% х Atjv, xeVf ij.ve.li*, = к}.

Кроме того известно, что по любой Я -свободной КС-
грамматике G можно построить грамматику предшествования
Q l, такую, что

а) *(G)**(G')
f

в) G' является LR(k) грамматикой, если ею является G
CII3.
КС-грамматика G называется неопределенной, если в язы-
ке L(G3 найдется по меньшей мере одна цепочка, порождае-
мая двумя различными левосторонними выводами шз аксиомы S).
КС-гравматика,которая ш является неопределенной,называет-



29

ся определенной. Доказано, что проблема определенности для
произвольной КС-грашатикж алгоритмически не разрешима [B]
также, как проблема LR(k) [163 -

2. Грамматика предшествования, редуцируемая
при помощи рекурсивного контекста

При генерации канонического анализа КС-форш X основ-
ное внимание падает на редуцирование, так как мы использу-
ем универсальный метод детектирования. Опираясь на теорему
9 и определение семантического равенства анализаторов из
Cl2], мы можем предположить, что базой мы имеем класс грам-
матик предшествования смешанной стратегии, где для редуци-
рования используется контекст L R (к). Башей целью являет-
ся расширение данного класса грашатик так, чтобы в него
входила часть таких грашатик, которые не являются грамма-
тиками предшествования LR (к) при любом к, или они не яв-
ляются грамматиками предшествования LR (к) при данном фик-
сированном к. Следуя [l2], введем следующие обозначения.

Пусть (# ,к) Рк - грамматика предшествования сме-
шанной стратегии, где для редуцирования используется LR(r)
контекст, В дальнейшем мы будем пользоваться понятием
конфликта редуцирования (КР). Под КР понимается ситуация,
где для выполнения редуцирования нужен контекст, т.е. мно-
жество правил грамматики содержит по меньшей мере два пра-
вила о одинаковой правой частью; А - хи В х (хеГ +

Ат*В ) ■ Обозначим данный КР через (А, В, х). Пусть
данная КСГ G =(VN ,VT ,P, S) иА, BeU*. Пусть Н (А, В)
- пересечение LR (к) контекстов нетерминальных символов А
и В;

Е (А, В) = 0^К П С fK
.

Пусть Q - произвольная грамматика предшествования, и к -

фиксированное целое число.
Грамматика G€(*,*)PK тогда, когда
1) G€. (#, К)РК или
2) G ё(#,К)РК. если для каждого такого КР (А,

В, х) , где Н (А, В) Ф0 * существуют КС-грамматики G и
G 7 , такие, что



а) £(G<) = (x|S yAx}
£(G 2 ) = {x|s ;

б) £(0<) П *(G 2 ) =0;
В) Gi,G 2 e. (#,#) PK.

При описании анализатора мы предполагаем, что умеем
найти отношения предшествования и по ним детектировать, а
также по LR (к) контексту определить соответственные дей-
ствия. Используем оледущие действия:

(ТЛ Двигаясь слева направо в магазине анализа опреде-
ляем основу.

Редуцируем основу.
3. Пропускаем основу-
4. Изменяем направление движения в магазине.
5. Двигаясь в магазине анализа справа налево, опре-

деляем основу.
С каждой основой свяжем одно из следухщих состояний:
а) конфликта нет;
в) основа редуцируется при помощи LR (к) контекста;
с) основа пропускается (или редуцируется) при помощи

LR(k) контекста.
Действие I определяется теорией I и действие 2 про-

изводится стандартно СSП.
Действие 3 означает, что соответственно LR (к) кон-

тексту данная основа пропускается или редуцируется стан-
дартным образом. Если данная основа пропускается, то от-
ношение •> в конце основы заменяется на отношение <-t,ко-
торое при детектировании отождествляют о отношением <• -

Отношение > = используем в более общем виде •> =

= так как •> еV*V . Отношение <•+ учитывает-
ся как элемент контекста, пропускаемая основа элементом
контекста не учитывается. Принципиальная схема анализато-
ра приведена на фиг. 2.

Пример I. Рассмотрим такую КС-грамматику, которая
генерирует два типа предложений:

I) <составное имя из входа> слогичеокое выражение)
<вход> ;

зс
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Фиг. 2.

2) < составное имя нз выхода> <логическое выраже-
ние > <выход > .

Пусть оеетветотвуицая грамматика будет следующей;

Q = (•{.So,S >Sj,S2 > L,I_4 % I_2» К*А,В.Т. F.C), {а,‘,1,0, <,+,*,(,)}, PjSq") •

Р:5 o—#S* 0— #S* L а А А + В F (С

S L,S, L L-а А— В F— а

S L 2 S 2 Kl В -Т С А).

L,— L К —А<А T-~T*F

L 2 L S2 — КО Т F

Здесь а обозначает идентификатор, 0 - операцию вы-
хода, I - операцию входа. Для упрощения примера использу-
ем только две арифметические и две логические операции. В
данной грамматике имеется конфликт редуцирования ( L ,,L 2,

L), причем Н (L H ,L2 ) ¥ Ф ни при одном к, так как реду-
цирование определяется контекстом, который находится за
логическим выражением, т.е. за рекурсией. В то же время
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G, = VT \{.},P,,s,)
ог -(<, V T \{.},P2 ,5,),

где

vMsJuvJ Ру K— A<A T— F
A-A + B F-(C

F,C} А В F— а
P| = {S,-KI}UP 3 P 2 = {52 -KO}UP3 В—T C A).

T T*F

Грамматика G 1 генерирует язык
<логичвское выражение > I

и грашатика G2 генерирует язык

логическое выражение > О
и,значит, Ш (G<) П £ (G 2 ) = ф и G< , Q 2 е.(#, к)РК
так как Q,, . и G2 не содержат ни одного конфликта редуци-
рования и являются грамматиками предшествования. Следо-
вательно

, G е. (#
,
Л)РК.

Рассмотрим генерацию анализа олова а. аа + а <а 1 •

Учитывая простоту примера, покажем только последователь-
ные состояния магазина анализа:

*4а 4> , L-•i а
#>

а <. l а

+Ф#<. L 4 +4= ... L(.| А «=

= 1 L
|

Фф=

Пример 2. Предлагаем пример, где контекст, опреде-
ляющий действия в середине слова, находится за рекурсив-
ной частью. Приводим действия, связанные о основой, и
контексты, определящие эти действия.

G= ({S,A,B,C,D,A,B}O,a,b},P,S)
Р•• S А С В —В, В1 Д - а

S В D А<-1 С
А А,А1 В,—l ь
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С практической точки зрения грамматики из класса
( #, я)РК обладают двумя плохими свойствами:

1) класс КС-языков не замкнут относительно операции
пересечения;

2) это свойство выражено в следующей теореме.
Теорема 3. Пусть VT -алфавит, содержащий по меньшей

мере два символа. Не существует алгоритма, позволявшего по
произвольной грашатике предшествования с терминальным ал-
фавитом V T установить, принадлежит данная грамматике к
классу (* ,# )РК или нет.

Доказательсто; предположим противоположное, что суще-
ствует алгоритм, распознавший по произвольной КС-грамда-
тике предшествования G Ое(й,е)РК или Gе к# )РК.
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Очевидно, что КС-грамматика G является определенной
тогда н только тогда, когда для любой сентенциальной фор-
мы в G детектирование и редуцирование определены одно-
значно, т.е. если S Ау 1 =» х, z< z

S х2 В^ г => x 2 г г ij г .

В этом случав всегда х, =х2 \j i = =г г (условие
однозначности дектироваиия) и А = В (условие однозначности
редуцирования).

Пусть мы имеем произвольную грамматику предшествова-
ния Qе. (#,#)РК. Поскольку мы имеем дело с грамматикой
предшествования, то однозначность условия детектирования
выполнена соответственно теореме I. Пусть G е(#,#)РК
и (А, В, х) произвольный конфликт редуцирования в грамма-
тике G- Имеются две возможности:

а) Н (А, В) = ф.
Согласно конструкции множества Н, для всех выводов

S%х, А w* => х, х y 1w 1 ;

S X2 B lj2w2 =* Х 2 Х \)2 W 2 »

Где X,, хг,^^ г,м„ w2 eVt К, |^г|=к;
справедливо (x0 (хг ,^ 2), т.е. условие однозначнос-
ти редуцирования выполнено.

б) Н (А. В) Ф ф .

Согласно конструкции класса грамматик (*t,tt)PK
для всех выводов

5 А х,А=» х,х w<
S=> XjßWj x2x w2

справедливо так как wl €.^.(G <
), \л/ г е£(й 2) и

£(0*0 П*-(СГ<) = •

Это означает, что условие однозначности редуцирования вы-
полнено.

Пусть мы имеем произвольную грамматику предшествова-
ния Gё (* ,#)РК. Тогда, согласно определению, дол-
жен существовать по меньшей мере один конфликт редуцирова-
ния (А, В, х), такой, что Н (А, В ) ф и £(Сц) П £(o г)=£ 0.
Это означает, что существуют следующие выводы:



S U ; = к.

|ijil = к, х<,х я e. V*
' ’ 2 l e »

где КЗ условия H (А, В) ф следует, что существуют та-
кие (x 4 ,ij<) и (х г, lj г ), что = (хг>\)г>, и из
условия Ü. (Q<) n & Ш2) -ф 0 следует, что существуют такие
г к и z 2 , что г{

= г г - Следовательно, в грашатике Ci
существуют правила r 5Д х В (х eV* 14 <= V*)
и соответственно определению КР, А В,

Итак, мы доказали, что грашатика предшествования G
однозначна тогда, когда G е (#,#)РК. Учитывая тео-
рему 1.8.1 из работы 18],получаем следующий результат:
произвольная BD-грашатика преобразуется в грамматику
G' так, что £{G} = $(Q') \{Л,} и сохраняется КС-грам--

матика. Также из [II] следует, что преобразование предше-
ствования сохраняет свойство определенности. Следователь-
но, оказывается, что для любой НС-грашатжки можно выяс-
нить, является ли она однозначной или нет. Это, однако,
противоречит теореме 4.5.1 [B], и мы пришли к противоречию.
Следовательно, не существует алгоритма, определяющего для
произвольной грамматики предшествования G е (#, *)РК
или G Теорема доказана.

Ввиду этих вышеописанных двух причин следует нало-
жить ограничения на грашатики Q, и G?, описывающие пра-
вый контекст. Одна такая возможность указана в следующем
параграфе.

3. Грахратжи, „преддестдодддця,.
при помощи ограниченного КС зыка

Множество X 1/* называется ограниченным, если
существуют цепочки х<, ..., хп , такие, что х= х? ... х*п •

При помощи данного понятия определяем класс грамма-
тик предшествования, редуцируемых при помощи ограниченных
КС-языков. Класс таких грамматик обозначат! через(# ,й)СНР,

Пусть G будет любая грашатика предшествования, & к
- фиксированное целое число.
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Мы говорим, что Gе. (*,#)СНР, если
1) G £ (# ,К) К Р или
2) G ё(*, К) КР, то при кавдон таком (А, В, х),при

котором Н (А, В )Фф существуют КС-грамматики G< и о2 ,так,
что

а) £(G<) = {ос| S* Ах, ij eV*, xeVT] ,

£(G 2 )
= {x|S xeVx );

б) *(Q 4)n*(G 2 ) = <t>\
в) £(Q.,) и £(GZ ) ограниченные КС-языки}

г) Q< и G2 определенные КС-грашатики.
Далее мы хотим показать, что существует алгоритм, распозна-
ющий по произвольной КС-грамматике предшествования, принад-
лежит ли она к классу грамматик предшествования, редуцируе-
мых при помощи ограниченного КС-языка. Для этого нам необ-
ходимо доказать следующие утверждения.

I, Все конфликты редуцирования грамматики 0 можно
разделить на два множества 01i и 01 2 следующим образом:

Оl, = {(А,В,Х)/Н(Д,В) = 0);
01 2= {(А.В.х)/ЩА,В)*O}.

П. Для каждого конфликта редуцирования (А, В, х) е 01 2
можно найти грамматики и G 2 соответственно определению

(#
,
# КНР.
Ш. Можно определить, генерирует ли данная грамматика

ограниченный КС-язык.
17. Можно определить, является ли пересечение языков

пустым.
У. Можно определить, являются ли грамматики G, и G z

однозначными.
Чтобы показать справедливость утверждения пункта I,

необходимо для каждого А, Ве Vw найти их LR (к) кон-
тексты и пересечение этих контекстов. Алгоритмы для нахож-
дения аналогичных множеств приведены в работе Сl6].

Для доказательства утверждения П сконструируем регу-
лярную грамматику Gд , беря за основу грамматику предше-
ствования G и Ае. V N следующим образом:

пустым.
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G* = (V*,V^PT,LS3),

где Vi = {[x]/x€, M A }, W k={x/x4uAv, u,veV*)
V*= { x/oc eV T U VN }

ииз каждого правила У— Х< ... X m eP Ув М А получа-
ем следующие правила грамматики G \

СУЗ— tXL]X u< ...X m ; UUm, X L eM A .

Язык, генерируемы® регулярной грашатикой OА,0 А , состоит из
всех тех предложений грамматики 0, которые образовали бы
права® контекст А е V N , если вместо канонического вывода
использовать левосторонний вывод (х у, если х =

= Аz 2 У = z(z z 2 и А—'z е Р, z,z z e V*).
Далее проведем в грамматике Qi замену Х=? Gx [B, о. 57],
где

• Xe{Y | [z] - [w] 3C 4 ...X m e Рl, У = Х^, IsU т } ;

G x = (V N , VT , Р, хЗ.
(Согласно лемме 1.4.4 [B], можно считать, что О х является
приведенной грашатикой).

Учитывая теорему 1,7.1 [8] .получаем ЯС-грамиатиду,ко-
торая генерирует правый контекст А &V N .

Аналогично сконструируем регулярную грамматику Gg
и проведем в ней такую же замену. Таким образом, мы полу-
чили приведенные КС-грамматики G 1 и Gг •

Доказательством утверждения Ш является теорема 5.5.2
[B3:

Теорема 4. Существует алгоритм, распознающий по про-
извольной КС-грамматике G , порождает ли она ограниченный
КС-язык. Если множество LCG) ограничено, то могут быть эф-
фективно найдены цепочки w<, ... ,wn из множества V*, та-
кие, что LCG)^w *... w*. Для доказательства утверждения
1У докажем более общее условие, учитывая возможности рас-
ширения класса грамматик (#,&)OЯР.

Теорема 5. Существует алгоритм, распознавший по про-
извольным КС-грамматикам 6 4 и G*, одна из которых по-
рождает ограниченный язык, пусто ли множество L(G,) R L (Q z).
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Доказательство. Обозначим М< = &(0 4 ) ж М 2 =£(oг)*
Согласно теореме 3, мы мохеы определить, какой из КС-язнков
К 4 или М 2 является ограниченным. Изменив, если нужно,
обозначения, мы можем считать, что ограниченным является
КС-язык М ,

• Кроме того, по теореме 4мы можем найти це-
почки w0 ...,w n , такие, что = w£ . Согласно тео-
реме 2,1.1 СB],разность w*...w£-M является регулярным
множеством, а согласно теореме 3.2.1 СB], пересечение

П vj* • .• w„ и разность М 2 (м 3=М2 п w*... w*-(w*...
являются КС-языками.

Пусть хе м г произвольный элемент, тогда
хеМ2Пw* • •. w* и хё w* ••• w*-Mr

Из этого,в свою очередь, следует, что wf ... w*
и следовательно, хем2 п м <

•

Пусть хеМгП м 1 произвольный элемент.
Так как хеМ< и M,sw*...Wn,To из этого следует,

что хё wf-.. аиз этого, что хе М 2 , получаем
хеМг П wt •••w*n . Всё это показывает, что

х € М 2 П wt ... w* -(wf... Wp- М.,)
и следовательно, М 3 = I )n'£(G 2) является КС-языком.
Согласно теореме 4.1.2 СB] существует алгоритм, определяю-
щий, пусто ли множество М 3 .

,
Следовательно, теорема 5 доказана.
Справедливость утверждения У показывает теорема 5.6.4

CBJ:
Теорема 6. Существует алгоритм, распознающий по про-

извольной КС-грамматике, порождающей ограниченный КС-язык,
является ли она определенной.

Утверждения I-У и теорема 2 дают нам следующую теоре-
му:

Теорема 7. Существует алгоритм, распознающий по про-
извольной Л,-свободной грамматике G, является ли Ge(tt,#)CfiP,

Утот результат важен тем, что исходя из произвольной
грамматики класса (# ,*) ОЯР, можно механически создать
эффективный анализатор для языка,генерируемого этой грам-
матикой.
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Далее рассмотрим некоторые свойства класса грамматик
(# ,uOQfIP.

В теореме 3 содержится следующий результат.
Теорема 8. Каждая Q е (#,*)OЯР является определенной.
Также представляет интерес то, что в рассматриваемом

классе грамматик проблема LR ((О решается положительно.
Теорема 9. Проблема, существует ли для данной грамма-

тики й€(*,#)oЯР, такое к> 0 f что G является LR(k)
- грашатикой, разрешима.

Доказательство. Пусть имеется произвольная Q е Р,
Предположим, что при данном фиксированном к КС-грамиа-
тика G не является L R (к) грамматикой. Так как Q -грам-
матика предшествования, то должен существовать хотя бы один
конфликт редуцирования (А,В, х) такой, что Н (А, В) ф •

Согласно теореме 4 можно эффективно найти wJ ,..., w*n
и ' wj,, такие, что £(G A) = w<* и &(GB} =

w* ... w*
ni .

Пусть u-A-v префиксальное пересечение регулярных
множеств и и v-

Пусть даны два слова х, у в V* . Определим максимальный
префикс этих двух слов

Sf(x,4)=Z, x=zu, у = zv,
sf(u,v) = A, u,veV*
u A-v = {Sf(x,ij)/xeu у eU}.

Поскольку £ (G A ) и £(G b ) ограниченные множества ж
£ (G a ) -A- £ (G B ) ф ф (так как H (А, В) 0), то М =

= £(Ga)-A~£ (G b ) также является ограниченным множест-
вом. Необходимо проверить, существуют лж в данном множестве
элемента, генерируемые рекурсивно. Покажем, что волк во
множестве М существует элемент, который содержит часть, ге-
нерируемую рекурсивно, то эта часть принадлежит только од-
ной wi,. Для этого используем понятие коммутативного множе-
ства. Множество X называется коммутативным, если для любых
двух цепочек и и v, принадлежащих множеству X, имеет место
равенство uv = vu .

Пусть G W,VT ,Р,S ) и AeVH .
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Полагаем
L A(Q) = {ue</A4uAv ve.V* } *,

r a (G) = { =» uAv ueV-?} -

Из лет 5.5.5, 5.5.8 и 5,5,7 ЕBП известно, что для всяко-
го Ае. VN множества L A(G) и коммутативны,
(если LCG )ф 0 ) и ограничено, и существует алгоритм,
позволявший эффективно найти цепочки wl ,w 2 , такие

,
что

L A
( G ) sw* и R А ( G) sw*• Из этого видно, что дей-

ствительно, если во множестве М существует элемент, ко-
торый содержит часть, генерируемую рекурсивно, то эта
часть принадлежит только одной Кроме того, можно
найти такие wi, которые генерируются рекурсивно. Так как

£(Q A) и &(Q b ) ограничены, то можно найти цепочки
w 31 ,

... ,wlri3 ,
такие

,
что М<= w* ... w*n? .

Чтобы проверить, не является ли данная КС-граммати-
ка Q ни при одном к > 0 LR(k) -грашатакой, необходи-
мо проверить, существуют ли такие ц,l г ,Ц Islj $ nj
j = 1,2,3, что w lL= w2l = w3lj среди рекурсивно гене-

рируемых Если такие it , 1 2 и Lj не существуют, то
можно принять К АВ =та*(РЛ ,Р8 ), где Р А и Р в целые чис-
ла, которые можно найти соответственно леше 3.1,1 СB].

Проверяя таким образом все конфликты редуцирования
данной грамматики, и если ни при одном из них пересечение
правых контекстов не содержит рекурсии, то можно принять
К равным К< = . и данная грамматика является

L R (к<)-грамматикой.
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A. Vooglaid

Erteanslre Parser of Mlzed Strategy Precedence

Sаав a r 7

The papar tackles a naw clasa of graaaars whara one can
aolта the followlng algorytbaic probleas:

a) could tha Intager к ba found whan tha giran graaaar
lo I£(k) graaaar,

b) la tha given gramaar aablguous.
for the parser of ezaalned class of graaaars any alzed

atratag7 precedence parseris sultable wifch a few aodlflca-
tlons.
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УДК 681.3.06. :518.5

Е,Б.Берштейн, АД.й|увдак

ПАКЕТ МАКРОКОМАНД ДЛЯ СТРУКТУРНОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ НА ЯШКЕ АССЕМБЛЕР

I, Озеленю
Поиски средств для облегчения отладки програш при-

вели к появлению в середине шестидесятых годов понятия
структурного программирования (см. СП). Как показали Бём
и Якопжнж, любой алгоритм монет бнть реализован путем ис-
пользования конкатенации, итеративной группы с одним вхо-
дом и одним выходом и предложения выбора. На практике в
структурном программировании дня управления программой ис-
пользуются следующие операторы:

Примерные форматы операторов и соответствующие им
блок-схемы приведены на фиг. 1-4.

Вообще говоря, структурное программирование ориенти-
руется на работу с языками высокого уровня (АЛГОЛ, ПЦ/1
и т.д.). В Ассемблере ДОС/ЕС перечисленные операторы мо-
гут быть реализованы о помощью макрокоманд [2l. В вычис-
лительном центре ТЛИ написан набор макроопределений для
структурного программирования. Дальнейшая часть работы по-
священа описанию использования этих макрокоманд. В разде-
ле 2 мы опишем макрокоманда для конструкции if-then-else,

Раздел 3 посвящен макрокоманде select, раздел 4 - мак-
рокомандам DO-WHILE И REPEAT-UNTIL, рвЗДвЛ 5 - MBK-
рокоманде, предназначенной для реализации часто встречаю-
щегося случая конструкции do-while. В разделе 6 рас-
сматриваются некоторые ограничения, налагаемые на про-
граммы, использующие данный пакет, и сообщения об ошиб-
ках, печатаемые макрогенератором Ассемблера.
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транслируется в последовательность команд, обеспечивающих
выполнение операторов, входящих в группу I или в группу 2,
в зависимости от того принимает предикат значение истина
или лжи. Как всегда, else и группа 2 могут быть опуще-
ны.

Предикат представляет собой совокупность позиционных
параметров макрокоманда. Параметры бывают трех типов:

1) базисный предикат,
2) "команда",
3) связка and, or, andif, orif.
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Предикат есть набор параметров этих трех видов, в котором
обязательно присутствует хотя бы один базисный предикат.

В простейшем случае предикат состоит только из базис-
ного предиката, который мохет записываться в одной из трех
форе:

1) условие,
2) команда сравнения, операнд I, условие, операнд 2,
3) код команды, операнд I, операнд 2, условие.

В третьем случае возможна любая команда, вырабатывающая
признак результата, кроме команд сравнения. Условие мохет
быть любым числом от I до 14 или одним из мнемонических об-
означений из таблицы I.

Таблица I

Тип команда Мнемо- Код
шгтгя

Значение Дополне-
ние

Код

Арифугетиче- Р 2 плюс NP 13
ский М 4 минус NM II

Z 8 нуль NZ 7
0 I перепол-

нение
NO 14

Проверить 0 I единицы NO 14
по маске м 4 смесь NM II

Z 8 нули NZ 7

Сравнение Н, GT 2 больше NH, LE 13
L, LT 4 меньше NL,GE II
Е ., EQ 8 равно Е 7

Базисный предикат форы 2 и 3 должен заключаться в скоб-
ки, если только весь предикат не состоит из одного - единот-
венного базисного предиката.

Поимеш.
I, IF 2 THEN Предикат состоит из

S1 базисного предиката
ELSE формы I. Признак ре-
S2 зультата выработан до
ENDIF макрокоманда.
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2, IF CLC, FIELD, EQ, 25(R7) ЦрвДИЮТ баЗИСНЫЙ
si формы I
ELSE
S 2

ENDIF

В этом случае макрорасширение выглядит так:
CLC FIELD, 25 (R7)
ВС 15-8, #LI

51
В #L2

#LI EQU Ч
52

EQU Ч

3. if тм, flag.x’ B'(6* . z Предикат базисный
3 формы 3ENDIF

В некоторых случаях для выработки признака результата
требуется более одной команда. В таком случае перед ба-
зисным предикатом должен стоять параметр типа "команда”,
который имеет вид:

(код команда, операнд I, операнд 2) или
(код команда, операнд I).

Код команды и операнда записываются по правилам Ассембле-
ра. (Заметим, что нельзя использовать команда более чем
о двумя операндами: bxle,bxh, stm.lm).

Пример.

IF (LH,RI,SIZE),(CH,RI,LE,MAXSIZE) then
Sl
ELSE
S 2
ENDIF

Кроме простых предикатов, которые состоят из одного
базисного предиката или из группы команд, за которыми сле-
дует базисный предикат, можно использовать составные пре-
дикаты, которые получаются из простых о помощью булевых
связок AND и or. в этом случае проверяется столько про-
стах компонент, сколько необходимо для вычисления значения
всего предиката. Связки имеют одинаковый приоритет, и скоб-
ки расставляются оправа налево: а and в or с вычисляется



как а and (в он с). Дяя изменения порядка скобок ис-
пользуются операторы andif и orif. Например,
АOR В ANDIF СOR D ВЫЧИСЛЯ6ТСЯ КЭК (А OR В) AND (С OR D)

Пщшер.
IF (TM,FLAG,X' 8# Q),AND, (LH.R3, С), Ж

(LTR, R3, R3, Р), ORIF, (СН, Rl, Н, MAXSIZE), OR Ж
(СН, Rl, L, MINSIZE) THEN

S
ENDIF

транслируется в
ТМ FLAG, X' ад>\
ВС 15-1,#LI
LH R3, С
LTR R3,R 3
ВС 2,#L2

#LI. EQU *

СН Rl
,
MAXSIZE

ВС 2, 4tL2
СН . Rl, MINSIZE
ВС 15-4, L 3

4fcL2 EQU *

S
ЦгЬЗ EQU *

Дня удобства вводен также оператор elseif который
эквивалентен следующим друг за другом операторам else

и if, но не увеличивает глубину вложенности (т.е. дяя
него не требуется отдельный оператор endif).) Например,
эквивалентны следующие конструкции:

IF B 1 THEN IF B 1 THEN
51 S 1
ELSEIF В2 ELSE
52 IF В2 THEN
ELSE S 2
53 ELSE
ENDIF S 3

ENDIF
ENDIF

3. КоНСТРУКПИЯ SELECT

Конструкция select реализуется о помощью мак-

-4-7
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рокоманд SELECT, CASE, DEFAULT и ENDSEL.
Общий ввд этой конструкции на Ассемблере таков:

SELECT Rx
CASE an , а l2 , ... a lk, (b n , cn ) .. .(b c )

51
CASE a2l.' a

2 2’ a 2k' < b21*C 2 1)
-

(b
2k • C 2k >

52 2 2

CASE а а ,(b
. c ). ~nl nk nl’ nl'

Sn
DEFAULT

ŠO

ENDSEL

Здесь Rx
- общий регистр (может быть указан как его

номер , так и его символическое ими), а вое aij, ь.., с.. -

целые числа, so, si Sn-как и прежде, наборы операторов
Ассемблера.

sk будет выполняться, если:
1. <Rx> aki

(<Rx>
- содержимое регистра Rx )

или
2. b

ki 4<Rx > cki
so выполняется, если содержимое Rx не совпадает

ни с одним из а указанных во веек макрокомандах, и не
попадает ни в один из интервалов (ьу, с^).

Пример.
SELECT 5
CASE 3,16(8/12), 5, 284, (18, 101)
51
CASE 1024,(842,849),!
52
DEFAULT
SO
ENDSEL

Если содержимое пятого регистра совпадает с одним из чи-
сел 3,5,16,284 или попадает в один из интервалов (8,12)
или (18,101), то будет выполнено sr если же содержимое
пятого регистра есть число I или 1024 либо попадает в
интервал (842,849), будет выполнено S 2 • Во всех ооталь-
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ных случаях будет выполнено во. Оператор default 2
30 могут быть опущены. В этом случае Ассемблером будет

напечатано предупредительное сообщение:
DEFAULT IS MISSING, SUPPOSED ТО ВЕ UNNECESSARY

4. КOНOТРУугГвпу DO-WHILE и REPEAT-UNTIL.

Конструкция do-while реализуется при помощи мак-
рокоманд WHILE И ENDWHILE ИНЗ АсОвМбЛврв ВЫГЛЯ-
ДИТ так:

WELLE предикат DO

S
ENDWHILE

Конструкцию hepeat-until реализуют макрокоманда
repeat и until , Запись на Ассемблере следующая:
REPEAT
S '

UNTIL- предикат
Предикат подробно описан в разделе 2, а блок-схемы этих
конструкций даны во введении.

5. КОНСТРУКЦИЯ ITERATIVE-DO

Конструкция ITERATIVE-DO реализуется с помощью
макрокоманд DO и enddo.

Простейшая форма итеративного цикла - выполнение не-
которого набора операторов N раз. Такая форма определяет-
ся о помощью ключевого параметра times и выглядит
ТЭК •

DO TIMES = (RxjN)
S

ENDDO
где N определяет, сколько раз будет выполняться цикл, а
Rx общий регистр, в который загружается число N. Число
n можно не указывать, если регистр Rx уже загружен нуж-
ным значением. В этом случав запись такова:

DO TIMES =Rx
S
ENDDO

Регистр Rx необходимо указывать всегда, в противном слу-
чае будет выдано предупреждающее сообщение и цикл выпол-
няться не будет.
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В наиболее общей форме итеративный цикл на Ассембле-
ре представляется так;

DO FROM= (Rx, i), BY = (Ry,j), ТО = (Rz,k)
S

ENDDO

где Rx.» R
y и R z - общие регистра, аü k из -гра-

ницы изменения и шаг соответственно. В зависимости от зна-
чений ттк будет порождаться возрастающий или убываю-
щий цикл. 1 и к могут быть или десятичными константами,
или адресными константами. j всегда задается (если оно во-
обще задано) в виде десятичной константы.

Поимеш.

I. DO FROM = (Rx, = A(LAST)), BY = (Ry, -4) TO=fez, =A(FIHST))
s
ENDDO

по этим макрокомандам будет сгенерирован убывающий цикл:
L Rx, = A(LAST)
L Ry, = F’-4'
L Rz, = A(FIRST)

#MI EQU *

S
BXH Rx, Ry, 4ШI
CR Rz,Rx

BE #MI

2' DO FROM = (3,0), BY = (6.1), ТО = (7,10)
S
ENDDO

огенврируется возрастающий цикл,
L 3, =¥'&'
L 6, = pV
L 7, = F*lo'

#MI EQU *

S
BXLE 3,6, *MI

Некоторые из значений ключевых параметров можно опу-
скать. При этом необходимо придерживаться следующих пра-
вил:

I, Регистр Rx всегда должен быть указан.
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2, Регистры Ry z Rz либо оба указываются, либо оба
опускаются.

Если хотя бы одно из этих правил не выполнено, то
цикл выполняться не будет, о чем выдается предупреждающее
сообщение.

3. i, j, и к могут быть опущены. Цри этом считается,
что регистры утке загружены нужными значениями. Цри этом
нужно учитывать следующее;
- если Ry и Rz опущены, то j и к опускать нельзя: в
противном случае совсем не определены параметры by и то;
- если i, j и к опущены и при этом невозможно определить
возрастанций цикл или убывающий, то требуется задавать па-
раметр dir (dir=down или ’dir=up), указывающий на-
правление цикла. По умолчании будет принято направление ир.

Ввиду использования команд вхн и bxle '(в расшире-
нии макрокоманды во ) регистры Ry и Rz , если они оба ука-
заны, должны удовлетворять следующим ограничениям:

- Ry - регистр с четным номером
Rz=Ry+l ,

Примеры.

1, 'ВО FROM =( 3, 1),BY=(, I),ТО= (, 5)
S

ENDDO
Будет генерироваться возрастающий цикл, Ry и Rz опущены.
2, DO FROM=6,BY=B, ТО=9, DIR=DOWN

S
ENDDO

Сгенерируется убывающий цикл i,j и к опущены.
3., DO FROM=3, BY={4, -I),ТО=S

S
ENDDO

Сгенерируется убывающий цикл i и к опущены.

6. Некоторые особенности

При использовании макрокоманд структурного программи-
рования запрещается использовать метки, начинающиеся с
символа *•
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Макрокоманда структурного программирования вводит в
язык Ассемблера блочную структуру» Глубина вложенности не
должна превышать 100, Если при закрытии некоторой конст-
рукции оказывается, что вложенная в нее конструкция не за-
крыта, в тексте программы печатается сообщение;

1. CONFLICT

Бели в предикате макрокоманд if.elseif,while. until

обнаружена ошибка, печатается сообщение;

2. PARAMETER NR. К OR К-1 INVALID
и анализ предиката заканчивается.
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ЗАДАЛИ СО СРЕДНИМИ ШАЧЭШШЙ СЛУЧАЙНЫХ
ВЕЛИЧИН

Рассматриваются две системы линейных алгебраических
уравнений. Коэффициенты первой системы - математические
ожидания случайных величин, коэффициенты второй системы -

статистические оценки этих математических ожиданий. Най-
дены условия, когда решение второй системы является со-
стоятельной оценкой решения первой системы.

I. Постановка задачи

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений
по средним

а, 4 х, +. . • -и Q ln xn =
•>

L •••_: (I)
а пl *, + • • • + а пп х п = Ьп'

или, сокращенно, МАХ = МЬ,

где õLJ , b t
— средние значения случайных величин о lj, bj, *

a х*=(х*,...,Хп) искомое детерминированное решение систе-
МЫ, UJJ=4 > • * * ’ ‘

В практике, как правило, вместо средних значений МА,
МЬ в нашем распоряжении имеются их оценки, скажем

3 4w> - .

{2)

где а*:, Ь* (к= независимые реализации случайных ве-
личин ai,j, bj, • Тогда вместо детерминированного решения х*
системы (I) мы получим некоторый случайный вектор х (N),
решение системы л л

A(N) х = b(N) , (3)
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где N - число реализаций случайных величин. Бели detÄ(N) =

=O, то доопределим решение, приравняем его для определен-
ности нулю, х (N) =0 • Докажем простую лемлу.

Демма I. Пусть (4н,'Пы') —(а,Ь) с вероятностью I при
N =>о (а и b вещественные числа). Дана f(x,y) :R* R l

,

причем f(х,у) непрерывна в некоторой окрестности точки
(а, b )» тогда f -f (а,Ь) с вероятностью I при

N оо . Доказательство. По условию для любого l> О

PN
=p|^M

-a)V(r|- bf< ъ для всех М > N } N — оо ,

Надо доказать, что для любого ъ> о
jr

H=p{lfa M,t} M)-f(a,b)l<& для всех n—oo.

По непрерывности fcx>y) в точке (а, b) для любого l>o сущест-
вует 5 > o такая,что изуТх- a)V (у -b)7

< 6 следует, что |f(x,y-
-f(a,b)j <ь . Зафиксируем произвольный г. >о. Тогда

существует s>o, что a)V(i7M-b) 2
< 5} < Р [|f (|м ,т} м) -

-f(a,b)|<t] и, следовательно, и p{^(|„-a)V(t] M -b)2
< 5

для всех М N} $ P{lf(4 M,rj„)-f(a,b)|<E для всех
По условию вероятность слева стремится к единице, следова-
тельно, и вероятность справа стремится к единице при

}

Ч.т.д.

2, Состоятельность и несмещенность опенки

Теорема I. Если математические ожидания МА,М Ь су-
ществуют, то P(detÄ(N)=G)—-О и х(М)— х* о
вероятностью I при N

Доказательство. По формуле Крамера (N) =

если По лемме I det —det М А t и
detA(N)-—detMA с вероятностью I при N—- . Тогда
Р (detÄ(N) =0) — О, N—оо,так как Функция f(x,y)=-y-
-непрерывна в некоторой окрестности точки (x,y) =(det ма ,

det МАО- Поэтому по лемме I
=

deOiW_detMAi .

deWNT detMA L

C ВврОЯТНОСТЬЮ I ПРИ N -—oo .

Теорема доказана.
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Рассмотрим вопрос несмещенности оценки x(N) и вы-
числение определителя из случайных величин. Вообще гово-
ря, М х (N ) не существует в предположениях теоремы I,
а если и существует, то Mx(N)Ax*. В частном случае,когда
только правые части b L случайные, Мх(М)=х*. Это оче-
видным образом получается из формулы Крамера. Как указы-
вается в работе [l], до сих пор полностью не описан слу-
чай, когда формула Крамера дает несмещенное решение. Если

х (N) ограниченная случайная величина, то имеет место
асимптотическая несмещенность оценки x(N), n—oo,
если выполняются условия теоремы I, Это следует из теоре-
мы Лебега [2],

Рассмотрим матрицу А из случайных элементов. Вообще
говоря, det А случайная величина. Следует отметить,что
если -detMA т* О, тем не менее det Д может равняться
тождественно нулю. Рассмотрим пример.

*-а ii-
detAsQ. Пусть | и rj равномерно распределены в [2,5]

и [l,2]. Очевидно, dei MA =j. Ln- >O.

Итак, нам надо оценить detMA через det А (N)
-

Не умаляя общности, рассмотрим случай п = 2. По определе-
нию

detMA sм-5 м -0 г , s<г,5 <г , detA(N) =8 322(N)-a H2(N)a 21(N].
А

Для несмещенности оценки detA(N} достаточно, чтобы матема-
тические ожидания всех произведений

Ma iljl (N)a Uj J
(N)=M8 l,j ,(N)Ma ijjJ(N) = Ts i,, j ,Tr uj2 .

Это выполняется всегда, если элементы a-tj и ад,
j независимы для всех L,j, к. I . Достаточное условие
для этого - независимость всех случайных элементов а ,

l,j = \
, •.•, п . Если в некоторых произведениях встречают-

ся зависимые случайные величины, то для оценки их средних
значений надо использовать независимые реализации для по-
лучения несмещенности оценки определителя. Так в рассмот-
ренном примере, воли использовать для оценки nм\ . М =

=—tn 5 величины \= Žl , (4-) к %
>

4 N | N
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вычисленные по одним и тем же независимым реализациям |
к

в обоих случаях, то М [|*{4-)] + • Бели в оцен-
А /7\ *

ках | и (-V) использовать разные независимые реализации,
Л А Л А

то шеет место равенство М [Му)] = м По формуле
А rjpf Д • ffSj )

Крамера х:(Ь1)= . У\ • Если для определителей в чиолж-
qetA(N)

теле и знаменателе использовать независимые реализации (при-
чем в числителе одни, а в знаменателе другие), то достаточ-
ное условие для несмещенности оценки в виде

М ditk7~MdeUw (ПРИ СуЩеСТВ° ВаШЯ M difW’
Тогда Их (N)-M det&KN)

_

MdetAl(N)
_

detMA, у *

L detÄ(N) MdetA(N) detMA 1

При практическом решении задачи МАх =Mb может случиться,
что оценка х(м) значительно отличается от к* Это возможно,
если исходная задача МАх =мь не корректна в смысле Ти-
хонова СЗ]. Тогда следует применить разработанные А.Н.Тихо-
новым методы регуляризации.

Подученный результат может быть использован в линейном
стохастическом программировании. Бели коэффициенты матрицы
ограничений средние значения некоторых случайных величин, за
реализацией которых мы можем наблюдать, то для решения та-
кой задачи можно разработать прямые методы [4], По термино-
логии Ю.М, Ермольева в данной работе разработан прямой ме-
тод решения системы линейных алгебраических уравнений.

В заклкнение автор выражает благодарность Т, Тобиасу
за оказанную ему помощь.
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Some Problems wifch the Mean Valges

Summary

Tliis article deals with two linear algebraic systems
of equations, The coefficients of the flrst system are

mean values of some random variables, the coefficients of
the second one are the estlaiates of these mean values.
Conditlons are found for the solutlon of the second system
tobe the conslstent estlmate of the solutlon of the flrst
one.
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ АЛГОРЙТШ РНПЕНЙЯ ДВУХ ЗАДАЧ
ОПТИМИЗАЦИИ

В связи с переходом е многопроцессорным вычислитель-
ным системам появилась необходимость в разработке параллель-
ных алгоритмов и языка для их описания.

В данной работе представлены параллельные алгоритмы ре-
шения двух задач оптимизации: транспортной задачи и много-
продуктовой задачи размещения производства. Исходя из спе-
цифики этих задач, алгоритмы представлены как совокупность
логически завершенных частей, которые могут выполняться од-
новременно. Предполагается существование многопроцессорной
вычислительной системы с неоднородным управлением и общей
памятью; кроме того, каждый процессор имеет некоторую па-
мять для локальных величин.

I. Язык сигналов для описания параллельных
процессов

В этой части данной статьи дается лишь краткое описа-
ние необходимых конструкций языка сигналов, при описании
которого использовалась система понятий и обозначений аЛ-
ГОЛа-68 [l].

Для описания взаимодействия параллельных процессов на-
ряду с физическими процессорами рассматриваются программные
процессоры - асюг( представляющие собой структурный вид
ntode actor = struct(ref phlspr i.sema sem.ref [0:11 flex
acbor fol, ref roie R),
где указывается семафор процессора, ссылки на физический
процессор и на другие программные процессоры, а также ссыл-
ка на процессорную процедуру - roie, исполняемую данным
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actor . С каждым программным процессором связывается одна
иле несколько процессорных процедур, которые состоят из
управляющей процедуры и разделенной программы ж представ-
ляют собой расширенное понятие процедуры с параметрами,вы-
рабатывающей "ничто" или некоторый вид. Для связи мейлу
программными процессами используются входные и выходные
сигналы или команды - incomm и outcomm , вводятся про-
цедуры give,подающие эти команды, и операции get, опре-
деляющие, подана ли команда. Управляющая процедура, опи-
санная в каждой процессорной процедуре, в зависимости от
поступления той или иной входной команды передает управ-
ление на соответствующий сегмент разделенной программы;по-
ступившая команда гасится операцией get. в случае, если
входного сигнала не поступало, управление передается в
исходную точку разделенной программы данной процессорной
процедуры. Разделенная программа - это программа, в кото-
рой определены точки проверки поступления входных команд,
они отмечаются подчеркнутой Для синхронизации работы
процессоров вводится процедура wait. Одновременное вы-
полнение процессорных процедур - roie программными про-
цессорами - actor осуществляется в параллельном предложе-
нии,, где каждая его составляющая представляет собой от-
дельный параллельный процесс. Описания "актеров", их "ро-
лей” и всех необходимых операций, данных, процедур и па-
раллельное предложение составляют программу параллельного
алгоритма на языке сигналов.

2. Паралдальшй алгоритм транспортной задачи

Для замкнутой модели транспортной задачи рассматрива-
ется метод потенциалов, алгоритм которого в обычной после-
довательной форме может быть записан следующим образом

begln prepi

wb.ile newT do workT odj
fin

end.
где prep - процедура подготовки расчетов - построе-

ние начального решения;
newT _ процедура проверки критерия оптимальнос-

ти, вырабатывающая булевское;
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workT - процедура перестройки базиса;
fin - завершение расчетов и выдача необходимых ре-

зультатов на печать.
Представленный выше алгоритм решения транспортной задачи
преобразован дан случая одновременной работы двух процес-
соров. Так как в языке сигналов программным представлением
физических процессоров является программный процессор

actor , то задавая работу процессоров, их взаимодействие
и связи между ними, мы будем иметь дело только с програм-
мными процессорами. Один из процессоров - главный, он вы-
полняет вою основную часть вычислений: строит начальное
решение, производит замену векторов базиса, выдает резуль-
таты. Второй процессор - вспомогательный, он начинает ра-
боту, получив сигнал от главного. Главный процессор при-
зывает, вспомогательный на помощь при определении макси-
мума улучшения целевой функции, а также при пересчете пе-
ревозок во время перестройки базиса.

Прежде чем дать точное описание алгоритма, введем обо-
значения. Каждый пункт потребления или производства - вер-
шина - задается структурным видом

mode ver = struct (ref ver up, int fl, c , pt, st),

где поле up содержит ссылку на вершину, с которой данная
вершина v связана перевозкой,

п - величина перевозки между вершинами v и up of v ;

с - стоимость перевозки между вершинами v и up of v ;

pt - потенциал*
st - уровень вершины - количество вершин в цепи, соединя-

ющей Берлину v с корнем дерева.
Тогда все вершины задаются массивом [i:m+ n] ver v. Вычис-
лительный алгоритм основного процессора теперь задается та-
ким образом.

1. Строится начальный план ргер,
2, Выбирается вершина-потребитель идо тех пор, пока

не будет исчерпано их множество, подается сигнал heip вспо-
могательному процессору, по которому тот начинает определять
максимальное улучшение целевой функции для своей вершины -

шаха ; В ЭТО Кв ВрвМЯ ОСНОВНОЙ ПрОЦвОООр ВЫбиравТ СЛв-

дующую вершину-потребитель и сам определяет для нее макси-
мальное улучшение - шах ; последнюю вершину-потребитель ос-
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новной процессор обрабатывает сан; исчерпав все множество
вершин-потребителей,переходит к пункту 8.

3. Определив свой шах и получив шаха от вспомо-
гательного процессора, выбирает из них больший и, если
его значение больше нуля, определяет тен самый вектор,
вводимый в базис.

4. Бели значение полученного максимума меньше или
равно нулю, то возвращается к пункту 2, где выбирает сле-
дующую по порядку не исследованную вершину-потребитель.

5. Изменяет базис-процедура worktO .

6. Доя пересчета перевозок по правой ветви цикла
призывает вспомогательный процессор командой start и
пересчитывает сам перевозки по левой ветви цикла.

7,Заканчивается перестройка базиса - workt.

8. Боли перестройка базиса произошла, то процессор
проверяет полученное решение на оптимальность, перейдя
снова к пункту 2; если полученное решение оптимально, то
переходит к пункту 9.

9. Заканчиваются вычисления и выдаются результаты,
печатая массив вершин и значение целевой функции.

Алгоритм вспомогательного процессора.
1. Подучив команду heip от основного процессора,

определяет значение максимального улучшения целевой функ-
ции.

2. Закончив свою работу, посылает об этом сигнал readyi
главному процессору,

3. Получив команду start
, начинает пересчет пере-

возок по правой ветви цикла; после окончания работы посы-
лает СИГНаЛ ready2 .

Одновременное выполнение вычислений основным и вспо-
могательным программными процессорами задается в парал-
лельном предложении, где определяются их значения.

раг (P£lJ :=(1, level О, P£2J , nain (yes,d,c2,sl ,s2,
sec,l)),

P£2] s=(2, level 0. P£l} ,aux(sl ,s2,d ,c2,first,2)) )

где main И aux "рОЛИ" "аКТврОВ" first И see
,
38-

дающие их действия; ci, C 2, si, S 2 - входные и выходные
команда.



63

roie matn = (incomm beg, rl, r2, outcomm help, start,
ref actor sub, int amb ) võid:

begla proc ent = voldi
if get beg thea mkO
elif get r1 thea iait(r); mkrl
ellf get r2 thea lait(r); akr2 fi;

eatrys skip
mkO : prep; ref actor r:=PpimbJ ; ar:= m1;
mkOI: nr+ s= 1; rhf:= v [pf) l

if nr = m thea mko2 ellf nr> m thea mkag fi;
ara: = ar+l; give (help, sub);

mko2: mass (Ihf,ar,kl,mas,v)s if ar=m thea mkm fi; WAIT
mkrl: if maxa> masthea maxa; lhf:=lhfa; krl s= kl aj

rhf:=v[hra]; for itom do v [ij :=vafij od fi;
mkm: if ma*>o thea worktO; give(start, sub); ref ver 1;=lhf;

while 1 dif rhe do fl of l+:= mia; I:=up of 1 od;
WAIT; skip

else mkr3 fi;
mkr2: workt;
mkr3: rhf:=v[nraj; goto mkOI;
mkag: if again thaa agaia :=false; ar:=l; goto mkOI fi;

fin
end.
roie aus = (incomm h,s, outcomm readyi, ready2,

ref actor boss, lat amb) võid:

begin proc ent = võid:
if get h thea iait(r) ; mkh
elif get s thea init(r) ; mks fi;

entry: skip £ WAIT^
mkh: maxs(lhfa,nra,kla,maxa, va) ; give(readyi WAITj_
mks: ref ver l;=lhe, r;=rhf;

while 1 dif r do fl of r -:= min; r:=up of r od;

WAITj_ skip
end.

Полностью процедура параллельного алгоритма решения
транспортной задачи приведена в приложении.

else mkr3 fi;
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3. Параллельный алгоритм многопродуктовой
задачи размещения производства

3.1. Постановка задачи и описание метода
ее решения

Рассматривается многопродуктовая задача размещения,
которая записывается следующим образом.

Задано множество продуктов l= 1 ; 1 5
множество типовых проектов строительства пред-
приятий т= 1 : ntp ;

множество потребителей n = i: п.
Каждому пункту потребления j сопоставлен вектор объемов
потребления по всем продуктам ь. [ь]. Через bs [l] обо-
значим £bj [Li ; jCN .

Каждому типовому проекту t сопоставлены вектор объемов
производства по каждому продукту a t

[ь ] и стоимость стро-
ительства cft .

Каждому пункту производства i сопоставлены вектор затрат
по перевозке единицы груза до каждого пункта потребления

[n] и некоторое подмножество т. множества типовых
проектов (проекта, осуществимые в данном пункте производст-
ва).

Требуется выбрать в каждом пункте производства по од-
ному осуществимому типовому проекту t. е т. и составить
план перевозки по каждому продукту таким образом, чтобы

а) сумма векторов объемов производства выбранных ти-
повых проектов равнялась суммарному потреблению:

а ЦЬ] =bs CL] , i€M;
б) план перевозки по каждому продукту к«ь удовлет-

ворял условиям транспортной задачи:
> о[м, n] ,

= at [KL j€ N
i

Xk [i. il = b [К]. i€ м
и достигался минимум затрат на строительство и перевозку

(cf
t.

+ K?L {сЧМ '*к Li’
) *min-

-1

Условие равенства суммарной производственной мощности и
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спроса позволяет нам заранее вычислить затраты на произ-
водство и включить их в затраты на строительство.

Решать задачу будем методом ветвей и границ. Назовем
частичным решением набор осуществимых типовых проектов для
множества пунктов производства I: depth, где deptheO:M
называется глубиной частичного решения. Шея некоторое ча-
стичное решение р, мы будем увеличивать на единицу его
глубину и рассматривать все допустимые одношаговые про-
должения. Оценка целевой функции для частичного решения
будет складываться из суммы затрат на строительство вы»-
бранных типовых проектов, минимума затрат на развозку про-
дукции выбранных заводов, минимума целевой функции в мно-
гомерной задаче о ранце, решаемой для оставшихся пунктов
производства и оставшейся для них потребности в производ-
ственных мощностях. Предварительное решение многомерной
задачи о ранце позволяет сохранить информацию о том, ка-
кие продолжения частичного решения способны дать допусти-
мое решение.

Рассматриваем набор частичных решений (кандидатов),
которые выстроены в порядке возрастания их оценок. Каждый
кандидат описывается структурным видом

mode cand = struct (int est, depth, ref cand next,

ref inf inf, C,l:m3 ref dec dec),

где est - оценка;
next - ссылка на кандидата, служит для организации

цепного списка;
depth - глубина частичного решения,
dec[l:depthj “ МЭССИВ ССЫЛОК НЭ ВЫбраННЫв рвШвНИЯ.

Каждое решение описывается структурным видам

mode dec = struct ( mt est, ref tp tp ),

где est - оценка решения;
tp - ссылка на типовой проект.

Типовой проект - структурный вид
mode tp = struct ( int cf, [l : lj] int a]

где cf - стоимость строительства типового проекта;
а [l] - вектор объемов производства по каждому про-

дукту;
inf - ссылка на информацию о решении многомерной

задачи о ранце, которая представляется струк-
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турным видом
mode Inf = struct (int kr,min, [i*rjj>d possdeo),

где кг - ЧИСЛО элементов Г в векторе possdec при по-
рождении данного элемента;

min - минимум целевой функции;
possdec - массив возможных одношаговых продолжений данного

частичного решении, каждый элемент которого опи-
сывается ВИДОМ

mode pd = sbruct(rež dec d, ref Inf ad),

где d - ссылка на решение;
ad _ ссылка на информацию о задаче, которая полу-

чится при добавлении к частичному набору ре-
шения d.

Для решения многомерной задачи о ранце потребуется еще
структурный вид:

mode сärataba = struct(int а, ЕЧ xkjlnt g) .

Пункты производства задаются структурным видом
mode аuppi = struct(int Ist, [1 :nlint ct),

а пункты потребления-
mode dem = struct ( [Л : Qlnt b) .

Для транспортной задачи потребуются структурные виды;
mode row = struct(ref row pr,ref eol qr,lnt ar,min,dr,i);
mode eol = atruct(ref row qc,ref eol pc, Int dc,ae,

[1 :n] Int c) t
mode translnf = struct (int f,j, ref eol t.i. Г1 :n] row rw.

[1 sm] eol cl) .

Метод ветвления теперь можно представить таким образом
ргер В and В;

while est of first C ree do
invest(first) od;

results,
где ргер в and в - некоторая подготовительная часть;

first - ссылка на начало цепного списка
частичных решений;

гес - значзние целевой функции на рекорд-
ном решении;

invest - процедура изучения частичного реше-
ния.
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Рассматриваемое частичное решение приводится в рабо-
чее дня алгоритма состояние, а затем развивается. Развитие
заключается в том, что до тех пор, пока глубина частичного
решения не достигнет т, изучаются все допустимые продол-
жения этого частичного решения, наилучшее из них выбирает-
ся дня развития, а остальные пополняют список кандидатов.
Кроме основного списка кандидатов строится рабочий список
кандидатов - newiist, который сливается с основным спис-
ке» после завершения изучения данного частичного решения.
Когда глубина частичного решения достигает т, получаем
(полное) решение, сравниваем его о рекордным и в случае
надобности запоминаем новый рекорд и его значение целевой
функции - гее (более конкретные подробности постановки
задачи и метода решения ом. в работе (2 ]),

3.2. Первый вариант параллельного алгоритма
задачи размещения

Рассмотренный выше алгоритм ш представим для одно-
временной работы двух процессоров, фактическая реализа-
ция последовательного метода показала, что основное время
счета уходит на решение транспортных задач при приведении
информации о частичном решении в рабочее состояние и при
получении уточненной оценки решения. В представленном па-
раллельном алгоритме один из процессоров - основной, он
выполняет вое вычисления, а при решении транспортных за-
дач призывает на помощь вспомогательный, йшолняя оче-
редную транспортную задачу, главный процессор в опреде-
ленных точках решения обращается к управляющему блоку с
вопросом, есть ли сигнал от вспомогательного о том, что
он готов решать еледующую задачу. Если такой сигнал име-
ется, то главный процессор дает команду вспомогательному
решать следующую транспортную задачу, если она не являет-
ся последней; последнюю он всегда решает сам. Бели сигна-
ла о готовности помочь еще не поступало, основной процес-
сор продолжает свою работу, т.е, решает свою транспортную
задачу дальше. Алгоритм этот представляется эффективным,
если вспомогательный процессор - специализированный про-
цессор для решения транспортных задач.

процесс задается двумя процессорными
процедурами - "ролями", которые выполняются одновременно.
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Основной процессор - "актер", "ИСПОЛНЯЯ роль" шаш вы-
полняет такие действия алгоритма.

1. Подготовительные вычисления.
2. До тех пор пока оценка головы описка частичных ре-

шений меньше рекорда
а) частичное решение ftrst приводятся в рабочее

состояние, т.е, уточняется его оценка, при этом для реше-
ния транспортных задач призывается на помощь вспомогатель-
ный процессор сигналом trdo •

б) рассматриваемое частичное решение развивается до
глубины или до тех пор, пока значение vaiuecand мень-
ше рекордного значения; для решения транспортных задач
снова происходит обращение за помощью к вспомогательному
процессору;

в) если уточненная оценка решения vaiuecand мень-
ше гес, то запоминается новое гес и новый рекорд;

г) сливаются основной и рабочие списки в процедуре
correctlist ;

д) выбирается следующее частичное решение из списка и
начинается вое сначала с пункта 2\

3. Выдача результатов.
Процессорная процедура таш имеет следующий вид:

roie maln = (incoaa beg,r, oatooma trdo,
ref aotor aus, Int nmb) võid:

begin proo ent = voldi
If pet beg then mkb
elif get rl then init(r);

if iter = О then akr
else do k+i»l;
if (ak:=(a of curtp£kj)£ О then skip

ellf k=l A(d = depth of candvd = a) then
k -:=l { goto u 1
else curtrli=tri£kj; give(trdo,aux);
goto u 1 fi ,od;

u1: skip fi;
entry: skip
akb: prep;



while est of first< ree do
ref eand eaads=first, aewlist:=dummy; ref tp eurtp;
iat valuecaad:=o, its=o, tr,iter,ak;
£1:1} traasiaf tri ; ref traasiaf eurtri;
for к to 1 do j of tri[_k3:=o; tj of tri[k] s = nii ;

for J to a do (rw of tri[Xl)[i]:=
(skip.skip.skip.o« (b of dea£ij)[kj, i) od od;

for d to depth of eaad do dowa vi;
valuecaad+:=cf of (curtp:=tp of (dee of caad)£d]); opvi;

mkl: for к to 1 do
if (ak:= (a of curtp)[k]) >0 thea eurtri:=tri£k};
iter:=o

mkt: f of eurtri:=o; (cl of eurtri) £ j of curtri+:=l]:=
(skip t skip, skip, ae, et of supp Qd});
tr:= traasiter (eurtri); dowa vi; valuecaad+:=tr;
up vi; goto mkf;

mkr: if к=lЛ (d=depth of eaad vd=n) thea mkt fi;
give (trdo, aux);

mkf: skip
elif k=lA d=depth of eaad thea WAIT fi od;
if it ф 0 thea mkv fi od;

for d froa depth of eaad + 1 t£ m while valueoaod<recdo
ref iaf iafcur:=iaf of eaad;
ref pd pdaew,pdold:= (possdee of iafcur)[l];
ref dee maia:=d of pdold; it+=l;
iat miaest:=mia of pdold + est of maia, aial,

dl:=depth of caad+:=l;
for pd from 2 to kr of iafcur do

if miaest>(aial:=oia of (pdaew;=(possdee of
iafcur)[pd3) + est of d of pdaew) thea

(registrate (eaad,dl,miaest + valuecaad, pdold);
miaest:=mial; maia:=d of (pdold:=pdaew)
else registrate (caad,dl,mial + valuecaad,pdaew)fLod;
(dee of caad)[dl3:=maia;
valuecaad+:=cf of (curtp:=tp of maia); goto mkl;

mkv: skip od;

if valuecaad < ree thea rec:=valuecaad;
ref eaad (besteaad):=caad fi;

69
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correctiist (cand, newlist, freecand)»
freecand eona head cand od|

result
end.

Процедура registrate формирует нового кандидата ж
записывает его в рабочий список новых кандидатов - newlist.

в процедура correctiist сливает основной и рабочий
описки частичных ранений.

В процессорной процедуре trans, выполняемой вспомо-
гательным "актером", после получения команды do от глав-
ного процессора решается очередная транспортная задача. При
завершении решения об этом посылается команда ready ос-
новному процессору, после чего происходит ожидание следую-
щих распоряжений.
roie TRANS = (inconm beg,do, о uteoana ready,

ref aetor boss, infe naib) võid:
begin proc ent = уoid: if get beg then akb

ellf get do then nkd fi;

entry: skip
mkb: int tr,alrt; ref transini curtril WAIT^
■kd: curtril:=curtri» akl:=ak* f of curtril:=Oj

(cl of of curtril+:=l]:=
(skip ,skip, skip, akl, ct of supp[d]);
tr:=transiter (curtril)» down vi; valuecand+:=tr» up vi;
give (ready, boss) » WAIT | skip

end. "

Программа, описывавшая этот параллельный алгоритм,со-
держит описания и одно параллельное предложение:
раг (Рo:= (О, level О, РТН, main(yes,cl,sl ,РТЕ,o)),

РГН;= (1, level О, РО, TRASS 7уёа.зlрl.Рo.l))).
Описания процедур transiter, registrate u correctiist ПрИ-
ведены в приложении.

3.3. Второй вариант параллельного алгоритма
многопродуктовой задачи размещения

производства
Предполагается существование многопроцессорной вычис-

лительной систеш, состоящей Из np процессоров. Два про-
цессора занимаются развитием частичных решений
L I:2Ц aetor р, остальные ntr=mp-2 процессора -
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CIjNTR] actor ptr решают транспортные задачи. Интересен слу-
чай, когда ptr- специализированные транспортные процессоры,
но предложенный алгоритм работает также в случае, когда все
np процессоры одинаковые. Процессоры ptr организованы в
цепной СПИСОК, ГОЛОВОЙ которого является ref actor Pf

f
а

КОНЦОМ - ref actor Pf in . ЕСЛИ ВСПОМОГаТвЛЬНОНу Щ)ОЦвС-
oopy Р [2] не пришлось тянуть ветку, то он также присоеди-
няется к списку транспортных процессоров.

Опишем теперь алгоритмы всех трех разновидностей про-
цессоров - "актеров". "Роль" main основного процессора
определяет следующие его действия,

X, Описания требуемых величин и подготовительные вы-
числения.

2. До тех пор, пока оценка головы списка частичных ре-
шений меньше рекорда, исследует следующий элемент списка.
Бели он не пй_ и значение его оценки меньше гес, то
вспомогательному процессору подается команда invest,

чтобы он развивал ветвь с частичным решением first 1, в
противном случае вспомогательный процессор устанавливается
в цепной список транспортных процессоров, кроме того, он
будет корректировать список частичных решений, сливая в
один основной и рабочие списки.

/

3. Развивает частичное решение first:

а) приводит его в рабочее состояние; при решении тран-
спортных задач дает "сообщвния" транспортным процессорам и
поручает им решать транспортные задачи;

б) развивает кандидата first при помощи одноша-
говых продолжений либо до полного решения глубины т, ли-
бо оставляет его, если значение оценки vc превысит зна-
чение гес • для решения транспортных задач призываются
на помощь свободные процессоры из массива ptr

;

4. Если вспомогательный процессор выступает в роли
транспортного, то в этот момент ему посылается сигнал о
корректировке основного и рабочего списков.

5. Если полученная оценка меньше гес , то изменяется
значение рекорда на меньшее и запоминается решение, на ко-
тором оно достигается.
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6. В зависимости от получения сигнала г2 об окон-
чании развития ветви или гз о завершении слияния списков
от вспомогательного процессора основной процессор либо,
если значение vc меньше гее, изменяет рекорд и рекорд-
ное решение besteand ч а затем корректирует основной и
рабочий СПИСКИ newlist И newlist 1 И ВЫбжравТ СЛв-
дупцего кандидата, либо сразу переходит к следующему кан-
дидату; затем все повторяется с пункта 2; если сигналов г2
и гз не поступало, основной процессор ждет их.

7. Получив частичное решение в голове списка, оценка
которого превышает значение гес

,
выдает результаты.

"Роль" main ПОСШШвТ ТрвНСПОрТНЫМ Щ)ОЦвССОраМ ужв
не просто команда, а сообщения, в которых указывается и
заказчик на транспортную задачу.

roie nain = (ineoma beg,rl ,г2,гЗ, outeomm lovest, cl,
oataess trdo, ref aetor Pf, Pfin, aus, Int nab)
võid:

begln proc ent = voldi
if get beg then akb
ellf get r2 then init(r)| akr2
ellf get r3 then init(r); ake
ellf get r1 then init(r);

if iter = О then akr else do k+:=l;
if (ak:=(a of curtp)Ck})4 0 then skip
else down q; if lln Pf then

givea (trdo,boss.head Pf);
up q; goto u 1
else up q; k-:=1 tgoto ui fifiod

u<t: skip fi;
entry: skip
akb: prep; ref aetor r:=PCnab3 ; int VC, VCI; bool one;

ref cand flrstl;
mkfs if est of flrst c ree then one:=true;

if lln nest of flrst then
if est of (firstls=nest of flrst)< ree then
ref cand newlisti; one:=false; glve(lovest.aus)fl

else fol of Pfio!=aux; Pfio«=aus fi;
ref cand newlist!=duaay; w(k,ak,VC,curtri,flrst,vi);
if VC<rec then recr= VO;

ref cand (besteand) :=first fi j_ WAIT
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mkr2s if VCI < гее then rec:=VCl;
freeeand cons head first; ref ogad (besteand)s=first
else ref cand ks=first| next of first:=next of firstrl fl;
correctliat (first, newlist, freeeand)}
correctliat (first, newlistl, freeeand);

nkes freeeand cons head first; goto akf fi;
result

end.

ЗдвСЬ W(k, ak, vc, eurtri, first, vi) ВВOД6НО ДЛЯ СОКраЩб—-
ния записи и совпадает с соответствующей частью программы
в предыдущем пункте 3,2,

Вспомогательный процессор либо тянет ветку, либо ре-
шает транспортные задачи и корректирует описки. Он выпол-
няет такую последовательность действий.

1. Описывает требуемые величины и посылает сигнал о
своей готовности работать.

2. Получив сигнал inv от главного процессора, на-
чинает развивать частичное решение firsti (аналогично
основному процессору),

3. Посылает сигнал ready основному процессору:
работу закончил.

4. Получив сообщение do от главного процессора (зна-
чит, тянуть ветку на данном шагу алгоритма не пришлось),
начинает решать очередную транспортную задачу; закончив ее
решение, присоединяется к цепному списку свободных процес-
соров И посылает сигнал ready основному процессору.

5. Получив команду ci, корректирует основной и рабо-
чий списки, построенные основным процессором.
Вспомогательный процессор имеет самый большой набор вход-
ных и выходных сигналов, в том числе входные и выходные со-
общения, так как он может работать в двух режимах.
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roie branch = (incomm beg,inv,cl,rl, ininess do,
oatcomm ready,ready2,ready3, oatmess trdo,
ref actor Pf.Pfin.boss.int nmb) võid:

begin proc ent = võid:
if get beg tben mkb
elif get inv then init(ra); mkin
elif get cl then init(ra); mkc
elif getm do then init(ra); r:=boss; mktr
elif get r1 then init(ra);

if iter=o then акт else do k1+:=1;
if (ak:=(a of О then skip

else down q; if lin Pf then
givem (trdo.auž.head Pf);
qp q; goto a 1
else ap q; k- :=1; goto a 1 fi_

fi od;
u 1: skip fi;

entry* skip
mkb: int tr,akl,kl; ref actor r,ra; ref transinf cartril;

give (ready,boss) ; WillE ;

mkin: w (kl,akl, viI,VCI, curtria,firstl);
give (ready2, boss) WAIT ±

mktr: cartril:=cartri; akl:=ak; f of cartril :=0;
(cl of cartril)Cd of cartril+:=l3:=
(skip, skip, skip, akl, ct of sapp[d3);
tr:=transiter (cartril); down vi; VC+:=tr; aj> vi;
if dа i then down q; Pfin cons ааж; ар q;
give (ready, boss) fi £ WAIT

mkc: correctlist(first, newlist, freeoand);
give (ready3, boss) WAIT ± skip

end.

Вспомогательный процессор заведомо знает, что сигнал
о решении транспортной задачи ему может прийти только от
главного процессора, транспортные процессоры должны опре-
делить, от кого пришло сообщение. В "роли" teans зада-
но: определение автора сообщения, решение транспортной за-
дачи, отправка команды об окончании работы и присоединение
к цепному описку свободных транспортных процессоров.
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roie TSANS = (Incona beg, inaess do, outcoaa ready,
ref actor aux, boss, Pfln, int nmb) võid;

beg Id proc ent = võid:
if get beg tehen akb
elif getm do then init(ri);

if Aof do dif boss then r:=aux else rs=boss fi;
mkd fi;

entry: sklp _s.
mkbs int tr, akrl, ts=2; ref actor r,ri; ref translnf curtril;

ri:=PTE£nmb]; givek(ready,aux,boss,t) WAIT
mkd; curtril:=(if r dif aux then curtri else curtria fi);

akl :=ak; f of curtril :=0; (cl of curtril)[j of curtril+s=d]
:=(sklp. sklp. sklp. akl, ct of supp£d]);
tr:=transiter(curtril);
if г dif aux then down vi; VC+:=tr; u£ vi

else down vii; VCl+:=tr; u£ vii fi;
down q; Pfin cons PTECnab]; up q;
if (k=l д d=depth of first) v(kl=l л d=depth of firstl)
then give( ready,r) else givek(ready,aux,boss,t) ; WAIT;

sklp end.

Весь параллельный алгоритм задачи размещения записыва-
ется одним параллельным предложением, которое содержится в
блоке из описаний и начальных определений:

par (Р[l] :=(l,level O,Pf,Pfin,PL2) ,

nain(yea.d.c2.сЗ .s1,s2,ms3,Pf,Pfin,P[2],l)),
P[2]s = (2,level o,Pf.Pfin.PLl],

branch(yes,sl,s2, d , ms 3, d , c2,c3, ms3,Pf,Pün, Pfl])),
for i to NTR do
PTS [i] :=(i, level 0, P[2], P[l],

(if i=NTR then nii else PTR[i+l)fi),
TRANS(yes, ms3,d ,P[2] ,P[ll, Pfin,i)))
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tio внешнем блоке должны быть описаны и определены сиг-
налы или команды, процессорные процедуры, операции и проце-
дуры, которые попользуются при описании "ролей" программных
процессоров.
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Приложение
I. Параллельный алгоритм решения транспортной задачи

со раг pot aethod со
begin int a # al,j; read((ml,j)); a:=al+j;

M iiõf int b, [lsal* .11Int cj

proc ppa = (Int a,al, [ ,] Int cd,£ ] int bd) v;oid:
begin int ain,iter f cost,fl ,fp,y,yl ,nl,nr,k,kl,kr;

bool again,rh; [l*2] actor P| ref ver v3*
aode ver = struct(ref ver up, int fl,c,pt,st);
ref ver rhf ,lhf, ve, vi , v2,lhe,rhe; [l:a] ver v;
proc pot = (ref veri) int:

begin if st of i=o then pt of i:=c of i+pot(up of i){
st of is=i+st of up of i fi;

pt of i end;
proc prep = võid:
begin k:=a-a1; iter:=coet :=oj v£l] :=(nil t o,sklp,o tl) ;

for i froa 2 to a do v Cil;=(skip,-bdCi3» od;
fp:=-bdCll » lhf:=v(i]; nl:=1;

aki: min;=maxint; fl:=nlXk-a;
while fp< odo for j froa al+l toado

if st of v £Jl=O then
if cdCfi+j]<ain then ain:=cd£fl+õl*

rhf:=v£j]j nr:=j fi fl od;

rhf;=(lhf,-bd£nrJ ,ain,p Ihf,-st of lhf-1);
y:=fp; fp+:=fl of rhf od; fl of rhf:=-y;

akj: ain:=aaxint; f1 :=nr-a;
for i toa 1 do f1 + :=k; if st of v£ij=o then

if cd£fi3 4 ain then ains=cc£Cl|;
Ihf:=v(i} t nl ;=i fi £L od;

if ain < aaxint then
Ihf:=(rhf,-bdCnll ,-ain.p.of rhf-min,st of rhf+l);
y:=fp; fp+;=fl of Ihf;
if fp < 0 then fl £f Ihf:=-y; goto aki fi

else goto mkj fi; agaln;=false end;
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ргос вехе = (ref ver 1, int i t a,k, ref£ Jver vi) vold:
begin ref£l :a3 ver vm; for к to a do vmCk] :=viCk]od;
ref ver il:=vmCi}; int d,f:=i-a1; a:=0; s:=pot(i1);
for 3 toa 1 do if (d:=s-cd£fJ-pot(va£)]))>a then

au=d; l:=vapjj; k:=f fi; f+:=n-a1 od;
for к to и do viCk3*=vm£kJod end;

proc worktO = võid:
begln lhe:=lhf; rhe:=rhf; kli=st of Ihf; kr:=st of rhf;
rh:=kl+kr 0; yi :=cd £кl}{ iter+s=l; ain:=aaxint;
if rh then while st of rhe kl do

if st of then kl:=fl of rhe;
if kl< ain then ain:=kl; ve:=rhe fi fi •

Ihe :=up of rhe od
else while st of Ihe / kr do

if st of Ihe 0 then kl:=-fl of ihe;
if kl <ain then ain:=kl; ve:=lhe fi fi »

lhe:=up of Ihe od fi;
akls while rhe Ihe do kl ;=-fl of Ihe;

if st of О Дkl4 ain then aln:=kl; ve:=lhe;
rht=false fi; lhe:=up of Ihe; rhe:=ap of rhe od;

goto ak;
if rhe / Ihe then kl:=fl of rhe;

if st of then aln:=kl; ve:=rhe; rh:=true £1;
lhe:=up of Ihe; rhe:=up of rhe; goto akl fi;

ak: end worktO;
proc work = võid:
begin kl:=abs(st of ve); st of ve: =0;
if rh then vi:=lhf else v2:=lhf;vi :=rhf; ain:=-ain;

yi;=-y1 fi;
if kl> abs(st of v2) then kl:=abs(st of v2); st of v2:=o fi;

ak2: v3:=up of v2; up of v2:=vl ;y:=-fl of v2; fl of v2s=ain;
ain:=y; у:=-c of v2; c of v 2: =«yi; yi ;=y; vi:=v2;
if v 2 4 ve then v2:=v3; ak2 fl;
for i froa 2 to a do if abs(st of_ v£i])>kl then

st of v[l3:=o fi od; again:=true end;
proc fin = võidi
fer в froa 2 to в do cost+:=aba(c of v of

print(vCpJ) od; print ((iter,wost)) end;
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СО "роли* rnain ж aux ЗДOОЬ ОПИОЫВвТЬ Нв бУДЭМ, ИХ ОПИ-
санжя долина были бы бить здесь со

раг (Pp3:=(l,level O,РСЁ], main(jea,cl,c2,sl,s2,Bec,l)),
PC2]:=(2,level 0,Р[13» auz(Bl,s2,cl,c2,tirBt,2)))

end ppm;
read((b,c)); ppm(m,ml,c,b)
end.

2. Для многопродуктовой задачи размещения производства
приведем процедуры transiter, registrate, correctlist.
В программе подготовки определяются элемент dummy оттоки
и другие элементы} соответствующая часть программы подготов-
ки будет выглядеть следующим образом;

ref cand dummy:=heap(cand). bestcand:=dummy,
freecand:=dummy, firsts=heap(cand);

cursbate init:=(o,bs); ref Inf infl;(p:(v:=abe(main)3ref Inf br;
for i from О to � do brCÜ :=nil od; rec:=est of dummys=
mazint;
ref cand(first) :=(value(init,infl),o.,.dummy,infl ,skip).

pr ос correctlist = (ref ref cand main,new,free) võid:
begin ref cand cOj=main,d ,c2; int r1;
while (rls=est of (d»=head new)) <, ree do

while est of (c2:=neat of cO)< r1 do co;=c2 od;

cO intr dod;

oo закончено слияние существенных частей списков; те час-
тичные решения, в которых оценка больше рекорда, не нужны и
могут быть утилизированы со

while (rls=est of d) < mazint do
free eona d; d t=head new od; new:=cl;

while est of c2 <rec do c2:=head cO od;

while est of c2<mazint do free eona head c2 od;
nezt of cos=c2
end.
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pr ос registrate = (ref cand c, int j,e, pd pd)void:

if e <rec then
ref cand d:=(i£ freecand dif dummy then head freecand

else heap cand fi);

oo процедура registrate должна найти место в памяти для но-
вого частичного решения, запомнить это место и поставить час-
тичное решение в рабочий цепной список на подобающее место;рассматриваются частичные решения, у которых оценка меньше
рекорда со

ref cand(cl):=(e,j.skip.ad of pd,dec of c);
(dec of d) Cd] s=d of P* 1*

if of newlist then newlist eona d
else ref cand cO:=newlist,c2:=next of cO;

while est of c2< e do cO:=head c2 od; cO Intr d fi fi.

proc transiter = (ref tranainf tinf) int:
begin int n=upb rw of tinf, n=upb cl of tinf, j=j of tinf;

ref ro* rw=rw of tinf j p :n 3 eol cl=cl of tinf;
ref eol tjx=tj of tinf; int a,d,aini,ai,aj,dt,f:=o;

eo aode tranainf = struct(int f..j.ref eol t.l.Cltalrow rw,

Cl sn] eol cl) eo
ref row r,r0,r1,r2,r3,r4,r5, ref eol t,t1,t2,t3;
if (ajx=ac of clCd])=o then nkf fi;
pc of cl Cd]s=fcd; tj!=clCd3; d:=ma;xint; rO:=nll; r4s=rwCl3;
for 1 to m do
if (a:=(c of tj) PJ+dr of (r x=rwCij )) > d then

r4-x=pr of rA-:=r else pr of rx=rO; qr of (rO:=r):=tj;
if u <d then dx=u; r2s=r fi fi od;

f+i-dX aj;

do rlx=nil; while rl dif r2 do
if qr of (r:=if lin r1 then pr of r1 else rO fi) tj then

pr of rlx=pr of r; r4x=pr of r4x=r elif
(aix=ar of (r3:=r)) £ О then
if (ux=(c of tj)Ci of rj>o then u:=o fi;

if then dc of tjx=d; (c of tj) Cl of r3:=u-aj;
ar of r:=ai-aj; ac of tj x=o; goto mkf fi;



ar of rs=o; aj-s=ai; (c of tJ)Qi of rj :=u-ai fi; r1 i=r od;
r2:=r3; r1:=nll; t2s=tj; tl:=nil;
aikl s while r1 dlf r2 do

rls=(if lin r1 then pr of r1 else rO fi); t3s=t2;
whlle lin (t;=pc of t3) do
if (u:=(c of t)Ci of rl]<o then

r3:=r2; dt:=d<* of t; whlle r3 dlf r4 do
if (us=(c of t С 1 of (r:=pr of r3)]) £.O then

u+s=dr of r else us=dt fi;

if u ± dt then r3:=r else qr of r:=t;
if (ai:=ar of r) 4 '0 then goto mk 2 fi;

if r=r4 then r4:=r3 else pr of r3s=pr of r £i»
pr of r:=pr of r2; r2*=pr of r2:=r fi od;
qc of t:=rl; pc of t3:=pc of t; pc of t;=pc of t2;
t2:=pc of t2:=t fi od od; rs=r2;

if lint 1 then whlle r dlf r4 do r*=pr of r; min of r-;=
mini od else

while r dif r4 do r:=pr of r; qr of r:=tj; min of r:=
(c of tj) [i of r}-d od; tls=tj fi;

while t 1 dif t 2 do dts=de of (tl:=pc of t1); r:=r2;
while r dif r4 do
if (u:=(c of tl)Qi of (r:=pr of r)])< min of r then

min of r:=u; qr of rs=tl fi od od; mini:=mazinl;;
While r1 dif r4 do
if (u:=min of (rs=pr of rl)+dr of r)< mini then

minis=u; r3:=rl fi; rls=r od; ts=tj;
rls=ro; f+:=miniXaj;

while t dif t 2 do dc of (t;=pc of t)+s=mini od;
while r1 dif r2 do dr of rl+:=mini; rls=pr of r1 od;
dr of r2+:=mini; rs*=rl;
while r3 dif r4 do
if min of (r:=pr of r3)+dr of r=mini then

if ar of г -ф. 0 then rss=r fi;
if r=r4 then r4:=r3 else pr of r3:=pr of г fi;

pr of r:=pr of r2; r2:=pr of r2:=r else r3«=r fi od|
if rs=rl then goto mkl fi; ai:=ar of (r:=rs);
mk2:while (t:=qr of r) dif tj do

if ai < (u:=-(c of t) [i of (r1 :=qc of t)3) then
ar of rs=o; (c of t) [i of rl3;=ai-u else
ar of rs=ai-u; ai:=u;

81



82

Cc of t) £1 of rl]s=de of t-dr of r<| fi;
if (ut=(c of t) £ i of г]) > О then us=o fij
(c of t) Г 1 of rls=u-ai; гs=rl od od;

mkfj f end.

I. Anitan

Parallel Algorlthas to Solve Tvo
Optialzatlon Probleas

Suaaary

In thls paper we deal with nonhoaogeneous aultlpro-
cesslng eysteas which have а coaaon соте aeaory. Parallel
algorlthaa of the classical transport problea and the mltt-
product allocatlon problea are consldered. 7or the latter
problea an algoritha for the systea of two processora ae
veli aa an algoritha for N processora are glren. To deaeribe
the algorithas an eztenslon of ILGOL-68 la need.
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TALLINNA POLÜTEHNILISES INSTITUUDI TOIMETISED
труда ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО института

J§ 426 1977

УДК 519,1

Г.А.Вейнер

ЕЩЕ РАЗ О ВСПСМОГАТЕДЬШХ ФУНКЦИЯХ ПРИБЛИЖЕНИЯ
ГРАФА ПОЛНЫМИ ПОДГРАФАМИ

В настоящей краткой статье автор продолжает изучение
проблемы аппроксимации симметричного бинарного отношения R
о помощью отношения эквивалентности Е 0 - В данной работе
рассматривается одно следствие теоремы, которая доказана в
статье [I2.В результате такого рассмотрения расширяется
класс графов, для которого вспомогательные функции позволя-
ют вполне решить задачу аппроксимации.

Напомним коротко поставленную перед нами проблему,ко-
торая, как ив [l], состоит в поиске аппроксимирующего от-
ношения эквивалентности Е<= SxS для заданного симметрич-
ного бинарного отношения RcSxS • Целью аппроксимации яв-
ляется поиск такого отношения эквивалентности Е O , которое
в наименьшей степени отличается от заданного отношения R ,

причем под наименьшей степенью отличия понимается следую-
щее: число несовпадающих элементов заданного бинарного
симметричного отношения R и отношения эквивалентности Е,
РBВНOв

V (E)-IR-EME-Rl.
должно быть минимальным. Таким образом, отношение Е 0 оп-
ределяется из условия

р (Е1 = mino(E),х ЕеЬ
где 8. - множество всех допустимых отношений эквивалентно-

сти на множестве S •

Далее мы рассматриваем отношение R в виде графа G •

Предполагается, что структура графа Q соответствует
структуре в СИ, Предполагается также, что подграф G a
и остальные основные понятия, которые здесь используются,
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определены таким хе образом, как в EII.
Теорема И. Если для графа G a выполняются следующие

условия:
1) векторы функции f* С K b ,G 0

") направлены в подграф
G 0 :

2) L- l< -jv 0 mj, и

3) Z. ,

j=< l=<

для l =1,2,...,к, то существует такое аппроксимирующее от-
ношение Е O , которое имеет класс эквивалентности V O .

Цусть Р= ( K-J I€l р, Iрсгl к | сВ - такое подагаоже-
ство максимальных гроздей подграфа Gа , что векторы функ-
ции f (к i,G o ) t lel р, направлены от подграфа G 0 в подграф
K L-

Следствие. Если для подграфа G a шполняется:
1) Р Ф ф ;

2) существует такое подмножество максимальных гроздей
= Im lp} Р’

удаление которых полностью из подграфа G a создает такой
подграф GÕ = CVg , Uq) <= Ga , для которого выполняются усло-
вия предшествующей теоремы,
то существует такое Е O , при нахождении которого надо изъять
ребра гроздей подграфа Q'a .

Доказательство. Предполагается, что удаление целых
гроздей множества Р0 оптимально. Тогда и удаление ребер
максимальных гроздей подграфа Q'a оптимально в силу ут-
верждения теоремы.

Если предположить, что изъятие ребер по крайней мере
одной грозди множества Р0 оптимально, тогда значения
функции f(K- t ,QÕ) подграфа G'a возрастают и условия
теоремы выполнены. Это доказывает теорему.

Пример. Ребра на фигуре не изображены. Начальные чис-
ловые значения функции f, = 1,2; =2;f 3 = 2,3; [4 =

= 3,9 и fs= 5. Значения функции после удаления грозди
будут f* = 1,5; fs* 1,7; fi=2,9n fs = 3,8. Значит,
условия теоремы, наложенные на граф Gq, выполнены, и он-
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тимальное разбиение определено сечениями U 2 и Uъ .

Вид функций оценок позволяет без труда заключить,что
для проверки условий теоремы достаточно проверить измене-
ние функции наименьшего значения на подграфе G'a • В приме-
ре такое значение представлено значением функции fг =2.

Лите ратура

I. В ей не р Г. А. Две вспомогательные функции оп-
тимального приближения графа полными подграфами, - "Тр.
Таллинок, политехи, ин-та", 1976, № 411,
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Thia paper, as the previous oae [l]
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problea of finding an optlaal partition E , which best
approxiaates a given symmetric relation R la the seose
of mlalnizing the number

I E - RI+IR - El.
The problea of uslng two auxiliary functlons Is also

treated.
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TALLINNA POLttTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДУ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

Л 426 1977

ВОПРОСЫ СОЗДАНИЯ СРЕДСТВ ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ
(Обработка данных, программирование)

Труды экономического факультета Х2УШ

УДК 519.24
О нелинейном Факторном анализе. Выхавду Л.К,,
Крусберг Х.О. ’ "Труды Таллинского политехничес-
кого института”, Л 426, 1977, с. 3-9.
В статье анализируются и получают дальнейшее развитие

нелинейные модели факторного анализа второго порядка. Ука-
зывается возможность ослабления ограничений на факторные
значения, что позволяет более точно учесть требования ор-
тогональности и нормированное™ факторов.

Библ. наименований - 5.

УДК 519.24
Метод прямого Факторного анализа, йпсанду Л.К.,
Крусберг Х.О. "Труды Таллинского политехнического
института", Л 426, 1977, с. 11-21.

В статье рассматривается модель факторного,анализа
Z=В G , где В определяется через специальное разложение

матриц корреляций Н=ВВ' Доказывается связь с методом глав-
ных компонент. Метод экономичен в вычислениях и удобен для
интерпретации.

Фигур - I, таблиц -2, библ, наименований - 5.



УДК 681.142,2

Расширенный анализатор предшествования со смешанной
стратегией. Вооглайд А.О. "Труды Таллинского поли-
технического института", № 426, 1977, с, 23-42.

Рассматривается новый класс грамматик, в пределах ко-
торого можно разрешить следующие алгоритмические проблемы;
а) можно ли найти такое целое число К, что данная грам-
матика является LRCK) грамматикой, б) является ли
данная грамматика однозначной.

Для анализатора рассмотренного класса грамматик го-
дится любой анализатор цредшествования оо смешанной стра-
тегией, в который требуется ввести лишь незначительные из-
менения. Необходимость исследования подобного класса грам-
матик возникает из практических соображений. Часто перво-
начальный синтаксический анализ удобно производить со-
вместно с семантическим анализом.

Фигур -3, библ. наименований - 12.

УДК 681.3.06:518.5
Пакет макрокоманд для структурного программиро-
вания на языке Ассемблер. Бернштейн S. Б., ИЫун-
дак А.Л. "Труды Таллинского политехнического
института", № 426, 1977, с. 43-52.

Описывается пакет макрокоманд, облегчающих структур-
ное программирование на Ассемблере. Приводятся правила ис-
пользования и печатаемые сообщения об ошибках. Дается ряд
примеров.

Фигур -4, таблиц - I, библ, наименований - 2.
УДК 518.512.25

со средними значениями случайных величин^
Юби Э.А.-Ю. "Труды Таллинского политехнического
института", № 426, 1977, с. 53-57.
Рассматриваются две системы линейных алгебраических

уравнений. Коэффициенты первой системы - математические

2



ожидания некоторых случайных величин, коэффициента второй
системы - статистические оценки этих математических ожида-
ний. Найдены условия, когда решение второй системы являет-
ся состоятельной оценкой решения первой системы.

Библ. наименований - 4.

УЖ 681.142.2

Параллельные алгоритмы решения двух задач
оптимизации. Амитан И.И. "Труды Таллинского
политехнического института", 16 426, 1977, с, 59-82,

Предполагается существование многопроцессорной вы-
числительной системы с неоднородным управлением и общей
памятью. Рассматриваются параллельные алгоритмы решения
классической транспортной задачи и многопродуктовой за-
дачи размещения производства, для последней задачи пред-
лагается двухпроцессорный и многопроцессорный вариант.Для
описания алгоритмов используется алгоритмический "язык
сигналов", являющийся расширением языка АЛГОЛ-68.

УЖ 519.1
Еще раз о вспомогательных Функциях приближения
графа полными подграфами. Вейнер Г.А. "Труды
Таллинского политехнического института", й 426,
1977, с. 83-86.

В статье продолжается изучение проблемы аппроксимации
симметричного бинарного отношения R с помощью отношения
эквивалентности Е. В качестве условия аппроксимации при-
нимается минимизация числа

|R\EI + lE\R|.
Полученный результат расширяет множество случаев воз-

можного использования ранее полученных автором вспомога-
тельных функций.

Фигур - I, библ. наименований - I.
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