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КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ

I. Обобщенная теорема кинетической энергии

Успешное применение теоремы кинетической энергии к сис-
теме с одной степенью свободы стимулирует исследовать воз-
можность распространения этого метода на любые механические

системы. По мнению авторов, этого можно в некоторой степени
достичь путем обобщения теоремы кинетической энергии, кото-
рое в настоящей статье ради Iфаткости называется принципом
кинетической энергии.

Пусть Т - кинетическая энергия, m - масса, v и
w - векторы скорости и ускорения материальной точки, F -

сила, действующая на нее, и N - мощность силы F, тогда

3

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЛА й 261 1968

УДК 531.311

T = Уг. mv'v,

dT _ _

Т = —grg— = mwv

и

л/ N = F -v .

Условие

Т = N



выражает теорему кинетической энергии материальной точки в
форме производной.

Чтобы равенство (I) определяло движение точки, необ-
ходимо к достаточно действитель-
ную скорость V заменить в нем

возможной скоростью {v}, т. е. совокупно-
стью всех скоростей, которые точка могла бы иметь в условиях
данной задачи.

Обозначим

будет выражать принцип кинетической энергии материальной точ-
ки.

Пусть j = 1,2, . . . , s, - параметры, опре-
деляющие состояние движения механической системы (параметры
скоростей или обобщенные скорости в более широком смысле). В
ходе рассуждений будем их считать независимыми (принцип осво-
бождаемссти), хотя между ними могут быть связи и некоторые из
них могут являться заданными функциями времени и даже само
время может еходкть в их состав через производную: одна

dtиз V. = ■■■-- = 1. В конечных результатах учтем эти свя-
J О-Т/

зи.
Введем соответственно задаче базисные векторы "й., д =

О

=1,2, . . .
, з, и скорость системы

так, чтобы выражение кинетической энергии системы имело вид

4

т -- ЖТ-Т) « ИДУУД' w

или

mw*v = F*v, (I)

или

(F - mw) *v = О

{т} = {к} = F'{v}.
Тогда равенство

{Т} = {N} (2)

V = Zü.v. (3)
J ü J
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Поскольку можно положить, что мощность сил

где Q-jj. - обобщенная сила, соответствующая скорости
то возиожная мощность будет

Принцип кинетической энергии для любой механической сис-
темы выражается равенством

Если теперь считать все возможные скорости независимы-
ми (а по принципу освобождаемости это означает, что в состав

Тогда

Т = W*V,

где

W = V = S(ü-v .+ и ) .

j ü J oü

Заменив V на

{V} = 2 ük{vk } , (5)

где ~ возможные скорости, получиы

(®> “ w ’W =

,
E <"jVs * ajkV{vk } ' (6)

где

a õk = u j*uk'

N =

{N} = SQk{vk >. (7)

{т} = {N} . (8)



обобщенных сил должны входить и соответствующие силы
реакций связей), то из (б), (7) и (8) получим дифференциальные
уравнения движения системы в обобщенных скоростях

(базисные векторы не зависят от обобщенных скоростей
Следовательно,

В состав уравнений (9) и (10) входят как уравнения, слу-
жащие для определения неизвестных скоростей v., так и урав-

J
нения с известными v. . Последние уравнения служат для опреде-

J
ления неизвестных сил реакций связей.

Если принять {Т} = О, то получится принцип возможных
перемещений (в виде возможных скоростей) в статике

Для того, чтобы равенства (3) - (10) были непосредст-
венно применимы к любой механической системе, введем обозначе-
ния: для i-й (i = 1,2,...,п) материальной точки системы -

масса, - вектор скорости)

б

{N} = 'О . (11)

f + a jkvj> ' V к = 1. 2 s. (9)
J

\

Ho

*- d
_п. »u, = а -u, *ü.3 к dt 3k к j

и

S<VV3 + »;itV = =ta№
+3- 1Г (VT d J -v5 -

d öT . -

= C ) - Uj-7
dt dv.к

d ат -

dt
( öv k

} ” Uk'V ~ Qk’ k- 1,2,..., s. (10)
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где u.. - базисные векторы i-й точки;;для всей системы
формальный вектор скорости системы

с символическими множителями 6i , которые при умножении мы
рассматриваем как числа. Таким образом,

2. Пример

Рассмотрим общее движение твердого тела. Пусть р -

неподвижная декартова система координат (орты:l, j , к), а
С , , ,

- неизменно связанная с телом система с началом в

центре масс С(х с , yQ
, z

Q
) (орты; i,j, к ). Пусть т±

-

v = = z (12)
J- > J

T±
= = 2

и

{V} = S{Vi }6i = E т|б±
й {v } ,

X x, 3 1 x ■LJ d

W = V = ET ± 6 ± ,

T = J&V*V = E Vi *Vk6i 6k = 1/& V± 'Y±
X jlc X

{T} = w-{T} = Дvi • (Tk> 6A - ■

Отсюда видно, что произведение

f I. если i = к
6.6 = \

1 10, если i ф. к^
и

33 = I m 6i slj ■
(13)
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= - i-я материальная точка системы с массой пц),
i = 1»2,...,п,

гс =ОС , г±

'

= 0М
±

.

Тогда

5i =sс + =V + у *V* + + у + z i’ k
'

*

Дифференцируя, получим:

\ = ±с± + yc D + zck + х±Т + y!d’ + ,

V = (xc i + ус з + žck)Dn^6 i + + У± ’o' + zi ’k»)mi
/2 б± ,

00 = C{ic }i + {yc >d + {žc }k)Em
±h±

+

+ E(xi
l {i 1

} + z^{k'})mi^6i ,

? = (i*J + + +

t-t r-i t-l U
+ S(x

±
i +7± d + z±

k )т 1
/г6 1

Тогда

{'?} = V*{v} = M(xc(xc
> + yc(y c

> + zc^žc h +

• «•
•

••
•

+ j
l]LI r

•{!'} + J22 d' * õ') + уззк ,# {к
,

> +
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Оставим в стороне первый член (движение центра масс) и
будем исследовать вращательное движение вокруг центра масс:

где ü>2» tüj являются обобщенными скоростями. Далее

Подставляя (15) и (16) в (14) к учитывая, что JIX
+ J22 =J3

- момент инерции тела относительно оси С ’ к т. д,,

J22
~ Jjj =Jj- J 2 кт. д., получим

(Тнр.) = Jui'-U’} + + + k'-ri'».

Пусть ш = + + - вектор мгновенной уг-
ловой скорости тела. Тогда

i =ш х i = (Ujõ - к т. д.

(.циклическая перестановка); е

{!’) - {.г й' - {-г)*’ к ’• в- (15)

+ Jl2Ci' •{d’} + + + (14)

+ *{^
,

> + ‘(d'}) ,

где

M= l m ±-' Jll = f 1!*!
2

»*••» J23 = lml*± Z
±

,

t
a Em.x. =0 ит. д,

i 1

-t 2 2 1 * 1 • “1
i = ( —Шр )i + (ш х + üJjCüq) 0 + ( ü/2 + »(lo)
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fql') С j?}где Mi W иI. д, - моменты активных сил, а М-. ' ит, д, -

t t I
моменты сил реакций связей относительно осей С, С иCz .х у

Следовательно, (17) и (18) дают три уравнения враща-
тельного движения тела.

3. Обобщенные координаты

Пусть q., з = 1,2,- параметры,определяющие по-
J

ложение механической системы (обобщенные координаты в более
широком смысле). В ходе рассуждений будем их считать незави-
симыми, несмотря на то, что они и их первые производные по
времени могут зависеть друг от друга (уравнения связей) и
некоторые из них могут являться заданными функциями времени
и даже само время может входить в их состав (одна из q.= t).

J
По принципу освобождаемости в состав обобщенных сил Q,

идолжны нходить также силы реакций соответствующих связей.
Тогда

{Твр.} + (Jj “

+ ш 2 +

(17)
* 2 2

+ Jij(- CÜJ
“ + J2 j(4>j -ш 2 )Л {«!> + ••• •

Возможная мощность

(N) = (ML
(a)

+ Мl
(г) ){шl } + ...

, (18)

võ = ’

. (19)

L - = a№ 43 .
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где - масса, = ,q£, •»• »<3,s ) - радиус-вектор i-й
материальной точки системы, i = 1,2,...,п.

Из (19) получим

Это дифференциальные уравнения движения в обобщенных
координатах. Они являются (обобщенными) уравнениями Лагранжа
второго рода.

При практических вычислениях иногда приходится уравне-
ниям (20) или (10) предпочитать уравнения (9) или уравнение

так как для нахождения уравнений движения системы в (9) или
(21) дифференцирование требуется только один раз и нет необ-
ходимости вычислять кинетическую энергию системы Т (как и
в пункте 2). Уравнения (9) и (21) полезно применять также в

-

A
2“

-
% ori •

u. = Z m./26i —qk .

3 i,k 1 oд^адк

Поскольку

—2“"
_öV_ __Э (Suq) = S mA. dri ’

_
4

-ч -Г~k k k i,k 1 1
-

“ qk -uj ’

aq. aq. acV^;s

TO

. - av - 3T
Vv = . V = .

aqk aqk

Теперь из (10) следует;

d ЭТ ЭТ
( ~ ) ——~ Qi,. l =l»2j. • • 5 s . (20)

dt Эак 3qk

V{V} = {N} , (21)
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случае неголономных связей.

4-. Принцип в тензорной форме

Введем тензор кинетической энергии механической системы

где - общее произведение вектора скорости i - й ма-
териальной точки v

±
на вектор и тензор мощности сил

Тогда принцип кинетической энергии выражается равенст-
вом

Чтобы перевести это равенство на язык индексов, обозна-
чим обобщенные координаты верхними индексами (контравариант-
ный вектор). Тогда ,q2

, ... ,q5 )
, кинетическая энер-

гия

Если основная декартова координатная система не будет

преобразована в подвижную систему, то кинетическая энергия Т
будет скалярным инвариантом и заданную проблему динамики мож-
но будет рассматривать в а - мерной римановой геометрии, где

играют роль координат, а можно принять за фундамен-
тальный тензор. Тогда тензор кинетической энергии получит
вид

(2)
y _ _

T = % Sm.v.v. ,

i

(2)
,

-

_

N zz % + VVE4)

(2)('Т ) = N . (22)
dü

i.к ori driT=>2 S a.,q Jq , где a„ = Em, £
Õ.k 3K OiC i 1 õqü dq*
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где - контравариактная составляющая обобщенной силы. Ск-
алярная мощность

где Qjj. = - ковариантная составляющая обобщенной си-
лы. Из цринципа (22) следует (если —означает ковариант-
ное дифференцирование)

Hau необходимо вычислить производные только для составляю-
щих, где k = j:

Нетрудно заметить, что левая сторона (23) тэавна —^—
,

6t

т№ .

а тензор мощности

N jk
= KQ d4k

+ Qk4 d ) .

N = adkQ dqk = Qkqk
,

6Täk
k

= n3*

6t

(M* = QM 3
»

6t

откуда

q3 4'3 + r ki 4 3 a k q1 =Q° q3

или

q3 + r\ x dk d 1
= Q 3

, 3= 1 »2, • . •ts • (25)

так: что Sfl° _q3 . (24)
6t
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Но (23) или (24) есть уравнения движения в обобщенных коорди-
натах. Чтобы придать им сходство с уравнениями (20), сле-
дует индекс j опустить вниз, т. е. (23) надо умножить на
Получим

Но сумма первых двух членов на левой стороне равенства равна
d N - ЭТС g) s а последний член равен - .

9q 9q

Окончательно получим

В s - мерном пространстве Римана уравнения (25) можно
вывести и непосредственно из уравнения (8). Пусть й. - базис-

_ __ U

ные векторы, т. е. = тогда

_э| _ -õ| = Q k = 1,2,...,5. (25)
dt 9<T öq*

“kj 5° � "kj r in 4l ä" =Sa -«к •

Однако

а* 3К° 1U dqU öq 1 dq*

и, следовательно,
õalk Sa

uk Baiuiä + *!?-� 1?- }414"
- 41 4U =Q-

!
,

V = q ,

{V} =3k {4k
> ,

v= üj rs
31 41 3s ,



откуда вышеприведенным способом можно получить уравнения(2s).

5. Заключение

Из всего изложенного видно, что с помощью видоизмене-
ния уравнения Т = N можно распространить способ, применяе-
мый в случае системы с одной степенью свободы, на системы со
многими степенями свободы. Используя понятия возможной ско-
рости {v.} и возможной мощности (N), получаем уравнение
• d
Т = N в виде

Выраженный этим уравнением принцип можно также назвать
принципом возможных мощностей. Выделение возможных скоростей
в этом уравнении позволяет написать дифференциальные уравне-
ния системы. При этом можно также вывести уравнения Лагранжа
в параметрах из которых некоторые могут зависеть от

времени.

15

{T} = V • {V} = 41 ){qk
}

Так как

W= Qk {qk > .

то, переменив сообразно индексы, получим

*4 3d
+“Ч ris ‘i3 ■= Qk .

{*} = {N} .

где

{T} = V • {V}
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O.Silde, B.Tiikma

On the Application of the Theorem
of the Kinetic Energy

Summary

This investigation represents a method how to solve the

problems of dynamics by means of the modification of the
theorem of the kinetic energy. This is possible for every
mechanical system by using a formed vector of velocity. In
this case the kinetic energy is equivalent to this vector
multiplied with half of velocity. The method is applicable
to systems of many degrees of freedom and even to systems
with linear nonholonomic constraints.

The theorem of the kinetic energy is given also in ten-
sorial form.



X.Konneль

ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ЭЙТКЕHА ДЛЯ РЕШЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНEHИЙ

Для улучшения и ускорения сходимости двух данных ите-
раций одного и того же порядка

при решении вещественного уравнения

Эйткен (си., напр. [lj ) предложил следующий метод:

Если итерации (I) имеют порядок г > 1, то, как показал
Эйткен, итерация (3) имеет порядок не ниже 2г - 1 и при
г= 1 порядок, по крайней мере, равный 2, - только в
предположении, что

где х* - решение уравнения 2.

17
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(u* (x*) -1) (v' (x*) -1) 0,

xnli = u 4.+1 = v (x^2) ) (n =O, 1, ...) (1)

f (x) = x - ф (x) = 0 (2)

ХцЧ (v (xn)) - u (xn ) v (xn)

X
Q+

= ———————————————— (n = Oflf •••)

- u (xn) - V +u (v (xn) ) (5)
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Чтобы итерацию (3) обобщить для приближенного решения
нелинейного операторного уравнения

в пространстве Банаха Z, придется ввести понятие порядка
итерации для решения уравнения (4). Будем говорить,как и в
классическом анализе, что интерация

имеет порядок т, или оператор ü(x) определяет итерацию т-
ого порядка, если

где х* - решение уравнения (4-)*
Если некоторый оператор U(x) имеет в окрестности решения

х* m непрерывных производных,то по обобщенной формуле Тейло-
ра

Пусть оператор V(x) определяет интерацию r-ого порядка,

P (x) = x - Ф (x) = 0 (4)

*Jl+l = U C *n>

U(x*)=x% u’(x*)=u"(x*)=...=U(m“ I\2:*)=o > но U(m\x*) О,

U(x) - ü(x*) = S —rrr - +

k=l K •

+ T~TJI / + t C z - X*)KX - X*)m (l - t)m” xdt.

0

В случае итерации порядка m имеем:

1Т(х) - х* = Г U^m\x* + t(x - х*))(х - x*) m(l- t)m“^dt.
(т-1)! J

О (5)
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(в предположении, что производные до порядка г непрерывны
в окрестности решения х*).

С помощью операторов U(x) и V(x) построим оператор
Т(х):

где U(x’; х") - разделенная разность первого порядка опера-
тора TJ(x), а Е - единичный оператор пространства X. Итера-
цию

называем обобщенным методом Эйткена. Отметим, что при реше-
нии вещественного уравнения (2) из (7) легко получить форму-
лу (s)* Частные случаи (т. н. обобщенный метод Стеффенсена),
когда

и ü(x) = s(x) , но V(x) =х + у(х - Ф(х)) (у - веществен-
ное число), исследованы в статьях [s]. [6], [7], [Ю] и [II].

Чтобы результаты данной статьи были применимы к более

широкому классу нелинейных операторных уравнений (в частнос-
ти, для систем алгебраических и трансцендентных уравнений),
рассмотрим случай, когда X является прямым произведением ба-

тогда

i 1
V(x) - x* = / V (r) (x*+ t(x- x*))(x-x*) r(l-

-(jVl)! 0 (6)

T(x) = х - [Е - U(V(x); х)]"" -

*n+l ■ T(x
n)

или

= Хд- [Е - и(У(Хд) ;хп)]"
х(хп

- U(xn)) (п= 0,1,...) (7)

U(x) = V(x) = ф(х)
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наховых пространств т. е.

Пусть в дальнейшем х, х*, х", х" 1
, х* и h€X, где соот

ветственно

Норму элемента x€X определим равенством

В пространстве X можно (5) и (б) представить в следую-
щем символическом виде:

где частные дифференциалы операторов П(х) и V(x) выписываются

Z= X 1 xX2 x ... x X (cu. [3] стр. 613).

x = (xlf x2 , ...» xy
);

x* = Cx ’ x > x» 2 , ...» x*v );

-V-II __ f-v-tl -«-t» -«.fl *4
.x X2> •• • t x 9

Xм »
= (x14 x I x"£ f ...» x"*v);

x* = (x* lt x*2 , .... x*v );

h = (^, , ..., bv) .

х±, х'
±

, х"
±

, х-±
; х*±

, bi€X
±

(i =О, 1,..., v).

IWI = maxj |зс-| 1. (8)
l<i<v

U(x) =x* + / ( E -4= (x
±

- x?))m U(x*+ t(x- x*))(l-tf”Idt,
(m-1) ! о i=a dxi 1 1

(9)

c л <*-*'))a-o .

(10)



(ср. напр, [4], стр. 467). Формулы (9) и (10) легко получить
индукцией из (5) и (6).

Используя формулу для разделенной разности оператора
ü(x) в пространстве X (см. [9])

можем на основании (9) придать ей вид

21

1 ii
U(x» ;x")^ Cm-1) ,ff E U(zi)hi+tH?^-ü(zi )h1] (l-t)

m- Idtdt,
(11)

где

Hi* a%(xi-xi ) + + 35^(xt-i
- xk) +

1 . oXi+l aiv

как:

a“u(x* +tu - x*')') *.“2 ,* “■ C X1- X*) (x2
- Xi) ...(x-x) v

=

al «2
V V

Эх 1
х öx2^...axvv

■
u(

ai ot, «„
<z‘+t(*- x*>s (xl-

ai <»2- х2>аг---(\-К>“*
x, x 0 ...x v
12 v

v
(a- > 0, £ a. = m)

1 i=l 1

U(x* ;xM )h = J£' uj (x^,. • + t(x£- xV) ,x|+l ,... .xp^dt,
о i=l i
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Теперь мы можем доказать теорему,дающую качественную ха-
рактеристику скорости сходимости обобщенного метода Эйткена(7).

Теорема I. Пусть даны итерации,
удовлетворяющие условиям (9) и (10).
Пусть, кроме того

1° уравнение (4-) имеет решение
в сфере

2° для каждого х’, z" , z из сф е

р ы

справедливы оценки

tl* - XJI < (1 + a)p (13)

Их - x
Q

|| <p; (12)

а) П JE и(ас»; х")]“ 1!! <Б;

Õ) I&T U<S а, SАк тя ***’ ”+1
X X • • * X V12 v и всех 0Ц > О,где Е ац=к;1 i=l 1

в)I6Т" а2 а(х)|l S Bx- лля ž°’

XI x2 •"V v
где E = r,

isi 1

причем
, Г-д r-1а = 1 + v Brp

z.=(xi+t(xi-Xi), xf_ I+t(xV_ 1-x*_I ),xt+t(xV-xt) +

+ tt(x!-xV) .xf+l+t(x! +1-x*+1), x4t(x;-x;)).
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Тогда решение х* уравнения (4)
в сфере (13) единственно и после-
довательность (7) сходится к х*
со скоростью

Докаэательство. Прежде всего найдем по (7)

3° a) bp<l, где Ъ +

1
+ Ji (mAmC?- 1

+ Am+lQ^3f+r“2 при ш +г>3

(Ci=i+ l+(v+l-i)vrBrip
r" 1) ;

v
б) q=vßß-, [2vA,+ S AP(i+l+(v+l-i)vB 1 )р]<l при m=r=l.x i_l * x

цх^пи4(ьр)(№1) при m+r>3 (14)

и

1F*-Znll^p<in нри m=r=l (n=o,l 1...) . (15)

X*-Xn+lÄ
*-Xn+ I>-U(V(xn) **n>3 (xn”U(xn } > =

=[E-ü(V(xa) ;x n)]"
I [x*-U(xn)-U(Y(xn) ;xn)(x*-xn)] =

= [E-U(V(xn) jx^J" 1[x*-U(V(xn))+ü(Y(xn) ;x n) (V(xn)-x*)] .
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По формуле (9)

1
u(v(x

n))-x*= / ( Е -ä-(vi(xn)-^))
ma(x*+n (m-l) ! о i=l Эх

±

1 n 1

+t (V(xn)-x*))(l-t)m- Idt,

где

xn=(4n) ’4n)
' e **»xv

n)) и vI Cxh)a(7l (xh)tlr2(xa)teee > 7vCxa^ m

На основании формулы (11)

1 1
n(T(xn)iV«xa)-x')=—i- / f S +

(ißr-lJ ! О О X=l ox^

+ CVi(xn)-xt)(l-t^dtdt,
ax i

где

HüfЩ(х 1
}
- хР + ‘- *+&tl C4-l) +te7(a^)- xi+^(Vi(xn)- 3^))+

+-r—^l+l (xn>-*l +
l) + - • »

õx l+l oxv

zin=(xi+t(xi
n)

"2: i ) *• * * ,xi-l+t( xi-i"zi-l) *xi+t(xi
n)

- xi) +

+tt(V.(xn )-4n) ) +1+ t(V. +1 (xn)-xt+l) ~.. ) .
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Теперь можем оценить норму

так как по формуле (8)

Оценки (16) (n = 0,1,...) справедливы в предположении 9

что элементы V(xn ), x*+t(x
n~x*) , x*+t(V(xn)-(x*)) иx* +

+ t(xn-x*)+tt(V(x
ri
)“Xn) принадлежат сфере (13) . Но это легко

показать. По индукции из оценок (16) вытекают оценки (14) и
при m=r=l •- оценки (15) •

Из предыдущего вытекает, что lim хп=х*. Если уравнение
(4) имело бы в сфере(l2) решение x*Vx*, то мы при помощи
аналогичных рассуждений могли бы показать, что lim хп=х**. На
основании единственности предельного элемента сходящейся по-
следовательности (х ) решение х* в сфере (12) единственно,

4 xl у

Теорема доказана.
Оказывается, что можно доказать теорему, из которой, в

частности, следует, что при т=l, г>l скорость метода (7) бу-
дет порядка г+l* Для этого придется преобразовать раз-
деленную разность второго порядка оператора U(x) в простран -

отве X. Используем формулу (ср. [9])

lix*-xJl= щах !ixf-xj n) !l и i|x*-7(x )Ц= max Цай-V. (xn )||n l<i<v n l<i<v 1 1 n

I вв D|i, -O(TCxn))||+U(V(xn ) !Xn ) (V (xn)-x* )| Ü <

< vrßßjvm+r(m-I)Vrl^‘-3SJi Cm"l)(r' l)+JI<"m^ 1
+

+A»ICinl WI lx*-xnl i“*1“ 1 vriy |x*-xn| I 1,

(16)

[иСх'х' 4 )-U(x" ;х" е )jh=U(x;x" ;х"» ) (х'-х"» )h= Е 2ац ,
i=l õ=l D х
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где

1 1
ff СГ" ,

И| *П и I ~ u n t - I tl Ifl Itü 2 (xi« **
‘ ’ xi-l *xi +t( Jrzi ) + tfc(xi-xi ) ,x i+1 ,...

oo i
••• Ду) *dtdt , если i=j ,

1 1
я JCf п" л"1 1,1 *'» " "I

.

" tl II

id") J j b х.х. (хl’***» хl-1»х1 +t( xi-xi )»xi+i»*--*xi_I .x. +ооJ 0 u

/
+ »x^+ l» ••.,xv )dtdt, j>i,

'■О, если j<i.

Итак, ввиду(ll можем найти

UCxJxV )(x'-x")h= / f [} tü"2 ХГ-I» ХГ +^“Х±
) +

о о I=l xi

+tt(xi-xi),x i+l,...,x^)(xi-xi)hi+ E E ü x (Xx» ••
• +

i=l ö=i+l xix 3 1 x“i 1

" "4 " " tt - , I, , t I I,+tl*i-ii),ii+l 3+*(х3-х3 ).х3+l \K*3^3)bJatat=

=-7—7 /// 2^-o(7i )+2mtS и(У1) *

ООО öxi ÖX^

2
+t^G“—dCji)j (x '-x^)hi+J E Dü(m-l)Gj- 2 o(7ii ) +

öxi I=l 3=i+l ü Эх . Эх . 15
1 а

+2mtG^X^D(y4>^2a?3^ ll^i 3 >K^-'j)bl )a-t)"-ldtdtd;.
ID i D

(17)
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где
9 щ Э ui 9 mi ~ и ntСг± = (X-, -Х?)+...+ —(х. ,-Х? 0+ (x.-x?+t(x.-x. ) +

эхх х х 1 х х“ х эх
±

1 1 11

-i(^+l-xf+l) + ... +-i.(X’-x;) i
öxi+L . 9x v

9 in 9 и» 9 и j и ,|.

G..= (x, -x*)+...+ (x. ,--1? ,)+ ( xi -*i+t(x1-xi )) +

ax x x x 9xi_1
1 x 1 x Эх±

1 1 11

dxi+l ttj-l dxo

+rr-(s j+i- JC3+i)+• • -+r- ( *

dxä+i dxv

ttf I»» Ilf ~ »I (! f-Xp ~.. fXj+t(x ± -x?)+tt(xi-xi )+

+ttt(x’-x”) ,xpi+t(x!_+1-x? +1) , ;

99 f flf ftf
yir(xl+t(xl ~XV » “ * » xi-l+t^xi-l“:3C » xi+t (xi -xi) +

~ tl fll tl «

+tt(Xi-Xi ) .^+1+t(xi+i-xLi ) ■ • ■ • ■3C ]-i+t(x j',i-x,)-iVc‘ +

+t(lJ-I3)+t *(l j-I j) •I j+l+t(l3*l-I3.l) ’ ’ ’ ’
•
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Справедлива
Теорема 2, Пусть даны итерации,

удовлетворяющие условиям (9) и
(10). Пусть, кроме того,

1° уравнение (4 ) имеет реше-
ние в сфере

о tn
2 для каждого х,х,х из сферы

справедливы оценки

а) П [E-U(x*; X') j“"h (<B;

б) tl—(x)lt<A, для k=m;m+l;m+2
Xx x2 ••�xv

v и всех a±>o, где Ea-^k;

1 , v
в) Игл (x)||<B для всех где £ a.=r .

aI a 2 av r A i=l 1
Xo •* »X1 2 V

причём

g=l+ 2vrßrpr
" l

;

5°
а) Ep<l r где ?={vrBBr [ Е^()^й(тг-1)АшЪ?'" 2 +lйА.т+1Ь?“ 1р +

+Л^2Ь?Рг
> +4 jХI

СтСт- 1)Аш Ь?3 2+2тАш*lЬ?3 1
»+

Пзс-ха 1 ; (18)

!|x-x o|j<(l+ß)p (19)
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Тогда решение х3 уравнения (4-)
в сфере (18) единственно к по -

следовательность (7) сходится к
х* со скоростью

inv^ii^a») 0*"" 411 црк ш22 ’ ггl ’ С2O)

Пх*-Хп‘l<р (I ' р) ' при щ=l, г>l (п=0,1,...) =(21)

Доказательство. По формуле (7) найден (ср. [б] )

**-xn+l=[E-lHY(xn ) ‘.Хц)]" 1[ü(x* ;xn )-ü(V(xn) ;xn)j --

Используя формулу (17) j полупим

[ü(x*;xn)-ü(V(xn );xn )j(x*-xn)=U(x*;V(xn);xn)(x*-V(xn ))(x*-xn )=

2 °

1 111
~ ТЛ P Э 7« "j О

у—-W {.s‘[*(-1)|Sb D(7lll ) +a.tG^L
- I D(yin )+

(m~l)!ooo I=l Эх.

+2Am+ 2bi^ >№
"

Ž <Vi+1+vrBr#,
r- 1

и bi^=i+l(õ+l-i)vißrpr
” l

)

при m>2, r>l;

6) E'gKl, где E ! ={v rE B[v%+AxP( L b +2E S b. ~)] }
r

i=l * i=l j=i+l u

при m=l и r>l -
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->2

э2 q2 э 2
U(yiln H(yiin)«2G“ «riln)](ri-ах. эх. а 3 эх.ах. lün ~ jndx.õx. ljn 3
ijx j D

*

~Yi ) (xi”xi
nb}(l-t)m"Idtdtdt,

где

G
“

= Vv-
-X^n^)+tt(s*-,Vi(xa)) ;

x+i

уlл='хl +*(ll
п)

- хР 4-i+

z

+t(x'“>-x;_ l),xj+t(l (n:i -xp+tt(Vi(xn )-4")>ttt(xJ-Ti(Xn »,

xi+l’

yijn-<3li+t^n)
- xi) .il+t(x^n)-xp +

+tf(
.xLi +t< Ti+i(xns-xi+P *j-a *

+t<T,i-i^)-x3*-i ) vv-*p+«<*rV*n» ’x j+i
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Теперь можем оценить

По индукции из оценок (22) вытекают оценки (2СКш>2, г>l)
и оценки (21) (m=l, r>i) . Принадлежность элементов

к сфере (19) доказывается, как и в теореме 1. Причем концов-
ки доказательств совпадают.

Замечание I. Пусть итерация V имеет вид

I l**-*n+ll KvrBBr{ №( Ш-1)АтЬ^ 2+тАи+lЪ^ 1| w-

-xnll+2Am+2bijnlix’-xnll2J>"x,-xnll"+r'l (n=0,1...), ( 22 )

где

Ъ±п=±+l+УГвг 1lx*-xni \ V
~1 и b idn =i+l+(j +l-i)vrßrl|x*-xni|r

" 1

xn ,V(xn) »x'+tCx^-x*) ,x*+t(V(xn)-x*),x*+t(zn-x*)+tt(V(xn)-

-xn) ,x*+t(V(xn)-x*)+tt(x*-V(xn)) и x <,+t(xn-x*)+tt(V(xn)-xn)+

+ttt(x*-V(xn))

Va=v(xn'xn-i *n-t +i), (23)



причем известка оценка

Можно показать j что порядок итерации (25)оцределяет положи-
тельным корень [уравнения

оценки (j. 6) или (22) яри т>2, г>l следует, что в этом
случае

и порядок итерации (7) определяет положительный корень урав-
нения

и порядок итерации (7) получаем из уравнения

ъ О

* 2Н-Л? —i X“
ИХ

П
“ Х*П i !з:п_1

“х*1 1 £-1

!1V(xn’xn-I *• • • ’ хп>l+ l>~х"П<МПхп-х*П
Г

°||Хп_ 1-х*||
l'

l

Y'~r
0Y

~

J
~riY• • -гр„г =o Сер. [2]).

If ,
. ?_1 i_pу -(ш+г

0
-х)у -гху‘ r ? _I=o.

Аналогично при ш=l, r>i из (22) найдем

' 'Х*“Хл+l* Б“ 'l Iхп~х*!Г°+ "i Г l
.. e+l—x*jj

‘

*" 1

Y ”( r.+Dv'” ~p v 7 _q0 s '** r t-l=u *



Замечание 2. При практическом применении метода (7)
полезно обратить внимание на частные случаи, когда П(х)=Ф(х),
a V(x) определяет итерации r-ого порядка. В этом случае мо-
жем(7) представить в виде

Легко показать (аналогично доказательству сходимости ме-

тода Стеффенсена (ср. [б]), что итерация (24) имеет порядок
г+l.

Отметим, наконец, что все алгорифмы обобщенного метода
Стеффенсека, которые были построены з статье [B] для ре-
шения конкретных; типов операторных уравнений, пригодны и для
метода (24), если в разделенной разности Ф(Ф(хп);хп) заменить
Ф(хп) на V(xn ) .
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The Generalization of Aitken's Method for
the Solution of Non-linear Operator Equations

H . Koppel

Summary

In this paper Aitken’s method (5) is generalized for
the solution of non-linear operator equations in Banach

space. Two theorems on the convergence of the method (7)
are proved.From the practical viewpoint the most favourable
special, class of methods is (“24) . The generalized Steff en-
sen's method belongs also to this class.
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М. Левин

ЗАМЕЧАНИЕ О КОЭФФИЦИЕНТАХ ОДНОЙ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ

Рассмотрим квадратурную формулу

где р(х) есть четная, знакопостоянная, не эквивалентная
нулю и интегрируемая на отрезке [-I;3] функция.

Обозначим m=2* [o,s(sn+l)J » р=2* [o,s(n+l)J , где [х]
целая часть числа х. Рассмотрение функций х^(l-х2)п показы-
вает, что формула (1) не может быть точной для произвольно-
го многочлена степени ш.

Формулу (1) наивысшей алгебраической степени точности,
т.е. точную для произвольного многочлена степени т-1, можно
получить, исходя из интерполяционной формулы Эрмита. Однако
при этом вычисление коэффициентов становится громоздким.

Приведем сравнительно простую схему для вычисления коэф-
фициентов формулы (1) с алгебраической степенью точности
т-1.

Введем обозначения моментов

определителей

TALLINNA POLÜTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЯ А * 261 1968

УДК 518:517.592

/
1p(x)f(x)dx«E

I
[il, f (k) (-l)+B,f (k) (0)+Clrf

(k:) (l)j > (1)
-I k=o K K *

1 i
Ц±

= / p(x)z dx (i=0,1,• • •)»
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Справедливо следующее утверждение.
Коэффициенты форцулы (1),

точкой для любого многочлена
степени га-1, можно вычислять
следующим образом;

дкс*= "Süll) ’ (2)
1!2!...(п-1) !22“ V '

Ak=(-i)kc k , (5)

0 , к - четное;

V \ ' (4)
1 г к к!

' —[а-2 Z С. j , jj- - нечетное
к I i=o (k-i) I

(к = О,1....,п-1).

v d=o <k=°- 1 n-i>-

где

(p+2i)l
j— (i=O »X ? •••}П—l ; д=0 1 1 1 •••jk—1 fk+l f •••,n—1)>13 (p+2i-3)1

(fe) Iuik = 5 '



I
Доказывается это утверждение так. Подставим в*(1) зна-

Jjчения
для функций хр .=сЕЧ- г

, Хр+4 хт- :
. Решая полученную систе-

му методом Кламера, получим значения (2). Учитывая это,
взяв коэффициентами формулы (1) числа (2), (5), (4), непо-
средственной подстановкой убеждаемся, что она точна и для
функций 1,х,х“,... ,хр ” l ,х-р+’I ',х ,х-р+5,... »X111“ 1

. Этим ут-
верждение доказано.

Приведем примеры конкретных формул.

Эта формула точна для произвольного многочлена 9-ой степе-
ни.

Если в (1) взять р(х)=l, п=4, то получим точную для
произвольного.многочлена степени 11 формулу

Литература

1. N. Obreschkoff . Neue Quadraturformeln.Abhandlungen der
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Взяв в (1) р(х)=l и 11=5 и учитывая (2), (5), (4),
получим

1
;

i
f(x)ds«l^[4lf(-l) + l2BfCo)+4lf(l)]+^[f ,(-l)-f

, (l)] +

+SXS [f"(~l)+16f "

(0)+f "(1)] .

/f(x)(b&a5iI[103f(-I)+256f(0)+105f(l)]+^:[f
,

(-l)-f
,

(l)] +

+^^[ lsf"C-l)+^f , '(o)+lsf"(l)J+-~[f"' (-l)-f"' (l)] •

5465 , . 5465
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M. Levin

Remarks on the Coefficients of a Quadrature Formula
Summary

Рог the formula (1) coefficients are found in explicit
form so that the formula is exact for the polynomials of theoraer 2[0,5(3n+1)j-l. The coefficients are given by (2),(3) f(4). Some special■cases of the formula are considered.



Ю. Ярцев

О СХОДИМОСТИ ОДНОГО МЕТОДА КОЛЛOКАЩОННОГО ТИПА
ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ИНТЕГРO-ДИИЕРЕНЩАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В замечании 3 статьи [l] имеется указание на равномер-

ную сходимость одного метода коллокационного типа примени-
тельно к интегральному уравнению с непрерывным ядром и та-

ким же свободным членом. Однако оценка сходимости этого ме-
тода не дана. Позже- аналогичный метод под названием метода
С рассматривался в работе [2], где была доказана его равно-
мерная сходимость и приведена оценка быстроты последней для
случая дифференциальных уравнений с коэффициентами и правой
частью из класса Липшица с положительным показателем.В пред-
лагаемой заметке изучается сходимость метода С для интег-
ро—дифференциальных уравнений.

Рассмотрим уравнение

с граничными условиями вида
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2 pk(t)x (- +

k=o K

(1)

+f 2 q(t,s)x^(s)dsj=y(t)
-lk=o
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Относительно уравнения (1) и граничных условий(2) сде-
лаем такие предположения:

1. X не является собственным значением задачи(l,2);
2, коэффициенты и. суммируемые функции у

таковы, что

3. функции y(t) и qk(t,s) непрерывны при
t,seUi*i] .

Легко усмотреть, что предположение 2.позволяет постро-
ить последовательность полиномов степени m+k(k=o,lудо-
влетворяющих условиям (2). Обозначив зту последовательность
через будем разыскивать приближенное решение задачи
(1,2) з виде полинома

коэффициенты которого, согласно методу С, определим из ус-
ловий

Vx)aJi
1 (2)

+ /Y3k(s)x (k "1)(s)dsJ=o,

Ü=1»2,••.,m.

I L.ct*- 1)! m до,
J 3 ,k=l

т- Ctl-2n^a<nV t:> (з>ЛхЛ''~ * \ Рщ+к*
j£=ü

[L(xn)-y(t)j t=t =O, з=1,2, .. • ,n f
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где
ОПусть Н 2п~l есть клэ-сс алгебраических полиномов степе-

ни не выше 2п-1, для которых первая производная в узлах Чебы-
шева равна нулю. И пусть Ep r>_- ) [f] - наилучшее приближение
функции полиномами из класса . Тогда спра-
ведлива следующая теорема.

Если выполнены условия пред-
положений 1., 2. и 3* и в ка-

честве узлов коллокации вы-
браны узлы Чебышева, то: а) для
всех достаточно больших п си-
стема алгебраических уравне-
ний (4 ) однозначно разрешима,
б)приближенные решения (3,4)
вместе со своими производ-
ными до за - го порядка включи-
тельно равномерно сходятся к
точному решению задачи (1, 2 ) и
его соответствующим производ-
ным; в) быстрота сходимости ха-
рактеризуется следующими не -

раве нс твами

где Ак некоторые постоянные,не
зависящие от n«

=O , Õ=l»2, •.. ,n, (4)
dtm+l "

шах (-^[xCt)-xn(t)j|<AkE°n_ l [x <;m) J(n > n 0), (5)
dt

k=ojl j* *
* )Ш j
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Доказательство. Отметим прежде всего, что предположение
2.есть необходимое и достаточное условие существования функ-

яШ
дии Грина r(t,T) оператора при граничных условиях (2),

dtm
и, значит, если x(t) есть решение задачи (1,2), то справед-
ливо равенство

Воспользовавшись (б) и (7)> из уравнения (1) получим рав-
носильное ему интегральное уравнение

ввиду предположения 5. и непрерывности функций
atk

(k=0 ,1 1 ...,m-2) (см ., например, [3] ), есть непрерывная функ-
ция.

Поскольку полином 0,4) удовлетворяет граничным услови-
ям, то его можно также представить в виде

1
x(t)= /r(t ,т)<р(т)o.т, (6)

где

. (7)
dtm

1
Я>Сt)— / K(t,x)<p(T)dT=y(t), (8)

где ядро

ds , (9)
k=o k

atk k=o -1
*

ask

1
xn(t)= /r(t ,т)фп(т)<lт f (10)
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Обозначим через Т линейный интегральный оператор из
вС[-1;1] с ядром (9) и через Фп

- линейный проекци-
онный оператор, ставящий в соответствие каждой функции 'из

ее интерполяционный полином Фейера степени не выше
2п-1 по узлам (j=1,2, ».. ,гх) . Тогда уравнение (8)

О
и условия (12) Примут вид

соответственно (Е - единичный оператор).
Из равномерной сходимости интерполяционного процесса

Фейера по узлам Чебышева для любой непрерывной функции сле-
дует, что если в качестве точек коллокации в (4) взять t. =

23—l 3
= cos П, з=1,2,... ,п, то

2п

где

• (U)
dtm

И тогда условия (4) выразятся так:

1
<pn ,т)ф(т)сlт=у(* j) ,

(12)
dq, (t.)

=o* t de[-I;l] , Õ=l»2» •«•fn.
dt

(Е—ЛТ)ф=у (15)

и

(Е-ХФп'Г)ф=Ф Гlу (14)

lIT-VII - О (15)
П -» со
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(здесь и в дальнейшем имеется в виду норма оператора в прос-
транстве

Поскольку предположение I.влечет за собой существова-
ние линейной обратной операции (Е-ЛТ) - то, принимая во
внимание (15), заключаем', что для всех достаточно больших п
операторы Е-Х§пТ тоже обратимы, и имеет место неравенство

Действительно, из (15) следует, что для произвольного е>o
существует такое по(е)> что Для п>по(е)

Но из существования обратной операции для оператораЕ-ЛТ
вытекает существование такого числа то>o, что

Выбрав теперь е>o таким, чтобы М=шо-Ле>o, и отыскав соответ-
ствующее n

Q
(e)» имеем;

И(Е-ЛФПТ) 111<А<+оо, n>no . (16)

ЦТ-Фптц<е . (17)

Далее имеем

11(Е-ЛФпТ)хП>|l(Е-ЛТ)2|К !л Щ(Т-Ф пТ)х|| (18)

(имеется в виду норма в пространстве С[-1;1]).

Ц.(Е-ЛЛ?)хl l>mo i|xj| для всех хеС [-1; 1] .

Отсюда, из (17) и (18) следует

11(Е-Л$
П
ВД |>(а о

-Хе) IИI -

1!(Е-*ФпТ)хЦ>К|lхl|, IS>O
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для всех хеС[-1;1] и всех; п>п о(е) • Отсюда и следует наше
утверждение, причем А=М“^.

Итак, для л>по операторы Е-АФпТ обратимы.Но это рав-
носильно утверждению а) доказываемой теоремы.

Теперь заметим, что равенство

которое очевидным образом следует из (15)» совместно с(14)
дает

Отсюда, воспользовавшись (16), находим:

Пусть р - элемент класса , осуществляющий наи-
лучшее приближение ср. Тогда, имея в виду (19), получим

Из этого неравенства, а также из (6), (7)* (10) и (11) ста-
новятся очевидными утверждения б) и в). Теорема дока-
зана.

Фп(Е-ЛТ)<р=Фпу,

* Фп(Е-да<р=(Ег-Х$пТ)фп,

откуда

(Е-ЛФ
П
Т) (ф-<рп )=ф-$п ф •

11<р -<pnl |<А( I<р-Ф пфl i , n>n
0

. (19)

I !<p-(pn l iSACI Iф-рl l+l |Ф
П 1 И |р-<рll)<2АЕ^п_ 1 [<p] .



Следствие.

Пусть выполнены все условия
предпосылок теоремы и, кроме то-
го, коэффициенты уравнения (1)
и его правая часть принадлежат
классу Липшица с положительным
показателем а. Тогда при про-
чих утверждениях теоремы име-
ют место соотношения

Доказательство непосредственно вытекает из неравенств (5).
Действительно, если коэффициенты и правая часть уравнения(l)
принадлежат классу Липшица с показателем ооО, то и x^m\t)
принадлежит этому классу. С другой стороны, если x^m\t)e
elipa» то интерполяционный полином Фейера по узлам Чебышева

;tj удовлетворяет соотношению

(см., например, [2], cip. II).
Но тогда подавно

и, значит, справедливо (20).

Ив

max [x(t)-xr (t)J k=0,1,..., m; n>no
. (20)

t dtk

Oi

max jx(-m^(t)-F2n_I [x (' ;t] l=o[n 2]

EL-i[ x(m) 3=°[n~3
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über die Konvergenz einer Kollokationstypus-Hethode
für gewöhnliche Integro-Differentialgleichungen

J. Jarzev

Zusammenfassung

Im vorliegenden Aufsatz werden einige angenshrte
Lösungsmethoden der Grenzwertaufgabe (1-2) betrachtet, die
die Lösung in Form eines Polynoms (5) suchen, wobei die
Koeffizienten a^. durch die Bedingungen (4) festgesetzt
worden sind. Dabei wird die Konvergenz dieser Methode
festgestellt und die Abschätzung ihrer Konvergenzgeschwin-
digkeit im Falle Tschebyschevscher Knotenpunkte durchge-
führt .





Ю. Ярцев

О СХОДИМОСТИ МЕТОДА КОЛЛОКАДИИ

Исследованию сходимости метода коллокации з случае
обыкновенных дифференциальных, интегральных и интегро-диффе-
ренциальных уравнений посвящен ряд статей различных авторов
(см., например, [l-6]). Значительно меньше внимания до пос-
леднего времени ?>ыло уделено аналогичному вопросу в случае
дифференциальных уравнений, с частными производными. По-види-
иоиУ» С? J является пока единственной работой, рассматриваю-
щее сходимость метода коллокации в случае задач математичес-
кой физики. Одной из таких задач посвящена и настоящая за-
метка.

I. Рассмдтрим ’'равнение

-.ие Д оператор Лапласа с граничными условиями вида
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A^a-Au=v(z,v) , (i)

õu д\
= Г= 0 при s = о.п.

Эх 0ХР

(2)

Эи ö^u
= —“ = 0 при у = O,П.

Эу ЭуЗ
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Предполагаем, что

1. Л. не является собственным значением задачи (1,2).

2. v(x,y) непрерывна в квадрате r[o<x, ySIJ •

Эту задачу будем решать методом коллокации, для чего

приближенное решение выберем в форме тригонометрического по-

линома

коэффициенты которого определим из условий

т.е. из системы линейных алгебраических уравнений

Поскольку полином (5) цри любых удовлетворяет паевым

m n
u,(x,y)= E ' 2 su ,cos(k-l)x cos(!-l)y, (3)

10X1 k=l I=l ■

ü 2u(x,y) x=x£m) -№(x,y) w|';i =v(x,y) x=x|m)

y=y^n) y=yjn) y=7jn)

(x^ ;y^ x=l,2, .. . ,m; j=l f2,...,n,
Ü

E Ea. p{ [(k-l) 2+( 2-1) 2
]

2
•

k=l B=l **

(5)

•cos(R-l)y^ n) =v(x^m) ;y^ n) );

i=1»2,... ,ni; j=1,2,...,n.



условиям (2), то легко обнаружить, что нахождение полино-
ма (3)» удовлетворяющего условиям (4), равносильно решению
уравнения

Выберем узлы коллокации (х^ ; у^пЪ так, чтобы cosxV m)

( 7тЛ О
(i=1,2, ... ,m) и ' (3=1,2,»..,п) были корнями ортого-

нальных ка алгебраических полиномов Pm( z]_) и P n^ z2^s 1( Zl}
с весами , sn (2, )>s-,>o,

О л! J. J. ха-ф'5

соответственно полином m-ой степени, ~ поли-
ном n-ой степени). И пусть ~ наилучшее приближе-
ние функции v(x,y) полиномами вида

51

p
A um -Xu=(3 [v;x tyj (о)ЛШ. ТПП ТПTi L ’ г ' ,л v y

с условиями (2). Здесь

,y(

B
n) }(х,у) , (7)

где

� N m n cosy - созуЛП;
cä?°Cx,y) s П П —.

i~l cosxP^-cosx^ *Hp cosy^n '-cosy^n -'

iA * x l 0

s 2(s 2)

и ’ s 2(z 2>žs 2 >o ’

(1-Z^

a n
S £Ъ, p cos(k-l)x cos(2-l)y

k=l 6=l
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в квадрате г. Тогда можно доказать, что полином (7) сходит-г

ся в среднем с весом 82(0037) в квадрате г

к аппроксимируемой функции, причем имеет место неравен-

ство

Действительно, пусть ;Р }+ )2-q 0. Тогда, положив для

конкретности Мр, инеем

Вынеся во второй множителе постоянные за знак интеграла и

сделав в последнем подстановку имеем

e =// s(x,y){v(x,y)-C
im

|V;x,y;j }*d»iy<
ши r

<4E^_[v;r]/ /s(s,y)dxdy
.

(S)
™ r

;/s(x,y)C^:i<x.y)C^) (x,y)cbtdy=

Ti n cosy-cosy n cosy - oosy^
= f Sp(cosy) П П (ÕT" TnJ aJ ’

i 2 i-1 (n) (n) i=l cosy'; '-cosyS y

0 co*\ J-cosyJ q 3

' m fm;, m
,

(m) л
П (cosx-cosxV ') П (cosx-cosx> J )

issi i=l

•/ • ~
"

О

П П (cosx^-cosxV )

i=l i=l
i/P
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является полиномом степени m-2, а

ввиду предположения, сделанного относительно узлов коллока-
ции, есть полином степени ш, ортогональный на[-1;1] с весом

Отсюда и из очевидного равенства

1 s x^ z
.Jpk - J • dz^O,

-1 (1-zJ)*

ибо

%-2(*l )l= Jx
i/k, i^P

Pm CZj) = П <(Zj-coexfll^

Sx (z-p

Мтак,

Jkp?q = 0 ДР К fc-P 1 + P--Q. 1 0. (*)

m n
E S

k=l E=l **

следует

E E / / s(x,y) [C^I Jn ') (x,y)j‘::d3:dy=/ /s(s,y)dxdy. (**)
k=l I=l г e г



Пусть теперь является полиномом, осуществляющим
указанное выше наилучшее приближение функции v(x,y) .Тог-
да

Применив теперь неравенство Коши и воспользовавшись (�) и
(**), получим (8), откуда ввиду Е [v,rj >0 и вытека-

т,п-»оо
ет сходимость полиномов (7) к аппроксимируемой функции в
среднем с весом s(x,y) .

Покажем теперь, что если и(х,у) есть решение уравнения
(1) при условиях (2), то имеет место равенство

р
где g(x,y;£,T)) есть функция Грина оператора Д при услови-
ях (2). С этой целью представим решение (I) при условиях (2)
в виде

54

«mi“/ / s(x»y){vCx,y)-p
im

(x,y) + C
inn

[p
im

-v;x,y]}2 dXdy.

u(x, y)= / /q(x,y;g,Tj)
r

(9)
4

~~?~I /v(š» 1l) dŠ(iTl»
u л r

00 со
u(x,y) = Z Z avs coskx cos£y. (10)

k=o P=o

Если подставить (10) в (1), то получим

ßk?
cXw-t = —————— к j t=Q f1|2 f ..0, (11)

(Ai2) 2-x

где
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Предположим, что и (х,у) удовлетворяет уравнению

f
то и (х,у) есть фактически решение задачи (1,2) и, следова-тельно,

4
BfcE =T / М§»л) coslrj dgdrj. (12)

Д 2и = ф(х,у) (].з)

с условиями (2).
Решение этой задачи запишем в виде

I f 00 oo ,u (I х,у;_аоо + Е Е а coskx cosßy. (u)k=o !=0 '

(k JR I^o

Если

<p(x,y)=a.u(x,y)+v(x,y) ,

I
akP *

В частности,

* ß00 4aoo = aoo = ~
= ]5~ // v (15)Л u Л r

С другой стороны, подстановка (14) в (15) дает

, YkE
akl = “ 5 (kl+ 12 j £ 0; k, 2=0,1,2,, (16)

(X+ej
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И, наконец, (14) совместно с (15) и (16) дает возможность

утв ерждат ь , чт о

о
есть функция Грина оператора Д*" црк краевых условиях (2). Но
это равносильно (9) •

Воспользовавшись теперь равенством (9) » можем предста-
вить решение задач (I, 2) и (б* 2) в виде

где

4
ууl -~õ S I фС£>г))созк £ cosln

тГ r

4
u(x,y) = If g(x,y;^,T))cp(^,n)dC p~ / /v(S»r))d§drj,

г тс Л г

где

4 oo oo coskx cosEy cosk£ eos Et)
= 2 E*2 k=o E=o (k2

+ „2) 2
h- ie 12Q

4
U(x,y) = I Js(x,y;§ fTj)?(g,r|)dgdrj / /v(g,n)d£dii t (17)

г u А г

■Vn(x,y) = j / g(x,yig,rj)? -

r
(18)

4

ТС Л. 2?

где

<p(x,y) = д~и(х,у) , ?mn (x,y) = Д 2г;
Шl

(х,у) . (19)
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Равенства (17) и (18) в свою очередь позволяют заменить
краевые задачи (1, 2) и (6, 2) равносильными интегральными
уравнениями

Здесь уместно будет отметить, что общее ядро уравнений
(20) и (21), являясь функцией Грина оператора Д2

, содержит в
р ркачестве слагаемого функцию у(зс,у;£,п)=г

+ (у-т 1)2 ] 1/Ь и, следовательно, не определено при xi£,y=p. Од-
нако ввиду того, что

можно положить у(х »У»х »У) = 0 и функция Грина становится
непрерывной. Кроме того, можно показать, что

ф(х,у)-\/ ;g(x,y;š,t))<p(£,Ti) dŠd Tl =

г
(20)

4
= v(x,y) -J /v(š, rj)d§dt),

г

ФщдСХ’У) -а; /в(зс.Уss»тl)фтl(§,Г|)й§йт| =

(21)

= - 4 ycm[vl? , nJ d№ .

и

11ту(х,у;5,г1) = О,
х -> §+o

У -> т]±o

i+d
т±л = max / /[-^—7g(x,y;s,ri)] 2dsdn<+» (22)

г г axxay J

при o<i+j<2.

Из (20) и (21) следует
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где - резольвента ядра s(x,y,g ,г]) и для краткос-
ти обозначено

С помощью неравенства Коши из (25) получаем

Отсюда, с помощью неравенства Буняковского и имея в ви-
ду, что s(x,y)>s = > °» получаем

Теперь, принимая во внимание (24) и (8), имеем

ф(х,у)-ф (x,y) = х //Е (x,y;£ fT])ü)(£,T))d£dTi+a)(x,y) ,(25)
г

4w(x,y) = v(x,y)-C [Vix.yj 2 / /CvU»n) -

и r
(24)

- Cm[v;s,t)J]dsdr).

Очевидно

/ <+oo .

г

||ф "Ч»шпl*Ь^ху^<{//в(х 1у) [/ /Ех(х,у;^,п)а)(^,Тl)(l^атl] 2аз:<lу} l//г
+

+ {/ /s(x,y)w2 (x,y)dxdy}l/2
.

г

i,(P“cPmnllL^ < М[/ /s(x,y)w2 (x,y)dxdy]H (25)

M = 1 + -у {/ /s(x,y)[; /R 2(x,y;g,n)d£driJcbcdy}'' 2
. (26)

В/2 Г Г Л
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|,ф~*иА2, ,* М( +s(x,y) 11111

4
+ 7fVs(~-yH/

r
/[v(x >y)-o

lm[vix,yJ]dxdy} 2
<

, \l 4 2
-

Г + Г/ £mii <

5 31(1 + 55 Cf/»<*.y)a^ 14[f
r/sU,y)4äiT])^m (v !pj.

Итак,

1 I 2 Z BEnm jv;г] , (27)
s(x,y)

где

4L
B = 2M(I +—— . b> (28)

L =

(29)

Мз (17) и (18), с помощью (2?) и (8), имеем

Umn I - [/
r

/S2 (x .y;s»T))dsdT 1 11ф“Фшп ll 2 +

Ls(x,y)
. 4 yk Em[v;r] % 8L
Ast ■ (ВГ оо + -T7 ) • (50)

7t A

Аналогичным образом из (17), (18) и (27) получим
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Кроме того,непосредственно из (19) вытекает

Из всего сказанного выше следует

Теорема I.

Пусть имеют место предполот-
женил I к 2 , Тогда, если уз-
лы коллокации ; Уч тако вы,
что (1=1,2,... ,m) и cosySn ' ( j=l ,2,... ,n ),

суть корни ортогональных на

полиномов с весами

соответственно, тс пр и б л и -

женные решения (3>5) сходят-
ся к точному решению задачи
(1,2) с быстротой, характе-
ризуемой соотношениями

1 9 r Ti
EmnCv »r]

[u-u 1 < Brf - ,1 i i
L mnJ 1 </ iü

dxx 0yJ

l<i+j < 2 ...

I Cu” u
ian J 11 2 * ®Emn[v?r j

Ls(x,y>

s2 (z 2)

(s 1(zI )>si>o), (s 2 (z 2)>S2>o)
a~4)* d-z|)^

gl+3
11 —j—j [u(x,y)-umn(x,y)]llc <A. E^CvjrJ,

Эх 9yü

(3D
o<i+õ<2,
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а константы В, и L опре-
делены равенствами (22 ), ( 26),
(28) и ( 29 ) . Система (s)одно-
значно разрешима при любых
т,п>l.

Например, если положить

то соBХд т\ будут корнями полиномов Чебышева степени
* итип соответственно, и, значит, в этом случае имеет место

теорема I, причем s(x,y)=l.

2. В данном пункте рассматривается устойчивость метода кол-

локации (3-5)•
С целью упрощения дальнейших рассуждений запишем поли-

ном (5) и систему коллокации (5) в виде

1|Д2 [и(х,у)-иIШ(х,у)}|| 2
< ,

Ls(x,y*

где

s(x,y) = s-lCcosx) s 2(cosy) ,

1 v SL
= -17 (ВГ^

Л
+—

— ), s=s, s 0 ,
00 00 u 2X 12

ВГîd
Aid ” * 2Sx+^-2 *

(m) 2l 1
,

Cn) 2з 1x> '
= it, i =

'
= u, 3 =

1 2m 3 2n

N
= Д арфр (х,у) (32)



При практическом составлении системы (55)мэ.трица этой
системы, а также столбец свободных членов, как правило, вы-
числяются с некоторыми погрешностями. Поэтому коэффициенты
полинома (52) фактически находятся из "неточной" систе-
мы

в результате чего получается "неточное" приближение

которое, вообще говоря, при больших N может значительно от-
личаться от точного приближения (52) даже при достаточно ма-

62

N
и Mq), q = 1,2, ...,N=m»n (55)

соответственно. Здесь

“р = р = Ск- I ) П+'Е, > к = = 1»• • • »n;

4>(х,у) = cos(k-l) х cos(e-l) у ,

Г

= {[(к-1)2
+ (E-l)^J 2

- \}cos(k-l) X cos(E-l) у,

.

q = (i-1) n + j; i * 1 j = 1,...,n .

Д � Тщ] = Т(М
3) + 6 qi q= 1 (54)

N
Gmn(x ’ y) = Д sрфр(х,у), (55)
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лых Yqp и õ • Зависимость разности u
mri(x >y)-umr| (x,y) от

погрешностей у и б, а также разрешимость "неточной,,сис-
. У-темы коллокации (54) составляют сущность вопроса об устойчи-

вости метода коллокации. Устойчивость этого метода в случае
обыкновенных дифференциальных уравнений исследована Г.М.Вай-
никко в статье [53• Ниже устойчивость изучается в следую-
щем смысле.

Метод коллокации (5 -5) будем рчитать устойчивым,
если найдутся такие не зависящие от m и п постоянные Р,
Q и R, что для всех ш,п>l при система (54) однознач-
но разрешима и имеет место неравенство

Tjj - матрица погрешностей Ygp» рассматриваемая как опе-
рация из Ejj в = - вектор-столбец,
рассматриваемый как элемент пространства Rtf -jj, - прост-
ранство N-мерных векторов с нормой | }z| | = -

пространство N-меркых векторов с нормой ||z|| = j(l<i<N) .

Теорема 2.

Если выполнены условия тео-
ремы I, то метод коллокации
(5-5) устойчив.

Доказательство. Запишем системы (35) и (54) в ' виде

соответственно. Здесь - матрица системы (55)» рассматри-
ваемая как операция из Rjj в т~,

- ишГипт3ll 2 Ч|Г„|| + QIIB WII (36)
■ L 1

ANa (N)
= V (N) (57)

и

+ rN )“
(1I)

= + б(Н) (38)
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= (otp» ••• »aN )eEN >

= (aI .»»*,ctN )eRN ,

V(N)
= (V(M 1) > ...,V(MN ))einN .

Легко показать, что

ГО , рФ- q,

/ /фр
= J (39)

Upp » P= q.

где p = (k-l)n+E, k = 1 ? = 1,...,n,

Ги 2Х2
, k=e=l,

2
[(k-1)4

- X] 2
, k>l, I=l,

2

J
PP

=

2
[(E-l)4 -X] 2

, k=l, E>l,
2

%
2

I {[(E-l)2
+ (k-1) 2

]
2 -X} 2

, k, Ы.
4

Ввиду того, что X не является собственным значением за-
дачи (1, 2) ,Х А [(k-1) 2

+ (Е-1) 2 ] 2 для всех к,Е>l, и, сле-
довательно, J pr)

>o, р = I,...,Ы=т*п.

СтП finПусть J 4 ' = min J . Очевидно, что с увеличением N J 4 '

I<P<N рр



CWjне возрастает. Обозначив infJ 'через J при m,n -» со, иыееи

Составим теперь диагональную матрицу

и будем рассматривать ее как операцию из Ejj в Rjj. Тогда

1
= . Действительно (см., например, [B]), если

„00)й
DKe[Ejj -* Rjjj , то ilDjjll = где а - максимальное харак-

теристическое число матрицы *D^ . Но = Djj и, следова-

тельно, а = ■ •

j(N)

Положим

Нетрудно убедиться, что

б5

> J > 0.

сll 1 1
Dw = 1 л 9 Jt ’**” Jt ”**’ Jt )

J 22 JPP JNN

ß l' N)
= D“ 1a

(N)
=

ß = Djj oc = (ß^»• • • *

I»Чш - №шп'l2 - №(К) Ик., • (40>

1
(Ю (N)В самом деле, поскольку а = Djjß »то



Отсюда, учитывая (59)» получим (40). Можно убедить
ся, что

t t
где Ajj = Tjj = TjjDjj, равносильны уравнениям (37) и

(38) соответственно. Из (42) и (43) вытекает

Отметим, что из теоремы I следует обратимость операции
при любых m, n > 1. Покажем, что при этом

где а - постоянная, не зависящая от N. Из доказательства
теоремы I известно, что полином (52) с коэффициентами,
удовлетворяющими условиям (55)» является решением уравнения
(б).

Учитывая ортогональность полиномов C^ по весу

бб

iKA^r 1!! <а,

2 N Pp
Дum - = Д VX>y)

J
PP

-ŠJ - *C“mi - smJll 2 » W OO - э ([°|| • (41)
L 1 “N

Очевидно, что уравнения

pW = v<N >

И

(AN + rN>B (N)
= V(N)

+ 6(N)
, (45)

(a: � 4)0« -j»)). rV«-6«(«>w N
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s(x,y) и принимая во внимание равенство (**), имеем

Из (42), (40) и (46) теперь ииееи

откуда и следует (45).
Пусть матрица такова, что

и на основании теоремы 4 (2. 5) из [9] заключаем, что опера-
цин Ajj +гн имеет линейную обратную операцию при всех

2И д umn
" umn4T 2 - ma2: 1V(M ) | [//s(x,y)cbcdyj %

Ls(x,y) P r

Ho

2 1 2||Л uvm - XumJih 2 - Н д V “ 11 2 .s(x,y)>s>o.
1

Ls(x,y)

Значит

||д2ишп- "WU £
. (46)

4

где
1 1/

“ = [/ .
s/d r

< .

p т/ ßj^2

max (E YQD
) /2 =E. CXß<l.q P** а

1 . ßТогда |lrN H <R, а поскольку j |DJ | < ,то llrjl <

j/2 N iK^)"1!!



Но из обратимости операции вытекает обратимость опе-

рации Аэд + r N, что означает в свою очередь, что при lillil < R

"неточная" система (54) однозначно разрешима для всех N > 1.

Из (44), (41) и (47) имеем

Теорема 2 доказана.

Замечание. Воспользовавшись функцией Грина оператора

д2
- лЁ при краевых условиях (2), можно показать, что из не-

равенства (56) следует

68

цл 2 Ги -u l-x[u -u lil p< (lir Nll
(1°ll+ll&(K)li>

м д L amn ишп-’ л‘- mn mnjn-jj 2 И j/2

Но из (42) и (45)

< a max |V(M) \ ,

мег

1
и, следовательно,

Цй -
- ÜJIU - ЧИУ! + 0116 №) 11.

где

Р = a2 (l-ß)” 1 max » Q = ot(l-ß)
uer

N > 1, причем

IKŠ � г;)' 1!! ■

Ka - ÜJII * PljMrrfl * «13 И6(Ю 11. <**�**•
ax ay J cr



где Р. •, Q. . суть некоторые постоянные, не зависящие от m
J -*-tJ

и n e
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Über die Konvergenz der Kollokationsmethode

J. Jarzev

Zus ammenf as sung

Im vorliegenden Aufsatz werden die Konvergenz und die
Stabilität der Kollokationsmethode für die Randwertaufgabe
(Ij2) betrachtet, wenn die Lösung in Form (5) gesucht wird.



Ф. Вшxманн

О СУММИРУЕМОСТИ ФОРМАЛЬНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ

ДВОЙНЫХ РЯДОВ

Рассмотрим два ряда и Обозначим

В [l] приведена без доказательства теорема 17?! если
и

В настоящей заметке рассматривается одно возможное об-
общение этой теоремы на случай двойных рядов.

Введем необходимые понятия. Пусть даны два двойных ря-
да и . Обозначим через

индексы или пределы суммирования не обозначены,то воз-
можные индексы суммирования пробегают все значения от 0 дооо.
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TALLINNA POLOTEHNILISE INSTITUUDI TOIMETISED
ТРУДЫ ТАЛЛИНСКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА

СЕРИЛА й 261 1968

УДК 517.521.5

p 1 p p
A-q = 2 А = E c = S &,Ъ ,p k=o K p k=o K p k=o Kp *

2к2 1Ък 1 < 00,

то

Cp - BaJ + В*Ар = оСр),

где В = Sbk , В* = ЕкЪ^.

p.q io p oi * ii p »<i
V = k.Lo’“’ V = VV=0

API- Apq ■
k ,LoA“
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Под формальным произведением двух рядов будем понимать их
произведение Коши где

Обозначение аналогично. Мы говорим, что двойная после-
довательность {-A-pq} принадлежит к классу mc

Q
, если

lim А =0 и JA j< М для всех p,q = 0,1,..., к к
p,q-»oo Р

-
Р-

о 1 Р
классу с. , если lim А - О при —<—<X , X > 1 (X

Л p,q-»oo Pa- X q

зафиксировано). В дальнейшем этот предел будем обозначать
через

При доказательстве теоремы используется следующая
Лемма (см. [2], § 3)- Преобразование

переводит все последовательности {Ау }g тс о в последователь-
ности (А }е сх ТOГ Да и только тогда, когда

lim A = О
-» °э

pq

р»<l
°pq. =

к, q" E
‘

p»q.
A

?q
=

u ,v= q^pqV1uv

0
P»q 1 P

1 „,5JW S “ -*■

20 (T = 0,1 -°’

3° Cp.Jv-.iolWl=o (и = 0Д...О.
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Теорема. Если

1° {акl}€ тсо ,

2° E(k+l) 2 (l+l) 2 jlDkl l <oo ,

то последовательность

( + А^В01
+ А^В 10 >

pq pq pq Pq ) n

j (€ С Л ’

L (p+i)Cq+i) J
где

В =
ВOх

= Е1Ъкl , БlO
= ЕкЪ кl .

Доказательство. Поскольку

Р.П
Е (p-i+l)(q-k+l) с

.k
=

i,k=o

P.q Р.П
= 2 *uv. (P-i+ 1)Cq-k+l)bi_Ujk-v »

u,v=o x,k=u,v

то

■jn P.q p.q
°ia = 2 auv 2 [(p-u+l)(q-v+l) - (p-u+X)(k-v) -

u fv=o i,k=u,v

- (i—u) (q-v+l) + (i-u)(k-v)]T3i>-Uik_v =

= A JqB - A^B01
- A^B 10

-

u
Y

o
auv(p-u +l)(q-v+ l)[S]bst +
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_ тоДля. доказательства теоремы, ввиду условия I теоремы,
достаточно показать, что последовательность {r^(p+l)-^(q+l)~^}€

ес!? при всех i=1,2,3f4. С этой целью используем лемму.А
—

п
Выражения (q+l) можно рассматривать как преобра-
зования из пространства тто,с

о , где, например, для

Тем самым остается показать, что соответствующие t_
РЧл*V

удовлетворяют условиям леммы.
Рассмотрим остаток r-j , который состоит из трех слагае-

мых. Для первого слагаемого имеем

и так как по условию 2° теоремы при p,q -» oo

p»q. p»q
+ Z a (p-u+l) [S]tb . + Z a (q-v+l) [S] sb , +

u,v=o uv u,v=o uv sr

p » q
a

P“ U ’ q“ v
0 .11- * 10-nOl ЛOIЛO

+ 2 э, 2 stb I А Ъ *“ А Ъ А Ъ ~u,v=o^v s,t=o st pq pq pq

"Г 1 +Г 2 + r5 +r4 »

где

oo p—u, со 00, q—V
S=Z+ Z + Z

s=p-u+l, s=o, s=p-u+l,
t=p—v+l t=q-v+l t=o

(p-u+l)(q—v+l)
= bst

(p+1)(q+1)

(р-ш-l) (q-v+l) oo
t=E d , ,pquv „ -1 st 9

(P +D(q+l)

p,q , p,q (p-u+l) 1 v q—v+l) 1
2 jIC j < 2 = o(l) ,

u,v=o pquv • u,v=o (p+1)(q+1)
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то все условия леммы для Ърц-ц-у. выполнены. Для второго сла-г
гаемого

и тем самым условие 1° леммы выполнено. Условия 2° и 3° лем-
мы проверяются непосредственно. Поскольку третье слагаемое
остатка аналогично второму слагаемому, то доказательст-
во проводится здесь подобно предшествующему. Taie же рассма-
триваются остатки Г£ и г,,.

Осталось исследовать Условие 1° леммы выполнено,
поскольку

Условия 2° и 3° леммы выполнены.
Теорема полностью доказана.

0 (p-u+l)(q-v+l) p-u,oo
=

(p+DCa+D bst '

v=q-t+l

о 1 p
Теперь, ввиду условия 2 теоремы, при —< < Л,

X q

p,q р 1 p,q p-s ,q
S (t 1 < -{ 2 |Ъ j 2 (p-u+l). ;u,v=o pq v (p+I)(q+1) s,t=o,l st u=o,

v=q-t+l
%

p,OO P-S,q
•(q-v+l) + 2 [Ъ . 1 2 (p-u+l)(q-v+l)} =

s,t=o,q+l u,v=o

1 p ,00
= { 2 (p+s+2)(p-s+l)t(t+l)l Ъ ,1 +

4(p+l)(q+l) s,t=o,l

P»<»

+ 2 (p+s+2)(p-s+l)(q+l)(q+2) Jb , J} = 0(1) ,

s,t=o,q+l oi;

p,q p—u,q—v
S 1 E stb .1 = ö[(p+l)(q+l)]

u,v=o s,t=o
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т.е. произведение Коши и стесненно равносуммл-
руемы методом Чезаро C'L,X

.
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On the Summation of the Formal Product
of Doable Series

E.Vichmann

Summary

In the monograph hy G. Hardy "Divergent ijthe
theorem 177 is given about the summation of the formal pro-
duct of two series. In this paper one of the possible gene-
ralizations for double series is given.

Еоли при (p,q)x -* со Ар
°

= о [(р+l) (q+l)] и Арр
=

= о[(р+l) (q+l)] и, в частности, если

(p+l) a(q+l)ßapa = о(1), а>o, B>o, a+ß>l,

то

Cpq - aJJb = о[(р+l)С q+l)j >
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