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ВВЕДЕНИЕ

Было показано*, что расчет статически неопределимых
конструкций значительно облегчается, если для решения
систем канонических уравнений применить вычислитель-
ные методы линейной алгебры. Затрачиваемое на расчет
время сокращается за счет применения матричных опе-
раций и использования всех вычислительных возмож-
ностей малых счетных машин (арифмометров). Эти методы
позволяют решать системы уравнений с двумя-тремя
десятками неизвестных с практически разумной тратой
времени. Возникают поэтому возможность и необходи-
мость сделать первые шаги в вопросе решения систем
уравнений с большим числом неизвестных и выяснить
теоретические и практические возможности для решения
таких систем. В связи с трудностью поставленной задачи
при ограниченном объеме статьи мы вынуждены применять
обозначения теории матриц и ссылаться на ряд теорем.
Выводы мы приводим лишь те, на которые не можем
сослаться в других работах. Мы сделаем все возможное,
чтобы работа была понятна специалисту по строительной
механике, мало знакомому с теорией матриц.

1. ПРОБЛЕМА РАСПАДА СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

Систему линейных алгебрических уравнений можно за-
писать в нескольких формах:
в развернутой

* См. [9], [6], [7]. [lo], [М],[l3], [l4], [ls], [l6].

£3llXl + (312X2 + (ЗI3Х3 + (314X4 = (31,
(З2IХI + (З22Х2 + (З23Х3 + (324X4 = (32,
ЙЗIХI + (332X2 (Зззхз + (334X4 = Ü3,
Ö4IXI + (342X2 + (343X3 + «44X4 = «4, (О



4

В (2) и (3), помимо записи чисел в таблицах (матрицах),
указаны и операции над ними. Развернутая запись (1)
разъясняет, что подразумевается под термином «умноже-
ния матрицы А на столбец неизвестных х» и что следует
понимать под знаком равенства. Операция умножения
матрицы на столбец состоит из простых операций
«умножения строк на столбцы». Запишем для ясности,
например, произведение первой строки А на столбец х:

Отметим, что произведение строки на столбец в числах
выполняется на арифмометре методом накопления за один
вычислительный прием без записи промежуточных резуль-
татов. Это обстоятельство и определяет сокращение вре-
мени при выполнении матричных операций на арифмо-
метре и общую экономию времени при решении систем
линейных алгебраических уравнений.

Допустим, что, вместо неизвестных х, мы введем не-
известные у, определяемые такими линейными выраже-
ниями:

Подставив (5) в (3) в символах, мы (формально) полу-
чим матричную запись операции подстановки:

Подставив же в развернутой форме (5) в (1), мы выясним
смысл операции умножения матрицы на матрицу и одно-

Xl = Qliyi + Qizyz + <7I3Z/3 + yny± + Cjx,
x = Qy + <7; x* = + qzzyz + <?2з£/з + qziyi + qz,

Xs qsiyi ~f- qszyz H~ уззуз -Ь qsiyi H~ Qs,
Xi qnyi H~ qizyz ~h qisys -f* qayi ~r */4.(5)

таблично
au ai 2 CLI3 au xi ai
azi Ö22 Ö23 Ö24 . X2 = az
asi asz азз asi хз аз
au #42 Ö43 Ö44 Xi ai (2)

и в матричных символах
Ах = а. (3)

Xl
II j X2 111(0110120:13014 .| x = CLl\CLllXl + + CLI3X3 +0114ЛГ4 = CLI

Il Xi ' (4)

AQy +Aq=a;AQ=С;а— Aq = c\ Су = c (6)



5

временно получим правило для определения элементов
Cik матрицы С = AQ. Здесь мы опять встретились с опе-
рацией умножения строки на столбец. Например, сгз, сз
определяются так:

И так, переход от неизвестных х к неизвестным у (опера-
ция подстановки) связана с операцией преобразования А
путем умножения А на матрицу Q справа.

Можно преобразовать систему уравнений (1) еще и
другим путем: умножить последовательно первое, второе
и т.д. уравнения на какие-то определенным образом вы-
бранные числа р ii, pi2, pi3 ... и в результате сложить
все уравнения. Мы получим таким путем новое уравнение
с прежними неизвестными. Это уравнение можно принять
за первое уравнение новой преобразованной системы
уравнений. Подобным же образом мы можем получить
второе уравнение преобразованной системы уравнений
(умножением на другие числа ръх, р22, . . .) и т.д. Указан-
ное преобразование системы уравнений (1) равносильно
умножению обеих частей (3) слева на матрицу преобра-
зования Р:

Здесь мы также встречаемся с операцией умножения
строки на столбец; например, элементы Ьи и bз преобра-
зованной матрицы В и Ьз будут определяться так;

q13 qi
и n <723 11 11 q%

C23 =f| 02102202302411 . g33 JСз = Ü.3 || 0310320330:34 | .

qi

РАх = Ра; РА = В; Ра = Ь; Вх Ь, (7)
где

| Pll Pl2 /?13 pi4 61l 612 Öl3 614
Р = i /?21 р22 р23 p2i В = Ьзl 622 Ьзз £>24

рз\рззрззргь £>3l £>32 £>33 £>34
I />4l /742 /?43 pii £>4l £>42 643 £>44

! au ai
1 11 I аз\ i ii ii 6Z2
Ь4l = /24 1/942/243/044 jI . азl Оз —(| />3l/?32/>33/>34 |( .

Uil ai
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Указанное преобразование называется преобразованием
А посредством Р умножением слева.

Из изложенного следует, что преобразование матрицы
умножением справа и слева имеет совершенно различный
смысл, и поэтому при умножении матриц нельзя менять
порядка следования матриц-сомножителей, так как вообще

Однако, бывают такие матрицы (они встретятся в даль-
нейшем), произведение которых не зависит от порядка
следования сомножителей. Такие матрицы носят название
перестановочных (коммутирующих) матриц.

Из изложенного видно, что матричная символика вы-
звана стремлением кратко записывать довольно сложные
выражения и зависммости: линейные выражения (1),
(5); операции подстановки (6); преобразования систем
уравнений умножением слева и справа и т.п. Все мат-
ричные операции, кажущиеся сложными на первый
взгляд, имеют вполне определенный и простой смысл.
Поэтому можно матричные операции рассматривать от-
дельно, не записывая каждый раз полностью те выраже-
ния, куда они входят; например: в запись систем линей-
ных уравнений, в запись линейных выражений, в запись
замены переменных в линейных выражениях и т.д. При
отсутствии навыка при пользовании матричной символи-
кой могут возникнуть некоторые затруднения, но эти за-
труднения на основании изложенного всегда можно пре-
одолеть, возвратясь к развернутым выражениям и к тем
зависимостям, которые записываются в матричных сим-
волах. В ближайших выражениях мы будем писать парал-
лельно с матричной записью и развернутые записи, но
последние все реже и реже. Многие примеры и доказа-
тельства мы проведем в развернутой форме для матриц
невысокого порядка, матричная запись их будет авто-
матически приводить к обобщению.

Проблему распада системы линейных алгебраических
уроавнений в общем виде можно сформулировать так:
сДля данной матрицы А найти такую матрицу преобра-
зования Q для умножения справа и матрицу преобразо-
вания Р для умножения слева , чтобы в результате таких
преобразований получилась бы матрица В простой напе-

А . В ф. ВА .
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ред заданной структуры». Поставленная проблема в мат-
ричной символике запишется так:

Простейшей из возможных матриц В будет являться
единичная матрица /, которая имеет такой вид;

При таком выборе матрицы В система уравнений ока-
жется решенной относительно у:

Несколько более сложную систему уравнений мы полу-
чим, если после преобразования А посредством Р и Q
мы получим матрицу В в виде диагональной матрицы D:

что дает соответствующую систему уравнений относительно
неизвестных у

Можно предположить, что в некоторых случаях (ниже
мы их подробно рассмотрим) матрицу А можно будет
преобразовать к квазидиагональной форме

dn ООО
В— D = О d22 О О

,

О О dss О
! О О О dn (11)

dnyi bl,
d22y2 = Ь2,

_

Уззуз = Ьз, b = Ра.
dayi = bi. (12)

PÄQ = B. (8)

100 0 0
0 10 0 0

В= I = 0 0 10 0
000 1 0
О О О О 1 J (9)

У 1 = bi,
г/2 = &2,

уз = Ьз, b = Ра.
У4 = Ь\\ (10)
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с соответствующей системой уравнений

Приведение матрицы заданной системы уравнений к
квазидиагональному виду, если такое приведение не тре-
бует затраты большого времени, снижает трудоемкость
решения системы уравнений с, первоначально заданной
матрицей. Дело в том, что при решении системы уравне-
ний число вычислительных операций приблизительно
пропорционально кубу числа неизвестных совместно ре-
шаемой системы уравнений. Поэтому число операций при
решении системы уравнений (14), например, будет при-

! близительно в семь с половиной раз меньше числа опера-
ций при решении соответствующей первоначальной сис-
темы уравнений. Нижеизложенные методы, главным обра-
зом, будут касаться методов приведения заданной системы
уравнений к квазидиагональному виду, т.е, к распавшей-
ся системе уравнений.

Порядок написания уравнений и порядок следования
неизвестных можно выбрать любым образом. Поэтому при
распаде системы уравнений получаемые при распаде мат-
рицы по внешнему виду могут не походить на квазидиа-
гональные. Например, переменив в (14) и (13) порядок
следования уравнений и неизвестных, мы получим по
внешнему виду другие матрицы:

bn bi2 i О О О
£>2l £>22 ; 0 j О О

В 0 0 j Ьзз ; О О

0 0: 0 j £>44 £>4s
0 0 i 0 | £>s4 £>ss

1 i (13)

bnyi + £>i 2Z/2 = £>i,
£>2lZ/l + £>22i/2 = £>2,

_ _

Ьззуз = Ьз, Ь = Ра.
£>44i/4 “Ь Ь iõys £>4,
£>s4i/4 + Ьъъуъ = £>s. (14)
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Назовем такой вид распада «распадом с матрицей в фор-
ме решета».

В матрице (13) можно сделать группировку элементов,
выделив отдельные клетки-субматрицы. Как следует из
(14), каждая диагональная клетка является матрицей
системы уравнений, но с меньшим числом неизвестных.

Квазидиагональная матрица является примером кле-
точных матриц (см. ниже); она обобщает понятие диаго-
нальной матрицы.

Теорема о существовании двух матриц преобразова-
ния Р и Q, которые преобразуют заданную матрицу А
(совместной линейной системы уравнений) в заданную
матрицу В, выбранную так, чтобы соответствующая сис-
тема уравнений распалась или приняла желаемый для
нас более простой вид.

Предположим, что обратимая* матрица А определяет
систему линейных уравнений

Допустим еще, что матрицу А можно представить в виде
произведения целесообразно выбранных обратимых мат-
риц L и G:

* Обратная матрица к А обозначается А~'. Заданная и ее об-
ратная матрица связаны соотношением А.А~I =А~ I А— I, где
/-единичная матрица [см. (9)]._Умножая (17) слева на А~ l получаем
общее решение (17): х = А~Iа, 1а, пригодное для любых а. Умноже-
ние на / подобно умножению на единицу, поэтому символ / часто
опускается.

bnyi -f- Ь\ч.у± b i,

Ьззуз = Ьз,
Ьъъуъ -{- = £>s,

£>2i*/i + = £>2,
Ьъьуъ + = £>4. (15)

6ii 0 0 bi 2 О
О Ьзз ООО

В* = 0 0 Ьъъ 0 Ьы
£>2l 0 0 £>22 О
О 0 £>4s 0 £>44 (16)

Лх = а. (17)

А = LG, (18)
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следовательно, G определяется равенством

Умножая (17) слева на L~ x
, учитывая (19), получим

Предполагаем также, что обратимую матрицу В мы
также можем представить в виде произведения матриц
М и N:

Назначить матрицу В можно по-разному. Например:
положить, что В = I единичная матрица, что В диа-
гональная матрица, треугольная, квазидиагональная и
т.п. Если заданная матрица является матрицей канони-
ческих уравнений метода сил, то можно потребовать,
чтобы В была матрицей канонических уравнений метода
деформаций и наоборот. Произвольную матрицу А можно
заменить матрицей В легко решаемого трехчленного,
пятичленного вида и т.п.

В (20) мы можем произвести замену неизвестных

потребовав, чтобы матрица Q удовлетворяла условию

При обратимости G это условие всегда выполнимо
а потому

Подставляя (22) в (20), учитывая (24) и что G- 1
. G /,

получим:

Умножая последнее равенство слева на М, получим

Gx L~ xa. (20)

G = 1т1А. (19)

В = MN. (21)

х = Qy, (22)

GQ = N. (23)

Q = G-W. (24)

Ny = L~ xa. (25)

MNy = ML- Xa.

Ho (21) MN В; обозначая
b ~ ML~ X a, (26)
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получим желаемый результат

Остается еще найти выражение, определяющее Р. Из
(21), (23) и (19) следует, что матрица В получается из А
умножением слева на Р и справа на Q. В самом деле:

Итак, матрицы Р и Q определены полностью (24), (29)
теорема, изложенная на стр. 9, доказана.

При доказательстве на матрицы А, L, G, В мы нало-
жили лишь условия их обратимости. В остальном их
выбор может быть любым. Отсюда следует, что существует
бесчисленное множество матриц Р и Q, которые преобра-
зуют А в В. Для целей вычислительной практики из
этого множества возможных матриц Р и Q надо выбрать
такие, получение которых потребует наименьшей затраты
времени.

Приведенное доказательство одновременно дает и вы-
числительный алгорифм для получения матриц Р и Q.
Нельзя, конечно, предположить, что этот алгорифм
является единственно возможным, и что он во всех слу-
чаях решает поставленную задачу при минимальной
затрате времени для получения матриц Р и Q.

Ниже мы увидим, что для определенного вида матриц,
не применяя приведенный алгорифм, можно будет найти
матрицы Р и Q, приводящие к распаду, почти без вычис-
лений или при малой вычислительной работе. Для мат-
риц других видов мы при прямом отыскании Р и Q встре-
тимся с большими затруднениями, а приведенный алгорифм
хотя и приведет к желаемому результату, но потребует
больших вычислений. Проще будет решить систему урав-
нений с матрицей А, чем преобразовывать ее в матрицу В
более простого вида. Но так или иначе, теорема о сущест-
вовании матриц Р и Q говорит, что попытки их найти
какими-либо иными средствами отнюдь не безнадежны.

В качестве примеров на применение полученной тео-

В = MN MGQ = ML-XAQ = PHQ. (28)

Одновременно следует, что

Р I ML-\ (29)

Ву - V. (27)
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ремы изложим теорию нескольких эффективных методов
решения систем линейных уравнений, предназначенных
для вычислений на арифмометре. Эти методы еще очень
редко применяются в строительной механике, а потому
изложение их теории представляет самостоятельный инте-
рес. С другой стороны, изложение этих методов на основе
применения теоремы существования облегчит дальнейшее
развитие темы.

2. МЕТОД БАНАХЕВИЧА*
Положим в (21), что М единичная матрица [см. (9)];

тогда В = N.
Выберем матрицу В с таким расчетом, чтобы преобра-

зованная система уравнений легко решалась. Так как
система уравнений с треугольной матрицей вида

решается очень легко. Примем, что В —• верхнетреуголь-
ная матрица

Примем, что L нижнетреугольная матрица вида

* См. [26] стр. 44, [27] стр. 21, 249, 251, 260, 264, 317, [lB] стр. 87

lii ООО
/21 /22 О о
/з1 /з 2 /зз О
/41 /42 /43 /44

xi -j- b 12X2 *Т bi3X3 т b 14X4 bi,
Х2 + Ь-23Хз + &24Х4 = Ь2,

Хз + Ö34X4 = Ь3,
Xi = bi (30)

1 612 bi 3 614
D

0 1 &23 Ö24
ä - 0 0 1 034

00 0 1

Положим в (18), что G В; следовательно
А = LB . (31)
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Непосредственно получаем:
по (29)

Наша задача свелась к определению элементов матриц
L и В по наложенному условию (31). При условии, что
/А/ф 0 и что все последовательные главные миноры мат-
рицы не равны нулю

все элементы L и В всегда можно определить.* Они опре-
деляются последовательно из условия (31). Допустим,
что уже вычислены элементы первых двух строк L и В
и что надо вычислить элементы третьей строки L. Умно-
жая третью строку L последовательно на первый, второй,
третий столбец В, получим три матричных уравнения для
определения Isi, /32, /ззг

При вычислениях, проводимых на арифмометре, ука-
занные формулы не записываются. Значения искомых
элементов определяются методом накопления. Величины

* В весьма редких в практике случаях, когда не соблюдается
условие (35), один из диагональных, элементов матрицы L окажется
равным нулю. В этом случае вычисление дальнейших элементов
L и В станет невозможным. Но если решаемая система уравнений
совместна ([Л] ф О), то соответствующей перестановкой строк й
столбцов матрицы А, т. е. изменением порядка следования неизвест-
ных и изменением порядка написания уравнений, можно добиться
удовлетворения (35). /Л

1 \Ь\2 Ь l3
О 1 (у 23/31/32 /ззОЦ, o=аз:;||/зl,/з2,/ззОЦ.| q = з2;{ lзl,lз2,lззo\. j =озз,
о|о | о .

откуда

/зх = asi, 132 = 0.32 /31&12, /зз = oзз /31613 /32623.

Р = L-\ (32)
по (24)

Q = G~ 1N = B~ l B =I, (33)
по (26)

‘

b = В-'а. (34)

л
1
1
;2
2 ;;-^°; к =1,2, з п. (35),
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/31, /з 2 , /зз вписываются непосредственно в таблицы без
всяких других записей. Детальное описание метода
Банахевича опускаем,

3. МЕТОД ХОЛЕЦКОГО, * НАЗЫВАЕМЫЙ ТАКЖЕ
МЕТОДОМ КВАДРАТНЫХ КОРНЕЙ

Метод Холецкого применим к решению симметричных
систем уравнений. Он возник ранее метода Банахевича.
Все рассуждения проводятся так, как было уже изложено
в пункте 2, но, поскольку сейчас матрица А симметричная
и ее элементы удовлетворяют условию

основная зависимость (31) записывается иначе:

Нижнетреугольная матрица М' является транспони-
рованной по отношению к верхнетреугольной матрице М.

Взаимно транспонированными называются две матрицы,
строки одной из которых являются столбцами другой, т.е.

Вычисления элементов матриц М' и М во всем анало-
гично вычислению элементов матриц L и В в пункте 2.
Для вычисления диагональных элементов необходимо
извлекать квадратные корни, почему этот метод и получил
свое второе название*.

* См. [lB] стр. 87 и след.; [2o].
** Для транспонированных матриц применяется также обозна-

(ТР) /тр)чение М и для элементов ik и m‘ lk . См. [2B].
* См. [6], [7].

m'll ООО /7711 /77 12 /77 13 /771 4]
М' __

ITl' 21 ГП.'22 0 0
_

0 /7722 /7723 /7724
ш' 31 t7l' 32 ш' 33 0 ! ’ 0 0 /7733 /Т734
/тг' 41 /77'42 т'43 /тг'44| ООО /77441 (38)

> (36)

А Щ М'М ** (37)

m' ii = /72и ; m' ik = /72ki ;/,k= I, 2, ... n. (39)



4. ВАРИАНТ ГМ-МЕТОДА
ГМ-метод возник как вариант метода Гаусса, основной

идеей которого является последовательное исключение
неизвестных из заданной системы уравнений. ГМ-метод
построен для полного использования всех вычислитель-
ных особенностей счетных машин, почему и получил свое
название (М машинный, матричный). Приведем сейчас
вариант ГМ-метода, приняв в (21), что матрица В
единичная матрица

Поскольку В единичная матрица, мы можем принять,
что М и N также единичные матрицы. В выражении (18)
примем, что L нижнетреугольная матрица, а G верх-
нетреугольная матрица точно такого же вида, который
получается при решении системы уравнений по алго-
рифму Гаусса, т.е. вида

При выбранных таким образом матрицах В, М, N, L,
С получаем:

Система уравнений (27) примет вид полностью распав-
шейся системы

На основании (22) и (45) мы можем вернуться к перво-
начальным неизвестным х и получить общее решение,
пригодное для вычисления х при любой заданной правой
части а:

15

по (29)
Р = L-\ (42);

по (24)
Q = (Г 1

, (43);
по (26)

F~= L~V. (44).

У = Ъ. (45)

1 ООО £ll £l2 gl3 £l4
j _

Ääl 1 0 0
.r _

0 £22 £23 £24 / 4 | ч
L - /31 /32 1 0 >0 - 0 0 £33 £34 1 ’

Ui /42 /43 1 0 0 0 £44

В = I. (40)

х = GT 1L~ Ib. (46)
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Элементы матриц L и G можно определить теми же при-
емами, что и в пунктах 2 и 3. Но они могут быть получены
и иначе по обобщенному правилу исключения*. Обра-
щение треугольных матриц производится очень легко.
Обратная матрица к нижнетреугольной матрице будет
также нижнетреугольной матрицей, обратная к верхне-
треугольной также верхнетреугольной. Поэтому L -1

и G~x будут иметь такой вид:

Само же обращение будет производиться на основании
зависимостей

При вычислениях на арифмометре каждый элемент вы-
числяется без всяких промежуточных записей. Объем
вычислений при обращении треугольных матриц исклю-
чительно мал. Если А симметричная матрица, то между
строками L и столбцами G обнаруживается такая зависи-
мость: элементы i-той строки G, поделенные на свой диа-
гональный элемент, равны элементам /-того столбца мат-
рицы L. Поэтому в случае симметричной А достаточно
обратить только матрицу L. Элементы матрицы G~x полу-
чаются делением столбцов матрицы L~ x на диагональный
элемент с последующим транспонированием в строки
матрицы G~x . Поскольку существует только одна обратная
матрица, мы, произведя в (47) умножение матриц G- 1 и
Lr 1

, могли бы записать (47) в обычной форме через обрат-
ную к А матрицу;

Таким образом, мимоходом мы получили теорему: обрат-
ная матрица от произведения двух матриц равна произ-
ведению обратных матриц множителей, взятому в обрат-
ном порядке:

Опираясь на это равенство, мы могли бы получить (47)
* См. [6], [7].

1 0 0 0 fn Т l3 Т l4

=

bl 1 0 0 (47) G_, =
0 Т 22 723 724 (48)А.31 А32 1 U (J ü J33 J34

Х4l Х42 Х43 1 I ООО J44

LL- 1 = I, GG- 1
= /. (49)

x = A~la. (50)

А- 1 = (L . G)- 1 = G- 1!- 1
. (51)



йз (41) непосредственно. Но тогда бы мы не проиллюстри-
ровали теорему пункта 1. Если ставится жесткое требо-
вание: получить общее решение (17) с минимумом вычисле-
ний и притом так, чтобы вычисления неизвестных по общей
формуле были бы также наименьшими, то общему решению
(46) следует отдать предпочтение перед общим решением
в форме (50). Дело в том, что матрица А может иметь много
нулевых элементов. Наружные, «габаритные» элементы А
остаются нулевыми (на соответствующих местах) и в мат-
рицах L— 1 и G- 1. Матрица А-1 обычно не содержит нулевых
элементов. Поэтому, применяя общее решение в форме
(50), мы выполняем дополнительную работу по перемно-
жению матриц и усложняем вычисление неизвестных.
Формула (47), однако, обладает тем недостатком, что
надо записать «промежуточный результат» произведе-
ние L~ lb и полученный вектор вновь помножить на
G-1

. Количество же вычислений по сравнению с вычисле-
ниями по (50) одинаково или меньше (последнее слу-
чается чаще).

5. КЛЕТОЧНЫЕ МАТРИЦЫ

Мы уже встречались с понятием матрицы, разбитой на
клетки, когда говорили о квазидиагональной матрице
(п. 1). На клетки может быть разбита любая матрица.
Разбивка на клетки является только группировкой (по
каким-либо признакам) элементов заданной матрицы,
при которой никаких вычислений не производится. Усло-
вимся разбивку матрицы на клетки всегда производить
так, чтобы на главной диагонали образовались квадрат-
ные клетки (существуют названия: блоки, ящики и др.).
В строительной механике, когда говорят о групповых
неизвестных, групповых перемещениях и т.п., тоже ис-
пользуют понятие «клетка», но только применяют дру-
гую терминологию. При умножении клеточных матриц
(матриц, разбитых на клетки) правило умножения число-
вых матриц обобщается и заменяется правилом умноже-
ния строки клеток (комплекс чисел) на столбец клеток
матрицы множителя. Записывать клетки мы будем боль-
шими буквами, так как «клетка» является матрицей.
Мы не исключаем случая, когда какая-либо из диагональ-

17
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Hbix клеток будет состоять из одного элемента, т.е. будет
простым числом. В дальнейшем матрицы преобразования
Я и Q мы будем применять только в виде диагональных (и
квазидиагональных матриц (клеточных) и будем пред-
полагать, что диагональные клетки Р и Q, стоящие на
одних и тех же местах, имеют один и тот же порядок.
Преобразовываемую матрицу А мы также будем пред-
полагать разбитой на клетки и притом так, чтобы на глав-
ной диагонали А располагались клетки такого же порядка,
как на соответствующих местах матриц Р и Q. В развер-
нутом виде клеточные матрицы Я, А, Q будут записываться
так:

Результат преобразования Л посредством умножения
слева на Я и справа на Q, где Я и Q квазидиагональные
матрицы, будет относительно простым:

Каждая клетка матрицы 5 может быть вычислена по
формулам

Формулы (54) позволяют выполнить преобразование (53)
по отдельным клеткам, что упрощает вычисления.

Учитывая, что правила умножения клеточных матриц
и обычных числовых матриц аналогичны, мы можем при-
менить формулы (54) и в том случае, когда Я и Q обык-
новенные диагональные числовые матрицы.

(52)
РпО О О АиА 12А13А 14 QnO О О j

п__ О Р 22О О -А— [Л2IЛ 22Л 2зЛ 24 . /o_. О Q220 О
О О РззО ’ Л31Л32Л33Л34 ’ О О Q330
ООО Ра А 41Л42Л43Л441 ООО Q 44

(53)
РиЛпфп РиЛ 12 Q22 РиА 14Q44

£ _ p/[Q |P22i421Q1l P22A22Q22 P22A23Q33 Р22А24 Q 4 4
|РззЛзl(Зп P33A32Q22 P33A33Q33 Р3 3 Л 34Q4 4
Р 44Л 41 Qll Р4 4Л 42Q2 2 Р44Л43<Ззз P44A44Q44 !

silj Ри Äfc Qkk > sjji Qii • (^4)
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6. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Ортогональные преобразования в строительную меха-
нику корабля были введены И. Г, Бубновым*, П. Ф. Пап-
ковичем, А. А. Курдюмовым и др. Позднее, для целей
общей строительной механики, они были применены
А. А. Уманским и И. Л. Жодзишским **. В ГДР эти пре-
образования помещены X. Бальдауфом*** в учебник по
строительной механике как «обязательный материал».
Вопросы, связанные с ортогональным преобразованием,
в настоящее время чрезвычайно бурно (особенно за рубе-
жом) развиваются и совершенствуются, и те вычисления,
которые недавно считались трудными и трудоемкими,
уже перестали быть таковыми. Мы ограничимся лишь
самыми необходимыми сведениями и сообщим о наиболее
совершенных для практического применения методах.

Решая какую-нибудь статически неопределимую систе-
му методом сил **** с выбранными неизвестными силами
х и известной матрицей единичных перемещений А, можно
поставить вопрос: нельзя ли выбрать новые групповые не-
известные (силы) так, чтобы групповые перемещения по
их направлению были бы пропорциональны числу \? По-
ставленная. задача при трех неизвестных формулируется
так;

Система уравнений такого вида носит название «веко-
вой» (или характеристической). Эта система уравнений
имеет отличные от нуля решения, если ее вековой опреде-
литель равен нулю при вообще различных значениях X.
Разворачивая вековой определитель в алгебраический

* См. [l]
** См. [24]

*** См. [26]
**** При методе деформаций рассуждения аналогичны.

auxi + 0:12x2 + aiзхз Xxi
Ü2lXl + Ü22X2 + 023X3 = XX2
0:31X1 -j- 0:32X2 + аззХз = Ххз

Ах = Xx.
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Полином*, мы получим вековое (характеристическое) урав-
нение.

Каждому корню (собственному числу) X/ уравнения (55)
будет соответствовать свой собственный вектор (значе-
ние Xi при полученном X, ). Будем нормировать собствен-
ный вектор так, чтобы сумма квадратов его элементов

* Для разворачивания определителя третьего порядка проще
всего использовать общую формулу. Д (А) = А3

— SiA 2 + 52A
53=0; 5j = ап -}- Ü22 ~Ь Ö33*

I п п I \ п п \ [/у /т 1 Iа п ö l2 а l3
С

=
Öll«12 +

en fl13 _L «22 «23 ; 5 = я й д 1I Ö 2l C 22 I I а 3l а 33 I а 32 а 33 I \ й ü U \
I U3l U32 и 33 I

5i и S 2 вычисляются на арифмометре одним приемом. 53 по
элементам строки с одной промежуточной записью. Для разворачи-
вания определителя до десятого порядка можно применить метод
неопределенных коэффициентов см. [2l],* [l9], [2o]. Необходимые
значения определителей проще всего вычисляются по ГМ-методу.
Определитель равен произведению диагоналньых элементов ма-
трицы 0;Д =gn g23 gnn
Для этой же цели можно применить вариант метода Крылова (см.
[l7], [2l], [2B], [B]. Этот метод имеет недостатки как теоретического,
так и чисто вычислительного характера. Лучшими качествами обла-
дает мало известный в СССР метод Гессенберга (см. [27] стр. 316).
Для определения корней векового уравнения на арифмометре сле-
дует применить метод Лобачевского Греффе (см. [22], [23], [2B],
или метод Ньютона в комбинации с методом Горнера [22], [23]. В
последнее время появился вариант этого метода (Лемер [2B]), в
котором при вычислениях нет необходимости прибегать к логариф-
мам. Все вычисления производятся на арифмометре, извлечения кор-
ней высоких степеней не требуется. Мы не имеем здесь возмож-
ности изложить все эти методы, хотя и отлично сознаем, что от
их практической эффективности зависит эффективность предлагае-
мых вариантов решения проблемы распада. Указанные методы зна-
чительно более совершенны, чем другие методы, описанные в техни-
ческой литературе.

<2ll-X <212 <2.13
<22i Q22 -X 023 —o= X 3 Х“ -(- S 2 X—Bз —0;
<231 <232 (233-Х

Д(Х) =\A—U\ = (—Х)« +Si(-X)"- 1 +52(-Х) я- 2 +...+SЛ =O.
(55)

_ l o У Qii a lk (.с __

s а'а а '1к аи
Si=Xö,i; S2- Д аыакк\';

. 1 au Ош аи
i —1, 2, . . . n\ k —1, 2, . . .

n; l = I, 2



была бы равной единице. Совокупность всех нормирован-
ных собственных векторов образует ортогональную мат-
рицу 2, вычисленную по отношению к А:

Ортогональные матрицы обладают рядом свойств, упро-
щающих вычисления. Сейчас для нас важно следующее:

что говорит о чрезвычайно простой обратимости ортого-
нальных матриц: обратная матрица к ортогональной равна
ее транспонированной. Поставленная задача таким обра-
зом разрешима: можно найти групповые силы с группо-
выми перемещениями, пропорциональными собственным
числам. Эти направления сил и перемещений назы-
ваются главными или собственными, чем подчеркивается
их принадлежность к матрице А. Все главные векторы
сил и перемещений взаимно ортогональны:

Величина («длина») векторов перемещений равна соб-
ственным числам. Все изложенное аналогичным образой
можно распространить и на метод деформаций.

Умножая А справа на ее ортогональную матрицу и
слева на транспонированную, мы преобразуем А к диа-
гональной матрице, на главной диагонали которой стоят
собственные числа.

Преобразование вида (59) называется ортогональным
преобразованием. Ортогональное преобразование является
частным видом преобразования матрицы А умножением
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Xl о ... о
о х 2 ... о

Q'AQ Л; А =

О О' :’! \п (59)

СОИ Шl2 . . . (1)1,1
(1)21 0)22 .

.
. (02/г

2 =

(1)„ 1 ш л 2 . . . (О пп

2- 1 - 2', (57)

Q'Q = 02'=/. ' (58)
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слева и справа на выбранные каким-либо образом мат-
рицы Р и Q. При ортогональном преобразовании

Скалярной матрицей называется диагональная матрица,
на главной диагонали которой стоят одинаковые числа:

Ниже мы будем использовать свойство, что (скалярная)
матрица не изменяется при ортогональном преобразовании

Собственные числа и векторы можно найти также и
итеративными методами*. Особенностью этих методов
является то, что в процессе последовательных приближе-
ний одновременно получаются собственные числа и соб-
ственные векторы. Процесс последовательных приближе-
ний иногда сходится очень медленно (требуется несколько
десятков приближений). Существуют несколько предло-
жений для ускорения процесса приближений. Укажем
на один прием, хотя и немного трудоемкий, но простой
и всегда ведущий к значительному сокращению числа
приближений. При применении этого приема итерируется
не матрица Л, а ее степени А 2

= А .А или А 4 =А 2 . А 2 .
В этом случае число приближений сокращается соот-
ветственно в два и четыре раза.

Степенные матрицы обладают рядом свойств, которые
мы используем в дальнейшем:

1. Матрица А в степени п имеет те же собственные
векторы, что и матрица А. Собственные числа матрицы
А п равны /г-степеням собственных матрицы А.

2. Степенные матрицы взаимно перестановочны:

* См. [l9] Пункт 81, стр. 207 и след.

Q'SQ = S. (62)

а 0 0 ... О 100... О
0 а 0 ... 0 010... 0
0 0 а ... 0 0 0 1 ... О =дl

... О .' .’ .’

ООО... а 000...1 (61)

Р = 2' и Q = 2. (60)

Am .An =An .A m = Л"1*". (63)
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3. Любая матрица В
, перестановочная с матрицей С,

может быть определена линейным выражением

гдеп порядок матрицы С, pi, р 2 , . . рп произвольные
числа. Этим выражением исчерпывается все множество
линейно независимых перестановочных матриц*. Пере-
становочные матрицы обладают для нас важными каче-
ствами. Собственные векторы, следовательно, и соответ-
ствующие ортогональные матрицы у всех перестановочных
матриц одинаковы. Собственные числа определяются вы-
ражением. аналогичным с (64):

Для практических вычислений главный интерес состав-
ляет то, что у различных матриц могут быть одни и те
же собственные векторы (ортогональные матрицы), что
значительно сокращает вычисления. Поэтому формула (64)
заслуживает внимания как критерий наличия одинаковых
собственных 11векторов**. В перестановочности матриц
можно, конечно, убедиться, произведя умножение мат-
риц и меняя порядок матриц-сомножителей. Но на это
обычно тратится больше времени, чем при применении (64).
Матрица В будет перестановочной с С и в том случае, когда
степень матричного многочлена будет и больше, и меньше
п. В этом случае также будет справедлива и формула (64).
Такие матрицы будут линейно зависеть от матриц вида Б.

7. ТРИ СЛУЧАЯ РАСПАДА ПРИ
ОРТОГОНАЛЬНОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ

С КВАЗИДИАГОНАЛЬНЫМИ МАТРИЦАМИ
I случай

Ничего не теряя в общности изложения, лишь для
простоты записи предположим, что матрица А имеет
четвертый порядок и что она разбита на четыре клетки,
которые являются перестановочными матрицами (64).

* См. [2s]. Глава VIII.
** См. примеры в пунктах 8,9, 10,

1+ Р* п 2+.. . + Б jП+ рп • (65)
£

В = piC"- 1 + р£"~ 2+.. . + Pn-iC' +Рп Л (64)



24

Если матрица А симметричная матрица, то суще-
ствуют еще дополнительные условия симметрии:

Поскольку клетки А перестановочные матрицы, то
для каждой из них существует общая для всех клеток
ортогональная матрица. Ввиду этого очень легко будет
составить матрицы преобразования Р и Q.

Для этого надо будет решить вековое уравнение только
для одной клетки, найти собственные векторы и соответ-
ствующую ортогональную матрицу. Матрицы преобразо-
вания Р и Q будут ортогональными квазидиагональными
матрицами. Запишем их в обычном виде и в форме клеточ-
ных матриц.

Так как Pи Q — квазидиагональные матрицы, то резуль-
тат преобразования мы можем сразу записать, используя
формулу (53):

Поскольку диагональные клетки перестановочные мат-
рицы, то на основании (59) матрица PAQ примет форму
решета, где на главной диагонали каждой клетки ока-
жутся собственные числа (соответствующие данной клет-
ке).

* Это написано только для пояснения.

XnOXisO amfl:i-(-u)2iö:2 bi
Q'AU=PAQ= ?X“№2 *

; b =Pä= “i*ai+»2ao 2
=

Ы
X310X330 (I)иаз4'Ш2lа4 Ьз ' ’

0X420X44 «нгСз-Ь 0)220:4 bi

(JL) 11CD 2li 0 0 (1)11(1)12: О О
Р— (1)12(1)22; 00

_

IQ/ 110 . q_q_ 0)21(1)22; О 0 JQIIO -p=Q'
“ = Ö0 :(!)Ц(!)21 11 ОО 1(011 (1)22 J OQII

I 0 0 ; (1) 1 2(1) 2 2 О 0 :(1) 21(1) 2 2 (68)

рА Г) й / цО
>

L4llАl2 Йцo й'цДцЙцй'цЛ 12Й11[!_п'ДР*
Ой'п И21Д22 Ойп й'пЛг^пй'пД22Bll;

j üll Ül2 j <213 <2X4 jj
j Ü2l Ü22 j Ü23 <224 j All Аl2

I Ü3l Ü32 I Ü33 <234 I 21 22

|| üil <242 \ Ö43 <244 (66)

CL k Oki, А2l = А' l2 (67).
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После перестановки порядка следования неизвестных и
уравнений соответствующая система уравнений примет
вид:

Все изложенное без каких-либо ограничений обобщается
на матрицы любого порядка, разбитые на любое число
клеток. Так как вычисление собственных чисел для дру-
гих клеток по известным собственным векторам не
составляет большого труда, главная тяжесть вычислений
падает на решение векового уравнения только для одной
клетки. Вопрос о перестановочности клеток решается на
этапе составления системы уравнений.

И случай
В практике решения систем канонических уравнений

строительной механики нередко бывает, что внедиаго-
нальные клетки являются скалярными матрицами или
являются диагональными матрицами, которые можно
преобразовать в скалярные матрицы. В этом случае мат-
рица А будет иметь такой вид:

Так как скалярная матрица перестановочна с любой
матрицей [см. (64)], то этот случай будет отличаться от
первого только внешней формой матрицы А. Все останется
без изменении, как и в первом случае, только внедиаго-
нальные клетки придется просто переписать. Как уже
говорилось выше, ортогональное преобразование не из-
меняет скалярных матриц.

* Решение системы с матрицей в форме решета, или с переста-
новленными строками и столбцами. По всем изложенным в пункте
2 методам решение требует одинакового числа выкладок и записей.

au ai 2 | si 0 r j
a2i a22 j 0 si 7lusi |

S 2 О I азз ci3i\\ 52A22 j
0 S 2 : a43 a44 (71)

Xuyi -f- Xist/3 = b I,*
Xsiyi + Хззг/з = b3,

+ = b2,
Х42У2 + Х44У4 = 64, (70)



26

111 случай

Предположим, что клетка Л22 матрицы Л является
диагональной матрицей, а клетки Лl2 иЛ 21 имеют несколь-
ко столбцов, ортогональных к собственным векторам
клетки Ли. В этом случае нет необходимости, чтобы
порядок клеток Ли и Л22 был бы одинаков. Чтобы под-
черкнуть эту особенность, в качестве примера матрицы Л
возьмем матрицу пятого порядка:

В качестве матриц преобразования примем матрицы Р
и Q в таком виде:

Матрицы преобразования P и Q и в этом случае следует
рассматривать как квазидиагональные матрицы ортого-
нального преобразования. Наличие единичной клетки
ничего не изменяет, так как единичная матрица обладает
всеми свойствами ортогональной матрицы. Полагаем,
что клетка Q ц является ортогональной матрицей по
отношению к клетке Ли. Рассмотрим внедиагональную
клетку после выполнения преобразования посредством
Р и Q (53):

«110)21(1)31 II j Ш4 (215 J Q
Q ЧIЛI2/ = ! «120)220)32 I. 1 (224 025 j Q J

«13«23«33 j | Ö34 Cl-35

«n«2i«3ii 0 0 «п«12«1з: О О
«12«22«32; 0 0 „ , «21«22«23; 0 0| П ПР = «13«23«33| 00= "о <Q== «31«32«33: 00 ' =

„ Н
о о õTTo и 7 ' о о оТТо
О О ОIО 1 000101 (74)

a11a.12a.13 \ ai4ais
(221022023 ! Я24Й25 \ Л Л I 1

А <2зк2з2(2зз : d34d35 = И} 1ЬД 12 III A21U22 II
(241(242(243 j Ц44О
(251(252(253 ; 0 dõs (73)

IjXuOisi 0 bi
лп ОХ22 !О Sl - n— Õ2 /70.PAQ =

*ofsa ; ь = Ра = ь 3
<72)

(0 52 !0X44
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По предположению некоторые столбцы клетки А l2 орто-
гональны к некоторым собственным векторам клетки Ли;
поэтому при умножении 2'п на Лl2 часть элементов
станет нулями, а некоторая часть может быть отличной
от нуля. Случай, что все элементы станут нулями, не
исключается.* При последующем умножении на единичную
матрицу никаких изменений не произойдет. Итак, после
проведенного ортогонального преобразования во внедиа-
гональных клетках окажется много нулей. Число нулей
зависит от того, всем или не всем собственным векторам
клетки Ап ортогональны столбцы внедиагональных кле-
ток. При указанных матрицах Р и Q клетка Ли преобра-
зуется в диагональную матрицу, на диагонали которой
окажутся собственные числа X/ ,

а клетка с диагональной
матрицей D 22, для которой преобразование сведется к
умножению слева и справа на единичные матрицы, оста-
нется без изменений. Вся матрица А после преобразова-
ний примет вид неправильного решета.

Число единичных клеток в матрицах Р и Q может быть
и более одной. Рассмотренный третий случай очень часто
встречается при расчете симметричных статически не-
определимых конструкций с простой и сложной симмет-
рией (см. пункт 8,9, 10), т.е. тех конструкций, которые
могут быть расчитаны весьма популярным приемом пре-
образования нагрузки на прямо и кососимметрическую
(говорим о простом и об обобщенном приеме).

* Возможны самые разнообразные распределения нулей в клет-
ках А l2 и Л2ь Все зависит от характера элементов клетки.

АцО 0 : 0 Ь\Ьо л 22о Iо о ;

PAQ = 0 0 Лзз 0 0 (
0 0 Õ ! ЛззО j
ЬыО О i О (1ы I ( 75 )
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8. МЕТОД ПРЕОБРАЗОВАНИЯ НАГРУЗКИ НА
ПРЯМО И КОСОСИММЕТРИЧЕСКУЮ * КАК

ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ ОРТОГОНАЛЬНОГО
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Метод преобразования нагрузки на прямо и кососим-
метрическую обычно воспринимается как сильный метод,
возникающий почти интуитивно при каждом исследова-
нии и по этой причине не нуждающийся в теоретическом
обосновании. Такое суждение, однако, не открывает
дороги для дальнейшего развития и обобщения этого
метода, а иногда приводит и к неверным выводам. Обыкно-
венно этот метод применяют к расчету только геометри-
чески симметричных конструкций, и поэтому возникают
утверждения, что к расчету несимметричных конструкций
он не применим. Однако можно в геометрически несим-
метричной конструкции подобрать соотношения линей-
ных размеров и жесткостей для стержней так, что метод
преобразования нагрузки будет применим без изменений.
Те элементарные сведения по теории матриц, которые мы
изложили для того, чтобы обогатить теоретические сред-
ства строительной механики, позволят нам показать, что
метод преобразования нагрузки является частным слу-
чаем применения ортогонального преобразования. Этот
более общий метод будет применим к широкому классу
конструкций, для которых условие симметрии не будет
являться обязательным. Мы показали выше, что любую
систему уравнений можно привести к распаду. Вопрос
состоит лишь в том, с какой затратой сил и времени это
выполняется. А последнее целиком и полностью зависит
от характера матрицы левой части системы канонических
уравнений. По этой причине возможность применения
метода преобразования нагрузки зависит только от
характера матрицы левой части. Преобразование правой
части (зависящей от нагрузок) играет только второсте-
пенную роль. Для большей ясности дальнйшее изложение
теории мы проведем на примерах. Но во избежание недо-
разумений подчеркнем, что примерам мы отводим главынм
образом иллюстративную роль. В примерах для большей-

* См. [2], [3], [s].
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ясности будет содержаться много материала, который
можно будет свободно опустить при практических вы-
числениях. Системы уравнений по этим же соображениям
не будут содержать большого числа уравнений, для ре-
шения которых, собственно говоря, и предназначена
излагаемая теория.

Пример 1.

На вкладном листе № 1 приведен расчет симметричной
рамы методом деформаций. Эту раму, как обычно бывает
в практике, надо рассчитать на несколько (пять-шесть)
видов нагрузки. Составляя матрицу канонических уравне-
ний, мы приняли такой порядок записи неизвестных и
уравнений, при котором одинаковые элементы, стоящие
на главной диагонали, группируются попарно. Соответ-
ственно этому и была произведена разбивка матрицы на
клетки. Первое, на что мы обращаем внимание, это то,
что все диагональные клетки ялвяются перестановочными
матрицами. Приняв во внимание (64) и приняв простей-
шее, что

мы замечаем, что все диагональные клетки матрицы А
могут быть получены из С и единичной матрицы / путем
умножения на нижеследующие множители;

Следовательно, все диагональные клетки А будут пере-
становочными матрицами и будут иметь одинаковые соб-
ственные векторы и одинаковые ортогональные матрицы.
По формуле (65) определятся сразу и собственные числа.

D(X) =

* X J =ь X 2 —1; X, =±l. Xn = 32, 32;
X 22 =8.(+1) + 48 = 56,40; Хзз =B.{±l) + 40 = 48,32;

X 4 4 -24, 24; X55 =6, 6.

c _ il 0 1L ~j| 1 0 ’

Лll=o ]Р +32l^lЛ2^Bl?^4B -Р;Лзз= lРl+4^l
Л Л О1; | QЛI 0! . Л А О 1 I А 10!Л44 0. J o|+ 24 0 jj, Ass 0•1о + 6 ■ 0 11'
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Далее замечаем, что клетки Ахг, Ах з, Аг з, А34 и сим-
метрично им расположенные клетки А 2l, А зх, А 32, Ахз
будут скалярными матрицами (61), и, следовательно, они
будут инвариантными при ортогональном преобразова-
нии (62). Поскольку матрицы Ахх, А ы, Аьь являются
вырожденными, вторая компонента их собственных век-
торов может быть взята произвольно. Чтобы не было
этой неопределенности, рассмотрим не вырожденные клет-
ки А:22, А зз. Подставляя сюда уже ранее вычисленные для
них собственные числа 56, 40, 48, 32 и полагая хг = 1
(одна компонента собственного вектора всегда может
быть взята произвольно), получим для первой компоненты
значение xx = 1 и лт = -1. Матрица собственных век-
торов для всех диагональных клеток А получится такой:

■

Нормируя к единице, получим соответствующую орто-
гональную матрицу:

Просматривая клетки А ls, А 25, А 35, А 45, замечаем, что
их строки (столбцы) ортогональны к строкам и столбцам
матрицы собственных векторов. Мы встретились здесь с
третьим случаем, при котором возникает распад системы
уравнений (п. 7), Но одновременно для клеток Лхs , А 25

удовлетворяются и условия первого случая (п. 7). Соот-
ветственно третьему случаю, для клетки Й55 квазидиа-
гональной ортогональной матрицы преобразования мы
выбрали единичную матрицу. В данном примере эту
клетку можно было выбрать такой же, как и остальные.
На вкладном листе № 1 приведены матрицы преобразова-
ния П', Q и матрица 5 = Ü'AQ, полученная в результате
проведенного преобразования. Матрица 5 в результате
ортогонального преобразования при симметричной А
всегда будет получаться симметричной. Матрица 5 полу-
чена нами в форме решета. Ее можно переписать в явной
квазидиагональной форме, что и выполнено на вкладном
листе № 2. Как мы уже говорили выше, распавшаяся

j_-i_
1/2 у?

2ii = Q22 =£233—Qa— 125 5 = 1 1
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система уравнений с матрицей в форме решета или (без-
различно) в форме квазидиагональной матрицы решается
по ГМ-методу с одинаковым числом выкладок. По этой
причине распавшуюся матрицу обычно переписывать не
требуется. А если ставится цель получить минимум
записей, то следует удовлетвориться формой решета.
После изучения теории и приобретения навыков в ее
использовании нет надобности в выписывании матриц Q'
и Q. Элементы матрицы 5 выписываются сразу.

Правая часть преобразуется умножением а слева на
матрицу Q' . В примере симметричная нагрузка принята
в первом случае нагрузок. Здесь решается только одна
система с четырьмя неизвестными. Несимметричная на-
грузка фигурирует во втором случае нагрузок. Здесь
необходимо решить порознь системы уравнений с че-
тырьмя и шестью неизвестными. Особенность ГМ-метода,
как известно, состоит в том, что преобразование левой
части не зависит от преобразования правой части и что
большая часть работы падает на преобразование левой
части. Все эти особенности, снижающие трудоемкость
вычислений, сохраняются и в данном случае.

Решая систему уравнений с матрицей S, мы получаем
значения неизвестных у. Значения неизвестных х опре-
делятся по формуле (22) или (60):

'Главной задачей при расчете рам является построение
эпюр изгибающих моментов. Покажем, что для решения
этой задачи нет надобности переходить от неизвестных у
к неизвестным х и что можно ограничиться вычислением
только неизвестных у. В работах* было показано, что
вычисление изгибающих моментов на концах стержней,
составляющих раму, определяется матричной формулой:

где через М обозначена вся совокупность (вектор) изги-
бающих моментов на концах стержней, В-матрица пере-
хода от неизвестных х к указанным моментам, М°-вектор

* См. [6], [7], [ll], [l3], [l4].

X = Qy = % (76)

M = Вх + М°, (77)
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изгибающих моментов в основной системе. Формула (77)
после подстановки в нее (76) примет такой вид:

откуда следует, что, вместо вычисления х по (76), можно
вычислить матрицу BQ и затем определять значение
изгибающих моментов по неизвестным у, минуя вычисле-
ние х по (76). Такое решение целесообразно проводить
при очень большом числе правых частей. На вкладном
листе № 2 проведено вычисление моментов по указанному
варианту. Там помещена матрица ££>

, по которой не-
посредственно по неизвестным у вычислены изгибающие
моменты на концах стержней, составляющих раму. Не
будем останавливаться на вопросах детального сопоста-
вления изложенного метода с общеизвестным методом
преобразования нагрузки на прямо- и кососимметриче-
скую. Эта связь чрезвычайно прозрачна и поэтому ее
легко установить. Заметим лишь, что в клетке ортого-
нального преобразования как при не нормированных
собственных векторах

первый вектор соответствует симметричной нагрузке,
второй кососимметричной нагрузке. В изложенном
методе все вычислительные процессы проходят автома-
тически. По этой причине его целесообразно применять
при большом числе правых частей. В отличие от обще-
принятого варианта изложенный метод всегда дает сим-
метричную распавшуюся матрицу и поэтому никогда не
приходится прибегать ни к каким приемам симметризации.

о 1-1
“W 11’

так и при нормированных собственных векторах

1 —1

а„ = V* Уз
1 1у2 у2

M - BQy + м°, (78),
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9. РАСПАД СИСТЕМЫ КАНОНИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ ОБОБЩЕННОГО МЕТОДА

ДЕФОРМАЦИЙ * ДЛЯ СЕТЧАТЫХ КОНСТРУКЦИЙ,
ОБЛАДАЮЩИХ ДВУМЯ ОСЯМИ СИММЕТРИИ.

Мы рассмотрим основной тип сетчатых конструкций
систему перекрестных балок. Другие сетчатые конструк-
ции системы неразрезных балок, опирающиеся на
однотипные рамы, на арки и другие упругие опоры
будут рассчитываться аналогично. Для сетчатых конструк-
ций удобно применить обобщенный метод деформаций,
введя в основную систему, вместо балок с защемленными
концами, систему неразрезных балок на шарнирных
жестких опорах. Для таких балок заблаговременно можно
составить вспомогательные таблицы (назовем их для
краткости «ключами»), в которых помещены опорные
изгибающие Моменты, реакции, возникающие при еди-
ничном смещении опор, а также опорные изгибающие
моменты и реакции опор от внешних нагрузок. Пример
такого ключа помещен на вкладном листе № 3. Крутя-
щими моментами при расчете сетчатых конструкций
обыкновенно пренебрегают**, так как их влияние обычно
весьма невелико. При наличии указанных ключей и при
пренебрежении крутящими моментами обобщенный метод
деформаций, по сравнению с обычным методом деформа-
ций, сокращает число неизвестных в три раза, что убеди-
тельно доказывает его преимущества. За неимением места
не будем останавливаться на весьма интересном вопросе,
что обобщенный метод деформаций, обобщенный метод сил,
метод групповых неизвестных и некоторые другие методы
являются также методами, ведущими к распаду систем
канонических уравнений, и подчинены изложенной выше
теории.

Пример 2.

На вкладном листе № 4 приведены схемы перекрытия
и исходная матрица А, составленная по ключу вкладного
листа № 3. Каждое каноническое уравнение составлено
из условия, что в наложенной против вертикального

* См. [4], [s].
** См. [4], [И], [l3], [l2].
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смещения узла связи реактивное усилие от всех смеще-
ний и внешних сил равно нулю. Система уравнений со-
ставлена так, что реакции от смещений симметрично рас-
положенных узлов 1,7, 9, 3 сгруппированы в клетке ап.
Реакции следующих симметрично расположенных узлов 2,
4,8, 6, 5 сгруппированы в клетке Ли. Реакция централь-
ного узла 5 образует клетку, состоящую из одного эле-
мента. Рассматриваемое перекрытие симметрично относи-
тельно двух осей. Поэтому для определения собственных
векторов и собственных чисел мы можем использовать
соображения, основанные на симметрии конструкции, и
не производить раскрытие векового определителя, вы-
числение собственных чисел и векторов общими матема-
тическими методами. Так как элементы клетки Ли свя-
заны только с перемещениями узлов 1,7, 9,3, то рассматри-
вая возможные перемещения этих узлов, мы должны
считать, что узлы 2,4, 8,6, 5 неподвижны (на них нало-
жены связи). Для ортогональной матрицы йп, соответ-
ствующей Ли, в силу симметрии перекрытия относительно
двух осей можно сразу указать, какими должны быть
столбцы. По величине компоненты столбцов должны быть
одинаковыми, а знаки должны быть подобраны так, чтобы
столбцы между собой были ортогональны. Внизу слева
на вкладном листе № 5 показаны векторы возможных
перемещений. Эти векторы выбраны по принципу, очень
близкому к тому, что и в методе преобразования нагрузки
на прямо и кососимметричную: мы наперед устанавливаем
значение неизвестных. Но здесь мы имеем дело с сим-
метрией относительно двух осей. После нормирования
ортогональная клетка Пц примет тот вид, который при-
веден в матрицах П', Q ортогонального преобразования
(вкл. л. № 4). Клетка Л22 является распавшейся (вырож-
денной) матрицей. По этой причине соответствующую
ортогональную матрицу мы выбрали также вырожден-
ной, подобно тому, как то было у нас в примере 1. Но в
силу того, что клетка Л 22 вырожденная, соответствую-
щую ортогональную матрицу можно было бы выбрать
такой же, как и у Ли, т. е. принять, что Й22 йи.
Рассматривая клетку Лl2, мы заметим, что столбцы этой
клетки будут ортогональны к собственным векторам кле-
ток Ли и Л22, поэтому при ортогональном преобразовании
там возникнет много нулей (пункт 7, случай 3). Преобра-
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зование клетки выполняется по формуле (54) (см. вклад-
ной лист № 4 матрицы Q'iiAn и й'п/ПгП 22). На том
же вкладном листе приведена преобразованная матрица
5 = Q'AQ, вверху справа записанная в виде «решета»,
внизу в явной квазидиагональной форме. Система
уравнений после ортогонального преобразования рас-
палась на независимые группы: с одним неизвестным,
две системы уравнений с двумя неизвестными и одна
система уравнений с четырьмя неизвестными. Последняя
система уравнений по пункту 7 (случай 3) еще может
распасться на две системы уравнений с двумя неизвестными
в каждой, В самом деле: диагональные субклетки 544 (ква-
зидиагональной матрицы) являются вырожденными матри-
цами. Поэтому компоненты их собственных векторов могут
быть выбраны любым образом, например, так, чтобы
соответствующие собственные векторы были бы ортого-
нальны к столбцам внедиагональных субклеток (544).
Условия третьего случая удовлетворены. Очевидно, су-
ществуют еще и какие-то другие матрицы Р и Q, близкие
к Q' и Q, которые сразу преобразовывали бы систему
уравнений с матрицей А к четырем системам уравнений
с двумя неизвестными и к одному уравнению с одним
неизвестным*. На вкладном листе № 5 для примера про-
ведено решение распавшейся системы уравнений с мат-
рицей в форме решета.

10. РАСПАД СИСТЕМЫ КАНОНИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ ОБОБЩЕННОГО МЕТОДА

ДЕФОРМАЦИЙ В СЛУЧАЕ НЕСИММЕТРИЧНЫХ
СЕТЧАТЫХ КОНСТРУКЦИЙ

И. Г, Бубнов для расчета судовых перекрытий** (типа
перекрестных балок) предложил метод, сводящий расчет
таких перекрытий е решению системы дифференциальных
уравнений четвертого порядка с постоянными коэффи-
циентами. Для разделения системы дифференциальных

* Проблема распада в общем виде в этой работе ставится впер-
вые. Целеустремленных теорем, направленных на решение этой
проблемы, не имеется ни в математике, ни в строительной меха-
нике. Поэтому в первой работе, посвященной этой проблеме, нельзя
дать вполне законченное решение.

** См. [l].
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уравнений И. Г. Бубнов применил метод преобразования
к главным осям (преобразование к собственным функ-
циям, или к «главным изгибам)' по терминологии П. Ф. Пап-
ковича).

Существуют глубокие и далеко идущие аналогии в ре-
шении систем линейных дифференциальных уравнений и
в решении систем линейных алгебраических уравнений.
Собственным функциям в аналитической задаче соответ-
ствуют собственные векторы в задаче алгебраической.
Поскольку И. Г. Бубнов первым в строительной механике
применил собственные функции при решении статической
задачи, нижеследующий метод, ведущий к распаду си-
стем алгебраических уравнений, будем называть методом
И. Г, Бубнова. В алгебраическом варианте метода И. Г.
Бубнова число ограничений, накладываемых на кон-
струкцию перекрытия, меньше, чем в первоначальном
аналитическом варианте. Необходимые рассуждения мы
проведем в предположении, что применяется метод де-
формаций. Все рассуждения с незначительными измене-
ниями можно повторить и в том случае, когда приме-
няется метод сил и за неизвестные приняты силы взаимо-
действия балок одного и другого направления. Изложе-
ние метода проведем на примере расчета перекрытия,
изображенного на вкладном листе № 6.

Пример 3

На вкладном листе № 6 элементы матрицы А написаны
в общем виде. Буквой а обозначены реакции при изгибе
перекрестных связей (прогонов, стрингеров) и буквой а
обозначены те же реакции, но возникающие от изгиба
балок главного направления (перекрестные балки). При
составлении матрицы предполагаем, что все балки глав-
ного направления имеют одинаковое закрепление концов
(это ограничение можно снять) и одинаковый момент
инерции /о. Относительно прогонов предполагаем, что
они имеют одинаковые закрепления на опорах (это огра-
ничение тоже можно снять) и что моменты инерции их
различны. Расстояния между балками обоих направлений
могут быть любыми (наличие различных расстояний по-
требует только составления соответствующих ключей).
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Просматривая матрицу А, замечаем;
1) Все элементы, стоящие на главной диагонали, сос-

тоят из двух слагаемых, из которых первое является
реакцией балки главного направления, а второе реак-
цией прогона (стрингера).

2) В диагональных клетках внедиагональные элементы
все одночленные и являются реакциями только балок
главного направления.

3) Внедиагональные клетки матрицы А являются диа-
гональными матрицами. Элементы, стоящие на диагона-
лях внедиагональных клеток матрицы А, все являются
реакциями прогонов (стрингеров).

4) Описанный характер матрица А будет иметь при
любом числе прогонов и балок главного направления.
Не изменится характер матрицы Лив том случае, когда,
вместо балок главного направления, будут применены
однотипные рамы или арки (изменятся только ключи).
Обдумывая характер матрицы А, замечаем, что в напи-
санном виде она не удовлетворяет ни одному из трех
случаев, описанных в пункте 7. Но вспомнив (53), (54)
и замечание в конце пункта 5, устанавливаем, что доста-
точно будет умножить матрицу А слева и справа на диа-
гональную матрицу

и в этом случае все диагональные клетки станут пере-
становочными матрицами [см. (64)], а внедиагональные
матрицы станут скалярными матрицами [см. (61)]. Прак-

I ]/Ш
УEh

УEh
[d] = УEh

_

~ j_l_ l fEh
' 1 уж

I ]/ЁК
1 ]!Ш

1 \][еТз
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тическое выполнение этого преобразования очень простое.
Элемент преобразуемой матрицы А надо множить на
произведение элементов du и dkk диагональной матрицы.
В этом преобразовании надо вычислять квадратные корни*.
На вкладном листе № 6 приведена матрица 1 А

получающаяся в результате преобразования с ука-
занной диагональной матрицей. Полученная матрица уже
полностью удовлетворяет условиям пункта 7 (первый и
второй случай) и, следовательно, эта матрица может быть
приведена к форме решета последующим ортогональным
преобразованием с матрицами Q' и Q. Для определения
собственных чисел и векторов достаточно будет решить
в данном примере только одну вековую систему уравне-
ний третьего порядка:

Определив pi, рг, рз, находим по формуле (65) соб-
ственные числа клеток Ац , что и выполнено на вкладном
листе №6 в матрице S = Q А [г4=] Q. Поскольку

после преобразования с диагональной матрицей все диа-
гональные клетки становятся перестановочными матри-
цами, то всем диагональным клеткам будет соответство-
вать только одна ортогональная матрица (см. конец
пункта 6). Таким образом, все клетки ортогональных
квазидиагональных матриц преобразования Q ' и Q будут

* Квадратные корни извлекаются на арифмометре с большой
быстротой методом последовательных приближений. Имея прибли-
женно ]/ЛГ xi ; i =0,1,2... лучшее приближение получаем по
формуле xi + j = 0,5 (Л—\~хl ) Даже при очень грубо намеченномл:
ха хорошая точность достигается при втором приближении.
См. [2o], [2B].

(211 /о . (212 /0 (213 /о
13 h Xl + Р~Ю7 Хг + 4iTh Xi =т ’

(221 /о . (222 /0 (223 /о
р VAX х' +

Р /2 Х2 +
Р V/ГУ А“ ~ |lА> ’

(231 /о , (231 /о , <233 /о
7—l/ 1 ГТо ~ Х2 Н т„—т Хз рХз./з Уд /3

/3 Уд /3
/3 /з
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одинаковыми. Учитывая, что в начале мы применили
преобразование с диагональной матрицей (куда входили
жесткости прогонов), оба повторных преобразования мы
можем объединить в одно, с матрицами преобразования

Счастливой особенностью приведенного метода яв-
ляется то, что для получения матрицы S—PAQ не прихо-
дится вовсе производить указанные умножения матриц,

так как результат такого умножения уже заранее известен
(см. вкладной лист № 6 матрицу 5 = PAQ = П' [гр=]

уЕН
I Q. Поэтому внедиагональные клетки заполняются

\EIj
непосредственно по коэффициентам ключей, диагональные
элементы вычисляются суммированием ранее вычисленных
чисел i-ч с соответствующими вторыми членами, также по-
лучаемыми по ключам. Таким образом, матрица S=PAQ
в форме решета после вычисления собственных чисел и
векторов одной клетки может быть сейчас же записана
(см. вкладной лист № 7, матрицу S внизу).

Сейчас мы можем снять то наложенное выше, ограни-
чение, что балки главного направления должны обладать
одинаковой жесткостью. Продумывая матрицу
[ -т4=] А f—L.] (вк. л. №6) и (64) убеждаемся, что приjEli УEI j
различных жесткостях балок главного направления диа-
гональные клетки останутся коммутативными (переме-
стительными пункт 6), а потому и в этом случае у всех
диагональных клеток будут одни и те же собственные
векторы и ортогональные матрицы. Изменятся только
собственные числа. Если жесткость всех балок главного
направления одинакова, то на одинаковых местах в клет-
ках главной диагонали будут стоять одинаковые собствен-
ные числа [А/ , при различных жесткостях собственные
числа [х/ , вычисленные для одной избранной балки глав-
ного направления, для других балок (клеток) должны
быть умножены на соответствующее соотношение жест-
костей. Для получения окончательных значений диаго-
нальных элементов 5 к вычисленным собственным чис-
лам надо прибавить второй член, содержащий реактив-
ный коэффициент прогона (стрингера), Мржцр также

P = Q'[d], Q = [d] fi
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снять ограничения и относительно однотипности опира-
ния концов балок главного направления и прогонов.
Прилагая к концам балок изгибающие моменты, силы и
принимая их за дополнительные неизвестные, расчет
ведем как для перекрытия с однотипным опиранием кон-
цов балок. Значение этих дополнительно введенных не-
известных определяется по действительным условиям
закрепления концов балок. Указанное, конечно, требует
добавочных вычислений.

Правые части преобразованной системы уравнений
определяются по уже много раз встречавшейся формуле

Для большей ясности- матрица o,'d записана на вклад-
ном листе № 7, По известной же формуле

выполняется и переход к первоначальным неизвестным
(вкл. л. №7) матр. Q [d] Q. При балках главного на-
правления одинаковой жесткости нет надобности выпи-
сывать матрицы Q' и Q, так как у них все клетки одина-
ковы. На вкладном листе № 7 матрица 5 в форме решета
переписана в явной квазидиагональной форме, и в таком
же виде по ГМ-методу произведено решение распавшейся
системы уравнений. В последнем числовом примере, как
и во всех ранее приведенных, мы сделали больше вычис-
лительных таблиц, чем требуется на самом деле при
практическом расчете, производимом лицом, вполне овла-
девшим теорией и практикой применения изложенных
методов. Это может создать ложное представление о боль-
шой трудоемкости изложенных методов. Учитывая, что
матричная символика и таблично-машинные методы вы-
числений только в самое последнее время начали прони-
кать в строительную механику, мы при ограниченном
объеме статьи старались написать ее как можно яснее.
Все помещенные «лишние» таблицы помогут читателю без
пояснительного текста выяснить многие детали и сделать
нужные сопоставления. По этой причине мы отказались
от внешних «эффектов легкости» при изложении чрез-
вычайно мало изученных вопросов. В этой работе мы ста-

b = Ра = Q'[d]a.

x = Qy = [d] Qy



рались заинтересовать проблемой распада систем линей-
ных алгебраических уравнений как специалистов по
строительной механике, так и специалистов по вычисли-
тельной математике не только в связи с расчетом стати-
чески неопределимым систем, а, пожалуй, еще более
в связи с методом сеток и его многочисленных вариантов.
Поэтому мы дали теорему о существовании матриц для
преобразований, приводящих к распаду. Все изложенное
безусловно можно усовершенствовать, безусловно най-
дутся еще новые пути. Но для полного решения проблемы
распада необходимо, чтобы многие ученые разных спе-
циальностей вложили свой труд и дарование.

Первая редакция этой работы была закончена в 1955 го-
ду. Сейчас мы изложили работу 1955 года, сократив ее
содержание более чем в два раза. В последнюю редакцию
мы не включили ряд позднее возникших методов, веду-
щих к распаду, предложенных кандидатом математи-
ческих наук К. Ратассепп, и несколько наших методов.
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9. Л. К. Н аре ц. Доклад на семинаре Института механики АН
СССР 15 дек. 1950 г.

10. Л. К. Нарец и Ю. А. Каширский. Упрощение решения
восьмичленных уравнений при расчете цилиндрических оболочек
по методу В. 3. Власова. Труды Уральского политехнического
института. Сборник 44, стр. 45—57. ГИЛ по строительству и ар-
хитектуре. Москва 1953.



11. О. Т. Роо т с. Расчет и электромоделирование перекрестных ба-
лок. Диссертация (на эстонском языке). Таллин, 1954, ТПИ.

J2. Р. Н. Ээк. Расчет методом деформаций набора корпуса судна
как пространственной рамной системы. Доклад на научной кон-
ференции в ТПИ 1955 г. апрель. Труды ТПИ, № 406, 1957.

13. В. В. Чува т о в. Расчет рам и плит на упругом основании.
Диссертация. Свердловск, УПИ, 1953.

14. К- К. Олл и к. Расчет балочных конструкций на упругом ос-
новании. Диссертация (на эстонском языке). Таллин, 1953, ТПИ.

15. Н. В. Литвин о в, О решении бесконечной системы канониче-
ских уравнений теории упругости для полосы. Украинский мате-
матический журнал. Киев, 1955, VII № 2.

16. М. В. Литвинов, Обчислення коеф!цlентlв впливу для
складених Птковых областей за допомогою матричшх перетво-
рень. Доповlдl АН Укр. РСР, 3, 1955

17. Фрезер, Дункан, Коллар, Теория матриц и ее прило-
жения. И. Л. 1950.

18. Фокс, Хаски, Вилькинсон, Заметки о решении совмест-
ных систем линейных алгебраических уравнений. Успехи мате-
матических наук ТУ выпуск 3/37, 1950, стр. 87 и след.

19. В. Э. Милн. Численное решение дифференциальных уравнений.
И. Л. 1955 г. Глава IX, стр. 169—212. «Эта глава составлена для
удобства читателя, недостаточно хорошо знакомого с матри-
цами» (цитата из предисловия).

20. Е. Г. Л а р чен к о. Техника вычислений. Геодезиздат. Москва
1952, нов. изд. 1956.

21. Г. В ей лен д. Представление векового уравнения з виде мно-
гочлена. УМН, 1947. ТП, выпуск 4 (20) стр. 151.

22. А. К- Смирнов. Курс высшей математики Т I, 1937. Правило
Горнера стр. 399 и след. Способ Ньютона стр. 414.

23. Д. Скарборо. Численные методы математического анализа.
ГТТИ 1934. Метод Греффе, стр. 197.

24. А. А. У м а н с к и й и И. Л. Ж о д з и ш с к и й, Пространственная
работа некоторых типов инженерных конструкций. Исследования.
Массивные и стержневые конструкции. МСПМ НИИ по строи-
тельству. Москва, 1952, стр. 104.

25. Ф. Р. Гандмахер. Теории матриц. ГИТТЛ, Москва, 1953.
Гл. XVIII § 2, стр. 182.

26. Н. Ваld а u f, Hochgradig statish unbestimmte Tragwerke
S. Hirzel Verlag. Leipzig, 1956, стр. 44, 95.

27. Rudolf Zurmühl. Matrizen. Springer-Verlag 1950. стр. 316.
28. А. С. Хаусхолдер. Основы численного анализа. И. Л.

Москва, 1956, стр 130.
Для читателя, мало знакомого с матрицами, рекомендуем читать

литературу в такой последовательности: (20), (19), (18), (17), (27);
(25), (6), (7), (26).
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