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EESSONA

Kéaesolev Ulesannete kogu on moeldud kasutamiseknatdsjalina Oppeaines 1SS0010
Susteemiteooria. Kogu taiendab Hanno Sillamaa @piRisteemiteooria”, millel on olnud

juba neli trikki. Iga peatiki alguses on tooduddeiiselle dpiku (Hanno Sillamaa.
Siisteemiteooria, TTU kirjastus) vastavatele tedistete peatiikkidele. Kui selles opikus
vastavat materjali ei ole, siis on antud viide eéksraamatule (K. Ogata. Modern control
engineering, 2002).

Ulesannete kogu on kasutamiseks nii harjutustusdiientrolltdodeks ja eksamiteks etteval-
mistamisel kui ka kursuse iseseisval labimisel. Sisaldab tlesandeid pdhiliste teoreetilise
kursuse kaigus labivoetavate teemade kohta.

Igas peatiikis on nn ndaidisilesanded (taieliku ldhskdiguga) ja Ulesanded iseseisvaks
lahendamiseks (mille kohta on Ulesannete kogu I|&jmesiud vastused ja monikord ka
vahetulemused).

Autorid on kasutanud samu tahiseid, mis on kasutdse&illamaa raamatus, valja arvatud
diskreetsete slsteemide maatriksite tahistusiFhass asemel kasutatakse kreeka t@hia /.
Selle aine Opetamise pikaajaline kogemus néaitdsesdllesannete kogu vajalikkust. Kdik
markused, soovitused ja teated avastatud vigaddstretulnud.

Autorid tanavad oma kolleegi professor Ennu Rustasjalike markuste ja soovituste eest
ulesannete kogu ettevalmistamise kaigus.
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1. LAPLACE’'l TEISENDUS

Antud peatikk, mis oma sisu poolest sobiks rohkemtemaatikaalasesse dppematerjali, on
toodud siin selleks, et oleks vdimalus natukenerdtar Laplace’i teisendust, kuna meie
kursuse raames tuleb seda kasutada kullaltki taile peatlki teoreetilisi aluseid saab leida
H. Sillamaa 6pikust ptk. 2.3.

Laplace’i integraalne teisendusvalem loob lksiestavuse originaalfunktsioonide ja kuju-

tisfunktsioonide vahel. Originaali ja kujutise vagist tahistame jargmisekt(t) «—— X(s)
vBi X(s) = L(x(t)) vBi x(t) = LY(X(s)). Laplace'i teisenduse ja tema omaduste tabelicvad
vastavalt lisas 1 ja lisas 2.

Naidistlesanne N 1.1

2
Leiame originaalix(t) , mis vastab Laplace’i kujutiselX (s) = s +55+10) .
(s+3)(s+4)(s+5)
Lahenduskaik
Lahutame KujutiseX(s psamurdudeks:
58 + 255+ 50 A B C

X(s) = = + + =
(s+3)(s+4)(s+5) (s+3) (s+4) (s+5H

_ A(s+4)(s+5)+B(s+3)(s+5) +C(s+3)(s+4)

- (s+3)(s+4)(s+5) -

As’ +9As+ 20A+ Bs® +8Bs+15B+Cs” + 7Cs+12C

(s+3)(s+4)(s+5) -
_ s’(A+B+C)+5s(9A+8B+7C)+20A+15B+12C
B (s+3)(s+4)(s+5)

Nudd paneme kirja lineaarsete vorrandite sustelg®il. on 3 tundmatut ja 3 vorrandit. Jareli-
kult laheneb slsteem Uheselt.

A+B+C=5
9A+8B+7C =25
20A+15B+12C =50

Lahendades susteemi, saahe 10 B 5+ -30, C = 25.

Seega,

_ 5s*+25s+50 10 ~ 30 N 25
(s+3)(s+4)(s+5) (5+3) (s+4) (s+5)

KordajateA, B ja C leidmiseks, kui nimetajad on hekordsed reaalseduged, eksisteerib ka
lihtsam leidmise viis resiidide kaudu (tihti saakwdust teha isegi peast):

~ re05(52 +55+10) 5[(—3)2 +5(=3) +10] _
>3 (s+d)(s+5)  [(-+4](-3)+5]

X(s)




 5(s?+5s5+10) _5|(-4)2+5(-4)+10|
=res = =-30
s>-4 (s+3)(s+5)  [(-4)+3](-4)+5]
e +55+10) 5|(-5) +5(-5)+10]
s>5  (s+3)(s+4)  [(-B)+3[(-5)+4]
Tanu Laplace’i teisenduse lineaarsuse omadustele

L‘l(z/lixi (9)) = Z/ii L™(X, (), kus 4 on konstandid.

Jarelikult,

X(t) = L7(X(9) = L_l(

5s% + 255+ 50 Lt 10 30 N 25
(s+3)(s+4)(s+5) (s+3) (s+4) (s+5H

tabelist
=10L" L -30L" 1 +25L7° 1 = 10e* —30e ™ + 25
(s+93 (s+4) (s+5)

Naidisulesanne N 1.2

Leiame funktsioonile x(t) =10e™ + (t—2)e>*? +e'sin2t vastava Laplace’i kujutise
X(s).

Lahenduskaik
X(t) = 10x, (1) + X, (t = 2) + X, (1), Kus x, (1) = e, x,(t) =te™, x,(t) =e "' sin2t
X(8) = L(X(1)) = L10x, (t) + X, (t — 2) + X, (t)) = LOL(x, (1)) + € °L(%, (1)) + L(x, (1)) =

= 10|_(e—2t ) Lo L(t ~ )+ L(e’t SinZt)tatinst 10 o2 )

+ + =
s+2 (s+5)° (s+D*+2°

_ 10 e” L2
s+2 (s+5)° s’+2s+5




Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL1.1
-8s°+5
(s+1)(s* +4s+13°

Leida originaalx(t) , mis vastab Laplace’i kujutisel¥ (s) =

IL1.2
Leida funktsioonile x(t) = 263 + (t—2)e™>"? 1 e' cos2t vastava Laplace’i kujutise
X(s).

IL 1.3
10(s+3)?

Leida originaalx(t) , mis vastab Laplace’i kujutisel¥ (s) = ——M—F——.
g ® P ) (s s(s+2)(s* +1)

IL1.4
13(s+5)?

Leida originaalx(t) , mis vastab Laplace’i kujutisel¥ (s) = 5 :
s(s+1)(s” + 25

IL1.5
20(s+4)?

Leida originaalx(t) , mis vastab Laplace’i kujutisel¥ (s) = 5 .
s(s+2)(s” +16)

IL 1.6
26(s +3)*

Leida originaalx(t) , mis vastab Laplace’i kujutisel¥ (s) = > :
s(s+2)(s”+9)




2. ULEKANDEMUDEL, HILISTUMISEGA SUSTEEMIDE
ULEKANDEFUNKTSIOONID JA SIIRDEPROTSESSID

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Ha®iaa 6pikust ptk. 1.7.3, 2.4 ja 2.5.

Nagu nieme oma kursuse kaigus, vdib siisteemidal pallju erinevaid mudeleid. Uks

lihtsamatest mudelitest on nn Ulekandemudel, migb semavahel ainult sisendeid ja

valjundeid. Seda mudelit saame kasutada vaid leiis,siisteemil ei ole sisemisi akumu-

latsioone ehk siis juhul, kui algolek on nullineuikheed tingimused on taidetud, on sisteemi
sisendi ja valjundi kujutised seotud ulekandefulokisiga vaga lintsa seose kaudu:

Y(s)=U(s)H(s)
kus
Y(s) on valjundi kujutis,
U(s) on sisendi kujutis ja
H(s) onulekandefunktsioon.

Eeldades nulliseid algolekuid, saab Ulekandefuo&tsi kasutada siirdeprotsesside arvuta-
misel.

Naidisulesanne N 2.1

u(®) | H(s) y(®) |

2 pa—
Antud: sisendsignaal(t) = 2cos5t ja ulekandefunktsiooi (s) = (5 +25)(s-8) :

s?(s* +16)
Leiday(t).
Kontrollida tulemust piirvaartusteoreemidega.
Lahenduskaik
Y(s)=U(s)H(s)
2s
U(s)=Lju(t)|=
(8)=Lub]= 57
2 — —_—
Y(s) = 2s (s°+295(s-8) _ 2(s-9) _§+ Bs+C

(2425 S(sP+16)  S(S°+16) s (S2+16)
LeiameA resiididegaA=res 2(28_8) =
50 (s +16)
_ -1 Bs+C —(s’°+16)+s(Bs+C)

+ 2 - 2
s (s*+16) s (s° +16)

Kuna kahel vérdsel murrul on vérdsed nimetajadirsaadrdsustada ka lugejad:

2(s—8) —(s’+16)+s(Bs+C)
S(s? +16) S(s? +16)




2s-16=-s*-16+Bs*+Cs

Kuna kaks poliinoomi on vordsed, siis peavad oledtdsed ka sama astmenaitajdfga@es
olevad tegurid mélemal pool vdrrandit:

g2 0=-1+B, siitB=1
S 2-C

Vabaliikmete vordsus on kontrolliks.

Markus: peale osamurdudeks jagamist, kui osa tundmatum<inb lugejas leida resiidide
kaudu, saame alati vorrandeid rohkem kui tundmatsiggbga on alati olemas ka kontrollimise
vOimalus:

s+2 -1 S 4

(416 s  ($+16) 2 +16)
y(t) = LY (5)]= —1(t) + cosat +%sin4t

Y(s) —?1

Siin on1(t) Heaviside’i funktsioon

kui t>0 !
oI Rl 1(t) ¢y 5™
0, kui t<0

Eespool saadud tulemused kontrollime piirvaartustmidega:

1) tILr(r)1+ X(t) = L'El sX(s)

lim y(t) = Ilm[ 1(t) + cosAt +%sin4t} = —1+1+%O: 0

t—>0+

25 16 2 16

2 2 —
limsY(s)=lims 2(s-8) =lim3—5 =% o _0-0_,
50 s>»  g(s? +16) H‘”iJFE }+E 1+0

¢ ¢ 1 o
Seega saime esimese piirvaartusteoreemi jar@i=ei
Markus: kui s—> oo, siis jagame nii lugeja kui ka nimetaja polinoomkdek liidetavad labi
S-ga maksimaalses astmes ja saame soltuvalt pollide@stmetest tihe kolmest variandist:
0+0+0 ~. 1+0+0 ~. k+0+0
—— =0 vOi =1 VOi =
1+0+0 1+0+0 1+0+0

2) !m X(t) = |SILT(1) sX(s)

im y(t) = !im[— A(t) + costt +%sin4t} —1+0+0=-1

limsY(s)=lims As=8 _-16_ 4
>0 5(s*+16) 16

Seega saime teise piirvaartusteoreemi jarghlet — 1

Markus: kaks piirvaartusteoreemi ei ole omavahel kuidagited, seega ei maksa ulesande
kontrollimise juures Uritada saavutada nende vattomavahelist vordsust.



Naidistlesanne N 2.2

u(®) | H(s) y(®) ,
Antud: H(s) = (s+21)e:
(s+2)°(s"+4)
u(t)=o6(t-2)
Leiday(t), y(0), y().
Siin on §(t ) deltaimpulss ehk Diraci impulss.
Omadused
1) j'é(t)f(t)dtz f (0) 2) j'é(t)dtzl, te[-¢,¢]
5(t) o1
Lahendus

Y(s) =H(9U(9)
U(s) = L[s(t-1)]=e", sestL[5(t)]=1 ja e"sX(s)(L) X(t—1)

Seega,
Y(s) = (S;r 12 e’
(s+2)°(s"+4)
YO T-2  y=t-2), kus ) = LY — 21
Al | (5+2)°(S + 4)
~ s+1 As+B Cs+D
Y(s) = 2,2 =2 T3 =
(s+2)°(s"+4) s"+4s+4 s +4
_ AS’+4As+Bs’ + 4B+ Cs’ + 4Cs” + 4Cs+ Ds” + 4Ds+4D
(s+2)°(s* +4)
_ (A+C)s’+(B+4C + D)s” + (4A+4C + 4D)s+ 4B+ 4B
(s+2)%(s® +4)
Jarelikult,
A+C=0 Lineaarsete vorrandite stisteem: 4 sdltumdiuandit, 4 tundmatut.
1
B+4C+D=0 Lahendades,saamfézzi, B=0,C=-—, D=1
AA+4C+4D =1 16 16 4
KONTROLLIGE!
4B+4D =1

10



v 1 s 1 s-4 1(s+2-2 S 2
Y(S):_ 2 A~ 2 =— > T3 +2 > =
16(s+2)*> 16s°+4 16| (s+2)° s*+4 s°+4
11 2 s 2 VPl | _
1A - - +2 — (e —2te™ —cost) + 2sin(2t))1(t) = y(t
16(s+2 (5+2)° si+4 sz+4j(_)16( @) +2sin(O)1() = y ()

Siin on1(t) Heaviside’i funktsioon

kui t>0 L
1) = L ki t> : 1(t)<_)s‘1
0, kui t<0

y(t)=y(t-2)= 1_16 (€22 — 2te?2 _cos@(t — 2)) + 2sin(2(t — 2))1(t — 2)
y(0) =0, sest1(-2)= 0

(20) = lim y(t) = = (0 lim 2t 2 — 0+ 0) = — S fimte 2 = Ljim_L_ """
y o yi= 16 t—o 8tow gtow eZ(t72)
L'Hospital 1. 1
= Tgilgera O
Eespool saadud tulemused kontrollime piirvaartustmidega.
lim x(t) = lim sX(s)
Piirvaartusteoreemid: -0 S
!lm X(t) = Ilrr(l) sX(s)
2
y(0) = lim sY(s) = lim S(?“lz) e =lm—— > 5 _ =
s oo (54 2)°(s” +4) s>= (8" +4s° +8s” +16s+16)e”®
: 1+st 1
=lim-——— = ——-=|—1[=0
s>» (8% +4s +8+16s +165 “)e 0
y(o) = limsy(s) = lim— ST g2 0 _g
s0 -0 (S+2)°(s" +4) 16

11



Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL2.1
Antud: valjund y(t) ja tlekandefunktsioond (s )
y(t) =3x1(t)-2e" —-e™ H(s) = 2(s+2)
s(s +1
Leida sisendu(t ning selle alg- ja |6ppvéaartused.
IL 2.2
Antud: Ulekandefunktsioomi (s Ja sisendu(t )
(s+De®
H(s) = , ut)y=1t-2
(s) (1 2)s (t)=1(t-2)
Leiday(t), y(0), ¥(3)
IL 2.3
Antud: Ulekandefunktsioomi (s Ja sisendu(t )
3 —2S
H(s):&, u(t) = 5t -1
s(s+2)(s+3)

Leiday(t), y(1), y()

IL2.4
Antud: Ulekandefunktsioomi (s Ja sisendu(t )

B S
" (s+1)(s* +55+6)

Leiday(t), y(0), y(3), ¥(4), Y(7), y(6) y()

H(s) ut)=e 1t - 4)

IL 2.5
Antud: Glekandefunktsiooi (s Ja sisendu(t )

e—S

__S+€e_ —1(t—
HE = g UD=11-1)

Leiday(t), y(0), y(1), y()

12




3. SUSTEEMIDE KOMPOSITSIOON

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Ha®iaa 6pikust ptk. 2.4.

Kdige lihtsamad kahe stisteemi tihendamise viisigugmised:
e jarjestikune, kus tlekandefunktsioonid korrutuvads) = H,(s)H,(s)U (s)
e paralleelne, kus tlekandefunktsioonid liittuvad(s) = (H,(s)+ H,(s))U(s)

Hl(s) U (S)

e tagasisidestatud, kug(s) =
1-H,(s)H,(9)

Kasutades neid kolme Uhendamisviisi, saame kompioiaedullaltki keerulisi slisteeme,
mille Uhised tlekandefunktsioonid leiame nende mitke kaudu.
Naidistlesanne N 3.1

Kolm silsteemi on Uhendatud jargmise skeemi jargi.t€ada nende Ulekandefunktsioonid
H1(s), Ha(s), Hs(s) ja kaks sisendit(t), n(t). Leida siisteemide kompositsiooni valjutgt).

n(t)
+
u® | Hi | Ha(9) y()
Z +
Ha(s) |
Antud: Hl(s)=H3(s)=M H,(s) = 10
+40 s(s+50)
u®)=2-1t) n(t)=0o()
Leiday(t), y(0), ()
Lahenduskaik
H1H2 . l
uy — ) |_|n =T O O
Y 1+H,H, Y 1+H,H,
Y(s)=H (U (s)+H, (s)N(s)
2
HH, =H,H, :ﬂ; 1+H,H, =1+ 400 =5 +405+400
s(s+40) s(s+40) s(s+40)
400 s(s+ 40) 400
Huy(s): : 2 = 2
s(s+40) s°+40s+400 s°+40s+400
s(s+40)
H. (8)=—5—"—"—
(S s? +40s+40C

13



o0 N

U(s) = L[u®)]=L[2-1¢t)]=
N(s) = L[n(t)] = L[s(t)] =1

800 s(s+ 40)
Y(S)=—— +—
s(s”+40s+400 s°+40s+400
5 800 :é 5 Bs+C = A=2;B=-2;C=-80 (Kontrollige!)
S(s“+40s+400 s (s”+40s+400
L
: 800 :3—2 s+402:g_2 1 N 20 : 32-2e7 40
S(s“+40s+400 s (s+20° s s+20 (s+20)

2 B L
2 S(s+40) _ s?+40s+ 405) 400_, 400 () - 400 ™
s“ +40s+400 (s+20) (s+20)
y(t) = 2—2e* — 40t + 5(t) — 400e
y(0) = lim (226 — 40te™ + 5(t) - 400e ™) = 2 2+ M 5(t) = 0+ 1im 5(t) = o0

y(eo) =lim (2~ 2" —40e™ + 5(t) — 400e ™) =2

Kontrollime piirvaartusteoreemidega:
2 3 2
y(0) = lims¥(s) =lim| 200, S (+40 4y, S A0 _
$ so»| §°4+40s+400 s°+40s+400 s>» 5% + 405+ 400
800 N s’(s+40) | 800 5
s* +40s+400 s*+40s+400) 400

y(o0) = Islm) sY(s) =Ilim

s—0

14



Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL 3.1

Kaks susteemi ulekandefunktsioonideba(s) ja Hx(s) on Uhendatud jarjestikku. Leida
nendest koostatud susteemi tlekandefunktskd@), impulsskajeh(t) ja htuppekaja(t) ning
nende vaartused kohal.

u(t) Ha(9) J o hae [ YO
Antud: H,(s) =1O(i—+4éo)’ H.(s)= <+520

LeidaH(s), h(t), g(t), (), g()

IL 3.2

Kaks siusteemi ulekandefunktsioonidega(s) ja Hx(s) on Uhendatud paralleelselt. Leida
nendest koostatud sisteemi tlekandefunktskd@), impulsskajah(t) ja hippekaja(t) ning
nende vaartused kohal.

Ha(s)

_u® | JERTUIN

Ha(s)

2
s+5

Antud: H,(s) :il, H,(s) =
S+2

LeidaH(s), h(t), g(t), (o), g()

IL 3.3

Kaks slUsteemi Ulekandefunktsioonideggs) ja Hx(s) on tGihendatud positiivse tagasisidega.
Leida nendest koostatud stisteemi tlekandefunktdigey impulsskajeh(t) ja huppekaja(t)
ning nende vaartused kohal

ut) £ | H( YOI

Ha(s)

15



10(s+ 20 5
0( )’ Hz(s):
+40 s+ 20

LeidaH(s), h(t), g(t), (), g()

Antud: H,(s) =

IL 3.4

Kaks susteemi tlekandefunktsioonidédigs) ja Hx(s) on Uhendatud negatiivse tagasisidega.
Leida nendest koostatud stisteemi tlekandefunktsiger impulsskajeh(t) ja hippekajay(t)
ning nende vaartused kohal

u®) 4 | H YOI

Ha(s)

10(s+ 20 5
M’ Hz(s):
+40 s+ 20

LeidaH(s), h(t), g(t), h(e), g()

Antud: H,(s) =

IL 3.5

Kolm diskreetaja stisteemi on Uhendatud jargmiserakgrgi.

u(t Hi@ |4 Ha(2) y(t)
Hx (2@ |
Antud: H,(2) :%, H,(s) = (2212’)2 Ho(9)= ;: 8’: u(k)=1 vk >0

Leida H,, (2), staatiline tlekandeteguy,(k), kui k= 0,1,2,3

IL 3.6

Pidevaja MISO stisteem on koostatud lihtsatest Sigfeemidest.

16



Ux(t)

W@, Hi® [N H9 | H9 y()
Ha(s) |
S+ 2 2 1 2s+4
Ath :—,H = ,H :—’H =
ntud: Hy(8) =< Ho(9 =5 Hi@ =2, Hi9 =7,

u () =1t) n(t) =25(t)
Leiday(t)

IL 3.7

Kolm diskreetaja stisteemi moodustavad sisteemiagpésitsiooni.

u(t)

=+

( ) , Hi(2) + H.(2) > y(t)

Hx(2 |,

_ 1, k=0
z 0,5, u(k) =
z-09 0, k>0

z-09
(z+D?’

-3(z-0))

Antud: H.(2) =
(2 209

, Hy(29) =

H,(2)=

LeidaHyy(2), staatiline tlekandetegui(k), kui k=0, 1, 2, 3, 4%
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4. LINEAARSE PIDEVAJA SUSTEEMI OLEKUMUDEL, SELLE
LAHEND JA MAATRIKSEKSPONENDI LEIDMINE

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Hafiaa Opikust ptk. 3.1-3.3.
Olekumudel avaldub tldkujul jargmise valemi kaudu:

X (t) = A(t) X (t) + B(t)U (t)
Y(t) = C(t) X (t) + D(t)U (t)

Selle vorrandisiisteemi lahendamisel saame

t
X(t)=e"X (0)+ [e"""BU(r)dr
0

t
Y(t) = Ce"X (0) +C[e*BU(r)dr + DU (1)
0

Selles lahendis olevat maatrikseksponenti saarda k&ihel meetodil:
1) kasutades Laplace’i teisendust
M «>(SE-A)T

2) spektraallahutuse meetodil (Sylvester-Lagrangagm)

n
eAt — Zzileﬂit
i=1
[T(A-4E)
kus Z,="%——
H(ﬂ“i _ﬂ’k)
k=1 ki
Naidisulesanne N 4.1
Antud: sisteemne maatriks
0O -5 4
A=|2 -5 2
1 1 -3
Leida maatriksekspone™
Lahenduskaik
1. Laplace’i teisenduse meetodiga:
0O -5 4 S S -4
A=|2 -5 2 (SE-A)=|-2 s+5 -2
1 1 -3 -1 -1 s+3
detecE-A=...=6+3)(s+1)(s+4)

18



1

(SE-A)* =
(s+D(s+3)(s+4)
(s+5)(s+3)—2 -5(s+3)+4 —-10+4(s+5)
2(s+3)+2 s(s+3)-4 25+8 =
2+s+5 s-5 s(s+5)+10
$+&+13 -5-11  4+10
1 x+8 S+3F-4 X+8 |=.=
s+ (s+3)(s+4) )
S+7 S-5 s"+5%+10
116—66_11—24—211—39—6
— |6 -6 6|+——| 2 -4 2|+—=3 0 O
s+16 s+3 -2 s+4 3
6 -6 6] 4 4 4 3 -9 6
1 -1 1 1 -2 1 -1 3 -2
:11—11+ 3—12—1+4000
S S
1 -1 1] T2 a4 -2 T -3 2
Vastus
1-11 1 -2 1 -1 3 -2
>6E-A)" €'=|1 -1 1|e'+|-1 2 -1|e€*+ 0 0 0 |e*
1-11 -2 4 -2 1 -3 2
2. Spektraallahutuse meetodiga (Sylvester-Lagrangém):
eAt:ZZileM
i=1
A 5 -4
ME-A|==|-2 A+5 -2
-1 -1 A+
defhE-A|= (A +3)(A +4(A+1)
A, =-3
A, =—4
Ay =-1
4 -5 -5 4
2 -1 -4 2
_ - 1 1 11 1 -2
_1 7 - (A=AENA-ZE) _

(4 = 4) (4 = 4)

(-3+4)(-3+12)
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2 -4 2
1 -2 1

4 -8 4
= =-1 2 -1

-2
-2 4 -2

3 -5 41 -5 4
2 -2 22 -4 2
C(A-A4E)NA-ALE) |1 1 Ol 1 -

=2 z,= =
(4 =44, — 4) (-4+3)(-4+1)
-3 9 _
O 0 O
-1 3 -
3 -9 6
1 -3 2

3 -5 4 -5 6 -6
2 -2 212 -1 2 |6 -6

1 -1

_ — 1 1 1 1 1 |6 -6
_3 2, - (AAENA-ZE) _ b1
(A =)A= 4,) (-1+3)(-1+4) 6 |1

Vastus
eAt:zZileit_
i=1

1 -2 1 -1 3 -2 1 -1

—e¥-1 2 -1+e*0 0 Ol+e'l -1

-2 4 -2 1 -3 2 1 -1

Nagu naha, saime kahel meetodil samad tulemused.

Markus: nagu néha kahe meetodi vordusest, vdib omavaargpstinoomi juurte) nummer-
damise jarjekord olla suvaline. Sellest sdltub Jamptulemuses olevate liidetavate jarjekord.
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL 4.1
Leida kahel meetodil maatrikseksponeﬁf maatriksi4 jaoks
0O 1 0
A=| 0 0 1
-6 -11 -6
IL 4.2
Leida maatrikseksponemt™ maatriksid jaoks
-2 0 O
A=| 1 -7 4
1 -3 0
IL 4.3
Leida maatrikseksponemt™ maatriksid jaoks
-3 -2 -1
A=|1 0 -1
O 0 -4
IL4.4
Leida maatrikseksponeet' maatriksi4 jaoks
-2 -1 0
A=-2 -3 0
3 -3 -5
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5. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMI JA
OLEKUMUDELI SEOS

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Hafiaa Opikust ptk. 2.1 ja K. Ogata raamatust
ptk. 3.5.

Selles peatukis vaatleme seda, kuidas teisendalaesii kirjeldust diferentsiaalvdrrandite
susteemi kaudu kirjelduseks olekumuutujate kauaméas tuletame meelde ka matemaatika-
kursusest teadaolevate diferentsiaalvorranditeesiistle teisendusn(arku diferentsiaalvor-
randi teisendamine esimest jarku vOrrandite stistegmilles onn vorrandit).

Naidistlesanne N 5.1

Susteem on antud diferentsiaalvorrandite sistebiini a

d2y, (t)
d—tlz =-u(t) + y,(t)
dZYz (t)
= 2u(t
e )
Leida selle siisteemi olekumudel
X = AX + BU
Y =CX+ DU

kui kaks olekut on valitud jargmiselt:

{Xl(t) = yl(t) (*)
Xz(t) = yz(t)
Lahenduskaik

Maarame antud ststeemi jargu. Selleks on 4 (k@giewdite maksimaalsete jarkude summa).
Seega, kuna 2 olekut meil juba on, vdime validd 2esekut, kuid mitte meelevaldselt.

Naiteks loogiline on valida neid olekuid nii:

dt dt (%)

Markus: seda laadi valik ei ole Uhene, seega ka kogu thiskdik ei ole Gihene, vastus ei ole
Uhene ja jarelikult ka olekumudel ei ole Uhene.Kieed mudelid on alati sama jarku!

Kui puuduvat kahte olekut valida just sel moel (*8)is diferentseerides neid kahte vorrandit
ja vordsustades esimesed ja kolmandad liikkmed, saam

dx,(t) _ dzyl(t) =—u(t) + y,(t) = —u(t) + x,(t)

dt dt? )
2
dX4(t) — d y22(t) — ZU(t)
dt dt

22



Pannes vorrandid (**) ja (***) kokku, saame slsteem

dx (t)

a
% = %,(t)
% = —u(t) + %,(t)
% _ 2u(t)

Sellele vérrandististeemile lisame vorrandisistg&mi

{yl(t) = Xl(t)
yz(t) = Xz(t)
ja laheme Ule maatrikskujule

X, 0 01 0fx 0
' 0 001
. |, 0 u
X 01 0 0Ofx| |-1
%] |0 0 0 0Ox, | |2
.
SR _ _
Yol _ 0 0 Ofx N Ou
Y] |0 1 0 Ofx| |O
X, |
Kokku saame ststeemi kujul
X = AX+BU
Y =CX+ DU
mis ongi otsitav olekumudel, kus maatriksid on aaatt
0 010 0
0 001 0 1 0 0 0], 0
A= , B= , C= jab=
0100 -1 0100 0
0 00O 2

Naidisulesanne N 5.2

Susteemi kirjeldab diferentsiaalvfrrandite siisteem

% =10x, (t) — 2x, (t) + 7u(t)
—dxét(t) = x,(t) +12u(t)

Y1 )= 2, (t)

Yo (1) = 11X, (t) + 3X,(t)
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Leiame selle stisteemi olekumudeli
X = AX + BU
{Y =CX+DU
Tahistused

n — sudsteemi siseolekute arv;
r — siisteemi sisendite arv;
m— siisteemi valjundite arv;

t
X = {Xl} = {Xl( )} — nx1 susteemi siseolekute vektor;
X | [ % ()
U =u=u(t) —r x1 stisteemi sisend,;
t
Y = {yl} = {yl( )} — mx 1 siisteemi véljundite vektor;
Ya] [Y2(D)
dx, (t)

) X X. (1
X = {Xl} = {Xl( )} = dt — nx 1 siseolekute tuletiste vektor;

] [%(@)] | dx(t)
dt
A — nx nolekutemaatriks (stisteemimaatriks);
B — nxr sisenditemaatriks;
C — mxn valjunditemaatriks;

D — mxr otsesidemaatriks.

X

X;

Lahenduskaik
% =10% —2X,+7 U X | |10 -2
%= X +0x, +12u "R {xj{l 0 }{
y, = 0x +2%,+ Ou A 0 2
y, =11x +3x, + Ou [yj{ll 3}{
jarelikult,

. 10 -2 7
X = X+ U
el

. 10 -2 7
ning seegaA = , B= ;
0 2 0 1 O 12
Y = X+ 0 U

11 3
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL5.1
Leida sUsteeani/—(t)— —2u(t) olekumudel, valides olekumuutujq(t) jargnevalt:

x (1) = y()
IL 5.2
Leida sUsteerm%() 3u(t) olekumudel, valides kaks olekumuutujat jargnevalt:

X (t) = y(t)

%, (1) = dxl(t)
IL 5.3
% — 2%, (t) = X, (t) + 3u(t)
Leida ststeem d7x, (1) . 4dx2 (t) o olekumudel, valides véljundy(t) jargnevalt:
dt’ g
y(t) = d? x2 (t) £3x,

IL5.4

X, (t) = X, (t) + 2%, (1) + u,(t)
Leida slisteem ):(2 1) =31+ 360+ U, olekumudel.
X3 (t) =X, (t)

Y(t) = %, (1) + X, (1) + X5 (t) +uy (t) + 2u, (t)

IL5.5

X, (t) = X, (t) +10x, (t) + 2u, (t) —u, (1)

%, (1) = 2%, (t) = X5 (t) + 2u, (1)

Leida susteemy X, (t) = 3x,(t) + u,(t) olekumudel.
Y1 (t) =X, (t) +U, (t)

Y, (t) = 2X1(t) + X3 (t) - 5U3(t) + ul(t)
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6. ULEKANDEKARAKTERISTIKUD

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Ha®iaa 6pikust ptk. 2.6.
Susteemide omaduste uurimisel stisteemi sisendissiesa tihti jargmisi testsignaale:
e Uhikhippe, seega(t) =1(t). Sellisel juhul nimetatakse valjundit hippekajaks |
tahistatakseg(t);
e J-impulss ehk Diraci impulss, seegé)=06(t Sgllisel juhul nimetatakse valjundit
impulsskajaks ja tahistatak&gt ).
H(S)

<=

Tanu sellele, el(t)«—-—>s™, saameg(t)«——>sH(s) =

Tanu sellele, e (t) «—— J1saameh(t)«——H(s )

Huppekaja ja impulsskaja on omavahel seotud jargtnis
dg(t i
n- 9000 90-90)+[h(r)dr
0
mis g(0) = 0 puhul lihtsustub kujuni

h(t):% ja g(t) =jh(r)dr

Naidistlesanne N 6.1

Leiame Ulekandefunktsiooni jargi htippekaja ja inggkiaja ning nende alg- ja I6ppvaartused.
12(5s-98)

s? +20s+ 96

Leida g(t), h(t), g(0), h(0), g(e), h(x)

Antud: H(s) =

Lahenduskaik

Huppekaja on slUsteemi véljundreaktsiogft sigendisse (hetkdl= Gantud Ghikhtppe-
lisele signaalileu(t) =1(t ).

Sisendi Laplace'i teisendus anniifs) = L(u(t)) = L(l(t)):1
S

126s-8) 1

YS:H S'U S)=————— . —

(9)=HELE s?+20s+96 s

Seega,

-1 ")
S

— L
H(s)_ 12(s-8) _ 1 18 17 &g - (1418 1767 )
S s(s+8)(s+12) S s+8 s+12

g(0)=-1+18-17=0
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g(w) =-1+18-0-17-0=-1
Kasutades piirvaartusteoreeme, saame

HE 12658
9(0) = lim g(t) = lim sG(s) = lim s—== < _||mH(s)—IHM +20s+ 96

12(55 8 _ 128 _ 1
50524 20s+96 96
Impulsskaja on stisteemi valjundreaktsiddh sigendisse ajahetkel O antavale ideaalsele
impulsile u(t) = o(t).
Sisendi Laplace’i teisendus(s) = L(u(t)) = L(c(t)) = 1
Y(s) =H(s)-U(s) =H(s)
h(t) = L (H(9))

— L
H(g =208 _ 144 204 L\ (C1a4e™ 4 2040 ict)
(s+8)(s+12) s+8 s+12

h(0) = —144+ 204= 60

g(o) = I|m a(t) = I|m H(s) = I|

h(c) =0
Kontrollime piirvaartusteoreemidega:
2 —
h(0) = lim sH(s) = m 120878 _yn, 605 =96s _g,
-0 g% + 205+ 96  so» s% + 205 + 96
2
h(wo) = I|m SH(s) = I|mM =0

20 g* 4+ 20s + 96

Markus: kui hippekaja on teada, siis impulsskaja leidnunevaga lintnelmpulsskaja on
huppekaja tuletis. Seda seost on vdga mugav kasutada ka tulemust®kimiseks.

Kontrollime:

g'(t) = (-1+18* —17e**) =0-8-18 —12-(-17)e'? = -144e™® + 20487 m.o.t L.
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL6.1

On teada slsteemi tlekandefunktsioon:
s*+3
H(S)=—F—
) s +2s+5
Leida selle siisteemi impulsskaja ja hiippekaja nergle alg- ja |6ppvaartused.

IL 6.2
On teada susteemi tlekandefunktsioon:

10s® —325+96
s* +2s° +16s° +32s

Leida ststeemi impulsskaja ning selle alg- ja |@#rtused.

H(s) =

IL 6.3

Susteemi sisendisse Ulekandefunktsioomigs) anti deltafunktsioor(t). Milline signaal on
susteemi véljundis? Leida selle signaali vaartugaketkelt =0 ja t = .

(s° —8s” — 485+ 64)

H(s) =
=) s(s+2)s* +16)
IL6.4
Leida huppekajg(t) tlekandefunktsioori(s) jargi.
(9s° + 20s” + 785+ 81)
H(s)= 3 5
(s*+3s% +9s+27)
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7. OLEKUMUDELI JA ULEKANDEMUDELI SEOS.
ULEKANDEFUNKTSIOONIDE, IMPULSSKAJADE JA
HUPPEKAJADE MAATRIKSID

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Ha®iaa 6pikust ptk. 3.5.

Kui on tegemist ststeemiga, millel on mitu siseqaimitu valjundit, siis sellel sisteemil on
tlekandefunktsiooni, impulsskaja ja hippekaja aséneandefunktsioonide, impulsskajade

ja hiippekajade maatriksid
Ulekandefunktsioonide maatrikd:(s) = C(SE- A) "B+ D
Impulsskajade maatrikdH (t) = Ce*B+ D < 5(t) >
Huppekajade maatrik$s(t) = CA ' (e™ —~B)B+D

Naidistlesanne N 7.1
Antud: stisteem on antud oma olekumudeliga:

S IS R I Y

Leida susteemi impulsskajade maatri$t).

Lahenduskaik
1. Leiame kdigepealt maatrikseksponendi Laplaetsenduse kaudu:
s-3 -2 »
detSE— A)=de 5 & 3=(s—3) —4=(s-1)(s-5); s =1 s,=5
s-3 -2
-3 -2 —1)(s— _1)(s—
(s-1)(s-5)| -2 s-3 -2 s-3
(s=1D(s-5) (s-1(s-5)
1 i1 1
2 .2 2 2
_[(s-) (-5 (s-D) (s-9| o, 11 -1 111 o o«
211 1 1 2|-1 1 21 1
2 2 2 . 2
[ (s-1) (s-5 (s-1) (s-9H |

2. NUud leiame spektraallahutuse meetodil maakgs@nendi ja nditame, et mélemad mee-
todid annavad sama tulemuse:

A-3 -2 s e e B
det(/lE—A)—de{_Z /1_3}(/1—3) —4= (A-D(A-5); A4 =1 A4,=5
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[T(A-4E)
ﬁ(ﬂ’i _ﬂ’k) ‘

v
PR

- 117 1-5

2 2
2{2 = 5; 221:—

5-1

eA‘=Zn)Zi1eM; ezt e I
- 2l-1 1 2l1 1

3. Nildleiame siisteemi impulsskajade maatrikd).

H(t)=Ce‘“B=[1 -Hl —}M;{l 1}@){0 1H-1 1}
-1 1 2-1 1 2|11 10 1 -1

00|, [-1 17,
+ e = e
00 1 -1

Markus: antud susteemil on 2 sisendit ja 2 véljundit, seeg ka loogiline, et me saime
impulsskajade maatriksi, mis koosneb neljast elehstn

H t — Hll(t) HlZ(t)
0= {Hn(t) sz(t)}

Zil

H,,(t) esimesest sisendist esimesse valjundisse,
H,,(t) teisest sisendist teise valjundisse,
H,,(t) teisest sisendist esimesse valjundisse,

H,,(t) esimesest sisendist teise valjundisse.
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL7.1
Antud: stisteem on antud oma olekumudeliga:

-1 -2 1 1 -1
A= : B=|=| C=
2 -6 0 2 -
Leida suisteemi impulsskajade maatrii$t).
H(t) =Ce*B

IL 7.2
Antud: stisteem on antud oma olekumudeliga:

-1 0 1 2 2 1
A= : B= : C=
PR S A TS ]
Leida suisteemi Ulekandefunktsioonide maatiiks ).
H(s)=C(sE- A)'B

IL 7.3
Antud: stisteem on antud oma olekumudeliga:

31 01 3 -6
A= , B= , C=
2 2 10 -6 3
Leida susteemi impulsskajade maatrikgt ).
H(t)=Ce"B

IL7.4
Antud: ststeem on antud oma olekumudeliga:

-1 1 01 -1 1
A: , B: , C:
PR N S P
Leida susteemi impulsskajade maatrtkgt ).

H(t)=Ce"B



8. SIIRDEPROTSESSIDE ARVUTUS DIFERENTSIAALVORRANDIS T

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Katagaamatust ptk. 2-7.
Sisendi ja valjundi omavahelisi seoseid kirjeldatepaja stisteemi puhul diferentsiaalvérrand
1‘(yﬂld—ny %d—mujzo *)
dt dt dt dt
kusm<n
Kui diferentsiaalvdrrand (*) on-ndat jarku, siis 0eldakse, et sisteermardat jarku.

Lahtudes funktsioonist (*), on vdimalik sisteemieli&ult analitsida ning arvutada siirde-
protsessid ka mittenulliste algtingimuste puhuhdat jarku diferentsiaalvérrandi lahenda-
miseks on vaja algolekut.

Kui f on lineaarne funktsioon, siis diferentsiaalvorrart)i poolt kirjeldav stisteem on
lineaarnen-ndat jarku pidevaja stisteem.

n-ndat jarku diferentsiaalvérrand on esitatavrkasimest jarku diferentsiaalvérrandite sus-
teemi abil.

Susteemi kirjeldav mudel jaguneb kaheks osaks.eBistsisend tekitab sundliikumist ning
vabaliikumine on pdhjustatud mittenulliste algtimgiste poolt ¢(0) = 0 ja x(0) = 0).

Sundliikumise Laplace’i teisendus on Ulekandefuiokts korda sisendi Laplac’i teisendus:
Y.(s) =H(s)-U(s)

Naidistlesanne N 8.1
Susteem on antud diferentsiaalvérrandiga

d3y§t) fyt)=2 dzugt) 3 du(t —12)
dt dt dt

y(0) =1

y() =0

u(t) = sint

Leida impulsskajeh(t), htuippekajag(t), sundlikumise vorrands (t )vabaliikumise vorrand
y, (t), stusteemi valjung(t ning valjundi alg- ja [dppvaartuseg  (Oy(oo).

Lahenduskaik
an(t) L n ni o2 dx d"?x d"x
—=5"'X(s)-s"x(0)-s""—(0)-...—s 0) - 0
LSS =STXO) - 1 0) 7 O i O
3 L
Y0 L 9v(9)- Y0 - 30 - 90 = $Y(9) -5

u(t) =sint = u(0) =sin0=0
u(t) =sin't =cost = u(0) =cos0=1
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d2u(t) -

d 2

dut-1 1) L
dt

Rakendades Laplace’i teisendust diferentsiaalvdit@nsaame

d*y() , d’u(t) _ du(t-1)
dt® = 2dt dt
UL
S’Y(s) —s* +Y(s) = 25°U (s) — 2+ 3e°sU(s)
Y(9)(s° +1)=U(s)(2s? + 3se’s)+ s*-2

2s? +3se® -2
Y( )——U( )+
s®+1

1

< s?U(s)—su(0) —u(0) =s’U(s) -1

SL[dZ(tt)j e*(sU(s) - u(0)) = e°sU(s)

u(t) :sint<:>U(s) =2

o]

2s? +3se® s?-2

Y(s
(8= is +1)s? +1i s*+1

sund|||kum|ne vabaliikumine

Sundliikumine naitab, kuidas siisteemi sisend mbji¢ana valjundit. Vabaliikumine néaitab

slisteemi valjundi sdltuvust algtingimustest. Uladekarakteristikute eelduseks on nullised
algtingimused. Jarelikult, hipekaja ja impulsskajautamisel me ei arvesta vabaliikumist.
Ainult sundliikumine, kusu(t) =1(t) huppekaja puhul ja(t) = o(t impulsskaja puhul.

Jarelikult,
2s°+3se® 2( 1 2s-1 1 s+1 s
H()——_— +— +| — +— e’ =
s’+1 3{s+1 s°-s+1 s+1 s°—-s+1
21
3l s 1
Tt (s—0py (\/_/)

1 s-05 \/_y
s+l (s—05) (\/_/) (s 05)° (\/_/j
ht)=L*(H(s))= Z(e +2e%% co{\/_ / D A(t) +

+ [— g 1 o5t cos{\/é/2 (t- 1)) ++/3e%%0 sin(\/?)’/2 (t —1))) At-1)

h(@Q) == (1+2) 2
h(e0) =
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o) - L‘l[ H is)j L‘l( 2s? + 3se® ]

os® +1)
H(s) 2s°+3se® 2s 3e° 2( 1 s+1 j ( 1 s-2 j "
= 3 = 3 =+ 3 = —| — + > + — > e
s(s +1) s+1 s°+1 3 s+l s"-s+1) (s+1 s"-s+l

s-05 R *FV
2+(f%j2 % (s- 08 (f/j
J1 o s0s g A

SHL(se 0,5)2+(\/_%)2 (s 05)° (\/_/)
é g(t) = (—%e + 2e05t co{\/_/ j 2\/5 e sm(\/—/ jj 1(t) +
+ [e(”) — 0%t co{\/gé (t —1)) ++/3e%% Y sin(\/gé (t— l)D A(t-1)

Saab kontrollida, eh(t) = g'(t).

21

~ 3s+1

2
+_
3

-

Siirdeprotsessi kirjeldavates valemites esineb @kspt positiivses astmesS®™ jgrelikult on
antud susteem mittestabiilne ja piirvaartusteordesnkehti.

Kui u(t) = sint, siis leiame sisteemi valjungt @eldades mittenulliseid algtingimusi:

y(t) =y (t) + v, (t)

Y.(9) = 2s% +3se’® _ 2s? . 3s o
° (s*+1)s?+1) (*+1fs?+1) (s®+1fs? +1)

28 :1( 1, 2s+2 _3s+3j_1 1 ., 5-05+15 s+l
(S*+1)s?+1) 3\s+1 s*-s+1 s*+1) 3|s+l (s—0,5)2+% syl
3s+1 3

(f/) oy (]
@;e +=e° cos(\/_/) 05‘sm(\/_/) cost —sint
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3s 1 1 5 s-2 3s-3)_
3 2 T ol T2 t 2 -
sS+I1)s"+1) 2\ s+1 s"—-s+1 s°+1

1 2305],5 Qs ,21}

1
2| s+1 505+A

11 s—05 1|
2| Tsi1 1

ST (s— o8y (\/_/j (s 05) (/)
1 1 s—05 */é/ 1|
252 =

RPN R e 7
CL%(— e —2e" cos(\/_ % tj +24/3e% sin(\/_ % tj +3cost — 3sintj

2% + 3se j

o=t - R -
:%(364 + 208t COS(\/_%tj—i- 2./3e%8 sin(*/_%t) —3cost —3Sintj 1) +

+ %(— e () _ pg0st-1) co{\/_% (t- 1)) + 24/3e%50) sin(\/_% (t- 1)) +3codt—-1)-

—3sin(t -1))-1(t -2
Yv(s):sz_zzl(— 1, 4s-5 j:

s$’+1 3\ s+1 s?-s+1

) e %
= (s-05) (\/_/j (s-05) (\/_/j
Y9, ()

y,(t) = 1 (— e +4e™ cos{\ﬁé tj — 2/3e% sin(\/_% tD -1(t)

y(t) = y.(t) + vy, (t) = (Ze +6e> cos(\/_%tj —3cost — 3sintj () +
+ %[— e — 2e05t co{\/_% (t- 1)) +24/3eY sin(\/_ % (t- 1)) +3cogt -1)-

—3sin(t 1))-1(t -1)

Wl

YO =5 (2+6-3)=>

Y(o0) = 0
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Naidistlesanne N 8.2

Lineaarse pidevaja silsteemi Ulekandefunktsibt(ls):%. Leiame selle susteemi
S°+3s+

vabaliikumise vorrandy, (t )kui on teada, ey(0) =1 ja y(0) =—1ning u(t) =sint.

Lahenduskaik

S _Y(9)
$?+3s+2 U(s)’
s°Y(9) - sy(0) - Y(0) + 3(sY(s) - y(0))+ 2Y(s) = sU(s) - u(0)
Y(9)(s? + 35+ 2)— sy(0) - ¥(0) —3y(0) = SU(s) — u(0)
Y(5)(s? +3s+2)=sU(s) + sy(0) + y(0) + 3y(0) —u(0)
Y(S) — S U (S) + Sy(O) + y(O) + 3y(0) B U(O)

s +3s+2 s®+3s+2

H(s) = kui y(0)=y(0)=u(@©)=0

~ . . . S . Y(s) S
Toéepoolest, kuiy(0) = y(0) =u(0) = 0siisY(s)=—————U(9) ja = .
p y(0) = y(0) =u(0) Siis Y () 73512 () | U(s) 213512

Kui algtingimused on mittenullised, siis tekib valkamine:

sy(0)+ y(@0) +3y(@0)-u(©) s-1+3-0  s+2 S+2 1

Y S) = = = =
W8 s? +3s+2 s?+3s+2 s°+3s+2 (s+2)s+1) s+1

y, () =¢€"
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL 8.1
Susteem on antud diferentsiaalvdrrandiga

d*y(t) N dy(t) _ u(t - 2)
dt? dt

y(©0)=2

y©0)=0

u)=e?

Leida sundliikumise vorrandy(t )vabaliikumise vorrandy,(t )valjundi avaldisy(t),
valjundi vaartusedy (1), y(0), y(«) avaldisesty(t ), y(0), y(«) kontrolliks kasutage
piirvaartusteoreeme.

IL 8.2
Susteem on antud diferentsiaalvérrandiga

dzy(t) du(t)
ae TO="4

y@0) =1

y(0)=2

u(t) = 1(t - 2)

Leida diferentsiaalvfrrandi Laplace’i kujutis impulsskajah(t), hippekajag(t), sundlii-
kumise vorrandy,(t )vabaliikumise vorrandy, (t )susteemi valjungl(t hing valjundi vaar-
tus alghetkely (0).

IL 8.3
Susteem on antud diferentsiaalvérrandiga

Py a0, _ dut-3
dt dt dt

y(©0) =1

y(0)=0

y(0)=0

u(t) = e 249

Leida diferentsiaalvrrandi Laplace’i kujutié(s $undliikumise vorrandy,(t )vabalii-
kumise vorrandy, (t )susteemi valjundi avaldigt Naljundi alg- ja Idppvaartuseg (0),
y(o0) avaldisesty(t ),y (0), y(«) kontrolliks kasutage piirvaartusteoreeme.
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IL 8.4
S+2

On antud lineaarse pidevaja susteemi UlekandefiooktsH (s):m. Leida selle
S+1)s+

susteemi valjundi Laplace’i kujuti¥(s) ja piirvaartusy(e ),kui y(0)=1ja y(0) =1 ning
ut)=1-e".
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9. DISKREETAJA SUSTEEMIDE ANALUUS

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Hafiaa Opikust ptk. 4.

Sisendi ja valjundi omavahelisi seoseid diskreeséisteemis kirjeldab-ndat jarku diferent-
siaalvorrand

f(y(k),..., y(k—=n),u(k),...,u(k—=m))=0 (¥

Lahtudes funktsioonist (*), on vBimalik diskreetajasteemi taielikult anallisida ning arves-
tada ka mittenulliseid algtingimusi.

Kui f on lineaarne funktsioon, siis diferentsiaalvorra(iflipoolt kirjeldatav diskreetaja sis-
teem on lineaarne-ndat jarku diskreetaja stisteem.

n-ndat jarku diferentsiaalvérrand on esitatavrkasimest jarku diferentsiaalvérrandite sus-
teemi abil ja suisteem on esitatav ka olekumudglilk&eldades nulliseid algolekuid, saame
leida ka Ulekandemudeli ning Ulekandekarakteristiku

Naidisulesanne N 9.1

Diskreetset susteemi kirjeldab lineaarse diferaatsbrrandite stisteem. On antud ka olekute
algvaartused ja diskreetne sisendsignaal:

1 xO=1
X (k+1) =%, (k) +u(k) {xz ©=0
1
X (K1) = =X (K) + %, (k) + u(k) uk)=14 k=0
Y(K) = %, (K) + %, (K)

Leiame selle sisteemi olekumudeli, valjundi vaaug[0], y[1], y[2], V[3] ja Y[«] ning
diskreetse ulekandefunktsiooni.
Lahenduskaik
Diskreetse olekumudeli Gldkuju:
X(k+1) =dX(K)+ U (k)
{Y(k) = CX(k) + DU (k)

Vaadeldav siisteem on teist jarku SISO (Uhe sisangigihe véljundiga) susteem. Selle
susteemi puhul

X(k) = {Xl(k)} — siseolekute vektorX (0) = F} — algolek
X, (K) 0
X (k+1) = ° % X () +| U (k 0 1
r=l 7 X0+ P elikutt o - 4l r=|"|,c=p 1], p=[q]
2 * . L
Y9 =1L 1X(K)+ [0 (k) 5
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Esimene vbimalus, kuidas leida valjundvéartusikmutada olekumudelit:

Y (0) = CX(0) =
1 1
X N
o-ox0 100~ .{Om.lH
2! 2
L,
Y®)=CX@®)=[1 1] 1=
E
LYoy [0
X (2) = <15X(1)+[U(1)— 4101 +H1= 8
1||3 1
9 17
Y@ =CX@=[1 1] 8
1
119 >
X (3) = o R e
@=0XQ+IUQ=| | -H{Ja i
2t 16
S
Y@ =Cx@=[ 1 ‘2‘3 :j—gjne

16
Seega,y(0)=1 y@=15 vy =2125 y@~ 269 jne. Selle meetodiga vdily(co )
leidmine osutuda mdnikord vaga keeruliseks.

Teine vdimalus on rakendadateisendust:

x(k +1) & 2X(2) — zX(0)

Rakendame -teisendust olekumudelile:

X(k+1) =dX(k)+IU(k) z [zX(2)—zX(0)=dX(2)+1U(2)
Y(K) = CX(K) V() = CX(2)
Siit saame
zZX(2) - PX(2) = T'U(2) + zX(0)
Y(2) =CX(2)
{ZE q'>X(z) [U(Z)+ZX(O), kusk on Uhikmaatriks
Y(2) =CX(2)
X(2) = (zE- )" TU(2) + (zE- @) " zX(0)
Y(2) = CX(z)
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Jarelikult,

Y(2) = C(zE- @) ' TU(2) + C(zE- @) *zX(0)
sundliikumine vabaliikumine

. 0
Ulekandefunktsioon on slsteemi karakteristik ntdlisalgolekutel. KuiX(O):LJ , Siis

Hz) = YO
U(s)
Jarelikult,
H(2)=C(zE-®)'Ir
-1
z 1 1 z-1 1
(zE-@)" = 4| - 4
1 1
= z-1| Az-)+2| - z
2 2
1 z-1 1 z—l—1 —+z
C(zE-o@)'= L 1] 4= 2 4 _
2(z-1)+= - z| |Z-z+> ZP-z+
8 2 8
3 1
z-= z+-
_ 2 4
27+t g4l
8
-3 24t
_° 2 I B
H(2)=C(zE-®)'I' = 2 1 4 i { }ZZZZi
2 it 2_g.7 1| z°-z+0125
8 8
Siis leiame selle diskreetse susteemi valjuhtiisendusey (z) :
Y(2) = H(2U(2) + C(zE- @) zX(0)
2-3, 2.1,
_° 2 L -
C(zE—(D)‘lzX(O): 2 1 4 1 |:O:|:22¢
22_z4> 2 _z.7 z°-2+0125
8 8
‘ z
uk)=1 k20oU@)=—"
Z_
Y(2) = 2z-125 z | ?-15z  7(2z-125)+z(z-1)z-15)
z°-z+0125 z-1 Z°-z+0125 (22 - z+0125)z-1)
_272-125z+7°-2p7°+15z  2°-052°+ 025z  82°-47°+2z
(22— z+0125(z-1) 2*-27+11252-0125 87°-162°+9z-1

Jagades siis lugeja nimetajaga, esitaf(z kujil

Y@ =Yoo+ VZ +Y,2 %+ 4y, 2" +...=> y;z"  kusy(k) =y, Vk=0
i=0
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k on takti number ja jarelikult on see taisarv.

. . 8z° - 47° + 2z . . .
Jagame siis avaldisg(z) = lugeja nimetajaga labi.
g (2 82°-1622+9z-1 9¢l jag

Tulpjagamine:

— 3 17 43
3_ 1672 =Sz
8z°-16z°+9z | > 3 16
127> - 7z+ 1
1272 —24z+2—7—§z
2 2
172—2—25+ §z’l
177-34+ 223,117
8 8
43 141, 17

2 8 8

Y(2) = 1+22 +1—72 +£32 +... ning

8 16
yO) =1 y@)=>=15 y(@ = 1—7 2125 y(@3) = f_: ~ 269

Vaartusey (O)kontrollimiseks ningy(oo )Ieidmiseks kasutame piirvéértusteoreeme.

Iﬁn+ x(k) = I|m —_— X(z)

Piirvaartusteoreemid diskreetaja siisteemide jaoks:
I|m x(k) = I|m —_— X(z)

. z-1 82°-472°+2z . z-1 82°-47"+2z . 82 ~-4z+2 8
y(0) =lim — . =lim o o

i 7 82 1622+9z-1 o z (822 -8z+1fz_1) 82 8z+1 8
y(0) = lim z-1 82°-4z°+2z . 82°-4z+2 8-4+2

ml 7 (822 -8z+1)z-1) 182 8z+1 8-8+1

Naidisulesanne N 9.2
Diskreetaja stisteemi kirjeldav diferentsiaalvorigsmdisteem:

X (K+2) = %, (K) +u(k) u(k):{l kuik =0
X, (k+1) = x, (k) — 2u(k) 0 vk>0
y(K) = x, (k)
x0)=2
x@=1
X,(0)=0
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Leiame selle stisteemi olekumudeli, Ulekandefunétsifa valjundi vaartuseg(k), k=0,... 5

Lahenduskaik

Kuna x, (k + 2) = x, (k) +u(k) on teist jarku diferentsiaalvrrand, peame kolnzasideoleku
sisse viima.

Olgu x;(k+1) = x,(k+ 1), siis
% (K +1) = X, (k)
X, (k +1) = x,(K) - 2u(k)
X3 (k+1) = x, (k) + u(k)
y(k) = x; (k)

Seega, olekumudel

% (0)=2
X,(0)=0

X3(0)2X1(1):1

0 01 0 2
X(k+D={1 0 O|X(KV+|-2U(k
(k+1) (k) (k) X(0) =0
010 1 1
Y(k)=[0 1 0]X(k)
Ulekandefunktsioon:
H(2)=C(zE-®)'T"
z 0 -1 2 z 171 2 1 z|
(zE-®)*'=|-1 z 0| = 31 1 22 z| = 31 z 77 1
z'-1 ) z' -1 )
0 -1 z z 1 z 1 z z
. zZZ 1 zJ| o0 . 0| -
CzE-o)'r=——-0 1 0|z 2 1|-2|=—[z 7 1|-2|-—22
-1 ) -1 -1
1 z z 1 1_
—27°+1
H(z) =
(2) 1

Valjundi leidmiseks kasutame valemvi(z) = H(z)U (2) + C(zE- @) zX(0):

27°+ 2
-1

Z_l[z z 10|=

1

C(zE-®) " zX(0) =

Z3

VA
u(k) = 5(k)=>U (2) =1
—272°+1 2z2*°+z z+1 1
+ = =
2’1 -1 -1 22-2z2+1

See tdhendab, st0) =y =y@4) = @R =yR)=y®B) =1

Y(2) = =7224+72°%+72°+...
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Naidistlesanne N 9.3

Leida impulsskaja viis esimest diskreb(ll), h(2), h(3), h(4), h(5) neljal erineval meetodil,
kui diskreetne siisteem on antud oma olekumudeliga:

X (k +1) = &X (k) + I'U (k)
{Y(k) = CX (k) + DU (K)

kus on teada maatriksid:

{_‘;5 _24] r:{_ll] C=[2 1, D=0

1k=0

0
algolek X (0) = {O} ja sisendsignaal(k) = {0 K20
Kk #

Lahenduskaik
Meetod A (iteratsiooni meetod, kasutades olekumudelit)
X(k+1) =dX(k)+ U (k) h(k) = CX(k)
Kuna tegemist on impulsskajaga, siis valjundsigne#listasime mitte tldkujuY(k )yaid
h(k). Kuna D = 0, siis olekumudeli teine vdrrand lihtsustus.
k=0; x@)=&X(@0)+7U(0)=

4 2770 1 1 0

a5 4] _0}[_1}1{_1}, h(0) = CX(0) =[2 1]M_o
k=1 xQQ=oX@+IU@D=

[ 4 2][1 1 2 1

a5 4 _J{_JO{O’J h@®) =CX@) =[2 1]{_1}-1

k=2; x(3)—d5X(2)+[U(2)—
4 27[2 1 9

a5 4 0’5{ }o{ } h2 =CX () =[2 1]

k=3 x@)=®X@+IU@B)=

4 2191 [1 18
a5 4 __9_{_1}0{4,5} h@) =CX(3) =

k=4 X(5)=®X(4)+IU(4)=

|
el

(4 2] _18_{1}0:{81} h(4) =CX(4) = {18} 405
o

2
05

-35 -4 |45

k=5 hG)=CX(E)=[2 1]

Meetodite B ja C uhine algugdiskreetse Ulekandefunktsiooni leidmine)
H(z) =C[zE-®]'T

29:54 Z_+24} = (2—4)(Z+4)+7= z2-9= (z-3)(z+3)

def{zE-o]= de{
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[zE—@]E;{ZM' 2 }

(z-3)z+3)|-3,5 z-4
4 1(z+4 2 |1 z+45
H(2)=C[zE- o] I'=[2 1]d_et{_3,5 2_4}{_1}:...:—(2_3)(2%)

Meetod B1 (korrutadesZ-ga ja kasutades-teisendust)

z z
Kuna H(z) < h(k) ja Z-teisenduse tabelis on olemas selline Fid«z’:\g@ak, siis tuleks dle-
Z_

kandefunktsioon jagada osamurdudeks (naiteks r@silcaudu) nii, et lugejas olelds

z+45 125 025
z-3)z+3) z-3 z+3
Korrutame vdérrandi mélemad pooledga. Hillem (et midagi ei muutuks) tuleks teha jaga
mineZ-ga. Sellele aga vastab aja vallas nihutamine d@ikteudrra “tagasi”.

H(z):(

ZH(2) = 1252 — 0252
z2-3 2+3

h(k), mis vastaksZ-teisendusekaudu zH(z)-le, on 125><3"—025(—3)"; kui teeme
nihutamise Uhe takti vorra “tagasi”, siis saame,h@t), mis vastabZ-teisenduse kaudu
H(2)-le, on 125x3“* - 025-3)".

Arvutame meid huvitavaid impulsskaja diskreete sdacalemi kaudu:

h(k) = 125x3* - 025-3)!,  kui k>0
h() = 125x3° - 025-3)° = 125- 025=1
h(2) = 125x 3" — 025-3)' = 3125+ 025) = 45
h(3) = 125x 3% — 025(- 3)° = 9(125— 025) =9
h(4) = 125x 3* — 025- 3)° = 27 (125+ 025) = 405
h(5) = 125x 3* — 025(- 3)* =81(125- 025 =81

~ X X X X
I
a b~ 0o P

Meetod B2 (jagade<Z-ga ja kasutades-teisendust)

Selleks et rakendada-teisendust, saab kasutada ka teist moodust — gagettandefunkt-

siooni avaldise mdlemad pooled-ga labi, tikeldada saadud avaldis osamurdudeks ja
avaldada siis sellest avaldisé${z ):

1 25 15
z+ 45 H(2) z+45 2. 6 . 18

H — _ = =
(2 (z-3)(z+3) z  2z-3)z+3) z 73 2+3

1 25 15

H@2=2z2+2 8 ;18 :_1+125( z )+o,25( z
z 2-3 z+3 2 3 z-3 3 z+3

Rakendame saadud avaldiskeisendust ja saame

125, 025,
h(k) = ===3“ + —=(-3
(==5-3+—"(3
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Markus: Z-teisenduse kasutamisel kadus esimene liig® dmaktsiooni omaduste tottu:

5 (k) - 1 kui k =0
o kui k=0

On kerge néaidata, et saadud valemhgk) arvutamiseks kergesti teisendatav kujule, mis
saadi meetodigBl. Seega on ka tulemused samad, mis meegddil

h@)=1 h2=45 h@=9 h(4)=405 h (5=81

Meetod C (arendades diskreetse ulekandefunktsiooni Lor#ajri
Meetod rajaneb valemil

H@)=h®)z'+h(@)z?+...+h(nN)z"+...= ih(i)z’i

Sellisele kujule saame Ulekandefunktsiooni teisdadgagades lugeja nimetajaga (nn tulp-
jagamine):

z+45 72 -9
Z+ 0-92Y1z*+4,52%+92°+40,527% +81z°...

_45+97°!

45+ 0z - 40522
_97'+405z72

9z'+ 0z°*-817°

_405z%+81z°

405z%+ 0z°-3645z"
_81z°+3645z*
81232 + 0z*-729z"°

Nagu naha, annavad kdik neli meetodit samu tulemusi
h@=1 h(2=45 h(3)=9 h(#)=40,5 h (=81
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL9.1
On antud diskreetaja susteemi Ulekandefunktsioon
z-05
(z- 01)(z-03)32* +2z+1)
Leida selle sisteemi huppekagék) vaartused punktidels = 0,1,2,3

H(2) =

IL 9.2
On antud diskreetaja stisteemi olekumudel

1
xw+n=B ﬂxww{ﬂmm X@*{J

y(k)=[1 1x(k) uk)=1 k=0

Leiday(k), k=0, 1, 2, 3; Ulekandefunktsiod#(z); hiippekaja punktideg0), g(1), 9(2), 9(3),
9(4).
IL 9.3
On antud uhe sisendiga ja Ghe véljundiga diskraaiagteemi kirjeldav diferentsiaalvérrand
X(k+3) =2u(k) — 05x(k + 2)
{y(k) = X(k)

Leida selle siUsteemi olekumudel, Ulekandefunktsiganhippekaja vaartused taktidel
k= 02123

IL 9.4

Leida impulsskaja viis esimest diskrebti  [@(2), h(3), h(4), h(5) neljal erineval meetodil,
kui diskreetne siisteem on antud oma olekumudeliga:

X(k+1) = @X (k) + I'U (k) kus = 2 2| =7’ c=lr 2]
Y (k) = CX (K) s -2f L)

[O}
X= O
tingimusel, et

kui k=0
u(ky = & !
0, kui k=0

IL 9.5

Leida impulsskaja viis esimest diskrebti  [@(2), h(3), h(4), h(5) neljal erineval meetodil,
kui diskreetne stuisteem on antud oma olekumudeliga:

X (k+1) = &X (k) + I'U (k) ws o=| ° 3| o7t C=[2 4
Y (k) = CX (K) -2 -2f 2 |

a7



[O}
X =
. 0
tingimusel, et

kui k=0
ugky =1 KU
0, kui k%0

IL 9.6

Leida impulsskaja viis esimest diskreb(@), h(2), h(3), h(4), h(5) neljal erineval meetodil,
kui diskreetne stisteem on antud oma olekumudeliga:

X(k+1) = @&X (k) + IU (k) ks o= © 73| ro| ? c=[-1 1]
Y (K) = CX (K) -1 -1 -3/

0
X=
.. 0
tingimusel, et
kui k=0
uky =1 <
0, kui k=0
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10. SUSTEEMIDE STABIILSUS, JUHITAVUS JA JALGITAVUS

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Hafiaa Opikust ptk. 5.1, 5.3 ja 5.4.

Susteemi stabiilsus naitab, kas sisteemi siseojékuidisend puudub (v6i on vérdne nulliga)
ja susteemi algolek erineb tasakaaluolekust, ladhe@tud tasakaaluolekusse vdi mitte.

Juhitavus nditab, kas siisteemi saab viia etteavildisse suvalisest algolekust 16pliku aja
jooksul. See omadus on vaga oluline olekuregulasiimteesil (vt. peatiikk 11).

Jalgitavus nditab, kas on vdimalik maarata koiksdisteemi olekute vaartused I6pliku aja

olekutaastaja sunteesil (vt. peatukk 12).

Naidistulesanne N 10.1
On teada susteemi diskreetaja olekumudel

! 1 1] 1
X(k+D)=|_1 X(k)+HU(k)
2 1
Y(k)=[1 0]X(k)

Maarame selle stisteemi juhitavust, jalgitavustghigsust.
Lahenduskaik
Juhitavuse maaramiseks peame leidma juhitavuseikshat
Juhitavuse maatrikQ, =|[I" &' &I ... ®"'I| kusn on siisteemi jark.
Kuna antud juhul on tegemist teist jarku sisteerfiga 2), siis
1 2
Q-Ir @f]{l 1}
4

Kui juhitavuse maatriksi astak on vordne suste@mgyygarank(Q,) =n ,siis siisteem on taie-
likult juhitav.

Kui juhitavuse maatriksi astak on sisteemi jargusksemrank(Q.) <n ,siis sisteemil on
mittejuhitavad olekud.

Ainuke juhitavuse maatrikgp, 2x2 alammaatriks on see maatriks ise.

1 2
de{l 1}_12_97&0
- 4 4

4

Jarelikult, rank(Q,) = 2ning antud stisteem on taielikult juhitav.
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Jalgitavuse maaramiseks paneme kirja jalgitavussriksi:
P
Co

Q, =| C®? |, kusn on susteemi jark.

co™
Analoogiliselt juhitavuse mé&éaramisega: kui jalgitag maatriksi astak on vordne sisteemi
jargugarank(Q,) = n ,siis susteem on taielikult jalgitav.

Kui jalgitavuse maatriksi astak on sisteemi jargusksemrank(Q,) <n ,siis ststeemil on
mittejalgitavad olekud.

C

Vaadeldava teist jarku sisteemi jadBs= {C(D

10
}:L J ning rank(Q,) = 2. Seega, antud
susteem on ka taielikult jalgitav.

Stabiilsuse maaramiseks kasutame Ljapunovi kritegti Selleks leiame slisteemi poolused:

z-1 -1 1 1 2
detZE-®) =det 1 :22—z+—:(z——j =0
2 - 4 2
1

4L=4,= 2
Molemad poolused paiknevad Uhikringi sees ja j@ndlion antud diskreetaja siisteem sta-
biilne.
Naidistlesanne N 10.2

On antud pidevaja siisteemi kirjeldav diferentsidabndite sisteem:

X, =-002x, +u,

X, = 001x, — 001x, + 001u,
X3 =X,

y=2X

Kontrollime suisteemi juhitavust, jalgitavust jakstsust.

Lahenduskaik

Susteemi olekumudel:

~002 0 O 1 0
X()=| 001 -001 O|X({t)+|0 001U(t)
0 1 0 0 0

Yt)=[0 0 1JX(t)
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Susteemi juhitavuse maatriks:
1 0 -002 0  410* 0
Q.=[B AB A’B]=|0 001 001 -110* -310* O
o o o0 o001 001 -110*

Leidub vahemalt ks maatrikg, 3x3 alammaatriks, mille determinant on nullist erinev:

0 -002 0
det 001 001 -1.10%|=2-10°=0
0 0 001

Jarelikult, rank(Q,) = 3ja seega on susteem taielikult juhitav.

Susteemi jalgitavuse maatriks:

C o o0 1
Q=|CAl=| 0 1 0
ca| [001 —001 0

det@,) = - 001+ 0

Seega on susteem taielikult jalgitav.
Stabiilsuse kontrollimiseks leiame siisteemi poaluse

s+002 0 O
detcE— A)=def 001 s+ 001 0|=s(s+ 002)s+ 001)=0
0 1 S

Seega, poolused of) =-002, 4, =-001, 4, =0. Kuna Uks poolustest asub imaginaarteljel,
siis suisteem on mitteasumptootiliselt stabiilne.
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL 10.1

0 1 1
X(k+1)=[2 B}X(k){l}u (k)
Y(k)=[1 0]X(k)

Kontrollida stisteemi juhitavust, jalgitavust ja stabiilsust.

IL 10.2
0 -1 -1 1
X({t)={2 -3 —-2|X@{t)+| 1 Ut
Kontrollida slsteemi ® M+ ® juhitavust, jalgitavust ja
3 -1 -2 -2
Yt)=[L 0 2]X(t)
stabiilsust.
IL 10.3

—2t

Susteemi impulsskaja dmt) =e™ +te™™ Kas stisteem on stabiilne?

IL 10.4

Susteem on antud diferentsiaalvérrandiga
X(t) = u(t) — x(t)

Leidke slisteemi poolused. Kas slisteem on stabiilne?

IL 10.5

Madarata slUsteemi stabiilsus, juhitavus ja jalgisakui stisteem on antud oma kolme maat-
riksiga:

3 -7 2 1
A=|6 -8 0 B=|2| C=[-5 4 -]
3 3 -8 3

Joonistada suisteemi olekugraaf.

IL 10.6

Madarata slUsteemi stabiilsus, juhitavus ja jalgitsavkui stisteem on antud oma kolme maat-
riksiga:

-5 5 -4 4
A=|-2 0 -2 B=(-2| C=[-2 4 -3
-1 -1 -2 -6

Joonistada suisteemi olekugraaf.
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IL 10.7

Maarata susteemi stabiilsus, juhitavus ja jalgitaui siisteem on antud oma kolme maat-
riksiga:

4 -7 2 2
A=|6 -7 0 B=(3| C=[-1 -1 1]
3 3 -7 4

Joonistada suisteemi olekugraaf.
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11. STABILISEERIMISSUSTEEM EHK OLEKUREGULAATOR

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Katagaamatust ptk. 12-1; ptk. 12-4.

Kui susteem ei ole stabiilne, aga on juhitav (veaikk 10), siis seda on voimalik
stabiliseerida, kasutades negatiivset tagasigidetsisteem on juhitav, siis seda on vdimalik
viia ka etteantud olekusse. Kui tagasisides eirdgraatorit, voib tekkida staatiline viga.

Naidistlesanne N 11.1
On antud susteem, mille olekuvdrrandi maatriksid on

10 1 | .
A= {2 3} B= {O} C=[-1 1] ning algolekx(0) = {2}

Juhitav | y(t
susteem

X(t)

Kontrollime selle sisteemi stabiilsust ja kui ségsteon mittestabiilne, projekteerime nega-
tiivse tagasisidega stabiliseerimissusteert) = —Kx(t) niimoodi, et uus suletud slsteem

oleks stabiilne ja selle siirdeprotsessi aeg olé&kémest sekundist vaiksen(t, < 3).

Tagasiside on oleku jargi. Vastav Uhendus on nétgbonisel. Siin on—K lihtsalt
maatrikskorrutise— Kx(t )realiseeriv plokk. Seejarel kontrollime tagasisidéud susteemi

stabiilsust ja leiame valjundi piirvaartusgo ).

Lahenduskaik

Antud siisteemi stabiilsuse kontroll:
s-1 O
det(sE—A){ }:(s—l)(s—i%):o = A4=11,=3

-2 s-3
A, A, >0, jarelikult on susteem mittestabiilne.

Selleks et stabiliseerimissisteem oleks realisagrpeab esialgne sisteem olema juhitav.
Kontrollime stisteemi juhitavust.

Juhitavuse kontroll:
11
Q.=[B AB]zL) 2} rank(Q,) = 2

Siusteem on juhitav.

Susteemi kaitumist maaravad tema poolused ehk taarstkku poltinoomi juured. Suletud
susteem on teist jarku. Selle silsteemi soovitav altaristlik polinoom on

@(S) =5+ 2w, s+w’, kus & (0<&£<1) on sumbuvus jav, on omavdnke(resonants-)sa-
gedus.
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Siis poolused
a2y = =0, £/ & 0] — o
Selleks et stisteem oleks stabiilne, peab poolesi@ire osa olema negatiivne efil, > 0.

Kuna0< ¢ <1, siisw, > 0.

Siirdeprotsessi aefj ~ ﬁ. Kui {o, =2, siist, = 23sec< 3sec.

Voime validaé= 05ja o, = 4. Siis soovitav suletud sisteemi karakteristlik poldm
o(s) =S + 4s+16.
Olekumudelist teame, et(t) = Ax(t) + Bu(t Kui u(t) = —Kx(t), siis x(t) = Ax(t) — BKx(t).
Rakendades Laplace’i teisendust, saame
sX(s) — x(0) = AX(s) - BKX(s)

(SE— A+ BK)X(s) = x(0)
X (s) = (SE- A+ BK) " x(0) — suletud siisteemi vabaliikumise vérrand.
Sellest vérrandist avaldub karakteristlik polino@ngmiselt:

@(s) = det(SE— A+ BK)
Leiame siis sellise vektolk = [k, k,], et p(s) = detGE— A+ BK) = s? + 4s+16.

o o o "

detSE- A+ BK) =
-2 S—
=5 +5(k —4)+3-3k +2k, =s° +4s+16

Lahendades lineaarsete vorrandite stisteemi (2nditr2 tundmatut), leiame, ja k, :
k,—4=4
{B—Bkl +2k, =16
K=[k k]=[8 185]
Kontrollime suletud slisteemi stabiilsust:
X(s) = (SE- A+ BK) ™ x(0)
Y(s) = CX(s) = C(SE- A+ BK) 'x(0)
Siit on néha, et suletud stisteemi poolused on ndr@det(SE— A+ BK) = 0 juured.

=k =8, k,=185

detCE— A+BK) =52 +45+16=0 = A, =-2+2/1-4=-2+2/3

M6lemate pooluste reaalne osa on negatiivne. Béitetin suletud siisteem stabiilne!

s-3 -k 1
Y(s) =CX(s)=C(SE—- A+ BK)’lx(O):Z;[—l 1] 2 =
S°+4s+16 2  s-1+k;
s—3 -185]1 1
-1 [11] - St0 [ gi5 si28g) ] =310
S°+4s+16 2 S+7 | 2| s°+4s+16 2| s“+4s+16
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Piirvaartusteoreemiga leiame
s® +56s

o) =limsY(s) =lim———=0
y(2) =g s¥(s) 550 6% + 45+ 16

Naidistlesanne N 11.2

X(t) + Juhitav | y(t
ststeem

X(t)

On antud pidevaja susteem, mille olekuvérrandi nieatl on

10 1 | .
A= {2 3} B= {O} C=[-1 1] ning algolekx(0) = {2}

Projekteerime sellise olekuregulaatori, kuét)zK[xs(t)—x(t)]. Kontrollime juhtimissis-

2. 1(t)}

—t

teemi sobivust, Kuk, :{
e

Lahenduskaik
Eelmises naites kontrollisime, et antud stisteemniti@stabiilne ja juhitav.

Kdigepealt peame valima soovitud suletud susteamakteristliku polinoomip(s).

Kui suletud susteemi karakteristlik polinoom ¢(s)=sz+4s+16=(s+ 2)2+12, siis see
suisteem on stabiilne ja vénkuv nipm(xs(t) - x(t))—> 0.

Olekuvdrrand:x(t) = Ax(t) + Bu(t ).
Juhtimissiisteemi struktuuri kohasalt) = K [x,(t) - x(t)].
Siis X(t) = Ax(t) + BK[x,(t) - x(t)].
Rakendades Laplace’i teisendust, saame
sX(s) - x(0) = AX(S) + BK(X,(s) - X(9))
sX(s) — AX(s) + BKX(s) = BKX,(s) + x(0)
(SE— A+ BK)X(s) = BKX(s) + x(0)
X (s) = (SE— A+ BK) "BKX_(s) + (SE— A+ BK) ™" x(0)

s-1+k, k,

detSE— A+ BK) =
-2 S—

Jz s +5(k, —4)+3-3k, + 2k, =s* +4s+16

56



K =[8 18,5, jarelikult sobib selle juhtimisiilesande lahendakéssama regulaatdt, mis

oli arvutatud eelmises néites, sest juhitav objaksuletud stisteemi soovitud karakteristlik
polinoom on samad.

Suletud stisteemi analtis:
kontrollime regulaatori sobivust.

o 1 s-3 -k, 1 s—-3 -185
(SE-A+BK) ' =———— =
s°+4s+16| 2 s-1+k,| s“+4s+16| 2  s+7
2
2.2t) | ¢ s
Xs(t):|: t()}st(S): S
e 1
s+1
2
_ s-3 -185|1 s
(SE— A+ BK)'BKX,(8)= B 185]° |=
S°+4s+16| 2 s+7 |0 1
s+1
1
s-3 -185|1 s s-3
:2; [8 185 S :2; (EJr@j:
S“+4s+16| 2 s+7 |0 1 S“+4s+16| 2 s s+1
s+1
3455 — 345548
_ 345s+16 s—3] |s(s+1)s? +4s+16)
S(s+1)s? + 4s+16) 2 69s+ 32
s(s+1)s? + 4s+16)
Kuna x(0) # 0, siis
s—-40
s-3 -185|1 s—-40 2
(SE-A+ BK)’lx(o)ZZ; :2; _|s*+4s+16
s“+4s+16| 2 S+7 ||2| s°+4s+16|2s+16 _ 2s+16
s* +4s+16
34,58% — 34,55 48 s-40
+
X(S) = S(s+1)s? +4s+16) % +4s+16
69s+ 32 N 2s+16
S(s+1)s? +45+16) % +4s+16
34,5s2—34,5s—48+ s(s—40) 48
2 2 T A -3
(o) lim X (&) lim (s+1)s? +45+16) s° +4s+16 | 16|
0 0 69s+32 . s(2s+16) 32 2
(s+1)s? +4s+16) s?+4s5+16 16
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5
Xs (OO) - X(OO) = |:_ 2j|

Juhtimissusteem laheb stabiilseks, aga juhtimigdd staatiline viga, sest(«o) # X(o ).

Naidistulesanne N 11.3
On antud diskreetne teist jarku stisteem:

cp{lfz) _55} [:{_ﬂ c=[-1 1 x(O){_ﬂ

Arvutame sellise regulaatou(k) = —Kx(k), et suletud stuisteem oleks finiitne (s.t karakteris
lik poliinoom ¢(2) = z° — kdige kiirem diskreetne juhtimissusteem).

Lahenduskaik

z-5 -5

de(zE- @)= 10 ZjLE‘:(z—S)(z+5)—50:22—75:0 = 7, =+5V3

Poolused paiknevad uhikringist valjaspool. Jarddikan antud diskreetne slisteem mitte-
stabiilne.

Stabiliseerimissitsteemi arvutus:
X(k +1) = @x(Kk) + Tu(k)
X(k +1) = @x(k) — TKx(k)

1z
zX(z)- z40) = ®X(z)-TKX(2)
zX(z)- ®X(z)+ TKX(z) = z{0)

zX(z) = (zE—- @ + TK)"zX0) - suletud siisteemi vabaliikumise vrrand.

z-5+k -5+k,
-10-k, z+5-Kk,
= 2%+ z(k, -k, )+ 15k, — 75

7? + z(k, —k,)+15, - 75=7> = k, =k, =5 K=k k]=[5 5]

#(z) =de(zE-® + IK) = =(z-5+k )z+5-k,)+(10+k -5+k,)=

Suletud slisteemi analiils:
. 5
g z 0| 5 11z Ol 5 7
X(2) = (zE- @+ IK) ' x(0) = — -
@)=( ) X0 {—15 z} {—4} 22{15 z}{—J —42+75

22

X(0) leiame piirvaartusteoreemist:
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g S(z-1)

. z-1 z - z 0
= | _— = I =
X =N Zaz7s |0 (z-1)-4z+75) {O}

z? z

0 0
X(k +1) = (@ — TK)x(K) = {15 O}x(k)

0 0 0o o] 5] [o
X(l){ls O}((O):LS o}[—J{?s}

0 0 0 of o] [o].
X(2)= {15 o}x(l) N {15 O}[?S} N M Ine

x(K) = m, vk > 2

Kuna teist jarku juhtimisstisteem on finiitne, lahdviema siseolekud paika kahe taktiga.
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL11.1

1 0 0 0
A{_Z 0’2} B:M c=[ 1] x(0)=m p(s)=s*-2s+1

Kontrollige, kas pidevaja stisteem on stabiilne? $listeem on mittestabiilne, siis stinteesige
stabiliseerimissiusteem(t) = —Kx(t) , kui on véimalik.

A:E ﬂ Bzm c=[-1 0]

Kontrollige, kas antud pidevaja sisteem on stahiilkui ei ole, siis slinteesige stabiliseeri-
missusteemu(t) = —Kx(t ).et suletud susteemi poolused oleksig=-1 1, =-2. Leidke

X(0), kui x(O)z{ﬂ.

IL 11.2

IL11.3
A:Ll2 0(’)2} Bzm c=[-1 1] X(O):m

Siinteesige olekuregulaatoft) = K[x (t) - x(t)].

Antud hulgast valige selline karakteristlik polimoomille puhul juhtimissiisteem on kdige
kiirem:

p(s) =5’ —s+4

p(s)=s"—-4s+4

p(s)=s"~4

p(s)=s" +4s+4

@(s)=s* +55+6

o(s) =s* +9s+20

Leidke x(o0 ), kui X, (t) {2'1(0}

~1(t)

IL11.4

@:E ﬂ F:m C=[2 5

Kontrollige, kas antud diskreetaja siisteem on #mabi Kui stisteem on mittestabiilne,
suinteesige stabiliseerimissisteatk) = —Kx(k kyi see on voimalik.
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0
Valige selline karakteristlik polinoom, &(2) = {O]

p(0)=2"-2
p(2)=2"
p(2)=2"-2
p(2)=7"-02z

Arvutage x(@1), x(2), x(3), kui x(O):[_ﬂ.
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12. JALGIMISSUSTEEM EHK OLEKUTAASTAJA

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Katagaamatust ptk. 12-5; pt.12-7.

Kui susteemi siseolekud ei ole mdéddetavad, siisiljukui sisteem on jalgitav (vt. peatikk
10), on siseolekuid vdimalik arvutada, lahtudedaedevatest sisendite ja valjundite vaar-
tusest. Taastatud siseolekuid vOib kasutada sabiiimissisteemi vOi olekuregulaatori
sunteesil (vt. peattikk 11).

Naidistlesanne N 12.1 — Pidevaja jalgimisstisteem

Olgu antud pidevaja susteem olekumudeliga:

A{_IS _1} B:{_lz} c=f1 -2 x(O){_ﬂ

Olekute vaartused(t) ei ole mdéddetavad ja on tundmatud. Me teame asiséindiu(t )ja
valjundi y(t) vaartuseid. Olekuregulaatori projekteerimisekvaja hinnata olekute vaartusi.

Selleks koostame olekutaastaja ja kontrollime, dlaku hinnang koondub tegelikule oleku
vaartusele.

Lahenduskéaik

Selleks et olekuid saaks hinnata sisendi ja valjahgel, peab stisteem olema jalgitav.

C 1 -2
Q":{CA}:{—7 9} det@Q,) =9+14=23%0 = rank(Q,) =2

Susteem on taielikult jalgitav.
Suletud stisteemi soovitud kaitumist maarab karestli&rpolinoom.
Olgu ¢, (s) = s* +4s+ 16

Kui x(t) on tegelik siseolek j&(t) on oleku hinnang, siis olekutaastajaga stisteetal kir-
jeldab olekuvérrand

X(t) = AX(t) + Bu(t) + LC[x(t) - X(t)]
Siin on x(t) — X(t) = X(t ) jalgimisstisteemi viga (tegeliku oleku ja olekuriangu vahe).
Lahutame selle vdrrandi objekti olekumudelist:

%(t) = AX(t) + Bu(t)
X(t) = AR(t) + Bu(t) + LCX(t)

X(t) = AX(t) — LCX(t)

i(t) = (A— LC)i(t) on olekutaastajaga suletud siisteemi vabaliikurdsend. Meie llesan-
deks on leida olekutaastaja maatrikskuna tegemist on teist jarku stisteemiga, siis

detGE- A+ LC) =g, (9)
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s+5 -1 L, =2, [s+5+I], -1-2, )
+ = =s"+sO+1,-2,)+19+2, -9, =
-1 s+4| |I, -2, -1+1, s+4-12,
39
_Pas+16 = =D T | 5
5 5 7
5

Suletud slisteemi analiils:

X(t) = (A-LC)X(t) < sX(s)-%(0) = (A-LC)X(9)
X(s) = (SE- A+ LC)*X(0)

Siin on X(0) jalgimissiisteemi viga alghetkel.

N 1
Valime juhusliku hinnangu algvaartuse. Olg(D) :{ } siis

1
- A -1 1 -2
X (0) = x(0) — x(0) = - =
©) = x(0) - 2(0) M H M
14 73 1*° [ 34 73
|5 B 1 5 75
SE-A+LC)" = S
( ) 1z 34 s’+4s+16| 12 14
5 5 . 5 5
_ —25—£1
S 34 73 5
~ . 1 5 5 | |2 s +4s+16
X(s) = (sE- A+ LC)*X(0)=—— | .. S |
(9)=( )% s? +4s+16| 12 ;14 {1} 38
S_i
5 5 ] 5
| s* +45+16 |
{—23—141]
L 5)
> L= .| s?+4s+16 -2
Kontroll: X(0) = lim sX(s) = lim =
S>® S0 { 38) 1
S_i
L 5/
| s +4s+16 |
{—23—141]
. 5)
- = . 2 0
lim X(t) = lim sX(s) = lim $"+4s+16 | _
t—o 50 s—0 { 38) 0
S_i
5/
| s +4s+16 |

Molema siseoleku hinnangute vead lahenevad nulldeelikult koonduvad siseolekute hin-
nangud tegelike siseolekute vaartustele. See tabermd olekutaastaja saab oma Ulesandega
hakkama. m.o.t.t.
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Naidistulesanne N 12.2 — Diskreetaja jalgimisstisteem

On antud diskreetaja sisteem oma olekumudeli rkadé&ga:

@:{_21 :ﬂ r:{_ll} c=[ 1] x(O):m

Ulesandeks on leida sellele siisteemile olekutaas®agasisidestatud siisteem on antud:
¢(2) = z°. Antud juhul on olekutaastajaga siisteem finiitneojakute hinnangud peavad
koonduma kahe taktiga, sest jalgitava siisteemigarR.

Lahenduskaik
Veendume, et siisteem on jalgitav:

11
Q, = L 3] ning rank(Q, ) Susteem on taielikult jalgitav.

Olekutaastaja arvutus:
X(k+1) = dX(K) + I'u(k) + LC(X(K) — x(k))

Siin on x(k) — X(k) = X(k ) oleku taastamise viga.
Diskreetaja olekuvorrandk(k + 1) = &x(k) + Tu(k )

X(k +1) = &X (k) — LCX(k)

X(k+1) = (@ - LC)X(K)

0z

2X(2) - X(0) = (@ - LC)X (2)

2X(2) - X(0) = (@ - LC)X (2)

X(2) = (zE-®+LC) "X (0)

de{(zE- @+ LC)=9p(2)
z+1+1, 2+1;
-2+1, z+1+1,

)
- 025

Analiis:

=22 +2zQ2+1,+1,)+5+3,-1,=2"> = |,=-1751,=-025

R 0
Valime juhusliku alghinnangx(0) = {O}

Siis X(0) = x(0) - X(0) = m
X(k+1) = (@ - LC)X(K)

X(1) =(® - LC)X(0) = { 0rs - 0’25}

2] 125
225 —075| |1| | 375

~ - 0/5 —-025 5| (0],
T | B N

225 —075|
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- 0 - -
x(oo)=m = %(0)=0, %,(=)=0

Kontrolliks kasutame veel piirvaartusteoreeme:

27+ 125
- - z+ 075 —-0251||2 2
X(2)=(zE- @+ LC)’lx(O):i2 1%=
Z 225 z-075] |1 z+ 375
22
See tédhendab, et
~ 27+ 125 =~ z+ 375
Xl(z) = 2 XZ(Z) = 2
z z

() = lm 22K, (2) - lim (2 222125)_g

251 2 7>
%, () = lim 21X, (2) = lim (2-0z+379) 1041

z>1 7 7

65



Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks

IL12.1
Antud:
A=B g} B:m c=[-1 1] X(O):H ¢ (5)=5*+85+16
Olekutaastajax(t) = AX(t) + Bu(t) + LC[x(t) - X(t)]
Leida L, X(o0)
IL 12.2

Antud diskreetaja siisteem

(p{—ll 0(,)2} F:EJ Ny

Antud hulgast valige sobiv karakteristlik poliinoom

[-1 1 x(0)= {_11}

9 (=2"-4
o (29)= z’
¢, (2)=2"-15z

ja stnteesige olekutaastaja
X(k +1) = dX(K) + I'u(k) + LC(x(k) — x(k))

@:{_062,2 ﬂ F:le} C=[ 0] x(O){_lJ

Valige karakteristlik polinoom

IL 12.3

¢, (2)=2°+2z+1
o (2)=2"-2z+1
0 (2)=2"-32+2
¢ (2)=2"-05z+ 006

ja stnteesige sellele diskreetaja slisteemile clektrja
X(k+1) = &X(K) + I'u(k) + LC(x(k) — x(k))

Tdestage, et olekutaastaja saab oma lUlesandegarhakk
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13. MITTELINEAARSED SUSTEEMID JA
NENDE LINEARISEERIMINE

Selle peatiki teoreetilisi aluseid saab leida Hafiaa dpikust ptk. 5.2 ja K. Ogata raamatust
ptk. 3-10.

Enamik sisteemide anallsi ja juhtimise algoritsigedhineb lineaarsel mudelil. Samal ajal
on enamik reaalsetest stisteemidest mittelineaa®sdgks et neid juhtida ja anallitsida, voib
kasutada kas mittelineaarseid voi lineariseeritmiddeleid ja algoritme. Mittelineaarsetest
meetoditest raagitakse ainete 1SS0021 Automaatpggiisteemid ja 1SS0022 Automaat-
juhtimissusteemide jatkukursus raames.

Susteemi saab lineariseerida to0punkti Umbrusesn@itisilesanne N13.1) voi tasakaalu-
olekus (vt. naidistlesanne N13.2). Saab maaratamkeelineaarse sisteemi stabiilsust
tasakaaluolekus.

Naidistlesanne N 13.1
Mittelineaarse siisteemi lineariseerimist vaatlenadtgisel naitel.
On antud paak:

Sisendvoog h Paagi aluses on auk diameetriga
(nflowjulty < L N N A on paagi aluse pindald] on paagi
\;/// kdrgus; h on vedelikunivoo.

Vaatleme paaki, ku\= 002m* (aluse

A | el _
T~ | diameeter d~16cm), H = 05m,
i L H a=4cm
h Vedelikunivood paagis reguleeritakse

sisendvoo muutmisega. Seega on Ssi-
sendvoog susteemi sisendik@ ja)ve-
delikunivoo h(t) on slsteemi valjun-
diks. Leiame selle susteemi mitteli-
neaarse mudeli ja lineariseerime ta

viljmdvong  tasakaalupunkti Gmbruses, kui sisend-

tflo
(outtlon) voog U, = 0,3@.
S

Lahenduskaik
Tegemist on Uhemdodtmelise siisteemiga (tiks sisésdsdljund). A, a, H on konstantsed.

V on vedeliku ruumala paagis, mille muutus on sigenda valjundvoo vahe:

dv
g i@ -outlowt) _dh - outlow(t)
V(t) = Ah(t) t
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3
Voo iihik on{l
S

ja tegelik voog on umbes 100 korda vaiksem), halkkan®dtma sisendvoogu dekaliitrites

sekundls[dal}
S

}. Selleks et arvud ei oleks mudelis liiga vaikségl( on vaga suur voog
S

3 3
1ﬂ:100da|:>1da|: 1 m’
S S S 10C s
ning
dh

Ad— = (u(t) —100- outflow(t) )/ 100

Olgu siis vedelikunivoo normeeritud vahemikdis st 1—ni. Ststeemi valjundy(t) naitab
vedelikunivood paagi kérguse suhtes:

h(t)

y) =

Kui h(t) = H (paak on tais), siig/(t) = Xui h(t) = O(paak on tahi), siisy(t) = (ne.
h(t) = y(t)-H = AH % = (u(t) —100- outflow(t) )/ 100

Paskali seaduse jar@ = pgh, kus

P on vedeliku rohk;

p on vedeliku tihedus;

m . N
g~ 98— on vaba langemise kiirendus.
S

2
Torichelli valem atleb, e;ogh:va, kus v on valjuva vedelikuvoo kiirus.
v> =2gh=v=,/2gh, sestv> 0

2
Valjundvoog on valjundvoo kiirus korda augu pindé&= ﬂ%):

outflow(t) = Sv= S,/2gh = ﬂz g
dy 1
dt  10CAH lu( - 257 2gH (D)) - (u(t)_kz\/W)’ kus

k, ja k, on konstandid:

kl = l =
10CAH
Seega kirjeldab stisteemi mittelineaarne diferealtsiarand:

%’ =u(t)- 04, y(t) <« mittelineaarse stisteemi mudel

k, = 257a°/2gH ~ 04
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Mittelineaarset slisteemi saab anallilsida tasakasdtiges — punktides, kus siirdeprotsess

stabiliseerub. Antud juhu%lzo. See tahendab, et antud konstantse sisenfisendvoo)

puhul stabiliseerub susteemi valjund tasakaalupyolttes y, ja valjund jaab konstantseks
(vedeliku kdrgus paagis ei muutu).

dy_ _ _
dt_O:>u(t) 04,/ y(t) =

Staatika vorrandy = 275 u®

Kui uy(t) = 0392 siis y, =22 2 9 [ho—%%=3:o,2813@

4 10C 16 32
Lineariseerimine tasakaalupunktig,= 03, = 0,5625):

DO _ f ), y) = ful), ye)) = u(t) - 04/y()

dt
. ) U=u,+Au
Punkti (u,, y,) Umbrus:
Y=Y +Ay
f (U, +Au,y, + Ay)= f (U, y,)+—| Au 2 Ay
au UO ay yO

Staatika vOrrandi tottuf (uo, yo) =

dy(t) — f(U(t), y(t)):> f(uo + AU, yo +Ay): d(yo +Ay(t)) — d(Ay(t))
dt dt dt
d(Ay(t)) of of o 04 4
ai U u, oy yOAy_ Au —2\/y_o Ay =Au 15Ay

A'y =Au —%Aya SAY(s) = AU(s) —%AY(S), kui alghetkel on slisteem tasakaaluolekus (s.t

Au(0) = Ay(O) =0)

1
s+/5 s+%5

Tasakaalupunktis on stisteem stabiilne, sest pobl:us%E on negatiivne.

AY(S)=————AU(s) = H(s) =

Lineariseeritud mudeli analtis:

Kui stisteem on tasakaaluolekus, € 03, y, = %5) ja sisendvoog suurene@plﬁ vorra

S
dal

I . o . ~ . .
Au:0,0ld—a ), siis mittelineaarsest staatika vorrandist leiame
S

y= 625 031 = 0,6006 See téhendab, & y(t) = 0,6006
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Lineariseeritud mudelistAY, (s) = 14 AU (s) = 001
+4 sis+ /;)
001 3

lim(Ay_(t —I|m =
t»oo( ym() S—)Os+/5

ym (OO) = yO + Aym (OO) - 016
Lineariseeritud mudeli viga selles punkdguzomz y(0) — y,,,(0) = 0,0006

Kui Au= 01@ ( ) = o4da'j siis y = 625. 042 =

3

lim(Ay,,(t)) = lim
lim(Ay, (1)) a05+/5

Yin(0) = Y, + Ay, (0) = 0,9378

Lineariseeritud mudeli viga selles punklﬁsAu:OJ: Y() - y,,(©) =0,0622 Viga on juba
umbes 100 korda suurem.

Seega, mida vaiksem aokxu, seda tapsem on lineariseeritud mudel. Lineariggemudel on
korrektne ainult tasakaalupunkti vaikeses Umbruses.

Naidistlesanne N 13.2

Lineariseerida ststeem tema tasakaalupunktide (sabrja kontrollida sisteemi stabiilsust
nendes punktides. Stusteem on antud jargmisel kujul:

X =-2% + X2

1

X =X +X
2

Lahenduskaik

X = O 2
-2x, +X; =0
1. Otsime tasakaalupunktidy * => { AT

% =0 X, +%X =0

2

Lahendades seda vOrrandite stisteemi, saame;:

Punkt | Punkt Il

1
X =0 %"8
X, =0 _1

2
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o, o,

-2 2X
2. Leiame jakobiaani tldkujul: A= 0% 0% |_ 2
of, o, 1 -3%
oX, OX,

3. Leiame jakobiaani vaartuse esimeses tasakaadtipun
R R
2 Ix, =
4. Kontrollime susteemi stabiilsust esimeses tadakanktis:
A+2 O}

Esimeses tasakaalupunktis on mittelineaarne ststaggastumptootiliselt stabiilne.
5. Leiame jakobiaani vaartuse teises tasakaalupunkt

1
_ X =2 -2 1
A { 12 —2::;2} 81{ 1 §]
2y, = 4

6. Kontrollime stisteemi stabiilsust teises tasakaahktis:
A+2 -1

AE-A= g g3

4

det(ﬂE—Al)=(/1+2)(/1+§)—1=/12+121/1+%=0 1,<0 1, <0

Teises tasakaalupunktis on mittelineaarne sustesématootiliselt stabiilne.

Vastus
Mittelineaarsel stisteemil on 2 tasakaalupunkti:

Punkt | { Punkt Il
X, =0

1
X =0 "7
1
2
Esimeses tasakaalupunktis on mittelineaarne sustaggastimptootiliselt stabiilne:
(4 =0 2, <0)
Teises tasakaalupunktis on mittelineaarne sistsématootiliselt stabiilne:
(4;<0 A, <0)

detlE—A)=A(1+2)=0 A,=0 A, <0
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Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks
IL 13.1

Leidke mittelineaarse sUsteer%\t—/:u(t)—O,My(t) lineariseeritud mudel tasakaalupunkti

u, = 02 Umbruses.

IL 13.2
Kontrollige, kas mittelineaarne sUstee%% = u(t) — y?(t) + 3 on tasakaalupunktides stabiilne

vOi mitte, kuiu, = 1.

IL 13.3

Lineariseerida suisteem tema tasakaalupunktide gabrja kontrollida stisteemi stabiilsust
nendes punktides. Stisteem on antud jargmisel kujul:

X =X, —4x2
1

y 2

X =X —-9x
2

IL 13.4

Lineariseerida suisteem tema tasakaalupunktide gabrja kontrollida stisteemi stabiilsust
nendes punktides. Ststeem on antud jargmisel kujul:

X = 3% +2X2 + X,
1

X = 6X, —3X,
2
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LISA 1
OPERAATORTEISENDUSED
L-TEISENDUS Z-TEISENDUS
X(s) X(t) Vt<O=x(t) = 0 [X[KT]Vk<O=Xx[kT] =0 X(2)
1 5(t) SIKT] 1
e™ S(t—1) S[(k —m)T] zm
st 1(t) 1[KT] z 1
z-1 1-z7
s? t kT Tz
(z-1)?
1 e—at e—akT 7
s+a z_earl
1 a' akT z
s—-Ina z—a'
(-1)*a*" = a*"cos kn z
z+a'
1 te_at kTe_akT Tze 2T
(s+a)’ (z_e—aT)Z
o sin ot sin koT zsinoT
s? +? 2% —2zcosoT+1
S cos ot cos koT z(z-cosaT)

s? + z? —2zcosoT +1
® e ™ sin ot e T sin koT 76T sinT
(s+a)? +w? z2 -2ze T cosoT +e 2T
s+a e cos ot e T cos kaT 2(z- e coswT)
(s+a) +o? z? —2ze T cosoT + e 72T

® sinh ot sinh okT zsinhoT
s? — 2 z? —2zcoshoT +1
S cosh ot cosh okT 2(z - sinhaT)
s? -0’ 2% _2zcoshoT +1
as+b ae™ cos ot+ de™ " cos kaT+ dz(z-c)
(s+0a)? +w? + b-aa +e kT

(0]

e ™ sin ot

sin ko T

(z-p)*+v°

(p*+y%<1)

1 2 2
o=——In(p? +
T (P"+7%)

0= arctanx

p
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LISA 2

OPERAATORTEISENDUSTE OMADUSED

LAPLACE’l
Vi< O0=x(t) =0

TEISENDUS
X(t) <= X(s)

Z-TEISENDUS
vk < 0=x[t] = X [kT]«Z= X(z)

axX(s) + by(s) «—— ax(t) + by(t)
aX(as) «—— x(é)

e X(s) L x(t—1)
e™(X(s) - j x(t)e Sdt) «—=—s x(t + 1)
0

t
X(s) - Y(s) j x(t)y(t — 1)dt =
t

J-x(t —Oy(t)dr

0

SIin sX(s) = tin;'o X(t) = x(+0)

lim sX(s) = lim x(t)
s—0 tow

TULETISE KUJUTIS

sX(s) — x(+0) @% X(t)

s2X(s) — X(+0) — sx(+0) @% x(t)

INTEGRAALI KUJUTIS
t
Lx(s)tos [x@ae
S
KUJUTISARGUMENDI MUUTUS

X(s + a) <« e®X(t)
X(s — a) «->ex(t)

LINEAARSUS

AJAMASTAABI MUUTUS

AJAARGUMENDI NIHE

KONVOLUTSIOON

PIIRVAARTUSSEOSED

ax[KT] + by[kT]«=— aX(z) + bY(2)

a*x[kT] <2 X(az)

X[(k = m)T]«2-2z2"X(2)

z™m (X(z) - Ii x[jT]zij

j=0

X[k + m)T|«~%—

S Tl

v=0

k
=D X k=-THTEoX(@)Y(2)
v=0

lim x[kT] = x[+ 0] = lim X(z) = lim 2=2x(z)
k—+0 Z—0 zHo Z

lim x[kT] = lim(z - 1)X(z) = Iimz—_]'X(z)
k—o z—1 z-1 Z

DIFERENTSI KUJUTIS
AX[KT] = X[(k + 1)T] — X[KT]«=2—
—2 5 (z - 1)X(z) — zx[+0]

A’X[KT] = AX[(K + 1)T] — AX[KT] «-2—
—Z 5(z-1)*X(2) — z(z — 1)X[+0] — zAX[+0]

SUMMA KUJUTIS

K
z x[vT]é)ﬁ X(z)
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LISA 3

ULESANNETE VAHETULEMUSED JA VASTUSED

IL1.1

A N Bs+C
s+1 s’+4s+13
Vastus: x(t) = —03e™" — 7,7 ® cos3t + 81le ' sin3t

Vahetulemus:X(s) = kus A=-03 B=-77 C=289

IL 1.2
—3s —2S
Vastus: X(s) = 2e + © >+ s+1
s+3 (s+5)° s°+2s+5
IL1.3

A B Cs+D
= +
s s+2 %41

Vastus: x(t) = 45x 1(t) — e — 44cost + 8sint

Vahetulemus:X(s) = , kus A=45 B=-1 c=-44 D=8

IL1.4

Vahetulemus:X(s)zéJr Bl (:25_+2[5) kus A=13 B=-8 <c¢=-5 D=5
s s+1 s+

Vastus: x(t) =13x 1(t) —8e™" —5cos5t + sin5t

IL1.5
A B Cs+D
—+ +

s s+2 s%+16

Vastus: x(t) =10x 1(t) — 2e™* —8cos4t + 4sin4t

, kus A=10 B=-2 c¢=-8 D=16

Vahetulemus:X(s) =

IL1.6
B Cs+D

A, =~ kusA=13 B=-1 c=-12 D=24
s°49

s s+2
Vastus: x(t) =13x 1(t) —e ™ —12cos3t + 8sin3t

Vahetulemus:X(s) =

IL2.1

VahetulemusU (s) :i
s+4

Vastus:u(t)=3e™ u(0)=3jau(x)=0
IL 2.2

Vastused:y(t) = —% (cos2(t - 3) +%sin 2t—3)—1— (t— 3t —3)
y©@=0 y@E=0
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IL 2.3

Vastused:y(t) = (5 (t-3)+ 21 e 52 e 4 1jl(t -3 y®=0 y(o0) = 1
6 6 6 6
IL2.4
Vastused:y(t) = (5 et L (t—4)e ™ - Segan_3gaen | 3gus jl(t —4)
4 2 4 4 4
y@0) =0 y@@=0 y(4) =0 y(5) = ge‘l —-2e? +ge‘3 ~0,0426

y(6) = —%e‘s -2 Jrge‘g ~-0,0173 y(«0)=0

IL 2.5

Vastused:y(t) = e **? sint - D1(t - 1) + % (1— e 22 cost — 2) — 2e 2 sin(t — 2) )L(t -2

VO=0 yO=0  y)-¢
IL 3.1

. - 50 40t _ E _ —40t ) = ©0) =
Vastused:H(s) = T ht)=e™1(t) g(t)= A (1 e )1(t) h(«)=0 g(x)
IL 3.2

(g S +85+9 _ I
Vastused:H (s) = 12059 h(t) = 5(t) + (26 ™ —e 2 Ju(t)

g(t) = (09+ 05 — 04e ™ u(t) h(x)=0  g(w)=09
IL 3.3
Vastused:H (s) = m(cs_—zio) h(t) =105(t) + 300" 1(t)

h)=w  gt)=(306% —20it)  g() =0

IL 3.4

Vastused:H (s) = % h(t) =105(t) + 700" 1(t)
he)=0  g)-20+70ehY  gl) =2

IL 3.5

Vastused:H,, (2) = % Hy(2)|,.=-15
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y@0=0 y@®=-3 y@=-27 y@E=-03 y(x)=-15

IL 3.6

Vastus: y(t) = %(1_ e _10e? —gt2e2 )1(,[)

IL 3.7

z—09 1
. H (z =—
722+ 08 M 18

yO=0 y@=1 y@=-09 y@=-08 y@=072 y(x)=0

Vastused:H (2) =

IL4.1
Vahetulemus:4, =-1 A, =-2 Ay =-3
6 5 1 -3 -4 -1 2 3 1
Vastus:eAt=et% -6 -5 -1|+e* | 6 8 2 +e3t% -6 -9 -3
6 5 1 -12 -16 -4 18 27 9
IL 4.2
Vahetulemus:4, =-2 A, =-3 Ay =—4
1 00 0O 0 O 0 0 O
Vastuse® =e? |1 0 ol+e® |-1 -3 4|+e™ |0 4 -4
100 -1 -3 4 0 3 -3
IL 4.3
Vahetulemus:4, =-1 Ay =-2 Ay =—4
-1 -2 1 2 2 -2 0 01
Vastus:e™ =e' |1 2 -1|+e€?|-1 -1 1|+e* |0 0 O
0O O O 0O O O 0 01
IL4.4
Vahetulemus:, =-1 A, =—-4 A=-5
2 1 11
3 3 3 3 0O 0 O
Vastus:e™ = e —% % ol+e™ % 2 ol+e®lo 0 o
1 _ 0 15 1
L _% 0 1 -10
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IL5.1

010 0
Vastus:A=|0 0 1 B=| 0 C=[1 0 0] jaD=0
00O -2
IL 5.2
0100 0
0010 0
Vastus: A= B= C=f1 0 0 0] jaD=0
0 001 0
0 00O 3
IL 5.3
NB! Vaata méarkust naidisulesandes N 5.1.
Vastus 1: kui valimex, (t) :dxz_t(t), siis
21 0 3
A=|0 0 1 B=|0 C=[4 0 -4 jaD=0
1 0 -4 0
2
Vastus 2: kui valimex,(t) = d 22(t) , Siis
t
21 0 3
A=l o -1 B=|0 C=[3 01jab=0
4 4
2 1 -4

Loomulikult pole need kaks ainsad valikuvariandkdid nad on kdige loogilisemad.

IL 5.4
120 010
Vastus:A=|0 1 3 B=(0 0 1 c=f 1 1 D=1 0 2]
010 000
IL5.5
110 0 2 -1 0
010 10 0
Vastus:A={2 0 -1| B=|0 { } D{ }
2 01 10 -5
0 0 3 0 1 0
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IL6.1
Vastused:h(t) = (a(t) - 2e™ cosZt)l(t) g(t) = é(3+ 2e' cos2t —4e™ sin2t)1(t)

h© = h()=0 g@0)=1 g(w)zg

IL 6.2

VahetulemusH (s) = > - 52+ 22816
s s+2 s+

Vastused:h(t) = 3x 1(t) -5 + 2cos4t h(0)=0 h(c) =3

IL 6.3
3 2s-16
+
s+2 s*+16
Vastusedh(t) = 2x1(t) —3e ™ + 2cos4t — 4sindt, h(0) =1, h(x) =2

Vahetulemus:H (s) :3_
S

IL 6.4

VahetulemusH (s) = >+ —+_+ 225+ >
s s+3 s°+9

Vastused:g(t) = 3x 1(t) + 4™ + 2cos3t +§sin3t g0 =9 g(o)= 3

IL 7.1
4 -2 -1 2
Vahetulemus: maatrikseksponeﬁ‘le e + 1 oSt
32 -1 3|-2 4
1[-1 1l -5
Vastus:H(t F— e += oSt
31-1 3[-20

Markus: antud suUsteemil on ks sisend ja kaks valjunéega on ka loogiline, et saime
impulsskajade maatriksi, mis koosneb kahest elersend

H,,(t

H Zl(t)
H,,(t)— esimesest sisendist esimesse valjundisse;
H,,(t) — esimesest sisendist teise valjundisse.

IL 7.2

25+9 —-2s+12
Vastus:H (s F 1 [ }

(s+D(s+3)| -3 6s

Markus: antud susteemil on kaks sisendit ja kaks valjursdiega on ka loogiline, et saime
tlekandefunktsioonide maatriksi, mis koosneb negmmendist:
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H t _ Hll(s) HlZ(S)
0= {Hﬂ(s) sz(s)}

H,,(s)— esimesest sisendist esimesse valjundisse;
H.,,(s) — teisest sisendist teise valjundisse;
H,,(s)— teisest sisendist esimesse valjundisse;
H,,(s)— esimesest sisendist teise valjundisse.

Kaigil neljal tlekandefunktsioonil on kaks samassigooolust ja tks erinev null.

IL 7.3
1 -1 21
Vahetulemus: maatrikseksponeﬂff‘fzE ¢+ 1 e™
3-2 2 312 1
-5 5 12
Vastus:H (t e — e™
4 -4 12
IL 7.4

1 1
Vahetulemus: maatrikseksponeﬂff‘f{1 _5} e’ + lo 5} e
01

0 0
14 2 5
Vastus:H (t 31 e’ + 32 e”
=1 ~< 0
3 3

IL 8.1
Vastused:y,(t) = (1(t -3) - _(t-3e? ) 1(t-93) y,(t)=2-1(t) y@) = 2
yO) =[1(t-3)-e P —(t-3e ) 1t-3)+2-1(t) y0) =2  y(=)=3

IL 8.2
N s+2 €%  s+2 B '
VastusedY(s) = o +4U (s)+ 7.4 <14 + 14 h(t) = cos2t - 1(t)
g(t) = %sinZt At) ()= %sin(z(t ~2))-4t-2) v, (t)=(cos2t+sin2t)-1(t)
y(t) :%sin(z(t —2))-1(t - 2) +(cos2t +sin2t)- 1(t) y() =1
IL 8.3
. ~ g3 E: a4 } I
VastusediY(s) = - 2U (s)+ ; —(s+ 7 S y.()=(t-4)e 1(t —4)

y0=1)  y)=({-4e* " 1t-4+1t) yO)=1 y=)=1
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IL 8.4

s® + 65 + 65+ 2 2
VastusedY(s) = =—
astusedY(s) R y() 3
IL9.1
Vastused:g(0)=g() =g(2) =0 a® :% g(x) =0
IL 9.2
Vastused:iy(Q)= 1 y@® =3 y(2) =13 y(3) = 47

2
H@=——— 90=000=2 g@=8 g@=30 g(4-108

IL 9.3
Vastused:

%, (k +1) = 2u(k) — 05x, (k)

0 (k+3) =, (K)

kui tadiendavate siseolekute valik on selli
X3 (kK+1) =X, (k)

y(k)=x3(k)
-05 0 O 2

siis olekumude Xk+)= 1 0 0|X(k)+ 0U(k)
0O 10 0

Y(k)=[0 0 1]X(k)

H@)=—2— 9O=00=9@=0 g@=2 glx)=2
z°+ 05z
IL 9.4
. . -16
VahetulemusH (z) = —(z—l)(z+1)

Vastus:h (LF 0 h(2=-16 h@=0 h(4)=-16 h®B)=0

IL 9.5

VahetulemusH (z) = 262;32
2°—-2-12

Vastus:h (1E 6 h(2=-26 h@=46 h(4)=-266 h (5= 286

IL 9.6

VahetulemusH (2) = _—52
Z_

Vastus:h -5 h(2=-10 h@=-20 h(@=-40 h (5)=-80



IL 10.1

Vastused: taielikult juhitav, taielikult jalgitamittestabiilne

IL 10.2
Vastused: taielikult juhitav, taielikult jalgitagtabiilne

IL 10.3
Vastus: stabiilne, se#m h(t)=0

IL 10.4
Vastus: poolused, =-1, 4,, =%i§i, susteem on mittestabiilne
IL 10.5
Vahetulemused4, = -2 A, =-5 Ay =—6
1 -5 25
Q. =[B AB A’B]=|2 -10 50|; detQ, =0 => RankQ # 3; RankQ = 2; RankQ =1
3 -15 75
C -5 4 -1
Q =|CA |=| 6 -8 -18|; detQ,#0 => RankQ=3
CA? -84 -32 156

Vastus: stisteem on stabiilne, osaliselt juhitae ($isendi jargi) ja taielikult jalgitav

IL 10.6
Vahetulemused, = -1 A, =—2 Ay =—4
4 -6 10
Q. =[B AB AB]=|-2 4 -8 detQ =0 => RankQ # 3; RankQ =2
-6 10 -18
C -2 4 -3
Q=|CA |=| 5 -7 6|, detQ, =0 => RankQ # 3; RankQ =2

CA? -17 19 18

Vastus: suisteem on stabiilne, osaliselt juhitasnékaisendi jargi) ja osaliselt jalgitav (kahe
valjundi jargi)

IL 10.7
Vahetulemuseds, = -1 A, =—4 Ay =-5
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2 -5 17

Q.=[B AB A’B]=|3 -9 33|; detQ =0 => RankQ # 3; RankQ =2
4 -13 49
C 1 -1 1
Q, =|CA |=|-7 17 -9|; detQ,=0 => RankQ # 3; RankQ =2

cA?| |47 -97 49

Vastus: suisteem on stabiilne, osaliselt juhitasnékaisendi jargi) ja osaliselt jalgitav (kahe
valjundi jargi)

IL11.1
Vastus: stisteem on mittestabiilne ja mittejuhitav
IL11.2
0
VastusedK =[7 2] X(o0) = {O}
IL11.3
08
astuse [ ] X(c0) L 2’4}
IL11.4
1
4 8 3 0
astusedp(z) =z K {3 3} X@ 2 X(2) {O}
3

IL12.1

25

4 _ 0
Vastused.L = X () = { }

73 0

4
IL12.2

_3
Vastusedip(z) = z* (mdlemad poolused on stabiilsed)= 23
45
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IL 12.3

-03 - o] . R _
Vastus:L = X(0) = sOltumatax(0) valikust
- 018 0

Toestus:

%, (0) +3%, (0)

z> - 05z+ 006

%, (0) - 0.2%, (0) — 05X, (0)
22— 05z+ 006

x,(2) =

iz(z):

R () =lim 2%, (2) =0
1 see ei sOltux (Ost. Jarelikult ei soltu k& (Oyalikust
%, (o0) = |inqi§2(z) -0
. Z

Seega, hindamise viga laheneb nullile, séltumagiaimhangu valikust. m.o.t.t.

IL 13.1

o ~ 1
Vastus:u, =02 y,= 025 H(s)—s+ 04
IL 13.2

Vastus: susteem on stabiilne tasakaalupunkfisl Yo = Ja hittestabiilne tasakaalu-
punktisu, =1 Yo=—2

IL 13.3
1
X =0 %79
Vahetulemus: Punkt | Punkt I
X, =0 4
X, =—
81
L y . -8x, 1
Jakobiaani vaartus uldkujul: A=
1-18x, O

Vastus: mittelineaarsel stisteemil on kaks tasakaakii:
Esimeses tasakaalupunktis on mittelineaarne sistatastabiilne ¢, <0; 4, >0).

Teises tasakaalupunktis on mittelineaarne slstestimatootiliselt stabiilne 4;, =a= jb,
kus a<0).

IL 13.4

X =-25

=0
= X, ==5

Vahetulemus: Punkt |
X, =0

Punkt 11 {
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3+4x, 1
Jakobiaani vaartus tldkuijul: Az{ 6 ' }

Vastus: mittelineaarsel stisteemil on kaks tasakaakiti:
Esimeses tasakaalupunktis on mittelineaarne sustetastabiilne ¢, <0; 4, > 0).

Teises tasakaalupunktis on mittelineaarne sistsématootiliselt stabiilnef, < 07, <0).
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