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1. Sissejuhatus

Kdesolev Oppevahend on pilihendatud adaptiivsetele filtritele. See on ala, mis vdimaldab leida
lahendused mitmetele statistilise signaalitootluse tlesannetele, nudmata statistilise signaalitootluse
harjumusparaseid eeldusi muutujate statistiliste omaduste nagu jaotustihedusfunktsioonid,
korrelatsioonifunktsioonid jne kohta. Adaptiivsed filtrid on tdnapdeval leidnud rakenduse paljude
insenerililesannete lahendamisel (telekommunikatsioon, radar, sonar jne). Samas ei ole adaptiivsete
filtrite kaitumise moistmine I0puni lihtne. On ju tegu slisteemidega, mis on Uhel ajal ajas
mitteinvariantsed, mittelineaarsed kui ka juhuslikud. Seetdttu oleme Gppevahendis pShirdhu pannud
algoritmide tuletamisele ja nende t66 kirjeldamisele. Algoritmide analliiisimisel oleme esitanud vaid
moningaid Uksikuid tulemusi ning selle korval illustreerinud algoritmide kaitumist ndidete varal.
Ndidete valikul oleme, nagu Gppevahendi pealkirigi Gtleb, eelistanud sideslisteemidest péarinevaid
rakendusi.

Uldjuhul me eeldame, et signaalid on komplekssignaalid, nagu on komplekssed viairtused
korgsagedussignaali kompelksamplituudil. Selline eeldus teeb kasitluse Uldisemaks. Samas piisab
rakendustes, kus signaalid on reaalsete, mitte komplekssete vdartustega, taoliselt leitud algoritmide
kasutamiseks signaalide imaginaarosa votmisest vordseks nulliga.

Adaptiivsete filtrite teooria aluseks olevad statistilise signaalitootluse vahendid, naiteks Wieneri
filter, on vélja tootatud nii pidevate kui ka diskreetsete signaalide tarvis. Kdesolevas 6ppevahendis
eeldame siiski, et meie adaptiivsed filtrid toimivad diskreetses ajas. Sama kehtib tdnapaeval reeglina
ka adaptiivsete filtrite praktiliste rakenduste kohta.

Mdistet filter kasutame me vaga Uldises tahenduses siinoniiimina slisteemile. Seega ei ole filter
meie kasitluses mitte traditsiooniline kdrg- v6i madalpaasfilter, vaid siisteem, millel vGib olla suvaline
impulsskarakteristik. Filtri valjundsignaal on maaratud konvolutsioonisummaga ning selles summas
figureerivaid impulsskarakteristikut iseloomustavaid kordajaid oleme tekstis vaheldumisi nimetanud
kas filtri koefitsientideks voi filtri kaaludeks. Kadesolevas Gppevahendis vaadeldud adaptiivsedid
filtreid iseloomustab 16plik impulsskarakteristik.

Oppevahendi koostamisel on kasutatud mitmeid tekste, millele leiab viited kirjanduse loetelust.
Suurim moju kaesolevale dppevahendile on olnud allikal [5], mida on mdnel pool kasutatud ka ilma
konkreetse viiteta tekstis.

Oppevahendis kasutame ldbivalt jargmisi tahistusi: skalaarsed muutujad on esitatud kaldkirjas,
vektorid on tahistatud vadiketahtedega paksus pilstkirjas ning maatriksid suurtdhtedega paksus
pistkirjas. Ulemine indeks ,T“ tahistab maatriksi transpositsiooni. Ulemine indeks ,*“ tihistab
kompleksarvu kaaskompleksi ja Gilemine indeks ,,H maatriksi Hermiti transpositsiooni. Operaatoriga
E[-] tdhistame juhusliku suuruse Ule ansambli keskmistatud keskvaartust ehk matemaatilist ootust,
seega E[x] = f_moo xf (x)dx, kus f(x) on juhusliku suuruse x tdendosustihedusfunktsioon. Operaator

Tr[-] tahistab maatriksi jalge ehk maatriksi peadiagonaalil paiknevate elementide summat.

Oppevahendis esinevad joonised vdib leida originaalkujul st vérvilisena internetilehekiiljelt
http://www.Ir.ttu.ee/~ttrump/adaptiivneST.
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Autor on tanulik Katre Woortile, Jlirgo Predenile ja Aleksandr TiSinile kasikirja kohta tehtud asjalike
markuste eest.

Oppevahendi viljaandmist rahastati Tallinna Tehnikaiilikooli projektist "Valisdppejdu kutsumine TTU
raadio- ja sidetehnika instituuti eesmargiga arendada telekommunikatsiooni eriala magistridppes”,
projekti tegevused viiakse ellu EL struktuurifondide meetme 1.1 raames (t66jou paindlikkust,
toimetulekut ja elukestvat Gpet tagav ning kdigile kattesaadav haridusslisteem). SA Innove.

2. Adaptiivsete filtrite rakendused

Adaptiivsete filtrite voime kohanduda t6dks tundmatus keskkonnas ning jargida selle keskkonna
muutusi teeb neist kdepdrase vahendi mitmetest valdkondadest parit Ulesannete lahendamisel.
Vaatamata sellele, et adaptiivsed filtrid leiavad kasutamist vdga erinevates valdkondades, on neil
siiski Uks oluline Ghine joon. Nimelt leiab adaptiivne filter kdikides rakendustes filtri koefitsiendid,
mille rakendamisel sisendsignaalile formeeritakse sisendist uus, teatud soovitud signaaliga
vOimalikult sarnane signaal. Selleks et sellise filtri leidmine oleks edukas, peab soovitud signaal
olema sisendsignaaliga statistiliselt seotud. See tdhendab, et soovitud signaal peab olema
sisendsignaali abil ennustatav. Edasi leiab adaptiivne filter veasignaali, lahutades soovitud signaalist
tema sisendsignaali abil formeeritud ennustuse. Vea signaali kasutatakse omakorda filtri
koefitsientide korrigeerimiseks selliselt, et veasignaal muutuks teatud mottes vdikseimaks.

Selles 6ppematerjalis kasutame labivalt jargnevaid tahistusi:
X — sisendsignaal,

y — adaptiivse filtri valjundsignaal,

d — soovitud signaal,

e =d-y, —veasignaal.

Voib eristada nelja pohilist adaptiivsete filtrite rakenduse tudpi

1. Sisteemi identifitseerimine. Vaata Joonis 1. Selles rakenduses on meil vdimalik jalgida teatud
sisteemi sisendit ja valjundit ning adaptiivse filtri tlesandeks on leida jalgitava sisteemi
lineaarne mudel st sellise lineaarse filtri koefitsiendid, mis rakendatuna sisendile annavad
soovitud signaalile v&imalikult sarnase filtri valjundsignaali. Sellisel juhul on susteemi
valjundsignaaliks tundmatu slisteemi valjundsignaal ja adaptiivse filtri t66 tulemuseks on
mudeli koefitsiendid.

Antud konfiguratsiooni kasutatakse ka sideslisteemides vajalikes kajakdrvaldajates. Naiteks
on akustilised kajad vaja kdrvaldada juhul, kui telefonikbne tegemiseks kasutatakse eemal
asuvat valjuhdaldit ning mikrofoni. Sellisel juhul on tundmatuks silsteemiks ruumi
impulsskarakteristik ning adaptiivne filter formeerib signaali, mis sarnaneb ruumi kajadega
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mikrofoni sisendis. Slisteemi valjundiks on veasignaal, kus kajad on maha surutud.

/

X Adaptiivne v
> filter
e
Susteemi
Sisend Tundmatu véaliund
"| susteem >

Joonis 1. Adaptiivse filtri rakendus siisteemi identifitseerimiseks

P66rdmudeli leidmine. Ka selles rakenduses on meil vGimalik jalgida teatud sisteemi sisendit
ja valjundit, kuid erinevalt eelmisest rakendusest on siin adaptiivse filtri tGlesandeks leida
jalgitava sisteemi lineaarne podrdmudel. Kui tundmatu slisteem on lineaarne, siis oleks
tema ideaalse poordmudeli sageduskarakteristik vordne (ks jagatud tundmatu slisteemi
sageduskarakteristikuga  nii, et slsteemi ja  p6ordmudeli jarjestikiihenduse
sageduskarakteristik oleks Ghikimpulss. Enamikul juhtudel on selles rakenduses vaja
adaptiivse filtri kausaalsuse tagamiseks kasutada soovitud signaalina hilistatud sisendsignaali.
Selline konfiguratsioon on naiteks laialdaselt kasutusel sidekanali ekvalaiserites.

/ Sitsteemi

Tundmatu X Adaptiivne y valiund
s > filter >
sisteem
e
Hilistumine
Sisend

Joonis 2. Adaptiivse filtri kasutamine po6rdmudeli leidmiseks



Lineaarne ennustamine. Selles rakenduses on adaptiivne filter kasutuses juhusliku signaali
ennustajana. Soovitud signaalina kasutatakse signaali vadartust antud ajahetkel ning
sisendsignaalina tema vaartusi eelnevatel ajahetkedel. Adaptiivne filter toimib selles
rakenduses kui filter, mis ennustab signaali tulevasi vaartusi minevikuvaartustest nii, et
valjundis ilmub signaali lineaarne ennustus. Selline ennustamine on seda edukam, mida
korreleeritumad on signaali vaartused erinevatel ajahetkedel. Séltuvalt rakendusest voib
sisteemi valjundina olla kasutusel kas adaptiivse filtri valjund v&i veasignaal.
Skeem on kasutusel ennustavates kdne koodrites nagu ADPCM (Adaptive Differential Pulse
Code  Modulation) [6], aga ka naiteks signaalide spektraalnaliilisis [8].

/

Sisend | Hilistumine | X | Adaptilvne v
filter

Slisteemi

valiund

A 4

Joonis 3. Adaptiivse filtri kasutamine signaali lineaarse ennustajana

Haire allasurumine. Selles rakenduses kasutatakse adaptiivset filtrit tundmatu haire
allasurumiseks teatud huvipakkuvas signaalis. Haireks voib antud kontekstis olla kas
segav(ad) signaal(id) allikast, mis meile huvi ei paku, voi mira v6i nende segu. Rakendus
eeldab mitme sensori olemasolu siisteemis. Adaptiivse filtri soovitud signaalina kasutatakse
signaali sensorilt, mis registreerib huvipakkuva signaali ja hdaire segu. Adaptiivse filtri
sisendsignaalina kasutatakse signaali sensoritelt, mis on paigutatud selliselt, et nad ei
registreeri meile huvipakkuvat signaali, vaid ainult haireid. Sellisel juhul formeerib adaptiivne
filter signaali, mis sarnaneb hdirekomponendiga soovitud signaalis ning lahutab selle
huvipakkuva signaali ja hairete segust, vdhendades hdirete osakaalu veasignaalis.
Skeem on kasutusel mirade allasurumisel naditeks aktiivsetes mira summutavates
korvaklappides, aga ka 50 Hz sagedusega toitevdrgu hairete vahendamisel EKG signaalide
salvestamisel. Samuti on skeem kasutusel paljudes antennivoresid kasutavates rakendustes.



A .
Sisend X daptiivne y
> filter
e
Sisteemi
e valiund
Tugisignaal

Joonis 4. Adaptiivse filtri kasutamine héirete allasurumiseks

3. Wieneri filtrid

Selles peatikis leiavad kasitlemist optimaalsed diskreetses ajas opereerivad filtrid, mida kutsutakse
Wieneri filtriteks.

Wieneri filter ei ole iseenesest adaptiivne, kuid ta kujutab endast sellegipoolest vaga olulist vahendit
adaptiivsete filtrite mdistmisel, seades piirid sellele, millise tdpsuse on adaptiivne filter suuteline
saavutama valjakujunenud rezZiimis st parast seda, kui adaptiivne algoritm on koondunud. Nimelt
jadavad tiadpilise adaptiivse filtri koefitsiendid pdarast esialgset koondumisperioodi suhteliselt
stabiilseks, hakates liikuma vdikese amplituudiga teatud tasakaalupunkti ldaheduses. Selleks
tasakaalupunktiks ongi paljude adaptiivsete algoritmide jaoks Wieneri filter. Tuupiliselt koosneb
adaptsiooniviga Wieneri filtri veast ning adaptsioonist tingitud lisaveast.

Selles peatiikis huvitab meid konstantsete koefitsientidega (kaaludega) lineaarne filter, mille kaalud
on valitud andmaks filtri valjundsignaalile soovitud omadusi. Soovitud omaduseks on veasignaali
viimine nii vaikseks kui vdimalik teatud statistilises mottes. Praktikas osutub mugavaimaks
minimeerida veasignaali ruutkeskmist vaartust, kuna sel juhul on kriteeriumi soltuvus filtri
koefitsientidest ruutfunktsioon, millel on ks miinimum ja seda miinimumi on meeldivalt lihtne leida.
Oma kasitluses vaatleme ainult Wieneri filtreid, mis opereerivad diskreetses ajas, seega huvitavad
meid diskreetsed Wieneri filtrid. Peale selle piirdume me filtritega, mille valjundsignaal avaldub
sisendsignaali vaartuste kaalutud summana

y(n):iw:x(n—k), n=012... (3.1)
k=0



kus wy on k-s filtrikoefitsient ning tarn llemise indeksina tahistab kompleksarvu kaaskompleksi.
Valem (3.1) sisaldab IGpmatut summat ning sobib seega nii IGpmatu kui ka I[Spliku
impulsskarakteristikuga filtrite kirjeldamiseks. Esimesed tulemused saamegi sellise Uldise 16pmatu
impulsskarakteristikuga filtri jaoks, kuid suuremas osas kdesolevast Oppevahendist piirdume me
|6pliku impulsskarakteristikuga filtrite vaatlemisega. Seda p&hjusel, et 10pliku impulsskarakteristikuga
filter on garanteeritult stabiilne, samal ajal kui I6pmatu impulsskarakteristikuga filtrid kasutavad
tagasisidet ning nende stabiilsuse tagamiseks peab rakendama spetsiaalseid vétteid. Tulenevalt
sellest on 16pliku impulsskarakteristikuga adaptiivsed filtrid suhteliselt lihtsamad kui IGpmatu
impulsskarakteristikuga adaptiivsed filtrid.

Soovitud
Valjund signaal
Sisend y(t) d(t)
x(t) | Filter - +

Wo, Wq, Ws, ...

Vea signaal
e(t)

Joonis 5. Wieneri filter

Kokkuvétlikult on meie vaadeldav Wieneri filter distkreetses ajas toimiv lineaarne filter, mis
formeerib diskreetsest sisendsignaalist x(n) diskreetse véljundsignaali y(n) selliselt, et filtri
véljundsignaal oleks ruutkeskmise vea mottes vdimalikult sarnane soovitud signaalile d(n). Teiste
sOnadega, Wieneri filter on filter, mille kaalud w; on valitud selliselt, et minimeerida vea signaali e(n)
ruutkeskmist vaartust E[e?(n)]. Joonis 5 kujutab Wieneri filtrit skemaatiliselt.

Ortogonaalsuse printsiip

Me alustame Wieneri filtri tuletamist ortogonaalsuse printsiibi kasitlemisest. Olgu meil signaal
diskreetidega x(0), x(1), x(2), ... ning filter koefitsientidega wy, w;, w,,... (vaata Joonis 5). Filtri
valjundsignaal avaldub konvolutsioonisummana

y(n):iwzx(n—k), n=012... (3:2)
k=0

Me eeldame, et filtri sisendsignaal ning soovitud signaal on vastastikku laias mottes statsionaarsed
nullise keskvaartusega juhuslikud protsessid. Me soovime leida selliseid filtrikoefitsiente, et filtri
valjundsignaal y(n) oleks vaadeldav soovitud signaali d(n) hinnanguna ning vaatleme selle hinnangu
viga

e(n)=d(n)-y(n) (3.3)

Selleks et leida parimad véimalikud filtrikoefitsiendid, minimeerime veasignaali ruutkeskmist vaartust

3 = Efe(n)e’ (n)] = E|e(n)’ | (3.4



kus operaator E[-] tihistab matemaatilist ootust. Meie filtri sisendsignaal on kompleksne ja seega on
Gldjuhul ka filtrikoefitsiendid kompleksarvud. Tahistame filtrikoefitsientide reaal- ja imaginaarosad

vastavalt a ning b-ga

w, =a, +jb, k=012,... (3.5)
Edasi defineerime gradiendioperaatori, mille k-s element on esimest jarku osatuletis filtri koefitsiendi
reaal- ja imaginaarosade jargi
0 . 0
Vi=—+]—
oa, " ob,

Seega on veasignaali ruutkeskmise vaartuse vastav gradient kompleksne vektor, mille k-s element

, k=012,... (3.6)

avaldub kujul

v .0
0a, ab, (3.7)
. 8e(n)e*(n)+ oe (n)e(n)+ oe(n) je*(n)ﬁe_(”) je(n)|, k=0212,...
oa, oa, ob, b,

Neli eelmises valemis figureerivat osatuletist on leitavad, kasutades valemeid (3.3) ja (3.2) ning vottes

vajalikud tuletised kui

%T):—x(n—k)

08 (3.8)

Asendades leitud tuletised ruutkeskmise vea gradiendi avaldisse (3.7), saame tulemuseks

Vv, J =—2E|x(n—k)e"(n)] k=012,... (3.9)
Ruutkeskmise vea, mis on reaalne funktsioon, miinimumi leidmiseks vérdsustame tema gradiendi

nulliga, mis annab

E[x(n—k)e*(n)|=0, k=012... (3.10)

Seega on vajalik ja piisav tingimus J miinimumiks kdigi sisendi x diskreetide, mis on kasutuses
hinnangu leidmiseks, ja hindamisvea e(n) ortogonaalsus. Seda tulemust kutsutaksegi ortogonaalsuse

printsiibiks.

10



Jareldus. Vaatleme optimaalse filtri valjundsignaali ning veasignaali vahelist korrelatsiooni. Kasutades
filtri vdljundsignaali arvutamiseks valemit (3.2), saame

E[y(n)e*(n)]:E[gw:xm—k)e*(n)}=gw:E[x<n—k>e*<n>] 3.11)

Seega, tdhistades vdahimruutude moéttes optimaalse filtri poolt produtseeritud signaale alumise
indeksiga o (véljundsignaali y,(n) ja veasignaali e,(n)) ning, kasutades ortogonaalsuse printsiipi (3.10),
saame tulemuseks

Ely, (n)e;(n)}=0 (3.12)

Leitud ortogonaalsuse printsiibi jarelduse voime seega sGnastada:

Vahima ruutkeskmise vea mdottes optimaalse filtri valjundsignaal on ortogonaalne tema poolt
produtseeritud veasignaaliga.

Seda tulemust voib kujutada geomeetriliselt, nagu naitab Joonis 6. Filtri vdljundsignaal y, on soovitud
signaali d parim hinnang minimaalse ruutkeskmise vea moéttes. Samas on filtri valjundsignaal, mis on
lineaarne kombinatsioon sisendsignaali x diskreetidest, ortogonaalne veasignaaliga. Me vGime seega
Oelda, et filtri valjundsignaal on soovitud signaali projektsioon sisendsignaali poolt maaratud
alamruumi. See tdhendab vektorruumi, mis koosneb kdigist vektoritest, mida on vdimalik
moodustada sisendvektorite lineaarse kombinatsioonina.

Yo

Joonis 6. Optimaalse filtri valjundsignaali, soovitud signaali ja veasignaali vaheline suhe
Vahima veasignaali ruutkeskmise vaartuse, mis saavutatakse optimaalsete filtrikoefitsientide korral,

saame niild, kasutades signaalide vahelist seost (3.3) ja dsjaleitud ortogonaalsuse printsiibi jareldust
(3.12), avaldada kujul

Jinin = Eheo(nlsz Ehd(n]ZJ— Ehyo(n)ﬂ (3.13)
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Wiener-Hopfi vorrandid
Jargnevalt leiame avaldise optimaalsete filtrikoefitsientide jaoks. Ortogonaalsuse printsiibi (3.10)
pdhjal vdime kirjutada

E{x(n—k{d*(n)—

kus w,; on optimaalse filtri i-s koefitsient. Avades sulud, saame

0

1M

w iX*(”—i)ﬂ:O, k=012,... (3.14)

iWoiE[X(” —k)x"(n- i)]= E[X(n —~ k)d*(n)l k=012,... (3.15)

Vaatleme (laltoodud avaldises sisalduvaid matemaatilisi ootusi. Neist esimese argumendiks on
sisendsignaali diskreetide ajahetkedel n — k ja n — i kaaskompleksne korrutis. Matemaatiline ootus
sellest korrutisest kujutab endast sisendsignaali autokorrelatsiooni kohal i — k. Seega tdhistame

E[x(n—k)x"(n—i)]=r(i—k) (3.16)
Teine matemaatiline ootus kujutab endast sisendsignaali kohal n — k ja soovitud signaali kohal n
ristkorrelatsiooni. Seega on ta ristkorrelatsioon kohal —k.

E[x(n—k)d"(n)]= p(~k) (3.17)

Asendades Ulaltoodud tahistused valemisse (3.15), saame IGpmata paljudest vorranditest koosneva
vorrandisusteemi

iwoir(i —k)=p(=k), k=012,... (3.18)
i=0

Saadud vorrandisisteem seob vahima ruutkeskmise vea mottes optimaalse filtri koefitsiente
sisendsignaali autokorrelatsiooni ning sisendsignaali ja soovitud signaali vahelise ristkorrelatsiooniga.
Vdrrandisiisteem on tuntud Wiener-Hopfi vérrandite nime all. Asjaleitud kujul on Wiener-Hopfi
v&rrandisiisteemi lahendamine keerukas, kuna ta sisaldab I8pmatult palju tundmatuid w,;. Ulesanne
lihtsustub tunduvalt, kui piirdume hinnangu leidmisel I6pliku impulsskarakteristikuga filtriga. Olgu
filtri koefitsientide arv M, nagu naitab Joonis 7. Plokid, mis on tadhistatud siimboliga 7 valjendavad
signaali hilistumist Ghe diskreedi vorra.
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X(n) X(n-1) X(n-2)  X(n-M+2) X(n-M+1)

— szt sz —{ z"

Joonis 7. Lopliku impulsskarakteristikuga filter

Wiener-Hopfi vorrandislisteem sellise filtri jaoks on filtri IGplikust ulatusest tulenevalt 16plik

M -1
> w,r(i-k)=p(-k), k=012,..,M-1 (3.19)
i=0

Saamaks filtreerimisoperatsiooni kirjeldamiseks kompaktsemat tadhistust, véime me filtri malus
ajahetkel n talletatud M sisendsignaali distkreeti koondada veeruvektorisse

x(n)=[x(n) x(n-1) ... x(n-M+1)[ (3.20)
kus tlemine indeks T tdhistab transponeerimist. Samuti kogume veeruvektorisse otsitavad
filtrikoefitsiendid

W:[Wo LU WM—l]T (3.21)

Filtri valjundsignaali ajahetkel n saame niid kompaktselt avaldada kui vektorite skalaarkorrutise

y(n)= TZ;Wi*x(n—i)szx(n) (3.22)

kus tlemine indeks H tahistab Hermiti transponeerimist

a — jbo
. . . - jb
[a,+ jb, a +jb, ... ay+jo,.,]" = % :J o (3.23)
aMfl ijfl
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Edasi koondame maatriksisse R  Wiener-Hopfi  vorrandisisteemis (3.19) figureerivad
autokorrelatsiooni vaartused

R = E[x(n)x" (n)]= r*z(l) r(:0) r(M:—Z) (3.24)

rMm-1 rMm-2) ... r()
Maatriksit R kutsutakse sisendsignaali autokorrelatsiooni maatriksiks. Autokorrelatsioonimaatriks on
konstruktsiooni pohjal Toeplitzi maatriks. See tdhendab, et tema mis tahes diagonaalil paiknevad
elemendid on kdik omavahel vordsed (peadiagonaalil on kdik elemendid vordsed r(0)-ga, esimesel
diagonaalil r(1)-ga jne).

Peale selle koondame vektorisse p Wiener-Hopfi vGrrandisiisteemis (3.19) figureerivad sisendsignaali
ja soovitud signaali ristkorrelatsiooni vaartused

p=E[x(n)d"(n)] (3.25)

Nende tahistustega saame Wiener-Hopfi vorrandisisteemi kirjutada maatrikskujul kui

Rw, =p (3.26)

0

Ning eeldusel, et maatriks R ei ole singulaarne, avalduvad optimaalse filtri koefitsiendid kui

w,=R7p (3.27)

kus Glemine indeks -1 tdhistab péérdmaatriksi leidmise operatsiooni. Seega on meil vaja optimaalse
IGpliku impulsskarakteristikuga filtri leidmiseks teada sisendsignaali x(n) autokorrelatsioonimaatriksit
R ning sisendsignaali x(n) ja soovitud signaali d(n) vahelist ristkorrelatsiooni vektorit p.

Vea pind

Leiame niilid vorrandi, mis seob veasignaali ruutkeskmist vaartust filtri koefitsientidega. Seda selleks,
et paremini mdista, kuidas séltub veasignaali ruutkeskmine vaartus filtri koefitsientide kaugusest
nende optimaalsetest vaartustest. Selline seos osutub vagagi kasulikuks, kui me edaspidi uurime
adaptiivsete filtrite omadusi. Veasignaali voime, kasutades avaldisi (3.3) ja (3.22), kirjutada kujul

e(n)=d(n)-w"x(n) (3.28)
Kasutades Ulaltoodut ning tahistusi (3.24) ja (3.25), saame veasignaali ruutkeskmise vaartuse kirja
panna kui

3 = el (= Eflan)- w )t ()" )
= E[d(n)d"(n)—d(n)x" (nw —wHx(n)d"(n)+w"x(n)x" (njw] (3.29)

=5, —-p"w-w"p+w"Rw
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Signaali autokorrelatsiooni maatriks on garanteeritult mittenegatiivselt maaratud, aga praktikas
peaaegu alati positiivselt maaratud maatriks, kuna praktikas esineb enamasti signaalile lisanduv
muirakompnent. Seega on maatriks R praktikas peaaegu alati pooratav ja seetdttu véime valemi
(3.29) esitada ekvivalentselt kui

J(w)=5%-p"R*p+(w-R*p)' Rw-Rp) (3.30)

Ulaltoodud avaldise kehtivust on lihtne kontrollida, kui avame sulud ja koondame sarnased liikkmed.

Kuna optimaalse filtri koefitsiendid on antud valemiga (3.27), muutub eeltoodud avaldise viimane
liige optimaalse filtri korral nulliks ning seega avaldub minimaalne v&imalik veasignaali ruutkeskmine
vaartus kui

min Jw)=J,, =5:-p"Rp (3.31)

Kasutades sellist tahistust, voime vérrandi (3.30) imber kirjutada kui

IW)=J,, +(w-R ' Rw-Rp)=J,, +(w-w,)"Rw-w,) (3.32)

Seega koosneb veasignaali ruutkeskmine vaartus oma minimaalse vdimaliku vaartuse ning Uhe
ruutvormi, mis on seotud filtrikoefitsientide kaugusega nende optimaalsest vaartusest summast.
Eelnevalt 6eldu paremaks mdistmiseks kasutame korrelatsioonimaatriksi lahutust omavaartuste ning
omavektorite jargi [4, 15]. Kuna autokorrelatsioonimaatriksil on Hermiti siimmeetria, véime ta
lahutada osadeks kujul

R =QAQ" (3.33)
kus A on diagonaalne omavaartuste maatriks diag(A;, A, ... Am) ning maatriksi Q veerud on
korrelatsioonimaatriksi R omavektorid. Kuna kompleksne maatriks Q koosneb maatriksi R
omavektoritest, mis on ortogonaalsed, on maatriks Q unitaarne maatriks. Seega

QQ=1 (3.34)

ning

Q'=q" (3.35)

Asendades lahutuse (3.33) valemisse(3.32), saame

‘J(W): ‘]min +(W_W0)H QAQH (W_Wo) (3.36)
Edasi tdhistame lineaarselt (ortogonaalse maatriksiga Q) teisendatud koefitsientide vektori ning
optimaalse koefitsientide vektori vahe vektori kui

v=Q"(w-w,) (3.37)
Selle tahistusega avaldub (3.36) kui

J(w)=1J,,, +V'Av (3.38)
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Kuna A on diagonaalne maatriks, ei sisalda llaltoodud avaldise teine liidetav risttegureid, ja seega
lahutub ulaltoodud ruutvorm lihtsaks summaks

M M
‘](W): Jmin + VHAV = Jmin + ZV:ﬂka = ‘Jmin + Zﬂk|vk|2 (3'39)
k=1 k=1

Saadud avaldist kutsutakse vea pinna kanooniliseks kujuks. Tasub tdhele panna, et vektorid v
maaravad vea pinna teljed.

Ndide
Joonis 8 kujutab kahe koefitsiendiga filtrit [wq wy]", mis on kasutusel tundmatu susteemi
identifitseerimiseks. On vaja leida minimaalse ruutkeskmise vea mdttes optimaalsed koefitsiendid
(Wieneri filter) ja vdhima ruutkeskmise vea vdimsus, kui x(n) ja v(n) on séltumatud valged miirad ja
|a]<1.

Wieneri filtri konstrueerimiseks on meil vaja sisendsignaali korrelatsioonimaatriksit ning
sisendsignaali ja soovitud signaali vahelise ristkorrelatsiooni vektorit. Kuna sisendsignaal x on valge
miira, on tema korrelatsioonimaatriks Ghikmaatriks, mille peadiagonaali elemendid on vérdsed miira
voimsusega

2
R [‘Zx ;2} (3.40)

Soovitud signaal koosneb filtreeritud sisendsignaali ja valge mira v[n] summast. Seega vOime
valjundsignaali z teisenduse kirjutada kui

D(Z):ﬂ_,_v(z) (3.41)

-1

v(n) d(n)
z

) 4

> e(n)

1/(1-az™") [wo wy]T

x(n)

Joonis 8. Siisteemi identifitseerimine kahe koefitsiendiga filtri abil

Ajavallas véljendab (3.41) rekursiivset seost soovitud signaali diskreetide vahel
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d(n)=x(n)+ad(n—-1)+v(n)

d(n-1)=x(n-1)+ad(n-2)+v(n)

d(n)=x(n)+ex(n-1)+ a?d(n-2)+v(n) (3.42)
seda rekursiooni vdime jatkata 18putult ning seega avaldub soovitud signaal sisendsignaali kaudu

jargmise Idpmatu summana:

d(n)=>a'x(n-i)+v(n) (3.43)

i=0
Arvestades x-i ning v statistilist sdltumatust ning pannes tahele, et Idpmatu summa eelnevas valemis
on geomeetriline progressioon, saame soovitud signaali vGimsuseks
0 52 a4
2 2 2i o2 2 2
5d :E[d (n)]zza 5)( +5v :1—Xz+5v (3.44)
i=0

Edasi leiame sisendsignaali ning soovitud signaali vastastikuse korrelatsioonivektori, kasutades
valemit (3.43) ning protsesside x ja v statistilist sGltumatust

il

Otsitav Wieneri filter on nild leitav valemist (3.27) kui

52 o|Ta2] [2
W :R_l = X X = (346)
TP [o 5;} LaJ M

Tasub tdhele panna, et Wieneri filtri koefitsientideks on x(n) ning x(n — 1) kordajad valemist (3.42).
K&ik suurema viitega sisendsignaali komponendid soovitud signaalis on jaanud modelleerimata. See
on ka loomulik, arvestades, et sisendsignaaliks on valge miira ja seega erinevate sisendsignaali
diskreetide vaheline korrelatsioon on vordne nulliga.

Vahima ruutkeskmise vea vGimsuse saame, kasutades valemit (3.31)

2 1 0|1
Gl et R b B

a o (3.47)
2
:15—XZ+55 ~520+a?)
-
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Leitud avaldise kaks esimest liidetavat viljendavad soovitud signaali vGimsust avaldisest (3.44) ning
kolmas liidetav vahendab seda avaldises (3.44) sisalduva I6pmatu summa kahe esimese lilkkme vorra.
Ruutkeskmine viga sisaldab seega kdigi nende komponentide vGimsust, mida kahe koefitsiendiga
filter ei ole vdimeline modelleerima. Selleks on nii mira v vBimsus, kui ka kdigist sisendsignaali
komponentidest, valja arvatud x(n) ning x(n — 1), tulenev véimsus.

J 250

200

150

100

50

10
w(1)-wo(1)

w(0)-w,(0)

10 10

Joonis 9. Vea pind

Joonis 9 kujutab naites toodud llesandele vastavat vea pinda (3.32) funktsioonina filtri koefitsientide
korvalekaldest nende optimaalsetest vaartustest, mis on antud valemiga (3.46). Loomulikult on vea
pinnaks sellises koordinaadistikus paraboloid, mille miinimum paikneb punktis [0, 0] ehk selliste filtri
koefitsientide vaartuste juures, kus viga on vordne nulliga.

Moningates situatsioonides, nagu me edaspidi veendume, on mugavam vaadata vea pinda otse
Ulevalt. Joonis 10 toobki dra taolise vea pinna kujutise, kasutades selleks samakdrgusjooni, mis,
arvestades vea pinna paraboloidset kuju, on uldjuhul ellipsid. Antud Ulesandes, kus sisendsignaaliks
on valge miira, mille korrelatsioonimaatriks on diagonaalne, on samakdrgusjooned kiill ringid.
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Joonis 10. Vea pind esitatuna samakdrgusjoone abil

Lineaarse piiranguga iilesanne

Siiani oleme vaadelnud llesandeid, kus on olnud vaja minimeerida veasignaali ruutkeskmist vaartust
lahendile mingeid piiranguid seadmata. Kusjuures veasignaal on defineeritud soovitud signaali ja
tegeliku filtri valjundsignaali vahena. Teatud juhtudel on aga soovitatav voi vajalik konstrueerida
filtreid, mis peale mdne signaali ruutkeskmise vadrtuse minimeerimise rahuldavad ka teatud
lisapiiranguid. Naiteks vGime vajada filtrit, mis minimeerib valjundsignaali keskmist voimsust, tagades
samal ajal mingi kindla véimenduse mingil kindlal sagedusel. Selles peatiikis vaatlemegi, kuidas taolisi
Ulesandeid lahendada.

Joonis 11 kujutab 16pliku impulsskarakteristikuga filtrit, mille valjundsignaal avaldub kujul

M-1

y(n)=>"w x(n—k), (3.48)

k=0
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v WO v Ww1 v Wrz v W*M_Q

Joonis 11. Lopliku impulsskarakteristikuga filter

Erijuhul, kui filtri sisendsignaaliks on kompleksne eksponent

x(n)=e i, (3.49)

avaldub filtri valjundsignaal kujul

M-1
y(n)=ei" > w, e ik (3.50)
k=0

kus w on diskreetimissageduse suhtes normaliseeritud ringsagedus. Paneme tdhele, et eeltoodud
valemis esinev summa on filtri sageduskarakteristik (diskreetne Fourier’ teisendus
impulsskarakteristikust).

Piiranguga optimeerimisiilesande, mida me soovime lahendada, véime niid formuleerida kui: leida
optimaalsed filtri koefitsiendid w,, mis minimeerivad valjundi ruutkeskmist vaartust piiranguga

M1
D we =g (3.51)
k=0

Seega nduame, et filtri vdimendus sagedusel w, oleks g sdltumata filtrile rakendatud signaalidest.
Eelnevas valemis rahuldab ringsagedus vorratust -t < w < @ ning g on mingi kompleksarv.

Ulaldeldu iseloomustab piiranguga ajalist filtreerimist. V&imalik on formuleerida ka analoogiline
ruumilise filtreerimise llesanne.
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X5(N)

B ws

X1(n)

D
d<A/2

D

Xo(N)

Joonis 12. Lineaarne antennivore

Joonis 12 kujutab M antennist koosnevat lineaarset antennivéret, kus antennid on paigutatud
voOrdsete vahedega d, mis on vaiksem kui pool lainepikkust A. Piirang antennide vahekaugusele tagab
vOimaluse méaarata langemisnurka Gheselt ja on analoogiline Nyquisti diskreetimisteoreemiga aja
vallas. Koikide antennide valjundsignaalid korrutatakse komplekssete koefitsientidega ning
summeeritakse. Langegu sellisele antennivérele kitsaribaline tasapinnaline laine nurga O, alt. Kui
tasapinnaline laine ei lange antennivorele otse, vaid teatud nurga alt, jGuab signaal voret
moodustavatele antennidele erinevatel ajahetkedel, pGhjustades faasinihkeid erinevate antennide
abil registreeritud signaalide vahel.

Elektriline nurk, mis vdljendab signaalide faasinihet teineteise suhtes, on seotud ruumilise nurgaga
kui

27d .
== sin(@) (3.52)

Antennivore valjundsignaal on suunast O, tuleva laine puhul

M-1
y(n): Xo(n)zwk*e_jk%' (3.53)
k=0

ning meie Ulesanne vdib olla formuleeritud jargmiselt: leida optimaalsed filtri koefitsiendid w, mis
minimeerivad valjundi y ruutkeskmist vaartust piiranguga, et teatud suunast Oylangev laine jouaks
valjundisse voimendusega g,

M1
D we =g (3.54)
k=0

Elektriline nurk rahuldab vdrratust —it < ¢ < m ning g on kompleksarv.
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Vorreldes ajalise llesande formuleeringut ruumilise (ilesande formuleeringuga ndeme, et nad
langevad kokku, kuigi kirjeldavad taiesti erinevaid probleeme. Mdlemal korral tuleb lahendada sama
piiranguga optimeerimisilesanne.

M-1M-1 . . M-1M-1 M-1 . .
min J = E[z > wix (kw } ww,r(i—k), piiranguga > wie ** =g (3.55)
k=0 i=0 k=0 i=0 =

Lahendame selle lilesande Lagrange’i maaramata kordajate meetodil. Kdigepealt defineerime reaalse
kriteeriumifunktsiooni

§

-1M-1

J= +Re[ (Zwe%k HzWHRW+Re[/1*(WHS(¢o)—9)] (3.56)

k=0 i=0

]
o

valjundvaisus lineaamepiirang
kus vektorit s, mis sisaldab ainsana informatsiooni piirangus esineva sageduse voi suuna kohta,
kutsutakse tuirvektoriks

s(d)=fL e® ... e Im] (3.57)

Edasi leiame kriteeriumifunktsiooni gradiendi. Selleks et lugeja harjuks maatrikstahistustega, mida
me (ilejdanud dppevahendis valdavalt kasutame, esitame moned jargnevad valemid kirja panduna nii
summade abil (vasakul) kui ka maatrikskujul (paremal). On kerge veenduda, et vasak- ning
parempoolne kirjapilt on ekvivalentsed.

M-1 _ N
Vid =2 wr(i—k)+ e 1% V] =2Rw + I's(¢, ) (3.58)
i=0
Vordsustades gradiendi nulliga, saame (taas kahel kujul)

*

< : A ik : 2 (3.59)
> wir(i —k):—?e *, k=01...M-1L Rw,= —?5(%) '
i=0

seega saime (eeldusel, et korrelatsioonimaatriks ei ole singulaarne) lahendiks

o

w :—%*R‘ls( ) (3.60)

Saadud lahendis figureerib tundmatu Lagrange’i kordaja A, mille leiame, kasutades piirangut (3.54),
mis maatrikskujul avaldub kui

wy's(gy) =g (3.61)
Vottes llesande lahendist (3.60) Hermiti transponaadi ning korrutades seejarel vorrandi mélemad
pooled paremalt tlilrvektoriga s, saame

ws(h) =75 ()R s(s) 362
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Nild paneme tahele, et vorrandite (3.61) ja (3.62) vasakud pooled on vérdsed, seega peavad olema
vordsed ka paremad pooled, ja me vGime maaramata kordaja A avaldada vorrandite parematest
pooltest kujul

29
A=—— 49 (3.63)
s" (¢ )R 's(¢y)

Asendades leitud A eelnevalt filtrikoefitsientide jaoks saadud lahendisse (3.60), on tulemuseks

*

w, = _% Rs(g,) (3.64)
s™ (¢ )R 's(¢y)

Saadud lahendi esimene — murruline liige — on kompleksne konstant, millele jargneb sisendsignaali
autokorrelatsioonimaatriksi podrdmaatriksi ning tadrvektori korrutis. Seega on saadud lahend vagagi
sarnane Wieneri filtriga (3.27), vaid selle vahega, et Wieneri filtris figureeriv sisendsignaali ning
soovitud signaali ristkorrelatsioonivektor on asendunud teatud konstandiga korrutatud
tiilirvektoriga. Uks selle sarnasuse v8imalikke interpretatsioone on, et piiranguga lilesandes etendab
tudrvektor analoogilist rolli soovitud signaaliga piiramata Ulesandes. Mdlemad véljendavad meie
arusaama sellest, mida ,hea” filter tegema peaks.

Kasutades eelnevas piirangut g = 1, saame antennivdre, mis valitud suunast saabuvat signaali ei
muuda, kall aga minimeerib koigist teistest suundadest saabuvaid signaale. Sellist antennivore
tootlust kutsutakse vahima dispersiooni ning moonutusteta karakteristikuga suunadiagrammi
formeerijaks (Minimum Variance Distortionless Response Beamformer).

_ Rs(g) (3.65)

Sellise suunadiagrammi formeerija minimaalne valjundvdimsus avaldub ruutvormina

i =Wy R, (3.66)
ning, asendades eelnevasse optimaalsed koefitsiendid avaldisest (3.65), saame
L S@RURRSE) 1

s ()R 7s(d " ()R 7S(dh) 8™ ()R 7S(y)

Selline optimaalne kiireformeerija laseb elektrilise nurgaga ¢, sisendkomponente ldbi muutmata

(3.67)

kujul, surudes samal ajal maha miira ning signaale, mis saabuvad muudest suundadest. Seega on Ji,
oma olemuselt nurga ¢y suunalt saabuva signaali dispersioon (v3imsus).

Huvitav on markida, et vaadeldes eelnevat avaldist elektrilise nurga ¢ funktsioonina saame (he
tuntud voimsusspektri hindamise algoritmidest, nimelt Caponi véimsusspektri hinnangu [12].

1

Swvor T AR (3.68)
s"(¢)R7's(¢)
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Naide. Vaatleme vdhima dispersiooni ja muutmata karakteristikuga kiireformeerijat, mis kasutab 16
antenni, mille vahel on d/A=0.2. Asugu soovitud allikas nurga all ¢o= 10° ning olgu ainsaks héireks
vastuvotjate valge omamiira vdimsusega 0.001. Erinevate kanalite omamiirad on statistiliselt
s6ltumatud ning virdsete voimsustega.

20 - 4

Antenni véljund [dB]
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Joonis 13. Antennivore suunadiagramm

Joonis 13 kujutab antud tingimustel leitud antennivére suunadiagrammi. Nagu jooniselt ndhtub, on
vahima dispersiooni ja muutmata karakteristikuga kiireformeerija pealeht suunatud soovitud allikale,
mis asub nurga ¢, = 10° all, surudes samal ajal maha signaale kdigist tlejdanud suundadest.

Lisades hidired, mis saabuvad suundadest +60° ja —30° ning jattes kdik muud tingimused samaks,
saame jargmise suunadiagrammi.
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Joonis 14. Antennivore suunadiagrammid koos ning ilma hdireteta

Sinise joonega antud suunadiagramm parineb eelmiselt jooniselt ning naitab, kuidas vdhima
dispersiooni ja muutmata karakteristikuga kiireformeerija suunadiagramm formeerub ilma héireteta
situatsioonis. Punane joon naitab, kuidas formeerub suunadiagramm héirete olemasolul
antennivorele langevas signaalis. Suunadiagrammi pealeht on endiselt suunatud soovitud signaalile,
mis saabub nurga 10° alt. Peale selle on algoritm formeerinud siigavad miinimumid héirete
saabumise suundadesse +60° ja —30°, minimeerides nii hdirete m&ju viljundsignaalis.

4. Kiireima languse meetod
Selles peatiikis kasitleme Uhel eakal optimeerimistehnikal pGhinevat algoritmi, mis on aluseks vea
pinna gradiendil pohinevate adaptiivsete algoritmide t66 mdistmisel. Meetod on oma olemuselt
rekursiivne ning selle kasutamisel ldhenetaks optimeerimisprobleemi Ilahendile jark-jarguliste
vaikeste sammudega. Rakendatuna Wieneri filtri probleemile annab meetod meile vdimaluse
|aheneda optimaalsele lahendile ilma sisendsignaali korrelatsioonimaatriksit p66ramata.

Garanteeritult globaalsesse optimumi koondumiseks eeldab meetod, et meie kriteeriumifunktsioonil
on Uks miinimum. Wieneri filtri puhul me nagime, et vea pind on ruutfunktsioon tundmatutest
filtrikoefitsientidest ning seega on antud eeldus tdidetud. Kiireima languse meetodi idee on
darmiselt lihtne ning vGime algoritmi formuleerida jargmiselt:

1. Alustada suvalise esialgse koefitsientide vektoriga w(0), (lisainformatsiooni puudusel
vOetakse tavaliselt algvektoriks nullvektor).

2. Leida gradientvektor st ruutkeskmise vea J(n) tuletis w*(n) jargi.

3. Leida uus koefitsientide vektor w, astudes sammu gradiendi vastassuunas.
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4. Tagasi sammule 2.

Joonis 15 kujutab endast kiireima languse meetodi illustratsiooni lihtsa Uhe koefitsiendiga filtri puhul.
Kuna llesanne on them&6tmeline, on kriteeriumifunktsioon lihtsalt parabool, mis séltub ainult Ghest
argumendist, milleks on otsitav filtrikoefitsient w.

Joonis 15. Uhemddtmelise kiireima languse meetodi illustratsioon

Kriteeriumifunktsiooni J = w” tuletis on dJ/dw = 2w. Olgu meie algldhenduseks wo= 3. Kriteeriumi
tuletis punktis w, on vdrdne di/dw |w, = 6, mis on positiivne suurus. Seega jargmise lahendi
leidmiseks peame astuma sammu negatiivses suunas. Eeltoodud lihtne altoritm ei anna mingeid
juhiseid sammu pikkuse valikuks, aga oletame, et me astume sammu pikkusega 5, jGudes seeldbi
punkti w, = -2. Selles punktis leiame jallegi kriteeriumi tuletise, milleks on dJ/dw |w; = -4. Kuna
tuletis on negatiivne, astume jargmise lahendi leidmiseks sammu positiivses suunas, kusjuures
sammu pikkuseks olgu niitid 3, jdudes punkti w,= 1. Leiame taas kriteeriumi tuletise dJ/dw |w, = 2,
mis on positiivne, seega tuleb meil jatkata sammuga negatiivses suunas. Seda protseduuri voime
jatkata I6pmatult, leides iha paremaid lahendeid kriteeriumi miinimumpunkti koordinaadile. See
eeldab muidugi, et meie astutud sammud on mdistlikult lihikesed, nii et me (le pinna pdhja liiga
kaugele ei hiippaks ning miinimumile ldhenemise asemel temast hoopis kaugeneks.

Kiireima languse meetodi rakendus Wieneri filtrile
Joonis 16 kujutab 10pliku impulsskarakteristikuga adaptiivset filtrit sisendsignaaliga x,
valjundsignaaliga y, soovitud signaaliga d ning koefitsientidega w.
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x(n) x(n-1) x(n-2) x(n-M+2) X(n-M+1)
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Joonis 16. Lopliku impulsskarakteristikuga adaptiivne filter

Vastavalt kiireima languse meetodile, tuleb uuendatud koefitsientide vektori leidmiseks igal
iteratsioonil astuda samm gradiendile vastupidises suunas. Teiste sdnadega, uue koefitsientide
vektori ldhenduse saame liites vanale koefitsientide vektorile mingi konstandiga korrutatud ja
miinusmargiga voetud gradiendivektori. Selle matemaatiline Gleskirjutus oleks

W(n+1)=w(n)+% W-vi(n)] (3.1)

kus u on sobivalt valitud konstant, mis peab kindlustama piisavalt lihikesed sammud tagamaks
algoritmi koondumist.

Ruutkeskmine viga sammul n on vastavalt valemile (3.29)

J(n)=82 —p"w(n)-w" (n)p+w" (n)Rw(n), W =a + jb (4.2)
kus p on sisendsignaali ja soovitud signaali vaheline ristkorrelatsioonivektor ning R on sisendsignaali
autokorrelatsiooni maatriks. Filtri koefitsiendid on kompleksarvud w; = g; + j b;. Kriteeriumifunktsiooni
J gradiendi sammul n voime leida analoogiliselt eelmises peatiikis toodud gradiendiarvutustega (3.7),
saades

A ((n))+ : 6J((n))
oa,(n ob,(n
vi(n)= 22(n) + 23(n) =-2p+2Rw(n) (4.3)

Gay (1) 3y ()

Asendades leitud gradiendi valemisse (4.1), saame kiireima languse meetodi rekursiooniks

w(n+1)=w(n)+zp—Rw(n), n=0412,... (4.4)
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Leitud valem valjendabki kiireima languse meetodit 16pliku impulsskajaga Wieneri filtri jaoks. Valemi
kasutamine sellisel kujul eeldab, et sisendsignaali korrelatsioonimaatriks ning sisendsignaali ja
soovitud signaali ristkorrelatsiooni vektor on teada. Kiireima languse meetodi rekursioonile saab
anda ekvivalentse kuju, mis ei vaja eelnimetatud teavet

w(n+1)=w(n)+ £E[x(n)e"(n)] n=012,... (4.5)
Valemite (4.4) ja (4.5) ekvivalentsuse tGestamine on jaetud lugejale iseseisva t606 lilesandeks. Joonis
17 kujutab kiireima languse rekursiooni graafiliselt. Nagu nahtub jooniselt, vdib kiireima languse
meetodit ette kujutada kui M paralleelselt Uhendatud ristkorrelatsiooni leidmise seadet, kus
ristkorrelatsioonid leitaks veasignaali e(n) hetkvaartuse vahel (helt poolt ning M jarjestikuse
sisendsignaali x vaartuse vahel teiselt poolt. Kaalude juurdekasvud iteratsioonil n on joonisel
tahistatud kui Aw(n)

T Awg(n)

EL]

| M
’ l (n)

e
e

E[]

x(n-M+1) I

Joonis 17. Kiireima languse meetodi rekursioon

Kiireima languse meetodi stabiilsus

Eelnevalt mainisime, et kiireima languse meetodi abil funktsiooni miinimumi leidmiseks peab sammu
pikkus u olema sobivalt valitud. Kdesolevas peatiikis leiamegi tingimused, mida u peab rahuldama
selleks, et algoritm koonduks (oleks stabiilne).

Joonis 18 kujutab kiireima languse meetodit signaaligraafina. Nagu jooniselt ndha, on kiireima
languse meetod tagasisidestatud siisteem, mille stabiilsus soltub suletud ahela vdimendusest. |
tahistab tGhikmaatriksit, mis véimendust ei mdjuta, ja seega sbltub stabiilsus ainult sammu suurusest
U ning sisendsignaali korrelatsioonimaatriksist R.
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Q=N

p w(n+1 w(n)

Joonis 18. Kiireima languse meetodi signaaligraaf

Defineerime koefitsientide vea vektori kui

c(n)=w(n)-w, (4.6)
kus w, on kaalude vektor, mis vastab antud Ulesande optimaalsele Wieneri lahendile. Kirjutame
kiireima languse meetodi rekursiooni (4.4) iimber, kasutades koefitsientide vea vektorit

c(n+1)=w(n)-w, +u(p—Rw(n))

(4.7)
=w(n)-w, +#(Rw, —Rw(n))= (I - zR)c(n)

-4 K— R &

c(n+1) c(n)
Joonis 19. Kiireima languse meetodi signaaligraaf kasutades koefitsientide vea vektorit

Joonis 19 kujutab rekursiooni (4.7) signaaligraafina, rohutades taas, et antud tagasisidestatud
siisteemi stabiilsus s6ltub ainult R-st ja u-st. Selleks, et leida stabiilsuse tingimused, lahutame
maatriksi R tema omavektorite ja omavaartuste jargi kui

R=QAQ", (4.8)
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kus Q on unitaarne omavektorite maatriks, mille veergudeks on maatriksi R omavektorid. A on
diagonaalne omavaartuste maatriks, st diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil on k&ik maatriksi R
omavaartused samas jarjekorras nagu omavektorid maatriksis Q. Tulenevalt sellest, et R on
korrelatsioonimaatriks ja seega mittenegatiivselt maaratud, on kdik tema omavaartused reaalsed
ning mittenegatiivsed. Asendades korrelatsioonimaatriksi lahutuse (4.8) valemisse (4.7), saame

c(n+1)=(1 - LQAQ" (n) (4.9)
Kuna unitaarsete maatriksite omaduste pohjal on unitaarse maatriksi korrutis tema Hermiti
transponaadiga vordne ihikmaatriksiga, vGime valemile (4.9) anda kuju

c(n+1)=(QQ" - QAQ" k(n) (4.10)
ning seejarel tuua maatriksi Q ning tema Hermiti transponaadi sulgudest vilja, saades
c(n+1)=Q(1 - uA)Q"c(n) (4.12)

Jargmiseks korrutame vorrandi mdolemaid pooli vasakult maatriksi Q Hermiti transponaadiga, mis
annab tulemuseks

Q"c(n+1)=(1-uA)Q"c(n) (4.12)

Nudd viime sisse tahistuse

v=Q"c(n)=Q" (w-w,) (4.13)
Vektor v on lineaarselt (maatriksiga Q) teisendatud koefitsientide vigade vektor. Kasutades seda
tahistust, véime avaldise (4.12) kirjutada kujul

v(n+1)=(1— zA(n) (4.14)
Saadud avaldisest on ndha, et kuna nii | kui A on diagonaalmaatriksid, ei ole mis tahes vektori v

elemendi v, areng sammult n sammule n + 1 seotud tema teiste elementidega ning v8ime valemit
(4.14) lintsustada, saades

Vi (n+1)=([- 2 M (n) (4.15)

Joonis 20 kujutab kiireima languse meetodi lihtsustunud signaaligraafi vastavalt valemile (4.15).
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Vi(n+1) Vi(n+1)

Joonis 20. Kiireima languse meetodi lihtsustatud signaaligraaf

Selleks et tagasisidestatud siisteem oleks stabiilne, peab tema vdimendus olema vaiksem kui Gks.
Rakendades seda teadmist &sja leitud struktuurile, on lihtne ndha, et kiireima languse meetodi
stabiilsuse tingimuseks on

—1<1-p4, <1, Vk (4.16)
Kuna korrelatsioonimaatriksi omavaartused on reaalsed ja mittenegatiivsed, saame eelnevast
jargmise vajaliku ja piisava stabiilsuse tingimuse sammu suurusele

2

O<pu<—— (4.17)
max

kus Anax On sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi R suurim omavaartus.

Valem (4.15) kujutab endast esimest jarku homogeenset diferentsvérrandit, mille lahendiks on

v, (n)= Q- g2 M, (n-1)= L~ )", (0) (4.18)
kus vi(0) on v, algvaartus ajahetkel 0. Kuna kd&ik maatriksi R omavaartused on reaalsed ning
mittenegatiivsed, ei esine v, kditumises vonkumisi. Seega me ndaeme, et v, areneb geomeetrilise
reana sammuga 1 — pA,. Oletame nlitid, et me oleme algoritmi sammu valinud vastavuses avaldisega
(4.17). Siis on rea samm kdikide k-de korral vaiksem kui 1 ning kdik moodid v,(n) ldhenevad n
kasvades monotoonselt nullile. Moodi all mdistame siin iihe omavaartuse ja omavektori paari poolt
madratud trajektoori. Selle geomeetrilise reaga saame sobitada eksponentsiaalse mahkija
ajakonstandiga Ty, valides

1-pA, =exp£—ij (4.19)

Tk
Vastavalt eeltoodule on eksponentsiaalse mahkija ajakonstant arvutatav kui

-1

-1 (4.20)
In(1— uA, )

Tk:
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Ajakonstant t, on aeg, mille jooksul vi(n) vdheneb e korda, kus e on naturaallogaritmi alus. Ulaldeldut
illustreerib Joonis 21.

Joonis 21. v,(n) koondumine

Terve algoritmi koondumiskiiruse maarab k&ikide moodide koostoime ja selle jaoks ei saa anda
lihtsat valemit, nagu oli vdimalik anda iga individuaalse moodi jaoks. Sellegipoolest saame viita, et
kogu algoritmi koondumiskiirus jadab vahima ja suurima omavdartuse poolt madratud moodide
koondumiskiiruste vahele

-1 <r < -1
—_— Ta N ——m—
In(l_:uﬂ’max) In(l_:uﬁ’min)

kus T, on tervet algoritmi iseloomustav ajakonstant.

(4.21)

Voib tahele panna, et algoritmi koonduvus soltub sellest, kuivord erinevad teineteisest sisendsignaali
korrelatsioonimaatriksi vahim ja suurim omavaartus. Kui erinevus on vidike, koondub algoritm
suhteliselt kiiresti ja, vastupidi, kui erinevus on suur, koondub algoritm suhteliselt aeglaselt. Seda
selleparast, et algoritmi stabiilsuse tagamiseks vajaliku sammu pikkuse maarab suurim omavaartus,
ning kui ta on palju suurem kui Ulejadnud vaartused, tingib see aeglase liikumise viikestele
omavaadrtustele vastavates suundades.

Edasi vaatleme algoritmi ruutkeskmise vea arengut. Kasutades vea pinna kanoonilist kuju (3.39),
saame kirjutada

‘](n): Jmin +(W_W0)H QAQH (W_Wo): ‘]min +Zﬂ1<|vk(n)2
= (4.22)

= J s %4(1—#@ J" v, (0)°

kus J,i, on Wieneri filtri poolt maaratud vahim véimalik ruutkeskmine viga. Jarelikult, kui kiireima
languse meetod koondub (sobivalt valitud u), siis I1aheneb avaldise (4.22) teine liidetav n kasvades
nullile séltumatult algtingimustest

limJ(n)=1J

n—oo

Seega koondub kiireima languse meetod Wieneri filtriks.

(4.23)

min
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Algoritmi ruutkeskmist viga, mis on joonistatud aja funktsioonina, nimetatakse Oppimiskdveraks.
Kiireima languse meetodi Oppimiskdover on algoritmi moode kirjeldavate eksponentide summa,
kusjuures k-s omamood omab ajakonstanti

-1 (4.24)

T =

“me T 2In( - pA, )

Kui sammu suurus pu on valitud vaike, siis saame (laltoodud ajakonstandi avaldise ldhendada
jargmiselt

T oo ——, <<l (4.25)
k,mse Zﬂﬂk /u

Naide

Selles naites vaatleme, kuidas naeb vilja kiireima languse meetodi koondumise tee vea pinnal,
kasutades naitlikkuse huvides lihtsat, kahe kaaluga filtrit. See véimaldab meil kujutada vea pinda
koordinaadistikus, kus (ihel teljel on Uhe ja teisel teise filtri kaalukoefitsiendi vaartus.

20

220 I i | I I
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Joonis 22. Kiireima languse meetodi kaalude vektori trajektoor valge sisendsignaali korral

Joonis 22 kujutabki kiireima languse meetodi kaalude vektori trajektoori. Antud juhul on
sisendsignaaliks valge mira, st sisendsignaali autokorrelatsioonimaatriks on Ghikmaatriks R =
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[é 2] Sellisel juhul on sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi omavaartused omavahel vordsed

A1 = A, = 1 ning vea pinda iseloomustavad samakdrgusjooned on ringid. Algoritm koondub mod6da
sirgjoont vea pinna miinimumpunkti poole. Sisendsignaali ja soovitud signaali vaheline

1 ] Veapinna miinimumpunkt asub Wieneri lahendiga

ristkorrelatsioonivektor on antud naites p = [0 1

10
maaratud koordinaatidel W, =R™p = .
° 01

Joonis 23. Kiireima languse meetodi kaalude vektori trajektoor korreleeritud sisendsignaali korral

Joonis 23 kujutab samuti kiireima languse meetodi kaalude vektori trajektoori vea pinnal, kusjuures

sisendsignaali autokorrelatsioonimaatriks on antud juhul R = [015 0i5], omavaartustega A; = 0,5

jaA, = 1,5. Sisendsignaali ja soovitud signaali ristkorrelatsiooni vektor on endiselt p = [011] ning

0,53

Nagu jooniselt naha, ei ole samakdrgusjooned enam ringid, vaid ellipsid. Samuti ei ole kaalude

1,27
Wieneri lahend, mis mdarab vea pinna miinimumpunkti asukoha, on seega W, = Rlp:{ }

vektori trajektoor enam sirgjoon, nagu ta oli valge miira korral.
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Joonis 24. Kiireima languse meetodi kaalude vektori trajektoor tugevalt korreleeritud sisendsignaali korral

Joonis 24 kujutab jallegi kiireima languse meetodi kaalude vektori trajektoori vea pinnal. Seekord on
1 09

09 11"’

omavaartused on A; = 0,1 ja A; = 1,9. Sisendsignaali ja soovitud signaali ristkorrelatsiooni vektor on

sisendsignaal tugevalt korreleeritud, autokorrelatsioonimaatriksiga R=[ mille

taas p = [011] ning Wieneri lahend, mis madrab vea pinna miinimumpunkti asukoha seega

W, =Rp= 47
4

}. Nagu jooniselt ndha, on vea pinna samakdrgusjooned tugevalt valjavenitatud

ellipsid ning kaalude vektori trajektoor on tugevalt kdverdunud.

5. Adaptiivsed LMS filtrid

Selles peatiikis kasitleme adaptiivseid LMS filtreid. LMS on lihend inglisekeelsest Least Mean Square,
mis tdhendab vahimat ruutkeskmist. Tuleb kohe oelda, et sellist nime kannab LMS algoritm
ajaloolistel pdhjustel, vaatamata sellele, et ta tegelikult ei ole vahima ruutkeskmise vea mottes
optimaalne. LMS algoritmi pakkusid 1960. aastal valja Widrow ning Hoff [18]. Algoritm on tdnu oma
lihtsusele voitnud suure populaarsuse ning on (koos oma variatsioonidega) kindlasti praktikas enim
kasutatud adaptiivne algoritm.
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Algoritm kuulub nn stohhastilise gradiendi algoritmide hulka. Seda vastandina kiireima languse
meetodile, kus on kasutusel deterministlik gradient. Kiirema languse meetodi puhul me eeldasime, et
sisendsignaali  korrelatsioonimaatriks ning sisendsignaali ja soovitud signaali vaheline
korrelatsioonivektor on teada. Praktikas meil sageli sellist informatsiooni ei ole. Jargnevas
vaatlemegi, kuidas konstrueerida lihtne ja praktiline adaptiivse filtreerimise algoritm ilma signaalide
ja nende seoste kohta lisainformatsiooni ndudmata ning uurime ka tema omadusi.

Tuletame meelde, et kiireima languse meetodi puhul kasutasime gradienti

vJ(n)=-2p+2Rw(n) (5.1)
kus p on Ule ansambli keskmistatud sisendsignaali ja soovitud signaali vaheline korrelatsioonivektor

ja R samuti Gle ansambli keskmistatud sisendsignaali korrelatsioonimaatriks. Kiireima languse
meetodi rekursiooniks oli

w(n+1)=w(n)+gp—Rw(n), n=0412,... (5.2)

Saamaks LMS algoritmi, asendame korrelatsioonid vérrandites (5.1) ja (5.2) keskmistamata
hetkehinnangutega

R(n)=x(n)x"(n) (5.3)
p(n)=x(n)d(n)

saades gradiendi jaoks avaldise

VI(n)=-2x(n)d(n)+2x(n)x" (nw(n) (5.4)
Selline gradiendi hinnang on juhuslik suurus ja sellest ka nimi — stohhastiline gradient. Kasutades
dsjaleitud gradiendi hetkehinnangut tegeliku gradiendi asemel valemis (4.1), saame

W(n+1)=w(n)+ mx(n)d"(n)-x" (nW(n)} n=012,... (5.5)
Kandilistes sulgudes olev tegur on vérdne veasignaaliga ajahetkel n ja seega saame LMS
koefitsientide rekursiooni I&plikuks kujuks

w(n+1)=w(n)+xx(nk’(n), n=012,... (5.6)
Joonis 25 kujutab valemit (5.6) graafiliselt.
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x(n) ,é
| p
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Joonis 25. LMS algoritmi rekursioon

Seega vGime LMS algoritmi esitada kolme vorrandina. Esiteks, filtreerimine

y(n)=w"(n)x(n) (5.7)

teiseks, veasignaali arvutus

e(n)=d(n)-y(n) (5.8)

ning 10puks koefitsientide uuendamine

W(n +1)=W(n)+ ax(n)e"(n) (5.9)

Oluline on, et arvutused teostataks just nimelt sellises jarjekorras.

z7 ::><)

w(n+1) w(n)

Joonis 26. LMS algoritmi signaaligraaf

Joonis 26 kujutab LMS algoritmi signaaligraafina. Paneme tahele, et igal iteratsioonil on vajalikud

ainult k&ige viimane sisendvektor x(n) ja soovitud signaali diskreet d(n). Peale selle vajab algoritm
malu ainult koefitsientide vektori W jaoks.

Nagu eelnevalt ndagime, kasutab algoritm R ja p hetkehinnanguid, mis on suure dispersiooniga. See

viib mdttele, et selliselt konstrueeritud algoritm ei saa hasti téotada. Onneks tasakaalustab
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keskmistamata hinnangute kasutamist algoritmi enese tagasisidest tulenev keskmistamisefekt ja
sellest tulenevalt t66tab algoritm aktsepteeritavalt, nagu me ka varsti ndeme.

LMS algoritmi realiseerimiseks on vaja 2M+1 kompleksset korrutust ja 2M kompleksset liitmist
iteratsiooni kohta. Seega sOltub arvutuste hulk filtrikoefitsientide arvust lineaarselt ehk algoritmi
keerukus on O(M).

Ndide
Vaatleme LMS algoritmi kaalude trajektoori vea pinnal.

Joonis 27. LMS algoritmi kaalude trajektoor vea pinnal

Joonis 27 kujutabki tihte konkreetset LMS kaalude trajektoori. Sisendsignaali korrelatsioonimaatriks
09 045

045 09 | omavaartustega A; = 0,46 ja A, = 1,35. Sisendsignaali ja soovitud

on antud juhul R = [
. . . . L 0,95 . o .
signaali vaheline ristkorrelatsiooni vektor onp = 045 .Vea pinna miinimumi asukoht on seega

w, =R p=
o= P {—0,03

] Naites on kasutatud LMS algoritmi, sammu pikkusega u = 0,05.

Nagu jooniselt nahtub, koondub LMS algoritm modda teed, mis on kiill tGldjoontes sarnane kiireima
languse meetodi koondumisteega (vt Joonis 22 kuni Joonis 24 ), kuid ei ole sama sujuv.
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LMS algoritmi analiiiis

Vaatamata LMS algoritmi enda lihtsusele, osutub tema analiilis ootamatult keeruliseks ning on
aktiivse teadustdd objektiks tanaseni. On ju tegu slisteemiga, mis on ajas muutuv, juhuslik ning
kaalude uuendamise vérrandist (5.9) tulenevalt ka mittelineaarne. Need on keerukused, mis ka eraldi
vOetuina raskendaksid sisteemi analllsi, kuid antud juhul esinevad k&ik kolm Uheaegselt.
Kdesolevas peatikis esitame Ghe algoritmi klassikalistest anallilsidest. See analiils pohineb teatud
lihntsustavatel eeldustel, mida kutsutakse sGltumatuse teooriaks. S6ltumatuse teooria eeldused on
jargmised:

1. Sisendsignaali vektorid x(i), i=1,...,n on liksteisest statistiliselt sGltumatud.

2. Ajahetkel n on sisendvektor x(n) statistiliselt soltumatu kdigist eelnevatest soovitud signaali
diskreetidest d(i), i= 1,...,.n—1.

3. Ajahetkel n on soovitud signaal d(n) statistiliselt sOltumatu kodigist soovitud signaali
eelnevatest diskreetidest d(i), i=1,...,n — 1.

4. Sisendsignaali vektorid x(i) ja soovitud signaal d(/) on vastastikku normaaljaotusega iga i
korral.

Eelnevalt (5.5) nagime, et LMS algoritmi koefitsientide vektor séltub ainult sisendsignaali vektoritest
x(n), x(n-1),..., x(1), soovitud signaali diskreetidest d(n), d(n — 1), ..., d(1) ning koefitsientide vektori
algolekust ajahetkel 0, W(0). Tahistame koefitsientide vea vektori

g(n)=w(n)-w (5.10)

(o]
kus W, on optimaalne koefitsientide vektor (Wieneri lahend). Uurides LMS vdrrandeid ning esimest

ja teist sGltumatuse teooria eeldust, jduame jareldusele, et kaalude vektor ajahetkel n, W(n) ning
seega ka kaalude vigade vektor €(n) = W(n) —w,, on statistiliselt sdltumatud nii ajahetkel n
saabuvast uuest sisendvektorist x(n) kui ka uuest soovitud signaali diskreedist d(n).

LMS kaalude uuendamise vorrandist (5.9) saame

W(n+1)=w(n)+ x(n)d"(n)—x" (nW(n)} (5.11)

Asendus valemist (5.10) annab

W(n+1)—w, =W(n)-w, + ax(n)d"(n)— zx(n)x" (nYe(n)+w,) (5.12)

Seega saame koefitsientide vea vektori sammult n sammule n + 1 uuendamise vérrandiks

&(n-+1) = ()~ ro(nx" () ox(nd" ()~ (), (5.13
Paneme tdhele, et viimastes sulgudes olev avaldis on vérdne optimaalse Wieneri filtri veasignaaliga

ajahetkel n. Lihtsustades niid eelnevat vorrandit, saame esitada koefitsientide vea vektori
uuendamise vorrandi mugavamal kujul

&(n+1)= (1 - so<(n)x" (n)e(n) + sex(n)e; (n) (5.14)
Edasi vaatleme veasignaali dispersiooni. Veasignaali saab esitada koefitsientide vea vektori kaudu
kujul

39



e(n)=d(n)-Ww" (n)x(n)=d(n)—(w, +(n))" x(n)=¢,(n) - " (n)x(n) (5.15)

Seega avaldub veasignaali dispersioon kui

3(n)=Ele(n)’ |= E[le, (n)—2"x(n))e: ()—x(n)" & |= 5.16)
= Ele, (ne; (V)] 2RefEle; (0" x()]}+ Ele" x(n)e(n) ]

Saadud valemi esimene liidetav on optimaalse Wieneri filtri veasignaali dispersioon, seega vahim
vOimalik veasignaali vGimsus. Rakendame niild ortogonaalsuse printsiipi, mis Utleb, et optimaalse
Wieneri filtri veasignaal ning sisendsignaal on ortogonaalsed. Seega on eelnevas valemis teine
liidetav nulline. Jarelikult véime me eelneva valemi kirjutada kujul

J(n)=J,, + E[s”x(n)x(n)H s]: Jinin jLTr{E[x(n)x(n)H ]E[ssH ]} (5.17)
Kus Tr tahistab maatriksi jalje arvutamise operatsiooni. Maatriksi jalg on lineaaralgebrast tuntud
operaator ja ta on vordne maatriksi peadiagonaali elementide summaga. Eelnevas vdites on
kasutatud fakti, et skalaarist arvutatud maatriksi jalg on vordne skalaari endaga ning maatriksi jalje
omadust

Tr{ABC}=Tr{BCA}=Tr{CAB} (5.18)

Esimene tegur valemi (5.17) maatriksi jadlje operaatori argumendis on vordne sisendsignaali
korrelatsioonimaatriksiga R ning teine tegur on koefitsientide vigade korrelatsioonimaatriks, mille me
tahistame siimboliga K saades

J(n)=1,,, +Tr[RK(n)] (5.19)
Kaalude vigade korrelatsioonimaatriksi uurimiseks kasutame nn otsese keskmistamise meetodit [5],
mille kohaselt vGime kaalude vea vektori uuendamise vorrandis (5.14) asendada esimese teguri tema
keskmistatud variandiga

E[l - zx(n)x" (n)]=1- R (5.20)
saades
&(n+1)~ (1 - 4R )e(n)-+ ol (n) (5.21)

Kasutades eeltoodud avaldist kaalude vigade korrelatsioonimaatriksi leidmiseks, saame koefitsientide
vea korrelatsioonimaatriksi rekursiooniks

K(n+1)=Ele(n+1)e" (n+1)|= (1 = iR)K (X1 = 1R)+ E[s2e;x(n)x" (n)e, ()] (5.22)

Eelnevast oleme elimineerinud ristlikmed tudpi E[ O(n)(l—yR)s(n)x”(n)], kuna nad on

sOltumatuse teooriast tuleneva vektorite €(n) ning x(n) statistilise sGltumatuse pdhjal nullised.
Viimane liidetav on keskvaartus nelja juhusliku suuruse korrutisest ja tema lihtsustamiseks kasutame
matemaatikast tuntud Gaussi faktoriseerimise teoreemi, mis (tleb, et kui komplekssed juhuslikud
suurused x;, X5, X3 ja X, on vastastikku normaaljaotusega, kehtib

Exxgxx; = Ebex; [Elxx: [+ Epx o | (5.23)
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Kasutades Ulaltoodut, saame kaalude vigade korrelatsioonimaatriksi rekursiooniks

K(n+1)=(1-RK(n)1 - zR)+ 2J,;,R (5.24)

Siin on oluline tahele panna, et eeltoodud rekursiooni teine liige ei sbltu ajast ning seega ei koondu
LMS algoritmi iseloomustav kaalude vigade korrelatsioonimaatriks nulliks. Valemist (5.19) jareldub
nldd, et LMS algoritmi viga jadb suuremaks Wieneri filtri veast nn lisavea dispersiooniga

31a()= 3(0) 3, ~TH[RK (0] (525)
vorra.
Rusikareeglid

Toome siin ara moned lihtsad ning praktikas kasutamiseks mugavad reeglid, ilma neid tuletamata.

LMS algoritm koondub ruutkeskmise vea méttes, kui tema sammu suurus rahuldab vorratust

O<u< 2 (5.26)
2

max
kus 4,4 on sisendsignaali autokorrelatsioonimaatriksi maksimaalne omavaartus.
Seega on LMS algoritmi koonduvuse tingimus sama, mis kiireima languse meetodi puhulgi.

LMS algoritmi lisaviga véljakujunenud reZiimis J;;s, (90) on vaiksem kui minimaalne ruutkeskmine
viga, juhul kui algoritmi samm u on valitud selliselt, et on rahuldatud vorratus

i 2, (5.27)

i1 2— pA;

LMS algoritmi kdrvalehdalestus avaldub kujul

M = ‘]Iisa(oo)zi % (5.28)

Nagu eelnevas veendusime, maarab selle, kas LMS algoritm koondub v&i mitte, sisendsignaali
korrelatsioonimaatriksi suurim omavaartus (5.26). Tavaliselt aga kas ei ole see teada vdi siis kujutaks
korrelatsioonimaatriksi omavaartuste leidmine olulist arvutusvdimsuse lisakulu, mida me meeleldi
valdiksime. On aga teada, et kuna maatriksi jalg on avaldatav ka tema omavaartuste summana, ei saa
sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi maksimaalne omavaartus olla suurem tema jaljest imax <

Tr(R), seega LMS algoritm koondub, kui on rahuldatud tingimus

. (5.29)
“CTR)
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Kuna R on statsionaarse protsessi korrelatsioonimaatriks, on tal Toeplitzi struktuur ning tema
peadiagonaali elemendid on kdik vordsed sisendsignaali dispersiooniga. Sellest tulenevalt voime
valemi (5.29) kirjutada kujul

2 2 (5.30)

= 2
2| Mo
>Elxin-ky] M
k=0
Vadikese sammu suuruse korral on kdrvalehdalestus ligikaudselt arvutatav kui

(5.31)

Seega on algoritmi kdrvalehaalestus seda suurem, mida pikem on algoritmi poolt kasutatav filter. See
on ka loomulik tulemus, kuna pikema filtri puhul on vaja hinnata rohkem tundmatuid koefitsiente ja
see annab ka suurema koguvea.

Naide
Joonis 28 kujutab adaptiivset filtrit, mis on Uhendatud sisteemi identifitseerimise Ulesande
lahendamiseks.  Identifitseeritav  sisteem  on  I6pliku  impulsskarakteristikuga filter,

tilekandefunktsiooniga 1 — az~! + a%z~2

, mille identifitseerimiseks kasutame adaptiivset filtrit
koefitsientide vektoriga w. Olgu a = 0,2. Sisendsignaaliks x(n) on valge mira voimsusega 1.
Identifitsieeritava siisteemi valjundile lisandub teie valge miira v(n), véimsusega 10°®. Protsessid x ja v
on statistiliselt sOltumatud nullise keskvaartusega juhuslikud protsessid, mis alluvad
normaaljaotusele. Kasutame LMS algoritmi sammu suurusega u = 0,1 ja olgu meie adaptiivses fitlris

w, M = 4 koefitsienti algvaartustega w(0) = 0.

v(n) d(n)
3

202 e(n)

1-az '+ a?z2 w

A A

x(n)

Joonis 28. Naites uuritav siisteem

Joonis 29 néitab kahe esimese kaalu trajektoore aja funktsioonina. Ndeme, et kaalud ldhenevad
otsitavatele vaartustele 1 ja 0.2 ning mdne aja moodudes stabiliseeruvad otsitavate vaartuste
laheduses. Lahenemisprotsess ei ole aga lihtlane ning koondumise kdigus kaugenevad kaalud kohati
otsitavatest vaartustest, et siis neile taas laheneda. Selline kditumine on LMS algoritmile tidpiline,
tuletame meelde, et LMS algoritm kasutab sisendvektori keskmistamata hetkvaartusi igal sammul
uute kaalude leidmiseks. Joonise vaiksuse téttu tundub, nagu stabiliseeruksid kaalud mone aja
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moodudes taielikult, muutudes vordseteks otsitavate vaartustega. Tegelikult seda aga ei juhtu ning
kaalud jaavad juhuslikult, vdikese amplituudiga, vOnkuma otsitavate vaartuste Gimber.

1.5 T T T T

w0 ———
wli ——
1}
® 05 b
ot i
05 1 1 1 1
o] 20 40 60 80 100

Joonis 29. Kaalude trajektoorid

Joonis 30 kujutab sisteemi identifitseerimise vea aja funktsioonina, esitatuna logaritmilisel skaalal (/
on antud detsibellides). Ndeme, et algselt viga vaheneb ja jadb mone aja méédudes vonkuma teatud
taseme Umber, nagu ennustatud valemi (5.19) poolt

1 0 T T T T

"line1 ——

J[dB]

80 L L .
0 50 100 150 200 250 300

Joonis 30. Veasignaali ruut aja funktsioonina
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Joonis 31 kujutab algoritmiga seotud signaalide e, d, y ning v vBimsuste arengut ajas. Nagu eelnevalt
jooniselt nagime, pulseerivad katses esinevad signaalid (antud juhul veasignaal) juhuslikkusest
tulenevalt markimisvadrses ulatuses, mis raskendab seaduspdrasuste jalgimist. Vahendamaks
signaalide juhuslikkusest tulenevat pulseerimist, esitame edaspidi Gihes katses leitud signaali ruudu
asemel 100 séltumatu katse kaigus leitud signaalide ruutude aritmeetilised keskmised. Teiste
sOnadega, esitatavad graafikud on keskmistatud lle 100 realisatsiooni.

10 T T

[ =]

%;j

L
<< Op
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0 50 100 150 200 250 300

Joonis 31. Algoritmiga seotud signaalide ajaline areng

Nagu jooniselt naha, laheneb filtri valjundsignaal y soovitud signaalile d ja veasignaal e vaheneb miira
v taseme ldhedale, jdddes sellest siiski pisut suuremaks.

Joonis 32 esitab LMS algoritmi veasignaali dispersiooni aja funktsioonina (6ppekdvera) kolme erineva
sammu vadartuse korral: u = 0,2, u= 0,1 ja u = 0,02. Lisaks on vdrdluseks toodud md&dtemiira v
dispersioon. Toodud kdverad on, nagu eelmiselgi joonisel, keskmistatud {le 100 sd&ltumatu
realisatsiooni. Jooniselt vbime ndha, et mida vdiksem on sammu suurus, seda aeglasemalt LMS
algoritm koondub. Samas on hinnangu viga valjakujunenud reZiimis seda vaiksem, mida vaiksem on
sammu suurus. Seega tuleb LMS algoritmi puhul valida, mis on olulisem, kas kiire koonduvus véi vaike
|6ppviga.
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Joonis 32. Koonduvuse s6ltuvus sammu suurusest

60 T T T T T
v
my=0.2 ——
5 —
my=0.
40 |- e
20 - B
g
2 OF I
3
)
£
s
20 4
40 i
S A N gyt
-60 WMMMNWWWWNWWWWMWMNWWN‘M e
1 | 1 1 1

0 100 200 300 400 500 600
n

Joonis 33. Suurem mudel

Joonis 33 kujutab taas LMS dppimiskdveraid, nagu ka Joonis 32. Situatsioon on tdpselt sama nagu
eelmises katses, ainsa vahega, et oleme kasutanud M = 8 kaaluga adaptiivset filtrit endise nelja kaalu
asemel. Jooniselt on naha, et algoritm koondub endiselt sammu suuruste u= 0,1 ja u = 0,02 korral.
Kdige suurema sammu u= 0,2 korral aga koonduvust ei esine ning algoritmi [Gppviga jaab ligikaudu
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algvea tasemele. See on tingitud sellest, et pikem filter nGuab koondumiseks vastavalt valemile (5.30)
vaiksemat sammu suurust.

M=4 ——
M=16 ——
M=32

Véimsus [dB]

0 200 400 800 BOO 1000

Joonis 34. Oppimiskdverate séltuvus mudeli pikkusest

Joonis 34 naitab LMS 6ppimiskdverate sdltuvust valitud mudeli suurusest M juhtude M =4, M = 16 ja
M = 32 jaoks. LMS sammu suurus on kodigi kOverate arvutamisel sama u = 0.02. Ndeme, et mida

suurem on kasutatava mudeli pikkus, seda aeglasemalt koondub ka algoritm ning seda suurem on
algoritmi IGppviga.

v(n)

d
—Q@ G -
w

|

1-az '+ a?z2

x(n)
BBz

Joonis 35. Uuritav siisteem varvilise sisendsignaaliga

Kui seni on meie katses sisendsignaal x(n) olnud valge mdra, siis nlld lisame sisendsignaali spektri
modifitseerimiseks filtri ning jalgime, kuidas LMS algoritmi omadused muutuvad, kui sisendsignaal on
varviline. Varviline tdhendab antud kontekstis signaali spektraaltiheduse erinevust konstandist.
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Joonis 35 naitabki uuritavat slisteemi, kus sisendsignaal on filtreeritud eksponentsiaalselt
keskmistava madalpaasfiltriga, mille tilekandefunktsioon on (1 — ) + Sz~ L.

Voimsus [dB]

-70 I I I I
v 200 400 500 800 1000

n
Joonis 36. Oppimiskdverate séltuvus sisendsignaali korreleeritusest

Joonis 36 naitab LMS algoritmi Oppimiskdveraid séltuvana sisendsignaalile rakendatud filtri
koefitsiendist B. Mudeli suurus M = 4 ja sammu suurus u = 0,02. Nagu jooniselt ndaha, on LMS
algoritmi koonduvus seda aeglasem, mida suurem on B ehk mida korreleeritum on algoritmi poolt
nahtav sisendprotsess. Seostades seda tulemust eelnevalt esitatud teooriaga, véime t6deda, et juhul
kui B = 0, on tegemist valge miraga, mille korrelatsioonimaatriksi omavaartused on kdik vordsed. 3
kasvades kasvab ka erinevus sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi omavéaartuste vahel ning LMS
algoritmi koonduvus aeglustub. Sarnast fenomeni vdisime jalgida ka kiireima languse meetodi puhul.

Nidide. Adaptiivne sidekanali ekvalaiser

Ideaaljuhul ei too sidekanal edastatavasse signaali moonutusi. See on nii ainult juhul, kui sidekanali
impulsskarakteristik on Uhikimpulss ning sageduskarakteristik vastavalt konstantne. Praktikas see
tavaliselt nii ei ole, kanali impulsskarakteristik erineb Ghikimpulsist ning praktilise sidekanali labinud
signaalis esineb ndhtus nimega siimbolitevaheline interferents. See tdhendab, et impulsid, mida
simbolite edastamiseks kasutatakse, ,,maarduvad” ajas laiali nii, et osa siimboli energiast saabub
vastuvoOtjasse alles samaaegselt jargnevate silimbolitega. Selliselt laialivalgunud signaal muutub
haireks jargnevate siimbolite detekteerimisel, raskendades oluliselt detektori t66d ja suurendades
detekteerimisvea tdendosust. Probleemi lahendamiseks on kasutusel vastuvotjasse paigutatud
ekvalaiserid, mille Ulesandeks on sidekanali sageduskarakteristiku Uhtlustamine. Sidekanali
sageduskarakteristik ei ole sideslisteemi konstrueerimise ajal tavaliselt teada. Seetéttu peab
ekvalaiser kohanduma olukorraga parast t66 alustamist — olema adaptiivne.
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A 4

Viide D

Allikas J{Kanalh ekvap&éer
u(t)

Joonis 37. Adaptiivne ekvalaiser

Joonis 37 kujutab sideslisteemi, mis kasutab adaptiivset ekvalaiserit. Eeldame, et allika
valjundsignaali diskreedid on Uksteisest statistiliselt sGltumatud. Allikast valjuv signaal u(t) labib oma
teel vastuvotjasse sidekanali impulsskarakteristikuga h(t) ning talle lisanduvad kanali mirad v(t). Siin
kasutatud sidekanali impulsskarakteristik sisaldab ka saatja ja vastuvétja filtritest ning vastuvotja
filtrile jargnevast diskreetijast tulenevaid efekte. Eeldame, et kanali mira on valge, ning seega on
miira erinevatel ajahetkedel voetud diskreedid tksteisega mittekorreleeritud. Ekvalaiseri ilesandeks
on jalgida signaali kanali valjundis ning selle péhjal konstrueerida filter, mille jarjestiklulitus kanaliga
omaks Uhikimpulsiga vordset impulsskarakteristikut. Selle saavutamiseks kasutatakse soovitud
signaalina d(n) hilistatud allika valjundsignaali u(n-D). Seega on adaptiivse filtri Gilesanne formeerida
kaalud, mille kasutamisel oleks adaptiivse filtri valjundsignaal hilistunud allika valjundsignaaliga nii
sarnane kui véimalik. Hilistumine on siin vajalik selleparast, et signaal hilistub nii sidekanalis kui ka
ekvalaiseris ja me soovime saada llesandele kausaalset lahendit.

Olgu meie allikas ja kanal iseloomustatavad vérranditega
u(n)=+1

h(n)= %[Mcos(iv—”(n—l)ﬂ, n=012 (5.32)

0, muudel juhtudel

Siis saame ekvalaiseri sisendsignaali ning soovitud signaali avaldada kui

x(n)=h(0(n)+h@u(n-1)+h(2)u(n-2)+v(n) (5.33)
d(n)=u(n-D)

Kuna allika valjundsignaali diskreedid on erinevatel ajahetkedel Uksteisega mittekorreleeritud ja
kanali miira on valge, saame sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi elementideks

r(0)=h?(0)+h?(@1)+h?*(2)+ o2
r(1)=h(0)nh()+h(@)h(2) (5.34)
r(2)=h(0)h(2)

Sisendsignaali korrelatsioonimaatriksiks saame seega maatriksi, millel on nullist erinevad elemendid
ainult peadiagonaalil ning kummalgi pool kahel kdrvaldiagonaalil.
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r0) r@) r(2) o0 ...
a_|T@) 0 r@) r2).. (5.35)
r(2) r@@) r(0) rQ@)...
0 r(2) r@@) r(0)...
Sisendsignaali ja soovitud signaali vastastikuse korrelatsiooni vektoriks tuleb
(5.36)

Valime kasutatava ekvalaiseri kaalude arvuks M = 15 ning viiteks D = 8. Siin tasub tahele panna, et me
leiame [6pliku impulsskarakteristikuga filtri poordfiltri, soovides lahendit, mis oleks samuti [6pliku
impulsskarakteristikuga filter. Selline lahend on véimalik leida Gldjuhul ainult ligikaudsena ning

lahendi parendamiseks tuleks suurendada adaptiivse filtri pikkust M.
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Joonis 38. Ulesande Wieneri lahend
Joonis 38 kujutab ilesande Wieneri lahendit w=R"!p kolme erineva sidekanali

impulsskarakteristiku valemis (5.32) esineva parameetri W korral. Paneme tdhele, et mida suurem on

W, seda suuremad on lahendi vonked.
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Joonis 39. Ekvalaiseri 6ppekdver

Joonis 39 kujutab adaptiivse ekvalaiseri Gppekdéverat, st veasignaali vGimsuse sOltuvust ajast
keskmistatuna lle 100 soltumatu katse. Sisendsignaali voimsus on vordne (ihega. Vordluseks on
joonisel dra toodud ka kanali mira vdimsus, milleks on 10°. Algoritmi sammu suuruseks on valitud u
= 0.05, kaalude algolek on w(0) = 0 ning kanalit iseloomustav parameeter W on valitud W = 3.
Ndeme, et algoritm koondub, kuid |Gppviga jadb mirasignaali vGimsusest kaugemale kui eelmises
ndites. See on tingitud antud Ulesande Wieneri lahendi veast. Nimelt oleks kanali tdpseks
pooramiseks vaja lopmatult pikka filtrit, meie aga kasutasime 16plikku filtrit pikkusega M = 15.
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Joonis 40. Lahendi kujunemine adaptsiooni kaigus
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Joonis 40 naitab ekvalaiseri kujunemist adaptsiooni kaigus, tuues ara impulsskarakteristikud peale
kiimnendat, viiekimnendat ning viiesajandat iteratsiooni kanali parameetriga W = 3 jaoks. Vorreldes
antud joonisel kujutatut Wieneri lahendiga (Joonis 38), ndeme, et esialgsed lahendid erinevad
soovitust oluliselt, kuid viiesajandaks iteratsiooniks on algoritm koondunud ning saadud lahend on
Wieneri lahendiga killaltki sarnane. Kuna viimast asjaolu on silma jargi pisut raske tapselt hinnata,
teeme lihtsa kontrolli. Tuletame meelde, et me soovisime kanali ja ekvalaiseri jarjestikiihenduse
impulsskarakteristiku véimalikult suurt sarnasust tGhikimpulsiga.
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15 .
1 L i
-
2
2 o5l .
g
E
0 i \/ \‘J
05| .
_1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

nr

Joonis 41. Kanali ja ekvalaiseri jarjestikiihenduse impulsskarkteristik

Joonis 41 kujutabki kanali ja ekvalaiseri jarjestikihenduse impulsskarakteristikut erinevates
adaptsioonistaadiumites: parast kiimnendat, viiekimnendat ning viiesajandat iteratsiooni. Tuleb
tdhele panna, et kuna meil on tegemist diskreetse ajaga, on olulised ainult taisarvulistele
argumentidele vastavad funktsioonivdartused. Ndeme, et kujutatud impulsskarakteristik ldheneb
Ghikimpulsile ning viiesajandaks iteratsiooniks on erinevus tGhikimpulsist palja silmaga eristamatu.

Lopuks vaatleme adaptsiooni séltuvust kanali impulsskarakteristiku parameetrist W ning selle kaudu
sisendsignaali  korrelatsioonimaatriksi omavaartustest. Jargnevas tabelis on toodud
korrelatsioonimaatriksi vahim ning suurim omavaartus kolme kanali parameetri W vaartuse korral
ning suurima ja vahima omavaartuse suhe. Ndaeme, et W suurenedes suureneb omavaartuste suhe
kiiresti.
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Tabel 1. Sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi omavaartused erinevate kanali parameetrite korral

W 3.0 |32 3.4
Amin 0.260 | 0.156 | 0.081
Armax 222 | 258 |294
Amax/ Amin | 8.54 | 16.5 | 35.1

w=3

Villmsus [dE]

80 L i

70 1 I 1 I
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Joonis 42. Koonduvuse s6ltuvus kanali parameetrist

Joonis 42 kujutab Ulle saja realisatsiooni keskmistatud LMS &ppekdveraid nende kolme kanali
parameetri 3,0; 3,2 ja 3,4 korral, kusjuures muud tingimused on kdik samad. Tabel 1 néitas, et kanali
parameetri kasvades suurenes kiiresti ka sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi suurima ja vdahima
omavaartuse suhe. Nagu jooniselt ndhtub, kaasneb sellega adaptsiooni méargatav aeglustumine.

Tahelepanelik lugeja on téendoliselt marganud, et siiani oleme eeldanud mira- ja moonutustevaba
hilistunud allika valjundsignaali kattesaadavust vastuvotjas, mis muudab kogu konstruktsiooni
mottetuks. Praktikas on skeem sellegipoolest laialdaselt kasutatav. Nimelt saadavad modemid iga
sideseansi alguses vastuvGtjas tapselt teada oleva treeningsignaali. Seda treenigsignaali kasutab
vastuvOtja oma ekvalaiseri koefitsientide adapteerimiseks. Peale treeningperioodi 16ppu lilitub
algoritm Umber selliselt, et soovitud signaalina kasutatakse vastuvdetud slimbolitest genereeritud
signaali, mis on miiravaba ja suure tGendosusega vordne saatja valjundsignaaliga. Seda selleks, et
jalgida kanali impulsskarakteristiku voimalikke aeglasi muutusi. Sellist ekvalaiserit kutsutakse
otsuseid tagasisidestavaks ekvalaiseriks (Decision Feedback Equalizer).

Normaliseeritud LMS algoritm

Eelnevalt ndagime, et LMS algoritmi sammu suurus on otsustava tdhtsusega algoritmi koonduvuse
garanteerimiseks. Samuti leidsime, et koondumise garanteerimiseks on vajalik sisendsignaali
korrelatsioonimaatriksi omavaartuste voi vahemalt sisendsignaali vbimsuse teadmine. Mdnede
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rakenduste korral voib selline informatsioon seadet konstrueerival inseneril olla. Samal ajal on
rakendusi, kus sellise informatsiooni omamine ei ole vdimalik. Naiteks juhul, kui adaptiivse filtri
sisendsignaal on kdnesignaal, mille autokorrelatsioon ja v&imsus muutuvad ajas Kkiiresti.
Sisendsignaali voimsus ei ole seadme konstrueerimise ajal teada ka juhtudel, kus sisendsignaal labib
enne adaptiivse algoritmini joudmist tundmatu stisteemi. Selles peatiikis vaatleme normaliseeritud
LMS algoritmi, mille sammu suurus muutub vastavalt sisendsignaalile nii, et kindlustada adekvaatne
to0 erinevates situatsioonides.

Vastavalt valemile (5.30) koondub LMS algoritm, kui sammu suurus on valitud vahemikus

2 (5.37)

Normaliseeritud LMS algoritm jalgib LMS algoritmi Gldist loogikat, kasutades selle vGrratuse parema
poole hetkehinnangut, seega sammu, mille pikkus on normaliseeritud sisendsignaali vektori
eukleidilise normi ehk sisendsignaali vektori elementide ruutude summaga

W(n+1)=w(n)+—=x(n)"(n) (5.38)
[x(n)]

Seega vOoime vaadelda normaliseeritud LMS algoritmi, kui Giht ajas muutuva sammuga LMS algoritmi

varianti. Saab naidata, et normaliseeritud LMS algoritmi koondumiseks peab kehtima

O<a<?2 (5.39)

ning kiireim koonduvus saavutatakse, kui a = 1. Praktikas valitakse o siiski tavaliselt Uhest
vaiksemana, kuna nii nagu LMS algoritmi puhul, nii ka normaliseeritud LMS algoritmi korral kaasneb
suure sammuga suur adaptsiooni viga valjakujunenud reZiimis.

Alternatiivselt on normaliseeritud LMS algorimi vdimalik tuletada ka jargmise piiranguga
optimeerimistilesande lahendina [5].

min|\W(n+1)—w(n), piiranguga W"(n+1)x(n)=d(n) (5.40)

Seega muudab normaliseeritud LMS igal sammul kaalude vektorit, vitmaks arvesse uusi andmeid nii
vahe kui voimalik (eukleidilise normi mottes).

Praktikas on normaliseeritud LMS algoritmile maistlik lisada nimetajasse konstantne liige B. Kui mitte
muud, siis aitab see liige vahemalt valtida nulliga jagamist. Mitmed autorid soovitavad selle liikme
valida proportsionaalsena mddtemira voimsusega vahendamaks mira moju algoritmi toédle juhul,
kui sisendsignaal on vaike. Normaliseeritud LMS algoritmi I16plikuks kujuks saame siis
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(5.41)

(nk"(n)

o
p+xo)

Eeltoodud rekursioonis oleme tdhistanud sisendsignaali vektori eukleidilise normi ruutu kui

x> = x (W)x(n).

Ndide

Vaatleme taas slisteemi identifitseerimise naidet. Joonis 28 kujutab antud Ulesannet skemaatiliselt.
Nagu ennegi, on identifitseeritav  slsteem  10pliku  impulsskarakteristikuga filter
tilekandefunktsiooniga 1 — az~! + a?z72, mille identifitseerimiseks kasutame adaptiivset filtrit
koefitsientide vektoriga w. Olgu a = 0,2. Sisendsignaaliks x(n) on valge mira vGimsusega 1.
Identifitseeritava stisteemi valjundile lisandub valge mira v(n) vdimsusega 10°. Protsessid x ja v on
statistiliselt s6ltumatud nullise keskvaartusega juhuslikud protsessid, mis alluvad normaaljaotusele.
Kasutame LMS algoritmi sammu suurusega u = 0,2 ning kahte NLMS algoritmi vastavalt sammu
suurustega a =1 ja a = 0,5. Olgu meie adaptiivses filtris w, M = 4 koefitsienti algvaartustega w(0) = 0.

v —

LMS my=02 ——
NLMS, alpha=1 ———
NLMS, alpha=0.5

Vaimsus [dB]

70 I I 1 1 I

0 50 100 180 200 250 300

Joonis 43. Oppekdverad

Joonis 43 kujutab naites kasutatud algoritmide Gppekdveraid. Me ndeme, et LMS algoritm koondub
pisut aeglasemalt kui NLMS algoritmid. Samas on LMS algoritmi viga valjakujunenud reZiimis
vorreldav veaga, mille saavutab NLMS algoritm sammuga 1. Seda, et LMS algoritmi sammu edasine
suurendamine ei ole maistlik, vGib ndha ka valjavisetest, mis valjakujunenud reZiimis esinevad. Seega
vGime jareldada, et normaliseeritud LMSil on (vdhemalt teatud juhtudel) normaliseerimata
variandiga vorreldes eeliseid ka statsionaarse sisendprotsessi korral.
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LMS algorimi variandid
LMS algoritm on praktikas laialt levinud ning see on tinginud peale normaliseeritud LMS-i veel
mitmete variantide tekke. Jargnevalt vaatlemegi mdnda neist lihidalt.

Esimeseks selliseks variatsiooniks oleks margi LMS, kus veasignaal, sisendsignaal voi mdlemad
korraga asendatakse LMS kaalude arvutamise valemis vastava signaali margiga nii, et vastav signaal
vOtab ainult kahte voimalikku vaartust +1 voi —1. Matemaatiliselt voib nende algoritmide kaalude
rekursioonid esitada kui

vA\/N(.n +1) =W(n)+ zx(n)sign (e(n)) (5.42)
vAv.(n +1)=W(n)+ zsign (x(n))e(n) (5.43)
W(n+1)=wW(n)+ zsign (x(n)e(n)) (5.44)

Kus sign(-) tahistab margifunktsiooni, mille vaartuseks on +1, kui tema argument on positiivne ja -1,
kui tema argument on negatiivne ning 0, kui tema argument on nulline. Kompleksse argumendi
korral tuleb votta margifunktsioon argumendi reaal- ja imaginaarosadest eraldi. Sellist LMS algoritmi
modifikatsiooni kasutatakse vahel piisikomaga aritmeetikaga protsessorites, selleks et teha algoritmi
robustsemaks suurte mira véljavisete vastu, mis muidu voiksid lahendit olulisel maaral kallutada.
Asja olemus seisneb selles, et kuna pilisikomaga aritmeetika puhul on ko&ik signaalid esitatud
tdisarvudena, annab margifunktsioon vahima vdimaliku nihke soovitud suunas. On (tlematagi selge,
et selliste algoritmide koondumiskiirus jadb standardse LMS algoritmi koondumiskiirusele oluliselt
alla, kuid ta on suuteline toimima vagagi agressiivsete mirade korral.

Jargmise variandina vaatleksime algoritmi, mis saadakse analoogiliselt LMS-le, minimeerides vea
ruudu asemel vea neljandat astet. Selliselt saadud algoritmi vdib kutsuda vdahima vea keskmise
neljanda astme algoritmiks (inglise keeles Least Mean Fourth). Nagu LMS algoritmi puhulgi kasutame
algoritmi tahistamiseks ingliskeelset lihendit LMF. Nii toimides saame kaalude rekursiooniks

W(n+1)=w(n)+x(n)e’(n) (5.45)
Ambitsiooniks on saavutada paremad koonduvusomadused ning vaiksem viga kui standardset LMS
algoritmi kasutades. Tuleb aga Oelda, et, vastupidiselt margi LMS-le muudab vea neljanda astme
minimeerimine algoritmi igasugustele miradele vaga tundlikuks. Algoritmi voib vaadelda kui
muutuva sammu suurusega LMS algoritmi, kus sammu suurus avaldub valemiga

Hive = ﬂez(n) (5.46)
Kirjandusest vdib leida ka segu LMF-st ning standardsest LMS-st, mis annab nn segatud normiga LMS
algoritmi

W(n+1)=w(n)+ x(n)ce(n)+1-5)(n)) (5.47)

Jargmiseks vaatleme nn lekkivat LMS algoritmi, mille saame, minimeerides kriteeriumifunktsiooni

J(n)=le(n)’ +aw(n)’ (5.48)
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kus |[w(n)||> = w/w on kaalude vektori eukleidilise normi ruut.

Nagu valemist (5.48) jareldub, soovitakse antud juhul saada vdhimat veasignaali ruutkeskmist viga
ning ka vaikest kaalude vektori normi, mis tdhendab vaikseid filtrikoefitsiente. Kuivérd olulised need
kaks soovi suhtes teineteisega on, valjendab positiivne koefitsient a. Tavaliselt soovitakse siiski saada
pigem vaikese ruutkeskmise veaga lahendit kui vaikest lahendit ning seega valitakse enamasti vaike
a. Lahendades toodud minimeerimisilesande, saame kaalude rekursiooniks

W(n+1)=(1— g W(n)+ x(nle(n), 0 < (l—pa)<1 (5.49)
Toodud vorrand on vaga sarnane vastava LMS vorrandiga (5.6). Vahe on ainult selles, et esimene
liidetav on korrutatud teguriga 1 — ua. Tavaliselt on konstandid valitud nii, et ua on palju vaiksem kui
Uks ja tegur 1 — ua, millega eelmise sammu filtri koefitsiente korrutatakse, on ainult pisut Ghest
vaiksem. Selline korrutamisoperatsioon viib lahendi aeglaselt nulli suunas. Siit ka algoritmi nimi —
lekkiv LMS. Algoritmi selline konstruktsioon pShjustab nende moodide, mida sisendsignaal ei erguta,
aeglase unustamise.

Erinevalt LMS-st ei ole lekkiva LMS algoritmi kaalude matemaatiline ootus valjakujunenud reziimis
vOrdne Wieneri filtriga. Selle asemel koondub algoritm nihkega Wieneri filtriks, kus hinnangu nihe on
madratud konstandiga a.

lim EMW(n)]=(R+al)p (5.50)

N—o0
Naide
Vaatleme taas sisteemi identifitseerimise naidet (Joonis 28). Olgu seekord sisendsignaaliks ajalGigul

0 < n < 300 valge miira v8imsusega 1, vahemikus 301 < n < 2800 siinussignaal x(n) = sin (Zn %) ning

alates diskreedist n = 2801 muutub sisendsignaal taas Ghikulise vdimsusega valgeks muraks.
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v —
LMS ——
Leaky LMS ———
10 |
— -20 - B
m
=
@
F
E
o
Z 30+ 7
"
i\
-40 ”W‘r}.“ i i i S i ‘-In,--w'-",“‘l IRy “‘-“,I.I'- N e T Ll H‘“mw
-50 | 1 1 | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

n

Joonis 44. LMS ja lekkiva LMS algoritmi 6ppimiskoverad
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Joonis 44 kujutab LMS algoritmi ja lekkiva LMS algoritmi Ule 100 realisatsiooni keskmistatud
Oppekdveraid kirjeldatud sisendsignaali puhul. Sammu suuruseks on mélema algoritmi korral u = 0,05
ja lekkiva LMS algoritmi lekkimise kiirust kontrolliv parameeter on valitud a = 0,01, mis annab 1 — u«a
= 0,0005. Mddtemiiraks v(n) on valge miira vBimsusega 10™ ja identifitseerimiseks on kasutatud 16
kaaluga adaptiivset filtrit. Nagu jooniselt nadha, koonduvad mdlemad algoritmid esimese 300
iteratsiooni jooksul, kusjuures lekkiva LMS algoritmi viga valjakujunenud reziimis jaab veidi
suuremaks standardse LMS-i veast. Ajal, mil sisendsignaaliks on sinusoid, on algoritmide vea voimsus
ligikaudu vordne. Kuid kui sisendsignaal muutub uuesti valgeks miraks diskreedil 2801, on lekkiv LMS
unustanud palju tundmatu stisteemi kohta esialgselt Gpitust ja algoritm peab uuesti koonduma.

"line 1 ——

Kaalude vektroi norm

0 | 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Joonis 45. Kaalude vektori normi areng ajas

Joonis 45 naditab, mis juhtub katse jooksul kaalude vektori normiga. Ajavahemikus 0 < n < 300 kaalude
vektori norm kasvab filtri koondudes, stabiliseerudes taseme V1 + a? + a% = 1,02 lahedal, seega
taseme ldhedal, mis on méaaratud identifitseeritava slisteemi poolt. Jargnevas ajahemikus 300 < n <
2800 hakkab kaalude vektori norm aeglaselt vahenema, kuna selles ajavahemikus on sisendsignaaliks
tiksainus sinusoid. Uheainsa sinusoidi abil on aga vdimalik maarata identifitseeritava siisteemi
sageduskarakteristik (ihesainsas punktis — sagedusel, mis langeb kokku sinusoidi sagedusega.
Vaadeldes sisendsignaali korrelatsioonimaatriksit, ndeme, et tal on ainult (ks nullist erinev
omavaartus. Selline sisendsignaal ei ole slisteemi tdielikuks identifitseerimiseks kiillaldaselt ergutav
ning Wieneri filtrit maarav vorrandisisteem on singulaarne. Sellisel juhul on normaalvorranditel
Idpmata palju lahendeid ning adaptiivne filter vGib valida neist Gkskdik millise. Lekkiva adaptiivse
algoritmi korral hakkabki lahendus kalduma vahima v&imaliku normiga lahenduse suunas, unustades
esialgselt dpitud slisteemi sageduskarakteristiku kdigil sagedustel peale sinusoidi sageduse. Samal
ajal, nagu nahtub eelmiselt jooniselt, on veasignaali vdimsus ligikaudu konstantne. Ajavahemikus n >
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2800 on sisendsignaaliks taas valge miira ning meie adaptiivne algoritm koondub uuesti lahenduseks,
mis katab kogu sagedusala.

tegelik
w(300) —
w(1400) ——
w{2800) —— |

Kaalude vasrtused

04

| | | | | | |
2 4 [ 8 10 12 14 16
kaalu numher

Joonis 46. Kaalude areng

Joonis 46 kujutab adaptiivse filtri kaale adaptsiooni erinevatel ajahetkedel. Ndeme, et ajahetkeks n =
300 on adaptiivse filtri kaalud jéudnud korrektse lahendi lahistele ja ei ole toodud joonisel
korrektsest lahendist eristatavad. Jargnevatel ajahetkedel n = 1400 ja n = 2800 kaalud teisenevad.
Esimene, kdige suurem koefitsient vaheneb ning kogu kaalude vektor muutub jarjest sarnasemaks
sisendsignaaliga vordse sagedusega sinusoidiga.

Plokk LMS on LMS algoritmi variant, kus kaalude vektorit ei uuendata parast iga uue sisend- ja
soovitud signaali diskreedi saabumist, vaid ainult tks kord iga L diskreedi korral

L-1

W(k +1)=W(k)+ 2> x(kM +i)e (kM +i) (5.51)
i=0

kasutades vastavalt ile L diskreedi keskmistatud gradienti.

L-1
:—%Zx (kM +i)e" (kM +i) (5.52)
i=0

Algoritm koondub kui

0 i< (5.53)

LTr(R)

Seega tuleb algoritmi samm valida L korda vastava standardse LMS sammust vaiksem. Tuleb aga
meeles pidada, et kuna kasutusel on keskmistatud gradient, liigub lahend Wieneri filtri poole modda
sirgemat teed kui standardse LMS algoritmi lahend, mis kompenseerib osaliselt vdiksemast lubatud
sammust tingitud aeglasemat koondumiskiirust. 9
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Eelnevalt tdime dra ihe véimaliku LMS algoritmi analiitsi. Nagu juba margitud, ei ole toodud analiis
kaugeltki ainus vGimalik omataoline. Nimelt, tuginedes nn energia sdilitamise printsiibile, on vdimalik
algoritmide perekonda

W(n+1)=W(n)+ x(n)f (e(n)) (5.54)
kus f(-) tahistab mingit funktsiooni, edukalt anallilisida, saades jargnevad tulemused [19] (toome nad
siinkohal &dra ilma tuletusteta).

fleln)) Jec(0)

LMS (i) uc?Tr(R)
o 2- uTr(R)
NLMS e(i) o>

Margi LMS

sign [e(i)] %(a+1/a2+4avz) a:\/%yTr(R)

a e*(i) 403’1%;5?(R)’ & -eliy) & -ebir)

6. Vihimruutude meetod

Vahimruutude meetod on laialdaselt rakendatav meetod sobitamaks katsetulemusi mingit ndhtust
kirjeldava matemaatilise mudeliga. Mudeli headuse kriteeriumiks on vigade ruutude summa, mida
kdesolev meetod minimeerib. Sellest ka nimetus — vdahimruutude meetod. Nii nagu Wieneri filtri
puhulgi, ei ole vdahimruutude meetodil saadav lahend iseenesest adaptiivne, kuid ta on vajalik
valmistamaks ette mdnede adaptiivsete algoritmide, naiteks rekursiivse vahimruutude meetodi
kasitlust jargmistes peatiikkides. Wieneri teooria ja vahimruutude meetodi erinevuseks on jargmine
asjaolu. Wieneri teooria kasutab lle ansambli keskmistatud korrelatsioonimaatrikseid ja vektoreid
ning seega on tema abil saadud lahendid optimaalsed tdendosuslikus tdhenduses kdigi protsessi
realisatsioonide korral. Vahimruutude meetod keskendub aga konkreetsele protsessi realisatsioonile
ning kasutab keskmistamist ajas, leides nii probleemile deterministliku lahendi.

Olgu meil fuusikaline ndhtus, mis on kirjeldatav kahe andmehulga d ja x abil. d(i) on muutuja, mida
katse kaigus otseselt m&Gdetakse ning ta on eelduse kohaselt reaktsioon sisenditele x(i),...,x(i-M+1).
Hlpoteesi kohaselt on d funktsionaalne s6ltuvus sisenditest x(i),...,x(i-M+1) lineaarne. Seega avaldub
meie moddetav suurus sisendite kaalutud summana

d(i)=hfW;,kX(i—k)+eo(i) (6.1)

k=0

Kaalud w on mudeli tundmatud parameetrid ja e,(i) on mdoteviga. Alumine indeks o valjendab
optimaalsust vahimruutude mottes. Selline mudel on tuntud lineaarse regressiooni nime all.
Eeldame, et mdoteviga e, (i) on valge, nullise keskvaartusega juhuslik protsess. Vahimruutude meetod
leiab regressioonikoefitsiendid w, minimeerides méotevigade ruutude summat
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V=3 ki) =3

=i, =i

M-1 2
d(i)— > wyx(i —k* (6.2)
k=0

Vorreldes eeltoodut Wieneri teooria kriteeriumifunktsiooniga (3.4), ndeme, et vadhimruutude

meetodi kriteeriumifunktsioon ei sisalda matemaatilisi ootusi, nagu seda teeb Wieneri teooria. Selle
asemel on kriteeriumiks 16pliku hulga vigade ruutude summa.

Laheme nildd oma tahistustes (le maatrikskujule. Selleks koondame oma sisendandmed x
maatriksisse X, millel on mudeli pikkusega M vérdne arv ridu ning vastavalt N — M veergu.

xM)  x(M+1) ... x(N)
o - x(|v|: ~1) x(|:v|) - x(N:—l) (6.3)
x(2) x(2) ... x(N-M+1)

Vahimruutude meetod vaatleb maailma nagu labi teatud suurusega akna. Valemis (6.2) on erinevad
aknad maéaaratud summeerimisradade i; ja i, valikuga. Valides ;=M ja i,=N, saame nn
kovariatsioonimeetodi, mille andmete maatriks X ongi esitatud valemiga (6.3). Selline valik eeldab, et
me ei tea andmetest véljaspool akent mitte midagi. Selline ldhenemine on praktikas k&ige tavalisem,
kuid mitte ainus vGimalik. Nditeks on véimalik ka eeldada, et kéik andmed valjaspool meie akent on
vordsed nulliga, ning tdiendades vastavalt maatriksit X nende nullidega saame nn
korrelatsioonimeetodi.

Koondades mdotetulemused veeruvektorisse d, mudeli optimaalsed kaalud teise veeruvektorisse w,
ning optimaalse mudeli jadkvead kolmandasse veeruvektorisse e,, vGime vorrandi (6.1) esitada
kompaktselt kujul

d=X"w, +e, (6.4)
Kasutades 4&sjaleitud vorrandit (6.4), vOime viia maatrikskujule ka voérrandi (6.2), saades
kriteeriumifunktsiooni jaoks avaldise

V=3l =3

NEE 2 y
2 2 d(|)—kzzc;wkx(|—k){ =e"e (65]

:(d—XHW)H (d—XHW)ded—dHXHW—W”Xd +wHXxXXHw

Optimaalsete kaalude leidmiseks votame eeltoodud kriteeriumist tuletise kaalude vektori w jargi ja
vOrdsustame ta nulliga

0

V=0 = —-Xd+XX"W=0 (6.6)
ow

Seega on vahimruutude meetodi normaalvérranditeks
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XXHW=Xd (6.7)
Eeldusel, et maatriks XX" ei ole singulaarne, st maatriksi xx" poordmaatriks eksisteerib, on vérrandi
(6.7) lahendiks

~ —1

W= (Xx" ) xd (6:8)
Asendades saadud lahendi vea ruutude summa avaldisse (6.5), saame vahimruutude meetodi vea
jaoks avaldise

V., =d"d—d" X" W-w"Xd + W XX"W
—dMd—d" X" (XXM ] XA —d X (XXH XA +d X (XX XK (XX P xd (69)
=d"d—d" X" (XX" ] xd

Ndide

Olgu d(1),...,d(N) mingi konstantse suuruse ¢ korduval méétmisel saadud tulemused ning olgu meie
Glesandeks leida suuruse ¢ vahimruutude mottes parim hinnang. Valime valemis (6.4) esinevad
vektorid ja maatriksid jargmiselt:

W=C
d=[d, d, ... d,J (6.10)
X=[ 1 .. 1]

Kuna otsime ainult thte kaalu, on meie mudeli suurus M = 1 ja seega on otsitav kaalude vektor
Uhedimensionaalne muutuja c. K6ik N moodtetulemust on koondatud vektorisse d ning sisendi
maatriks X koosneb ainult Ghtedest (kuna tegelikult llesandes sisendit ei ole ja me moddame
otseselt uuritavat suurust ennast, mitte tema soltuvust millestki). Vahimruutude normaalvérrandid
(6.7) vGime siis antud lilesande jaoks kirja panna kujul

d,
L1 ..1 %c:[l 1 ... 1] df (6.11)
) d,
Millest tuleneb, et
Ne=Yd, = c:%idi (6.12)
= =

Seega joudsime igati loogilise tulemuseni — vahimruutude hinnang korduvalt méddetud suurusele on
modtetulemuste aritmeetiline keskmine.
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Vahimruutude meetodi normaalvorrandid (6.7) on oma kujult sarnased Wieneri teooria
normaalvorranditega (3.26). R6hutamaks seda sarnasust veelgi véime defineerida ajas keskmistatud

korrelatsioonimaatriksi

N

@ = XX" =" x(i)x" (i), (6.13)
i=M

kus x(i)=[x(i) x(i-1) ... x(i—M)[ on maatriksi X i-s veerg. Sarnaselt vime defineerida ka

ajas keskmistatud ristkorrelatsiooni vektori

N
z=Xd =Y x(i)d"(i) (6.14)
i=M
Vahimruutude meetodi normaalvérrandid véib niid kirjutada kujul

DdW =7 (6.15)

Ajas keskmistatud korrelatsioonimaatriksi omadused

Omadus 1
Ajas keskmistatud korrelatsioonimaatriksil on Hermiti simmeetria

o = (6.16)

See omadus tuleneb otseselt ajas keskmistatud korrelatsioonimaatriksi definitsioonist (6.13).

Omadus 2
Ajas keskmistatud korrelatsioonimaatriks on mittenegatiivselt maaratud, st mis tahes vektori u korral

kehtib

u"®du>0. (6.17)

Toepoolest, kasutades ajas keskmistatud korrelatsioonimaatriksi maaratlust, saame

uHmu:%u“x(i)x“(i)u

= i ux(i )[u o ( )]H (6.18)

Omadus 3
Tulenevalt mittenegatiivsest maadratusest on koik ajas keskmistatud korrelatsioonimaatriksi

omavaartused reaalsed ja mittenegatiivsed.

Omadus 4
Ajas keskmistatud korrelatsioonimaatriks ei ole Toeplitzi maatriks, vaid avaldub kahe Toeplizi

maatriksi, mis on teineteise Hermiti transponaadid, X" ja X korrutisena. Uldjuhul ei ole ajas
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keskmistatud korrelatsioonimaatriks Toeplitzi maatriks. See on oluline erinevus Wieneri teooriast,
kus korrelatsioonimaatriks on definitsiooni pdhjal alati Toeplitzi maatriks.

Projektsiooni operaator

Vaatleme niidd vahimruutude hinnangut jalgitud andmete vektorile d. Selleks hinnanguks on
sisendandmete maatriksi X" korrutis vahimruutude meetodil leitud regressioonikoefitsientide
vektoriga W,

A . 1

d = X" = X" (XX" ] " xd (6.19)
Teine vordus eeltoodud valemis saadakse, kui asendada vahimruutude kaalud normaalvérrandi
lahendi avaldisest (6.8). Viime niitid sisse tdhistuse

P = X" (xx" ' X (6.20)
Maatriksit P kutsutakse projektsioonimaatriksiks. Nimetus  tuleneb  sellest, et
projektsioonimaatriksiga vasakult poolt korrutamine projekteerib vektori d maatriksi X veergude
poolt maaratud alamruumi, andes tulemuseks vastavalt valemile (6.19) andmete vektori hinnangu.
Maatriks

I-P=1-X"(Xx")"x (6.21)
on maatriksi P ortogonaalne tdiend ning tema rakendamine vektorile d annab hinnangu vea.

_ _ H H YL _ A (6.22)
ey =(1-P)}d=d-X"(XX")"Xd=d-d

Nii nagu Wieneri filtrite korral, kehtib ka vahimruutude meetodi puhul ortogonaalsusprintsiip.
Erinevalt Wieneri filtrite teooriast, kus ortogonaalsus defineeriti vektorite skalaarkorrutise
matemaatilise ootuse kaudu, on vahimruutude meetodi kontekstis ortogonaalsus maaratud vektorite
skalaarkorrutisega. Seega (tleme, et kaks vektorit on ortogonaalsed, kui nende skalaarkorrutis on
vordne nulliga. Leides vdahimruutude meetodil leitud andmete hinnangu vektori (6.19) ja hinnangu
vea vektori (6.22) skalaarkorrutise, on kerge veenduda, et need vektorid on ortogonaalsed

dMey, =d" X" ()X T Xd —d" X" (XX XX (XXM )" xd =0 (6.23)
Sellest tulenevalt v8ime, nagu Wieneri filtritegi puhul, 6elda, et méddetud andmete hinnang on

moddetud andmete projektsioon sisendvektorite poolt maaratud alamruumi ning vea vektor on selle
alamruumiga ortogonaalne signaali d komponent, mida ei ole voimalik sisendandmete abil seletada.

Vahimruutude hinnangu omadused

Omadus 1
Vahimruutude hinnang on nihketa hinnang eeldusel, et hinnangu viga e, (i) on nullise keskvaartusega
juhuslik protsess.

Olgu meil vahimruutude meetodil leitud regressioonikoefitsientide vektori hinnang vastavalt
valemile (6.8). Asendades sellesse hinnangusse jalgitud andmete vektori d avaldise mudelist (6.4),
saame
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W= (XX ) Xd = (XXH XX Hw, + (XX ) Xe, =w, + (XXM ) Xe, (6.24)
Kuna X on vaadeldav ja seega tapselt teada ning e, on nullise keskvaartusega valge juhuslik protsess,
saame:

E(W)=w, (6.25)
Saime tulemuseks, et vahimruutude hinnangu keskvaartus on vordne tegeliku koefitsientide
vektoriga mudelis (6.4). Seega on vahimruutude hinnang nihketa.

Omadus 2

Kui hinnangu viga e, (i) on nullise keskvaartusega valge juhuslik protsess dispersiooniga o2

, Siis on
vahimruutude hinnangu W kovariatsioonimaatriks g2 @ 1.

Hinnangu vea kovariatsioonimaatriksi leidmiseks kasutame &asja saadud valemit (6.24) ning eeldust,
et e, on valge miira kovariatsioonimaatriksiga o1, saades

E|(W—w, W —w, )" |= E[(xH X)X e el X(X" x)‘lj
- (XH X)leH E[eoe:' ]X(XH X)ﬁl — 5 (XH X)fl — 2t

(6.26)

Omadus 3
Vahimruutude meetodil leitud hinnang on parim vdimalik lineaarne nihketa hinnang koefitsientide
vektorile wy.

Olgu meil mingi suvaline nihketa w, hinnang, mis on saadud lineaarse kombinatsioonina andmete
vektori d elementidest. Tahistame selle suvalise nihketa hinnangu lainelise joonekesega vektori
kohal. Mis tahes sellise lineaarse kombinatsiooni vdime liles kirjutada andmete vektori d ja mingi M x
N-M+1 maatriksi B (mis maarab, millise lineaarse kombinatsiooniga konkreetselt on tegu) korrutisena

w=Bd (6.27)

Asendades vektori d mudelist (6.4), saame

W =B(X"w, +e,)=BX"w, +Be, (6.28)
Kuna e, on eelduse pdhjal nullise keskvaartusega, saame oma suvalise hinnangu matemaatiliseks
ootuseks

E[w]=BX"w, (6.29)

Eelnevast valemist selgub aga, et nihketa hinnangu saamiseks peab kehtima

BX" =1 (6.30)

Ning siis saame avaldisest (6.28)

W =w, +Be, (6.31)

Leiame nlild hinnangu vea kovariatsioonimaatriksi
E[@-w, X@-w,)" |=E[Be,e"B" |- o°BB" (6.32)
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Edasi vaatleme, millises vahekorras on asja leitud suvalise nihketa hinnangu kovariatsioonimaatriks
ning vahimruutude meetodil saadud hinnangu vea korreltsioonimaatriks (6.26). Defineerime
maatriksi

¥ =B—(Xx" "X (6.33)

ja vaatleme tema korrutist iseenda Hermiti transponaadiga

yy- :[B—(xx“)’lxlB“ —xH(xx“)’lj
—BB" —BX" (XX" " = (XX" J"XBH" + (XX J )X (xx" ) (6.34)
—BB" - (xx" |

Selline maatriks on (analoogselt kompleksarvu mooduli ruuduga) alati mittenegatiivselt maaratud.
Mittenegatiivsest maaratusest tulenevalt on maatriksi WW7 k&ik diagonaalelemendid
mittenegatiivsed ning seega kehtib

&% diag [BB" |> o diag|(Xx" (6.35)

Valemi (6.32) pdhjal on o?BBY meie suvalise hinnangu kovariatsioonimaatriks ning vastavalt
valemile (6.26) on ¢?(XX")™1 vahimruutude hinnangu kovariatsioonimaatriks. Seega on
vahimruutude hinnang parim nihketa lineaarne hinnang, kuna k&ik tema elemendid omavad
vaiksemat vGi vordset dispersiooni kui mis tahes teise lineaarse hinnangu elemendid.

Vaarib markimist, et kui e on valge protsess, mis allub normaaljaotusele, siis véahimruutude meetodi
hinnang on parim mitte ainult lineaarsete nihketa hinnangute klassis, vaid (ldiselt, ehk vea
korrelatsioonimaatriks kllnib Cramer-Rao tingimuste poolt maaratud piirini

E[(\Tv—wo)(\Tv—w0 ) Jz J* (6.36)
kus maatriks J on Fisheri informatsioonimaatriks

=€) 7

ning / on logaritmiline tGepéarafunktsioon, mis on mdotevigade vektori e, jaotustihedusfunktsiooni

naturaallogaritm

I =In f.(e,) (6.38)

Kui fr on normaaljaotus, siis saab tdestada, et

J :iZXXH, (6.39)
o

mis langeb kokku vahimruutude vea kovariatsioonimaatriksi (6.26) p66rdmaatriksiga.
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Lahutus singulaarvaartuste jargi
Vahimruutude meetodi hinnangu arvutamine otse valemist (6.8), mida siin lihtsuse huvides kordame,

W= (XXH )71Xd —pz (6.40)
eeldab korrelatsioonimaatriksi ®@=XX" leidmist ja po6ramist ning korrutamist eelnevalt leitud
ristkorrelatsioonivektoriga z=Xd. See ei ole aga numbriliselt hea protseduur, kuna andmed tulevad
rehkendustesse sisse ruutudena ja see nduab arvutuste labiviimiseks kahekordset diinaamilist
diapasooni ehk kaks korda rohkem bitte. Leides lahendi labi singulaarvdartuste lahutuse dnnestub
seda probleemi viltida. Defineerime maatriksi

X =(Xx" )X (6.41)
siis
W = X*d (6.42)

Maatriksit X* kutsutakse maatriksi X" Moore-Penrose’i pseudopdordmaatriksiks. Praktikas sisaldab X"
sageli Uksteisest lineaarselt sOltuvaid veerge. Osutub, et pseudopodérdmaatriks ja lahutus
singulaarvaartuste jargi annavad meile vGimsa matemaatilise tooriista, mis lubab lahendada nii
Glemaaratud kui ka alamaaratud vorrandisiisteeme. See on vagagi oluline praktikas, kus
vorrandistiisteem moodustub mdddetud andmetest ning me ei tea, kui paljud maatriksi X veerud on
Uksteisest lineaarselt séltumatud.

Olgu meil vGrrandislisteem

X"Ww=d (6.43)
kus X" on M x K andmete maatriks, d on K x 1 vektor ja w on M x 1 hinnangu vektor. Korrutades
vasakult X-ga saaksime normaalvorrandid. Osutub, et mis tahes X" puhul eksisteerivad kaks
unitaarset maatriksit U ja V nii, et kehtib

u"xHv = £ 0 (6.44)
0 0

kus Z on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil on maatriksi nn singulaarvaartused

¥ =diag(o,,0,,...,0,) (6.45)
ning need singulaarvaartused on jarjestatud kahanevas jarjekorras o; 2 0, > ... 2 o_. Joonis 47
illustreerib dekompositsiooni singulaarvaartuste jargi.
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unitaarne andmed unitaarne  diag. null

2 |0
K uH XH
\) 0 |0
X X =
K M M L
M

Joonis 47. Maatriksi dekompositsioon singulaarvaartuse jargi

Meie pohiline huvi singulaarvaartuste jargi dekomposotsiooni vastu tuleneb soovist defineerida
maatriksi X" pseudopédrdmaatriks X' . See oleks maatriks, mis etendaks tavalise poérdmaatriksiga
sarnast rolli vahimruutude vorrandisistemide lahendamisel, kus tundmatute arv Uldiselt ei vordu
vorrandite arvuga. Defineerime pseudop66rdmaatriksi kui

Z*l
0

Xt = V{ g}UH, x ! =diag (0'1_1,0';1,...,6:1) (6.46)

Lahendatav vorrandisisteem voib olla kas alamaéaratud voi Glemaaratud. Mdélemal juhul avaldub
lahend

-1
w=xd=vl® 9lurd (6.47)
0O O

Vahe on selles, et Ulemaaratud vorrandisisteemi (vorrandeid rohkem kui tundmatuid)
pseudopoordmaatriks on

X+ — (XXH )71)( (648)
ning alamaaratud vGrrandististeemi (vorrandeid vahem kui tundmatuid) pseudopéérdmaatriks on

X+ — X(XH X)_l (6.49)
Kuna mdlemal juhul kehtib (6.46), siis ei ole enne voérrandisiisteemi lahendamisele asumist vaja
teada, mis slisteemiga on tegemist. Kui lahendeid on rohkem kui tiks, saame vahimruutude meetodit
kasutades tulemuseks vahima eukleidese normiga lahendi.

Pseudopdordmaatriks Uldistab pé6rdmaatriksi moiste tdisnurksetele maatriksitele. Saab ndidata, et
kehtivad nn Penrousi tingimused [7]
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XXX = X
XXX =X
(xHx ) = xrx
(xrxH ) = xx"

(6.50)

mis veelgi réhutavad tavalise ruutmaatriksi poérdmaatriksi ja pseudopoérdmaatriksi sarnasust. Juhul
kui X" on mittesingulaarne ruutmaatriks, langeb pseudopddrdmaatriks kokku tavalise

poordmaatriksiga
X = XM (6.51)

Niide

Olgu meil vaja lahendada v&rrandisiisteem X"W=d, kus

1 2 -1 2
0O 0 O

XM= 4 2 1Ja d= ]
0O 0 2

Esimesel pilgul tundub, et vdrrandisiisteem on llemaaratud, kuna meil on neli vdrrandit ja soovime
leida kolme tundmatut. Lahemal vaatlusel selgub aga, et toodud vérrandisiisteem on vastuoluline —
ei ole vdimalik leida vektorit W, mis maatriksi X" teise, nullise, reaga korrutades annaks tulemuseks
vektori d teise elemendi, 5. Peale selle on esimene ja kolmas vérrand teineteisest lineaarselt séltuvad
(ihe saame teisest, vottes mélemad pooled vastandmargiga). Sellegipoolest on véimalik leida
vOrrandisiisteemi lahend, kasutades lahutust singulaarvaartuste jargi.

Maatriksi X" lahutus singulaarvaartuste jargi on

-0.67 -021 0 -071]359 0 0
-0.38 -0.75 0.54
., .l 0o 0o 1 o]0 1760
XM =USV" = -0.24 -0.49 -0.84 |
067 021 0 -071) 0 0 0
0.89 -0.45 0
030 -095 0 0 |0 0 0

Edasi leiame vdrrandisisteemi lahendi, kasutades valemit (6.47). Selleks leiame kdigepealt

singulaarvaartuste diagonaalmaatriksi poérdmaatriksi, milleks saame

028 0 0 O
S'=| 0057 0 O
0 O 0 O

Leiame niitid samm-sammult vorrandisiisteemi lahendi
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-3.71
utd=
5.0
0
-0.49
s*Utd=| -2.11
0
0.7
w=Vs*U"d=| 14
1.5

Kotrolliks asendame leitud koefitsientide vektori vorrandisse endasse

Saadud vektori esimene, kolmas ja neljas element langevad kokku vektori d vastavate elementidega.
Teine element on 0, nagu voiski oodata, kuna maatriksi X" teine rida on nullvektor. Seega saime
rahuldava lahendi.

Vorrandi lahendamine sellisel meetodil on numbriliselt stabiilne ning ei ole arvutuslikult liiga
keerukas, kuna singulaarvdartuste jargi lahutuse leidmiseks on vélja to6tatud mitmeid kiireid
algoritme nagu QR algoritm voi Jacobi algoritm. Viimaste tdpsem vaatlemine jaab kil valjapoole
kdesoleva Gppevahendi piire. Huvitatud lugejale vGib soovitada raamatut [1].

7. Rekursiivne vihimruutude meetod
Olles niitd varustatud vahimruutude meetodiga, liigume edasi ihe olulise vahimruutude meetodil
pohineva adaptiivse algoritmi — rekursiivse vdahimruutude algoritmi (inglise keeles Recursive Least
Squares) juurde. Nagu LMS algoritmigi puhul, kasutame ka rekursiivse vahimruutude algoritmi
tahistamiseks edaspidi tildlevinud inglisekeelset lihendit RLS.
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Joonis 48. Lopliku impulsskajaga filter

Joonis 48 kujutab meile juba tuttavat I6pliku impulsskarakteristikuga filtrit. RLS algoritm alustab oma
to6d mingist algolekust, tavaliselt nullisest koefitsientide vektorist w(0) = 0 ning valib filtri
koefitsiendid selliselt, et igal sammul minimeeritaks kriteeriumifunktsiooni, mis séltub ajahetkeks n
kogutud andmete hulgast ja seega muutub samm-sammult n-i kasvades

n
Silfs)2

Zi” '|e(|] . 0<a<1 (7.1)
i=1
Ndeme, et kriteeriumifunktsioon on eksponentsiaalselt kaalutud veasignaali diskreetide ruutude
summa. Koefitsienti A kutsutakse algoritmi unustamisfaktoriks ja selle vaartus valitakse Ghest pisut
vaiksem. Unustamisfaktori Glesandeks on hoida saadavat algoritmi ,,elus” nii, et ta unustaks aeglaselt
vanad andmed ja oleks vastuvdtlik uutele. llma sellise unustamiseta ei suudaks algoritm mdni aeg

hiljem enam muutunud oludega kohaneda.
Nagu dppevahendi eelmisteski osadeski, oleme kasutanud tahistusi

e(n)=d(n)-y(n)=d(n)-w" (n)x(n) (7.2)

kus sisendsignaali ja filtri kaalude vektorid ajahetkel n on defineeritud kui

x(n)=[x(n) x(n-1) ... x(n—-M+1)J (7.3)
W(n):[wo(n) Wl(n) WM—l(n)]T

Nagu ikka, on kaalude vektor, mille korral veasignaal saavutab miinumumi, maaratud
normaalvorranditega

@(n)w(n)=z(n) (7.4)

kusjuures antud juhul on sisendsignaali autokorrelatsioonimaatriks ning sisendsignaali ja soovitud
signaali ristkorrelatsiooni vektor maaratud kui

@(n)= Zﬁ”ix(i)x” (i) z(n)= ian:/l”ix(i)d*(i) (7.5)
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Tuleb tdhele panna, et (laltoodud definitsioonid erinevad vahimruutude meetodi vastavatest
definitsioonidest (6.13) ja (6.14) selle poolest, et nad sisaldavad unustamisfaktorit A. Samuti eeldavad
toodud avaldised, et signaalid on enne ajahetke i = 1 nullised.

Eraldades liikmed, mis vastavad ajahetkele n, saame rekursiivsed avaldised

@(n)=ﬂ{gﬂ”‘l“x(i)x'*(i)}tx(n)x”(n)=ﬁ(1)(n—1)+x(n)xH(n)

-1
o(n)= ﬂ[nz/l”“x(i)d*(i)} x(n)d"(n) = 22(n—1)+ x(n)d"(n)

i-1
mis seovad sisendsignaali autokorrelatsioonimaatriksi ning sisendsignaali ja soovitud signaali vahelise

(7.6)

ristkorrelatsiooni vektori vaartused antud ajahetkel n vastavate vaartustega eelneval ajahetkel n - 1.
Normaalvorrandite lahend (6.8) sisaldab aga korrelatsioonimaatriksi asemel hoopis tema
poordmaatriksit ning seega sooviksime me leida avaldise (7.6) asemel rekursiivset valemit
korrelatsioonimaatriksi poordmaatriksi tarvis. Selleks kasutame matemaatikast tuntud tulemust, mis
matemaatika-alases kirjanduses kannab Sherman-Morrison-Woodbury valemi nime [1],
signaalitootlejate hulgas on aga laialdaselt tuntud maatriksi pééramise lemma nime all.

Maatriksi podramise lemma
Olgu A ja B kaks positiivselt madratud M x M maatriksit, D positiivselt maaratud N x N maatriks ja C
suvaline M x N maatriks. Ning kehtigu nimetatud maatriksite vahel seos

A=B*+CD'C" (7.7)

Siis maatriksi A poordmaatriks avaldub kujul

A*=B-BC(D+C"BC)'C"B (7:8)
Maatriksi podramise lemmat on lihtne t6estada, korrutades avaldiste (7.7) ja (7.8) paremad pooled
ning veendudes, et tulemuseks on tihikmaatriks.

Kasutame niidd maatriksi pééramise lemmat korrelatsioonimaatriksi podrdmaatriksi leidmiseks
avaldisest (7.6). Selleks valime valemites (7.7) ja (7.8) esinevad maatriksid kui

A=®(n), B'=i®(n-1), C=x(n), D=1 (7.9)

Taoline valik annab ®(n) poordmaatriksiks

4 P 2o (n-1x(n)x" (n)@*(n-1) 710
®'(n)=2"®*(n-1)- S (7.10)
1+ A" () (n—-1)x(n)
Paneme tadhele, et llaltoodud avaldise teiseks liidetavaks oleva murru lugeja on maatriks, nimetaja
aga skalaar. Edasi viime kirjapildi lihtsustamiseks sisse jargmised tahistused:

P(n)=®*(n) (7.11)

ning
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_ Z'P(n-1)x(n)
<= A P -1xm) 742

Maatriks P(n) on sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi péérdmaatriks ajahetkel n ning vektor k(n) on
osa avaldise (7.10) teisest liidetavast, mida kutsume vGimenduse vektoriks (sellise nimetuse tagamaa
selgub veidi hiljem). Kasutades niisuguseid tahistusi, vdime avaldise (7.10) kirja panna ekvivalentsel
kujul

P(n)= A'P(n—1)- Ak (n)x" (n)P(n—-1) (7.13)
Edasi vaatleme ldhemalt véimenduse vektorit k(n). Alustame k(n) definitsioonist valemis (7.12) ja
korrutame avaldise (7.12) mdlemad pooled |abi parema poole nimetajaga, mis on skalaar. Seejarel

viime likme A'K(n)x"(n)P(n—1)x(n) vérrandi paremale poole. L&puks viime sisendsignaali
vektori ajahetkel n, x(n), mis nlitid esineb parema poole mdlemas liidetavas, sulgude taha, saades
tulemuseks

k(n)=2"P(n—1)x(n)— 2k (n)x" (n)P(n—1)x(n)

= (4*P(n—1)- A k(n)x" (N)P(n-1)K(n)

Sulgude sisse jaanud avaldis on aga valemi (7.13) pdohjal vordne sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi

(7.14)

poordmaatriksiga ajahetkel n, seega voime (7.14) imber kirjutada kujul

k(n)=P(n)x(n)=®*(n)x(n) (7.15)
Saime tulemuseks, et vdimenduse vektor avaldub kui sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi

poordmaatriks korda sisendsignaali vektor. Edasi vaatleme kaalude vektorit, mis avaldub
normaalvorrandite (7.4) lahendina

Ww(n)=®*(n)z(n)=P(n)z(n)= AP(n)z(n —1)+ P(n)x(n)d"(n) (7.16)

Viimane vordus ulaltoodud avaldises tuleneb ristkorrelatsiooni vektori rekursioonist (7.6).

Seejarel, asendades sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi péérdmaatriksi rekursiooni (7.13) avaldise
(7.16) esimesse liidetavasse, saame

W(n)=P(n-1)z(n-1)—k(n)x" (n)P(n—1)z(n —1)+ P(n)x(n)d"(n) (7.17)
Kuid valemi (7.16) p&hjal on P(n — 1)z(n — 1) voérdne kaalude vektori hinnanguga ajahetkel n — 1.
Seega saame kaalude rekursiooniks

W(n)=w(n-1)-k(n)x" (NW(n—1)+P(n)x(n)d"(n) (7.18)
Avaldisest (7.15) teame aga, et sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi podrdmaatriks ajahetkel n

korda sisendsignaali vektor ajahetkel n on vérdne véimenduse vektoriga ajahetkel n. Kasutades seda
fakti eelneva avaldise viimases liidetavas ning tuues véimenduse vektori sulgude ette, saame

W(n)=w(n—1)+k(n)d"(n)-x" (nW(n-1)] (7.19)
Sulgudes olev avaldis kujutab endast hinnangu viga, mille saame, kui kasutame ajahetkel n — 1 leitud
kaalude vektorit ning sisendsignaali vektorit ajahetkel n
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En)=d(n)—x"(nw'(n=1)=d(n)—w" (n-1)x(n) (7.20)

Seda viga kutsume a priori veaks, vastandina a posteriori hindamisveale

e(n)=d(n)—w"(n)x(n) (7.21)
mille leidmisel on kasutatud kaalude vektorit ja sisendsignaali vektorit ajahetkel n. A priori ja
a posteriori vead ei ole Uldjuhul omavahel vordsed. Nendes tahistustes avaldub kaalude rekursioon

kui

wW(n)=w(n-1)+k(n)&"(n) (7.22)
Siit saab ka selgeks, miks me kutsume vektorit k vOimenduse vektoriks. Nimelt tagasisidestatakse labi
selle vdimenduse a priori viga algoritmi leitud kaaludesse.

Avaldised (7.11), (7.19) ning (7.13) maaravadki RLS algoritmi, mille nGiid kokkuvdtlikult esitame

RLS algoritm
Initsialiseerimine:  p(0)= 51, &= vaike positiivnekonstant

2P(n-1)x(n)
1+ 2" (n)P(n-1)x(n)

Igal ajahetkeln=1, 2, ... leida k(n):

£(n)=d(n)-w" (n-1)x(n)
wW(n)=w(n—1)+k(n)&"(n)

P(n)=2"P(n-1)- 2 k(n)x" (n)P(n-1)

Paneme tdhele, et kuigi me alustasime algoritmi tuletust a posteriori vea minimeerimisest valemis

(7.1), kasutab RLS algoritm oma rekursioonis a priori viga.

RLS algoritmi initsialiseerimine
Kui meil ei ole mingit lisainfot, mis soovitaks midagi muud, valitakse esialgne kaalude vektor tavaliselt

nulline w(0) = 0.

Maatriks P on vaja initsialiseerida selliselt, et korrelatsioonimaatriks @ oleks positiivselt maaratud.
Selle kindlustamiseks initsialiseeritakse korrelatsioonimaatriks tavaliselt diagonaalmaatriksiks, mille
koik diagonaalelemendid on vérdsed ja positiivsed. Seega eeldatakse korrelatsioonimaatriksi
algvaartuse leidmisel, et sisendsignaal on valge miira. See annab meile kergelt modifitseeritud

korrelatsioonimaatriksi rekursiooni

n

®(n)=>" A x(i)x" (i)+ 1" (7.23)
i=1

Seega on sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi ning tema p66rdmaatriksi algvaartused
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®0)=4, P(0)=5" (7.24)
Ulaltoodud avaldised s&ltuvad ainult Gihest skalaarist §, mis tuleb algoritmi initsialiseerimiseks valida.
Praktilistele kogemustele toetudes soovitatakse parameeter & valida viiksem kui 0.010,% kus o,>on
sisendsignaali x vOimsus. Tuleb markida, et selline initsialiseerimine modifitseerib kergelt
lahendatavat lilesannet, nii et RLS leiab tegelikult jargmise lilesande rekursiivse lahendi

rvrvl(inr;[é/l”||w(n)||2 + iZ_ll/l'”|e(i]2} (7.25)

Tasub aga tdhele panna, et kuna A on Uhest vaiksem, viaheneb andmete hulga n kasvades vahe
kriteeriumite (7.25) ja (7.1) vahel kiiresti.

Ndide
Vaatleme taas meile juba tuntud slisteemi identifitseerimise tilesannet. Joonis 49 kujutab uuritavat
stisteemi, mille tilekandefunktsioon on 1 — @zt + a?z~? kusjuures a = 0,2.

v(n) d(n)

"

=@—> e(n)
w

x(n)

Joonis 49. Uuritav siisteem

Selle slisteemi identifitseerimiseks kasutame 16 koefitsiendiga adaptiivset filtrit w. Sisendsignaaliks
on valge miira vBimsusega o,> = 1. Soovitud signaaliks on uuritava siisteemi valjundsignaal, millele
lisandub sisendsignaalist statistiliselt séltumatu valge miira véimsusega o,> = 10™.
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Joonis 50. RLS ja NLMS algoritmide oppekoverad

Joonis 50 kujutab antud slsteemi identifitseerimise Gppekdveraid, mis on leitud kasutades RLS ja
normaliseeritud LMS algoritme. Vordluseks on dra toodud ka mé6temiira v véimsus. K&ik graafikud
on saadud keskmistades Ule saja realisatsiooni. NLMS algoritmi sammu suurus on valitud vdrdseks
Uhega, tagamaks selle algoritmi kiireimat véimalikku koonduvust. RLS algoritmi unustamisfaktor on
valitud A = 0,95 ja korrelatsioonimaatriksi initsialiseerimiseks kasutatud parameeter 6 = 10°. Nagu
jooniselt nahtub, koondub RLS algoritm oluliselt kiiremini kui NLMS. Tuleb aga markida, et sellise
koondumiskiiruse saavutamiseks kasutab RLS algoritm oluliselt rohkem arvutusi kui NLMS. 9]

Analiiiis

Kasutades s6ltumatuse teooria eeldusi ning eeldades, et RLS opereerib statsionaarses (mbruses, st
optimaalne kaalude vektor w, ei muutu ajas, saab unustamisfaktori A = 1 korral nadidata, et RLS
algoritmi kaalude vea korrelatsioonimaatriks avaldub kujul

K()= Efn)-w, ! (wln)-w, )= —C— R, n>M 1 (7.26)

Samadel eeldustel saab nadidata, et RLS algoritmi dppimiskdver avaldub kui

_ 2 . 2, Mo (7.27)
J(n)=c? +tr[RK(n-1)|=c t—p 1>Ml

Suurus o> on valemites (7.26) ja (7.27) vdrdne vihimruutude mdttes optimaalse lahendi (6.1) vea e,
vOimsusega. Toodud valemitest vGime jareldada, et

1. RLS algoritm koondub tidpiliselt n = 2M iteratsiooniga, kui koondumise kriteeriumiks
kasutada dppekdvera jdudmist 3dB lahedusse oma |dppvaartusest.
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2. RLS algoritm koondub n-i ldahenemisel I6pmatusele optimaalseks lahendiks
lim, . J(n) = 0%, ja seega n-i lahenemisel |&pmatusele lisaviga kaob. Vdrdle LMS
algoritmiga, mille lisaviga on esitatud valemiga (5.25).

3. Erinevalt kiireima languse meetodist ja LMS algoritmide perekonnast, ei sdltu RLS algoritmi
koondumine sisendsignaali korrelatsioonimaatriksist ja tema omavaartustest.

Niide

Vaatleme taas adaptiivset sidekanali ekvalaiseri naidet. Joonis 37 toob ara ekvalaiseri
struktuurskeemi. Nagu ennegi iseloomustab kanalit ja allikat valem (5.32). Sisendsignaali voimsus on
vBrdne Gihega ning kanali miira v8imsus on 10, Sidekanali pé6ramiseks on kasutatud filtrit pikkusega
M = 15 ning soovitud signaali hilistumine on D = 8 diskreeti.

W=
wW=3.2

Véimsus [dB]

-70 1 1 1 1 1
¢ 50 100 150 200 250 300

Joonis 51. RLS algoritmi koonduvuse soltuvus kanali parameetritest

Joonis 51 kujutab RLS algoritmi 6ppekoveraid kolme erineva kanali parameetri W (3,0; 3,2 ja 3,4)
korral. Nagu ennegi, on toodud graafikud saadud Ule 100 realisatsiooni keskmistades. Vastavad
Oppekdverad LMS algoritmi jaoks toob dra Joonis 42. Vorreldes neid kaht joonist omavahel, ndeme,
et erinevalt LMS algoritmist, ei séltu RLS algoritmi koondumiskiirus kanali parameetrist W ja seega ka
mitte sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi suurima ja vahima omavaartuse suhtest (vaata Tabel 1).
Tuleb tdahele panna, et |Gppvea sbltuvus kanali parameetrist ei tulene mitte RLS algoritmist, vaid
sellest, et parameetri W suurenedes suureneb ka filtri pikkus, mis on vajalik kanali pé6ramiseks
etteantud tdpsusega. Teiste sGnadega jadb konstantse pikkusega poordfiltri puhul 16ppviga seda
suuremaks, mida suurem on kanali parameeter W.
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fambda = 0.95 ——
lambda = 0,99
o ‘\ lambda = 0.995 ——
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Joonis 52. RLS algoritmi koonduvuse s6ltuvus unustamisfaktorist

Joonis 52 kujutab RLS algoritmi 6ppekdveraid kolme unustamisfaktori (0,95; 0.99 ja 0,995) korral.
Nagu eespool, on kdverad saadud keskmistades tle 100 realisatsiooni. Kanali parameeter W on
valitud vordseks kolmega, mis annab suurima ja vdhima sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi
omavaartuse suhteks 8,54. Nagu jooniselt ndhtub, ei soltu RLS algoritmi koonduvuskiirus
unustamisfaktorist, kill aga saavutab algoritm suurema unustamisfaktori korral vdiksema |6ppvea.
Tuletame meelde, et unustamisfaktor peab olema vaiksem vG&i vGrdne Uhega. Loppvea selline
kditumine tuleb sellest, et suurema A < 1 korral keskmistab algoritm efektiivselt pikema aja jooksul
ning seega surutakse vaatlusmiira efektiivsemalt alla. Tuleb aga kohe markida, et praktikas ei valita
unustamisfaktorit tavaliselt siiski liiga ihe lahedale, andes sellega algoritmile voimaluse jalgida
kiiremini sisteemi voimalikku muutumist ajas.

Libiseva aknaga RLS

Siiani vaatlesime RLS algoritmi, mis kasutas ,vanade” andmete eksponentsiaalset unustamist
unustamisfaktori A kaudu. On vd&imalik konstrueerida ka RLS algoritmi variant, mis kasutab
eksponentsiaalse akna asemel tadisnurkset konstantse pikkusega akent [1, 20]. Sellisel juhul

unustatakse andmed teatud aja — akna pikkuse — moddumisel tdielikult. Minimeeritav funktsioon
oleks sel juhul (7.1) asemel

S el (.25)

i=n

Sellisel juhul oleksid meie Ulesandele vastavad normaalvérrandid

o(nw(n)=z(n)
o(n)= Y x(x" (i), 2(n)=Yx()d" i)

i=n, i=n

(7.29)
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ning algoritmi vdime konstrueerida analoogselt eksponentsiaalse unustamisega RLS algoritmiga, vaid
selle vahega, et niilid ilmuvad sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi ning sisendsignaali ja soovitud
signaali ristkorrelatsiooni maatriksi avaldistesse liikkmed, mis eemaldavad valjaspoole akent jaavad
andmed. Sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi rekursiooni véime siis kirjutada kujul

n,-1

)= x(ix* i)+ x(n, ) (n,) - x(n, ~Dx" (n, ~1) = (7.30)

=®(n —1)1+ x(n, X" (n,)—x(n, =2)x" (n, -1

ning sisendsignaali ja soovitud signaali korrelatsioonivektori rekursiooni kui

Zx )+x(n,)d"(n,)—x(n, —1)d"(n, - 1) = (7.31)

=z(n—15+x<n2>d*<n2)—x<nl—1)d*(nl—1>

Sel viisil saadud algoritmide detaile vaata allikatest [1] v6i [20].

Kiired RLS algoritmid

RLS agoritm on arvutuslikult oluliselt keerukam, kui LMS perekonda kuuluvad algoritmid, vajades igal
sammul O(M?) aritmeetilist operatsiooni, kus M on kasutatava filtri koefitsientide arv. Eksisteerivad
ka kiired RLS algoritmid, mis vajavad oma t66ks O(M) aritmeetilist operatsiooni. Taolised algoritmid
on leitavad naiteks allikatest [1 ja 11]. RLS algoritmi konkreetse versiooni valikul tuleb samas olla
tahelepanelik [11], sest mitmetele neist on omane sisemine ebastabiilsus — algoritm kiill koondub
oma t60 alguses, kuid méne aja parast voib tekkida jarsk hajumine.

8. Algoritmid LMS ja RLS vahel
On terve hulk algoritme, mis oma keerukuselt ning omadustelt asuvad kusagil LMS ja RLS algoritmide
vahepeal. Selles peatiikis vaatlemegi neist monda, toetudes suures osas allikale [16]. Esimene selle
perekonna algoritm on nn Newton-Raphsoni algoritm, mis pShineb Newtoni iteratiivsel meetodil
vorrandi nullkohtade leidmiseks. Olgu meil vaja leida vorrandi f(w) = 0 lahend. Newtoni meetodi
kohaselt vGime lahendi leida, kasutades jargmist iteratiivset protseduuri [14]

W(i+1)=w(i)_M 81

kus f'(w) tahistab funktsiooni f (w) tuletist w jargi.

Adaptiivse filtreerimise Ulesannetes ei soovi me otseselt voérrandit lahendada, kuid
kriteeriumifunktsiooni minimeerimise Ulesanne on sisuliselt kriteeriumifunktsiooni tuletise
nullkohtade leidmine. Viimane (ilesanne on aga vorrandi lahendamise tlesanne, mida on vdimalik
lahendada, kasutades rekursiooni (8.1).

min J(w) — 9320 (82)
w ow
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Rakendades Newtoni iteratiivset valemit tlaltoodud vérrandile, saame rekursiooni

wii+1)=w(i)—- W — (8.3)

Nagu kiireima languse meetodi puhul, alustame ka siin lihtsast (hemd&dtmelisest Ulesandest
J(w) = w? ja vaatame, kuidas Newtoni meetod sel puhul téétab.

A J :W2

Joonis 53. Newtoni meetodi intuitiivne illustratsioon

Joonis 53 kujutabki kriteeriumifunktsiooni J(w) = w?. Kriteeriumifunktsiooni esimene tuletis on
dJ (w) d?J (w) 4 w)

dw dw? dw
d?] (w)

dw?

Lt
wi=wo— T fa2 )

dw?

= 2w ning teine tuletis = 2. Olgu meil alglahend wy = 3, siis Wo = 2wy = 6 ning

wo = 2. Seega saame Newtoni meetodi kohaselt jargmiseks miinimumpunkti |ahendiks

=wy — 6/2 = 0, mis on ka kriteeriumi J(w) tegelik miinimumpunkt.
0

Toodud naitest ilmneb, et kaasates teise tuletise, vOimaldab Newtoni meetod leida mitte ainult
kriteeriumifunktsiooni vdahenemise suuna, nagu see oli kiireima languse meetodi rakendamisel, vaid
ka sammu soovitava pikkuse, mis on vaja antud suunas astuda jdudmaks miinimumini.

Newton-Raphsoni meetod
Rakendame niilid Newtoni meetodit M-md&tmelise 16pliku impulsskarakteristikute filtri Glesandele.
Sel juhul tuleb kriteeriumifunktsiooni esimene tuletis asendada tema gradiendiga ning teine tuletis
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hessianiga. Hessian on M x M maatriks, mille elementideks on kriteeriumi teised tuletised kaalude
vektori elementide jargi. Vastavalt Newton-Raphsoni meetodile astume igal iteratsioonil sammu
suunas, mis on maaratud hessiani podrdmaatriksi ja gradiendi korrutisega.

w(n+1)=w(n)- ﬂ{maTzawa(n)}_l 2 3m) 8.4)

Eelnevas avaldises sisalduv konstant u vGimaldab reguleerida algoritmi sammu pikkust. Tuletame
meelde, et meid huvitava llesande vea pind on ruutfunktsioon

J(n)=67 —p"w(n)-w" (n)p+w" (n)Rw(n) (8.5)

Vottes eeltoodust vajalikud tuletised, saame

%J(n):_m Rw(n)=—E[x(n)e"(n)] (8.6)
ning
ﬁJ(m): R (8.7)

Asendades leitud tuletised valemisse (8.4), ndeme, et Newton-Raphsoni meetodi rekursioon I6pliku
impulsskarakteristikuga filtri koefitsientide leidmiseks on avaldatav kui

w(n+1)=w(n)+ 1R [p - Rw(n)] = w(n)+ LR E[x(n)" () (8.8)
Paneme tadhele, et leitud avaldis sarnaneb kiireima languse meetodi rekursiooniga, kusjuures
erinevuseks on sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi pé6rdmaatriks, mis korrigeerib igal iteratsioonil
astutava sammu suunda ja pikkust. Sarnaselt kiireima languse meetodiga on Newton-Raphsoni
meetodi sellisel kujul rakendamiseks vaja teada (ile ansambli keskmistatud statistikuid nagu
sisendsignaali  korrelatsioonimaatriks R ja sisendsignaali ja soovitud signaali vaheline
korrelatsioonivektor p. Saamaks praktilistes situatsioonides sobivamat algoritmi, voime kaituda sama
moodi, nagu me tegime, kui tuletasime LMS algoritmi kiireima languse meetodist, st me vdime
asendada sisendsignaali vektori ja veasignaali kaaskompleksi korrutise matemaatilise ootuse tema
hetkehinnanguga. Sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi hinnanguna voime kasutada tema
eksponentsiaalselt keskmistatud Toeplitzi aproksimatsiooni

T(n): |_ti—j(n)J (8.9)

t(n)=at,(n-1)+x(n)x(n-k), k=-M-1....M -1, 0<Ai<l

Nii toimides saame praktiliselt kasutatavaks algoritmiks

w(n+1)=w(n)+ z(n)T*(n)x(n)e"(n), (8.10)
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Sammu suurus u voib olla kas analoogselt LMS algoritmi pohikujuga konstant voi voib kasutada ka
ajas muutuvat sammu nii, nagu seda teeb normaliseeritud LMS algoritm. Viimasel juhul valitakse
sammuks tihti

y(n): (8.11)

Afiinse projektsiooni algoritm

Vaatleme uuesti Newton-Rhapsoni algoritmi. Rekursioon valemis (8.8) kasutab keskmistamist Ule
ansambli. Saamaks tema analoogi vahimruutude meetodi tdhistustes, asendame sisendsignaali
korrelatsioonimaatriksi vastava ajas keskmistatud korrelatsioonimaatriksiga valemist (6.13). Teguri
E[x(n)e*(n)] ajas keskmistatud vasteks on analoogselt valemiga (6.14) avaldis X(n)e*(n), kus
Glemine indeks * tahistab vektori kdigi elementide kaaskompleksi votmist ilma vektorit
transponeerimata. Rakendades eel6eldut, saame kaalude rekursioonile anda kuju

w(n+1)=w(n)+ (X(n)X" ()" X(n)e"(n) (8.12)

-1
NiUlud paneme tahele, et vastavalt valemile (6.48) kujutab tegur (X(n)XH(n)) X(n) endast
maatriksi X" (n) pseudopodrdmaatriksit X*(n). Seega vdime rekursiooni (8.12) kirja panna
ekvivalentsel kujul

w(n+2w(n)+ X" (nke"(n) (8.13)
Edasi ndeme, et meil on vGimalik valida, kui pikalt peaks algoritm signaale keskmistama, st millises
suhtes peaksid olema tundmatute arv M ja ajaliseks keskmistamiseks kasutatud vdrrandite arv L.
Valik L > M annab llemaaratud vGrrandislisteemi ja algoritm peab igal iteratsioonil p6érama M X M
korrelatsioonimaatriksi, nagu seda teeb ka RLS algoritm. Teine v6imalik valik on L < M, mis aga annab
meile alamadratud vdrrandisisteemi. Kui kasutame nlldd alamadratud siisteemile vastavat
pseudopdoérdmaatriksi maaratlust valemist (6.49), véime rekursiooni (8.13) kirja panna kujul

w(n+1)=w(n)+ zX(n)X" (n)X(n))'e"(n) (8.14)
Paneme tdhele, et erinevalt varasematest algoritmidest esineb valemis (8.14) veasignaal mitte

skalaari vaid vektorina. Seega on meil enne kaalude rekursiooni vaja leida algoritmi igal sammul ka
veasignaali vektor

e(n)=d(n)-w" (n)X(n) (8.15)
Valemid (8.15) ja (8.14) koos moodustavadki afiinse projektsiooni algoritmi.

Huvitav on markida, et valides eeltoodus vdrrandite arvu L vordseks Uhega, taandub afiinse
projektsiooni algoritm normaliseeritud LMS algoritmiks, mille toome vordluse hélbustamiseks uuesti
valja
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e(n)=d(n)-w" (n)x(n)

w(n+1)=w(n)+—_x(n)k"(n)
[x(n)]
Tulemus on loogiline, kuna valides vorrandite arvu L vordseks (ihega, oleme loobunud
keskmistamisest samamoodi, nagu me loobusime keskmistamisest LMS algoritmi tuletamisel. Afiinse
projektsiooni algoritmi praktilisel rakendamisel on madistlik valida L I[dhtuvalt sisendsignaali
omadustest nii, et suurem osa sisendsignaali korrelatsioonifunktsiooni oluliselt nullist erinevaid
elemente paikneks I6igul [0, L-1]. Afiinse projektsiooni algoritmi oluliseks eeliseks ongi see, et kui RLS
algoritmi puhul oli pddramist vajava sisendsignaali korrelatsioonimaatriksi suurus maaratud

(8.16)

kasutatava mudeli kaalude arvuga M, s6ltumata sisendsignaalist, siis afiinse projektsiooni algoritm
annab meile voimaluse pddrata maatriksit, mille suurus L on jaetud disaineri valida ja mille saab
siduda sisendsignaali omadustega.

Nii nagu LMS algoritmi puhul, on ka afiinse projektsiooni algoritmi praktilisel rakendamisel maistlik
lisada nimetajasse vaike konstant. Kuna nimetaja on antud juhul poédratav maatriks, liidame talle
mitte skalaari vaid diagonaalmaatriksi oI, mis garanteerib p66ramist vajava maatriksi positiivse
maaratuse.

w(n+1)=w(n)+ £X(n)X" (n)X(n)+a1) "e(n) (8.17)
Nii toimides saame nn regulariseeritud afiinse projektsiooni algoritmi. Nagu RLS algoritmi puhulgi,
eksisteerivad kiired algoritmid ka afiinse projektsiooni algoritmi tarvis. Nende algoritmide kasitlus
jaab aga valjapoole kdesoleva dppevahendi raame ning huvitatud lugejal soovitame p6érduda allika
[3] poole, kus on esitatud algoritm arvutusliku keerukusega 2M + 20L aritmeetilist operatsiooni
iteratsiooni kohta.

Niide
Joonis 54 kujutab naites uuritavat stisteemi, milleks on taas siisteemi identifitseerimise llesanne

v(n) d(n)

2®

|

1-az 1+ a2z2

™M

{f—»e(n)
w

x(n)
-pzT

Joonis 54. Naites uuritav siisteem



Identifitseeritavaks silisteemiks on 18pliku impulsskarakteristikuga filter (ilekandefunktsiooniga
1—az '+ a?z72, kusjuures @ = 0,2. Identifitseeritava siisteemi véljundsignaalile lisandub valge
md&dtemira v(n) véimsusega 03 = 10~*. Sisendsignaaliks on Ghikulise vBimsusega valge mira, mis

on filtreeritud labi I6pmatu impulsskarakteristikuga filtri uIekandefunkt5|oon|ga1_— kusjuures

Bz~
B = 0,1. Identifitseerimiseks kasutatav filter w koosneb selles ndites M = 64 koefitsiendist.

10 T T T
NLM; E—
RLS
| AP L=4
0 AP L=z2
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&
=
2 a0l .
E
5
-0 - r'ghﬁ‘M%W 4
-40
_5D 1 1 Il 1
0 200 400 600 800 1000

Joonis 55. Afiinse projektsiooni algoritmi 6ppekoverad

Joonis 55 kujutab afiinse projektsiooni algoritmi (ile 100 realisatsiooni keskmistatud Gppekdveraid
parameetri L vaartuste 1 (normaliseeritud LMS), 4 ja 32 korral. Algoritmid on initsialiseeritud
nullvektoriga, w(0) = 0 ja sammu suurus u on valitud vrdseks tithega. Nagu ikka on vdrdluseks nagu
dra toodud mdéotemira voimsus, kuid ka RLS algoritmi 6ppekdver. Kuna sisendsignaal on selles naites
tugevalt korreleeritud koondub normaliseeritud LMS suhteliselt aeglaselt, jdudmata graafikul
nadidatud 1000 iteratsiooniga valjakujunenud reZiimi. RLS algoritm koondub oodatut kiirelt ning
afiinse projektsiooni algoritmi koonduvuskiirus jadb normaliseeritud LMS ja RLS algoritmide vahele,
kiirenedes parameetri L kasvades (kuna L-i kasvades suureneb korrelatsioonimaatriksi pddramisest
tulenev sisendsignaali valgendusefekt).

9. Sagedusvallas toimivad adaptiivsed algoritmid
Uleminekut sagedusvalda kasutatakse kahel erineval pdhjusel.

Esimeseks neist on soov kasutada diskreetsel Fourier’ teisendusel (DFT) pd&hinevaid kiireid
konvolutsiooni ja korrelatsiooni arvutamise algoritme. Teatavasti on lineaarse filtri valjundsignaali
arvutamiseks vaja O(M) aritmeetilist operatsiooni valjundsignaali diskreedi kohta, kus M on filtri
koefitsientide arv. Kasutades DFT arvutamiseks kiire Fourier’ teisenduse (FFT — Fast Fourier
Transform) algoritme, v3ib selle keerukuse vahendada O (log, M) aritmeetilise operatsioonini [1, 9].
Sel teel vGib (lesannetes, mis vajavad pikki adaptiivseid filtreid, saavutada olulise vajaliku
arvutusvoimsuse kokkuhoiu. Efekti saavutamiseks peab filter olema piisava pikkusega, kuna FFT-|
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pOhinevate algoritmide keerukus on kil proportsionaalne logaritmiga filtri pikkusest, kuid
proportsionaalsuse koefitsient on tavaliselt olulise suurusega.

Teiseks poOhjuseks on lineaarsete ortogonaalsete teisenduste omadus jagada signaal ligikaudu
s6ltumatuteks osadeks selliselt, et tekib sisendsignaali valgendamisefekt ning saavutatakse kiirem
koonduvus kui LMS algoritmi puhul.

Erinevalt selle dppevahendi Ulejaanud osadest eeldame siin kasitluse lihtsustamiseks, et esinevad
signaalid ei ole komplekssed, vaid omandavad ainult reaalseid vaartusi.

Alustame oma kasitlust algoritmidest, mis kasutavad diskreetset Fourier’ teisendust adaptiivse
algoritmi arvutusliku keerukuse vahendamiseks. Selleks margime esmalt, et signaali x(i) (pikkusega N
diskreeti) diskreetne Fourier’ teisendus on defineeritud kui

N-1 i27
X(k)= x(i)e’Jz%, k=0,...,N-1 (9.1)

i=0
ja signaali x(i) voib taastada tema diskreetsest Fourier’ teisendusest X(k), kasutades diskreetset
Fourier’ poordteisendust

N-1 i2
x(i):in(k)e12 =0, N -1 (9:2)

N =
Paneme tdhele, et diskreetse Fourier’ teisenduse (9.1) k-ndat elementi véime vaadelda kui
—j2mik
signaalivektori ja vektori, mille i-ndaks elemendiks on kompleksne eksponent e s /N,
skalaarkorrutist. Seega v6ime diskreetse Fourier’ teisenduse panna kirja maatrikskujul
X(0) e_mo% e_jm% eJZﬂ(Nfl)% x(0)
_j2z01 _jerll _j2a(N-1)1
X(l) _ e A e A e 4‘ X(l) (9.3)
_j27z0.~(N—l)/ _j2;r1f(N—1)/ ) _j2;r(Nil)»(N—l)/
X(N-1)] |¢ N e NCe v Lx(N-12)
Tahistame eelnevas avaldises sisalduva diskreetse Fourier’ teisenduse maatriksi kui
e_jZ/rO-% e_jZ;rl-% B e_jzn(N—l)%
_j2z01 _j2ml1a _j2z(N-1)11
F=| © A e A e A (9.4)
e_jZ;rO-(N—% e_j2;zl»(N—% e_j2;z(N—1)-(N—%

Analoogselt saame diskreetse Fourier’pdordteisenduse jaoks
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x(0) 1 1 1 X(0) X (0)

o T x X@)
@ |l oL W |
x(N —1) LT TR k(- X(N -1)

E* :iFH (9.6)

Edasi vaatleme tsirkulantmaatriksit. Tsirkulantmaatriks on maatriks, mis koosneb N erinevast
elemendist ¢y, ..., cy.1, Mis on paigutatud vastavalt seadusparasusele.

Cvi = G K= (9.7)
’ c k<l

Naiteks 4 x 4 tsirkulantmaatriks oleks

n-1+11

Cp= (9.8)

Tsirkulantmaatriks pakub meile huvi ihe tema eriomaduse t&ttu, nimelt diagonaliseerib DFT
tsirkulantmaatriksi [8]. Teiste sGnadega on tsirkulantmaatriksi omavektorite maatriks DFT maatriks F
ning tema omavaartused saame, kui arvutame diskreetse Fourier’ teisenduse tsirkulantmaatriksi
esimesest reast. Seega

1 1 _y
= —FA——F", (9.9)
" Jnn

kusjuures tsirkulantmaatriksi C; omavadartused A;, mis moodustavad diagonaalmaatriksi A

C

peadiagonaali, on leitavad kui
/”.11 _F ffl (9.10)
/In—l Cn—l

Selle vaite tdestamiseks kasutame diskreetse Fourier’ teisenduse tsirkulaarse nihke omadust, mille
kohaselt muutub signaali tsirkulaarne ajaline nihe Fourier’ vallas korrutamiseks kompleksse

eksponendiga. Seega jareldub seosest X(ﬂ)(L) X(k) seos
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x((n—m), )« e 27N X (Kk), kus (-)y tahistab sulgudes oleva avaldise leidmist mooduliga N

[9]. Naiteks N = 4 tsirkulantmaatriksi (9.8) jaoks saaksime

G 4 & &) 1 X (k) 1
Cow, G Ca G | €PN e EX(K) | (i o i27k/N 011
Co-2), Cu-2), C,, Ci, g i272k/N p—i272k/N y (k) g i272k/N
Co-3), Cus), Ce=s3), Css g~ 1273k/N g i273Kk/N y¢ (k) g i273Kk/N

Loomulikult véime suurendada eelnevas avaldises sisalduva tsirkulantmaatriksi moodet N,
suurendadas samavorra vektorite pikkusi, saades nii Uldise valemi, mis kehtib suvalise N jaoks. Nuid
paneme tdhele, et eelnevas avaldises sisalduvad eksponentidest koosnevad vektorid on diskreetse
Fourier’ teisenduse maatriksi F veerud. Tahistades maatriksi F veerud siimboliga f, voime kirjutada

Cf(k)= X (k)f(k) (9.12)
Valem (9.12) langeb aga kokku maatriksi C omavektorite ja omavaartuste definitsiooniga, kusjuures
omavaartusele X (k) vastab omavektor f(k).

Edasi tuletame meelde plokk LMS algoritmi (5.51) reaalsete signaalide jaoks, mille vdime
maatrikskujul kirja panna kui

e(n)=d(n)-X(n)w(n)
w(n+1)=w(n)+ X" (n)e(n)

kus e(n) on veasignaali vektor ajahetkel n,

(9.13)

d(n) on soovitud signaali vektor ajahetkel n,

X(n) on sisendsignaali maatriks ajahetkel n,
x(n-L+1) x(n-L) ... x(nh-M-L+2)
(n) = : :
") x(n-1)  x(n-2) . x(n—M)
x(n) x(n-1) ... x(n-M+1)



w(n) on adaptiivse filtri kaalude vektor ajahetkel n

ning u on algoritmi sammu suurus.

Edasi moodustame tsirkulantse sisendsignaali maatriksi, laiendades maatriksi X sisendsignaali x(n)
diskreetidega selliselt, et tulemuseks oleks tsirkulantne maatriks ja esialgne sisendsignaali maatriks X
jaaks tsirkulantmaatriksi alumisse vasakusse nurka.

xn-M -L+1) x(n-M-L) x(n-M-L-1) ... x(n—-M —L+2)]
x(n-M -L+2) x(n-M-L+1) x(n-M -L) x(n—M —L+3)
X m=| xh-L+1)  x(-L)  x(-L-1) X(n—L+2)
«(n-1) «(n-2) «(n-3) «(n)
x(n) x(n-1) x(n—-2) x(Nn—M —L+1)]

Esialgse sisendsignaali maatriksi X vGime saada maatriksist Xy, korrutades teda nii vasakult kui
paremalt maatriksitega, mis koosnevad nullmaatriksi ja ihikmaatriksi Gihendusest.

X() = O LIXps() " | (9.14)

Alumised indeksid maatriksi tdhistuse juures nditavad maatriksi dimensioone. Naiteks L = M = 2
korral annaks tsirkulantmaatriksi korrutamine Uhikmaatriksi ja nullmaatriksi kombinatsiooniga

vasakult

Selline operatsioon eraldab tsirkulantmaatriksi kaks esimest veergu. Sarnaselt eraldab ihikmaatriksi
ja nullmaatriksi kombinatsiooniga korrutis paremalt tsirkulantmaatriksi kaks viimast rida

x(n-3)  x(n) x(n-1) x(n-2)
{O 0 1 O} x(n-2) x(n-3) x(n) x(n-1) _ {x(n -1) x(n-2) x(n-3) x(n) }
0 00 1]x(n-1) x(n-2) x(n-3) x(n) x(n)  x(n-1) x(n-2) x(n-3)

x(n)  x(n-1) x(n-2) x(n-3)
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Avaldises (9.14) oleme kasutanud modlemat &sjakirjeldatud votet eraldamaks tsirkulatnmaatriksi
alumist vasakpoolset kvadranti, kus asub meie esialgne sisendsignaali maatriks.

Plokk LMS algoritmi (9.13) jaoks vajame ka transponeeritud sisendsignaali maatriksit, mille saame
valemist (9.14) kui

0
T T MxL
X" (n)=1,, oMxL]XTS(n){ : (9.15)
L
Kuna Xy on reaalne maatriks, siis tema transpositsioon vordne maatriksi X; Hermiti
transpositsiooniga, seega, kasutades tsirkulantmaatriksi lahutust omavaartuste ja omavektorite
kaudu avaldises (9.9) ning jattes kompaktsema kirjapildi huvides kirjutamata aega véaljendava indeksi
n, saame

1 FAMFE" :—1
M+L M+L

Eelneva vorrandi parem pool on saadud parast tavalise transpositsiooni ning seejarel Hermiti

X = FYAF (9.16)

transpositsiooni leidmist. Kuna nimetatud kaks operatsiooni on reaalsete maatriksite puhul
ekvivalentsed, saame parast kaht sellist operatsiooni maatriksi, mis on vérdne esialgse maatriksiga.
Anaoogiliselt leiame transponeeritud sisendsignaali tsirkulantse laiendi tarvis

L opart o1 pravE (9.17)

XI =
" M+L M +L

Kuna meie tsirkulantne maatriks omab md&dtmeid (M + L) x (M + L), siis on ka diskreetse Fourier’
teisenduse maatriksi F mootmeteks (M + L) x (M + L). Seega laheb meil algoritmi t6dks vaja
diskreetset Fourier’ teisendust, mille pikkus on vordne filtri koefitsientide arvu M ning signaali ploki
pikkuse L summaga.

Edasi asendame sisendsignaali maatriksi avaldise

1 |
X = 0 I JFYAF M 9.18
O 1] {} (9.18)
ja vastava transponeeritud sisendsignaali maatriksi
1 0
X' = I, Oy. JFrAr'F M 9.19
M + L [ M MXL] IL ( )

plokk LMS algoritmi vérranditesse (9.13), ning saame veavektori arvutamise vérrandiks

e(n)=d(n)—ﬁ[0w, L, ]FHAF{ 'LMM }W(n) (9.20)

ning adaptiivse filtri kaalude rekursiooniks
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1 Oy,

w(n+1)=w(n)+ u [, Oy JF"AMF| "M le(n) (9.21)
M +L I

Jargnevalt defineerime adaptiivse filtri kaalude vektori sagedusvallas kui diskreetse Fourier’

teisenduse nullidega laiendatud ajavalla kaalude vektorist, nii nagu ta figureerib veavektori

arvutamise vorrandis (9.20)

am:F&W}Wm) 0.22)

I M
} saame tulemuseks

M x 1 ajavalla kaalude vektori w(n) korrutamisel (L + M) x M maatriksiga |:
LxM

(L + M) x 1 vektori, mille esimesed M elementi langevad kokku vektori w(n) elementidega ning

viimased L elementi on nullised. Seet6ttu vGime sellist korrutamisoperatsiooni kasitleda kui kaalude

vektori tdiendamist nullidega. Kasutades tahistust (9.22), vdime veavektori leidmise vorrandi (9.20)

Umber kirjutada kujul

qmzam_MiLm 1F"Af(n) (0.23)

M }ning kasutame sagedusvalla

Kaalude rekursiooni (9.21) korrutame vasakult maatriksiga F{
LxM

kaalude tahistust valemist (9.22), saades tulemuseks sagedusvalla kaalude rekursiooni kujul

1 I Oy
f(n+1)=F(n)+ u Y F{OL“X”M }[I v Oy JFHAY F{ “I”L L}e(n) (9.24)

Valemid (9.23) ja (9.24) koos moodustavadki otsitud sagedusvalla adaptiivse algoritmi. Paneme
0
tahele, et veeruvektori korrutamine (L +M) x L maatriksiga { MXL} vasakult (nii nagu valemis (9.24)
L

on tehtud L x 1 vektoriga e(n)) annab tulemuseks vektori, mida on tipust laiendatud M nulliga.

|
Sagedusvalla kaalude rekursioonis esinevat maatriksit F{O M 1, 0, JF" kutsutakse tihti
LxM
gradiendi piiranguks. Vektori vasakult korrutamine sellise maatriksiga on ekvivalentne
operatsiooniga, mille kaigus arvutatakse koigepealt vektori diskreetne Fourier’ poordteisendus,
asendatakse tema L viimast elementi nullidega ning I18puks leitakse tulemusest diskreetne Fourier’
teisendus.
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Jata alles
L diskreeti

—| FFT | IFFT g

FFT Gradiendi piiranig
T (gradient constraint)

Vérdsusta L
diskreeti nulliga

Kaaskompleks

e e rno————— e - e v
A “ Lisa M nulli z

Joonis 56. Sagedusvalla adaptiivne algoritm

Joonis 56 kujutab asjatuletatud sagedusvalla adaptiivset algoritmi graafiliselt. Algoritm leiab iga L+M
diskreedi pikkuse sisendploki (millest M diskreeti kattuvad eelmises plokis sisaldunud diskreetidega)
diskreetse Fourier’ teisenduse. Leitud sisendsignaali diskreetne Fourier’ teisendus korrutatakse
sagedusvalla filtrikoefitsientidega f(n) leidmaks filtri valjundsignaali diskreetset Fourier’ teisendust
ning seejarel arvutatakse tulemusest diskreetne Fourier’ poordteisendus, st viiakse filtri
valjundsignaal ajavalda. Filtri valjundsignaalist jdetakse alles ploki pikkusele vastavad L diskreeti.
Seejarel leitakse veasignaal e(n), lahutades L diskreedi pikkusest soovitud signaali plokist d(n)
dsjaleitud filtri valjundsignaali ploki. Edasi lisatakse pikkusega L veasignaali plokile M nulli ning
tulemusest arvutatakse diskreetne Fourier’ teisendus, mis korrutatakse eelnevalt leitud
sisendsignaali diskreetse Fourier’ teisenduse kaaskompleksiga. KGrvalmarkusena nendime, et selline
operatsioon vastaks ajavallas signaalide korrelatsioonifunktsiooni arvutamisele. Edasi leiame
diskreetse Fourier’ poordteisenduse, mille viimased L elementi vordsustame nulliga ning leiame
tulemusest uuesti diskreetse Fourier’ teisenduse. Tulemi korrutame sammu suurusega [ ning liidame
olemasolevatele adaptiivse filtri koefitsientidele, saamaks kaale, mis tulevad kasutusele algoritmi
jargmisel sammul.
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Margime, et toodud adaptiivse filtreerimise tehnikal on mitmeid sarnasusi dikreetsete signaalide
filtreerimisega diskreetset Fourier’ teisendust kasutades, kus samuti tuleb dige tulemuse saamiseks
signaalidele sobivalt nulle lisada ning osast signaalielementidest loobuda [1, 9].

Kuna tuletasime oma sagedusvalla adaptiivse algoritmi plokk LMS algoritmist, asendades arvutused
ajavallas arvutustega sagedusvallas, siis on ka leitud algoritmi omadused vadga sarnased plokk LMS
algoritmi omadele. Tuleb valja, et sagedusvalla algoritmi omadusi on vdimalik oluliselt parandada,
normaliseerides vanadele kaaludele lisatavat liiget sisendsignaali vGimsusspektri hinnanguga.
Kasutades sellist normaliseerimist, saaksime uueks sagedusvalla kaalude rekursiooniks

1 | o Jo,.
f(n+1)=F(n)+ u v F{OL“X”M }[lM Oy FHAP 1(n)F{ “I”LL}e(n) (9.25)

kusjuures normaliseeriv maatriks P oleks diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil asuvad
sisendsignaali vGimsusspektri hinnangu diskreedid

P(n)=diag(R(n) R(n).-...R.w4(n)) (9.26)

ning need voib leida, keskmistades eksponentsiaalselt sisendsignaali diskreetse Fourier’ teisenduse
elementide mooduli ruute.

R(n)=AR(n)+ - 2)X,(n} (9.27)
Eelolevas valemis esinev konstant A tuleks valida vahemikus 0 < 4 < 1.

Paneme tdhele, et selline normaliseerimine sarnaneb nditeks Newton-Raphsoni algoritmis
eksisteeriva normalisatsiooniga. Vahe on selles, et kui Newton-Raphsoni algoritm (8.8) kasutas
normalisatsiooniks sisendsignaali korrelatsioonimaatriksit, siis siin kasutame sama efekti
saavutamiseks autokorrelatsioonifunktsiooni sagedusvalla ekvivalenti — vGimsusspektrit.
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Joonis 57. Normaliseeritud sagedusvalla adaptiivne algoritm

Joonis 57 kujutab normaliseeritud sagedusvalla adaptiivset algoritmi graafiliselt.

Naide

Vaatleme taas meile eelnevast tuttavat slisteemi identifitseerimise Ulesannet. Joonis 58 kujutab
nadites kasutatavat Ulesannet graafiliselt. Sisendsignaalina on kasutusel (ihikulise vdimsusega valge
mira, mis on filtreeritud labi filtri Glekandefunktsiooniga 1_[{%, kusjuures 8 = 0,1. Identifitseeritava
ststeemi tlekandefunktsioon on 1 — az™! + a?z72, kusjuures a = 0,2. Identifitseeritava slisteemi
valjundsignaalile lisandub valge mddtemira vdimsusega 63 = 107*. Identifitseerimiseks kasutatav
filter w koosneb M = 16 lilist ning ploki pikkuseks on L = 8.
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Joonis 58. Uuritav siisteem
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Joonis 59. Oppekdverad

Joonis 59 kujutab meie normaliseerimata (9.24) ja normaliseeritud (9.25) sagedusvalla algoritmide
Oppekdveraid. Vordluseks on toodud ka normaliseeritud LMS algoritmi dppekdver ning méétemiira
vOimsus. K&ik graafikud on keskmistatud (ile 100 realisatsiooni. Sammu pikkus u on valitud vordseks
Uhega. Nagu graafikult naha, koondub normaliseerimata sagedusvalla algoritm selles situatsioonis
aeglasemalt kui normaliseeritud LMS. See on tingitud algoritmi plokistruktuurist. Normaliseeritud
sagedusvalla algoritm koondub see-eest oluliselt kiiremini kui tlejadanud kaks algoritmi.

Oluline on tdhele panna, et diskreetse Fourier’ teisenduse arvutamiseks on vajalik signaali plokk
pikkusega L diskreeti, mis tuleb enne iga ploki tootlemist kokku koguda. Seega toob selline
sagedusvalla algoritm sisse ajalise viite, mis on vordne ploki pikkuse ehk L diskreediga. Taoline viide ei
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kujuta paljudes rakendustes endast mingit probleemi, kuid ei ole aktsepteeritav mitmete
siderakenduste, naiteks kajakorvaldajate, korral.

Arvutuslik keerukus

(M + L)-punktise diskreetse Fourier’ teisenduse leidmiseks kulub juhul, kui arvutusteks kasutada
mond kiire Fourier’ teisenduse algoritmi [9] O((M + L) log2(M + L)) aritmeetilist operatsiooni. Siin
oleme eeldanud, et (M + L) on mingi kahe aste, kuna just sellise pikkusega signaalide jaoks
eksisteerivad koige efektiivsemad kiire Fourier’ teisenduse algoritmid.

Algoritm vajab iga pikkusega L signaaliploki to6tlemiseks kolme diskreetset Fourier’ teisendust, kahte
poordteisendust, kahte pikkusega (M + L) vektorite elemendikaupa korrutamist, ihte pikkusega L
vektorite lahutamist ning lineaarse keerukusega normaliseerimisoperatsiooni (jagamist). Seega on

algoritmi  kogukeerukus  O((M + L)log,(M + L)) aritmeetilist operatsiooni pikkusega L

(M +L)

signaaliploki kohta vdi siis vastavalt O(T IOQZ(M + L)J aritmeetilist operatsiooni diskreedi
kohta.

Praktikas valitakse sageli to6deldava signaaliploki pikkus L vordseks filtri pikkusega M, seega L = M.

Sellise valiku korral saame algoritmi keerukuseks O(210g,(2M )) aritmeetilist operatsiooni

diskreedi kohta. Pikkade filtrite puhul annab see vdiksema keerukuse kui LMS, mis maéletatavasti
vajas O (M) aritmeetilist operatsiooni diskreedi kohta.

Piiramata gradiendiga algoritm
Moned autorid [13] on soovitanud algoritmi arvutusliku keerukuse edasiseks vahendamiseks jatta

|
sagedusvalla kaalude rekursioonist (9.25) &ra gradiendi piirangu F{O}[I O]FH ning kasutada

lihtsustatud algoritmi kujul

e(t)=dt)- M1+ -0 1F*AT()

He+ 1) = F(0) + P A" Fme(t)

(9.28)

Sellist modifikatsiooni kutsutaksegi piiramata gradiendiga sagedusvalla adaptiivseks algoritmiks.
Sisuliselt asendab piiramata gradiendiga algoritm lineaarse korrelatsiooni kaalude rekursioonis
tsirkulaarse korrelatsiooniga. Tuleb markida, et selline operatsioon ei ole teoreetiliselt hasti
pohjendatav, saadav algoritm vdib tootada hasti mdningates Ulesannetes, halvemini teistes ning
seega nduab ta enne kasutamist vaga hoolikat testimist just vajalikus kontekstis.

Sagedusvalla algoritmid koonduvuse Kiirendamiseks

Uleminekut sagedusvalda on vdimalik kasutada adaptiivse algoritmi koonduvuse kiirendamiseks,
arvutusvGimsuse vahendamist taotlemata. Taoliste algoritmide positiivseks kiljeks on ajalise viite
valtimine. Sellised algoritmid lahutavad diskreetset Fourier’ teisendust kasutades sisendsignaali
kanalitesse ning rakendavad igas kanalis lihtsat Ghe koefitsiendiga adaptiivset algoritmi. Kanalite

94



valjundsignaalid summeeritakse, saamaks adaptiivse filtri valjundsignaali. Olgu meil kasutusel
N-punktiline libisev diskreetne Fourier’ teisendus, mis produtseerib meile N spektri vaartust Xi(n), i =
0,..., N-1 iga sisendsignaali diskreedi kohta. Paralleelsed adaptiivsed algoritmid rakendatakse seejarel
spektrikomponentidele Xj(n), tdlgendades neid kui sisendsignaale. Matemaatiliselt voime sellise
adaptiivse filtri (parast libisevat diskreetset Fourier’ teisendust) vorrandid ules kirjutada kui

N-1

e(n)= d(n)_zwi (n)xi(n)

i= (9.29)

Wi (I’l +1) =W, (n)"‘ Hi Xi*(n)e(n)

kusjuures u; on sammu suurus i-ndas kanalis, mis valitakse poordvordelisena vdimsusega antud
kanalis.

Sisend x(n)

71 z-1 br---- —> -1

Joonis 60. Libiseval diskreetsel Fourier’ teisendusel p6hinev adaptiivne filter

Joonis 60 kujutab libiseval diskreetsel Fourier’ teisendusel pdhinevat adaptiivset filtrit graafiliselt.
Ndeme, et filtri véaljundsignaali formeerimiseks liidetakse kokku ko&ikide adaptiivsete filtrite
valjundsignaalid ning veasignaali formeerimiseks lahutatakse tulemus soovitud signaalist. Selliselt
saadud veasignaaliga adapteeritakse k&iki paralleelseid filterid. Selline konstruktsioon on vdimalik,
kuna iga diskreetse Fourier’ teisenduse komplekssest eksponendist baasfunktsiooni st maatriksi F iga
rida, voime kasitleda, kui fikseeritud filtri impulsskarakteristikut

—j2z(N-t)m/

_j2mm
h(m)=|1,e gt , e, € N1, Ning libisevat diskreetset Fourier’ teisendust

95



N-1 : _j27zim

X(m)=zx(')€‘ N, m=0,..,N-1 (9.30)
i=0

vOime vastavalt kasitleda kui paralleelselt (ihendatud filtrite patareid impulsskarakteristikutega

h.(n)=e2™N  n=0,.,N-1 (9.31)

10 T T T

H [dB]
f
[=]

T

i,

0 05 1 15 2
Namalieritud sagadus

Joonis 61. Filtrite 0 ja 4 iilekandefunktsioonid
Filtrite Glekandefunktsiooni leiame kui z teisenduse tema impulsskarakteristikust, saades

Hm(z)zg‘j.e—jZ;rmi/Nz—i (9.32)
i=0

Edasi paneme tahele, et meie llekandefunktsiooni valem kujutab endast N liikme geomeetrilist
summat, mille vdime arvutada kui

1 (g-i2zmiN 51 N
Hm(z): 1Ee—j27rm/NZ—l) 9-33)

kuid kuna kompleksne eksponent 2m-kordsest argumendist on vGrdne (hega, saame I6plikuks
tulemuseks

1-z27" 9.34
Hm(z):W (9:34)
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Paneme tahele, et saadud llekandefunktsiooni lugeja on kdikidele kanalitele Ghine ning kanalid

j2zm/N

erinevad ainult nimetajas oleva koefitsiendi e~ poolest.

A\

W —e 2™V A

Joonis 62. Patarei filter

Joonis 62 kujutab seda osa kanali m filtrist, mis eristab antud kanalit k&ikidest teistest. Tahistame

selle
A,(2)= S S— (9.35)
1_e—12;zm/NZ—l
siis
1-z7N B
Hm(Z):W:(l—Z N)Am(Z) (936)

Joonis 63 kujutab sellist rekursiivseid filtreid kasutavat adaptiivset filtrit graafiliselt. Paneme tahele,
et filtreerimine labi kdigile kanalitele Ghise filtri 1 — z~" toimub (ihe korra, parast mida jagatakse
signaalid kanalitesse. Igas kanalis toimub seejarel filtreerimine individuaalse filtriga A4,, (z).
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Sisend x(n)

i

1-zN

|

Ao(2) An.1(2)
Xo(n) Kn-1(N)
on) | ——————. W (4(n)

Joonis 63. Rekursiivseid filterid kasutav adaptiivne algoritm
Loppsona

Kirjutada voiks veel paljudest huvitavatest asjadest, kuid kuna aeg selleks t66ks on projekti peatse
I6ppemise tdttu otsas, siis piirdun sellega, mis hetkel kirjas. Loodan, et huvilistel on sellest ka kasu.
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