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Mente et manu

Kénesolev 6pik on moeldud kasutamiseks TTU ehituse, EMU maaehituse, EKA
arhitektuuri ja TKTK ehituse erialade iiliopilastele.

Opiku 16pus on viited GNU Octave’is* kirjutatud programmidele, mille loetelu al-
lalaadimiseks on toodud lisas I 1k 717. Need programmid on koostatud iiliopilastele ene-
sekontrolliks, et kontrollida nendele kisitsi lahendamiseks antud iilesandeid . Néiteks
raami lahendamisel joumeetodiga saab kontrollida joumeetodi kanoonilise vorrandisiis-
teemi kordajaid, momente ja poikjoude raami varrastes.

Need GNU Octave’is kirjutatud programmid on kaitstud GNU iildise avaliku litsent-
siga® 4, et tagada teile vabadus jagada ja muuta vaba tarkvara. Réikides vabast tark-
varast peetakse silmas vabadust, mitte hinda.

Opiku elektroonilisel variandil DVD-1 voi milupulgal ® on lisatud GNU Octave'is kir-
jutatud programmid, ekraanivideod, slaidid ja sonastik °. E-opik on internetis 7. Opiku
elektroonilise variandi DVD ISO-tommise saab alla laadida aadressilt ©.

Olenevalt kasutatavast operatsioonisiisteemist ja andmekandjast (DVD v6i mélu-
pulk) tuleb valida opiku elektroonilise variandi nimi:

faili nimi operatsioonisiisteem baas URL
e opik_eme_D.pdf — Windows - file:///D:/
e opik_eme_E.pdf — Windows - file:///E:/
e opik_eme_Z.pdf — Windows - file:///Z:/
e opik_eme_cdrom0.pdf - Linux - file:// /media/cdrom0/
e opik_eme.pdf — Linux - file:///media/E_OPE/
e Ehitusmehaanika.html — x internet °

Numbrilisteks arvutusteks tuleb installeerida '’ GNU Octave. Kui niiidata tee nende pro-
grammideni, siis GNU Octave loeb neid programme ja funktsioone DVD-It voi mélupul-
galt.

GNU Octave’i kasutamisel peab arvestama, et kiimnendkoha mérkimiseks kasu-
tatakse punkti. Nii on arvutuspéevikutes kiimnedkohad arvus eraldatud punktiga.

http://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Octave

2. /ylesanded.pdf
3http://hasso.linux.ee/doku.php/eesti:litsentsid:gpl
‘http://www.gnu.org/licenses/

®./MaluPulk.html

6./sonastik_ehmeh.pdf

"http://digi.lib.ttu.ee/
8http://www.e-ope.ee/repositoorium?@=6wugb#euni_repository_10890
http://www.e-uni.ee/e-kursused/ehitusmehaanika/Ehitusmehaanika.html
10 /octaveProgrammid/EME_octaverc.txt
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Selles 6pikus on kasutatud triikises [Rii75] avaldatud médranguid. Opikus on GNU
Octave’iga lahendatud iilesandeid vorreldud olemasolevatega. Markused on lisatud vas-
tavate iilesannete juurde.

Opikus on algupérane 14. peatiikk ,Rajaelementide meetod” (lk 383), kus on vélja

tootatud arvutusmeetod — EST-meetod. EST-meetodi kasutamist teist jarku teoorias
on késitletud jaotises 1k 592.
EST-meetodis (vt lk 384) [Lah97a], [Lah97b],[Lah98a], [Lah98b] kasutatakse Cauchy
algparameetrite meetodit sarnaselt rajaelementide meetodiga. Algparameetrite mee-
todit on kasutatud iilekandemaatriksmeetodina (sks U bertragungsverfahren) (ingl trans-
fer matriz method). Ulekandemaatriksmeetodis olid iihe elemendi 16pu suurused (siir-
ded, kontaktjoud) teise elemendi alguse suurused [LT80], [PL63]. Konstruktsioo-
ni arvutamisel liiguti maatriksite korrutamisega edasi, kuid peagi selgus, et korru-
tamisel viga kasvas ja selle meetodi kasutamisest loobuti. Seega nimetus ,iilekande-
maatriksmeetod” oli kasutusel. EST-meetodis koostatakse skaleeritud vorrandisiisteem
varraste tlekandemaatriksite, varraste siirete pidevustingimuste, solmede tasakaaluvor-
randite ja toetingimuste alusel. Varraste siirete pidevustingimuste kirjeldamine on sar-
nane joumeetodis iihikepiiiirides jou- ja momendipaari valimisega. Solmede tasakaalu-
vorrandite koostamine on sarnane deformatsioonimeetodis solmede tasakaaluvorrandite
koostamisega. Selliselt koostatud vorrandisiisteem on suur. Enamik vorrandisiisteemi
kordajatest on nullid (vidhem kui 5% on nullist erinevaid kordajaid). See ajendab kasu-
tama horedaid maatrikseid. Horedate maatriksitega tutvumiseks on koostatud lisa B 1k
647. Horedate maatriksite kasutamiseks on koostatud hulk GNU Octave’iss kirjutatud
funktsioone, mis on toodud lisas I 1k 717.

EST-meetodi kasutamise kohta on koostatud staatiliselt mddramatu raami arvu-
tamise néited: nédide 14.2 lk 407, nédide 14.3 lk 419, néide 14.4 lk 425. Nendes néidetes
on iiksikasjalik selgitus horedate maatriksite kasutamise kohta. Vorreldakse tulemuste-
ga, mis on saadud joumeetodiga.

Staatiliselt mddramatu tala arvutamise ndide EST-meetodiga: nédide 14.5 lk 437.
Kolmeliigendiga raami arvutamise ndide EST-meetodiga: nédide 14.6 1k 445.
Mitmesildelise tala arvutamise ndide EST-meetodiga: ndide 14.7 lk 453.

EST-meetodi kasutamise kohta teist jarku teoorias on koostatud néide 16.9 lk 592.

Selles néites kasutatakse horedaid maatrikseid.

Téanan keeletoimetajat Mari-Ann Tamme.

Piithendan raamatu oma abikaasa Lilja mélestusele, kes oli opiku kirjutamisel mulle
abiks ja toeks.

Andres Lahe,
»Aasta e-kursus 2006” —loe lk 4, 1k 8 Teen seda koike enda roomuks”
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1. Sissejuhatus

Ehitis peab olema otstarbekas, tugev ja piisiv ning kaunis. Ehitusinseneri iilesandeks
on tugeva ja piisiva ehituskonstruktsiooni projekteerimine. Ehitusmehaanika on ehi-
tuskonstruktsioonide tugevuse ja piisivuse kontrollarvutuse vahend. Ehitusmehaanika
meetodite valdamine eeldab matemaatilist ja ruumilist motlemist. Arvutite kasutamine
eeldab ka arvutusmehaanika ja programmeerimise aluste tundmist.

Ehituskonstruktsioone arvutatakse piirseisundi jargi. Purseisund on seisund, mille
iiletamisel konstruktsioon ei rahulda sellele esitatavaid noudeid. Ehituskonstruktsioone
projekteeritakse pohiliselt kahe piirseisundi jargi:

e kandepiirseisund — seisund, mille iiletamisega kaasnevad konstruktsiooni kahjus-
tused voi purunemine

o kasutuspiirseisund — seisund, mille iiletamisel konstruktsioon voi tema osa ei ole
enam suuteline taitma ekspluatatsiooninoudeid.

1.1 Ulesanded ja eesmirk

Konstruktsiooni arvutamisel kandepiirseisundi jérgi tuleb kontrollida:
e konstruktsioonielemendi painde-, tombe-, notkevoimet jne
e konstruktsiooni kui terviku voi selle mis tahes osa staatilist tasakaalu
e konstruktsiooni stabiilsuse kadu
e konstruktsiooni purunemist plastsete deformatsioonide tulemusel.
Konstruktsiooni arvutamisel kasutuspiirseisundi jérgi tuleb kontrollida:

e deformatsioone ja siirdeid, mis halvendavad konstruktsioonide kasutust.

Ehitusmehaanika tilesandeks on:

e anda vilismojude pohjustatud sisejoudude, siirete, omavonkesageduste arvu-
tamise arvutusmeetodid ja eeskirjad

e anda konstruktsioonidele otstarbekohane kuju.
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1.2 Eeldused ja printsiibid

Ehitusmehaanika on teadus, mis uurib konstruktsioonide kandevoimet olenevalt ehitus-
materjalide fiitisikalistest omadustest. Ehitusmehaanika lahtub jargmistest eeldustest:

e materjal on elastne

e materjal on homogeenne, st materjali koikides punktides on fiiiisikalised omadused
ithesugused

e materjal on isotroopne, st koikides sihtides iithesuguste elastsusomadustega
e kehtib Hooke’i seadus: deformatsioonid elastses kehas on vordelised koormusega
e konstruktsioonielementide siirded on vorreldes elementide mootmetega viikesed.

Kui kehtib Hookes seadus ja elementide siirded on suhteliselt véikesed, siis voib raken-
dada joudude maoju soltumatuse printsiipi (superpositsiooniprintsiip'): konstruktsioonile
mojuvate joudude siisteemi pohjustatud sisejoud ja deformatsioonid vorduvad iga jou
poolt eraldi pohjustatud sisejoudude ja deformatsioonide algebralise summaga.

1.3 Varrassiisteemide koht mehaanikas

Mehaanika on teadus, mis késitleb vedelike, tahkete kehade ja gaaside liitkumist (paigal-
seisu) neile rakendatud joudude mdjul. Klassikaline mehaanika uurib makrokehade
paigalseisu ja liikumist valguse kiirusest tunduvalt viiksemate kiiruste juures. Val-
guse kiirusele ldhedaste kiiruste ja mikroosakeste puhul rakendatakse relativistlikku
mehaanikat ja kvantmehaanikat.

Vaatleme klassikalist mehaanikat ja nimetame seda lithiduse mottes mehaanikaks.
Varrassiisteemide mehaanika koha méa#dramiseks votame aluseks moisted objekt, omadus
ja meetod (vt joonis 1.1).

Mehaanika iiheks objektiks on tahked kehad. Tahkeid kehi voib liigitada nende geo-
meetriliste ja fiitisikaliste omaduste jirgi. Uheks geomeetriliseks omaduseks on kuju.
Geomeetrilise kuju (omaduse) jargi on tahked kehad vardad, plaadid ja koorikud ning
massivid. Fitsikaliste omaduste pohjal rédgitakse elastsetest, plastsetest, viskoelast-
setest jne kehadest.

Abstraktsioonina loetakse tahket keha monikord jédigaks, vahel vaadeldakse jéika
keha masspunktina.

Mehaanikaobjektide liikumise kirjeldamiseks ja nende omaduste uurimiseks kasu-
tatakse teooriaid, mida voib liigitada selle jéargi, missuguse omaduse nad seavad esiko-
hale (fookusesse). Fiiisikaliste omaduste uurimisega tegelevad elastsusteooria, plast-
susteooria, viskoelastsusteooria (vt joonis 1.1). Abstraktse jdiga keha liikumist uurib
teoreetiline mehaanika.

Lsuperpositsiooniprintsiip — mitme maju resultaat on iiksikmojude resultaatide summa.
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Objekt Arvutusmehaanika Arvutusmatemaatika
(meetodite jirgi) Informaatika

[Omadus | [Meetod |

MEHAANIKA
| Geomeetriline| | Fiiiisikaline|
Hiidromehaanika Tahke deformeeruva Aero- ja gaasimehaanika
keha mehaanika

|Geomeetriliste omaduste jargi Fiiiisikaliste omaduste jargi
Vardamehaanika Elastsusteooria
Varrassiisteemi mehaanika Viskoelastsusteooria
Plaadi- ja koorikumehaanika Termoelastsusteooria
Massiivimehaanika Plastsusteooria
Masspunkti mehaanika Jaiga keha
Masspunktide siisteemi mehaanika mehaanika

Joonis 1.1. Varrassiisteemi koht mehaanikas

Tahke keha geomeetrilisi omadusi uurivad vardamehaanika, wvarrassisteemi
mehaanika, plaadi- ja koorikumehaanika ning massiivimehaanika (joonis 1.1).

Vardamehaanikas on kasutusel jirgmised teooriad: Bernoulli? vardateooria, Navier™
vardateooria, elastsusteooria, viskoelastsusteooria jne. Edaspidi vaatleme pohiliselt
Bernoulli vardateooriat, mida késitleti tehnilises mehaanikas (tugevusopetuses).

[ga teooria kasutab objektide (kehade) liikumise ja nende omaduste uurimiseks kind-
lapiirilisi uurimisviise ehk meetodeid. Varrassiisteemi sisejoudude ja siirete arvutamiseks
kasutatavaid arvutusmeetodeid voib jagada graafilisteks ja numbrilisteks meetoditeks.
Graafilistest meetoditest voib nimetada

e Maxwelli-Cremona diagrammi

e jou- ja noorhulknurga diagrammi [R&464]

e Culmanni meetodit.

Numbrilisi meetodeid varrassiisteemi sisejoudude ja siirete arvutamiseks jagatakse

omakorda klassikalisteks ja maatriksmeetoditeks. Klassikalistest analiiiitilistest mee-
toditest voib nimetada

2 Jacob Bernoulli, §veitsi matemaatik, 1655-1705.
3 Louis Marie Navier, prantsuse insener ja fiiiisik, 1785-1836.
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loikemeetodit tasakaaluvorrandite koostamiseks

e energiaprintsiipe

joumeetodit

deformatsioonimeetodit, millest on vélja arenenud loplike elementide meetod

piirkoormuste méiramist

e Crossi meetodit (momentide jaotamise meetodit) [RA464].

Arvutite kasutuselevotmisega arendati klassikalised meetodid maatrikskujule. Need
maatriksmeetodid on esitatud W. B. Kritzigi opikutes [KW90], [Krd91b]. Maatriksmee-
todite hulka arvatakse ka

e loplike elementide meetod, mis pohineb deformatsioonimeetodil
e rajaelementide meetod, mis rajaneb integraalvorranditel

e vorgumeetod.

1.4 Sise- ja rajajoud

Tehnilises mehaanikas (tugevusopetuses) kasutusel olevad sisejoudude moisted on
toodud joonisel 1.3.

Tahke keha sisejoududena moistame joudusid keha osade wvahel, mis sdilitavad
keha terviklikkuse ja annavad talle iseloomuliku mahu- ja kujukindluse moodukate
valisjoudude maoju all [Jir85].

Sisepinna® vastaspooltel olevad sisejoud (joonis 1.2) on alati arvuliselt vordsed ja
vastassuunalised (joonis 1.4 a)).

Sisepind

Joonis 1.2. Sisejoud varda sisepinnal

4Sisepind — pind, mille kdik punktid on sisepunktid [Tam03].
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Rajapinna’ vilimisel poolel mojuvad rajajoud on toereaktsioonide ja naaberosade
moju kirjeldavate joudude (joonis 1.4 b)) (kontaktjoudude) iildnimeks. Varda toereakt-
sioonid on néidatud joonisel 3.1 lk 80. Kontaktjoud on ndidatud joonisel 3.2 , Kontakt-
joud ja liigendid” (lk 82).

S Prinkus Sisejoud | Ristloike | Elastsus- | Deformatsiooni-
ooselsun [MR95] [MR96] jaikus seosed | energia [MRIG]
Pike Pikkeprinkus Pikk
\ N A= % Pikkejoud "a'liktfs_ N = dUyx = 1 N)dz
1 I=] a-a N : EA i
dx du .. EA
siin A = Au
PaAinde Paindeprinkus . .
) q’yM S Paindemo- Painde- M —
My /ST My o & ment jaikus L o, |20 = M by da
( N =7 M, El, vy

L)
1 ax siin ¥ = Ay,
Loige

Loikeprinkus
9, xPx 10 B = Poikjoud Lotke- Qz =
TZ L] l z —Br = 5= 0 jaikus GAZ 3 dUq = 3Q.B.dx
S< o dwg siin z GA,.q rediz
3 B, = AwQ
Vidndeprinkus
Vadne do ! :%ﬂ Viaidndemo- | Védnde- M. —
ﬁo K) g0 ment jiiikus arg | AUy =3 Moda
M L M, GI, ¥
X[ Mx | siin © = Ay,
Joonis 1.3. Varda téoseisundid
1.5 Loikemeetod [slaidid] [ekraanivideo]

Sisejoudude madramiseks kasutatakse loikemeetodit. Selle meetodi aluseks on toekspi-
damine, et tasakaalus kehast motteliselt viljaloigatud osa on ka tasakaalus [Jiir85] lk
12 (djvu lk 8). Loikemeetodi eesmirk on keha (stisteemi) osadeks jaotamisega muuta
sisejoud vaadeldava osa suhtes viliseks jouks, et nende méaaramiseks rakendada tasakaa-
lutingimusi.

Shttp://staff.ttu.ee/ itammeraid /matan2.pdf#page=9


http://www.e-uni.ee/e-kursused/ehitusmehaanika/L6ikeMeetod_ja_VirtuaalsiiretePrintsiip.html
./videod/...html
http://staff.ttu.ee/~itammeraid/matan2.pdf#page=9
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a) Sisejoud lahtildikamata vardas on arvuliselt vordsed kontaktjdududega

Sisejoudude suunad méaaratakse margireeglitega

Hil' NHLHHQL'

Sisejoud

b) Vélisjoud

ST o) onmors g, LH

N, NpQp )i
=l - H— -

1 1 1 1 1 M, Kontaktpind

..... DT I Y T

Qa K ontaktjoud — Qb Kontaktjoud
. . . Sisejoud - . .
Loikepinnal mojuvad joud Loikepinnal mojuvad joud
on naaberosa moju ja ei on naaberosa moju ja ei
ole sisejoud ole sisejoud
Xq |
Xp

Joonis 1.4. Loikepinnal mojuvad joud ja sisejoud

Vaadeldavale, kehast véljaloigatud osale mojub joudude siisteem, milles tuntud
viilisjoudude korval rakendatakse loikepinnale 'naaberosade moju kirjeldavad joud’®,
16ikes a joud N,, Q., M, ja loikes b joud Ny, Qp, M, vt joonis 1.4 b)). Lahendades
need taskaaluvorrandid voime réaikida, et leidsime sisejoud N, Q, M. Siinjuures peame
silmas, et ldikepindadele rakendatud joud on vordsed sisejoududega (joonis 1.4 a)).

Loikemeetodil on palju iihist sidemetest vabastamise printsiibiga. Kui loikemee-
tod kujutab ette elementidest koosneva konstruktsiooni ,lahtimonteerimist” (joonis 3.2
,Kontaktjoud ja liigendid” lk 82, Gerberi tala naaberosadevahelised joud on niidatud
joonisel 4.6 1k 96), siis sidemetest vabastamise printsiip kujutab tervikliku konstrukt-
siooni ,lahtiloikamist” ja nende moéju asendamist reaktsioonijoududega (joonisel 3.1
,Toed ja toereaktsioonid” lk 80). Printsiip ja meetod taotlevad iihist eesmérki — ke-
ha (siisteemi) jaotamisega osadeks muuta sisejoud siisteemivéiliseks jouks, et nende
médramiseks rakendada tasakaalutingimusi [Jiir85] lk 12 (djvu lk 8).

Loikemeetodi rakendamisel sisejou muutmisel siisteemiviliseks jouks tehakse vahet
vélisjou ja naaberosa moju vahel (joonis 1.4 b)).

Varda naaberosi iithendavad joud (sks Verbindunskrifte”) teostavad vilisjoudude
staatilist {ilekannet®. Terves vardas on nende iihendavate joudude resultant null
(joonis 4.6. lk 96). Sellieid staatiliselt {iilekannet tegevaid joude nimetatakse ka
kontaktjoududeks® *°.

6Samaviirsed moisted on: 'naaberosade mdju kirjeldavad joud’, ’16ikepinnal mojuvad joud’, 'varda
otstes mojuvad joud’, 'kontaktjoud’.

"http://www.ki-smile.de/kismile/view70,8,551.html

8http://de.wikipedia.org/wiki/Kraftiibertragung

9kontaktjoud — mottelise loikega kehast eraldatud osade vaheline joud (Rohusaar, 2005) (http:
//ekool.tktk.ee/failid/E/objekt/11/teh_meh_pohialused/jud.html)

Ohttp://books.google.ee/books?id=g6PVRSgdbVoC&pg=PA178&Ipg=PA178&dq=Kontaktkraft+
Gerber+Kontakt&source=bl&ots=BIx Y Lz_-XR&sig=hjzNckjO-44Xb5buwh-EnciUTho&hl=et#v=


http://www.ki-smile.de/kismile/view70,8,551.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Kraft�bertragung
http://ekool.tktk.ee/failid/E/objekt/11/teh_meh_pohialused/jud.html
http://ekool.tktk.ee/failid/E/objekt/11/teh_meh_pohialused/jud.html
http://books.google.ee/books?id=g6PVRSgdbVoC&pg=PA178&lpg=PA178&dq=Kontaktkraft+ \Gerber+Kontakt&source=bl&ots=B9xYLz_-XR&sig=hjzNckjO-\unhbox \voidb@x \hbox {44Xb5buwh-EnciUTho&hl=et#v=} \onepage&q=Kontaktkraft Gerber Kontakt&f=false
http://books.google.ee/books?id=g6PVRSgdbVoC&pg=PA178&lpg=PA178&dq=Kontaktkraft+ \Gerber+Kontakt&source=bl&ots=B9xYLz_-XR&sig=hjzNckjO-\unhbox \voidb@x \hbox {44Xb5buwh-EnciUTho&hl=et#v=} \onepage&q=Kontaktkraft Gerber Kontakt&f=false
http://books.google.ee/books?id=g6PVRSgdbVoC&pg=PA178&lpg=PA178&dq=Kontaktkraft+ \Gerber+Kontakt&source=bl&ots=B9xYLz_-XR&sig=hjzNckjO-\unhbox \voidb@x \hbox {44Xb5buwh-EnciUTho&hl=et#v=} \onepage&q=Kontaktkraft Gerber Kontakt&f=false
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Virtuaalsiirete printsiip
Edaspidi rakendame to6de kirjeldamisel deformeeruvale varda elemendile virtuaalsiirete

printsiipi, mis saadakse energiateoreemist [ArgH4]
W, + W, +W, =0 (1.1)

kus W, on kontaktpinnal olevate joudude t66, W, — sisejoudude t66 ja W, — vélisjoudude
t0O0.

Virtuaalsiirete printsiibi rakendamise néide pikke elemendile on esitatud avaldisega (1.8)
ja tala elemendile avaldisega (D.36).

Siin kirjeldatakse kehast véljaloigatud osa juures kolme liiki joudusid (joonis 1.4
b)): l6ikepinnal mojuvad joud (sks Schnittgrifien), sisejoud (sks Innere Kraftgrofien) ja
vilisjoud (sks Aufere Kraftgrifien) [Dinll] 1k 34, [KW90].

Energiateoreem on ehitusmehaanika, 1oplike elementide meetodi ja rajaelementide
meetodi metoodiline pohitooriist [1], [3], [4]. Energiateoreem [KW90] ' 1% 1k 56, aitab
kirjeldada vélis-, sise- ja rajamuutujaid.

Kontaktjoududele vastavad siirded on joonisel 3.2 | Kontaktjoud ja liigendid” (1k 82).
Toereaktsioonidele vastavad siirded on joonisel 3.1 Toed ja toereaktsioonid” (lk 80).
Toereaktsioonide ja kontaktjoude iildnimeks on rajajoud ja nendele vastavate siirete
iildnimeks rajasiirded.

Edaspidi nimetame 16ikepindu kontaktpindadeks (vt kontaktpind [MR9I6] lk 9) ja
nendele rakendatud naaberosade moju kontaktjoududeks.

Ehitusmehaanikas tehakse vahet sisejoudude t66l Wy ja deformatsioonienergial U
ehk potentsiaalenergial II. Deformatsioonienergia U > 0 on alati positiivne, kuid sise-
joudude t66 £W; voib olla nii positiivne kui ka negatiivne. Néiteks siirete arvutamisel
Mohri integraalis (7.13) voib pikijou N t66 iihik koormusolukorra pikkuse muudul
dA (z), paindemomendi t66 iihik koormusolukorra paindenurgal d¥ (z) ja poikjou t66
ithik koormusolukorra lihkel dB (z) (vt [MR95] 1k 38) olla nii positiivne kui ka nega-
tiivne. Siirde mérk (siirde suund) soltub sisejoudude t66 mérgist.

Lisaks eelnimetatutele kasutatakse loikepinnal olevate joudude iseloomustamiseks
jargmisi eestikeelseid nimetusi:

e Vaadeldavale kehast véljaloigatud osale mojub joudude siisteem, milles tuntud
vilisjoudude korval rakendatakse loikepindadele tundmatuid joude asendamaks
lahtiloikamata keha vastavaid sisejoudusid. Loikepindadel mojuvad tundmatud
joud, mis on wordsed sisejoududega, méadratakse vaadeldava osa tasakaa-
lutingimustest [Jir85] 1k 12 (djvu lk 8)
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N

Lx ! \kontaktjoud
TTT——=x=b

Joonis 1.5. Sisejoud ja kontaktjoud

e ... naaberosa moju sellele eraldatud elemendile asendatakse joududega, mis
arvuliselt on vordsed terve varda nendes loigetes esinevate sisejoududega. Eral-
datud elemendi suhtes mojuvad need joud vélisjoududena (wdiliste joududena)
[R&475] 1k 317 (djvu 1k 160).

Jarnevalt vaatleme mehaanika energiateoreemi pikkel. Rajajoudude moiste selgita-
miseks kirjutame pikijou diferentsiaalseose
Rajajoudude moiste selgitamiseks kirjutame pikijou diferentsiaalseose

dN,
dx

= —q, (x) (1.2)

ehk

51<EA§Q::—%00 (1.3)

Korrutame avaldise (1.3) voimaliku siirdega @ ja integreerime iile pikkuse

b d du b
2 (EaA™) g :—/ (2) i 1.4
/a T < dm) udz ) ¢ (v) udx (1.4)

Mehaanikas eristatakse kolme liiki siirdeid: woimalikud siirded, tegelik siire ja wvir-
tuaalsiirded [[K .Kenk ja J.Kirs. Siirete klassifikatsioon]'®. Voimalikeks siireteks an-
tud asendist nimetatakse siirdeid, mis on kooskolas sidemetega. Voimalikke siirdeid on
enamikul juhtudel lopmata palju. Tegelik siire on iiks voimalikest ja nimelt see, mis
realiseerub rakendatud joudude toimel.

Juhul kui sidemed on statsionaarsed, siis virtuaalsiirete klass {ihtib voimalike siirete
klassiga ja tegelik siire on iiks virtuaalsiiretest.

Varrassiisteemi virtuaalsiirdena moistame sidemete poolt voimaldatud véikese lop-
liku liikumise tulemust, mis ei muuda mérgatavalt varraste vastastikust asendit ega
nende asukohti aluse suhtes [J{ir85].

1333. Jou virtuaaltés. Virtuaalsiirete printsiip (Insenerimehaanika alused).
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Vorrandi (1.4) parempoolne liige véljendab véliskoormuse ¢, tood W, siirdel 4. On
voimalik néidata, et koondkoormuse F,; t66 varda telje punkti ¢ siirdel 4; on F;u;.
Seega,

b
W, = / ¢ (x) udx + Fypa; (1.5)

Vorrandi (1.4) vasakpoolset avaldist integreerime ositi valemi

b b
/ udv = uv |} —/ vdu (1.6)

jargi, vottes u ja dv jargmiselt:

bd (. du
i — (EA
/\u/d ( dx)d

dv
saame avaldise
b du B dul ., du\ du
/a ad (EAdx> - (EAdx> il —/a <EAdx> o da (1.7)
~— \—/—’
N, Ne A

Vorrandi (1.7) parema poole esimene liige viljendab rajajoudude ](\_f; tood W, ra-
jasiiretel . Vorrandi (1.7) parema poole teine liige kirjeldab sisejoudude t6od W.
Vottes arvesse vélisjoudude t66 avaldise (1.5) ja rajajoudude t66 avaldise (1.7), voib
integraali (1.4) kirjutada kujul

<~ b N b

Nma|g—/ Nx)\d:)s+(/ ¢ () id + Fogii ) = 0 (1.8)
N~ a a

Wr Wi W,

Avaldis (1.8) véljendab energiateoreemi pikkel. Rajajoudude, sisejoudude ja vilisjoudude
todde summa on null. Kui rajajoudude t66 on null, siis vélis- ja sisejou to6d on vordsed
ning vastasmérgilised. Avaldises (1.8) on sisejoudude t66 miinusmérgiga. Vardame-
haanikas vaadeldakse sisejoudude t66d W kui integraali pikijou NV (x) ja prinkuse A (x)
korrutisest. Sellise korrutise puhul rédgivad matemaatikud funktsioonide skalaarkor-
rutisest Hilberti'* ruumis. T66 ja energia moisteid ehitusmehaanikas ja loplike elemen-
tide meetodis kéisitles John Argyris'® oma energiateoreemides [Argh4].

Nagu selgub avaldisest (1.7), on rajajoudude moiste iildisem kui toereaktsioonide
(joonis 3.1) ja kontaktjoudude moiste. Rajajoudude ja vilisjoudude olemused on erine-
vad.

Rajajoudude moistet vaatlevad W.B. Kritzig ja U. Wittek [KW90]. F. Hartmanni
,Ehitusmehaanika matemaatilistes alustes* [Har85] késitletakse neid méisteid pohja-
likult.

14David Hilbert, sak.ga matemaatik, 1862-1943.
15 John Argyris, TTU audoktor, 1913-2004.
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1.6 Sise- ja rajasiirded

Sisesiireteks on pikkuse muut A, paindenurk ¥ | lihe B,, vidndenurk © (joonis 1.3) (saks
Innere Weggrdssen (Verzerrungen)) [KKW90]). Tehnilises mehaanikas [MR95] (tuge-
vusOpetuses) nimetatakse neid pohideformatsioonideks.

Rajasiirded @ |° avaldises (1.7) on varda siirded punktides a ja b. Toereaktsioonidele
ja kontaktjoududele vastavate siirete iildnimeks on rajasiirded. Rajasiirete ja raja-
joudude arv on vastavuses. Kui iiks nendest on ette antud, siis teine tuleb leida. Toe-
siirded on néidatud joonisel 3.1 1k 80. Kontaktjoududele vastavad siirded on néidatud
joonisel 3.2  Kontaktjoud ja liigendid” (1k 82).

1.7 Koormused

Koormusi liigitatakse ajas muutumise jérgi dinaamilisteks ja staatilisteks. Kui koormus
muutub ajas nii aeglaselt, et konstruktsiooni deformeerumisel voib inertsjou hiiljata, siis
nimetatakse koormust staatiliseks. Suuruselt, sihilt, suunalt voi asukohast muutuvat
koormust nimetatakse diinaamiliseks. Edaspidi piirdume ainult staatiliste koormuste
vaatlemisega. Koormused esinevad alati kas kogu konstruktsiooni voi selle osa ulatuses
hajutatult lauskoormustena, mida voib jaotada ruum-, pind- ja joonkoormusteks.

ﬁ A Joonisel 1.6 on tehnilise mehaanika néide,
kus raskuse G kukkumine (166k) korguselt
T 7); h = 0 pohjustab kaks korda suuremad sise-

‘ joud ja siirded kui staatiline koormus.

e

Joonis 1.6. Look korguselt h = 0

Ruumkoormus rakendub tavaliselt massi kaudu (raskusjoud, inertsjoud jne) ja on

ruumis hajutatud. Ruumkoormust moodetakse selle intensiivsusega 3 (x,y,2), mis
niitab vaadeldava punkti vahetus liheduses ruumiiihikule mojuvat joudu N/m?, kN /m?
jne.

Pindkoormus rakendub konstruktsiooni kogu pinnale voi selle osadele ja viljen-
dab teiste kehade vahetut kontaktmoju. Pindkoormuse intensiivsus q (z,y) naitab pin-
naiihikule mojuvat joudu vaadeldavas punktis N/m?, kN /m?.

Joonkoormus on taandatud nii ruum- kui ka pindkoormus intensiivsusega q (x),
mille mo6tithikuks on N/m, kN/m, vt tabelit 1.1.

Sageli mojub pind- ja joonkoormus konstruktsiooni iildmootmetega vorreldes viike-
sele pinnale (joonele). Sellist koormust loetakse iihte punkti koondatud punkt- ehk

koondkoormuseks, mille tahiseks on ]? ja mootiihikuks N, kN. Koondkoormus esitatakse
enamasti projektsioonidena F,, F,, F,, (tabel 1.1).
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Vahel taandub koormus joupaariks, mille toimet hinnatakse momendiga. Momendi
tahisena kasutatakse tahti M., M, ja M, mis viljendavad momendi moju telje z, ¥,
z suhtes.

Suhteliselt harva esineb hajutatud moment m ehk lausmoment. Lausmomendi pro-
jektsioonid on my, m, ja m, ning moéotithikud N, kN (tabel 1.1).

a b
) i ) dz
¢ Qz% S

Y. T Ty

Joonis 1.7. Koondjoud

Vaatleme joonkoormuse ¢, koondamist koondkoormuseks F., (joonis 1.7). Olgu
koondkoormuse F, rakenduspunkti koordinaat x;. Koondjou va#rtus avaldub joonkoor-
muse kaudu jargmiselt:

F.=q. 2 (1.9)
ehk
im [ g () d
F., = lim . q. () dx (1.10)

Varda ristloiget, kus mojub koondatud koormus, nimetame isedraseks ehk singu-
laarseks ristloikeks. Vaatleme varda elementi (joonis 1.7) pikkusega 2. Parempoolses
ristloikes mojub poikjoud (), ja vasakpoolses ristloikes poikjoud @).,. Need poikjoud
erinevad tiksteisest ¢, - vorra. Kui niitid vihendada varda elemendi pikkust (lime — 0),

Tabel 1.1. Koormused

Indeksid Koormus Tihis Mootiihik Maéode
Koondkoormus F., Fy N, kN, MN [F]

F”fpéhjus Moment My, My | N-m, kN-m, MN-m [FI]
\ﬂ Joonkoormus 9z 9z N/m, kN/m, MN/m [F/L]

siht

Lausmoment Mg, My, My N, kN, MN [FL/L]
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siis saab iihes ristloikes kaks erinevat poikjoudu @, ja Q... Selline ristloige on isedrane
ristloige.

Votame kasutusele deltafunktsiooni'® 6 (x — z;) (joonis 1.8).

Lisaks avaldisele (1.10) v&ib niiiid kirjutada seose:

l x;+€e
/ F.ib (x —x;) doe = / F.0(x —x;) de = F; (1.11)
0 T

i—¢€

Joonisel 1.8 on deltafunktsioon ¢; = 0 (z — x;). See
funktsioon on aproksimeeritud ristkiilikulise ku-
jundiga, mille pindala D - 2¢ = 1, kui ¢ — 0 ning

D — o
! X l
D2;8=1 /(5(3}—:[;1-)(13::

D i 0

- 7" _ Tite
) [ fom | - §(zx — ;) do =1 (1.12)
i &X;—¢€
3, kus € on meelevaldselt vaike positiivne arv.

Joonis 1.8. Deltafunktsioon

1.8 Aproksimatsiooni tasemed. Mudelid

Praktilises t66s on iiheks raskemaks iilesandeks tegeliku konstruktsiooni aproksimeeri-
mine'” (joonis 1.9). Tegelikku konstruktsiooni pole alati voimalik otseselt uurida kui
tervikut, sest konstruktsiooni olekuparameetrite arv on suur.

Olekuparameetrite all moistame fiiiisikalisi suurusi, mis iseloomustavad siisteemi
olekut. Vilisteks olekuparameetriteks on vilisjoud ja viliste viljade tugevus. Sisemis-
teks olekuparameetriteks on sisejoud, siseenergia, temperatuur jne. Erinevate oleku-
parameetrite kirjeldamiseks on olemas erinevaid teooriaid: Bernoulli'® vardateooria,
Navier’'? vardateooria, elastsusteooria, viskoelastsusteooria jne. Parameetrite hulga
vihendamiseks peab tegema lihtsustavaid hiipoteese. Nende hiipoteeside aluseks on kas
vaatlus (katsetused), teoreetilised kaalutlused voi tehakse need intuitiivselt [Kra9la).

Kaasaliikuvate Lagrange’i’’ koordinaatide abil on voimalik kirjeldada suuri defor-
matsioone ja stabiilsuse kadu.

http://digi.physic.ut.ee/core/index.php?ID=. ./mypages/oppetoo/compphysII/
compphysII-conspect-master-060321-00-html//node48.html

17 Aproksimeerimine, lGhendamine— objekti asendamine mingi teise, temast teatavas mottes vihe
erineva objektiga.

18 Jacob Bernoulli, $veitsi matemaatik, 1655-1705.

19 Louis Marie Henri Navier, prantsuse insener ja fiiiisik, 1785-1836.

20Joseph Louis de Lagrange, prantsuse matemaatik ja mehaanikateadlane, 1736-1813.


http://digi.physic.ut.ee/core/index.php?ID=../mypages/oppetoo/compphysII/compphysII-conspect-master-060321-00-html//node48.html
http://digi.physic.ut.ee/core/index.php?ID=../mypages/oppetoo/compphysII/compphysII-conspect-master-060321-00-html//node48.html

1.8 Aproksimatsiooni tasemed. Mudelid

Tegelik konstruktsioon

Y
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Arvulised tulemused
A

I taseme aproksimatsioon

II taseme aproksimatsioon

III taseme aproksimatsioon

O Koordinaadid

O Fenomenoloogiline mudel

O Teooria
O Topoloogia
O Korvaltingimused

O Matemaatiline mudel

O Arvutusmeetod

Y

Koordinaadid
O Lagrange’i koordinaadid
O Parandatud Lagrange’i koordinaadid

O Kaasaliikuvad Lagrange’i koordinaadid

O Euleri koordinaadid

Teooria

Bernoulli vardateooria
Navier’ vardateooria
Ohukeseseinalise varda teooria
Elastsusteooria

Plastsusteooria

OO0O0OO0O0OO0O0

Viskoelastsusteooria

Arvutusmeetod
O Newtoni—Raphsoni meetod
O Kvaasi-Newtoni meetod

Joonis 1.9. Aproksimatsiooni tasemed

Varraste asukohti kirjeldatakse topoloogiaga. Absoluutselt sirgeid vardaid tege-
likkuses ei esine, seega jélle aproksimatsioon. Konstruktsioonis on vardad omavahel
ithendatud kas jaigalt voi liigenditega.

Vaadeldav teooria koosneb fenomenoloogilises

t21

ja matemaatilisest mudelist. Siin

2Fenomen (< kr phainomenos ‘néihtavale ilmuv’) — juhtum, meeltega tajutav olukord voi fakt.

Vilisjoud
S = I:Fa dz, dx ’"Ly]

Vilisjoudude t66
Wy = S*xV

Vilissiirded
V= |u, w, py

Tasakaaluvorrandid

dN aQ d My, 0
dx = —4x, dx = —qzx, da =Wz
Rajajoud

> & A
N, Q;; My

Sisejoud
(v, @z 01, ]

Rajajoud ja rajasiirded
1.4 Sisejoud ja rajajoud
1.6 Sise- ja rajasiirded
7.1 Sise- ja rajajéoudude t66

Rajajoudude t66

“ — “—
Wy = N*u + Qz*w + My *xp,

Prinkused
du dw dep —
A= D B = oy = 2
dx dx dx
Rajasiirded

[

[0, ]

W,

Sisejoudude t66

(NA+ Qa5 + MyAY, ) da

Seosed sisejoudude
ja siirete vahel

Sisesiirded [KW90] A, B, ¥, [MR95]

dA dB, 4w,

=TT R

A=

Joonis 1.10. Varda fenomenoloogilise mudeli struktuurskeem
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tehakse teise taseme aproksimatsioonid. Fenomenoloogilise mudeli ?* struktuuriskeem
on joonisel 1.10. Matemaatiline mudel kirjeldab fenomenoloogilise mudeli kvalitatiivseid
liitkmeid. Kolmanda taseme aproksimatsioonid tehakse arvutusmeetodi valikul. Uldiselt
ei ole arvutusmeetodis voimalik koiki arvutusmudeli muutujaid arvestada. Voib osutuda
vajalikuks, et osa muutujaid tuleb elimineerida. Tavaliselt on selle taseme aproksimat-
sioonide iile hea kontroll, sest on voimalik anda vea hinnang.

Varrassiisteemide mehaanikas on fookuses geomeetriline omadus — kuju, mille
fiitisikaliste omaduste kirjeldamiseks valitakse sobiv teooria ja seejérel sobivad meeto-
did. Koikides teooriates, mida varrassiisteemid kasutavad, esinevad jargmised moisted
(joonis 1.10): valisjoud (F), vélissiirded (V), sisejoud (N, Q, M; 0yp, Oyy, Tay ), Sise-
siirded (A, B, WV, ©; €4, €yy, €zy), rajajoud (ﬁ, az, 1<\_>/Iy ), rajasiirded (Au, Aw, Ap,),
tasakaaluvorrandid, siirete pidevusvorrandid, olekuvorrandid, rajatingimused.

Rajajoudude moiste iildistab toereaktsioone ja varraste vahel mojuvaid kontakt-
joude. Rajasiirded on tugede vajumised ja varraste siirded ning poorded iithendustes
(liigendites). Joonisel 1.10 toodud mdisteid on késitletud tehnilises mehaanikas varda
teoorias.

Tasakaaluvorrandid seostavad sisejoud vélisjoududega. Siirete pidevuse vorrandid
loovad seosed sisesiirete (tehnilises mehaanikas varda pikkuse muut) ja vélissiirete va-
hel. Geomeetriliselt mittelineaarses teoorias on sisesiirete ja vélissiirete vahelised seosed
mittelineaarsed.

Rajajoud ristloike vilispinnal on vordsed ja suunatud vastupidi vastavate sise-
joududega ristloike sisepinnal. Rajasiireteks on toe siirded ja varraste ithenduspunktides
(solmedes) varraste vastastikused siirded ja poorded.

Fiitisikaliselt lineaarse vardateooria olekuvorrandid (elastsusseosed) véljenduvad
Hooke’i** seaduse kaudu.

1.9 Lihtsustused varda paindeteoorias

Vaatleme joone koverust diferentsiaalgeomeetrias ja elastse joone koverust tehnilises
mehaanikas.

Tahistame joone z = f (x) koveruse 1;-ga ja elastse joone w = f () koveruse 1,-ga.
Joone element ds (joonis 1.11)

ds = Vdz? + dz2 = dzy\/1 + (2)° (1.13)
kus

dz dz
=2 =% = arctan — 1.14
¢ = =tanp, ¢=arctan (1.14)

22Mudel - siisteemi, teooria voi fenomeni kirjeldus, mis arvestab nende tuntud omadusi ja mida
voib kasutada nende omaduste uurimiseks.
23Robert Hooke, inglise fiiiisik, 1635-1703.
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a) dx b) dx
Zi o X 0= 1 X
- z+dz W Tm | do
ds : -l W+ dw
do
b +do W=-0 L
z =f(x) _
Z, W Z, W w
Joonis 1.11. Joone koverus
Elastse joone element ds
1 dy
ds = od Z=¢y=-L 1.15
s=odp, o =v=" (1.15)
siin
dp d(arctanz’)dr 2" dx (1.16)
ds drds  14(2) dayf1 4 () |
Joone koverus ),
1 dyp 2"
wj:fzazizﬁ (1.17)
¢ 1+ ()%
siin on o joone koverusraadius. Teeme lihtsustused:
e lihtsustus tan ¢ ~ ¢, millest jareldub
L_de_ & (1.18)
e ds 14 ()

: Il jarku teoori

Al

Joonis 1.12. Tala deformatsioon
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e lihtsustus tan ¢ ~ ¢, ds ~ dx, millest jareldub

1 dy y
Pt 1.19
w] Q dS Z ( )
Kuna elastse joone koverus v, = —1;, siis
Y =1, =—uw" (1.20)

Avaldis (1.20) on lineaarne diferentsiaalvorrand.
Lineaarses ehk esimest jiarku teoorias (I jarku teoorias) kasutatakse seost (1.20)

d
= —w", ds=dz, M _ = —,
dx
tan @ ~sinp ~ @, cosp 1 (1.21)

Diferentsiaalseoste (tasakaalutingimuste) koostamisel ldhtutakse deformeerumata ku-
just (algmodtmete printsiibist) (joonis 1.12).

Joonisel 1.13 on ekstsentrilise surve painde- e, F
momendi epiiiir I jarku teoorias, kus ei arvestata j__
varda deformatsiooni. Uldistatud Hooke’i seadus I
jarku teoorias

T
0]

DN
)

M, = —EILu" (1.22)

r—

Teist jarku teoorias (II jiarku teoorias) ar-  Joonis 1.13. Ekstsentriline surve
vestatakse varda deformeerunud kuju diferentsi-
aalseoste (tasakaalutingimuste) koostamisel. Joonisel 1.14 on esitatud jou ja momendi
vaheline seos. Kui esimest jarku teoorias on seos lineaarne, siis teist jarku teoorias mit-
telineaarne

M (z) = Fe + Flwy (x) +wa (, F)] (1.23)

1 jarku teooria

lisaliikmed

maxM Il jarku teooria
Ree ,
Fe )/
/

7~ jarku teooria

T, T
==
T

F
ﬂ/ Fkr

Joonis 1.14. Ekstsentriline surve II jarku teoorias
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kus

X

wy (x, F) = f <1 — h> (1.24)

Kolmandat jarku teooriat (III jarku teooriat) kasutatakse eriti saledate
konstruktsioonide ja ka vedrude arvutamiseks. Arvestatakse deformeerunud kuju ja
koveruse tapset avaldist

1 "
L S— (1.25)
¢ i+ @)

ehk
1 !
S S (1.26)
¢ 1)

Ehituskonstruktsioonide arvutamisel III jarku teooriat peaaegu ei kasutata.

1.10 Epiiiirid ja diferentsiaalseosed

Varda elementaarse osa (joonis 1.15) tasakaalutingimustest saadakse varda sisejoudude
ja koormuse vahel diferentsiaalseosed

dxy = Q. () (1.27)
L H||||||ﬁ|\z|||||||||||||| " ‘0.
T S RGN
Q+dQ
Ld—x" déi“ = —q, (v) (1.29)

Joonis 1.15. Varda element

Seosed (1.27), (1.28) ja (1.29) on tuttavad tehnilisest mehaanikast.

Varraste poikjou mérgi méiramiseks vaatleme joonist 1.16. Paindemomendi tuletise
geomeetriliseks tolgenduseks punktis on selles punktis paindemomendi epiiiiri puutuja
ty (t2) tousunurga tangens (tan «). Poikjou mérk oleneb puutuja (joonis 1.16) poéramise
suunast (puutujat poérame nii, et ta iihtiks varda teljega, seejuures v < 7): vastupéeva
poorates on poikjoud positiivne ja péripdeva podrates negatiivne.

Poikjoud horisontaalses vardas leiame epiiiiride liitmisega (joonis 1.17). Joonisel 1.17
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on naidatud paindemomendid ja nendele vastavad poikjoud. Lineaarselt muutuva
paindemomendi korral voime diferentsiaalseose (1.30) asendada diferentsseosega (1.31)

dM

Q=— (1.30)
AM
= —— 1.31
Q=" (131)
ja arvutada poikjou avaldisega (1.32)
AM
=QL) + —— 1.32
Q=0+ (1.32)

kus Q) on vastava lihttala poikjoud.

1.11 Poikjoud vardas

Poikjou leidmiseks kaldu olevas vardas (joonis 1.18) koostame tasakaaluvorrandi varda
lopu b kohta

l
EMy=0: Qqp- 1" — My + My, — Q'l'§:0
ql l+Mab_Mba

b= —  — 1.33
Qo =5 F E (133)
ehk
Ma — M, a
Qub = Q - cos a + % - COS (v (1.34)
ning tasakaaluvorrandi varda alguse a kohta
l
XMy=0: Qpo- "= My + My, +q-1l-==0
q
STy
... O
77 |

A \.

! ‘ :/7
W

Joonis 1.16. Poikjou mérgi médramine

Q
tana

@M
©)
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e @
() W

ICIIIERET
| e @

=AY

Joonis 1.17. Poikjoud horisontaalses vardas

q
NIRRT

| Npa

Joonis 1.18. Poikjoud kaldu vardas

ql [ Mab_Mba

Qu=—"75 5+ = (1.35)
ehk

o Ma - Ma
Qo = Ql(m) -cosa + # - COS (v (1.36)

kus I* =

cosa’

1.12 Margikokkulepped

Rajajoudude (kontaktjoudude) positiivse suuna médramisel on kasutusel kaks
mérgikokkulepet (joonis 1.19). Esimene mdrgikokkulepe (joonis 1.19 a)) on tuttav
tehnilisest mehaanikast. Teine mdrgikokkulepe (joonis 1.19 b)) on vajalik varrassiis-
teemide tasakaaluvorrandite algoritmide koostamiseks.

Vorreldes I margikokkulepet II mérgikokkuleppega, ndeme, et varda lopus olevad
rajajoudude (kontaktjoudude) suunad langevad kokku. Varda alguses on rajajoudude
suunad vastasmargilised. Sisejoud leitakse rajajoudude kaudu. Sisejoudude méargid ei
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tohi soltuda rajajoudude méargikokkuleppest.

Sisejoudude mérgireeglid on raamatus [MR96] 1k 35 , Tombejou loeme positiivseks”,
y,ourvejou loeme negatiivseks”; lk 45 ,Poikjou range maérgireegel: positiivseks loeme
poikjoudu, mis nihutab positiivset sisepinda koordinaattelje positiivses suunas voi
negatiivset sisepinda koordinaattelje negatiivses suunas”, ,, Poikjou mérgi téoreegel: posi-
tiivseks loeme poikjoudu, mis nihutab positiivset sisepinda péripdeva”; lk 43 , Painde-
momendi loeme positiivseks, kui varda positiivsed kiud on tommatud”.

| mérgikokkulepe

*

z

Joonis 1.19. Margikokkulepped

Tehnilises mehaanikas (tugevusopetuses) langevad sisejoudude mérgireeglid ja ra-
jajoudude (kontaktjoudude) miérgireeglid (I mérgikokkulepe) kokku. Kasutades II
mérgikokkulepet, tuleb sisejoudude mérgi médramisel rajajoudude (kontaktjoudude)
kaudu varda alguses arvestada nende erinevaid mérke. Rohutame, et sisejoud on varda
sisepinnal ja rajajoud (kontaktjoud) mojuvad varda vdlispinnal.

Joonisel 1.20 on ndidatud positiivse poor-
denurga suund. Vaadates telje positiivsest
otsast, loeme pooret positiivseks z-teljest
x-telje suunas, x-teljest y-telje suunas ja
y-teljest z-telje suunas.

Joonis 1.20. Vasaku ja parema kée
teljestik

1.13 Kohalik ja iildteljestik

Varraskonstruktsiooni iga vardaga seostatakse teljestik nii, et x-telg iihtib varda teljega
(vt joonis 1.19, teljed z* ja z*). Nimetame neid kohalikeks teljestikeks. Konstruktsiooni
varraste asukoha ja nende suuna kirjeldamiseks kasutame tildteljestikku (teljed z ja z).
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Kasutame ainult parema kie teljestikku (joonis 1.20). Vaadates telje positiivsest otsast,
loeme pooret positiivseks z-teljest x-telje suunas, x-teljest y-telje suunas ja y-teljest z-
telje suunas. Joonisel 1.20 on nii parema kée kui ka vasaku kée teljestik. Tasapinnaliste
konstruktsioonide kirjeldamisel vaatame y-telje positiivsest otsast, nii ndeme x- ja z-
telge. Positiivne podrdenurk on z-teljest x-telje suunas. Parema kée teljestiku puhul on
positiivne poore vastupdeva. Vasaku kée teljestiku korral on positiivne pdore péripée-
va. Siirete ja jouvektorite kirjeldamiseks kohalikes ja iildkoordinaatides on vajalikud
koordinaatide teisendused.

1.14 Koordinaatide teisendus

Koordinaatide teisendusvalemite tuletamiseks vaatleme joonist 1.21. Olgu koordinaa-
did zyz iildkoordinaadid ja x*y*z* kohalikud koordinaadid. Vaatleme veel parema kée
kolmikuid i, j, k ja i*,j*, k*. Need on iihikvektorite kolmikud, mis méaéravad koordinaat-
telgede suunad. Joonisel 1.21 on iihikvektorid j ja j* suunatud vaataja poole. Vektori

x*
i*
X B COSOlyy = COSQL
1 o (xixx

i X
\F
8 COS Olyr = ~COS [}

COS Ol = COS

z*  COSOlz+ =cos a
4

Joonis 1.21. Koordinaatide teisendus

E projektsioonid telgedele zz on F,, F, ja telgedele x*x* on F, 7. Seega,

— — — e — 1_*> T
F=F,-i+F,  k=Fi+Fk" O it (1.37)
k* ‘k

— —
Korrutame avaldise (1.37) vektoriga i* ja vektoriga k*. Votame arvesse, et risti olevate
vektorite skalaarkorrutis (sisekorrutis) on null. Saame

F -k = F; = F,-i-k¥ + F,-k-k*
Poordseoste leidmiseks korrutame avaldist (1.37) vektoriga T ja vektoriga E Poord-
seosed on
F-i = F, = F2-i-{ + Fr-k-i
LTt m el 25 (1.39)
F-k Fr = F-i*-k + F k" k



50 1. Sissejuhatus

Joonis 1.22. Varda suunakoosinused

Uhikvektorite skalaarkorrutis vordub nende positiivsete suundade vahelise nurga koosi-
nusega

i-i* = 1"-1 = cosag, i-k* = cosayg,- 4
5> oo oo 2 o (1.40)
k-k¥ = k*-k = cosa,,:, "k = cosa,-
Telje z* suunakoosinused téhistame jargmiselt: cos g« = cosa ja cos . = cos 3
(cos B = cos(90° + a) = —sin«). Jooniselt 1.21 ndeme, et
COS Qggr = COSQ, COS Qs = cosf (1.41)
COS(U,,+ = COSQ, COS QUgx = —COS[3 '

Varda 16pu ja alguse koordinaatide (joonis 1.22) zp, 21, x4, 24 jirgi saab need suu-
nakoosinused arvutada

T — %A

cosQ = ———" (1.42)
cos f = % (1.43)
kus [ on varda pikkus
L=(z — 22)° + (a1 — 24)° (1.44)
Niiiid avaldame koordinaatteisendused jargmiselt:
Fr| | cosa cosf F,
[Fj]_[—cosﬁ cosoz] [Fz] (1.45)
Arvestades seost cos = cos (90° 4+ o) = —sina, voime seosed (1.45) kirjutada kujul

(7.87)

F, | | cosa —cosf || Fr
[Fz ] N [cosﬁ cos o ][F;} (1.46)
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Vorreldes avaldistes (1.45) ja (1.46) koordinaatide teisendusmaatrikseid, ndeme, et nen-
des on read ja veerud &ra vahetatud, st ithe saab teisest transponeerimisel. Asendades
vorrandis (1.45) F, ja F, nende avaldistega vorrandis (1.46), saame maatrikskorrutise

[ cos 00851 [Cosa _C055] = [ L 01 (1.47)

—cosf8 cosa cos B cosa 0 1

Siin annab maatriksi korrutamine tema transponeeritud kujuga ithikmaatriksi. Selli-
seid maatrikseid nimetatakse ortogonaalseteks maatriksiteks. Nendel on hea omadus,
et poordmaatriks vordub tema transponeeritud kujuga (molemal juhul on korrutiseks
ithikmaatriks).

1.15 Solme tasakaalu- ja korvaltingimused

Joonisel 1.23 a) ja b) on solme b ning s6lme 2 eraldamisel ilmnevad kontaktjoud ja
momendid nende positiivsetes suundades. Solme b eraldamisel on kontaktjoududeks
Qp,, Qs Qby Qb NE, Nb o NE, NI (normaaljou N tédhised ei ole joonisel ndidatud).
Kontaktmomentideks on M, My, ML, M.

ba>

Solme 2 eraldamisel on kontaktjoududeks Qi¢, Q3% Q3%°, Q3, Nj¢, N¥ N2 Nz

a b
) F ) 1 2s Fy M,
M ba M ba E] @ M 2 M @
X
70, R 3£ - 25 )P
a —5- 4 A e
b Ok \V 2 aff M
MY 2
obc A be st
M P
bc 26 —> .2
QP N Q3 - M3
| margikokkulepe } I mérgikokkulepe
|
"tdmmatud kiud" | telgede positiivsed suunad @
|
"surutud kiud" !
| o
3 i
! +
c ‘! (8] .

Joonis 1.23. Solme tasakaalutingimused

(normaaljou N tiihised ei ole joonisel niiidatud). Kontaktmomentideks on M€, M3,
M3°, M)
Solme tasakaalutingimused soltuvalt mérgikokkuleppest (joonis 1.19).

I margikokkulepe M, — My, — My =0
IT margikokkulepe M+ M3* + My =0 (1.48)
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a) 1e 2s c) 1e 2s 2s 3e
0 M o M 0 M, M1@ M35 MY ®
Py B e L e LY
1e _OI 2s 1e Qs 3e
Q2 Qfs —> M5 Q2 Qfs — > 233 Qa2
z QZS\V z Q2 v M2
by N
Q2e =M 2e Q2e =M 2e
b) ! |" 1 d) L |“ 1
I ICD I |<>
1 1
N N
1 lihtliigend 2 lihtliigendit
1 korvaltingimus 2 korvaltingimust
2 2s 2
M3 =0 MiT=0, M3®-0

Joonis 1.24. Korvaltingimused

Solme 2 (joonis 1.23 a) ja b)) momentide tasakaaluvorrandid on toodud avaldise-
ga (1.48). Esimest méirgikokkulepet voib kasutada kalkulaatoriga arvutamisel. Teise
mérgikokkuleppe puhul on lihtsam koostada tasakaaluvorrandeid arvutil arvutamiseks.
Joudude positiivsed suunad iihtivad koordinaattelgede positiivsete suundadega. Parema
kée teljestiku korral on podrde ja momendi positiivne suund z-teljelt x-teljele. Varda
solme tasakaaluvorrandite koostamisel kasutatakse koordinaatide teisendust (1.46).

Loplike elementide meetodis kasutatakse teist mérgikokkulepet.

Lisaks tasakaaluvorranditele antakse ka korvaltingimused (sks Nebenbedingungen)
[KW90]). Korvaltingimuste arv soltub solme lihtliigendite arvust (joonis 1.24). Lihtlii-
gendite moistet késitletakse joumeetodis (vt avaldis (9.9), Ik 220).

Joonisel 1.24 b) ja d) on néidatud sélm 2. Joonisel 1.24 b) néidatud solmel on iiks
lihtliigend ja antakse iiks korvaltingimus (joonis 1.24 a))

tiks lihtliigend M3 =0 (1.49)

Joonisel 1.24 d) ndidatud solmel on kaks lihtliigendit ja antakse kaks korvaltingimust
(joonis 1.24 ¢)).

kaks lihtliigendit M = MP =0 (1.50)

1.16 Numbrilised arvutused GNU Octave’iga

Numbriliste arvutuste sooritamiseks kasutame vabavara GNU Octave’i??’. GNU
Octave’i programm on moeldud numbriliste arvutuste tegemiseks. Arvutusteks on kasu-
tusel kaks reziimi (moodust) késkude tditmiseks: 1) interaktiivne reziim (ingl interactive
mode), kus kasku tdidetakse kohe pérast selle sisestamist kéisurealt. Siin kasutame GNU

2nttp://www.gnu.org/software/octave/about.html
2nttp://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Octave


http://www.gnu.org/software/octave/about.html
http://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Octave
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£ jusr/bin/octave-3.0.1 - Konsool

Seanss Redigeerimine “aade Jarjehoidjad Seadistused Abi

GWU Octawe, wersion 3.0.1 -
Copyright (C) 2008 John W. Eaton and others.

This 15 free software; see the source code for copying con

There 1s ABSOLUTELY NO WARRANTY. not even for MERCHANTIBIL

FITMESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type “warr

Octave was configured for "1486-pc-linux-gnu".
Additional information about Octave is available at http:/s

Flease contribute if you find this software useful.
For more information, wvisit http://www.octave. org/help-wan

Report bugs to <bug@octave. org= (but first, please read
http://www octave.org/bugs. html to learn how to write a he

For information about changes from previous wversions, type
ans = fhome/fandres

octave-3.0.1:1= % protsendimérgiga alustatud rida on kommentaar
octave-3.0.1:1= a=[2 3; 5 4]

2 3
=] 4
Y
octave-3.0.1:2> | -

=8| fusribinfoctave-3.0.1

Joonis 1.25. GNU Octave’i versioon 3.0

Octave’it kui kalkulaatorit. 2) pakkreziim (ingl batch mode), kus késkude kogum (prog-
ramm) on salvestatud tekstiredaktoriga faili laiendiga .m. See kdskude kogum (prog-
ramm) kéivitatakse arvutis. Késkude téditmiseks sisestatakse faili nimi (ilma laiendita
.m) késurealt.

Alates versioonist 3.0 on GNU Octave’i (joonis 1.25) graafika kédsud oluliselt eri-
nevad varasematest versioonidest. Niiiid on késud sarnased arvutiprogrammi Matlab
kiskudega 20 %7,

1.16.1 GNU Octave’i kui kalkulaator [ekraanivideo]

GNU Octave’it voime kasutada kui kalkulaatorit. Vaatleme lihttala (joonis 1.32) toe-
reaktsiooni V,, arvutamiseks koostatud tasakaaluvorrandi

SMy=0 —V,-60—M,+F -36+¢q-16-28+F,-20=0
V,=(10-364+4-1.6-2.8+412-2.0) /6 + M,/6
Qoa=V,=0Q%+ M,/6 =12.987 4 2.5 = 15.487kN (1.51)

arvutamist GNU Octave’iga (joonis 1.26). Eelnevalt sisestatud késu saame késureale,

26nttp://users.powernet.co.uk/kienzle/octave/matcompat/
2Thttp://users.powernet.co.uk/kienzle/octave/


./videod/GNUoctavest/GNUoctavest.html
http://users.powernet.co.uk/kienzle/octave/matcompat/
http://users.powernet.co.uk/kienzle/octave/
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£ jusr/bin/octave-3.0.1 - Konsool

Seanss

Redigeerimine “aade Jarjiehoidjad Seadistused Abi

octave-3.
octave-3,

Fl1 = 1@

octave-3.

F2 = 12

octave-3.

q= 4

octave-3.

Ma = -15

octave-3.

L= &

octave-3,
octave-3.
Va = 15,
octave-3,

/& usr/binfoctave-3.0.1

0.1:1=
0.1:1=

0.1:5=

0.1:6=
0.1:6>

0.1:7=

% - protsendimérgile jargnev on kommentaar E
Fl=10

F2=12

L=6

% SumMb=0; -Va*L+(-Ma+Fl¥3, 6+g+l, 642, 8+F242, 0)=0
Va=( -Ma+Fl*3, 6+q*1, 5642, 8+F2%2,0) /L

Joonis 1.26. Toereaktsiooni arvutus GNU Octave’iga

kui vajutame klahvile nool iiles. Enne sisestamist saame seda teksti kédsureal redigeerida.
Nii on redigeeritud késku késureal ‘octave-3.01.6:" (joonis 1.26).

1.16.2 GNU Octave’i arvutuspievik

GNU Octave’iga tehtud arvutused saame salvestada tekstina faili. Kédsuga 'diary toe-
reaktsioonVa.out’ luuakse arvutuspaeviku fail 'toereaktsioonVa.out’. See fail avatakse
kirjutamiseks kisuga 'diary on’ (vt joonis 1.27). Sellele jargnevalt sisestatakse kdsuread
arvutuspievikusse. Lopetamisel anname késu 'diary off’. Faili "toereaktsioonVa.out’ sisu
on ndaha arvutuspéaevikus 1.1. Kui see kéisk ’diary off” jadb andmata, on teie tookataloogis
fail "toereaktsioonVa.out’ tiihi. Faili 'toereaktsioonVa.out’ saab redigeerida tekstiredak-

toriga.

Arvutuspievik 1.1 (toereaktsioonVa.out)

octave-3.
octave-3.
octave-3.
octave-3.
octave-3.
octave-3.
octave-3.

F1 = 10

octave-3.

F2 = 12

octave-3.

q= 4

octave-3.

Ma = -15

O O O O O O O
e

0.1:4> F2=12

0.1:5> g=4

0.1:6> Ma=-15

:1> Y kdsuga diary loome pdeviku faili

:1> diary toereaktsioonVa.out

12> 7 kdsuga diary on alustame pdevikusse salvestamist

:2> diary on

:3> ), - protsendimirgile jidrgnev on kommentaar

13> %SumMb=0; -Va*L +(- Ma + F1%3.6 + g*1.6%2.8 + F2x2.0)=0
:3> F1=10
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octave-3.0.1:7> L=6

L= 6

octave-3.0.1:8> Va=(- Ma + F1*3.6 + q*1.6%2.8 + F2%2.0)/L
Va = 15.487

octave-3.0.1:9> Y, kidsuga diary off sulgeme paeviku
octave-3.0.1:9> diary off

1.16.3 GNU Octave’iga arvutamise programm

25

Arvutusel (vt arvutuspdevik 1.1) antud kdsud voime koondada iihte faili niiteks
toereaktsioonVa.m (vt Programm 1.1). GNU Octave’is kirjutatud programmid omavad

laiendit .m.

Programm 1.1 (toereaktsioonVa.m)

% see on toereaktsioonVa.m

F1=10

F2 =12

q=4

Ma=-15

L=6

Va=(- Ma + F1*3.6 + g*1.6%2.8 + F2*2.0)/L
yA

Programmi kéivitamisel kdsurealt laiendit .m ei sisestata (vt joonis 1.28).
Programmi kéivitamisel kédsurealt voime kéivitada arvutuspdeviku (vt joonis 1.29).

Arvutustulemused programmiga arvutamisel on esitatud arvutuspéevikus 1.2.

| ) jusr/bin/octave-3.0.1 - Konsool

Seanss Redigeerimine ‘“aade Jarjehoidjad Seadistused Abi

octave-3.0.1:1= % arvutuste paeviku jacks loome faili k&suga
octave-3.0.1;1> diary toereaktsioonVa.out

octave-3.0.1:2= % kdsuga diary on alustame paevikusse salvestamist
octave-3.0.1;2> diary on

octave-3.0.1:3= % - protsendimérgile jargnev on kommentaar
octave-3.0.1:3= % SumMb=0; -Va*lL+(-Ma+Fl*3, 6+q*1l, 642, B+F2+2,0)=0
octave-3.0.1:3> Fl=10

Fl1 = 10

octave-3.0.1:4> F2=12

F2 = 12

octave-3.0.1:5= g=4

q= 4

octave-3,0.1:6> Ma=-15

Ma = -15

octave-3.0.1:7> L=6

L= &

octave-3,0.1;8> Va=(-Ma+FLl¥3, G+q*l,6%2, 8+F2%2,0) /L

Va = 15,487

octave-3.0.1:9= % kdsuga diary off sulgeme paeviku
octave-3.0.1:9> % toereaktsiconVa.out'i vaata tekstiredaktoriga
octave-3.0.1:9=

|| ™ jusr/binjoctave-3.0.1

Joonis 1.27. GNU Octave’i arvutuspaevik
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Arvutuspievik 1.2 (toereaktsioonVao.out)

octave-3.0.1:2> diary on

octave-3.0.1:3> toereaktsioonVa

F1 = 10

F2 = 12

q= 4

Ma = -15

L= 6

Va = 15.487

octave-3.0.1:4> diary off

1.17 Ulekandemaatriks paindel

Diferentsiaalseosed varda paindel parema kée teljestikus x-z (joonis 1.30).

dw _
dr Py
d*w dep, 1
= — = — M
dz? dx EI, Y
M,
Frai Q.
Q.
dr ¢: ()

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

Avaldised (1.54) ja (1.55) on tala tasakaalu diferentsiaalvorrandid paindel. Nende seoste
tuletamist vaadeldakse tehnilises mehaanikas. Paine on iiks varda tooseisundeid (joo-
nis 1.3). Algparameetrite meetodi ([Jiir85], lk 248 ja [K6090]) puhul arvutame tala

|:| jusri/binfoctave-3.0.1 - Konsool
Jarjehoidjad Seadistused Ab

Seanss

Redigeerimine ‘“aade

octave-3.0.1:1> toereaktsioconVa

Fl = 10

F2 = 12

q= 4

Ma = -15

L= &

Va = 15,487

octave-3.0.1:2> I

|.-:.__-"'-” ™ jusr/binfoctave-3.0.1

FlEEeE

Joonis 1.28. Toereaktsiooni arvutus GNU Octave’i programmiga [
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£ jusr/binfoctave-3.0.1 - Konsool

Seanss Redigeerimine ‘“aade Jarjehoidjad Seadistused Abi

actave-3,0.1:1= diary toereaktsioconVao, out (=]
octave-3.0.1:2= diary aon
octave-3.0.1:3= toereaktsioconVa

FL = 10
Fz2 = 12
q= 4
Ma = -15
L= &

Va = 15,487
octave-3.0.1:4= diary off
octave-3.0.1:5> |

|| jusr/binfoctave-3.0.1 =

Joonis 1.29. Toereaktsiooni arvutus GNU Octave’i programmiga 11

sisejoude ([MR95], Ik 28), ([KW90], 1k 20) M ja @ jérgmiselt (vt joonis 1.31):

2
ElLyw, = Elywy+ ElLpy - + M - w -H(x—ap) —
(e = ap)’ (0 - ap)’
—F- O H(x—ap)— qTH (x —a,) (1.56)
(= am)'
Elypy, = Elypyo + M- T H(x—am)+
(x —ap)” (z — a,)®
_'_FTH(:B_GF)_Q 3'q 'H(ZIZ'—aq) (157)
My=M-(z—an)’ H(x—ay)—F (x—l'ap) -H(x—arp) —
(z — aq)2
—qTH (x —a,) (1.58)
Qe=F -(x—ap)’ - H(zx—ap)—q-(x—a,)-H(z—a,) (1.59)
My QZlmmmmmmmmmmﬁwmmmmmwmmmn My +dMy
(T ......................................... l'\ X, u
dx jQz+sz z
5 A b
¢ ¢ +do z

Joonis 1.30. Painde diferentsiaalseosed
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F, F,
l qz
f E%?a’F ’
Va aq Vb
aq
o, ‘
L
M Algparameetrite
_ meetod
@l Ulekandemaatriks
| Q meetod
I

Joonis 1.31. Lihttala

Momendi M, ja pédrdenurga ¢, positiivne suund on poore teljelt z teljele x.
Avaldistes (1.56), (1.57), (1.58) ja (1.59) on H (x — ar) Heaviside’i*® funktsioon

0, kui (rv—ap)<0

H(x—ap)—{ 1, kui (x—ap)>0 (1.60)

Vorrandeid (1.56), (1.57), (1.58) ja (1.59) nimetatakse ka tilekandevorranditeks. Kir-
jutame vorrandid ( 1.58) ja ( 1.59) maatrikskujul ( 1.61), kus toome eraldi vélja tala
alguses olevad reaktsioonid (joud) V, ja M,:

[ﬁi]:[i ﬂ [z%;]‘lFl-Jl—‘if)x-}i?)_m):‘
_[ Fy- H(z — aps) |
Fg-(x—apg)-H(x—apg)_

qz-(x—aq,g)-H(x—an) ]
_ =) b (2~ a.0) -
z ) qA
o (z— CH(x —
b g ) (1.61)
¢:~—5——H (v — ag)
1.17.1 Lihttala arvutamise naide 1.1 [ekraanivideo]

Naiide 1.1 Koostada joonisel 1.32 nédidatud lihttala paindemomendi M ja poikjou @
epiir.

28 QOliver Heaviside, inglise fiiiisik ja elektriinsener, 1850-1925.


./videod/LihttalaArvutus/LihttalaArvutus.html
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Fy= 10 kN Fy=12 kN
M .= —15 kNm g =4kN/m

i~

AMTHAAAAA;
€= e

2.4 m

V

4.0m Vp
| 6.0 m |

a

Joonis 1.32. Lihttala arvutusskeem

Tala sisejoudude leidmiseks kasutame dilekandevorrandeid (1.61). Moment tala algul
on antud M, = —15kN-m. Algparameetri Q, leidmiseks arvutame toereaktsiooni V,

SMy=0 —V,-6.0-M,+F -36+¢q-1.6-284F,-20=0
V,=(10-36+4-1.6-2.8+12-2.0)\6+ M,\6
Qo =Vy=Q" + M,\6 = 12.987 + 2.5 = 15.487kN (1.62)

Sisejoudude Q ja M arvutamisel ilekandevorranditega (1.61) valime z-1 muutmise sam-
mu nii, et koondatud joud oleksid jaotuspunktis, vastasel korral ei ole poikjou graafikul
hiipet. Konesolevas ndites olevate koondatud joudude Fy ja Fy asukohad on 2.4m ning
4.0m. Siuin on minimaalne jaotuste arv 15. Silde 6.0m puhul peab x-i samm olema
vihemalt 6/15 = 0.4 m.

Need dilekandevorrandid on kirjutatud faili lihttala.m? Kdivitame selle faili GNU
Octaveis kisuga ’lihttala’ ning moodustame arvutuspieviku 1.5. GNU Octave’is kirju-
tatud programm joonistab ka sisejoudude graafikud 1.53 ja kirjutab faili. Joonisel 1.33
néidatud graafikuid on téddeldud programmiga Xfig°.

Arvutuspidevik 1.3 Lihttala arvutus

octave:1> diary lihttala.out
octave:2> diary on
octave:3> lihttala

L= 6

F1 = 10

aF1 = 2.4000
F2 = 12

aF2 = 4

qz = 4

MA = -15

ML =0

NT = 15

lihttala_Va = 12.987
lihttala_Vb = 15.413
Q0 = 2.5000

Qa=Va+Q0

29 /octaveProgrammid/lihttala.m
30nttp://www.xfig.org/


./octaveProgrammid/lihttala.m
http://www.xfig.org/
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Lihttala paindemoment M

29 IS T N N S T s st SN N A
0 06 12 18 24 3 36 42 48 54 6

X [m]

Lihttala pikjoud Q

\ \ i ; ; i \
0 06 12 18 24 3 36 42 48 54 6
X [m]

Joonis 1.33. Lihttala epiiiirid

Sisejoudude jaotus talas

I-Nr X Q M
1 0.00 15.487 -15.000
2 0.40 15.487 -8.805
3 0.80 15.487 -2.611
4 1.20 15.487 3.584
5 1.60 15.487 9.779
6 2.00 15.487 15.973
7 2.40 15.487 22.168
8 2.40 5.487 22.168
9 2.80 3.887 24.043
10 3.20 2.287 25.277
11 3.60 0.687 25.872
12 4.00 -0.913 25.827
13 4.00 -12.913 25.827
14 4.40 -12.913 20.661
15 4.80 -12.913 15.496
16 5.20 -12.913 10.331
17 5.60 -12.913 5.165
18 6.00 -12.913 -0.000

A

octave:4> diary off
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1.17.2 Lihttala siirete arvutamise niide 1.2 [ekraanivideo]

Naide 1.2 Leida joonisel 1.52 ndidatud lihttala siirded w, ¢, ja sisejoud Q) ning M.

Stirete arvutamisel tilekandemeetodiga on vaja teada algparameetreid, s.o rajasiir-
deid wa, pya ja rajajoude Qa,9 My tala alguses. Selleks kirjutame lekandevorran-
did (1.56), (1.57), (1.59) ja (1.58) (maatrikskuju (F.31) on toodud Ik 687) imber
vorrandisiisteemina®' (1.63):

—I1%Zy,+UZ, = -7 (1.63)

siin I on (4 © 4) dhikmaatriks,
tala lopus Zyp ja alguses Zy olevad siirded ja sisejoud (1.6)

w w
pr _ SO?J
7, — L Zy = , 1.64
» | . Q. (1.64)
M, ] M, ]
tilekandemaatriks U (1.065)
(zp—v) (zp—1)3 (¢p—2y)?
1 —(zp — z) i, :ESEIy —om,
(zp—zv) (zp—zv)
u=|0 1 SEI, I, , (1.65)
0 1 0
0 0 (xp — xy) 1

koormusvektor Z on on toodud avaldisega (1.66)

(wp—an)’ (@p— L
XM, g + L m SR
. (zp—anr) (zp—a (zp—a )
5 — Y M, — Y F. ’}ﬂy; DL S T (1.66)
—ZFZ (ZL’ ) Zq,z (xp aq)21+
— XM, (2, — ay) — S F. (2, - ap), - ¢, O

Nii saame neli vorrandit (1.63) kaheksa tundmatuga (1.64). Ulejiinud vorrandid saame
rajatingimustest

wy, 0

My, | 0

B (1.67)
My 4 ~15.0

Ulesande lahendamiseks kasutame GNU Octave programmi talaRajaSiirded.m **. Prog-
ramm arvutab ja joonistab siirded (joonisl.34) w, p, ja sisejoud QQ, M
Arvutuse tulemused on toodud arvutuspdevikus 1.J.

310lekandevorrandite esitamist vorrandisiisteemina on vaadeldud toodes [Lah97a], [Lah97b],
[Lah98al.
32 /octaveProgrammid/talaRajaSiirded.m
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Lihttala siire w

1. Sissejuhatus

20
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w*1/EI [m]

100

¢®*1/EI [rad]

Joonis 1.34. Lihttala péordenurgad ja siirded

Arvutuspédevik 1.4 Lihttala siirded

octave:1> diary talaRajaSiirded.out
octave:2> diary on

octave:3> talaRajaSiirded

I = 1.9020e-05

E = 2.1000e+11

EI = 3994200

GAr = 4.5036e+15

F1 = 10

aF1 = 2.4000
F2 = 12

aF2 = 4

L= 6

qz = 4

A

Fjoud=[F1 aF1 ; % joud 1
F2  aF2]; % jdud 2

YA F3  aF3]; % joud 3
gkoormus=[qz 2.4 4.0]; % jaotatud koormus gz
YA gzl 0.0 L]; % jaotatud koormus gzl

I margikokkulepe

Skaleerimise tegurid EIsuhe = EIo/EI GArsuhe=EIo/GAr
EIsuhe = 1

GArsuhe = 8.8689%9e-10

siirded ja poorded on niiid EIo kordsed
U=Ulintala_ImkSc(L,EIsuhe,GArsuhe) - iilekandemaatriks




1.17 Ulekandemaatriks paindel

Zo=ZtalaFqSc(L,EIsuhe,Fjoud,gkoormus) - koormusvektor
A=zeros(8,8); - nullistame vdrrandisilisteemi kordajad
ZZo=zeros(8,1); - nullistame vdrrandisiisteemi vabaliikmed

A=InsertBtoA(A,I,J,IM,JN,B,M,N) - asetab B A-sse algusega IM,JN

A=InsertBtoA(A,8,8,1,5,U0,4,4) - asetame iilekandemaatriksi U vdrrandisiisteemi
A=InsertBtoA(A,8,8,1,1,A1,4,4) - asetame iihikmaatriksi Al vdrrandisiisteemi
ZZo=InsertBtoA(ZZo,8,1,1,1,Z0,4,1) - asetame koormusliikmed v&rrandisiisteemi

Ulekandevdrrandid. - I *xZL + U *xZA = - ZZo
Tundmatute kordajad A(1:4,1:8) ja vabaliikmed ZZo(1:4,1)

wL fil QL ML wA fiA QA MA ZZo
-1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 -6.0 -36.0 -18.0 -119.087
0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 18.0 6.0 114.571
0.0 0.0-1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 28.400
0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0 0.0 6.0 1.0 77.920
Rajatingimused.

Tundmatute kordajad A(5:8,1:8) ja vabaliikmed ZZo(5:8,1)

Vorrandisiisteemi lahendamine
X=A\ZZo;

Toereaktsioonid ja kontaktjdud X I m&rgikokkulepe

-0.000000e+00 - siire tala 1dpus
4.611716e+01 - poore tala 1ldpus
-1.291333e+01 - p&ikjdud tala 1dpus
-0.000000e+00 - paindemoment tala 1l&pus

4.263256e-14 - siire tala algul
-2.807218e+01 - poore tala algul
1.548667e+01 - pdikjoud tala algul

-1.500000e+01 - paindemoment tala algul

siirded ja pddrded on EIo kordsed

I m&rgikokkuleppe puhul on tala positiivne pddrdenurk Z-teljelt X-teljele
KordaNT = 1
Walg =

4.2633e-14 -2.8072e+01 1.5487e+01 -1.5000e+01
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Fjoud1=Fjoud;
gkoormusl=gkoormus;
Njaotust=jaotusteArv(L,Fjoudl,gkoormusi) ;

arvude suurim thistegur - gcd(arvudS)
yhistegur = 400

minimaalne jaotuste arv - jaotusi = L*suurendus/yhistegur

jaotustusi = 15

NT=jaotusi*KordalNT; % jaotusi suurendatakse KordaNT korda
NT = 15
TSj=talaSiireFqSc(NT,L,EIsuhe,GArsuhe,Walg,Fjoud,gkoormus) ;
TSjT=TSj;

pealdis=’ Siirded ja sisejdud lihttalas ’;
tabelXWfiQM(TSjT,pealdis)

Siirded ja sisejoud lihttalas

I-Nr X w fi Q M
1 0.00 0.000 -28.072 15.487 -15.000
2 0.40 12.264 -32.833 15.487 -8.805
3 0.80 25.936 -35.116 15.487 -2.611
4 1.20 40.026 -34.922 15.487 3.584
5 1.60 53.543 -32.249 15.487 9.779
6 2.00 65.495 -27.099 15.487 15.973
7 2.40 74.892 -19.471 15.487 22.168
8 2.40 74.892 -19.471 5.487 22.168
9 2.80 80.852 -10.207 3.887 24.043
10 3.20 82.975 -0.322 2.287 25.277
11 3.60 81.061 9.929 0.687 25.872
12 4.00 75.017 20.290 -0.913 25.827
13 4.00 75.017 20.290 -12.913 25.827
14 4.40 64.972 29.588 -12.913 20.661
15 4.80 51.622 36.820 -12.913 15.496
16 5.20 35.792 41.985 -12.913 10.331
17 5.60 18.309 45.084 -12.913 5.165
18 6.00 0.000 46.117 -12.913 -0.000

Siin siire w ja ristldike poore fi on EIo kordsed
Tegelik siire w/EIo ja ristldike podre fi/EIo
MiMaSg=minMaxGrafSiirded (TSjT) ;

octave:4> diary off

Ristloike poordenurga ¢, (x = 0.0) ja siirde w. (x = 4.0) arvulisi vadrtusi on vorreldud
siirete arvutamisel ndites 7.1 (Ik 181) saadud tulemustega. Nende vddrtused langevad
kokku.



2. Tala mojujooned

2.1 Mojujoone moiste [ekraanivideo]

Liikuvat koormust tuleb arvestada sildade, kraanatalade ja teiste tehnoehitiste projek-
teerimisel. Paigalseisva koormuse puhul kujutati varraste sisejoude epiiiiridel. Koormus
oli fikseeritud ja sisejoud olid varda telje (x-koordinaadi) funktsioonid. Liikuva koor-
muse puhul fikseeritakse ristloige ja leitakse selles sisejoud voi toereaktsioon olenevalt
koormuse asukohast. Ristloigete jaoks koostatakse graafikud (mojujooned).

Mojujoon on graafik, mis kujutab konstruktsioonil liskuvast ja suunda sdilitavast
tihikjoust tingitud toereaktsiooni, sisejou, siirde vms suurust arvutusskeemi kindlas
ristloikes. Mojujoone ja epiiiiri erinevust selgitame maojufunktsioont M (x, &) abil. Moju-
funktsiooni itheks muutujaks on ristloike asukoht z (joonis 2.1) ja teiseks muutujaks
jou asukoht &. Joonisel 2.1 on toodud moodduta koordinaadid € ja & (£ 4 & = 0).

A
A

Joonis 2.1. Liikuv koormus

Tala elastse joone diferentsiaalvorrandi ‘%ﬁ = —dd?f = 0 lahendina jargmistel ra-

jatingimustel M (0) = 0, M (1) = 0 saab leida mojufunktsiooni (Greeni' funktsiooni)

28D fui <€

Mz &)= { L(ljﬂ), kui x>¢€-1

(2.1)

Epiitiride ja mojujoonte vordlemiseks vaatleme méjufunktsiooni (2.1). Epiiiiride
saamiseks fikseerime muutuja £ (£ = a,,) ja mojujoonte saamiseks muutuja z (x = a;).

1Georg Green, inglise fiiiisik ja matemaatik, 1793-1841.
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a) _ b _
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a Y b a Y b
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Joonis 2.2. Epiiiirid ja mojujooned

Epiitiride puhul fikseerime muutuja £ (£ -1 = a,,)

2l=am) i < a,,
Mz &) = { a”‘(gi) kui x ; A, 22
Mogjujoonte puhul fikseerime muutuja = (z = a;)
Gal& - fyi a; < €1
M (z, &) = Lo b= 2.3
O e 23)

Avaldistega (2.2) ja (2.3) leitud graafikud on joonisel 2.2.
Mojujoonte leidmist vaatleme eraldi.

2.2 Toereaktsioonide mojujooned

Staatiline meetod.
Talal (joonis 2.3) liigub koondatud koormus F' = 1, mille kaugus toest a on & -1 ja toest

b &-l=(1-¢L
Tasakaalutingimusest XM, = 0

> M,=0; —Al+F-1(1-¢&=0 (2.4)

saalme

A:F-l(ll_g)zyg’ (2.5)

Toereaktsioon A on muutuja &’ lineaarne funktsioon (joonisel 2.3 sirgjoon).
Sarnaselt leiame tasakaalutingimusest > M, = 0




2.3 Lihttala poikjou mojujooned

Joonis 2.3. Toereaktsioonide A ja B mojujooned

ZMa:O; —BI+F-£-1=0
toereaktsiooni B
B:F-gl‘lzl-f,

mis on muutuja £ lineaarne funktsioon (joonisel 2.3 sirgjoon).
Konsoolidega tala toereaktsioonide mojujooned on joonisel 2.4.

2.3 Lihttala poikjou mojujooned

Staatiline meetod. Vaatleme kahte juhtu:

a b
w%z 7% ‘
k | r
A | '

| | e

v-l ® : ' A méjujoon
/: I :
| | I I
I I

o~ : ' B mdjujoon

AL
®

Joonis 2.4. Konsoolidega tala toereaktsioonide mojujooned
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e Liikuv koormus asub ristloike k ja toe b vahel (joonis 2.5).
Tasakaalutingimusest XY = 0 saame Qp—A = 0; Qr, = A. Vahemikus ap < &1 <[
on md&jujoon sarnane toereaktsiooni A mojujoonega (avaldis 2.5).

F=1

A 2
Al 8
& | F=|1 g | i | i
X Qi 1 i
a k ;b : ! z
Z Z ! AB
* ak bx ‘

A | | | |B | 3 ak
p— ‘ | T B~
Il i o
! . * ay
2 ‘ a .-

| | [ _---""

AT | ﬁ | O A" Qx mj
/] | l J@
[ &

R\ b
A |
Joonis 2.5. Poikjou mojujoone parem pool Joonis 2.6. Poikjou @)x mojujoon

e Liikuv koormus asub toe a ja ristloike £ vahel (joonis 2.6).
Tasakaalutingimusest XY = 0 saame @y + B = 0; Qr = —B. Vahemikus
0 < ¢ -1 < a; on mdjujoon sarnane toereaktsiooni '—B’ mojujoonega (2.6).

Poikjou Q) mojujoon

— =& j <€ 1<
Qk:{ o le e ot ica (2.8)

—B=-% kui 0<¢-1<aq

2.4 Lihttala paindemomendi mojujooned

Staatiline meetod. Vaatleme kahte juhtu:

e Liikuv koormus asub ristloike & ja toe b vahel (joonis 2.7).
Tasakaalutingimusest XM = 0 saame M, — A - a, = 0; My = A - a;. Vahemikus
ap < & -1 <1 on mojujoon sarnane toereaktsiooni A mojujoonega, mis on korru-
tatud ay.
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1. F=1
gl F=ley &
t a Tk b
2| —b 77 e
. e b B
NE b AB Al
~> o
I ~—
I ‘ 1 Qg

A g

! | K
A | | B 1y
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Joonis 2.7. Paindemomendi mojujoon Joonis 2.8. Paindemomendi M} mojujoon

e Liikuv koormus asub toe a ja ristloike k£ vahel (joonis 2.8).
Tasakaalutingimusest XM = 0 saame My — B - by = 0; My = B - b,.. Vahemikus
0 <& -1 <z, on mojujoon sarnane toereaktsiooni B mojujoonega, mis on korru-
tatud by.

Paindemomendi M} mojujoon

A, -9 . _
Mk:{( ay - A =ay - ~7>, kui ap < &-1<1 (2.9)

l—ap)-B=(—a)-5, kui 0<&-1<a

kus ay on ristloike £ kaugus vasakust toest a.

2.5 Konsooli mojujooned
2.5.1 Poikjou mojujoon

Konsooli (joonis 2.9 a) b)) poikjou @ mojujoone leidmiseks vaatame joonist(2.9 ¢) d))
ja koostame tasakaaluvorrandi, millest leiame @), avaldise (2.10).

joonis 2.9 ¢) Qr=-—1, (&l <ay), goonis 2.9d) Qr=1, (& > ax) (2.10)

Kui tihikjoud asetseb konsoolil (joonis 2.9 a)) 1oikest k paremal, on poikjoud loikes &
null.
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a) - b) 1 F=1
g F=1 &l
a bE 7R | b
K k
ay | ’ ak! by
| ‘ ]
o) F=1 o 9 _
a ‘Mk} iMk‘ b, F=1
| kl) (Tk Y
Q| Qk
e) . )y |
1 1 - Q, mj
© - Qimy 1 @ 1
o)) h)

(] i I : I
© M mj L M, mj

Joonis 2.9. Konsooli mojujooned

Kui tihikjoud asetseb konsoolil (joonis 2.9 a)) 16ikest k& vasakul, on poikjoud 1oikes
k Qr = —1. P&ikjou @, mojujoon on joonisel 2.9 e).

Kui iihikjoud asetseb konsoolil (joonis 2.9 b)) loikest & vasakul, on poikjoud loikes
k null. Kui iihikjoud asetseb konsoolil (joonis 2.9 b)) l6ikest & paremal, on poikjoud
16ikes k Q) = 1. Poikjou @ méjujoon on joonisel 2.9 f).

Vasakpoolsel ja parempoolsel konsoolil on poikjoud erineva mérgiga.

2.5.2 Paindemomendi mojujoon

Konsooli (joonis 2.9 a) ja b)) paindemomendi M} m&jujoone leidmiseks vaatame joonist
(2.9 ¢) d)) ja koostame tasakaaluvorrandi, millest leiame M), avaldised (2.11)

joonis 2.9 a) My = —F - (ax — &), joonis 2.9 b) M = —F - (&l —ai) (2.11)

Kui iihikjoud on loike £ ja toe vahel, siis M, = 0. Kui iihikjoud on l6ike £ ja konsooli
vaba otsa vahel (joonis 2.9 ¢) ja d)), siis M} mojujoon on médratud avaldisega (2.11).
Konsooli 16ike £ paindemomendi méjujoon My, on joonisel 2.9 g) h).

2.5.3 Konsoolidega tala mojujooned

Joonisel 2.10 on n#idatud konsoolidega tala. Toereaktsiooni A mojujoon on saadud
avaldisega (2.5) ja nédidatud joonisel 2.4.
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Q5 mj

\

Qa mj
M, mj
[m]

M, mj

kaj

71

Toereaktsiooni mojujoone konstrueerimiseks
kanname toele a 16igu pikkusega iiks. Uhendame
selle 16igu otspunkti ja toel b oleva vadrtuse (null)
sirgega (joonis 2.10), mille pikendame tala otste-
ni. Tala otstes olevad mojujoone ordinaadid voib
arvutada sarnastest kolmnurkadest.

Paikjoud QP asub tala sildes (toest paremal).
Sildes asuva ristloike jaoks poikjou mojujoone
konstrueerimist vaatlesime joonisel 2.6. Pikendame
sirged tala lopuni. Niitid nihutame iihelt sirgelt
teisele iilemineku punkti k toest a paremale, saame
(Q? mojujoone (joonis 2.10). Tala otstes olevad
mojujoone ordinaadid voib arvutada sarnastest
kolmnurkadest.

Poikjoud Q¢ asub konsoolil. Vasakpoolse kon-
sooli mojujoont vaatlesime joonisel 2.9. Kui
ithikjoud asub tala sildes, siis konsoolil olevas
ristloikes on poikjoud QY null (joonis 2.10). Kui
ristloige, mille jaoks meie poikjou mojujoont konst-
rueerime, asub vasakul konsoolil, on mojujoone
mérk miinus. Parempoolsel konsoolil on poikjou
mojujoone mark pluss.

Kui iihikjoud liigub tala sildes, on paindemo-
ment M, toel b null. Parempoolsel konsoolil ole-
va ristloike paindemomendi mojujoont vaatlesime
joonisel 2.10. Nii koostame M, mojujoone (joo-
nis 2.10).

Paindemoment M) asub tala sildes (ristloige

k). Sildes asuva ristloike jaoks paindemomendi mojujoone konstrueerimist vaatlesime
joonisel 2.8. Pikendame sirged tala 16puni. Nii saame M} mojujoone (joonis 2.10). Tala
otstes olevad mojujoone ordinaadid voib arvutada sarnastest kolmnurkadest.

Poikjoud @y asub tala sildes (ristloige k). Sildes asuva ristloike jaoks po6ikjou moju-
joone konstrueerimist vaatlesime joonisel 2.8. Pikendame sirged tala lopuni. Nii saame

Qr mojujoone (joonis 2.10).

Sarnaselt 6pikus [DK62] toodud konsoolidega tala paindemomendi ja po6ikjou moju-
joonetele on konsoolidega tala mojujooned néidatud joonisel 2.11.

Konsoolidega tala majujoonte (joonis 2.11) koostamisel teeme vahet jargmistel tala
piirkondadel: vasak konsool, tala sille ja parem konsool.

Kui ristloige, mille mojujoont meie konstrueerime, asub vasakpoolsel konsoolil, siis
poikjou Q mojujoone koostamiseks kasutame avaldist (2.10). Sama ristloike paindemo-
mendi M mojujoone koostamiseks kasutame avaldist (2.11).

Ristloigete jaoks, mis asuvad tala sildes, kasutame poikjou QQ mojujoone koostami-
seks avaldist (2.8) ja paindemomendi M mojujoone koostamiseks avaldist (2.9).
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Joonis 2.11. Konsoolidega tala paindemomendi ja poikjou mojujooned

Kui ristloige asub parempoolsel konsoolil, siis poikjou Q ja paindemomendi M méoju-
joone koostamiseks kasutame avaldisi (2.10) ja (2.11).
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2.6 Mojujoonte kasutamine
Tuleb teada, kuidas kasutada mojujooni toereaktsioonide, sisejoudude ja siirete leid-

miseks.
Méjujoone iga ordinaat 7; néitab otsitavat suurust iihikulisest koormusest F = 1 (vt

joonis 2.12).
a(g) lFl lFi
R
a HIR

n (e

Joonis 2.12. Mojujoone kasutamine

Kui talale mojub koormus Fj, siis leiame otsitava suuruse Zj avaldisest Z, = F; - ;.
Mitme koondatud jou olemasolul summeerime need.

Zk :F17]1+F2772+...+F7;7]i (212)

siin Fi, F; on koondatud joud ja 7y, n; vastavate joudude all olevad ordinaadid moju-
joonel (joonis 2.12). Uhtlaselt jaotatud koormusest (¢ = konst) pohjustatud sisejou Zj,
(joonis 2.12) saame avaldisest (2.13)

Z= [ a©n(©ds = g0 (213)

kus Zj on sisejoud ning 2 mojujoone pindala (vt joonisel 2.12 viirutatud osa).
Kogu koormusest pohjustatud sisejoud (vt joonist 2.12)

Zy = Fim + Fm; + q/ n (&) d& = Fym + Fim; + qQ (2.14)

siin F, F; on koondatud joud ja 7, n; vastavate joudude all olevad ordinaadid moju-
joonel (joonis 2.12).

2.6.1 Sisejoudude leidmise niide 2.1 [slaidid] [.swf] [ekraanivideo]

Naiide 2.1 Arvutada joonisel 2.13 kujutatud konsoolidega tala toereaktsioon A, péikjoud QP
toest a paremal, poikjoud QY toest a vasakul, paindemoment My, poikjoud Qy loikes k. Talale
mojuv koormus ja vajalikud maojujooned on ndidatud joonisel 2.13.

Vaadeldava konsoolidega tala mojujooned on koostatud joonisel 2.10.
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F,=4kN  Fp=5kN

q=2kN/m
\
%7&1 |k ﬁ Kasutades avaldist (2.14), saame toereaktsiooni A védr-
8m | 2m tuseks
im 5m im
|
o ! =y 04-2 0.2-1
N2 3 D Am A=4-12+45-04+2"—= —2=5— =T4kN (215)
®@ 3
= ) /i Poikjou QP toest a paremal leiame avaldisega
R S
=== i =7 Qamj 04-2 _02-1
| @/!/;g; 6 =4-02+45-0442-—= - 25— = 34kN (2.16)
S) | Q¥ mj Poikjou QF toest a vasakul arvutame avaldisega
T Ry Q’=—4-1.0=—4.0kN (2.17)
o § A My
— : =5 [m] Paindemomendi M, vaartuseks toel b saame
O N A Mmj 1.0-1
X - ] M My=—222 1 kN (2.18)
s o [m] 2
° @ o
< ’1 Paindemoment M}, ristloikes £ on
o T A
s 19 Qe 1.2:2  _06-1
: = M, =-40-04+5-1.2+2 EPLAL

2 2
=6.2kN-m (2.19)

Ristloikes k£ on poikjoul kaks védrtust. Parempoolse
poikjou védrtuse @ (2.20) saab, kui kasutada mojujoone
vasakpoolset viartust

0.4-2 _20.2-1 B
2 2
= —1.6kN  (2.20)

Q) =4.0-02—5-0.6+2

Joonis 2.13. Sisejou leidmine Vasakpoolse poikjou védrtuse @} (2.21) saab, kui kasutada

mojujoonte abil mojujoone parempoolset vadrtust
0.4-2 0.2-1
Q,=40-02+5-04+2 5 -2 5 = 3.4kN (2.21)

2.7 Koormuse ebasoodsaim asetus

Uhe lidkuva koondatud jou F; puhul tekib maksimaalne voi minimaalne sisejoud
(maxZy/minZy) siis, kui see joud asetseb mdjujoone suurima positiivse voi negatiivse
ordinaadi (Nmax/Mmin) kohal.
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maxZy = F1Mmax, minZy = Finuin (2.22)

Mitmest koondatud joust koosneva litkuva koormussiisteemi puhul leitakse esmalt koor-
muse ebasoodsaim asetus ja pérast selle kindlaksmadramist arvutatakse sisejoud Zj
valemiga

Zpe=Fm,  (i=1,2,3,..,n) (2.23)

Suurimad sisejoud leitakse tavaliselt proovimise teel, st vorreldakse koormuse erinevate
asendite jaoks leitud sisejoudusid. Tihti joonestatakse joudude asetuse skeem paberiri-
bale, et seda siis nihutada erinevatesse asukohtadesse. Koormus asetatakse nii, et suure-
mad joud oleksid suuremate ordinaatide kohal. Koormuse ebasoodsaima asetuse korral
seda liikuvat joudu, mis asub hulknurkse mojujoone kumera tipu kohal, nimetatakse
kriitiliseks jouks. Koormuse ebasoodsaima asetuse puhul on sisejoud suurim. Hulknurkse
kujuga mojujoonel voib olla mitu kriitilist joudu. Suurim sisejoud leitakse nendele krii-
tilistele joududele vastavate sisejoudude vordlemise teel. Suurimate sisejoudude arvu-
tamine nouab suurt arvutustéod.
Kolmnurkse kujuga mojujoon.

Koondatud joududest koosneva koormussiisteemi puhul koormuse ebasoodsaima asetuse
voib leida graafiliselt (joonis 2.14):

0.5
0.2

Joonis 2.14. Kolmnurkse kujuga mojujoon

e mojujoone alguspunktist A kanname litkuva koormuse joud F {iiksteise alla
e ithendame mojujoone lopupunkti B joudude 16pupunktiga C

e tombame sirgega BC paralleelse sirge B’C’, mis ldbib kolmnurkse kujuga moju-
joone tipu projektsiooni B’

e sirge osutab joule F, mis peab asuma kolmnurga tipu kohal

e asetame kriitilise jou kolmnurga tipu kohale ja arvutame sisejou valemi (2.23)
jargi:

maxZ, = F (0.5+ 1.0+ 1.2+ 0.2) = 2.9F (2.24)
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Hulknurkse kujuga mojujoon.
Vaatleme hulknurkse kujuga méjujoont (joon 2.15 e)) ja tema kohal lidkuvat mitmest
joust koosnevat koormussiisteemi (joon 2.15 a)).

a)

lSkN VkN ¢3.5kNl9.5kN l3kN VkN l3.5kNl9.5kN
>/4:m ' 4m | >8m t4m  >4m 4m >8m ' 4m ' >4m
1 \ | h 1 1 1 \ | |
1 1 1 1
b): | | | ¢35kN lg.SKlekN VKN ! Do
1 ! ! 1 ! 1
— ' ! . . . . : —
1
0! 3.5kN lQSkNlSkN VkN ! : b
! | ! |
. ; ; ; : ; -
- 35kN | 95kN|3kN | 7kN ! | . G
d)' l l l ! ! 1 ! 1
: . : ' ' e
: : ! : i
1
e LA ! |
1 1
! tg 0,=0.2 X
! ! - | |
’ . 1 1
: :C’ : | 1
1
! 10m "2 6m <|2 .7 10m 18]  82m
T T T T ™ 1

Joonis 2.15. Hulknurkse kujuga mojujoon

Suurima sisejou voime leida proovimise teel. Vaatleme joudude erinevaid asetusi:
1. Joud 3.5kN on 1oikes C kumera tipu kohal (joonis 2.15 b).
2. Joud 9.5kN on loikes C kumera tipu kohal (joonis 2.15 c).

3. Joud 3.0kN on loikes C kumera tipu kohal (joonis 2.15 d).

Kui leida iga jou F; all oleva ordinaadi véirtus 7;, saaksime nende koormuste erineva
asetuse korral kasutada valemit (2.23). Nendest erinevatest juhtudest valiksime vilja
suurima/véahima sisejou Zj, véaartuse.

Koormuse erineva asetuse korral ei arvutata kohe jou F; all oleva ordinaadi var-
tusi n;. Esmalt leitakse koormuse ebasoodsaim asetus. Vaatluse alla voetakse sisejou
muutus. Kui koormuse liigutamisel sisejoud kasvab, siis ldhteasukoht ei olnud koormuse
ebasoodsaim asukoht. Koormust liigutatakse jargnevatesse asukohtadesse mojujoone
kumera tipu kohal seni, kuni sisejoud hakkab vihenema. Nii leitakse iiks kriitilistest
joududest.

Jalgime sisejou muutust joudude liikumisel mojujoonte sirgete osade kohal. Olgu
sisejou juurdekasv AZy, siis

AZy = F; - An; = F; - tan o Az, (i=1,2,3,....,n) (2.25)

siin tan o; on méjujoone sirge tousunurk (joonis 2.15 e)).
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l3.5 kN |9.5kN | 3kN l 7 kN

10 m 2

N
! !

Joonis 2.16. Suurima sisejou leidmine

Koormuse liigutamisel Ax vorra suureneb voi viheneb mojujoone ordinaat An; =
tan a; Az vorra. Kui koormuse liigutamisel Ax vorra mojujoone positiivsete ordinaatide
kohal sisejoud ei suurene, oleme leidnud koormuse ebasoodsaima asetuse. Hulknurkse
kujuga mojujoone teise kumera tipu kohal voime leida teise koormuse ebasoodsaima
asetuse. Suurima sisejou leiame nende koormuse ebasoodsamatel asetustel arvutatud
sisejou vordlemisel.

Liigutame koondatud joududest koosneva koormussiisteemi asendist 1 (joonis
2.15 b)) asendisse 2 (joonis 2.15 ¢)), mille puhul on Az = —4m. Sisejou juurdekasv
AZy

AZj1o=35-02-(=4)+ 9.5 (=0.1) - (=4) +3.0- (=0.1) - (—4) = 8.6kN (2.26)

Sisejou juurdekasv AZ, = 8.6 kN on positiivne.
Liigutame koondatud joududest koosneva koormussiisteemi asendist 2 (joonis 2.15 c¢)
asendisse 3 (joonis 2.15 d), mille puhul on Az = —4m. Sisejou juurdekasv AZj

AZpy3=35-00-(=4)+9.5-(0.2) - (=4) +3.0- (=0.1) - (—4) = —1.4kN (2.27)

Sisejou juurdekasv AZ, = —1.4kN on negatiivne.

Jarelikult on koondatud joududest koosneva koormussiisteemi asend 2 (joonis 2.15 ¢)
ebasoodsaim. Seda niitab ka graafiline lahendus (joonis 2.15 e).

Leiame mojujoone ordinaadid (joonis 2.16) ja arvutame suurima sisejou Z

maxZ, =3.5-04+95-1.24+3.0-08+7.0-04 =18.0kN (2.28)

Joududest koosneva liikuva koormussiisteemi abil kirjeldatakse kraanade litkumist
kraanataladel, autokolonni liikumist sildadel. Autokolonni liikumist vaadeldakse
soidusuunaga vasakult paremale ja paremalt vasakule, kus autokolonnis olevate joudude
jarjestused on erinevad [R&475], [DK62].
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3. Varrassiisteemide liigitus

3.1 Varrassiisteemide liigituse alused

Varrassiisteemiks nimetatakse varraste kogumit, milles iga varda asend ja asendi muutus
on mddratud tlejddinud varraste asendi ja asendi muutusega.
Varraskonstruktsiooni liigitamisel voetakse arvesse jiargmisi varrassiisteemi omadusi:

e varda telgjoone kuju

e varda tooseisundit (joonis 1.3)

e varraskonstruktsiooni toesidemete arvu (joonis 3.1)
e liigendite arvu.

Esmalt vaatleme, kas konstruktsioon on valmistatud sirgetest voi koveratest var-
rastest voi kasutatakse molemaid, st tegemist on segasiisteemiga. Jargnevalt uurime,
milline on varraste tooseisund (joonis 1.3). Néiteks sirgetest varrastest valmistatud var-
rasststeemi, mille vardad tootavad pikkele, nimetatakse sorestikskeemiks. Sirgetest var-
rastest valmistatud varrassiisteemi, mille vardad todtavad liittooseisundis, nimetatakse
raamskeemiks. Edaspidi vaatleme liigendite arvu ja rédgime kolme liigendiga, kahe lii-
gendiga ja liigenditeta raamskeemist.

Kovera telgjoonega varrast, mis to6tab ainult tombele, nimetame wvandiks (ka-
sutatakse ka nimetust niit, niidivorrand) ja nendest moodustatud varrassiisteemi
vantskeemiks. Kovera telgjoonega varrastest valmistatud varrassiisteemi, mille vardad
tootavad liittooseisundis (voimalik on valida selline varraste telgjoone kuju, et varrassiis-
teem to6tab ainult survele), nimetatakse kaarskeemiks. Liigendite arvu alusel eristatakse
kolme liigendiga, kahe liigendiga ja liigenditeta kaarskeemi.

Tuleb vahet teha sorestikkonstruktsiooni ja sorestikskeemi vahel, sest sorestik-
konstruktsioone on voimalik arvutada nii sorestikskeemi kui ka raamskeemi jargi.

Sorestikskeemi, talaskeemi, raamskeemi, kaarskeemi, vantskeemi ja segaskeemi iild-
nimetuseks on arvutusskeem. Uhel konstruktsioonil v6ib olla mitu arvutusskeemi. See
soltub tehtud aproksimatsioonidest.
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Paigal- Liikuv poor-
| esev liigendtugi duma'tu
liigendtugi tugi
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3.2 Toed ja toereaktsioonid

Joonis 3.1. Toed ja toereaktsioonid

Lihtsuse mottes vaatleme tasapinnalist konstruktsiooni. Kirjeldame toereaktsioonide

A4 A4 <~
Fa, F. ja M, tood W; tugede siiretel u, w ja ¢,

<~ <~ >
Wt:FgUu_Fsz—i_My(py

(3.1)

Toereaktsioonid kuuluvad rajajoudude hulka, tugede siirded ja poorded rajasiirete hul-
ka. Rajatingimustest antakse ette kas toereaktsioon véi toe siire (poore). Arvutusskeemil
kasutatavate tugede siimbolid on joonisel 3.1. Joonisel 3.1 on jargmised toed:
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e jdik tugi ei voimalda siirdeid ega pooret, tema vabadusastmete arv on null. Tund-
matuid toereaktsioone on kolm. Tundmatute toereaktsioonide ja vabadusastmete
summa on kolm

e paigalseisev liigendtugi voimaldab ainult podret. Vabadusastmete arv on iiks.
Tundmatuteks on horisontaalne ja vertikaalne toereaktsioon ning podre. Tund-
matute toereaktsioonide ja vabadusastmete summa on kolm

o litkuv ligendtugi voimaldab podret ja iihes sihis siiret. Vabadusastmete arv on
kaks. Tundmatuteks on iiks toereaktsioon, pocre ja siire

e vaba ots voimaldab siirdeid ja poodrdeid. Vabadusastmete arv on kolm, need on ka
tundmatuteks. Toereaktsioonid puuduvad

o [iskuv pdordumatu tugi voimaldab siiret iihes sihis. Vabadusastmete arv on iiks.
Tundmatuteks on toemoment, iiks toereaktsioon (joonisel 3.1 on selleks horison-
taalne toereaktsioon) ja siire.

3.3 Kontaktjoud ja liigendid

Liigendite siimbolid arvutusskeemi jaoks ja kontaktjoudude téhised on joonisel 3.2. Nii,
nagu tugede ja toereaktsioonide vaatlemisel, kasutame t66 moistet ka kontaktjoudude
ja liigendite vaatlemisel.

Vaatleme hoordevabu liigendeid, mille kontaktjoudude t66 on null, nagu toereakt-
sioonidel

< = >
Wi =Ny - Au+Q, - Aw+ M, - Ay, (3.2)

<~
Siin vaatleme kontaktjoudude ]?/' 2 @, ]\(;[> y t66d Wy, kontaktpindade vastastikustel sii-
retel ja pooretel Au, Aw, Ay, kus

Au = uy — Uy, Aw = w, — w,, Ay = Qyp — Oyo (3.3)

Avaldises (3.3) tédhistavad indeksid p ja v siirdeid ja poordeid liigendist paremal ja
vasakul. Varda otsa ristloikepinda kirjeldame tema pinnanormaaliga. Varda ristloikepin-
da, mille pinnanormaal on suunatud varraste ithenduse poole, nimetatakse kontakt-
pinnaks, kontaktpindadel majuvaid joude kontaktjoududeks. Uhe liigendi puhul on 2
kontaktjoudu. Liigendi puudumisel on 3 kontaktjoudu. Vaba otsa puhul on kolm vas-
tastikust siiret ja 0 kontaktjoudu. Kontaktjoudude ja vastastikuste siirete arv kontakt-
pinnal on 3 (vt joonis 3.2).

Varda otsa ristloikepind, mille pinnanormaal on suunatud varda sisse, on sisepind.
Sisepinnal mojuvad joud on sisejoud. Kontaktjoud ja sisejoud varda otsa ristloikes on
vordsed, kuid suunalt erinevad. Sisejoud leitakse kontaktjoudude kaudu.
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Joonis 3.2. Liigendid ja kontaktjoud

3.4 Rajajoud ja solmpunktid

Votame vaatluse alla nii konstruktsioonielemendid (vardad) kui ka nende tthenduspunk-
tid, nn solmpunktid.

Varrassiisteemide uurimise pohiliseks probleemiks on rajatingimuste kirjeldamine.
Tépsemalt kisitletakse seda probleemi tala-, sorestik-, raam- ja kaarskeemide juures.
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3.5 Arvutusskeem

Arvutusskeem on ehituskonstruktsiooni, masina vms kujutis, mille alusel tehakse arvu-
tusi.

Valitud arvutusskeemist oleneb arvutuse téapsus ja keerukus. Alati on voimalik valida
tdpsem arvutusskeem ja tédpsem teooria, kuid siis muutuvad arvutused keerulisemaks.
Tépsemaid teooriaid on vaja selleks, et kindlaks teha lihtsamate teooriate kehtivuse
piirid. Arvutusskeem sisaldab vihemalt jargmist informatsiooni [KKW90]:

e koigi solmpunktide asukohti

varraste telgjooni

e tugede ja liigendite asukohti

e koigi varraste ristloike jaikusi

e koormusi

e kohalike telgede positiivseid suundi.

Arvutis tuleb arvutusskeemi toetada arvutustabeliga [IKKW90].

Arvutusskeem ja arvutustabel soltuvad vaadeldavast konstruktsioonist. Arvutusskee-
mi koostamisel tuleb arvestada ehitamise ja koormamise jérjestusega. Niiteks erinevad
tulemused korrusraami riivide koormamisel pérast koigi korruste véljaehitamist tule-
mustest, mis saadakse iga korruse riivi koormamisel kohe pérast korruse véljachita-
mist [K6092].

3.6 Arvutusskeemi vabadusaste

Paljud arvutusskeemid koosnevad varrastest (konstruktsioonielementidest), mis on
ithendatud solmpunktides sidemetega (kontaktjoududega). Arvutusskeemil on k var-
rast (kujundit), ¢ toesidet (joonis 3.1), I lihtliigendit (toeliigendeid ei voeta arvesse,
sest toereaktsioonid on need sidemed arvesse votnud), r kontaktjoudu (joonis 3.2).
Igale vardale saab koostada m tasakaalutingimust (3.6).

Arvutusskeemi jaoks saame koostada seosed

t+r=m-k—w (3.4)
3.5)
kus arvutusskeemi toereaktsioonide arv ¢ ja kontaktjoudude arv r vorduvad koigi var-

raste kohta koostatud tasakaaluvorrandite arvu m - k ja arvutusskeemi vabadusastmete
arvu w summaga. Kui vabadusastmete arv

w=m-k—r—t



84 3. Varrassiisteemide liigitus

1. w = 0, see on arvutusskeemi staatikaga méadratavuse vajalik tingimus, kuid mitte
piisav tingimus.

2. w > 0, arvutusskeemi elemendid voivad paigutuda ilma elementide deformat-
sioonideta.

3. w < 0, arvutusskeemis on liigsidemed ja arvutusskeem staatikaga médramatu.

Uhe vabadusastmega (w = 1) kinemaatilist ahelat nimetatakse ka mehhanismiks. Var-
rassiisteemi vaatlemisel nimetame mehhanismi ka varrasahelaks.

Kujundiks nimetatakse arvutusskeemi osa, mis jadb alles, kui toesidemed eemaldatakse.
Kujund vajab tasapinnal kinnitamiseks kolme sidet.

Tasapinnal on konstruktsioonielemendil 3 tasakaalutingimust

SF, =0, SF, =0, M, =0 (3.6)

Kontaktjoude arv r on proportsionaalne lihtliigendite arvuga [ (joonis 3.2 lk 82).
Rajajoudude arvule vastab kahekordne lihtliigendite arv (vt joonis 3.3)

roc2-l (3.7)

Tasandilise arvutusskeemi jaoks saame avaldisest (3.4) avaldise

t+2-1=3-k—w (3.8)
ehk
w=3-k—2-1—t (3.9)

kus

t — toereaktsioonide arv (joonis 3.1),

[ — lihtliigendite arv (siin toeliigendeid ei voete arvesse, sest toereaktsioonid on need
sidemed arvesse votnud) (joonis 3.2),

k — varraste arv,

w — vabadusastmete arv,

[ I T BTN, S
ihtlii 2 lihtliigendit P S S Tt T S4
1 lihtliigend , N1!,/Ny N %uN 32 Q2
’ —_— — | — ) —_— || —
! SN S \
11 Q.I,‘ Qs Q> S s i 4
! .- S~ __---7 Q3T
1 el a T T T \ s
\ I/ 1 hhtlugeld 2 lihtliigendit >~ _ _ I\l_ 3
2 kontaktjoudu 4 kontaktjoudu e W
SN
r = 6 kontaktjéudu )
I I3 . S
2 toereaktsiooni 3 toereaktsiooni 2 toereaktsiooni ,' 3 | Qs 'l
)
Siin toeliigendeid ei arvestata. On toereaktsioonide arv '
t+21=3k-w l+r=3k-w
k = 4 varrast (kujundit) 7+23=3"4-w 7+6=34-w
| = 3 lihtliigendit w=12-13=-1 w=12-13=-1

Joonis 3.3. Varrassiisteemi vabadusaste
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a) Tala on koormatud vertikaalse koormuseda, siis on kaks (m = 2) vorrandit iga tala jaoks

X1<Z1 s le © 5 lx} © ?Xl 9 © 190 12
X2 T sz Tx4 TX5

k = 4 tala, t =5 toereaktsiooni, r = 3 kontaktjoudu

Xa
B O - X1-Xs - toereaktsioonid
X g — Xg - kontaktjoud

Kontaktjou positiivne suund X L

Joonis 3.4. Gerberi tala toereaktsioonid ja kontaktjoud

Lihtliigendite moistet késitletakse joumeetodis (vt avaldis (9.9), Ik 220). Joonisel 3.3
a) nididatud raam koosneb neljast elemendist (k = 4). Raamil on seitse toereaktsiooni
(t = 7) ja kuus kontaktjoudu (r = 6, joonis 3.3 b) c)). Iga elemendi jaoks saab kirjutada
kolm tasakaaluvorrandit. Asetades need andmed vorrandisse (3.9), saame

w=3-4-2.3-7=12-13=—1 (3.10)

Vaadeldud raam on iihekordselt staatikaga médramatu (w = —1).

Kasutame kontaktjoudude asemel kahekordset lihtliigendite moistet 2 - [ = 2 - 3.
Siin ei tohi toeliigendeid lihtliigendite arvu hulka arvata, kuna toed voetakse arvesse
toereaktsioonide arvuga t. Niiiid saame vorrandi (3.8) kirjutada kujul (3.11)

74+2-3=3-4—w, =  w=-13+12=-1 (3.11)

millest saame sama tulemuse kui vorrandist (3.10).

a)  Hetkmuutuv e

a é
" 7
o - . I\ p7
Kolm liigendit tihel sirgel ;X
| AN
\
b) o

Joonis 3.5. Hetkmuutuv tala
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Hetkmuutuv Tugede suunad

I6ikuvad lihes punktis

Joonis 3.6. Poorde hetkkese

Arvutame joonisel 3.4 ndidatud Gerberi tala vabadusastme w. Tala koosneb neljast
osast (k = 4). Tala 1-3, tala 3-6, tala 6-8 ja tala 8-12. Tala on koormatud vertikaalse
koormusega. Iga tala osa jaoks on siis kaks (m = 2) tasakaaluvorrandit. Gerberi talal
on viis toereaktsiooni (¢ = J) ja kolm kontaktjoudu (r = 3). Avaldisest (3.4) leiame

t+r=m-k—w, 5+3=2-4—w, = w=8-8=0 (3.12)

Vaadeldava tala (Gerberi tala) toereaktsioonid ja kontaktjoud on staatikaga
médratavad (w = 0). Siin avaldis (3.7) ei kehti. Kontaktpinnal (liigendis) on ainult
iiks kontaktjoud ja Gerberi tala kontaktjoudude arv r (r oc 1-1) on vordne liigendite
arvuga 1.

Vorrandisiisteemi koostamise nédide nende toereaktsioonide ja kontaktjoude arvuta-
miseks on toodud arvutuspéaevikus 4.2 (1k 100).

Avaldises (3.4) nullvabadusaste (w = 0) ei ole piisav tingimus toereaktsioonide ja
kontaktjoudude arvutamiseks. Vajalikuks tingimuseks on, et nullvabadusastmega toe-
reaktsioonide ja kontaktjoudude arvutamiseks koostatud vorrandisiisteemi determinant
oleks nullist erinev. Kui nullvabadusastmega toereaktsioonide ja kontaktjoudude ar-
vutamiseks koostatud vorrandisiisteemi determinant on null, siis sellist arvutusskeemi
nimetatakse hetkmuutuvaks.

Joonisel 3.5 a) niidatud talal on nullvabadusaste (w = 0), kuid toereaktsioonid V,
ja V, pole arvutatavad tasakaaluvorranditest. Nende arvutamiseks koostatud vorrandi-

a) b)
c d
c d R > _ — 4
c,"9<: “““““““““ i YN
/ rN
1 /
/ /
9/ ;
> \12/
/ /
/ /
/ /
/ /
a b / ' b

Joonis 3.7. Varrasahel
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siisteemi determinant vordub nulliga.

Kui kujund on kinnitatud kolme toesidemega nii, et nende sihid loikuvad iihes punktis
(kui see punkt on 16pmatuses, siis need sihid on paralleelsed) (vt joonis 3.6), siis selline
kinnitus lubab hetkelist pooret timber punkti O.

Kui joonisel 3.7 a) ndidatud raami jiigad solmed asendada liigenditega (joonis 3.7
b)) siis saame geomeetriliselt muutuva siisteemi — varrasahela.

Joonisel 3.8 on talaga a—b {ihendatud uus solm c kahe varda a—c ja b—c abil. Need var-
dad a—c ja b—c ei asetse iihel sirgel. Nii voib geomeetriliselt muutumatule arvutusskeemile
lisada uwue solme kahe vardaga, mis ei asetse thel sirgel. Saadud wus arvutuskeem on
geomeetriliselt muutumatu. Solme c voib iihendada ka rohkem kui kahe vardaga, kuid
siis voib muutuda varrassiisteem staatikaga méadramatuks.

Joonis 3.8. Geomeetriliselt muutumatu arvutusskeem

3.7 Arvutusskeemi pooluste plaan

Kujundi a—b (joonis 3.9) liikumist asendisse a’~b’ voib vaadelda kui pooret timber punk-
ti O. Punktide a ja b kiirustega v, ja v, risti tommatud sirged 16ikuvad punktis O, mida
nimetatakse poorde hetkkeskmeks voi hetkpooluseks.

Hetkpoolust, mille iimber kujund p&orleb, nimetatakse peapooluseks.

Kui kujund p6orleb iimber liikumatu liigendtoe (joonis 3.10 (a)), siis peapoolus
langeb iihte liikumatu liigendtoe (joonis 3.1) liigendiga. Polaarkiir ja liikumise suund

.9 Hetkpoolus (p66rde hetkkese)

~
~
NS
\
\
\

Joonis 3.9. Hetkpoolus
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Polaarkiir .~
Polaarkiir

Peapoolus asub polaarkiirel
) e

l "

Liikumissuund

W Liikuv liigendtugi A
(a) Peapoolus toel (b) Peapoolus kiirel (¢) Korvalpoolus M liigendis
©
Liikumissuund Polaarkiir
* * Liikumissuund :(i’j)

Po6ikijou liigend

Normaaljou liigend

(d) Kérvalpoolus Q liigendis (e) Kérvalpoolus N liigendis

Joonis 3.10. Peapoolused ja korvalpoolused

on risti (joonis 3.10 (a)). Kujundi & peapoolust tahistatakse (0,k) voi (k,0). Joonisel
3.10 (a) on téhistus (0,1).

Kui kujund on seotud liikuva liigendtoega (joonis 3.10 (b)), siis peapoolus asub
polaarkiirel, mis on risti liitkumise suunaga.

Jargnevalt vaatleme juhte, kus kujundid on ithendatud liigenditega (joonis 3.2).
Kujundite 7 ja j vastastikune poore toimub timber momendi liigendi (joonis 3.10 (c)).
See liigend on kujundite i ja j korvalpooluseks (i,j). Korvalpoolust tdhistatakse (7,7).

Kui kujundid 4 ja j on ithendatud poikjou liigendiga (joonis 3.2), siis korvalpoolus
(i,7) on polaarkiirel l6pmatuses — oo (joonis 3.10 (d)).

Kui kujundid ¢ ja j on ithendatud normaaljou liigendiga (joonis 3.2), siis korval-
poolus (7,j) on polaarkiirel l6pmatuses — oo (joonis 3.10 (e)).

o 0

\
Polaarkiir // \
\ .
/ \ Polaarkiir

Joonis 3.11. Mehhanism
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Lihtne mehhanism on kujutatud joonisel 3.11, kus omavahel on iihendatud kolm
varrast 4, j ja k. Nende varraste peapoolused on (7,0), (5,0) ja (k,0). Varraste i, j ja j,
k korvalpoolused on vastavalt (7,7) ja (j,k) (joonis 3.11).

3.7.1 Pooluste plaani kasutamise niide 3.1

Naide 3.1 Vaatleme tihe vabadusastmega varrasahela varraste péérdenurkade seoseid.
Viltu olevate postidega raamide varrasahela pédrded leitakse poolusplaanist (joonis
3.12). Varrasahela ihele vardale antakse tihikpoore ja teiste varraste péorded leitakse
selle varda podrde funktsioonina.

Joonisel 3.12 kujutatud varrasahela paigutusolukorras 1, péérduvad vardad ca ja db tim-

—=% (ab,0) peapoolus

b) |‘\\\
|“\\\
AN
! \
\ \

O = 13al#,O\ \\ AN Y =Va00
SR/
I\./\ \ \\

\ \
TN
\
EE ! \\ \ \\
! \ N \
1 \
1 \\ \ \\
1 \ \
\ \ \
a) ! \ \ N

! \ \ \ P

- ! \ \ N7

kérvalpoolusa | Vabo o}

a b a' T S c A
P N OAESAdN I
- / a 7 \

Pé /) kérvalpoolus b o
‘ / ! Upd,0
' T + B ac,0 ; '
c d cl’ (ac,0) d\ (bd,0)
7 7 727 peapoolus ” peapoolus

— |

Joonis 3.12. Poolusplaan ja varraste pocrded

ber toesolme c ja d. Nende varraste peapoolusteks on toesolmed ¢ = Ogep ja d = Opqyp.
Liigend a dihendab vardaid ac ja ab ning on nende varraste liskumise hetkpoolus.
_)

Varda ab peapoolus asub vektoriga aa’ risti oleval sirgel. Liigend b ihendab vardaid ab
ja db ning on nende varraste litkumise hetkpoolus. Varda ab peapoolus asub ka vektoriga
—

bb' risti oleval sirgel. Nende risti olevate sirgete loikepunktiks on Ogppo. See punkt O
on varda ab peapoolus. Varras ab pédrdub iimber peapooluse Oqpo uude asendisse a'b/.
Paigutusolukorras v, antakse vardale ab pidrdenurk Uoeo = 1 (vt joonist 5.12). Kolm-
nurkadel Aaa'Ogo ja Aad’c on dhine kiilg aa’. Sellest tingimusest saame

H - ﬂac,O = —H"- ﬁab,D

H
ﬁab,o = _E’ﬁac,o (313)
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Kolmnurkadel Abb' Oy ja Ab'd on dihine kiilg bb'. Siit saame

bOub0 - Vapo = —bd-Dpap
b0,
Upao = — b—db’o Uab,0 (3.14)

Seoses (3.14) avaldame pédrde Voo poorde Vqco kaudu

H bOab,O

- cDgeo =10 1
bd,0 H* bd ac,0 ac,0 (3 5)



4. Staatikaga maaratav
mitmesildeline tala

Loeng 1': Mitmesildeline tala. Néide 4.1. Néide 4.2. Loeng 2°: Mitmesildelise tala moju-
joonte kasutamine. Ndide 2.1. Ndide 4.4

4.1 Staatikaga madratav mitmesildeline tala

Mitmesildelise tala staatikaga méaaratavust kirjeldasime avaldisega (3.12) (lk 86), kus
staatikaga médratavuse vajalik tingimus nouab vabadusastmete arvuks nulli (w = 0).
Pikijou puudumisel saame avaldise

t+r=2k—w, kus w =0 (4.1)
siin
t — toereaktsioonide arv (toereaktsiooni tala pikisuunas ei arvestata),
r — kontaktjoudude arv (arvesse votame paoikjoule vastavad kontaktjoud nii, et r = 1),
[ — lihtliigendite arv (joonis 3.2),
k — tala osade arv (nii pohi- kui ka lisaosad, vt loiku 4.2),
w — vabadusastmete arv.

Mitmesildelise tala staatikaga médratavuse vajaliku tingimuse (4.1) voib kirjutada
kujul

t+1=2k—w, kus w=0 (4.2)

Liigendite asetus peab olema niisugune, mis tagab mitmesildelise tala geomeetrilise
muutumatuse.
Geomeetriliselt muutumatus staatikaga miératavas mitmesildelises talas ei ole iihes
sildes rohkem kui kaks ja kahes naabersildes rohkem kui kolm liigendit. Kahes naaber-
sildes peab olema vihemalt iiks liigend [RE475].
Staatikaga madratud mitmesildelist tala nimetatakse Gerberi®* talaks.

4.2 Pohi- ja lisaosad

Staatikaga médratavad mitmesildelised talad koosnevad pohi- ja lisaosadest. Pohiosa on
geomeetriliselt muutumatu ka siis, kui naaberosad on eemaldatud. Lisaosad muutuvad

L. /videod/MitmesildelisedTaladl.html

2. /videod/MitmesildelisedTalad2.html

3 Heinrich Gerber, saksa insener, 1832-1912.
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Heinrich_Gottfried_Gerber
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naaberosade eemaldamisel mehhanismideks.
Joonisel 4.1 on pohiosad a-f; ja f3—g. Lisaosadeks on fi1—fs ja fo—f3. Pohiosade ja
lisaosade vahel mojuvad kontaktjoud (joonis 3.2).
Kontaktjoudude Fi, F5 ja F3 suunad on vastavuses poikjoudude suundadega. Staatikaga
médratavust kontrollime avaldisega (4.1), kus
t = 5 — toereaktsioonide arv (toereaktsiooni tala pikisuunas ei arvestata),
r = 3 — kontaktjoudude arv,
k = 4 — tala osade arv (nii pohi- kui ka lisaosad),
w — vabadusastmete arv.

t+r=2k—w, asetamevalemisse 5+3=2-4—w, saame w=0 (4.3

Joonisel 4.2 on pohiosad a—f; ja fo—f3. Lisaosadeks on fi—f; ja fs3—e. Pohi- ja
lisaosade vahel mojuvad kontaktjoud (joonis 3.2).
Kontaktjoudude Fi, F5 ja F3 suunad on vastavuses poikjoudude suundadega. Staatika-
ga médratavust kontrollime avaldisega (4.1), kus
t = 5 — toereaktsioonide arv (toereaktsiooni tala pikisuunas ei arvestata),
r = 3 — kontaktjoudude arv,
k = 4 — tala osade arv (nii pohi- kui ka lisaosad),
w — vabadusastmete arv.

t+r=2k—w, asetamevalemisse 5+3=2-4—w, saame w=0 (4.4

Joonisel 4.3 on pohiosad a—f; ja f3—d. Lisaosadeks on fi—fs ja fo—f3. Pohiosade ja
lisaosade vahel mojuvad kontaktjoud (joonis 3.2).
Kontaktjoudude F}, F; ja F3 suunad on vastavuses poikjoudude suundadega. Staatikaga
médratavust kontrollime avaldisega (4.1), kus
t = 5 — toereaktsioonide arv (toereaktsiooni tala pikisuunas ei arvestata),

q=8kN/m

O N T N T T T T T
A oty 5L fa f; _od 3

Joonis 4.1. Gerberi tala 1 korrusskeem
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q=1.6 kN/m

Joonis 4.2. Gerberi tala 2 korrusskeem

r = 3 — kontaktjoudude arv,
k = 4 — tala osade arv (nii pohi- kui ka lisaosad),
w — vabadusastmete arv.

t+r=2k—w, asetamevalemisse 5+3=2-4—w, saame w=0 (4.5)

Toereaktsioonide ja kontaktjoudude leidmiseks koostatakse vorrandid (¢+r vorrandit).
Selle vorrandisiisteemi vorrandite lahendamise jarjekorra médramiseks on otstarbekas
koostada korrusskeem. Korrusskeemi joonistamisel (joonised 4.1 — 4.3) voib ette kujuta-
da, et niisugune on montaazi jarjekord. Pohiosad saab monteerida ilma naaberosadeta.

Parast korrusskeemi koostamist alustame koige korgema korruse tasakaaluvorran-
dite lahendamisega. Leitud kontaktjoud rakendame vastupidises suunas alumisele kor-
rusele (tala osale, millele ta toetub). Vorrandite lahendamisega iilevalpool olevalt kor-
ruselt madalamale korrusele tulles leiame kontaktjoud ja toereaktsioonid.

L “
AT T B
6.0 m 1.0

Joonis 4.3. Gerberi tala 3 korrusskeem
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. A~
AT T B
6.0 m 1.0

Q ep [kN]

Joonis 4.4. Gerberi tala 3 epiiiirid

Tasakaaluvorrandisiisteemi lahendamisel arvutiga ei ole korrusskeemi koostamine
vajalik.

4.3 Sisejoudude arvutus

Sisejoudude arvutust alustatakse pérast toereaktsioonide ja kontaktjoudude leidmist.
Toereaktsioonidele tuleb teha kontrollarvutus (summeerida vertikaalsed joud ja toe-
reaktsioonid). Parast seda leitakse lisa- ja pohiosade sisejoud nii, nagu leitakse lihttalale
voi konsoolidega talale. Lihttalale voi konsoolidega talale sisejoudude leidmisega tehti
tutvust tehnilises mehaanikas.

Gerberi tala 3 sisejoudude epiiiirid on toodud joonisel 4.4.


./videod/MitmesildelisedTalad1.html
./videod/MitmesildelisedTalad2.html
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Oou maojujooni.

joonisel 2.11 toodud konsoolidega tala paindemomendi ja poikj

4.4 (Gerberi tala mojujooned

Staatikaga médratud mitmesildelise tala (joonis 4.5) mdéjujoonte leidmisel kasutame

4.4 Gerberi tala mojujooned

0020

Joonis 4.5. Gerberi tala 2 mojujooned
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Gerberi tala (joonis 4.5) toereaktsioonide A ja C' mojujoonte leidmisel joonistame vas-
tava konsoolidega tala (joonis 2.4) toereaktsioonide mojujooned joonisele 4.5.

Kui vaadeldava tala toereaktsioon soltub naabertalal liikuvast ithikkoormusest, siis
jatkame seda mojujoont. Uhikjou litkumisel solme fp, on joud Fy = 0 (joonis 4.5) ja
sellest tulenevalt B = 0. Selle véértuse kanname joonisel 4.5 iithikjou alla.

Jitkame toereaktsiooni C' méjujoont solmest f, vasakule. Uhikjou liitkumisel sélme f;
on reaktsioon F, = 0 ja sellest tulenevalt C' = 0. Selle vadrtuse kanname joonisel 4.5
ithikjou alla.

Poikjou Q); ja paindemomendi M; mojujoonte leidmisel joonestame vastavad mojujooned
jooniselt 2.11 joonisele 4.5 ringi. Uhikkoormuse liifkumisel naaberosale jélgime reaktsioo-
ni F; muutumist. Kui iithikjoud on sélmes fs, siis F} = 0. Selle vaértuse kanname iihikjou
alla (s.t solme fy alla).

4.5 Gerberi tala. Arvutusnéiited

4.5.1 Tala arvutusniide 4.1 [slaidid] [.swf] [ekraanivideo]

Naiide 4.1 Koostada joonisel 4.6 naidatud staatikaga mddratud tala paindemomendi
M ja poikjou Q) epiitir, ristloike 4 ja 5 paindemomendi My, poikjou Q)4 ning poikjou
¢ ja paindemomendi M5 maojujoon.
Koostame taladele tasakaaluvorrandid.

a) F=20kN F,=40kN F3 =30 kN F4=100kN  Fg=20kN
_ 8 kN/m \1] \j]
ED 2 3 4 10 110 12

=
2m ‘ 2m 4m ‘ am |1 Iﬂ
Coon | | Do
! : 1 1 1 1 :
. : : '
A ! ! 7}} |
o | | L
A | . | Do
1 1 ' 1 1
: : E F2 X7=44.00 kN Xg=—34.00 kNE E :
! ! I q X7= 44.0 kN I 'E
| | Xg=—-43.00 kN 5
A 1110 T o, { Fa I \9
1
L B : 7
1 1
X X TX 6=39.00 kN T T
| | X .= 125.00 kN
— 3
! 5 lxe =39.00 kN X (= 80.00 kN X o= 64.00 kN
1

X = - 236.00 kN-m F
/j % b) Xa
H, =o_€ i At 41'- X 1- Xg - toereaktsioonid

T X g Xg - kontaktjoud
X » = 59.00 kN Kontaktjou positiivne suund

Joonis 4.6. Gerberi tala 4
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Tala 6-8 tasakaaluvorrandid

S Mg = 0; Xs-6+F;3-24¢-6-3=0 (4.6)
S Mg = 0; —X; 6+ F-4+4¢-6-3=0 (4.7)

Tala 8-12 tasakaaluvorrandid

> My = 0; ~ X324+ X5 -8—Fy-4—F;-9=0 (4.9)

Tala 3-6 tasakaaluvorrandid

S M; = 0; ~ X710+ X3-8—Fy-4—q-10-5=0 (4.10)
SM; = 0; —X7-2—Xg-84F-44¢-10-(5—-2)=0 (4.11)

Tala 1-3 tasakaaluvorrandid

Tundmatute juures olevad kordajad kirjutame vorranditesse. Need vorrandid moodus-
tavad vorrandisisteemi (8x8)

A-X+B=0 (4.14)

Vorrandisisteemi (4.14) koostamine ja lahendamine GNU Octaveiga on esitatud arvu-
tuspdevikus /4.2.

Vorrandisiisteemi lahendame Gaussi®® meetodiga, mis GNU Octave’is kirjutatakse
jargmiselt:

X = —A\B (4.15)

Vorrandisiisteems (/.14) voib lahendada ka kdsitsi, kui kasutada korrusskeemi maistet.
Alustame koige korgemast korrusest (tala 6-8, vorrandid (4.6), (4.7)). Siit leiame kon-
taktjou (poikjou) Xg ja X;. Edasi tuleme madalamale korrusele (tala 8-12, vorrandid
(4.8), (4.9)). Nendest vorranditest leiame toereaktsiooni X, ja X5 (kontaktjoud Xg on
Juba teada). Jirgmisena saame tala 3—6 vorranditest (4.10), (4.11) toereaktsiooni X3
ja kontaktjou Xg (kontaktjoud X7 on juba teada). Lopuks leiame tala 1-3 vorranditest
(4.12), (4.13) toereaktsiooni Xs ja X (kontaktjoud X5 on juba teada).

Arvutuspdevikus /.1 on toereaktsioonid, kontaktjoud ja sisejoud arvutatud GNU
Octave’iga kui kalkulaatoriga. Kdsud on eelnevalt salvestatud faili gerberiKasud.odt” ja
siis asetatud GNU Octave’s kisureale. Sama Gerberi tala on arvutatud EST-meetodiga
ndites 14.7 Ik /535.

5 Carl Friedrich Gauss, saksa matemaatik, 1777-1855.
Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
7./octaveProgrammid/gerberiKasud.odt
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Arvutuspéevik 4.1 Gerberi tala vorrandid (lahendatud kalkulaatoriga)

octave-3.0.1:1> diary GerberiTala.out
octave-3.0.1:2> diary on
octave-3.0.1:3> GerberiTala
L= 31
KordaNT = 1
Joud ja koormused
F1 = 20
F2 = 40
F3 = 30
F4 = 100
= 20

']
(9]
|

Toereaktsioonid
xl-toemoment 1&ikes 1
x2-vertikaalne tugi 1dikes
x3-vertikaalne tugi 1dikes
x4-vertikaalne tugi 1dikes
xb-vertikaalne tugi 1ldikes
Tundmatud kontaktjdud
x6-pb6ikjdud 1ldikes 3
x7-pdikjoud 1loikes 6
x8-pdikjdud 18ikes 8

= O O =

arvutan tala 6-7 toereaktsioonid X7 ja X8
vdrrandist sumM6=0; -X8%6-(F3*2+q*6%*3)=0

saan X8=-(F3%2+q*6%3) /6
X8 = -34

vdrrandist sumM8=0; -X7*6+(F3%4+q*6%3)=0

saan X7=(F3*4+q*6%3)/6
X7 = 44

kontrollin sumY=X7+F4+q*6-X8
sumY = 0

arvutan tala 8--12 toereaktsioonid X4 ja X5
vdrrandist sumM9=0; -X5*8+(F4*4+F5%9+X8%2)=0

saan X5=(F4*4+F5x9+X8%2) /8
X5 = 64

vorrandist sumM11=0; -X4x8+(F4*4-X8%10-F5%1)=0

saan X4=(F4*4-X8x10-F5%1) /8
X4 = 90

kontrollin sumY=-X8+F4+F5-X4-X5
sumY = 0O

arvutan tala 3--6 toereaktsioonid X6 ja X3
virrandist sumM3=0; -X3*8+(X7*10+F2%4+q*10%*5)=0

saan X3=(X7*10+F2*4+q*10%5) /8

X3 = 125
vdrrandist sumM5=0; -X6x8+(F2x4-X7*2+q*10%*3)=0
saan X6=(F2*4-XT7*2+q*10%3) /8

X6 = 39

kontrollin sumY=F2+q*10+X7-X6-X3
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sumY = 0O
arvutan tala 1--3 toereaktsioonid X1 ja X2
vérrandist -X2+(F1+X6)=0
saan X2=(F1+X6)
X2 = 59
vorrandist  X1+((F1+X6)%*4)=0
saan X1=-((F1+X6)*4
X1 = -236
Kontrollin tala 1-12 toereaktsioone SumY
SumY= X2+X3+X4+X5-F1-F2-F3-F4-F5-q*(10+6)
SumY = 0

Arvutan Gerberi tala paindemomente
arvutan tala 6--8 momendi M7=X7*2-q*2*1
M7 = 72
kontrolliks M7=-X8%4-q*472/2

M7 = T2
arvutan tala 8--12 momendid M9=X8%2
M9 = -68
arvutan momendi M10=-F5%5+X5%4
M10 = 156
arvutan momendi M11=-Fbx*1
M11 = -20

arvutan tala 3--6 momendid M4=X6%*4-q*4°2/2
M4 = 92
arvutan momendi M5=-X7%2-q*272/2
M5 = -104
arvutan tala 1--3 momendi X1=-(X6+F1)*2
X1 = -236
M1 = -236
Nende andmete pShjal saab joonistada M epiiiiri
Epiitiri kuju jaotatud koormuse q all

Pdikjdud talas 1-12
arvutan pdikjou Q1_3=X2

Q1_3 = 59
Q3_1 = 59

arvutan pdikjou Q3_4=X2-F1
Q3_4 = 39

arvutan p8ikjou Q4_3=X2-Fl-q*4
Q4.3 = 7

arvutan pdikjou Q4_5=Q4_3-F2
Q4_5 = -33

arvutan pdikjou Q5_4=Q4_5-qx4
Q5_4 = -65

arvutan p&ikjou Q5_6=Q5_4+X3
Q5_6 = 60

arvutan pdikjou Q6_5=Q5_4+X3-qx*2
Q6_5 = 44
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arvutan pdikjdu
Q6_7 = 44
arvutan pdikjdu
Q7_6 = 28
arvutan pdikjdu
Q7_8 = -2
arvutan pdikjdu
Q8_7 = -34
arvutan pdikjdu
Q8_9 = -34
arvutan pdikjodu
Q9_10 = 56
arvutan pdikjdu
Q10_11 = -44
arvutan pdikjdu
Q11_12 = 20

4. Staatikaga méaadratav mitmesildeline tala

Q6_7= Q6_5
Q7_6= Q6_7-q*2
Q7_8=Q7_6-F3
Q8_7=Q7_8-q*4
Q8_9=Q8_7
Q9_10=Q8_9+X4
Q10_11=Q9_10-F4

Q11_12=Q10_11+X5

Toereaktsioonid
R =

-236 59 125

R=[X1 X2 X3 X4 X5]

90 64

Kontaktjdud CF=[X6 X7 X8]

CF =

[Loeng 1] [Loeng 2]

39 44 -34

Pikjdud QC=[Q3_4 Q6_7 Q8_9]
Qc =

39 44 -34

Nende andmete pShjal saab joonistada Q epiiiiri

octave-3.0.1:4> diary off

Arvutuspdaevikus 4.2 on toereaktsioonid, kontaktjoud ja sisejoud arvutatud GNU
Octave’i koostatud programmiga GerberiTala.m®

Arvutuspéevik 4.2 Gerberi tala vorrandid (lahendatud arvutiga)

octave-3.0.1:1> diary GerberiTala.out
octave-3.0.1:2> diary on
octave-3.0.1:3> GerberiTala

L= 31

KordaNT = 1

8./octaveProgrammid/GerberiTala.m
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Joud ja koormused
F1 = 20
F2 = 40
F3 30
F4 = 100
F5 = 20

Toereaktsioonid
xl-toemoment 18ikes 1
x2-vertikaalne tugi 1ldikes
x3-vertikaalne tugi 1dikes
x4-vertikaalne tugi 1dikes
xb-vertikaalne tugi 1ldikes
Tundmatud kontaktjdud
x6-pdikjdud 18ikes 3
X7-pdikjdud 18ikes 6
x8-pdikjdud 1dikes 8

= O O =

Koostame vdrrandisiisteemi A(8,8)*x+B(8,1)=0
siin ei ole korrusskeem vajalik
Vérrandid 1 ja 2; tala 6--8
% sumM6=0; x8*6+F3*2+q*6*3=0
A(1,8)=6; B(1,1)=F3*2+q*6%3;
% sumM8=0; -x7*6+F3%4+q*x6%3=0
A(2,7)=-6; B(2,1)=F3x4+q*6%3;
Vérrandid 3 ja 4; tala 8--12
% sumM11=0; -x8*10-x4*8+F4*x4-F5x1=0
A(3,8)=-10; A(3,4)=-8; B(3,1)=F4*4-Fb5%1;
% sumM9=0; -x8*2+x5*8-F4*4-F5%9=0
A(4,8)=-2; A(4,5)=8; B(4,1)=-F4%4-F5%9;
Vérrandid 5 ja 6; tala 3--6
% sumM3=0; -x7x10+x3*8-F2%4-q*10%5=0
A(5,7)=-10; A(5,3)=8; B(5,1)=-F2x4-q*10%5;
% sumM5=0; -xT7*2-x6%8+F2*4+q*10*(5-2)=0
A(6,7)=-2; A(6,6)=-8; B(6,1)=F2%4+q*x10%*(5-2);
Vérrandid 7 ja 8; tala 1--3
% sumZ=0; x6-x2+F5=0;
A(7,6)=1; A(7,2)=-1; B(7,1)=F5;
% sumM1=0; x1+x6*4+F1%4=0;
A(8,1)=1; A(8,6)=4; B(8,1)=F1%4;

Vorrandisiisteem A B
1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 6.00 204.00
2 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -6.00 0.00 264.00
3 0.00 0.00 0.00 -8.00 0.00 0.00 0.00 -10.00 380.00
4 0.00 0.00 0.00 0.00 8.00 0.00 0.00 -2.00 -580.00
5 0.00 0.00 8.00 0.00 0.00 0.00 -10.00 0.00 -560.00
6 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -8.00 -2.00 0.00 400.00
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7 0.00 -1.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 20.00
8 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 4.00 0.00 0.00 80.00
Vérrandisiisteemi lahendamine
X=-A\B;

Toereaktsioonid ja kontaktjdud X

1 -236.00 - toemoment 1ldikes 1

2 59.00 - vertikaalne tugi 1dikes

3 125.00 - vertikaalne tugi 1dikes

4 90.00 - vertikaalne tugi 18ikes

5 64.00 - vertikaalne tugi 1dikes 1
6
7
8

= O 01 =

39.00 - kontaktjdud 1dikes 3
44.00 - kontaktjoud 1ldikes 6
-34.00 - kontaktjdud 18ikes 8

Toereaktsioonide kontroll
SumZ=-X(2,1)-X(3,1)-X(4,1)-X(5,1) +F1+F2+F3+F4+F5+q*16
SumZ = 0

Toereaktsioonid R=[X1 X2 X3 X4 X5]
R =
-236 59 125 90 64

Kontaktjoud CF=[X6 X7 X8]
CF =

39 44 -34

Sisejdudude arvutamine iilekandevdrranditega

Qa = 59
Ma = -236
Algparameetrid FA=[Qa Ma]
FA =
59 -236 % X2 X1
Fjoudl =
20 4 % F1
40 8 % F2
-125 12 % -X3
30 16 % F3
-90 22 % -X4
100 26 % F4
-64 30 % -X5
20 31 % Fb

gkoormusl =

[Loeng 1] [Loeng 2]
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8 4 20 % qz 4.0 20.0

Njaotust=jaotusteArv(L,Fjoudl,gkoormusl);
arvude suurim ihistegur - gcd(arvudS)

tegur = 1

minimaalne jaotuste arv - jaotus = L/tegur
NT=Njaotust*KordaNT % jaotusi suurendatakse KordaNT korda
NT = 31
TSj=talaFqQaMa(NT,L,QA,MA,Fjoudl,gkoormusl);
TSjT=TSj;

pealdis=’ Sisejdudude jaotus talas ’;
tabelXQM(TSjT,pealdis)

)

Sisejdudude jaotus talas

I-Nr X Q M
1 0.00 59.000 -236.000
2 1.00 59.000 -177.000
3 2.00 59.000 -118.000
4 3.00 59.000 -59.000
5 4.00 59.000 0.000
6 4.00 39.000 0.000
7 5.00 31.000 35.000
8 6.00 23.000 62.000
9 7.00 15.000 81.000
10 8.00 7.000 92.000
11 8.00 -33.000 92.000
12 9.00 -41.000 55.000
13 10.00 -49.000 10.000
14 11.00 -57.000 -43.000
15 12.00 -65.000 -104.000
16 12.00 60.000 -104.000
17 13.00 52.000 -48.000
18 14.00 44.000 0.000
19 15.00 36.000 40.000
20 16.00 28.000 72.000
21 16.00 -2.000 72.000
22 17.00 -10.000 66.000
23 18.00 -18.000 52.000
24 19.00 -26.000 30.000
25 20.00 -34.000 0.000
26 21.00 -34.000 -34.000
27 22.00 -34.000 -68.000
28 22.00 56.000 -68.000
29 23.00 56.000 -12.000
30 24.00 56.000 44.000

31 25.00 56.000 100.000
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32 26.00 56.000 156.000
33 26.00 -44.000 156.000
34 27.00  -44.000 112.000
35 28.00 -44.000 68.000
36 29.00  -44.000 24.000
37 30.00 -44.000 -20.000
38 30.00 20.000 -20.000
39 31.00 20.000 0.000
40 31.00 20.000 0.000

A
MiMaSg=minMaxGrafSisejoud(TSjT) ;
maxQ=MiMaSg (1) ;

minQ=MiMaSg(2) ;

maxM=MiMaSg(3) ;

minM=MiMaSg(4);

octave-3.0.1:4> diary off

Gerberi tala (joonis 4.6) sisejoud on arvutuspdeviku /.2 tabelis ,Sisejoudude jao-
tus talas” (Ik 103) ja epiitirid on ndidatud joonisel J.7. Need joonised on tehtud GNU
Octave’t kdsuga plot.

Gerberi tala 3.2.3 A; Paindemoment M

-300
-200
-100

M [kNm]

100

-80
-60
—40
-20

Q[kN]

20
40
60

Joonis 4.7. Gerberi tala 4 sisejoud

Arvutuspdevikus 4.3 on toereaktsioonid, kontaktjoud ja sisejoud arvutatud GNU
Octave’i koostatud programmiga spGerberiTala.m® Vorrandisiisteemi kordajatest on
moodustatud héore maatriks (ingl sparse matrix). Suurte vorrandisisteemide puhul
hoitakse kokku mahtu ja aega. Horedate vorrandisiisteemide lahendamisel ei tehta tehteid
vorrandististeemi kordajatega, mis on nullid.

9./octaveProgrammid/spGerberiTala.m
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Arvutuspéevik 4.3 Gerberi tala vorrandid (koostatud horeda maatriksina)

octave-3.0.1:1> diary spGerberiTala.out
octave-3.0.1:2> diary on
octave-3.0.1:3> spGerberiTala

L= 31
KordaNT = 1
Joud ja koormused

F1 = 20

F2 = 40

F3 = 30

F4 = 100

20

ol
o
I

Toereaktsioonid
xl-toemoment 18ikes 1
x2-vertikaalne tugi 1dikes
x3-vertikaalne tugi 1dikes
x4-vertikaalne tugi 1dikes
xb-vertikaalne tugi 1ldikes
Tundmatud kontaktjdud
x6-pdikjdud 1dikes 3
X7-pdikjdud 18ikes 6
x8-pdikjdud 18ikes 8

= O O =

Koostame vdrrandisiisteemi A(8,8)*x+B(8,1)=0
siin ei ole korrusskeem vajalik

Vérrandid 1 ja 2; tala 1--3

% 1. sumM1=0; x1+x6*4+F1%x4=0;
spSisse=spIN(1,1,1.0);
spSisse=spIN(1,6,4.0); B(1,1)=F1%4;

% 2. sumZ=0; x6-x2+F5=0;
spSisse=spIN(2,6,1.0);
spSisse=spIN(2,2,-1.0); B(2,1)=F5;
Vérrandid 3 ja 4; tala 3--6

% 3. sumM3=0; -x7+*10+x3*8-F2x4-q*10%5=0
spSisse=spIN(3,7,-10.0);
spSisse=spIN(3,3,8.0); B(3,1)=-F2x4-q*10%5;

% 4. sumMb=0; -x7*2-x6%x8+F2*4+q*10%*(5-2)=0
spSisse=spIN(4,7,-2.0);
spSisse=spIN(4,6,-8.0); B(4,1)=F2%4+q*10*(5-2);
Vérrandid 5 ja 6; tala 6--8

% 5. sumM6=0; x8x6+F3%2+q*6%3=0
spSisse=spIN(5,8,6.0); B(5,1)=F3%2+q*6x3;

% 6. sumM8=0; -x7*6+F3x4+q*6x3=0
spSisse=spIN(6,7,-6.0); B(6,1)=F3%4+q*6%3;
Vérrandid 7 ja 8; tala 8--12

% 7. sumM11=0; -x8%10-x4*8+F4*4-F5%1=0
spSisse=spIN(7,8,-10.0);
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spSisse=spIN(7,4,-8.0); B(7,1)=F4%4-F5%1;
% 8. sumM9=0; -x8%2+x5*8-F4*4-F5%9=0

spSisse=spIN(8,8,-2.0);

spSisse=spIN(8,5,8.0); B(8,1)=-F4*4-F5%9;

% nullist erinevaid vOrrandisiisteemi (8x8) kordajaid on 14
% in - rea indekseid (i) sisaldav vektor

in=spSisse(1,:)
in =

1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 7 7 8 8
% jm - veeru indekseid (j) sisaldav vektor
jm=spSisse(2,:)
jm =

i 6 6 2 7 3 7 6 8 7 8 4 8 b
% sv - vektor vdrrandisiisteemi kordajatest A(i,j) (14 nullist erinevat arvu)
sv=spSisse(3,:)
sv =

1 4 1 -1 -10 8 -2 -8 6 -6 -10 -8 -2 8

% Hore maatriks esitatakse vektorina (jarjekord erineb sisseloetutest sv-s),
% kus nullist erinevad elemendid on ndidatud veergude jarjekorras

Compressed Column Sparse (rows = 8, cols = 8, nnz = 14)

(1, 1) > 1
2, 2) > -1
(3, 3) > 8
(7, 4) -> -8
(8, 5) -> 8
(1, 6) > 4
(2, 6) > 1
(4, 6) > -8
(3, 70 -> -10
4, 7 > -2
(6, 7) -> -6
(5, 8 -> 6
(7, 8) —> -10
(8, 8 -> -2

% Kontrolliks vdib hdreda maatriksi spA
% teisendada t&dismaatriksiks A
% A=full(sph)
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% Vdrrandisiisteemi vabaliikmete vektor
B =

Horeda vorrandisiisteemi lahendamine
X=-spA\B;

Toereaktsioonid ja kontaktjdud X

-236.00 - toemoment 1ldikes 1
59.00 - vertikaalne tugi 1&ikes
125.00 - vertikaalne tugi 1dikes
90.00 - vertikaalne tugi 1dikes
64.00 - vertikaalne tugi 1ldikes 11
39.00 - kontaktjdud 1ldikes 3
44.00 - kontaktjoud 1ldikes 6
-34.00 - kontaktjdud 1&ikes 8

© O =

0 N O WN -

Toereaktsioonide kontroll
SumZ=-X(2,1)-X(3,1)-X(4,1)-X(5,1) +F1+F2+F3+F4+F5+q*16
SumZ = 0

Qa = 59
Ma = -236

Algparameetrid FA=[Qa ja Ma]
FA =

59 -236

Toemoment X1 ja toereaktsioon X2 vletakse arvesse algparameetritega
ja jargnevasse loetelusse neid ei sisestata

%

Gerberi tala (joonis 4.6) sisejoud on toodud arvutuspdeviku ,Gerberi tala vorrandid
(lahendatud arvutiga)” tabelis ,Sisejoudude jaotus talas” (Ik 103) ja epiiiirid on ndidatud
joonisel J.7. Need joonised on tehtud GNU Octave’i kisuga plot.
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4.5.2 Tala mojujoonte koostamise niide 4.2 [slaidid] [.swf]

Naide 4.2 Mojujoonte konstrueerimiseks vaatleme korrusskeemi joonisel 4.8. Alustame
staatiliselt mdadratud mitmesildelise tala (Gerberi tala) ristloikes 4 paindemomendi My maoju-
joone konstrueerimist. Ristloige 4 asub talas 3-6, mis on konsooliga tala. Konsooliga tala
mojujooned on joonisel 2.10 ja 2.11. Koostame paindemomendi My mojujoone talale 3—6.
Edasi vaatleme thikjou litkumist tala naaberosadel. Kui tihikjoud lisgudb tala naaberosal ,alu-
misel korrusel” (tala 1-3), siis see koormus talas 3-6 sisejoude ei tekita ja My madjujoone
vddrtused on tala 1-3 (ihikjou all) ulatuses null. Kui tihikjoud liigub tala naaberosal ,ilemisel
korrusel” (tala 6-8), siis see koormus pohjustab talas 36 sisejoude. Talas 6-8 My majujoon
on sirgjoon. Leiame maojujoone vadrtused liigendis 6 ja 8. Kui thikjoud asub livgendis 8, siis
joudu ei kanta tle talale 3—6 ja mojujoone My vidrtus on null. Kui dhikjoud asub litgendis 6,
on maojujoone My vidrtus ihine nii talal 6-8 kui ka talal 3-6 (-1.0000). Uhendame méjujoone
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Joonis 4.8. Gerberi tala 4 mojujooned
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My vddrtused livgendis 6 ja 8 sirgega. Liigendis on sirge murdepunkt. Kui dhikjoud litgub talale
8-12, siis jou tlekannet talale 83—6 ei toimu ja thikjou all on paindemomendi My mdjujoone
vadrtus null.

Poikjou Q4 konstrueerimisel votame arvesse, et ristloige 4 asub konsooliga tala sildes.
Konsooliga tala poikjou mojujooned on esitatud joonisel 2.10 ja 2.11. Sildes asuva ristloike
jaoks poikjou mojujoone konstrueerimist vaatlesime joonisel 2.8. Pikendame sirged tala lopuni.
Nii saame Q4 madjujoone (joonis 4.8) tala 3—6 ulatuses. Edasi vaatleme tihikjou litkumist ta-
la naaberosadel. Kui thikjoud liigub tala naaberosal ,alumisel korrusel” (tala 1-3), siis see
koormus talas 3-6 sisejoude ei tekita ja Qg mojujoone vidrtused on tala 1-3 (thikjou all)
ulatuses null. Kui ihikjoud liigub tala naaberosal ilemisel korrusel” (tala 6-8), siis see koor-
mus pohjustab talas 3—6 sisejoude. Talas 6-8 Q4 mojujoon on sirgjoon. Leiame mdjujoone
vadrtused lisgendis 6 ja 8. Kui thikjoud asub litgendis 8, siis joudu ei kanta tle talale 5—6
ja mojujoone Q4 vddrtus on null. Kui dhikjoud asub litgendis 6, on mojujoone Qg vddrtus
tihine nii talal 6-8 kui ka talal 3-6 (-0.2500). Uhendame maojujoone Q4 vidrtused liigendis 6
ja 8 sirgega. Liigendis on sirge murdepunkt. Kui tihikjoud lisgub talale 8—12, siis jou tlekannet
talale 3—6 ei toimu ja thikjou all on paindemomendi Q4 mojujoone vidrtus null.

Paindemoment Ms asub tala 3-6 toel 5. Kui dhikkoormus litgub tala 3-6 sildes, siis toel on
paindemoment Mz null. Kui dhikjoud asub tala 3—6 otsas litgendis 6, siis toel on paindemo-
mendi vadrtus -2.0000. Selle vddrtuse kanname thikjou alla (joonis 4.8). Parempoolse kon-
sooliga tala parempoolsel toel paindemomendi koostamist vaatlesime joonistel 2.10 ja 2.11.
Kui ihikjoud liigub tala naaberosal ,alumisel korrusel” (tala 1-3), siis see koormus talas 3—6
sisejoude ei tekita ja Ms madjujoone vidrtused on tala 1-8 (ihikjou all) ulatuses null. Kui
tihikjoud liigub tala naaberosal ,iilemisel korrusel” (tala 6-8), siis see koormus pohjustab talas
3-6 sisejoude. Talas 6-8 Ms maojujoon on sirgjoon. Leiame maojujoone vidrtused litgendis 6 ja
8. Kw tihikjoud asub lisgendis 8, siis joudu ei kanta dle talale 3—6 ja mojujoone My vddrtus
on null. Kui dhikjoud asub litgendis 6, on maojujoone Ms vddrtus dhine nii talal 6-8 kui ka
talal 3-6 (-2.0000). Uhendame méjujoone My vidrtused liigendis 6 ja 8 sirgega. Liigendis on
sirge murdepunkt. Kui thikjoud liigub talale 8-12, siis jou tlekannet talale 3-6 ei toimu ja
tihikjou all on paindemomendi Ms mojujoone vdadrtus null.

Poikjoud Q¥ asub tala 3-6 toest 5 paremal. See ristloige asub tala 36 parempoolsel konsoo-
lil. Poikjou QF majujoone vidirtus konsoolil on 1.0000. Kui ihikkoormus liigub tala 36 sildes,
siis toel on poikjoud QY null. Parempoolse konsooliga tala poikjou koostamist vaatlesime joo-
nistel 2.10 ja 2.11. Edasi vaatleme tihikjou litkumist tala naaberosadel. Kui iihikjoud lisgub tala
naaberosal ,alumisel korrusel” (tala 1-3), siis see koormus talas 36 sisejoude ei tekita ja Q¥
majujoone vadrtused on tala 1-3 (Ghikjou all) ulatuses null. Kui tihikjoud liigub tala naaber-
osal yilemisel korrusel” (tala 6-8), siis see koormus pohjustab talas 3-6 sisejoude. Talas 6-8
QF majujoon on sirgjoon. Leiame majujoone vidrtused lisgendis 6 ja 8. Kui tihikjoud asub lii-
gendis 8, siis joudu ei kanta iile talale 36 ja mojujoone QF véidrtus on null. Kui ihikjoud asub
liigendis 6, on mojujoone QL vidrtus iihine nii talal 6-8 kui ka talal 3-6 (1.0000). Uhendame
majujoone QF wvidrtused liigendis 6 ja 8 sirgega. Liigendis on sirge murdepunkt. Kui dhikjoud
liigub talale 8-12, siis jou iilekannet talale 3-6 ei toimu ja ihikjou all on paindemomendi Q¥
maojujoone vadrtus null.

Poikjoud QF asub tala 3-6 toest 5 vasakul. See ristloige asub tala 3-6 sildes. Tala poikjou
mojujooned on esitatud joonisel 2.10 ja 2.11. Sildes asuva ristloike jaoks poikjou maojujoone
konstrueerimist vaatlesime joonisel 2.8. Pikendame sirged tala lopuni. Uleminek dhelt sirgelt
teisele sirgele toimub vahetult toest 5 vasakul. Tala parempoolses otsas oleva mojujoone QQF
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vddrtuse arvutame sarnastest kolmnurkadest (-0.2500). Nii saame QF mdojujoone (joonis 4.8)
tala 3-6 ulatuses. Edasi vaatleme tihikjou litkumist tala naaberosadel. Kui ihikjoud litgub tala
naaberosal ,alumisel korrusel” (tala 1-3), siis see koormus talas 3-6 sisejoude ei tekita ja Q¥
maojujoone vadrtused on tala 1-8 (thikjou all) ulatuses null. Kui thikjoud liigub tala naaber-
osal iilemisel korrusel” (tala 6-8), siis see koormus pohjustab talas 36 sisejoude. Talas 6-8
Q% maojujoon on sirgjoon. Leiame mojujoone vidrtused lisgendis 6 ja 8. Kui dhikjoud asub lii-
gendis 8, siis joudu ei kanta file talale 3-6 ja mojujoone Q% vddrtus on null. Kui thikjoud asub
lisgendis 6, on majujoone QY vadrtus tihine nii talal 6-8 kui ka talal 3-6 (-0.2500). Uhendame
maojujoone QF vadrtused litgendis 6 ja 8 sirgega. Liigendis on sirge murdepunkt. Kui ihikjoud
lisgub talale 8-12, siis jou ilekannet talale 3-6 ei toimu ja dhikjou all on paindemomendi Q)
maojujoone vadrtus null.

4.5.3 Tala arvutusnéiide 4.3

Naiide 4.3 Koostada joonisel /.9 niidatud staatikaga mddratud tala paindemomendi M ja
poikjou @ epiitir, ristloike © ja k paindemomendi M;, poikjou @Q; ning poikjou Qi ja painde-
momendi M}, maojujoon.

Arvutuspéevik 4.4 Toereaktsioonide arvutus
octave:1> diary toereaktsioonidl.out

octave:2> diary on
octave:3> X5=2.4x15/2

X5 = 18
octave:4> X6= -X5
X6 = -18

octave:5> 7, momentide summa toe a suhtes
octave:5> ¥ -X2%4.8+(40%1.6+40%3.2+15%1.2*%5.4+ ...
(X5+20) *6.0-20%1.2-10%1.2%0.6)=0

octave:5> X2=(40%1.6+40%3.2+15%1.2x5.4+(X5+20)
6.0-20%1.2-10%1.2%0.6)/4.8

X2 = 101.25

octave:6> % momentide summa toe b suhtes
octave:6> ¥ -X1%4.8+(20%6.0+10%1.2%5.4+40%3.2+ ...
40%*1.6-15%1.2%0.6-(18.0+X5.0)*1.2)=0

octave:6> X1=(20%6.0+10%*1.2*5.4+40%3.2+40*%1.6- ...
15%1.2%0.6-(X5.0+20.0)%1.2)/4.8

X1 = 66.750

octave:7> % momentide summa toe d suhtes
octave:7> % -X3%4.5+((40-X6)*6.9+10%3*1.5+ ...
30%1.5-20%1.2)=0

octave:7> X3=((40-X6)*6.9+10*3*1.5+30*1.5- ...
20%1.2)/4.5

X3 = 103.60

octave:8> % momentide summa toe c suhtes
octave:8> J —X4%4.5+(-(-X6+40.0)*2.4+ ...
10%3.0%3.0+30%*3.0+20%5.7)=0
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0.8000
X1+X2+X3+X4-20-10*1.2-40-

Joonis 4.9. Gerberi tala 5 sisejoudude epiiiirid ja mojujooned

0.4000
octave:8> X4=(-(-X6+40.0)*2.4+10%3.0%3.0+ ...

30%3.0+20%5.7) /4.5

X4 = 34.400
octave:9> ¥ toereaktsioonide kontroll

octave:9> SumY
40-15%3.6-20-40-10%3-30-20
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SumY = 0
octave:10> diary off

Arvutuspéevik 4.5 Momentide arvutus

diary momentideArvutusl.out

octave:2> diary on

octave:3> Lisaosakeskel=15%2.4"2/8
Lisaosakeskel = 10.800

octave:4> MtoelB=-(20+18.0)*1.2-15%1.272/2
MtoelB = -56.400

octave:5> MtoelA=-20%1.2-10%1.2"2/2

MtoelA = -31.200

octave:6> Mj=-20%2.8+66.75%1.6-10%1.2%2.2
Mj = 24.400

octave:7> Mk=-20%(2.8+1.6)+66.75%(1.6+1.6)- ...
10%1.2%(2.2+1.6)-40%1.6

Mk = 16.000

octave:8> Mc=-(18.0+40.0)*2.4

Mc = -139.20

octave:9> Mm=-(18.0+40.0)*(2.4+1.5)+103.6%1.5
Mm = -70.800

octave:10> Mn=-20%(1.2+1.5)+34.4%1.5-10%1.572/2
Mn = -13.650

octave:11> Md=-20%1.2

Md = -24

octave:12> diary off

Arvutuspievik 4.6 Padikjou arvutus

diary poikjouArvutusl.out

octave:2> diary on

octave:3> ¥, pdikjdud vasakul, konsooli otsas
octave:3> Qal=-20.0

Qal = -20

octave:4> Qav=

octave:5> Qav=-20.0-10%1.2

Qav = -32

octave:6> Qap=-20.0-10%1.2+66.75

Qap = 34.750

octave:7> Qjv=-20.0-10%1.2+66.75

Qjv = 34.750

octave:8> Qjp=-20.0-10%1.2+66.75-40.0

Qjp = -5.2500

octave:9> Qkv=-20.0-10%1.2+66.75-40.0

Qkv = -5.2500

octave:10> Qkp=-20.0-10%1.2+66.75-40.0-40.0
Qkp = -45.250

[Loeng 1] [Loeng 2]
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octave:11> Qbv=-20.0-10%1.2+66.75-40.0- ...
40.0+101.25

Qbv = 56

octave:12> Qbp=-20.0-10%1.2+66.75-40.0- ...
40.0+101.25

Qbp = 56

octave:13> Qgv=-20.0-10%1.2+66.75-40.0-40.0+ ...
101.25-15.0%1.2

Qgv = 38

octave:14> Qgp=-20.0-10%1.2+66.75-40.0-40.0+ ...
101.25-15.0%1.2-20

Qgp = 18

octave:15> Qev=-18.0

Qev = -18

octave:16> Qep=-18.0-40.0

Qep = -58

octave:17> Qcv=-18.0-40.0

Qcv = -58

octave:18> Qcp=-18.0-40.0+103.6
Qcp = 45.600

octave:19> Qm=-18.0-40.0+103.6
Qm = 45.600

octave:20> Qnv=-18.0-40.0+103.6-10.0%1.5
Qnv = 30.600

octave:21> Qnp=-18.0-40.0+103.6-10.0%1.5-30.0
Qnp = 0.60000

octave:22> Qdv=-18.0-40.0+103.6-10.0%1.5- ...
30.0-10.0*1.5

Qdv = -14.400

octave:23> Qdp=-18.0-40.0+103.6-10.0*1.5- ...
30.0-10.0%1.5+34.4

Qdp = 20.000

octave:24> Qloppus=+20.0

Qloppus = 20

octave:25> diary off

Arvutuspievik 4.7 Sisejoudude arvutus maojujoonte abil

octave:2> diary on

octave:3> Koormus_Qk=10%1.2%0.25/2-15%3.6*0.25/2+0.25%20-0.3333*x40-0.6667*40-0.25*20
Koormus_Qk = -45.250

octave:4> Koormus_Mk=-10%1.2%0.40/2-15%3.6%*0.80/2-0.40%20+1.0667*40+0.5333*40-0.8%20
Koormus_Mk = 16

octave:5> % OK!

octave:5> diary off
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4.5.4 Talal litkuvad kraanad. Naide 4.4

Naide 4.4 Vaatleme litkuva koormuse tlesannet [ER83], kus maojujoonte (joonis 4.10) abil
on vaja leida ekstremaalsed toereaktsioonid ja sisejoud joonisel 4.10 b) esitatud liikuvast koor-
musest. Liikuv koormus koosneb kahest sildkraanast, mille minimaalne vahekaugus on > 2.
Kraanalt tulev koormus F = 24kN. Kraana rataste vahe 5m. Mojujoonte juures on ndidatud
kraanade asetus, mille puhul tekivad suurimad toereaktsioonid ja sisejoud.

Ekstremaalsete toereaktsioonide ja sisejoudude leidmisel on kraana tiks koormus vaadeldava
maojujoone murdepunkti kohal.
Suurimad toereaktsioonid

max B = 24(0.5000 + 1.0000 + 1.2000 + 0.2000) = 69.6 kN (4.16)
minB = 0 (4.17)
max C = 24(0.2000 + 1.2000 + 1.0000 + 0.5000) = 69.6 kN (4.18)
minC = 24(0.0+ 0.0 —0.1800 — 0.0700) = —6.00 kN (4.19)

Suurimad poikjoud

maz Q; = 24(0.6000 + 0.1000 + 0.0000 + 0.0000) = 16.80 kN (4.20)
min Q; = 24(—0.4000 + 0.1000 — 0.2000 — 0.0333) = —12.80kN (4.21)
maz Qr = 24(0.0333 4 0.2000 + 0.3000 — 0.1760) = 8.57kN (4.22)
min Qr = 24(—0.2000 — 0.7000 — 0.1800 — 0.0700) = —27.60 kN (4.23)

Suurimad paindemomendid

maz My, = 24(0.6000 + 2.1000 + 0.0 + 0.0) = 64.8kN-m (4.24)
min My, = 24(—0.1000 — 0.6000 — 1.8900 — 0.7380) = —79.9kN-m (4.25)

4.5.5 Talal liikuv kolonn. Niide 4.5

Naiide 4.5 (Talal liikuv kolonn) Vaatleme liitkuva kolonni ilesannet [ERS83], kus maju-
joonte (joonis J.11) abil on vaja leida ekstremaalsed toereaktsioonid ja sisejoud joonisel 4.11b)
esitatud liskuvast koormusest. Litkuvaks koormuseks on autokolonn, mis voib litkuda paremalt
vasakule voi vasakult paremale. Kolonnilt tulev koormus on ndidatud joonisel 4.11. Mojujoonte
Juures on ndidatud kolonni asetus, mille puhul tekivad suurimad toereaktsioonid ja sisejoud.
Ekstremaalsete toereaktsioonide ja sisejoudude leidmisel on kolonni ks koormus vaadel-
dava mojujoone murdepunkti kohal.
Suurimad toereaktsioonid

max B = 7.0-0.4000 + 3.0 - 0.8000 + 9.5 - 1.2000 + 3.5 - 0.4000 = 18.0kN  (4.26)
minB = 0 (4.27)
max C = 3.5-0.4000 + 9.5 - 1.2000 + 3.0 - 0.8000 + 7.0 - 0.4000 = 18.0kN  (4.28)
minC = —9.5-0.1800 — 3.5-0.0920 = —2.03 kN (4.29)

Suurimad poikjoud
mazr Q; = 9.5-0.6000 4+ 3.5-0.2000 = 6.40 kN (4.30)
min @Q; = 3.5-0.0000 —9.5-0.4000 — 3.0 - 0.2000 — 7.0 - 0.0670 = —4.87kN (4.31)
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Joonis 4.10. Gerberi tala suurimad sisejoud sildkraanadest
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Joonis 4.11. Gerberi tala suurimad sisejoud autokolonnist
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max Qp = 7.0-0.0667 + 3.0 - 0.2000 + 9.5 - 0.3000 — 3.5 - 0.1000 = 3.57 kN (4.32)
min Qr = —3.5-0.3000 —9.5-0.7000 — 3.0 - 0.1800 — 7.0 - 0.0920 = —8.88kN  (4.33)

Suurimad paindemomendid

max M, = 3.5-0.9000 4 9.5 -2.1000 = 23.10 kN (4.34)
min M = —7.0-0.2000 — 3.0-0.6000 — 9.5 - 1.8900 — 3.5 - 0.9680 = —24.54kN-m (4.35)
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5. Kolme liigendiga kaar ja raam

Loeng 1': Kolme lisgendiga kaar. Ndide 5.1. Ndide 5.2. Ndide 5.5. Loeng 2%: Kolme liigendiga
raam. Ndide 5./. Ndaide 5.5.

5.1 Uldmoisted

Kahele toele toetuvast ithest voi mitmest surutud koverast vardast moodustatud konst-
ruktsiooni, milles vertikaalne koormus pohjustab nii vertikaalseid kui ka horisontaalseid

a) yjinl__ .

1
U *
M2 :
(—)

<
®o
»
<
T

i
-

Joonis 5.1. Kolme liigendiga kaar

toereaktsioone, nimetatakse kaareks. %beginfigure|t!]
Kolme liigendiga kaare toeliigendeid a ja b (joonis 5.1 a)) nimetatakse kannalii-
genditeks ja keskmist liigendit ¢ lukuliigendiks. Lukuliigendi vertikaalset kaugust toe-

L. /videod/Kaaredl.html
2. /videod/Raamidl.html
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Joonis 5.2. Kaare erinevad kannaliigendid

liigendeid iithendavast sirgest nimetatakse kaare korguseks ja tiahistatakse tdhega f (vt
joonis 5.1 a)). Kaare korguse ja silde [ suhet { nimetatakse kaare tousuks. Tousu jargi
liigitatakse kaari:

f_ 1 1
e lamedad kaared T=35 %

e normaalsed kaared { = % . %

e korged kaared { > %

Moénel juhul on kannaliigendid nihutatud silde keskkoha poole (joonis 5.2 a)). Kaart,
mille toed on erinevatel korgustel, nimetatakse roomavaks kaareks (joonis 5.2 b)).

5.2 Toereaktsioonide arvutus

Kolme liigendiga kaare arvutamisel lahutatakse koormus vertikaalseks ja horisontaalseks
koormuseks (joonis 5.1 a)). Kolme liigendiga kaare toed on litkumatud liigendtoed (joo-
nis 3.1 1k 80). Kolme liigendiga kaarel on neli toereaktsiooni komponenti, kummagi toe
juures kaks. Need neli toereaktsiooni komponenti leitakse kolmest tasakaaluvorrandist
ja lukulizgendi kohta koostatud tasakaalutingimusest.

Roomava kaare puhul lahutatakse toereaktsioonid vertikaalseteks ja toeliigendeid a
ja b ithendava sirge sihilisteks komponentideks.

5.2.1 Vertikaalne koormus

Toereaktsioonide vertikaalsed komponendid téhistame V, ja Vj, (joonis 5.1 a)) ja leiame
tugede a ja b kohta kirjutatud tasakaaluvorranditest

2

EMbZO, —\/,1l+FyZ(l—aZ)+q§=O (51)
l I 1
EMGIO; —%l+FyZCL@+q2<2+4>:O (52)

Horisontaalsed toereaktsioonid H, ja H, leiame [ukulitgendi: c¢ kohta Kkirjutatud
tasakaaluvorrandist

l l
EMCU = O, _Haf+va2+FyZ<2_al>:0 (53>
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ehk
MY = 0; —H,-f+V l_q 8_0 (5.4)
F 7 ’ "2 2 .

_ ‘/(IZ/Q‘FFW (l/Q—al) o Mg
_ ; = (5.5)

H,

siin M? on kaarele vastava lihttala paindemoment 16ikes ¢ (joonis 5.1 b)).
Parempoolne horisontaalne toereaktsioon H, vertikaalse koormuse puhul
MO

Hb == Ha - fc (56)

5.2.2 Horisontaalne koormus

Horisontaalsest koormusest pohjustatud vertikaalsed toereaktsioonide komponendid V,
ja V4 (joonis 5.1 a)) leiame tugede a ja b kohta kirjutatud tasakaaluvorranditest

ZM[, = 07 —Va -l — Pja;Z G = 0 (57)
EMQZO; _‘/l;l+szCZ =0 (58)

Horisontaalsed toereaktsioonid H, ja H, leiame lukuliigendi c¢ kohta kirjutatud
tasakaaluvorranditest

z
SM{ =0 —Hy-f+ Ve g = Fulf —c) =0 (5.9)

l
SMP =0 —Hy-f+Vi 5 =0 (5.10)

Vorranditest (5.9) ja (5.10) saame

o= (Ve g B =) /1 =120 (5.11)

l

Hb:<Vb~2>/f (i=1,2,...n) (5.12)

Kontrolliks arvutame

X =0; Hy+Hy+> Fu=0 (5.13)
1
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5.3 Kaare telgjoone vorrandid

Kaare telgjooneks voib olla ruutparabool, mille vorrand on
Afx (I — )
—= l72

Kaare sille [, tous f ja kaare telje puutuja kaldenurk ¢ on néidatud joonisel 5.3. Kaare
telje puutuja kaldenurga siinuse ja koosinuse leiame valemitega

1-2¢

(5.14)

sing = - - (5.15)
V@) = (1-2)
1
cosp = - - (5.16)
\/1 + (%) (1-22)
Tahistades
] —
§=7, €=— (5.17)
l l
saame
y = 4f¢¢ (5.18)
1-2
sinp = > ¢ (5.19)
2
V@) +a-2)
1
cosp = - (5.20)
\/1 +(4) (1 -2
Kaare telgjooneks voib olla ring: kaar, mille vorrand on
(5.21)

Joonis 5.3. Kaare telgjoon
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Avaldises (5.21) on R kaare telje koverusraadius, mille arvutame jérgmise valemiga:

R=—— 5.22
- (522
Kaare telje puutuja kaldenurga siinuse ja koosinuse leiame valemitega
[l /1 =
i = —|(=—= 5.23
Y TR (2 z> (5:23)

cosp = J1 - (é)Q (; - ‘?)2 (5.24)

5.4 Kaare sisejoud

Kolme liigendiga kaare arvutamisel lahutatakse koormus vertikaalseks ja horisontaalseks
koormuseks (joonis 5.1 a)). Teeme mottelises ristloikes k& mottelise 16ike ja vaatleme
vasakule poole jadvat osa (joonis 5.4 a) ja joonis 5.5).

Kaare normaaljoud survel voetakse positiivne.

5.4.1 Sisejoud vertikaalsest koormusest

Kaare sisejoudude arvutamise valemite kirjutamiseks vaatame joonist 5.1 a). Teeme
mottelises ristloikes k& mottelise 16ike ja vaatleme vasakule poole jéévat osa (joonis 5.4
a)). Ristloikele k& koostatud momentide tasakaaluvorrandist leiame paindemomendi

by

Joonis 5.4. Kolme liigendiga kaare sisejoud vertikaalsest koormusest

Mk = Va 0 Fyi . (l’k — ai) - H- Yk (525)
ehk

M, = M) —H -y, (5.26)
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Joudude projektsioonide tasakaaluvorrand poikjou @)y sihile annab poikjou

Qr = (Vo — Fyi)cosp, — H - singy, (5.27)
ehk
Q1 = Q5 cos gy, — H sin ¢y, (5.28)
Joudude projektsioonide tasakaaluvorrand normaaljou /Ny sihile annab normaaljou
Ny, = (V, — Fy;)singy + H - cos ¢y, (5.29)
ehk
Ny = Qg sin g + H cos ¢y, (5.30)

Niisiis sisejoud kaare loikes x arvutame valemitega:
M,=M’—H-y

Q= Qo cosp — Hsing (5.31)
N, =Q’sinp+ Hcosp

5.4.2 Sisejoud horisontaalsest koormusest

Horisontaalsest koormusest kaare sisejoudude arvutamise valemite kirjutamiseks
vaatame joonist 5.1 a). Teeme mottelises ristloikes £ mottelise 16ike ja vaatleme vasakule
poole jddvat osa (joonis 5.5). Ristloikele k£ koostatud momentide tasakaaluvorrandist
saame

My = Vo — Fui - (ys — i) — Ho - yx (i=1,2,...n) (5.32)
Koostame ristloikest k& vasakule poole jédédva osa kohta tasakaaluvorrandid telgedele &
ja n (joonis 5.5), milledest saame

Ny = Vosingg + (Fyi + H,) - cos o (5.33)

Qr = Vycos o — (Fyp + Hy) - sin gy, (5.34)

Joonis 5.5. Kolme liigendiga kaare sisejoud horisontaalsest koormusest
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5.5 Seosed kaare sisejoudude vahel

Sarnaselt varda diferentsiaalseostele (1.27), (1.28) ja (1.29) leiame seosed kaare sise-
joudude vahel. Vaatleme kaare elementaarset osa (joonis 5.6) pikkusega

ds = pdy (5.35)
kus p on koverusraadius,
dy — kesknurk.
q

I

X s Q+dQ

: qu /// q : M + dM

I 4 _&

| ’, tg

! 1 pe 2 %T dN

E y . P sin d—g \

Joonis 5.6. Kaare element temale rakendatud koormuse ja sisejoududega

Kaare elemendile mojub koormus ¢ds. Kirjutame momentide tasakaalutingimuse
punkti i (joonis 5.6) kohta, pidades silmas, et elemendi otsapunktidest d ja e tom-
matud puutujate 1oikpunkt on punkt 7, saame

d d
M—(M—I—dM)+(Q+dQ)ptan?¢+than?@+

d d
+qdsp <tan 7“0 — sin 2*”) =0 (5.36)

Vorrandi (5.36) viimane liige on ligilihedane nullile, kuna tandy ~ sindyp ~ dy.
Vorrandist (5.36) saame

d
dM = Qpdep + de%" (5.37)

Jagame avaldise (5.37) 14bi ds’iga (ds = pdyp), saame

dM

1
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Kuna vorrandi (5.38) parema poole teine liige on vorreldes esimese liikmega oluliselt
viiiksem (3dQ < Q), siis

dM
kil 5.39
oo (5.39)
ehk
dM dx  dM
_ _ i A
@ dz ds dx cosp (5-40)

Koostame projektsioonide tasakaalu tingimused telgedele £ ja n:

=0, N — (N +dN)cosdp — (Q + dQ) sindp — qgdssinp =0 (5.41)

¥n =0, Q — (Q+dQ)cosdp + (N + dN)sindp — gdscosp =0 (5.42)

Votame arvesse, et viikeste nurkade puhul on sindy = dp ja cosdy =~ 1. Avaldisest
(5.35) saame dp = %. Jagame vorrandid (5.41) ja (5.42) elemendi pikkusega ds. Jittes
dra teise jargu vaikesed suurused, saame vorrandid:

—E—;—qsinwz (5.43)
d N
—Cg—{—p—qcosgo: (5.44)
millest saame
dN
N
" = <Cfli2 + g cos 4,0) (5.46)

5.6 Kolme liigendiga kaare survejoon

Resultantjou hulknurk (joonis 5.7 a)) 1dbib kaare kolme liigendit. Joonisel 5.7 b) on néi-
datud {iihel pool ristloiget £ mojuvat resultantjoudu Ry ja tema sihti t-¢ ning kaugust
kaare telgjoonest e, mis on néidatud ka joonisel 5.7 a). Ristloikes & mojuvat resultant-
joudu Ry saab lahutada komponentideks Ny ja Q (joonis.5.7 b)). Paindemoment Mj,
kaare ristloikes &
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Joonis 5.7. Resultantjou hulknurk

siin r on ristldikes mojuva resultantjou sihi kaugus telgjoone punktist & (joonis.5.7 b)).
Analiiiitiliselt leitud paindemomendi M), ja normaaljou N, abil saame leida ekstsentri-
lisuse e, mis on resultantjou Ry rakenduspunkti vahekaugus ristloikes & (joonis.5.7):

e—ﬁk

(5.48)

Resultantjou hulknurka nimetatakse kolme liigendiga kaare survejooneks. Jaotatud
koormuse all muutub survejoon koverjooneks. Punktis, kus survejoon iihtib kaare telg-
joonega, on paindemoment null. Kaart, mille telgjoon iihtib survejoonega, nimetatakse
ratsionaalse telgjoonega kaareks.

Kaare survejoont saame arvutada avaldiste (5.31), (5.32) abil. Vertikaalse koormuse
puhul, kui M, = 0, saame avaldisest (5.31)

0=M)—H-y* ehk —— (5.49)
mis on kolme liigendiga kaare survejoone vorrand.

Joonisel 5.11 (Ik 132) on kolme liigendiga kaare survejoon, millest osa on hulknurk ja
osa koverjoon.

5.7 Kaare sisejoudude arvutamise niited

5.7.1 Paraboolse kaare arvutus. Niide 5.1

Naide 5.1 Mddrata joonisel 5.8 esitatud kolme liigendiga kaare sisejoud. Kaare telgjooneks
on parabool. Kaare ava on 24 m. Lukulitgendi ¢ korgus 4.8m. Kannaliigendist a kaugusel 4.8 m
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F=80kN q =25 kN/m

Joonis 5.8. Paraboolse telgjoonega kaar

on rakendatud joud S80kKN. Lukuliigendi c ja kannaliigendi b vahelisele osale on rakendatud
tihtlaselt jaotatud koormus q = 25kN/m.

Kaare sisejoudude leidmiseks kasutame avaldisi (5.31). Kaare telgjoone ja siinuste ning
koosinuste arvutamiseks kasutame avaldisi (5.18), (5.19) ja (5.20).

Jargnevas arvutuspdeviku 5.1 tabelis on kaarele vastava lihttala sisejoud Q° ja M°. Arvu-
tusteks kasutame GNU Octave’is koostatud programmi kaarSiPr30.m >4

Arvutuspievik 5.1 Lihttala poikjoud ja paindemoment

octave-3.0.1:2> diary on
octave-3.0.1:3> kaarSjPr30

Kaare telgjoone kuju on parabool
KordaNT = 2

1= 24

f = 4.8000
F1 = 80

aF1 = 4.8000
qz = 25

aghA = 12

agL = 24
Fjoudl =

80.0000 4.8000
gkoormusl =
25 12 24

arvude suurim ihistegur - gcd(arvudS)
tegur = 2.4000

minimaalne jaotuste arv
Njaotust = 10

KordaNT = 2

NT=jaotusi*KordalNT; % jaotuste arvu suurendatakse
NT = 20

lihttala_Va = 139

3. /octaveProgrammid/kaarSjPr30.m
4./octaveProgrammid/kaarSjPr30.Kommentaarid.pdf
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lihttala_Vb = 241

Ulekandevdrrandi algparameetrid Qa ja Ma
Qa = 139

Ma =0

Sisejdud kaarele vastavas talas

I-Nr X Q M
1 0.00 139.000 0.000
2 1.20 139.000 166.800
3 2.40 139.000 333.600
4 3.60 139.000 500.400
5 4.80 139.000 667.200
6 4.80 59.000 667.200
7 6.00 59.000 738.000
8 7.20 59.000 808.800
9 8.40 59.000 879.600
10 9.60 59.000 950.400
11 10.80 59.000 1021.200
12 12.00 59.000 1092.000
13 13.20 29.000 1144.800
14 14.40 -1.000 1161.600
15 15.60 -31.000 1142.400
16 16.80 -61.000 1087.200
17 18.00 -91.000 996.000
18 19.20 -121.000 868.800
19 20.40 -151.000 705.600
20 21.60 -181.000 506.400
21 22.80 -211.000 271.200
22 24.00 -241.000 0.000

Kaare horisontaalne reaktsioon H
H= 227.50

Jargnevas arvutuspdeviku 5.1 tabelis on kaare sisejoud N, @ ja M. Arvutatud on kaare
horisontaalne toereaktsioon, mille arvuline vdadrtus on H = 227.50 kN.

Kaare horisontaalne reaktsioon H
H= 227.50
Kaare sisejodud

O ~NO O WN -
~NOoO b D WNNH~-O

(0]

o

N

[}

(6]

N

(&3]

N

[e)}

[e0]

\]

|

w

=

[0)]

[e0]

.20 234.66 -13.14 -108.48
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lF:SOkN g =25kN/m
a K b
7/%% 48m ¢ E/’
A
Va ‘12n1
! 24 m
i Lihttala paikjoud Q
T
0 24 48 72 96 12 144 168 192 216
X [m]
Joonis 5.9. Lihttala epiiiirid
9 8.40 234.99 4.28 -114.12
10 9.60 233.96 22.32 -97.92
11 10.80 231.48 40.67 -59.88
12 12.00 227.50 59.00 0.00
13 13.20 224 .46 47.05 63.72
14 14.40 224.80 34.96 113.28
15 15.60 228.45 22.95 148.68
16 16.80 235.27 11.24 169.92
17 18.00 245.02 0.00 177.00
18 19.20 257.46 -10.64 169.92
19 20.40 272.27 -20.59 148.68
20 21.60 289.19 -29.82 113.28
21 22.80 307.91 -38.30 63.72
22 24.00 328.20 -46.07 0.00
Kaare survejoon Y* = M/H
I-Nr X y Y* sinFi sinFi
1 0.00 0.00 0.00 0.62470 0.78087
2 1.20 0.91 0.73 0.58430 0.81153
3 2.40 1.73 1.47 0.53905 0.84227
4 3.60 2.45 2.20 0.48860 0.87251

[Loeng 1] [Loeng 2]
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Kaare normaaljoud N

—
W
[}
T T T T T T T

9.6 12 144 168 192 216 24
X [m]

Kaare poikjoud Q

—40
=20

Q[kN]
(e}

20
40
60

9.6 12 144 168' 192 216 24

e ] L L L Lo [ [ T R L
0 2.4 4.8 7.2 9.6 12 144 168 19.2 21.6 24

Joonis 5.10. Kaare sisejoud N, Q ja M

5 4.80 3.07 2.93 0.43273 0.90152
6 4.80 3.07 2.93 0.43273 0.90152
7 6.00 3.60 3.24 0.37139 0.92848
8 7.20 4.03 3.56 0.30478 0.95242
9 8.40 4.37 3.87 0.23337 0.97239
10 9.60 4.61 4.18 0.15799 0.98744
11 10.80 4.75 4.49 0.07975 0.99682
12 12.00 4.80 4.80 0.00000 1.00000
13 13.20 4.75 5.03 -0.07975 0.99682
14 14.40 4.61 5.11  -0.15799 0.98744
15 15.60 4.37 5.02 -0.23337 0.97239
16 16.80 4.03 4.78 -0.30478 0.95242
17 18.00 3.60 4.38 -0.37139 0.92848
18 19.20 3.07 3.82 -0.43273 0.90152
19 20.40 2.45 3.10 -0.48860 0.87251
20 21.60 1.73 2.23 -0.53905 0.84227
21 22.80 0.91 1.19 -0.58430 0.81153
22 24.00 0.00 0.00 -0.62470 0.78087

octave-3.0.1:4> diary off

Joonisel 5.10 on ndidatud kaare sisejoud N, Q ja M. Siin tuleb tihelepanu pdorata kaare

poikjou Q epiitiri ja paindemomendi vahelisele seosele (5.39). Paindemomendi tuletis méoda

kaare telgjoont on vordne poikjouga % = @ ehk paindemomendi tuletis méoda x-telge on
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vordne poikjoud jagatud koosinusega % = Cog(p. Siit johtub — kui paindemomendi epiiiiri

puutuja on paralleelne x-teljega, on poikjoud vordne nulliga.

Kaare survejoon M/H

Y* [m]
—O WA Lo

0 24 48 72 96 12 144 168 192 21.6 24
X [m]

Joonis 5.11. Kaare survejoon M/H

Joonisel 5.11 on kolme liigendiga kaare survejoon, millel lukuliigendist vasakule jidv osa on
hulknurk ja lukuliigendist paremale jiiv osa (jaotatud koormuse alla jidv osa) on koverjoon.
Lukuliigendist vasakule jadval osal on surutud alumised kiud (tommatud on lemised kiud).
Normaaljou rakenduspunkt (joonis 5.7) on kaare telgjoonest allpool (vordle M epiiiiriga joonisel
5.10). Lukuliigendist paremale jidval osal on surutud tlemised kiud (tommatud on alumised
kiud).

5.7.2 Paraboolse kaare arvutus. Naide 5.2

Naide 5.2 Koostada joonisel 5.12 esitatud kolme liigendiga kaare sisejoudude epiitirid.
Kaare telgjooneks on parabool. Kaare ava on 24m. Lukuliigendi c¢ korgus 4.8m. Kannalii-
gendist a kaugusel 4.8m ja 16.8m on rakendatud joud F1 = 80kN ning Fr = 60kN. Kaarele
on rakendatud tihtlaselt jaotatud koormus q = 25kN/m, mis algab kannaliigendist kaugusel
7.2m ja loppeb kaugusel 19.2m.

F =80 kN q=25kN/m F =60 kN

Joonis 5.12. Paraboolse telgjoonega kaar 2

Kaare sisejoudude leidmiseks kasutame GNU Octave’is koostatud —programmsi
kaarSiPrBA.m?° 6
Arvutiprogramm koostab sisejoudude eptitirid, mis on toodud joonisel 5.13

5./octaveProgrammid/kaarSjPrBA.m
6./octaveProgrammid/kaarSjPrBA.Kommentaarid.pdf
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Kaare normaaljoud N
wol T L T ]

150 b i
200 7~: USSR SOSSSO SRRSO SRS SRRSO N SO :,, .
T B N B B A

400 oo T e

450 fn-bee b

0 2.4 4.8 72 9.6 12 14.4 16.8 19.2 21.6 24

Kaare pdikjoud Q

‘ \} A\ ‘ ‘ ‘ ‘ : a
20 L NN e T L N
H I B B B B B i L
Lo 1 i i i i i i [
60 e
0 24, 48 |72 9.6 12 144 168 192 216 24
| |

| | Kaare paindemoment M
T ; 1 1

100 i AN S VU SONUUUR USNURUUNS NUUSSURUNS DRSNS RO NUSUO

50 NG N
0l |

SO f N

0 24 4.8 72 9.6 12 14.4 16.8 19.2 21.6 24
Joonis 5.13. Kaare 2 sisejoud N, Q ja M

5.8 Kaare mojujooned

Kolme liigendiga kaare (joonis 5.14 lk 135) toereaktsioonide V, ja Vj, mojujooned on
samasugused kui lihttala toereaktsioonide mojujooned.

Kaare horisontaalreaktsiooni H mojujoone ordinaadid saame, kui kaarele vastava
lihttala paindemomendi M? mdjujoone ordinaadid jagame libi lukuliigendi korgusega f
(joonis 5.14 H my):

0
= Me (5.50)
f
Kolme liigendiga kaare mojujoonte ordinaatide arvutamiseks kasutame kaare sise-
joudude arvutamise valemeid (5.31 1k 124).
Paindemomendi My (joonis 5.14 My mj) mdjujoone ordinaadi leiame avaldisega

My = M) — H -y, (5.51)
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kus
MY on lihttala ristloike d paindemomendi mdjujoone (joonis 5.14 b) MY mj) ordinaat,
H — kaare horisontaalreaktsiooni H mojujoone ordinaat,
yq — kaare telgjoone korgus punktis d.
Paikjou Qg (joonis 5.14 4 mj) mojujoone ordinaadi leiame avaldisega

Qa = Qgcospg — Hsinpy (5.52)

kus
Q5 on lihttala ristloike d poikjou mojujoone (joonis 5.14 b) Q4 mj) ordinaat,
g — kaare puutuja tousunurk punktis d (joonis 5.4).
H — kaare horisontaalreaktsiooni H mojujoone ordinaat.
Normaaljou N, (joonis 5.14 N, mj) mojujoone ordinaadi leiame avaldisega

Ny = Qfsinpg + H cos g (5.53)

kus

Q5 on lihttala ristloike d poikjou moéjujoone (joonis 5.14 b) Q9 mj) ordinaat,
4 — kaare puutuja tousunurk punktis d (joonis 5.4).

H — kaare horisontaalreaktsiooni H mojujoone ordinaat.

5.9 Kaare mojujoonte koostamise niited

5.9.1 Paraboolse kaare mojujooned. Niide 5.3

Naiide 5.3 Koostada joonisel 5.1/ a) esitatud kolme liigendiga kaare loike d mojujooned.
Kaare telgjooneks on parabool. Kaare ava on 16 m. Lukuliigendi korgus 4 m. Ristloike d
kaugus vasakust toest 11.2 m.

Mojujoonte ordinaatide arvutamiseks kasutame kaare sisejoudude arvutamise valemeid
(5.51), (5.52) ja (5.53)

Mg = Mg—H-yqg
Qa = Qgcospg— Hsingpg (5.54)
Ny = Qgsingg+ H cospq

Kaare ristloike d korguse y arvutame valemiga (5.14) ja ristloike cos pq ja sin pg valemitega
(5.15) ja (5.16). Saame

yq = 3.36 m, sin g = —0.3714, cos pg = 0.9285 (5.55)

Kaare mojujoonte ordinaatide arvutamiseks koostame kaarele vastava lihttala paindemomends
Mg ja poikjou Q4 mojujooned (vt joonis 5.14 b)). Koostame veel kaare horisontaalse toereakt-
siooni H maéjujoone. Selleks kasutame horisontaalse toereaktsiooni arvutamise valemit (5.5)

_ M

H, = H, 7

(5.56)


./videod/Kaared1.html
./videod/Raamid1.html

5.9 Kaare mojujoonte koostamise néited 135

"o
a) l sin®d =-0.3714 D)
cos ¢ d =0.9285

Ha =05 w Hp=05 . g
7777777777777777777777 y }7-‘; t t %
V.-03 A a=112m ‘b=4.8m1n/ ’ ! ! ”
a- = ' Vp=0.7 | |
| |

o]
Mg=Mg -Hyy

o
Qg =Q gcos 94 —Hsinggy

1 g @
| 8: o
! S 10.5014 Ndg =Q dsin @4 +H cos ¢g
| I I
! ‘ ‘ Nd mj
1
W
[19)
- 3
g c o
- b=

Joonis 5.14. Kaare mojujooned

Horisontaalse toereaktsiooni H mojujoone koostamisel tuleb lihttala ristloike ¢ mdojujoone or-
dinaadid jagada lukuliigendi korgusega f = 4m (joonis 5.14 a)).
Kui dihikjoud asub ristloike ¢ kohal, siis jooniselt 5.1/ a) ja b) saame

MY =2.4m, H =1.0, Q5= —05 (5.57)
ja
My = MY —H- -y;=24-1.0-3.36=—0.9600m

Qi = Q5cospy— Hsingg=—0.5-0.9285—1.0-(—0.3714) = —0.0928  (5.58)
Ny = QYsingg+ Hcosgpg=—0.5-(—0.3714) + 1.0 - 0.9285 = 1.1142

Leitud ordinaadid kanname joonisele 5.1/ a). Kui thikjoud asub ristloike d kohal (poikjou
puhul ristloikest d vasakul/paremal, siis jooniselt 5.1/ a) ja b) saame

MY = 3.36m, H = 0.6, Qy" = —0.17, Q' =0,3 (5.59)
ja
My = M} —H-yq=23.36—006-3.36 = 1.3440
Qy = Q' cosps— Hsinpg=—0.7-0.9285 — 0.6 - (—0.3714) = —0.4271
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QY = QyFcospg— Hsingpg=0.3-0.9285 — 0.6 - (—0.3714) = 0.5014 (5.60)
Nj = Q9'singq+ Hcospg=—0.7-(—0.3714) 4+ 0.6 - 0.9285 = 0.8171
NI = Q9'singg+ H cos pg = 0.3+ (—0.3714) + 0.6 - 0.9285 = 0.4457

Leitud ordinaadid kanname joonisele 5.14 a).

5.10 Kolme liigendiga raam

Kolme liigendiga raami arvutamisel kehtivad kolme liigendiga kaare jaoks tuletatud
valemid. Erinevalt kaarest voetakse raamil normaaljoud tombel positiivsena ja survel
negatiivsena.

5.11 Kolme liigendiga raami arvutuse niited

5.11.1 Kolme liigendiga raam. Niide 5.4

Naiide 5.4 Koostada joonisel 5.15 kujutatud kolme liigendiga raami sisejoudude epiitirid
(ndide on voetud oppevahendist [ERSE3] Ik 47)

Joonis 5.15. Kolme liigendiga raam

Vertikaalsete toereaktsioonide arvutus:

S My = 0; Vo -84+1-4—2-4.-6—-3-2=0 (5.61)
V, = 6.25kN ’
S M, =0; —Vy-84+1-44+2-4-243-6=0 (5.62)
Vi, = 4.75kN ’
Vertikaalsete toereaktsioonide arvutuse kontroll:
Y =0; 6.254+475—-2-4—-3=0 (5.63)

0=0
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Horisontaalsete toereaktsioonide arvutus:

> MY =0; -H,-5+625-4—-1-1-2-4-2=0
H, =1.6kN (5.64)
> MP =0; —H,-5+475-4-3-2=0
Hpy = 2.6kN (5.65)
Horisontaalsete toereaktsioonide arvutuse kontroll
S X =0; (1).(i+1—2.6:0 (5.66)

g,

M
oo NI -
M3 ,

Joonis 5.16. Paindemomentide liitmine

Paindemomendi epiiiiri (vt joonis 5.15 b) ordinaatide arvutus. Avaldise (5.69) ja (5.71)
koostamisel on kasutatud epiiiride listmist (joonis 5.16).

My = —16-4=—64kN-m (5.67)
M, = 625-2—-16-45—-—1-05—-2-2-1=0.8kN-m (5.68)
M, = 2. 482 _ % — 0.8kN-m (5.69)
M, = 475-2-26-45=—22kN-m (5.70)
M, = 3. % - % — 22kN-m (5.71)
M, = —26-4=—10.4kN-m (5.72)

Péikjou leidmiseks kaldu olevas vardas de kasutame peatiikis 1.11 kasutatud valemeid (1.54)
ja (1.36). Koostame kaldu oleva varda (joonis 5.17) tasakaaluvorrandi punkti ¢ kohta

2.0 - 4.0%
SMe=0: Q41231 — 64— = =0 (5.73)
2.0 - 4.02 6.4
= — 5.433kN 5.74
Qée = 57931 T 11231 (5.74)
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q=2kN/m

o | \
\ ch

m =0.97014

\ A\Zg\ cos Ol = 21231 =0.970

10 _ 024054
41231

sina =

Joonis 5.17. Raami varda dc poikjoud

ning tasakaaluvorrandi varda alguse d kohta

2.0 -4.0%
YMy=0: Quq-4.1231—6.4+ — = 0 (5.75)
2.0 -4.02 6.4
Qed = — + —2.328 kN (5.76)

241231 ' 4.1231

Tulemused kanname poikjou epiiirile (joonis 5.20). Vardas/varda osas (joonis 5.15 b)), kus
paindemoment muutub lineaarselt, kasutame valemit (1.31). Poikjou mdérgi mdadrame vastavalt
joonisele 1.16. Saame

Qua = — |1 = |— = —1.6kN (5.77)
Qve = +§\Z‘:+’ﬁ = +2.6kN (5.78)
Qie = —!i]\j|=—|m|z —3.978 kN (5.79)
Qe = —| % |=— |4212231?2\ —1.067kN (5.80)

Pikijou epiitiri (vt joonis 5.20 b)) ordinaatide arvutamiseks loikame vilja raami sélmed d
(joonis 5.18) ja e (joonis 5.19). Joonistel on poikjou suund vastavalt poikjou mdargile. Pikijou
suuna (pikijoud on tundmatu) valime positiivsena, st ’ristloikest vilja’. Koostame sélmele d
tasakaaluvorrandid telgedele t ja x

1
|
1
A
| \
! \5.433
1kN d \/' N ae
o _\\ ________ X
't
l, 1.6
N da

Joonis 5.18. Kolme liigendiga raami solm d
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N eb

Joonis 5.19. Kolme liigendiga raami solm e

= 0; Ngg-cosa+5433+1-sina+1.6-sina=0 (5.81)
Yr = 0; Ng.-cosa+1+1.6+5433 -sina=0 (5.82)
Siit saame
~5.433 — (1 + 1.6) 0.24254
N = = —6.250kN .
da 0.97014 0250 (5:83)
~ (14 1.6) — 5.433 - 0.24254
Nyge = = —4.038kN 5.84
de 0.97014 (5:84)

Koostame solmele e tasakaaluvorrandid telgedele t ja x

Yt = 0; Ng-cosa+3.978+2.6-sina=0 (5.85)
Yx = 0; —Ng-cosa—2.6—3978 sina=0 (5.86)
Siit saame
—3.978 — 2.6 - 0.24254
N, = = —4. kN .
eb 0.97014 70 (5:87)
a)

:(—E ' 3

6.250 4.750
N TkNI1

Joonis 5.20. Kolme liigendiga raami sisejoud
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a) b)
q=2kN/m

ch

/

1 [A/ :C

éf@

d <= o !
4@ ‘ 4m 1 3.674 kN
Joonis 5.21. Normaaljoud riivis
—2.6 —3.978 - 0.24254
N = = —3.674kN (5.88)

0.97014

Normaaljou N.g arvutamiseks vaatleme joonist 5.21 a). Tundmatu sisejou suuna valime
alati posititvse. Raami rivis dc normaaljoud Ng. —4.038 kN on tuntud ja selle nditame moju-
mise suunas. Nitd koostame suunale dc tasakaaluvorrandi normaaljou Nog leidmiseks

Y de = 0; Neg+4.038—¢q-4-sina=0 (5.89)
Nog = —4.0384+2-4-0.24254 = —2.098 kN (5.90)

Suunale ¢e (joonis 5.21 b)) koostatud tasakaaluvorrandist leiame normaaljou Ne;

Y ce = 0; Nei +3.674 — Fsina=0 (5.91)
Ny = —3.674 + 3-0.24254 = —2.947kN (5.92)

Sama kolmeliigendiga raami on arvutatud EST-meetodiga ndites 14.6 Ik 445.

5.11.2 Kolme liigendiga raam. Niide 5.5[slaidid][.swf][ekraanivideo]

Naide 5.5 Koostada joonisel 5.22 néidatud kolme liigendiga raami paindemomendi, poikjou
ja pikijou epiitirid.

Arvutamisel kasutame GNU Octave’it kui kalkulaatorit. Kdsud on eelnevalt salvestatud
faili Raaml11_Kasud.odt” ja siis asetatud GNU Octave’i kisureale. Arvutuse tulemused on
toodud arvutuspdevikutes 5.2, 5.3, 5.4 ja 5.5.

Arvutuspéevik 5.2 Toereaktsioonide arvutus

diary raamilltoeR.out

octave:2> diary on

octave:3> 7, Sisestame koormuse vididrtused
octave:4> F=10

F =10

octave:5> ql=4

ql = 4

octave:5> q2=12

q2 = 12

octave:6> % Koostame momentide summa toe a suhtes
octave:6> ¥ sumMa=0; -Bx16+(ql*4*2+q2*8*4+Fx4)=0

7./octaveProgrammid/Raami1_Kasud.odt
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octave
B = 28
octave
octave
octave
A = 67
octave

octave:

sumY =
octave
octave
octave

q =12 kN/m
c
- F=10kN
n —>
d e
£
b4
= €
< k g [To)
II_ <
o
Ha Ha b|  Hp
7z ",
8m ‘ 8m
N I's

Joonis 5.22. Kolme liigendiga raam 2

16> B=(ql*4*2+q2*8%4+F*4) /16

.500

:7> % Koostame momentide summa toe b suhtes

27> % sumMb=0; -Ax16+(-4%4*2+12*%8%12-10%4)=0

17> A=(-4%4*2+12%8%12-10%4) /16

.500

:8> Y Kontrollime jdudude tasakaalu vertkaalsele teljele: sumY

8> sumY=q2*8-A-B
0

:9> % Momentide summa lukuliigend c suhtes:
:9> Y sumMcv=0 (vasakul); -Ha*5+(A*8-q1%4%3-q2x8%4)=0
:9> Ha=(A*8-q1%4%3-q2x8%4) /5

Ha = 21.600

octave:
octave:

10> % sumMcp=0 (paremal); -Hb*5+(28.5%8+10%1)=0
10> Hb=(28.5%8+10%1)/5

Hb = 47.600

octave:
octave:

sumX =

octave:

Ha

kul
(T, © = Me®s*'= 0

11> % Kontrollime jdudude tasakaalu horisontaalsele teljele: sumX
11> sumX=Ha+ql*4+F-Hb

0

12> diary off

12 kN/m

aremal
c xM?P =0

5m

A=67.5 kN | B=28.5 kN

(a) Liigendist vasakul (b) Liigendist paremal

Joonis 5.23. Horisontaalsete toereaktsioonide arvutus
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Ne

. e

7T Qe
| Me

My
bi| HE=47.6 kN
H 216K K¢
B=28.5 kN

(a) Varras a-k (b) Varras b-e

Joonis 5.24. Sisejoud postides

Arvutuspievik 5.3 Paindemomentide arvutus

diary raamiMi1l.out

octave:14> diary on

octave:15> ¥ vardas b-e: -Me-Hbx*4=0

octave:15> Me=-Hb*4

Me = -190.40

octave:16> ¥, vardas a-k: -Mk-Ha*x2-q1*2x1=0

octave:16> Mk=-Ha*2-ql*2x*1

Mk = -51.200

octave:17> ¥, vardas a-d: -Md-Hax4-q1*4x2=0

octave:17> Md=-Hax4-ql*4x%2

Md = -118.40

octave:18> 7 vardas a-d-n:
-Mn-Ha*4.5-q1%4%*2.5+A*x4-q2%4*2=0

octave:18> Mn=-Hax*4.5-ql*4%*2.5+A*x4-q2%4*2

Mn = 36.800

octave:19> diary off

Arvutuspéievik 5.4 Poikjou arvutus

12 kN/m

4m
4 kN/m

Hz=21.6 kN

Ha=21.6 kN

A =67.5kN A= 67.5 kN

(a) Varras a-d (b) Varras a-n

Joonis 5.25. Sisejoud postis ja riivis
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Joonis 5.26. Raami 2 solm d

diary raamiQil1l.out

octave:21> diary on

octave:22> % riivi pikkus L

octave:22> L=sqrt(872+172)

L = 8.0623

octave:23> cosA=8/L

cosA = 0.99228

octave:24> sinA=1/L

sinA = 0.12403

octave:25> ¥ pdikjdud Qad

octave:25> % vardas a-d: -Qad-Ha=0

octave:25> Qad=-Ha

Qad = -21.600

octave:26> ¥ vardas d-a: -Qda-Ha-ql*4=0

octave:26> Qda=-Ha-ql*4

Qda = -37.600

octave:27> % kaldvardas dc:
-Qdc-Md/L+cosA*q2*8/2=0

octave:27> Qdc=-Md/L+cosA*q2%*8/2

Qdc = 62.325

octave:28> Y kaldvardas cd:
-Qdc-Md/L-cosA*q2%8/2=0

octave:28> Qcd=-Md/L-cosA*xq2x8/2

Qcd = -32.934

octave:29> Qce=Me/L

Qce = -23.616

octave:30> % vardas b-e: —-Qbe+Hb=0

octave:30> Qbe=Hb

Qbe = 47.600

octave:31> diary off

/
/ |
! |
Nec ~/ |
|
23616 | e TOKN
/I o
l/
N 476
! <
| !
Neb

Joonis 5.27. Raami 2 solm e
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Raami vardas d—c pikijou Ng. arvutamiseks loikame solme d vilja (joonis 5.26). Tasakaalu-

vorrandist z-teljele saame avaldise

X =0:

—Nge.cosa — 37.6 —62.325sina =0

millest saame arvutuspdevikus 5.5 reas octave:36> avaldise.

(5.93)
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Rl | —— 1904
S]]

36.80

@ [kN-m]

(a) Paindemomendi M epiiiir

62.325
Cc
+ P
g P e 47.6
376 32,934 23.616
23616
— =+E
(@ v
=[P b
7 ' Y )

(b) Poikjou Q epiiiir

67.5 e

(¢) Normaaljou N epiiiir

Joonis 5.28. Raami 2 epiiiirid

[Loeng 1] [Loeng 2]

Raami vardas e—c pikijou Ne. arvutamiseks loikame solme e vilja (joonis 5.27). Tasakaalu-

vorrandist z-teljele saame avaldise

XX =0: —Neccosa —47.6 +10.0 — 23.616sina = 0

millest saame arvutuspdevikus 5.5 reas octave:38> avaldise.

(5.94)

Arvutuse tulemuse pohjal koostame raami 11 sisejoudude epiitirid (joonis 5.28).
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Arvutuspéievik 5.5 Pikijou arvutus

diary raamiN11.out

octave:33> diary on

octave:34> % L, cosA,sinA on milus
octave:34> Y varras a-d

octave:34> % -Nad-A=0

octave:34> Nad=-A

Nad = -67.500

octave:35> Nbe=-B

Nbe = -28.500

octave:36> ¥ varras d-c

octave:36> % -Ndc*cosA+(-37.6-62.325*sinA)=0
octave:36> Ndc=(-37.6-62.325*sinA)/cosA
Ndc = -45.683

octave:37> ¥ varras c-d

octave:37> ¥ -Ncd+Ndc+12*8+*sinA=0
octave:37> Ncd=Ndc+12*8*sinA

Ncd = -33.776

octave:38> ¥ varras e-c

octave:38> ¥ -Nec*cosA+(-47.6+10-23.616*sinA)=0

octave:38> Nec=(-47.6+10-23.616*sinA)/cosA
Nec = -40.845

octave:39> % varras c-e

octave:39> Nce=Nec

Nce = -40.845

octave:40> diary off

145
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6. Sorestikskeemid

Loeng 1': Sorestikskeemid. Ndide 6.1. Ndide 6.2. Loeng 2°: Sorestikskeemide mdjujooned.
Niide 6.5.

6.1 Sorestikskeemide liigitus

Varrassiisteemide mehaanikas voetakse arvutusskeemide liigitamise aluseks varda telg-
joone kuju, varda tooseisund (joonis 1.3), toesidemete arv, liigendite arv.

Otstes hoordevabade liigenditega ithendatud sirgetest varrastest geomeetriliselt muutu-
matut konstruktsiooni, mis on koormatud vaid hoordevabades liigendites, nimetatakse
sorestikskeemiks.

C) / /

Joonis 6.1. Sorestikskeemide liigitus

Sorestikskeemi vardad tootavad ainult pikkele. Sorestiku iilemised vardad (joonis
6.1) moodustavad tlemise vod, alumised vardad alumise vod. Voodevahelised vardad
moodustavad sorestikuvorgu. Vorgu vertikaalseid vardaid nimetatakse postideks ja kald-
vardaid diagonaalideks. Horisontaalse voo kahe naabersolme vahekaugust nimetatakse
paneeli pikkuseks. Sorestikke liigitatakse

L. /videod/SorestikudLoengl.html
2. /videod/SorestikudLoeng2.html

147
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e iilesande jérgi — katusesorestikud, sillasorestikud, kraanasorestikud jne

e toereaktsioonide jargi — talasorestikud; kaar-, raam- ja rippsorestikud; kombinee-
ritud sorestikud

e kuju jirgi — paralleelvoodega sorestikud (joonis 6.1 ¢)); kolmnurksorestikud (joonis
6.1 b)); kovera vooga sorestikud (joonis 6.1 d))

e vorgu jargi — diagonaalvorguga sorestikud (joonis 6.1 a)); post-diagonaalvorguga
sorestikud (joonis 6.1 ¢)).

6.2 Staatiliselt mairatud sorestike arvutus

Staatiliselt méaératud sorestike sisejoudude leidmiseks koostatakse tasakaaluvorrandid.
Tasakaaluvorrandite koostamiseks kasutatakse loikemeetodit. Sorestiku arvutusskeemist
eraldatakse iiks solm voi osa sorestikust ja teiste osade moju asendatakse labiloigatud
varraste kontaktjoududega (rajajoududega). Eraldatud solme vai sorestiku osa tasakaa-
lutingimustest leitakse ldbiloigatud varraste kontaktjoud. Kontaktjoud on labiloigatud
varda ristloike vélispinnal. Labiloigatud varda ristloike sisepinnal on kontaktjouga vord-
ne sisejoud.

Arvutuse tulemusena saadud miinusmérk néitab, et oletus oli vale ja kontaktjoud on
vastupidise suunaga.

Staatiliselt médratud tasandsorestikus ei ole liigseid sidemeid. Liigsidemete n arv on
null. Staatiliselt médramatuse astet n arvutame avaldisega

n=mn,+n; — 2n, (6.1)

kus n, on sorestikuvarraste arv, n; — toesidemete arv, n, — sorestikusolmede arv.
Sorestikuvarraste kontaktjoudude (sisejoudude) arvutamisel kasutatakse

e solmede eraldamise votet
e momendipunkti votet
e projektsioonide votet.

Nende votete abil koostatakse tasakaaluvorrandid. Kui tasakaaluvorrandid koostatakse
ja lahendatakse késitsi, siis on otstarbekas koostada vorrandid nii, et seal oleks ainult
iiks tundmatu.

6.2.1 Solmede eraldamise vote

Eraldame 16ikega sorestikskeemist solmed (joonis 6.2) ja koostame nende jaoks tasakaa-
lutingimused. Tasandil voib iga solme jaoks koostada kaks teineteisest soltumatut
tasakaaluvorrandit 2n,.

Toereaktsioonide madramiseks kasutatakse n; (staatiliselt médratud tasandraami puhul
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F=15kN F=15kN

Joonis 6.2. Solmede eraldamise vote

ny = 3) vorrandit. Soltumatute tasakaaluvorrandite iildarv on 2ng — n,.

Kiésitsi sorestiku arvutamisel kasutatakse solmede eraldamise votet iiksikute solmede
tasakaalu kontrollimisel. Koikide solmede kohta koostatud tasakaaluvorrandite siisteemi
saab koostada lihtsamalt, kui lisame sinna siisteemi koigi varraste otste suunakoosinused
veergude kaupa. Sellist tasakaaluvorrandite koostamist vaatleme néites 6.1. Nimetame
seda varraste eraldamise votteks.

6.2.2 Momendipunkti vote

Momendipunkti votte eeliseks on, et see voimaldab leida sisejou iihes sorestikuvardas
soltumata teiste sorestikuvarraste sisejoududest.
Momendipunkti votet nimetatakse ka Ritteri® 1oikemeetodiks.

X F=15kN F=15kN F=15 kN
Z 2 | I

h=1.732 m
C, 1 7
3 3
I T2 m /C
Col [=6m s

Joonis 6.3. Loige I-I

Momendipunkti votte puhul jagatakse sorestiku arvutusskeem loikega kaheks osaks

3 August Ritter, insener ja mehaanikaprofessor Hannoveris ja Aachenis 1826-1908.
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(joonis 6.3). Loigatakse labi varras, mille sisejoudu otsitakse (niiteks varras 7), ja
veel kaks varrast (vardad 4 ja 5, vt 16iget I-I). Nende kahe ldbiloigatud varda sihtide
loikepunkti nimetatakse momendipunktiks ehk Ritteri punktiks. Varda 4 ja 5 sihtide
loikepunktiks on 4, mis on varda 7 sisejou N; leidmise momendipunkt. Varda 4 ja 5
sisejou (Ny, N5) moment momendipunkti (solmpunkt 4) suhtes on null.

Vaatleme l6ikest I-I vasakule (paremale) jaéivat sorestiku osa (joonis 6.4).

X F=15kN F=15kN F=15 kN
z 2 _I_ __ éi ______ i 6

C1 1 _NZ__\d/ ______ v
3 31 5 11 ~
I ’ d=2m %C
Cr=-225kN  |-6m ' s

Joonis 6.4. Momendipunkti vote

Koostame selle sorestikuosa kohta momentide tasakaalu tingimuse momendipunkti
4 suhtes

Toereaktsioon C'; = 0 ja sisejou Ny ning N5 olg momendipunkti 4 suhtes on null.
Toereaktsiooni Cy vadrtuseks on ~22.57, sest toereaktsiooni suund on vastupidi joonisel
oletatuga. Tingimusest (6.2) avaldame sisejou N7:

Fd+ Cyl.5d MY

N:
T h h

(6.3)
kus M) on sorestikule vastava lihttala moment punkti 4 suhtes.

Sorestikuvarda sisejou /N4 leidmiseks on momendipunktiks solmpunkt 3. Selle punkti
suhtes on momentide tasakaalu tingimus

SMy=0; —Nyh+ F0.5d+ Cod =0 (6.4)
Tingimusest (6.4) avaldame sisejou Ny:

F0.5d+ Cod MY
Ny = _sUoatCoad My

- . (6.5)

kus MY on sorestikule vastava lihttala moment punkti 3 suhtes.
Sorestikuvarda sisejou N leidmiseks momendipunkti vote ei kolba, sest kahe dile-
jaanud varda (varras 4 ja 7) sihid ei 16iku (l6ikuvad oo).
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6.2.3 Projektsioonide vote

Paralleelvoodega sorestiku diagonaali sisejoudu (N5) (joonis 6.3) ei saa leida momentide
tasakaalu tingimusest, kuna momendipunkt on lopmatuses.

Kahe ldbiloigatud paralleelse vo risttelje kohta kirjutatud joudude projektsioonide
tasakaalu tingimus (joonis 6.4)

YZ=0; —Nscos(n,z)+F+C,,=0 (6.6)

kus cos (n, z) vaartuse saab joonise 6.9 tabelist ,Varraste suunakoosinused”.

Kantud varraste (joonis 6.7) suunakoosinuste vadrtused on toodud joonisel 6.9 tabelis
Varraste suunakoosinused” ridades , Algus cosA” ja ,Algus cosB”. Sisejou N5 suund
iithtib varda 5 suunaga 3 — 4. Nii saab cos(n,z) = —0.866. Vorrandist (6.6) saame
avaldada sisejou Ny

F+CQ o Qg_4

N: = =
* " cos(n,z)  cos(n, 2)

(6.7)

kus 5_, on sorestikule vastava lihttala poikjoud solmede 3 ja 4 vahel.

6.2.4 Maxwelli-Cremona diagramm

Sorestikuvarraste sisejoudude graafilisel leidmisel konstrueeritakse Maxwelli-Cremona
diagramm (sisejoudude diagramm). Sisejoudude diagrammi voib koostada késitsi voi
arvutiprogrammiga Design View.

Sisejoudude diagrammi koostamist selgitame joonise 6.5 abil. Sorestiku véliskontuu-
ril kahe naabervélisjouga ja vooga piiratud pinda téhistatakse téhega (v6i numbriga).
Need pinnad ja varrastega iimbritsetud pinnad on wvdljad. Joonisel 6.5 a on sorestikku
iimbritsevad véljad a, b, ¢, d, e ning sorestikuvarrastega timbritsetud véljad f, g, k, n, p.

F=15kN F=15kN  F=15kN

/% ‘
g

Joonis 6.5. Maxwelli-Cremona diagramm
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Vilis- ja sisejoud mérgitakse kahe tdhega, mis néditavad, milliste véljade vahel joud asub.
Toereaktsiooni (5 téhistatakse a-b ja solmes 2 rakendatud joudu F' b—c.

Vilisjoudude hulknurk koostatakse jarjekorras, nagu neid kohatakse péaripaeva lii-
kumisel iimber sorestiku. Joonisel 6.5 b on vilisjoud b-c, c¢-d, d—-e, e-a ja a-b.
Sisejoudude méaaramine pohineb vaadeldava jou tasakaalustamisel joududega, mille si-

a) b c)
g
N, N N
Cz 5
N
k P a
f . N2 p
N, b
d)
g c
k f a
p
n d
e

Joonis 6.6. Jouhulknurgad

hid iihtivad sorestikuvarraste telgjoonte sihtidega (joonis 6.6). Sisejoudude diagram-
mi koostamist alustatakse solmest, mis on moodustatud kahest vardast (solm 1,
joonis 6.5 a). Toereaktsiooni Cy tasakaalustame varraste 1 ja 3 sisejoududega (joo-
nis 6.6). Nende varraste sihid l6ikuvad punktis f (joonis 6.5 b).

Leitud sisejoudude mérgi méadramiseks liigume timber solme 1 péripdeva
(joonis 6.5 a)). Liikudes valjalt b viljale f, ndeme diagrammilt (joonis 6.5 b)), et
joud mojub solme I suunas, st varras b—f on surutud. Liikudes véljalt f véljale a,
nideme diagrammilt, et varras f~a on tommatud. Joonisel 6.6 b) ja ¢) on ndidatud s6lmi
2 ja 3 tasakaalustavate joudude hulknurgad. Varda sisejoud esineb diagrammi kahe
naabersolme jouhulknurgas vastupidiste suundadega (sisejoud Ny, joonis 6.6 a) ja b)).
Sisejoudude diagrammis (joonis 6.5 b)) joudude suundi ei mérgita.
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6.3 Talasorestike mojujooned

6.3.1 Mojujoonte leidmine arvutiga

Sorestiku solmede eraldamisel saadud tasakaaluvorrandid (vt néide 6.1 joonis 6.9) esi-
tame vorrandiga

G-s=8S (6.8)

kus G on tasakaalumaatriks ja s sisejoudude ja toereaktsioonide vektor,
S — solmkoormuste vektor (téhistused on voetud opikust [IKKWI0]).

Facl
[ Nl ] le
N2 Fz2
N3 Fz3
c_[ew.N O] |y s—| r, (6.9
| G(C,N) G(C,C) |’ N Y N F“
Cy :
Cs Feq
L Cs Feo
| Fos |
kus G (C, C) on negatiivne ithikmaatriks
-1 0 0
G, C)=| 0 -1 0 (6.10)
0o 0 -1
Lahendades vorrandisiisteemi (6.8), saame
s=G'.S=b-S (6.11)

kus b on pdiratud tasakaalumaatriks, mille struktuur on (vt néide 6.1 joonis 6.12)

b(N, F) b(N,C)

b=1y F) b o)

(6.12)

Maatriksit b voiksime nimetada ka mojumaatriksiks, sest selle elemendid méaédravad
koikide mojujoonte ordinaadid.

Maatriksiga b (N, F') saame méédrata sisejou V; soltuvalt véliskoormusest Fj. Valides
viliskoormuse F; = 1, saame mojujoone ordinaadid.
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6.4 Sorestiku arvutamise naited

6.4.1 Sorestiku arvutus. Niide 6.1 [slaidid]

Naiide 6.1 Leida joonisel 6.2 toodud sorestiku varraste sisejoud, toereaktsioonid ja var-
raste sisejoudude maojujoonte ordinaadid.

o - 3 [ 5 o - 9
| F=15 kN " ®°F=15kN | F=15 kN
12 6 10 ¢
8
;)K»NI«—AP_»—‘NW 4~ Ng Nﬁw
N, 5 Ng Ng N‘\.o
/ \ / 6 9 10
N, b N5 N, Ng 10
C1 1 3 \ 11 7
#'Na N3-<M>3 Ny Ny == N1
c,! | 12 ”73 T 1Y Cs
113 14 '8 14

Joonis 6.7. Varraste eraldamise vote

Vaatleme joonisel 6.7 toodud sorestikskeemi. Solmede tasakaaluvorrandite koostami-
seks kasutame varraste eraldamise votet. Tasakaaluvorrandid moodustame varda ots-
pindade suunakoosinuste lisamisega veerqude kaupa. Tundmatuteks votame ka toereakt-
sioonid. Nii saame 2ng vorrandit. Eraldame loikega solmed. Arvutame sorestikuvarraste
suunakoosinused (vt joonis 1.22).

cosa = Alx (6.13)
cosf = Alz (6.14)
kus [ on varda pikkus
I =/(Az)? + (Az)? (6.15)
sun
Ax = xp—xa (6.16)
Az = zp—2a (6.17)

a4 Ta, za, Tp, 21, on varda alguse ning lopu koordinaadid. Sorestiku (joonis 0.2) solmede
koordinaadid on toodud joonisel 6.5 tabelina ,Solmed”. Valime varraste algused ja lopud
nii, nagu on ndidatud joonisel 6.8 tabelis ,Topoloogia”. Arvutusprogrammiga srstkN1.m*
letame varraste koosinused. Varraste koosinuste vddrtused on joonisel 6.9 tabelis ,Var-
raste suunakoosinused” ridades ,Algus cosA” ja ,Algus cosB’.

4. /octaveProgrammid /srstkN1.m
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| A | =& o I = e e e
1 Solmed WYabadusastmete numbrid sélmedes® Toes3lmed : kinni -1, lahti -0
2 ||Koordinaadid % z SAlmnr. | ¥-suunas | Z-suunas S3lmnr. | ®-suunas | z-suunas
3 &3l A 0.000 1732 &3lm A 12 13 &3l A i i
4 &3lm 2 1.000 0.000 &3lm 2 1 2 £ilm 2 0 0
5 &3lm 3 2.000 1732 &3lm 3 3 4 0lm 3 0 0
5 &3lm 4 3.000 0.000 &3lm 4 5 5 20lm 4 0 0
7 &lm 5 4.000 1732 &lm 5 7 8 0l 5 0 0
] &3Im B 5.000 0.000 &3Im B 9 10 s3lm B 0 0
9 &3l 7 £.000 1732 &l 7 11 14 il 7 0 i
10 *Toesdlmed on nummerdatud vimastena
11 Topoloogia
12 Varras 1 2 3 4 5 ] 7 & ] 10 11
13 Algus 1 2 1 2 3 4 3 4 5 B 5
“ L3pp 2 3 3 4 4 5 5 G G 7 7
15
1 Varraste vabadusastmed
17 Varras 1 2 3 4 5 ] 7 & ] 10 11
18 || Algus x-suund 12 1 12 1 3 5 3 5 7 9 7
13 | Algus z-suund 13 2 13 2 4 G 4 G i 10 i
20 | Lapp #-suund 1 3 3 5 5 7 7 9 9 11 11
21 | Lapp z-suund 2 4 4 i i 8 8 10 10 14 14 B
22 /
=1 | -

Joonis 6.8. Sorestiku topoloogia

Joonisel 6.9 on tabelisse ,Varraste suunakoosinused” kantud varraste (joonis 6.7)
suunakoosinused joonisel 6.2 ndidatud sisejoudude suundade alusel.

Solmede vabadusastmete suunad nummerdame nii, nagu on ndidatud joonisel 6.8

|+ e [ c | o | e | ¢ | e w [ v | o[ ] v [w]|]nw][ol]e>
B Yarraste suunakoosinused
9 Varras 1 2 3 4 5 i 7 i ] 10 11
10 Algus coséd -0500 | -0500 | -1.000 | -1.000| -0500 | -0500| -1.000 | -1.000 | -0500 | -0.500 | -1.000
11 Algus cosB 0866 | -0866 | 0000 0.000 0866 | -0.866 | 0.000 0.000 0866 | -0.866 | 0.000
12 L 3pp cosd 0.500 0.500 1.000 1.000 0.500 0.500 1.000 1.000 0.500 0.500 | 1.000
13 L3pp cosB -0.866 | 0.866 | 0.000 | 0000 | -0866 | 0BG | 0.000 | 0.000 | -0.866 | 0.866 | 0.000
4
15 Worrandisiisteemi vasak pool
18 Warras 1 2 3 4 5 B 7 i 9 10 11
17 || Vabadusaste1| 0500 | -0500 -1.000
18 || Vabadusaste 2 | - 0.866 | -0.866 0.000
18 || Vabadusaste 3 0.500 | 1.000 -0.500 -1.000
20 || Vabadusaste 4 0.866 | 0.000 0.866 0.000
21 || Vabadusaste 5 1.000 | 0500 | -0500 -1.000
2 || Vabadusaste B 0.000 | -0.866 | -0.866 0.000
23 || Vabadusaste ¥ 0500 | 1.000 -0.500 -1.000
24 || Vabadusaste 8 0.866 0.000 0.866 0.000
25 || Vabadusaste 3 1.000 | 0500 | -0.500
2% |Vabadusaste 10 0.000 | -0.866 | -0.866
2 || Vabadusaste 11 0.500 | 1.000
2 ||Vabadusaste 12| -0.500 -1.000 -1.000
2 ||Vabadusaste 13| 0.866 0.000 -1.000 |
30 || Vabadusaste 14 0.866 | 0.000 -1.000
31 £
=1 ] -

Joonis 6.9. Vorrandisiisteemi vasak pool
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| « | 8 | e[ o | e | ¢ | e | w [ v [ o] k][ v ]w]n][ol]f
1 Yarraste vabadusastmed
2 Yarras 1 2 3 4 5 B ki i 9 10 11
3 | Algusx-suund 12 1 12 1 3 5 3 5 7 ] 7
4 | Algusz-suund 13 2 13 2 4 i 4 i 8 10 8
5 L 3pp ®-suund 1 3 3 5 b ki ki 9 9 11 11
& || Lappz-suund 2 4 4 8| % 5 5 10 10 14 14
7
& Yarraste suupdkoosinused
3 Varras 1 2 3 [ /4 1] B 7 B 9 10 11

10 Algus cosh -0.500 | -0.500 -1.000/’-1.000 -[].ET)Q. -0.500 | -1.000 | -1.000 | -0.500 | -0.500 | -1.000
1 Algus cosB 0.866 | -0.866 0.090’ 0.000 | 0866 | -0.866 | 0.000 | 0.000 | 0.886 | -0.866 | 0.000
12 L3pp cosh 0500 | 0500 1/6[][] 1.000 | 0.50 0500 | 1.000 | 1.000 | 0.500 | 0.500 | 1.000
13 L3pp cosB -0.866 | 0.866 ﬂ].UUU 0.000 -0,8156 0.866 | 0.000 | 0.000 | -0.866 | 0.866 | 0.000

14
15 / Yorrandisistesmi )éak pool

15 Varras ) /5 B 4 5 f 7 8 9 10 11

17 || Vabadusaste1| 0500 [/-0.500 -1.00

18 || Vabadusaste 2 | -0.865/] -0.866 0.000 B

19| Vabadusaste 3 / 0.500 | 1.000 | -0.500 -1.000

2 | Vabadusasted | / 0.866 | 0.000 266 0.000

21 | Vabadusaste 5 1.000 U-BN\ -0.500 -1.000

2 | Vabadusaste B 0.000 | -0.866 | - 0.866 0.000

25 || Vabadusaste 7 0.500 | 1.000 -0.500 -1.000

24 | Vabadusaste 8 0.866 | 0.000 0.366 0.000 v
I~ =

Joonis 6.10. Vorrandisiisteemi koostamine

tabelis ,Vabadusastmete numbrid solmedes”. Nii koostame solme 2 tasakaaluvorrandid
suundadele 1 ja 2:

Z Suunas, = 0; Nypcosas_1+ Nycosas_z+ Nycosag_g =0 (6.18)

Z Suunasy = 0;  Njcos a1+ Nycos By 3+ Nycosfy g =0 (6.19)
Solmes 1 on tasakaaluvorrandid suundadele 12 ja 13:

Z Suunasiy =0; Nycosaj_o+ Nycosai_z+Cp =0 (6.20)

Z Suunasiz = 0;  NjcosBi_g + Nycos i3+ Cy =0 (6.21)

Nii nagu vorrandid (6.18), (6.19), (6.20) ja (6.21), koostatakse vorrandid igas solmes.
Saame vorrandisisteemi (6.22)

GX =8 (6.22)

kus X koosneb sorestikuvarraste sisejoudude vektorist N ja toereaktsioonide vektorist
C, S on koormusvektor. Tasakaaluvorrandite siisteemi vasak pool on joonisel 6.9.
Koormusvektor S ehk vorrandististeemi parem pool on joonisel 6.11. Koormusvektori
saame jou vadrtuste, vt tabel ,Joud solmedes”, kandmisel tabelisse ,Vorrandisiisteems
parem pool” tabeli ,Vabadusastmete numbrid solmedes” jérg:.


./videod/SorestikudLoeng1.html
./videod/SorestikudLoeng2.html

6.4 Sorestiku arvutamise néaited 157
| A | 8 | ¢ e - < T T [ [ I
1 Joud sélmedes Wabadusastmete numbrid sélmedes® Uhikjdud labib s31mi
2 Jaud ¥-8ULN&ES | Z-8ULNAS S3lmnr. | x-guunas | Z-suunas SAlmnr. | ®-uunas | Z-8UUnas
3 ahlm 1 2ilm 1 12 13 gilm 1 1
4 sdlm 2 15.0 s3lm 2 1 2 s0m 2
5 s8lm 3 lm 3 3 4 &lm 3 i
5 s3lm 4 15.0 &l 4 5 ] &Alm 4
7 s3lm 5§ &lm s 7 a8 &8lm5 1
5 s3Im B 15.0 3l B g 10 30lm B
g s3lm 7 silm 7 11 14 s0lm 7 1
0 *Toesdimed on nummerdatud vimastena
1
12 2iImede vabadusastmed mida labib hikjaud
13 | Vabadusaste 13 4 3 14 -
i JBud " 1 i i i
15 /
|1 =

Joonis 6.11. Joud solmedes

Vorrandisisteemi saame koostada ka koigi varraste (joonis 6.7) vabadusastmete
ja nende suunakoosinuste abil (vt joonis 6.10). Arvutusprogramm. srstkN1.m kasutab
moodust, kus solmede tasakaaluvorrandid saadakse koigi varraste suunakoosinuste vor-
randististeemi kandmisega. Toereaktsioonide leidmiseks lisatakse vorrandisisteemi (joo-

nis 6.9) negatiivne tihikmaatriks.

Majujoonte ordinaatide leidmiseks kasutame vorrandisisteemi (6.22) vasaku poole G
poordmaatriksit G' (joonis 6.12). Mojujoonte vajalike ordinaatide viljatoomiseks podrd-

maatriksist G’

X=G-S

(6.23)

vaatleme joonist 6.2 ja teeme kindlaks, missugusei solmi liabib thikjoud. Nii nditeks

B 8 & b E F 8 ! \ J 3 L (I O [ <

2 || Vabadusaste 13 4, . 14 Vab_aste 13 4 i 14

3 | Jawd 1 1 ik 1= e «koord | 00 20 40 50

: i

5 Vomandististesmi vas gle pocrdmaatrks G'

g || Vabadusaste i 2 4 5 B —F—gin 8 9 10 1 12 13 14

J Ni 033333 | -0.96226 | 0.00000 | -07A981 [ 033333 | 057735 | 0.00000 | -038490 | 033333 | 019245 | 0.00000 | 000000 | 0.00000 | 0.0000D

8 N2 -0.33333 | -0.19745 | 0.00000 | 076981 | 033333 | 057735 | 0.00000 | 038480 [ 033333 | 019245 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

g N3 e | 048114 | 1.00000 | 038491 | 083330 | 0.z8ses | 1.00000 | 019246 | 083333 | 0.05623 | 1 0oooo | 0.00000 | 000000 | 0.00000

10 Ne oeseer | 038491 | 000000 | 076982 | 033333 | 057737 | 0.00000 | -0.38491 [ 033333 | 013246 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

n N5 033333 | 019245 | 0.00000 | 038480 [ 033333 | 057735 | 0.00000 | -036450 [ 033333 | 019245 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

1 NG -0.33333 | -0.19245 | 0.00000 | 038430 | 033333 | 057735 | 0.00000 | 0.38480 [ 033333 | 015245 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

13 N7 050000 | 0.28886 | 0.00000 | 0.57737 [ 050000 | 088605 | 1.00000 | 057737 | 0.50000 | 028688 | 1.00000 | 000000 | 0.00000 | 0.00000

14 Ng -0.33333 | -0.19246 | 0.00000 | -0.38491 | 033333 | 057737 | 0.00000 | 076952 [ 056667 | -0.38431 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

15 N3 033333 | 019245 | 0.00000 | 0.38480 | 033333 | 057735 | 0.00000 | 076381 [ 033333 | 019245 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

1 Nio | -0.33333 | 019245 | 0.00000 | -038490 | -0.33333 | -0.57735 | 0.00000 | 076981 | -0.33333 | -0.98226 | 000000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

iz N1 016667 | 0.09623 | 0.00000 | 0.15245 | 016667 | 028658 | 0.00000 | 038491 [ 016667 | 048114 | 1.00000 | 000000 | 0.00000 | 0.00000

% | i {12) [-1.00000 | 0.00000 | -1.00000 | 0.00000 | 100000 | 0.00000 | -1.00000 | 0.00000 | -1 00000 | 0.00000 | -1.00000 | -1.00000 | 0.00000 | 0.00000

i | c2{13) [ ozess7 |-0.83333 | 0.00000 | -066667 | 028667 | 050000 | 0.00000 | -033333 | 028667 | 018687 | 0.00000 | 0.00000 | 4.00000 | 0.00000

2 | 0C3(14) |-0z8ss7 | 016567 | 000000 | -033333 | -0 28867 | -0.50000 | 000000 | -0 68667 | -0 28857 | -0.83333 | 000000 | 0.00000 | 0.00000 | -1 00000
La |

2 Yérandiststeemi lahend

2 | Sseud [ Wt [ Ne [ Na [ N [ N5 [ We [ w7 [ W& [ Mg Nio [ nft ci | ¢ | 63 |

n kN |-P596095] a6s00z |12 99076 |17 azdoz] -6 6603z | -6 pR0E | 74 65157 |17 azio0z] B6R0E |25 9A0s5] 17 99076 |0 00000 |-27 5000072 S0000]

25 4
| = | E

Joonis 6.12. Vasaku poole poordmaatriks G
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Lsotdutee all” puhul ldbib tihikjoud solmi 1, 3, 5 ja 7. Need solmed ja nendele vastavad
vabadusastmed on joonisel 6.11. Vabadusastmete jargi valitakse poordmaatriksist G
veerud (vt joonis 6.12).

Mojujoonte ordinaatide arvutamist poordmaatriksi G’ abil on wvaadelnud prof.
W. B. Kritzig oma opikus [Kra91b] Ik 106.

Viiteid varraste eraldamise votte kohta wvorrandisiisteemi koostamisel pole onnes-
tunud leida.

6.4.2 Sorestiku arvutus. Niide 6.2 [slaidid]

Naide 6.2 Leida joonisel 6.13 esitatud sorestikuvarraste sisejoud arvutiprogrammiga srstkN-
BA.m % ja kontrollida sorestiku kolmanda paneeli varraste sisejoude. Sorestikule majub koor-
mus F3 = 5kN, F5 = 10kN, Fy = 4kN, Fy = 8kN, Fi3 = 4kN, Fi5 = 8kN. Sorestiku
maootmed on arvutusskeemil (joonis 6.13).

N
©
2.4
3.6
4.0

3 ls slls 10|l7 14 le 19 711 22l13 2el1529 5
’ I 11
F Fs F, VF,g Fg 'F

| L=24m — |

Joonis 6.13. Murdjoonelise iilemise vooga sorestik

Sorestikuvarraste sisejoudude leidmiseks arvutiga lisame arvutustabelid (tabel 6.1 ja 6.2).
Sorestikusolmede kirjeldamiseks valime x-telje sorestiku alumisse védsse ja z-telje vertikaalselt
solmest 1 alla (joonis 6.13). Solmpunktide koordinaadid ja sélmedes méojuvad koormused on
esitatud tabelina 6.1. Sorestikuvardaid kirjeldame solmede abil, andes varda alguse ja lopu
solme numbri. Varraste kirjeldus (topoloogia) on tabelis 6.2.

Sorestiku sisejoud arvutame programmiga srstkNBA.m. Arvutiprogrammis langevad toe-
reaktsioonide ja koormuste posititvsed suunad kokku koordinaattelgede positiivsete suundadega.
Tulemused kirjutame paevikusse 6.1.

Arvutuspievik 6.1 octave:2> diary srstkN2.out
octave:3> diary on

octave:4> srstkNBA

SolmedeArv = 16

ElementideArv = 29

%

5./octaveProgrammid/srstkNBA.m
6./octaveProgrammid/srstkNBA.Kommentaarid.pdf
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Tabel 6.1. Sorestiku arvutustabel 1
Solm 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 00 30 30 60 60 90 90 12.0 120 15.0
z 00 24 00 30 00 40 00 40 00 40
F, 00 00 50 00 100 00 40 00 80 0.0

Solm 11 12 13 14 15 16

x 15.0 180 18.0 21.0 21.0 24.0
z 00 36 00 -24 00 0.0
F, 00 00 40 00 80 0.0

Tabel 6.2. Sorestiku arvutustabel 11

Varras 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Algus 12122 3 445 5 6 6 6 7 8
Lopp 23 3455 56 6 7 7 8 9 9 9

Varras 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

Algus § 9 10 9 10 10 11 12 12 13 13 14 14 15
Lopp 10 10 13 11 12 11 13 13 14 14 15 15 16 16

ans = S6lmpunktide ja Elementide arv on 16 ja 29
Kui SolmedeArv ja ElementideArv on diged, vajuta klahvile Enter

Toesdlmed

S61lmede koordinaadid Jrk X-suunas Z-suunas
Jrk X Z  mmmmmmm e
————————————————————————————— 1 1 1

1 0.0000 0.0000 2 0 0

2 3.0000 -2.4000 3 0 0

3 3.0000 0.0000 4 0 0

4 6.0000 -3.6000 5 0 0

5 6.0000 0.0000 6 0 0

6 9.0000 -4.0000 7 0 0

7 9.0000 0.0000 8 0 0

8 12.0000 -4.0000 9 0 0

9 12.0000 0.0000 10 0 0

10 15.0000 -4.0000 11 0 0

11 15.0000 0.0000 12 0 0

12 18.0000 -3.6000 13 0 0

13 18.0000 0.0000 14 0 0

14 21.0000 -2.4000 15 0 0

15 21.0000 0.0000 16 0 1

S6lmede vabadusastmete numbrid
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Jrk X-suunas Z-suunas
1 30 31
2 1 2
3 3 4
4 5 6
5 7 8
6 9 10
7 11 12
8 13 14
9 15 16
10 17 18
11 19 20
12 21 22
13 23 24
14 25 26
15 27 28
16 29 32

Joud sdlmedes

Jrk X-suunas Z-suunas
1 0.0000 0.0000
2 0.0000 0.0000
3 0.0000 5.0000
4 0.0000 0.0000
5 0.0000 10.0000
6 0.0000 0.0000
7 0.0000 4.0000
8 0.0000 0.0000
9 0.0000 8.0000
10 0.0000 0.0000
11 0.0000 0.0000
12 0.0000 0.0000
13 0.0000 4.0000
14 0.0000 0.0000
15 0.0000 8.0000
16 0.0000 0.0000

Elementide topoloogia
Jrk Algus Ldpp

© 00 N O d WN -~

—
o

OO > WwWNDND-N-

~NOoO OO OO WwWw N

11
12
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Elementide suunakoosinused
cosAlpha

Jrk

cosBeta
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12
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27
28
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.7809
.0000
.0000
.9285
.7809
.0000
.0000
.9912
.6000
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.6000
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.0000
.9912
.0000
.0000
.0000
.9285
.7809
.0000
.0000
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Varraste sisejdud

Jrk

© 00N O WN -

NNNMNNMNMNMNNMNRP,P PP, PR, PP R PP
DU P WP O WO NOUd WNERO

M&jujooned N(i)-le sdlmedes. Viimased kolm

toereaktsioonide mdjujooned

© 00N O WN -

=
= O

12
13
14
15
16
17

el eoleolNolNeolNeololNolNeoNolNolNoNoNoNoNoNe]

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.4007
.0000
.0938
.6731
.6003
.0938

0.1667

.6305
.2604
.4688
.0000
.3750
.1563
.4688
.0000
.3750
.1563

.2006
.0000
.9375
.3463
.4002
.9375
.3333
.2611
.5208
.9375
.0000
.7500
.3125
.9375
.0000
.7500
.3125

.0005
.0000
.7813
.1219
.3335
.7813
L2778
.0509
.6076
.4062
.0000
.1250
.4688
.4062

0.0000

.1250
.4688

.8004
.0000
.6250
.8975
.2668
.6250
.2222
.8407
.4861
.1250
.0000
.5000

0.6250

[N

.1250

0.0000

.5000
.6250

.0000
.8145
.2812
.0000 - toereaktsioon C1
.3750 - toereaktsioon C2
.6250 - toereaktsioon C3

Uhikjoud sdlmedes
Jrk

© 00 N O WN -

-
o

e
[

12

X-suunas

Z-suunas

on

.6003
.0000
.4688
.6731
.2001
.4688
.1667
.6305
. 3646
. 8437
.0000
.1250
.4687
.8437
.0000
.1250
.4688

.4002
.0000
.3125
.4488
.1334
.3125
L1111
.4204
.2431
.5625
.0000
.7500
.3125
.5625
.0000
.7500
.3125

-0

.2001
.0000
.1562
.2244
.0667
.1562
.0556
.2102
.1215
.2812
.0000
.3750
.1562
.2812
.0000
.3750
.1562

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

161
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18 0.0000 -0.1215 -0.2431 -0.3646 -0.4861 -0.6076 0.5208 0.2604 -0.0000
19 0.0000 0.2812 0.5625 0.8437 1.1250 1.4062 0.9375 0.4688 0.0000
20 0.0000 -0.2102 -0.4204 -0.6305 -0.8407 -1.0509 -1.2611 -0.6305 0.0000
21 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
22 0.0000 0.2812 0.5625 0.8437 1.1250 1.4062 0.9375 0.4688 0.0000
23 0.0000 0.0556 0.1111 0.1667 0.2222 0.2778 0.3333 0.1667 -0.0000
24 0.0000 -0.2244 -0.4488 -0.6731 -0.8975 -1.1219 -1.3463 -0.6731 0.0000
25 0.0000 0.0667 0.1334 0.2001 0.2668 0.3335 0.4002 -0.6003 0.0000
26 0.0000 0.1563 0.3125 0.4688 0.6250 0.7812 0.9375 1.0938 0.0000
27 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 1.0000 -0.0000
28 0.0000 -0.2001 -0.4002 -0.6003 -0.8004 -1.0005 -1.2006 -1.4007 0.0000
29 0.0000 0.1563 0.3125 0.4688 0.6250 0.7812 0.9375 1.0938 -0.0000
30 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
31 -1.0000 -0.8750 -0.7500 -0.6250 -0.5000 -0.3750 -0.2500 -0.1250 0.0000
32 0.0000 -0.1250 -0.2500 -0.3750 -0.5000 -0.6250 -0.7500 -0.8750 -1.0000

M&jujoone x koordinaadid

0 3 6 9 12 15 18 21 24

octave:5> diary off

Arvutuspdevikust 6.1 saame kontrollida sisestatud sélmede koordinaate ja varraste topoloogiat.
Varda 4 ja 8 suunakoosinused saame pdevikust cos ay = 0.92848, cos Sy = —0.37139, cosag =
0.99123, cos By = —0.13216. Kontrollime leitud toereaktsioonide vddrtusi Cy = —20.375kN,
C3 = —18.625 kN, koostades tasakaalutingimuse Z-teljele Y Z =0

—20.375—-18.6254+5+104+4+44+8+8=0kN (6.24)

Sisejoudude leidmiseks eraldame loikega 11 — I1 sorestiku vasakpoolse osa ja vaatleme selle
tasakaalu (joonis 6.14). Varda 10 momendipunktiks on solm 6 (joonis 6.1/). Varda momen-
dipunkti otsimiseks teeme lotke Il — Il ldbi kolme varda. Fikseerime varda, mille sisejoudu
otsime. Selle varda momendipunkt on seal, kus kaks tilejddinud varrast loikuvad. Sisejou Nyg
stht kaugus solmest 6 r5_7 = 4.0 m. Momendipunkti kohta koostatud tasakaalutingimusest

> Mg=0: —Nigrs_7 — Fsd — F32d — Cy3d = 0 (6.25)

saame

MY  —10-3—-5-6+20.375-9
Ny = —2 = 1 i = 30.84 kN (6.26)
T5-7

stin tdhistab ME? vastava lihttala paindemomenti punkti 5 suhtes antud koormusest. Varda 8
momendipunktiks on solm 5. Varda momendipunkti otsimiseks teeme loike 11 — I1 libi kolme
varda. Fikseerime varda, mille sisejoudu otsime. Selle varda momendipunkt on seal, kus kaks
tlejidnud varrast lotkuvad. Sisejou Ng sihi kaugus sélmest 5 on rq4_g = ho cos ag = 3.5684 m.
Siin ho = 3.6 m. Momendipunkti 5 kohta koostatud tasakaalutingimusest

> Ms=0: —Ngry_¢ — F3d — C22d = 0 (6.27)
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Joonis 6.14. Sorestiku vasakpoolne osa

tuleneb
Mg _5-3-20.375-6
T4—6 - 3.5684

Ng = — = —30.06kN (6.28)

kus ME? tahistab vastava lihttala paindemomenti punkti 5 suhtes antud koormusest. Mdrk -’
nditab, et ilemised kiud on surutud.

Sorestikuvarda 8 momendipunktiks on solm 5. Varda momendipunkti otsimiseks teeme loike
I — I (joonis 6.14) libi kolme varda. Fikseerime varda, mille sisejoudu otsime. Selle varda
momendipunkt on seal, kus kaks dlejidanud varrast loikuvad. Koostame lotkega I — I eraldatud
osa kohta tasakaalutingimuse, millest saame analoogiliselt varda 8 sisejouga

MY ~5-3-20.375-6

4 T9—4 3.3425 ( |
1T
4lgNe 6 12 8 16 10 5
...... 4 . O e
................... 5o dS
9 :
1. - :
5 7
1 .- 2: )
.......... e O
7}%‘3 3 6 5 9 19 714 22l13 26l
II Fq F. VF. N
a, o |

Joonis 6.15. Sorestiku parempoolne osa
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siin on sisejou Ny sihi kaugus solmest b ro_y = ho - cosay = 3.3425m, kus hg = 3.6 m.

Varda 9 momendipunkti otsimiseks teeme loike II — 11 (joonis 6.1/) libi kolme wvarda.
Fikseerime varda 9, milles otsime sisejoudu. Selle varda momendipunkt on seal, kus kaks
tlejadnud varrast (vardad 10 ja 8) lotkuvad. Joonisel 6.1/ on see punkt tihistatud Ks-ga.
Koostame selle punkti kohta tasakaaluvorrandi

> Mygs=0: —Nors_g+ Fs(as+2d) + F3 (az + d) + Caa3 =0 (6.30)
kus rs_¢ = 21.6 m ja ag = 21m (joonis 6.1/). Tasakaaluvorrandist (6.30) saame
_ 10-27+5-24 —20.375 - 21

Ny =
21.6
Varraste 11 ja 7 sisejou leidmiseks loikame sélmed 7 ja 4 vilja (joonis 6.16 ja 6.17).

= —1.75kN (6.31)

Solme 7 tasakaalutingimusest Z-teljele

Y Z=0: —Ni1+Fr=0 (6.32)

N1, saame
N14
-F Ni1 = 4kN (6.33)

Joonis 6.16. Solme 7
tasakaal

Solme 4 tasakaalutingimusest Z-teljele
> Z=0: N;—Ngcosfs+ NycosBy=0 (6.34)

saame avaldisi (6.28) ja (6.29) kasutades

MY MY
N7 = =22 cos Bg — —2 cos By (6.35)
T4—6 T2—4

Joonis 6.17. Solme 4
tasakaal

Vottes arvesse seosed r4_g = hg cosag ja ro—qy = ho cos ay, saame

N7:]\4g<cosﬁg_cosﬁ4> (6.36)
ho \cosag cosay
ehk arvestades seoseid (6.13) ja (6.14) saame
MY 20.375-6—5-3 (1.2 04
N; = =2 (tanoy — tanag) = ( - ) = 7.94kN (6.37)
ho 3.6 3 3

Sorestiku sisejoude voib leida ka loikest IT— 11 paremale jidva osa (joonis 6.15) vaatlemisega.
Kasitsi arvutatud kolmanda paneeli sisejoud N7, Ng, Ng, Nig ja Ni1 thtivad arvutiga
leitutega.
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6.4.3 Sorestiku mojujoonte koostamine. Niide 6.3 [slaidid]

Niaide 6.3 Koostada joonisel .23 nédidatud sorestiku kolmanda paneeli varraste sisejoudude
mojujooned ja vorrelda neid arvutuspdevikus 6.1 toodud mdjujoonte ordinaatidega.
Talasorestiku mojujoonte konstrueerimiseks vaatleme vastava tala mojujooni (joonis 6.18).

Cz i z 7?03

‘_H\]?’\'\'\'\!\r\ C, mj

Emg[ Cz mj

Joonis 6.18. Lihttala toereaktsioonide mojujooned

Majujoonte konstrueerimiseks jagame loikega 11 — I1 sorestiku kaheks osaks (joonis 6.23).
Kui thikjoud liigub ldbiloigatud paneelist paremal, siis vaatleme wvasakpoolse osa tasakaalu
(joonis 6.19), ja kui thikjoud liigub libiloigatud paneelist vasakul, siis vaatleme parempoolse
osa tasakaalu (joonis 6.20).

Varda 10 momendipunktiks on solm 6 (joonis 6.19). Sisejou Nyg sihi kaugus solmest 6
hs = 4.0m. Momendipunkti kohta koostatud tasakaalutingimusest

> Mg=0: —Nighs — C23d =0 (6.38)

Joonis 6.19. Sorestik. Uhikjoud paremal
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saame

g I 1 (6.39)
Varda 10 majujoon (joonis 6.23) on sarnane lihttala mojujoonega MY ristldike 5 jaoks, mille
ordinaadid on jagatud hs = 4m-ga. Varda 10 mojujoone iseloomuliku ordinaadi saame, kui
korrutame toereaktsiooni Co médjujoone ordinaadid —%—ga.

Varda 8 momendipunktiks on solm 5. Sisejou Ng sihi kaugus sélmest b on ry_g =
ho cos ag = 3.5684 m. Siin ho = 3.6 m. Momendipunkti 5 kohta koostatud tasakaalutingimusest

> M5;=0: —Ngry_g + Cy2d =0 (6.40)

saame

MY (Cy2d 6
Ng = ——9 _— - 6.41
8 ri6  Tig  3.5684 (6.41)

kus MY on sorestikule vastava lihttala paindemomendi mdjujoon punkti 5 suhtes. Varda 8
méjujoon on joonisel 6.23. Varda 8 mdjujoon sarnaneb lihttala mojujoonega M2, mille ordi-
naadid on jagatud r4_g-ga.

Sorestikuvarda 4 momendipunktiks on sélmpunkt 5. Koostame loikega I — I eraldatud
sorestikuosa (joonis 6.14) kohta tasakaalutingimuse, millest saame varda 8 sisejou

M)  Co2d 6

= = 6.42
To_4 o4 3.3425 ( )

kus sisejou Ny sihi kaugus solmest 5 on ro_y = ho cos ay = 3.3425m.
Varda 9 momendipunktiks on varraste 8 ja 10 sihtide loikepunkt K. Sisejou Ng sihi kaugus
punktist K3 on r4_¢ = 21.6 m. Momendipunkti K3 kohta koostatud tasakaalutingimusest

Z Mg3=0: —Ngrs_g+ Caa3 =0 (6.43)

kus az = 21m (joonis 6.19), saame

CQGg 21
Ny = == —=20833 6.44
27 e 21.6 (6.44)

I
4_..8N8 612 8 16 10 oo 12

..................... g S .
¢ 9 13.]15 18

R L 17 |21 23 28

............ - P R o 2 W
oS 3 P36 5| T C7 (T4 9 19 11 22 13 26 1529

ll1l‘lj.. ” “I d - 3 m
=30y,

3_3 | L=24m !
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Joonis 6.20. Sorestik. Uhikjoud vasakul
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Liikuva koormuse all (ldbiloigatud paneelist paremal) sarnaneb varda Ng mojujoon toereakt-
siooni Cy maojujoonega, mille ordinaadid on korrutatud as/rs—¢-ga.

Kui koormus litigub vasakul pool ldbiloigatud paneeli, siis vaatleme sorestiku parempoolse
osa tasakaalu (joonis 6.20). Varda 9 momendipunkti K3 kohta koostatud tasakaalutingimusest

> Mygz=0: —Nors_g+Cs(as+L)=0 (6.45)
kus a3 = 21 m (joonis 6.19), saame

_03(a3+L) _ 21+24_ 45

Ny = — _
9 s g 21.6 21.6

(6.46)

Liikuva koormuse all (ldbiloigatud paneelist vasakul) sarnaneb varda Ng mdojujoon toereakt-
siooni C's mojujoonega, mille ordinaadid on korrutatud (a3 + L) /r5—g-ga (joonis 6.23).

Varda 11 maojujoone leidmiseks loikame sorestikust (joonis 6.23) wvilja soélme 7 (joonis
6.21).

Solme 7 tasakaalutingimusest Z-teljele
> Z=0: ~Nip+1=0 (6.47)
saame

Ny =1 (6.48)

Kui iihikjoud asub teistes solmedes, on Ni; = 0.
Joonis 6.21. Solm 7

Varda T majujoone leidmiseks loikame sorestikust (joonis 6.23) vilja solme 4 (joonis 6.22).

Solme 4 tasakaalutingimusest Z-teljele
ZZzO: N7 — Ngcosfg+ Nycos By =0 (6.49)

saame avaldisi (6.28) ja (6.29) kasutades

MY MY
N; = =22 ¢os B + —2- cos By (6.50)
r4—6 T2—4

Kui {ihikjoud asub solmes 4, lisandub tasakaaluvorrandile
(6.49) iithikjoud ja N7 avaldis (6.50) on iihe vorra viiksem.

Joonis 6.22. Solm 4

Véttes arvesse seosed r4—g = hg cosag ja o4 = hacosay, (6.13), (6.1/), saame

MY M) (12 04
N7 = h—; (tan g — tanag) = ﬁ (3 - 3) (6.51)
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Varda N7 majujoon sarnaneb lihttala méjujoonega MY, mille ordinaadid on korrutatud

35 (12 = %) (joonis 6.23),

Sorestiku varda 13 maojujoone konstrueerimisel kasutame projektsioonide votet.
Kui koormus litgub vasakul pool ldbiloigatud paneelist, vaatleme loikest paremale poole
jadvat osa (joonis 6.20). Koostame tasakaaluvorrandi z-teljele

Zz:O: Nizcosy—Cs5=0 (6.52)
Ni3 = C5/ cos, (0 <z <3d) (6.53)
Awvaldisest (6.53) ndeme, et esimese kolme paneeli ulatuses on varda 13 mdjujoon sarnane
toereaktsiooni Cs majujoonega (joonis 6.18), mille ordinaadid on jagatud nurga v koosinusega
cosy = 4/5= 0.8 (joonis 6.23).
Kui koormus litgub paremal pool labiloigatud paneelist, vaatleme loikest vasakule poole
jadvat osa (joonis 6.20). Koostame tasakaaluvorrandi z-teljele

Zz:O: Nigcosy+ Cy =0 (6.54)
N13 == —CQ/COS’)/, (4d <z < l) (655)

Avaldisest (6.55) nieme, et viimase nelja paneeli ulatuses on varda 13 mojujoon sarnane toe-
reaktsiooni '—Cy” majujoonega (joonis 6.18), mille ordinaadid on jagatud nurga vy koosinusega
cosy =4/5=0.8 (joonis 6.23).

Libiloigatud paneeli ulatuses tihendame vasaku ja parema poole mojujooned (joonis 6.23).

Moajujoonte abil arvutame sisejoud valemiga
Ni = Zanij = Fj77ij (656)
kus m; on sisejou N; mojujoone ordinaat solmes j ja F; on koormus solmes j. Saame

Nigp = 5-0.4688 + 10 - 0.9375 + 4 - (1.4063 + 0.5625) +
+8 - (1.1250 + 0.2812) = 30.84 kN (6.57)

Ng = —[5-0.6305+ 10 - 1.2611 + 4 - (1.0509 + 0.4204) +
+8 - (0.8407 4+ 0.2102)] = —30.06 kN (6.58)

Ny = 5-0.2604 + 10 - 0.5208 + 4 - (0.6076 + 0.2430) +
+8 - (0.4861 + 0.1215) = —1.75kN (6.59)

Nyp = 4-1.000 = 4.00kN (6.60)

N7 =5-0.1667 4+ 10 - 0.3333 + 4 - (0.2778 + 0.1111) +
+8 - (0.2222 + 0.0556) = 7.94kN (6.61)

Tabelis 6.3 on arvutiga, kdsitsi ja mojujoonte abil leitud sisejoudude vordlus.
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6. Sorestikskeemid  [Loeng 1] [Loeng 2]

Tabel 6.3. Varraste sisejoudude vordlus

Varras N; arvutiga [kN] N; késitsi [kN] N; mojujoontega [kN]
10 30.84 30.84 30.84
8 -30.06 -30.06 -30.06
9 -1.75 -1.75 -1.75
11 4.00 4.00 4.00
7 7.94 7.94 7.94
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7. Siirete arvutus

7.1 Sise- ja rajajoudude t66

Deformeerunud oleku kasutamisel virtuaalsiirdena tuleb muude t66de korval arvesta-
da ka sisejoudude t66d. Varrassiisteemi virtuaalsiirdeks sobib selle mis tahes tegelikult
voimalik deformeerunud seisund, mis lubab rakendada algmootmete printsiipi. Seejuu-
res pole oluline deformeerumise pohjus, milleks voib olla mis tahes lubatav koormus,
temperatuuri muutumine, tugede vajumine jt. [Jiir85]. Juhul kui sidemed on statsio-
naarsed, siis virtuaalsiirete klass iihtib voimalike siirete klassiga ja tegelik siire on iiks
virtuaalsiiretest.
Ehitusmehaanikas eristame kolme liiki t60d — passiivtdo, aktiivtdo ja taiendustdo.

e Passiivtoo ([RAATH] — voimalik 166, ingl passive work, sks Verschiebungsarbeit) on
joudude t66 virtuaalsiiretel, kui neid siirdeid ei kutsunud esile vaadeldavad joud
(joonis 7.1).

o Aktiivtoo ([RAATH] — tegelik tio, ingl active work, sks FEigenarbeit) on joudude
t00 virtuaalsiiretel ja -podretel, kui need siirded ja poorded on kutsunud esile
vaadeldavad joud (joonis 7.2).

e Taiendustdo (ingl complementary work, sks Ergdnzungarbeit) on virtuaaljoudude
t60 siiretel ja pooretel, kui need joud on kutsunud esile vaadeldavad siirded ja
poorded [PRZ68] (joonis 7.3).

Toode avaldise (1.8) (lk 37) pikkel kirjutame kujul

<~ b R b
N, al —/ Nx/\dx+(/ ¢ (z) adz + Fydt; ) = 0 (7.1)
S~ a a

WT WS‘ WU

Kui vaadelda avaldises (7.1) 4-d kui virtuaalset siiret, siis véiljendab see avaldis wvir-
tuaalsiirete printsiipi. Kirjutame vorrandi (7.1) imber jargmiselt:

we =W + we 4wl =0 (7.2)
kus iildjuhul (vt joonis 1.3 1k 33 ja avaldis (F.28) 1k 686)

b b

PN PN PN b
Wi — [Nx u} + {Qz w} + {My @4 (7.3)

171
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F F F
F=f(u \S—
S (w7
A W @
u u u
Joonis 7.1. Passiivtoo Joonis 7.2. Aktiivtoo Joonis 7.3. Taiendustoo
b b b
Iwm:—/Ngm—/X%@m—/A@%m (7.4)

b l l
W@:/%QMM+E@+A%@W@+EM+Amﬂ@%M+MW@G@

Avaldist (7.2) nimetatakse energiateoreemiks pikkel: rajajoudude, sisejoudude ja
vilisjoudude t6ode summa on null.  Avaldises (7.2) esinevad téod W® on passiiv-
tood, kuna vaadeldavad joud ei kutsu esile virtuaalsiirdeid .

Kui vaadeldav joud soltub siiretest ja pooretest, siis t66d, mida need joud teevad
nendel siiretel ja pooretel, nimetatakse aktiivtioks (joonis 7.2). Aktiivtoode energiateo-
reem [KW90|

W@ = W@ W@ e =g (7.6)
kus

17 10 110 10 17+ b
Wr(a) =3 {Nx u] + {Qz w] +3 {My (,Dy} (77)

2 a 2 a 2 a

@_ _L/f° L L
W = — [ Norde =5 [ Qup.de — 5 [ Myuydo (78)
1

W =

b !
5 </ Gz () udr + Fpu; + / q. () wdz + Fw;+
a 0

l
+Amﬂ@%m+ﬂM%0 (7.9)

Sisejoudude t66 avaldis (7.8) on miinusmérgiga. Sisejoudude potentsiaalenergia 1, ehk
deformatsioonienergia (joonis 1.3 Ik 33) U on arvuliselt vordne sisejoudude t66ga, kuid
vastupidise mérgiga

I, =U=-wW® (7.10)
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7.2 Virtuaalne to06

Koormame tala (joonis 7.4) jouga F;. Tala saab ristloikes i siirde d;; (siire kohas i ja
pohjustatud joust F;). Seejirel rakendame jou Fy. Talale lisandub ristloikes k siire Oy
(siire kohas k ja pohjustatud joust F). Tala ristloikes i lisandub siire d;; (siire kohas i
ja pohjustatud joust Fj). Niiiid ristloikes i ei pojustanud siiret joud Fj, vaid liikus kaasa
(teeb passiivtood). Selle jou poolt saame virtuaalseks tooks Fiby.

kK Elastne joon joust Fi

=~ -
- - - -

\Elastne joon joududest Fi ja Fk
kk

Joonis 7.4. Virtuaalne t60

Avaldame jou Fy poolt pohjustatud prinkused varda elastsusseostest (vt joonis 1.3
1k 33):

A_Nk A _sz A_Myk
)\k— EA’ sz— GAred’ ’l/}yk_ E.[y

(7.11)

Joudude F; poolt tekitatud sisejoudude virtuaalne t66 jou Fj pohjustatud siiretel arvu-
tame avaldisega:

! N l Q
(P —_ _ Yk _ _wzk
W }j/o Noiztoda }j/o Qg —dr }j/ yzEl de  (7.12)

Kui rajajoudude t66 WP = 0, siis vilisjoudude t66 WP ja sisejoudude W) summa
on null, millest saame:

s [ e ‘0. Qb
Fbn =3 [ Neiphdo +3 [ Qg +Z/ Myz (7.13)

Saadud avaldis on Mohri'? integraal siirete mééramiseks. Vorrandis (7.13) vasakul pool
vordusmarki on esimese koormusolukorra wvélisjoudude tdé siiretel, mis on pohjustatud
teise koormusolukorra joudude poolt. Paremal pool vordusmérki on esimese koormus-
olukorra sisejoudude tié teise koormusolukorra poolt pohjustatud siiretel.

Akiivt6o korral on vilisjoudude F; t66 WU(“) nende endi poolt pohjustatud siiretel
Oii

1F-6--1Z/ZN -&d _,_12/[@ Qe dz + = Z/ M, yld (7.14)
9 zzz—2 0 :BzEA X 92 0 zZGAred yz € :

Thttp://en.wikipedia.org/wiki/Christian_Otto_Mohr
2Christian Otto Mohr, saksa ehitusinsener, 1835-1918.
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Avaldise (7.14) paremal pool vordusmérki olev avaldis on deformatsioonienergia (sise-
joudude potentsiaalenergia).

Potentsiaalenergia jaoks ei ole joudude soltumatuse printsiip rakendatav, sest summa
ruut ei vordu iiksikute litkmete ruutude summaga.

Joonisel 7.4 ndidatud tala puhul kasutame energiateoreemi. Téist6o Wy = 0 avaldis
(7.15) koosneb sisejoudude toost Wi ¢ (rajajoudude t66 puudub W, = 0), vélisjoudude
aktiivtoost (W@ = LE6; + LFuo,,) ja passiivtoost (WP = Fioy):

Wy =Wy, + W9 4+ WP =0 (7.15)

Tasakaalus olevas siisteemis kinemaatiliselt voimalikel viikestel siiretel (virtuaalsiiretel)
taistood ei tehta (taistoo on null).
Avaldisest (7.15) leiame sisejoudude t66 (7.16).

1 1

Wy =W Wk = Fidii — §Fk5kk — Fidu, (7.16)

v v _5

7.3 Toode vastastikkuse teoreem

Koormame tala (joonis 7.5) jouga Fj. Tala saab ristloikes k siirde dyy, (siire kohas k ja
pohjustatud joust Fy). Seejirel rakendame jou F;. Talale lisandub ristloikes i siire d;;
(siire kohas i ja pohjustatud joust F}). Tala ristloikes k lisandub siire dy; (siire kohas
k ja pohjustatud joust F;). Niiid ristloikes k ei pohjustanud siiret joud Fj vaid liikus
kaasa (teeb passiivtood). Selle jou poolt saame virtuaalseks tooks Fk&m

Joonis 7.5. Tala virtuaalne t66

Joonisel 7.5 nédidatud tala puhul kasutame energiateoreemi. Taist6o Wy = 0 avaldis
(7.17) koosneb sisejoudude t66st W (rajajoudude t66 puudub Wy, = 0), vilisjoudude
aktiivtoost (W, = %Fldm + %Fk(skk) ja passiivtoost (WP = Frow):

Wy =Wae + W@ 4+ WP =0 (7.17)

Avaldisest (7.17) leiame sisejoudude t66 (7.18).

1 1 -
Way = =W = WP = =2 Fidii — 5 Fidx — Fidyi (7.18)
Nimetame joonisel 7.4 ndidatud talale rakendatud joudude siisteemi esimeseks koor-

musolukorraks ja joonisel 7.5 (sama tala) niidatud talale rakendatud joudude siisteemi
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teiseks koormusolukorraks. Koormusolukorrad erinevad joudude rakendamise jarjekorra
poolest. Koormamise lopus on nende olukordade siirded iihesugused, ei erine teinetei-
sest. Kui koormamise alguses ja lopus on siirded iithesugused, siis on ka nende sise-
joudude potentsiaalenergiad (IT; = Il,) ja sisejoudude t66d (avaldis (7.10)) iithesugused

Wls - WQS (719)
Vottes arvesse avaldised (7.16) ja (7.18) saame avaldisest (7.19):
Fidy = Fidy (7.20)

Avaldis (7.20) viiljendab Betti® teoreemi (tddde vastastikkuse teoreemi): esimese koor-
musolukorra vilisjoudude virtuaaltéo teise koormusolukorra joudude poolt pohjustatud
sitretel on vordne teise koormusolukorra vilisjoudude virtuaaltéoga esimese koormus-
olukorra joudude poolt pohjustatud siiretel.

7.3.1 Vedru vastastikune t00

Vaatleme vedru (joonis 7.6 a)) kui lihtsaimat elementi, et selgitada vardamehaanika
printsiipe. Rakendame vedrule jou F' ja F' (joonis 7.6 b), c)). Vedru siirded 4, 6 on
joududega proportsionaalsed

F=ki, F=kb (7.21)

kus on k vedru jaikus.

Joonis 7.6. Vastastikune t60

Siirete 9, ¢ erinevate arvuliste védrtuste korral kirjutame samasuse

5k 6 — k6 =0 (7.22)
-

F

Kui asendame avaldises (7.22) dk jouga F', saame

F§—6ké =0 (7.23)

3Enrico Betti, itaalia ehitusinsener, 1823-1892.
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Seda triviaalset samasust nimetatakse vedru esimeseks samasuseks [Har85]
G (6,0) = F6—0kd =0, V5,0 (7.24)

siin tuleb téhistust V 0, 6 lugeda koigi 0,6 puhul. Avaldis (7.24) villjendab energiateoree-
mi, st vélisjoudude ja sisejoudude t66de summa on null. Samasus (7.24) jaab kehtima,
kui vahetame &ra 0 ja 0 ning F ja F

G (0,0) = F6—0ks =0, V5,0 (7.25)

Vedru teise samasuse saame, kui lahutame avaldisest (7.24) avaldise (7.25)

B(6,0) =G (6,6) — G (6,0) = Fo — Fo (7.26)

Vaatleme vedru aktiivtood W (joonis 7.2). Elastse vedru deformatsioonienergia
U (vedru sisejoudude potentsiaalenergia Il,) on vordne vedru aktiivtosga W, kuid
vastupidise mérgiga

1 . 4
U(6) =, (6) = =W (§) = 5 0k0 (7.27)
Energiateoreem (7.24) aktiivtoo korral
1 1 1
il =_F§— = = 2
2G(5, J) 5 J 25k’5 0 (7.28)

Vedru potentsiaalenergia I1(d) koosneb sisejoudude potentsiaalenergiast I1(%) ja
vilisjoudude potentsiaalenergiast I1(%)

1 1
IT(0) = I@ 4 11(@ = 0k0 = S (7.29)

siin
I, = —W, (7.30)

ja W, on vilisjoudude t66.
Vedru potentsiaalenergia (7.29) esimene variatsioon on funktsionaal I1 (4).

7.3.2 Toode vastastikkuse teoreemi avaldisi

Sisejoudude toode vastastikkuse teoreem pikkel on esitatud avaldisega (F.15) lk 685

/N d;v—/ i, N (7.31)

ja paindel avaldisega (F.30)

y y
_ 32
/ yE[_dx / ij_dx (7.32)

wbh

w! 1)
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Raja- ja vilisjoudude t66 vastastikkuse teoreem pikkel on esitatud avaldisega (F.11) 1k
684

! = l N
]?/x U |f) +/ ¢z (z) tdz + Fpt; = N, u |6 +/ Gz (z) udr + Fpu; (7.33)
N—— 0 N—— 0
w}i WIT R
wi " Wil
ja paindel avaldisega (F.28)
> R ~ R I l R R
{Qz w+ M, wy} lo —l—/o q. (x) wdx + F; =
Wi wi
7 < l
= [Qz w+ M, goy] B —l—/o ¢. (z) wdz + F (7.34)
Wit wit

siin on Q., My, p., w ja ¢, esimese koormusolukorra joud ja siirded
ning Q., My, p., w ja ¢, teise koormusolukorra joud ja siirded.

7.4 Siirete vastastikkuse teoreem

Siirete vastastikkuse teoreem on t60de vastastikkuse teoreemi erijuht. Oletame, et nii
esimeses kui ka teises koormusolukorras mojub ainult iiks iildistatud joud, siis avaldisest
(7.20) saame

10k = 1iOks (7.35)
vOi

Oik = Oni (7.36)

Avaldis (7.36) viiljendab siirete vastastikkuse teoreemi (J. Maxwell?): kohas k mojuvale
joule 1y vastav tldistatud siire, mis on pohjustatud thikjoust kohas i, vordub joule 1;
vastava tldistatud siirdega, mis on pohjustatud tihikjoust kohas k.

7.5 Reaktsioonide vastastikkuse teoreem

Staatikaga méadramatu konstruktsiooni toe siire voib tekitada konstruktsioonis nii toe-
reaktsioone kui ka sisejoude. Vaatame staatikaga madramatut tala (joonis 7.7).

4James Clerk Maxwell, inglise fiiiisik, 1831-1879.
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N
=
|
—_

Joonis 7.7. Reaktsioonide vastastikune to0

Kasutame kahele koormusolukorrale to6de vastastikkuse teoreemi (7.34) (siin raja-
joudude t66 W}p) # 0), toereaktsioone vaadeldakse kui vélisjoude, saame

TikOik = TkiOki (7.37)
Kui 5zk = 51% = 1, siis

Avaldis (7.38) viljendab reaktsioonide vastastikkuse teoreem (J. Rayleigh®): sideme k
tihiksiirdest (Ox; ) pohjustatud reaktsioon (ry;) sidemes i vordub sideme i ihiksiirdest (0;;)
pohjustatud reaktsiooniga (ry;) sidemes k.

7.6 Siirete arvutamine

Konstruktsiooni mingi punkti siirde arvutamisel vaadeldakse konstruktsiooni arvutus-
skeemi kahte tasakaaluolukorda. Uhe olukorrana vaadeldakse koormuse pohjustatud
tasakaaluolukorda p ja arvutusskeemis tekkivaid sisejoude tdhistatakse sel juhul NV,
Qp, M,. Teise olukorrana vaadeldakse tasakaaluolukorda, kus arvutusskeemile mojub
ainult iiks otsitavale siirdele vastav iildistatud iihikjoud 1;. Selles tasakaaluolukorras i
tahistatakse sisejoud ja reaktsioonid véikeste tdhtedega n;, ¢;, m; ja c;.

Virtuaaltoo avaldised pikkel (F.7) ja paindel (F.26) on

l l N
WP = Foii; + / ¢o (z) Adz + N @ |, — / N, Adz =0 (7.39)
0 0

l e l o
WP = Flai,; + /0 ¢, () bdz + {QZ Wt M, @4 - /0 Mybydz =0 (7.40)

Kirjutame lahti avaldistes (7.39) ja (7.40) esinevad rajavadrtused

< R PE .

Nz u |a: Nap Up — Nzga Uqg (741)
<~ R <~ R b < R <~ R < R <~ R
|:Qz w+ My pr] o=@, Wyt Myp Pyp— Q. Wa— Mya Pya (7.42)

®John William Rayleigh, inglise fiiiisik, 1842-1919, 1904. a Nobeli preemia.
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Tugede siirete moju arvestamisel voetakse kasutusele 1T mérgikokkulepe. See kokkulepe
avaldub toe siirde ja toereaktsiooni korrutises, vt R. Raamet [R4475] lk 335:  Kor-
rutis Acj - 1y on posititune, kui paigutise ja reaktsiooni suunad iihtivad, ja negatiivne,
kui nad on vastassuunalised.” Votame kasutusele parema kée teljestiku (joonis 1.20).
Seome x-telje varda teljega nii, et x-telg on suunatud varda algusest A loppu B. Vo-
tame kasutusele II margikokkuleppe, mille puhul varda lopus olevate rajajoudude suu-
nad langevad kokku I mérgikokkuleppes kasutusel olevate suundadega. Varda alguses
olevate rajajoudude suunad on vastupidised I mérgikokkuleppes kasutusel olevate suun-
dadega. Seega langevad varda alguses olevad rajajoudude suunad kokku varda lopus
olevate rajajoudude suundadega. Selgituse kohaselt votame avaldistes (7.39) ja (7.40)
kasutusele jargmised téhised:

in : ’&z = 771 K
A _ N
Nx - A = n; - Ei&
ﬁx : ﬁ/ |a = _CL(IN) Uq,
-
N.-alb = oV,
in . UAJZ = ;711'” - w
7 — M, 4
M, -y = mi* Bf (7.43)
j}y Pyle = —CMY .
= X~ M
My-¢y " = M gy
Q, 0|, =  —ClR) .y,
5 . Ib — C(QZ) W
z — b b

Uldistatud tihikjou ,1;” rakendamisel % =0jag (z ) = 0. Koormuse pohjustatud
tasakaaluolukorra ,,p” arvutusskeemis ekklvad SlSGJOU.d » @p, M, ja siire leitakse

iildistatud iihikjou ,,1;” sihis jargmiste avaldistega:

a

—/ nZ pdx— éN)-ub—C(N)~ua (7.44)

cw; = / mig pda: C,SQZ) Sy, — C@) Ly, — C,SMy) oy — CMY) o (7.45)

Siin on iihikjoust ,1;” péhjustatud rajajoudude (kontaktjoudude ,C”— contact
force [KWO0]) €M), V) €@ Cl9) M) ., COM) .y ja toe siirete uq, up,
Wa, Wy, Pa, ©p korrutised posmlvsed siis, kul nende suunad iihtivad.

7.7 Siirded temperatuuri muutusest

Joonisel 7.8 on vardast eraldatud elementaarloik pikkusega dx. Temperatuuri muutust
z-telje positiivsel poolel tahistame T4 ja z-telje negatiivsel poolel T(_). Temperatuuri
tousmisel varda elementaarloigu iilemised ja alumised kiud pikenevad ar - Tiydx ja
ar - T(—ydzr. Varda elementaarloigu pikenemine

A= (0% Tg (746)
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kus ap on materjali joonpaisumistegur. Niiteks ehitusterasel (St 37) ar = 1,1 -
1079 K1,
111 n
VAN kiilmem
Do~
= - s |
o 1
" | .
z ! soojem
- LOAT
Pikkeprinkus Paindeprinkus
A=dA o T _dw, _ o AT
dx 01 lo lP—dxy_()t-rh

Joonis 7.8. Prinkused temperatuuri muutusest

Kui ristloige on molema peatelje suhtes siimmeetriline, siis arvutatakse temperatuuri
muut telgjoonel valemiga

1
=3 (Tt + T (7.47)
Kui aga ristloige ei ole peatelje suhtes siimmeetriline, siis arvutatakse temperatuuri
muut telgjoonel jargmise avaldisega:

1

To = E (hillemme : T(+) + halumine ) T(—)) (748)

kus hiemine ja Naiumine On tala ristloike iilemiste ja alumiste kiudude kaugused varda
telgjoonest.

Ulemiste ja alumiste kiudude erinevast temperatuuri muutusest tingitud varda kéver-
dumist nimetatakse temperatuuri mitteiihtlasest muutusest pohjustatud prinkuseks v,

1
by = ary AT (7.49)

siin

Temperatuuri muutusest pohjustatud siirete arvutamiseks asendame valemites (7.39),
(7.40) A ja v, avaldistega (7.46), (7.49). Koormusest pohjustatud siirete arvutamise
valemitest (7.44), (7.45) saab jirgmised temperatuuri muutusest pohjustatud siirete
arvutamise avaldised:

b
wli U = / niar - Todr — CISN) cuy — O g, (7.51)

a

b 1
7w = / miaTﬁAde — C’ISQ’Z) Swp — C’LQQZ) CWg — C’,EMy) o — C’éMy) ~a (7.52)
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Avaldises (7.51) esineva integraali mérk soltub sisejou n; ja temperatuurist pohjustatud
pikkeprinkuse ar - Ty markidest. Kui sisejoud n; ja ap - Ty on ithemaérgilised, siis on
integraali mérk positiivne.

Avaldises (7.52) esineva integraali mérgi voib médrata ka varda deformeerunud kuju
jérgi: kui tihikjoust pohjustatud koverus 7 ja temperatuuri mittetihtlasest muutusest
pohjustatud koverus aT%AT on ﬁhesuunahsed siis on korrutis positiivne, vastupidisel
juhul negatiivne. Viimase koveruse hindamisel arvestame, missugused kiud pikenevad
ja missugused lithenevad.

7.8 Siirete arvutamise niited

7.8.1 Lihttala siirete arvutamise naide 7.1

Naiide 7.1 Arvutada joonisel 7.9 a) ndidatud lihttala poordenurk ¢, tala algul ja tala ristloike
c sire we .

a) Fy=10 kN Fy=12kN
o I
@721 e c b %7
’ 24m 1.6m 2.0m
V, 6.0 m Vy
b)

6.0m |

| 6.0m |

Joonis 7.9. Lihttala siirete arvutus

Talale 7.9 a) on koostatud paindemomentide epiiiir, mis on ndidatud joonisel 7.10.

Péordenurga @, arvutamiseks rakendame tala algusesse dimensioonita thikmomendi.
Uhikmomendi rakendamise suund on valitud antud teljestiku x-z positiivse péorde suunas.
Sellest iihikmomendist tekkivad momendid my on ndidatud joonisel 7.10.

Tala ristloike c siirde w. arvutamiseks rakendame ristloikesse dimensioonita thikjou.
Uhikjoule vastav epiitir mo on esitatud joonisel 7.10.

Alustame péordenurga o, arvutamist. Kasutame Mohri valemit (7.45) ja integreerimiseks
jagame tala kolmeks integreerimispiirkonnaks:

gpa—/ mi—— d:z—i—/ mi—— dx—i—/ ml—dx (7.53)
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Lihttala paindemomendi epiiiir M

Joonis 7.10. Koormus- ja iihikepiitirid

Awvaldise (7.53) kaks esimest integraali arvutame Simpsoni valemi (D.17) jdrgi. Viimase in-
tegraali arvutamiseks kasutame Verestsagini votet (D.26). Saame

2.4
o = ppl15.0-1.0—4-3.584-0.8 22168 0.6 +
1.6 1.4
+6El[ 22.168 0.6 —4- 25.27733 - = — 25.82667 - 5
2.0 1.0
—gpp 2582667 5 = ~28.072 rad (7.54)

Siirde w. arvutamiseks jagame tala kolmeks integreerimispiirkonnaks:

wc—/ Mo — dx+/ mo— dx+/ mQ—d:U (7.55)

Numbrilisel integreerimise arvutame avaldise (7.55) kaks esimest integraali Simpsoni valemi
(D.17) jargi. Viimase integraali arvutamiseks kasutame Verestsagini votet (D.26):
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