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1. ОСНОВЫ РАСЧЕТА
При расчете статически неопределимых стержневых

систем по предельному состоянию допускаемые нагрузки
получаются иногда значительно большими, чем то дает
обыкновенный расчет, основанный на линейной зависи-
мости между деформацией и силой. Принимаемые в несу-
щих конструкциях системы перекрестных балок обычно
расчитываются в предположении упругих деформаций.
Расчет на предельную нагрузку может дать в некоторых
случаях большие допускаемые нагрузки, чем расчет по
упругой теории.

В данной статье рассматриваются свободно опираю-
щиеся по краям прямоугольные и квадратные плоские
перекрытия из балок одинаковой жесткости и находя-
щихся между собою на равных расстояниях. Опреде-
ляются эпюры изгибающих моментов, перемещения узлов
и допускаемые нагрузки как в виде равномерно распреде-
ленной, так и в виде сосредоточенной силы в центральном
узле.

Предполагается, что:
1) балки опираются свободно друг на друга (жест-

кость при кручении незначительна);
2) распределенную нагрузку можно заместить узло-

выми нагрузками (это предположение незначительно
влияет на точность результата);

3) после возникновения пластического шарнира изги-
бающий момент в этом сечении остается постоянным.

Увеличение расчетной нагрузки (17% для двух тавро-
вых балок) при пластической работе сечения (ДУ пласт.)
мы не учитывали.

Для расчета перекрытий применен метод деформа-
ций, обобщенный на случай возникновения пластических
шарниров. За неизвестные приняты вертикальные пере-
мещения узлов. Применение этого метода позволяет в
предельном состоянии определить перемещение узлов
непосредственно и достаточно просто определить изгибаю-
щие моменты. В предлагаемом методе вначале опреде-
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ляются перемещение и изгибающие моменты, три упругой
работе стержней перекрытия и затем учитываются (добав-
ляются) соответствующие приращения моментов и дефор-'
маций, возникающие в результате появления пластиче-
ских шарниров. Делается предположение, что в каждом
пластическом шарнире приращение угла поворота упругой
линии при увеличении нагрузки в одном и том же направ-
лении растет и при появлении последующих шарниров
текучести. Изгибающий момент в шарнире текучести
остается постоянным по величине и по знаку.

В отличие от обычной методики расчета перекрытия
(в предположении упругой работы всех элементов) при
появлении пластических шарниров приходится с появле-
нием каждого нового шарнира составлять и решать соот-
ветствующую новую систему канонических уравнений.
Следует отметить (см. примеры), что с появлением каж-
дого нового пластического шарнира приходится пересчи-
тывать только небольшую часть коэффициентов. Число
дополнительно решаемых систем совместных уравнений
равно числу возникающих групп однородных шарниров
(при симметрии нагрузок и перекрытия) .

При числе балок в одном или в каждом направлении
свыше пяти можно с небольшой погрешностью свести рас-
чет к расчету перекрытия с меньшим числом балок, для
чего необходимо произвести редуцирование по нижепри-
веденной схеме [s]. -

Обозначая:
1Х момент инерции сечения продольной балки в

данной системе;
1У момент инерции сечения поперечной балки в

данной системе;
ш число продольных балок в данной системе и
п число поперечных балок в данной системе.
Обозначая индексом (г) эти же величины в редуци-

рованной системе получаем:

Возникающая ошибка мала при расчете на основной
случай нагрузки на равномерно распределенную
нагрузку.

гт|( г ) -I- 1
] (г) ш ~1 I1х

™ I 1 *х ,ш + 1
п( г ) 4- 1т (г) 1 г,1у п+ 1 1у •
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2. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА ПЕРЕКРЫТИЙ

Чтобы определить зависимость предельной нагрузки
от конструкции перекрытия, в данной работе рассмотрены
4 прямоугольных перекрытия с числом балок: IXS, 2x5,
3X5 и 4X5 и 3 квадратных перекрытия с числом балок;
3X3, 4X4 и 5x5. Ниже приведен полный расчет пере-
крытия с числом балок 3X3. Для остальных перекрытий
приведены результативные данные.

Рис. 1. Образование пластических шарниров в
системе балок 3X3.

В части А расчетной таблицы произведен расчет при
упругой работе [5, B].

В части таблицы А,а дана матрица коэффициентов
системы уравнений, составленных по обобщенному методу
деформаций. За неизвестные приняты вертикальные пере-
мещения узлов. Канонические уравнения метода дефор-
маций выражают ту мысль, что реакции в наложенных на
узлы вертикальных связях от действия внешних нагрузок
и от перемещений узлов равны нулю:

Ей = о



6

Расчетная
таблица

Таблица
№
1

1

2

3

Нагрузка

Множ.

Приращ.
изг.
мом.

I 2Р1

II Рз

Т|
I

Ли

М1

Мп

1

109,714
—75,429
0

4Р

0

а

2

—75,429
109,114

—37,714
4Р

0

3

0

—37,714
—27,429
Р

Р

1

109,714
—75,429
0

4,000
Р

0

Ь

2

—0,688
57,857
—9,714
6,746
Р

0

ОнС-н

Они

3

0

—0,652
2,845
5,400
Р

Р

Я Я

Я

А

>Я Я

=Я Я

с

№1

0,967
Р

1,364
Р

1,898
Р

М1

М
I

0,158
Р

0,229
Р

0,352
Р

О

д

Мьс

4,286

—2,571
0

0,664
Р

0,086
Р

0,664
Р

0,086
Р

А

М
2х

—5,143
4,286

0

0,828
Р

0,172
Р

0,828
Р

0,172
Р

а

М2у

0

4,286
—2,571
0,922
Р

0,078
Р

о о о

ОО О

0,922
Р

0,078
Р

1

Мзу

0

—5,143
4,286

1,718
Р*)

0,328
Р*)

1,718
Р
(1.
ш)
0,328
Р
(1.
ш)
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в

а

1 2 3

109,714
—75,429
0

4Р 4Р Р

0 0 Р

•

—75,429 0

78,857
—12,000

—12,000
6,000

Ь

1 2 3

109,714 —0,688 0

—75,429
0 —12,000
4,000
Р

6,750
Р

0 0

27,000 —0,444
0,667
4,000
Р

р

с

т чти
2,042
Р

0,458
Р

2,917Р 0,667
Р

6,000
Р

1,500
Р

М1

М
II

М
1х

4,286

—2,571
0

1,250
Р

0,250
Р

0,215
Р

0,078
Р

с!

М2х
—5,143
4,286

0

2,000
Р

0,500
Р

0,344
Р
(2.
ш)
0,156Р
(2.ш)

М
3у

0

3,000

—1,500
—0,250
Р

—0,250
Р

СМ

со СО

—0,043
Р

—0,078
Р

М.2у

—

—

0

0

о*

о"

0

(1.
ш)

0

(1.
ш)

т

1,31
8
Р

1,855
Р

2,930
Р

VII

0,301
Р

0,438
Р

0,820
Р

с

М
1х

11

ю

со

0,879
Р

«

0,164
Р

Ь

М2х

II

1,172
Р
(2.
ш)
0,328
Р
(2.
ш)

М2у

ни
НН

0,879
Р

0

Мз
у

1,172
Р
(1.
ш)
0,328
Р
(1.ш)

В

обрамлении
Г

повторяющиеся
коэффициенты.
-



8

Поскольку перекрытие имеет две оси симметрии,
вместо системы с девятью неизвестными достаточно
решить систему уравнений с тремя неизвестными:

где:
4гц сумма реакций в группе опор 1 (четыре опоры)

от перемещений каждой на единицу:
4г 12 сумма реакций в группе опор 1 (четыре опоры)

от перемещений группы узлов 2 на единицу, и т. д.

I*l3 >= г 3 1 в данном случае равна нулю
Узловая нагрузка:

где:
Ш момент сопротивления сечения,
[сг] допускаемое напряжение,
Щупр. безразмерный коэффициент, вычисленный в

предположении, что допускаемое напряже-
ние достигает предела текучести (см. табл.
№ 1,*)),

а расстояние между балками (в этом примере
а .= 1).

Для определения единичных реакций пк исполь-
зуются таблицы метода деформаций для четырехпролет-
ных неразрезных балок**) (табл. № 2).

= + 4Г12^2 + 4Г1 3 —4?! 1= О
2К2 4г2 + 4г22^2 + 4г2 4Р 2 >= О
2Кз'= Г3 + + ?3 =О,

Пк |= гкl

„ ЧГМР =
,

3 * ПlуП р.

Таблица № 2
О)

0) К
а, я
а) <и
С 3

Реакц.
или
мом.

Узел о
.

Л
|з5«

н0 1 2 3 4

реакция — 3,6429 9,8572 — 9,4286 3,8572 —0,6429 Е1:сЗ
изг.мом. 0 3,6429 — 2,5714 0,6429 0 Е1:с2

■№— 1 реакция 2,5714 —9,4286 13,7143 — 9,4286 — 2,5714 Е1:с 3

изг.мом.

**) См.

0

[4, 5, 8]

— 2,5714 4,2857 — 2,5714 0 Е1:с 2
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Здесь:
V; 1 единичное перемещение узла 1,
Е1 жесткость при изгибе и
с расстояние между' балками (с;= а для

продольных и с— Ь для поперечных ба-
лок) .

Реакция Гl3 '= Рз = 0, так как на реакцию узлов груп-
пы 1 от перемещения узлов группы 3 не возникают. Дру-
гие реакции определяются аналогично.

Решение системы уравнений по ГМ методу [4] про-
изведено в части таблицы А,Ь. Рассмотрены два случая
нагрузки:

1) равномерно распределенная нагрузка;
2) сосредоточенная сила в центре перекрытия.
В части таблицы АД даны изгибающие моменты,

вычисленные по полученным значениям лмь и \у 3,

используя таблицу № 2.
Например:
МIХ 4,286 V/! 2,571 \^2 —O. \у 3 (= 0,664.
Множитель т] = 1,000 (см. табл. № 1) показывает,

что в суммарный изгибающий момент входит момент,
вычисленный по упругой теории.

В части В расчетной таблицы проведен расчет в пред-
положении, что появились пластические шарниры (в обоих
направлениях в группе 1*). С появлением этих двух (в
нашем примере) шарниров в центре перекрытия, средние
балки (2—3—2) из четырехпролетных неразрезных балок
становятся двумя двухпролетными неразрезными балками,
загруженными постоянным пластическим изгибающим
моментом на одном из концов. В системе уравнений В, а
прогиб опоры 3 не равен нулю, а приращение опорного
момента АМ3у (и ДМ3х ) равен нулю.

*) В нашем примере в группу 1 входит только один узел 3.



В зависимости от появления пластического шарнира
коэффициенты г22, г 2з г 32 и Гзз изменяются и вычис-
ляются по предыдущей таблице и используется таб-
лица для двухпролетной упругой неразрезной балки
(табл. № 3).

Решение системы уравнений В,а проведено в В,Ь. В
В,с указаны полученные перемещения, а в В,б даны при-
ращения изгибающих моментов. Эти приращения момен-
тов сначала определяются для узловия нагрузок Р и затем,
умножая полученные моменты на коэффициент ц, полу-
чаем для этой стадии полное приращение моментов АМ.
При этом коэффициент ц выбирается так, что суммарный
изгибающий момент в сечениях, где возникает следующий
пластический шарнир (рис. 1, группа II) равен пластиче-
скому моменту в I группе шарниров.

В части С,а расчетной таблицы даны суммарные про-
гибы узловых точек, а в С,Ь суммарные изгибающие
моменты в узловых сечениях. Сумма коэффициентов
т] —2ц 1 для каждого случая нагрузки показывает вели-
чину увеличения допускаемых нагрузок при расчете по
предельному состоянию, по сравнению с расчетом по упру-
гой теории. Величина ц > 1 показывает экономическую
эффективность расчета по пластической теории.* )

*) См. таблицу № 5.

10

Таблица № 3

Переме-
щение

Реакция
или
мом.

Узел
Множи-

тель0 1 2

\уо — 1
реакция 1,5000 — 3,0000 1,5000 ЕР.сЗ
изг.мом. 0 — 1,5000 0 Е1:с2

т = 1
реакция —3,0000 6,0000 —3,0000 Е1:с3

изг.мом. 0 3,0000 0, Е1:с2
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После возникновения пластических шарниров
группы II (узлы г) рассчитываемая система перекрестных
балок превращается в механизм. Аналогично расчиты-
ваются и другие типы перекрестных балок.

Ниже приводятся результаты расчета других типов
перекрытий.

Рис. 2. Эпюры изгибающих моментов в системе балок
3X3.
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На рисунках 2 —7, 9—13 приведены эпюры изгибаю-
щих моментов.

В таблице IV приведен порядок возникновения пла-
стических шарниров.

В таблице V для рассмотренных типов перекрытий
даны величины прогибов, максимальных моментов и
коэффициенты ц, характеризующие степень экономиче-
ской эффективности применения расчета перекрытий по
пластической теории для случая одинаково направленных
и статически приложенных нагрузок.

Рис. 3. Образование пластических шарниров в
системе балок 4X4.

Рис. 4. Эпюры изгибающих моментов в системе
балок 4X4.
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Рис. 5. Образование пластических шарниров в
системе балок 5X5.

Рис. 6. Эпюры изгибающих моментов от распределенной
нагрузки (система 5X5).
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Рис. 7. Эпюры изгибающих моментов от сосредоточенной
нагрузки (система 5X5).
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Рис. 8. Перекрытия прямоугольного типа

Таблица № 4

Порядок образования пластических
МЫМЬ Тип ба- шарниров

лочной Нагрузкап/п системы I II III IV V VI

1 ЕР Зу 2у 1У Зх
1X5 |

2 1 Рз Зу 2у Зх 1у — —

3 2X5 ЕР Зу 2у 1У Зх — —

4 Г ЕР 6у 5у 6х 4у Зу Зх
3X5 {

5 1 Ро 6у 6х 5у Зх 4у —

6 4X5 ЕР 6у 5у 6х 4у Зх —
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Рис. 9. Эпюры изгибающих моментов в системе балок IXS.



17

Рис. 10. Эпюры изгибающих моментов в системе балок
2X5.
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Рис. 11. Эпюры изгибающих моментов в системе балок
3X5 (распределенная нагрузка).
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Рис. 12. Эпюры изгибающих моментов в системе балок
3X5 (сосредоточенная нагрузка)
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Рис. 13. Эпюры изгибающих моментов в системе балок
4X5.
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Рис. 14. Кривые изменения [Р] Пл. : [Р] уп. для сосредо-
точенных (I) и распределенных (II) нагрузок.
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На рис. 14 приведены значения коэффициентов ц для
различного числа балок составляющих перекрытие. Эти
данные получены при решении указанных выше приме-
ров. Кривая 1 соответствует нагрузке в виде силы, сосредо-
точенной в центре перекрытия. Кривая II соответствует
распределенной нагрузке.

выводы
1. Во всех рассмотренных типах перекрытий расчет по

предельным состояниям дает значительно большую рас-
четную, нагрузку чем обычней расчет. Значительное повы-
шение расчетной нагрузки возникает в прямоугольных
перекрытиях при нагружении сосредоточенными силами
(49 —98%). При распределенной нагрузке наибольшее
повышение расчетной нагрузки (50%) возникает в прямо-
угольных перекрытиях при соотношении жесткостей

Таблица № 5

§|

Ет) =

[Р]пл. '•

; [Р]уп.

шах\\’уп. : ■Раз
: Е1

тах\упл. :

: гаахугуп. тахМ : Ра

п/и с | н
, к га кН О о ЕР Рц ЕР Рц ЕР Рц ЕР Рц

1 1X5 1,27 1,98 0,18 0,09 21,85 9,89 1,08 0,54

2 2X5 1,34 — 0,93 — 4,34 — 1,12 —

3 3X5 1,47 1,57 3,23 0,41 4,05 4,15 . 2,04 0,37

4 4X5 1,38
-

6,23 — 2,36 — 2,48 —

5 5X5 1,19 1,49 10,17 0,80 2,13 4,31 2,72 0,37

6 4X4 1,15 — 4,60 : — 1,73 — 1,81 —

7 3X3 1,18 1,31 1,89 0,35' 1,54 2,33 1,17 0,33

хзм■К
43
1

1распределенная нагрузка,
сосредоточенная сила в центре.



2. При свободно опертых квадратных перекрытиях
форма поверхности прогибов при упругой и пластической

работе почти одинакова. Повышение расчетной нагрузки
при сосредоточенной силе в центре составляет от 31%
—49%, при распределенной нагрузке —• 15%—19%.

3_ Увеличения расчетной нагрузки за счет пластиче-
ской работы сечения (\У пласт) нами не рассматривались,
так как экономический эффект от применения \У пласт,
хорошо известен.

4. При числе балок свыше пяти в одном или в каждом
направлении, можно расчет приближенно свести к рас-
чету перекрытия с меньшим числом балок.

5. При расчете перекрытий, состоящих из перекрест-
ных балок, метод деформаций обладает следующими
преимуществами:

1) Система канонических уравнений всегда полу-
, чается хорошо обусловленной (диагональные эле-

менты по абсолютной величине больше побочных).
Это обеспечивает хорошую точность результатов.

2) Помимо определения внутренних усилий метод
деформаций позволяет непосредственно определить
прогибы в узловых точках. Это необходимо, так как
при расчете перекрытий по предельному состоянию
прогибы могут быть большими.

3) перекрытиях с балками разных жест-
костей методика расчета сохраняется. Расчет, однако,
значительно усложняется.
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